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i FRENTE: MATEMATICA IV
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Prova. Note que 1 <2 x10™"e 1 <2 x 10™', de modo que

1% 1 <4x10mm2 < 10m,

~ L. .. donde concluimos que 1_ x 1_possui, no maximo, m + n — 1
Progressao Geomeétrica - Defmlgoes algarismos. Por outro lado, temos 1> 10m~"e 1 > 10""; da,

m+n-2
Exemplos: 1,x1,>10

Uma progressdo geométrica (ou PG, abreviadamente) é uma
sequéncia numérica em que cada termo, a partir do sequndo, é iualao | de maneira que 1_'x 1 _possui, no minimo, m + n — 1 algarismos, o
anterior multiplicado por uma constante g, denominada razdo da PG. | Qque encerra a prova.

Agora, suponha, por absurdo, que existem trés repunits em PG ndo

A sequéncia numérica abaixo, por exemplo, é uma PG de | constante com razdo inteira q, digamos (1m,1n,1p). Perceba que
razao q = 2: 0 <qg=#1, eassim a PG em questdo é crescente, de modo que
m < n < p. Pela propriedade fundamental, temos
(2,4,8,16,32,64,128,...).
12=1_x 1p,

A Propriedade Fundamental das PG'S

Teorema: Sejam a, b e ¢ nimeros reais, com a = 0. Entao, (a,b,c) é
uma PG se, e somente se, b? = ac.

Prova. (=) Suponha que (a,b,c) é uma PG de razao q. Se q = 0, 2n-T=m+p-1=2n=m+p (%)
devemos ter b = ¢ = 0, de modo que 0 =0 = a x 0, e o resultado
segue. Suponha g # 0. Nesse caso, temos b = ag e c=bg, combec | Vejaquel [1,jaquel xq=1p.Como1 =1 _ x10"+1inferimos
ndo nulos. Dai, note que que 1n| 1p7ﬂ x10". Ademais, desde que mdc(1 , 10") = 1, segue-se
que 1| 1,_,. Dai, terlamos

e o lema que acabamos de provar nos garante que

Ezﬂzszmzzac "
¢ bqg @
n<p-n=2n=m+p<p,

(<) Se b? = ac (*), com a = 0, afirmamos que (a,b,c) é uma PG de

razao b/ a. De fato, basta notar que claramente uma impossibilidade.
b Exemplo 2: (Professor Isaac Luis) Sejam a, b e ¢ nUmeros reais nao
ax 3 b; todos nulos tais que a + b + c =S e abc = P. Se qualquer terna formada
b b2 %ac com esses numeros constitui uma progressao geométrica, pergunta-se:
bx—=—=—=c¢. , P
a a a qual é o valor de 5—3?
. - . R . A) 1
Exemplo 1: (Professor Isaac Luis) Mostre que ndo existem trés ou mais 1
repunits em PG nao constante com razao inteira. B) 3
Solucdo: Utilizaremos o seguinte Q) 1
9
Lema: Se 1 e 1 sdo repunits, entdo o produto 1 x 1 possui D) 1
exatamente m + n — 1 algarismos. 27
1
E) —
81
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Solugdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, a = 0 e
consideremos, em particular, as PG’S (a,b,c), (b,c,a) e (c,a,b). Repare
que, se b = 0, a PG (b,c,a) seria formada apenas por zeros, o que
nao ocorre. Dai, b = 0, e, de modo similar, conclui-se que c = 0. Pela
propriedade fundamental, temos

b? = ac = b® = abc;
?=ab=c®=abc
a’ =bc = a° = abc.

Assim, concluimos que a*> = b®> = ¢ = a = b = ¢. Para o que falta,
fazemos

de maneira que devemos assinalar a alternativa D.

O termo geral de uma PG

Teorema: Numa PG de primeiro termo a, e razéo q, tem-se que
a =a xq"’,
paratodon>1.
Prova. Faremos inducdo sobre n. Se n = 1, temos
a,xgq'=a xq’=a,x1=a,

e a férmula funciona nesse caso. Agora, suponha que esse resultado
seja verdadeiro para algum n > 1. Por fim, note que

- = -1 =
a,,=axq=(,xq"")xqg=
— 1)-1
=a, x g,

e nada mais ha a fazer.
Exemplo 3: Obter a PG cujos elementos verificam as relacoes:

a,+a,+ag =10
az+as+a; =30

Solucao. A PG procurada ficara absolutamente determinada quando
encontrarmos seu primeiro termo a, e sua razao q. Pela férmula do
termo geral, podemos escrever
a,+a,+a,=a,g+a,0’+ag’=a, q(l +g*+g’)=10(*).
Por outro lado, temos
a,+a.+a,=ag’+ag'+a,0°=aa(1+g°+9%=
)
=gx[aq(l+qg’+q*)] =10g=30=q=3.

Substituindo em (*), obtemos

. 10 _ 10 _ 10
"7 3x(1+9+81) 3x91 273

Logo, a PG requerida é a seguinte:

10 1030 90
273'91°91' 91" )

Propriedades das PG'S

Propriedade 1: Numa PG finita de razédo q com n termos, o produto dos
extremos é igual ao produto de quaisquer dois termos equidistantes
dos extremos.

Prova. Sejam a e a_termos equidistantes dos extremos da PG em
questao. Nesse caso, devemos ter

N+l=r+s=n-1=(0-1)+(-1) ).
Dai, pela formula do termo geral, podemos escrever

axa=(@xqg ")x@ xg=
*)
-~
=a, x[a, xqV*e ] = a x[a, xq]=a xa,

Propriedade 2: Numa PG de razdo q com um ndmero n > 3 impar de
termos, o quadrado do termo médio é igual ao produto dos extremos.

o oo n+1 .
Prova. Recorde que o termo médio possui indice 5 Pela formula

do termo geral, temos

n+l ntl n+1)2

_ 2 — 2 2 _ 2 | _ 52 n-1

n = +4 =axq2 =a, =|axq =aixq""' =
2 2

= a,x(@axq"")=axa,.

Observe, ainda, que, em virtude da Propriedade 1, o quadrado do
termo médio é, também, igual ao produto de qualquer par de termos
equidistantes dos extremos.

A soma dos n primeiros termos de uma PG

Teorema: Numa PG de primeiro termo a, e razdo g # 1, a soma S,
dos n primeiros termos é tal que

a(q—1)

§ =7

q-1
a(q—-1)

Prova. Se n =1, a férmula nos fornece S, = =a,, 0 queesta

correto. Suponha n > 2. Note que

n n n-1 n-1
as, = qz a = zaiq = zaiq +aq =z diy+aq =(Sn —81) +aq=
i=1 i=1 i=1 i=1

a1(q”—1).

gS,-So=aq —a, = (g-NS,=a(q"-1) =S, = ]
q_

Exemplo 4: Um nUmero natural m nao nulo é chamado de nimero
defectivo ou nimero deficiente se a soma dos seus divisores proprios
é menor do que m. Mostre que toda poténcia de primo é um ndmero
deficiente.
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Solugao. Seja p um primo. Consideremos a poténcia p", com n natural.
Se n =0, a conclusdo é imediata, posto que 1 é deficiente. Sen =1,
basta notar que 1 < 2 < p. Suponha n > 2. Recorde que os divisores
da poténcia p" sdo da forma p* com 0 < o < n. Assim, os divisores
proprios de p,_sdo os ndmeros 1, p, ..., p"~ . Veja que esses divisores
formam uma PG de razao p. Dai, pelo teorema acima, obtemos

n n

Tp+..+p =P "] LN S p",

p-1 p-1

e o resultado segue.

A soma dos termos de uma PG infinita

Agora, a fim de demonstrarmos o Ultimo teorema deste
material, introduziremos o conceito de /imite de uma sequéncia e
provaremos alguns resultados preliminares. O que sera exibido aqui
raramente é abordado na literatura matematica convencional em nivel
de Ensino Médio. Em geral, os livros simplesmente lancam mao da
férmula para o célculo da ‘'soma’ dos infinitos termos de uma PG cujo
modulo de sua razao é menor do que 1, isto é, ndo ha demonstracdes
e, sim, um apelo excessivo para a intuicdo do estudante.

Definicdo: Seja(a ) _,.. uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que
L e Réolimitede (a ) .. quando n tende ao infinito, e escrevemos

n

lim a, =L, se, dado um ndmero real & >0, existir n; e IN tal que, se

N—+co

n>n, entdo |a,-L|<e.

No que segue, demonstraremos trés propriedades satisfeitas
pelos limites de sequéncias, as quais chamaremos, respectivamente,
delL, Lel,.

limc=c.

n—+oco

Propriedade L,: Seja c € R. Entdo,

Prova. Dado € >0, tome n; e N. Note que, se n > n,, temos
|c—c=|0]=0<e,

e a demonstracao esta encerrada.

Propriedade L,: Sejac € ®. Se lim a, =L, , entdo lim ca, = cL.

N—+co N—+co0

Prova. Se c = 0, temos

L

lim Oxa, = lim 020=0xL,

N—+oco X—>+00

e o resultado vale. Suponha c#0. Sejag >0. Como ||m a,=L 3IneN
tal que, se n > n,, entdo

la, - L| < I | = |d|a, -1 = |c(a, - L) = |ca, - cl| <&,
0 que encerra a prova.
Para a Ultima propriedade, usaremos o seguinte
Lema: Sejam x e y ndmeros reais. Entao, |x—y | <|x|+|y]
Prova. Em virtude da desigualdade triangular, podemos escrever
[x=y| = per oyl < x4 -y =[x ]y,

e acabamos.

online

lima,=L e entao

N—+oo

lim b, =M,

N—+co

Propriedade L,: Se
lim(a, —b,)=L-M.

N—+oco

Prova. Sejas>0 Como lim a, =L, 3n, e N tal que, se n > n,, temos

N—+c0

[a, —L| < =(*). Analogamente, 3 n, € IN tal que, se n > n,, entdo
b, I\/I| (**). Agora, tomemos n, = max{n,,n,}, de modo que, se
n>ng, as deS|guaIdades (*) e (**) ocorrem. Somando essas

desigualdades membro a membro, obtemos
€
|an—L|+|bn—|\/I|<2><E:£.

Agora, o lema que acabamos de provar nos garante que
(@, —b,) = (L=M)| = |(a,— L) - (b, —=M)| < |a, —=L|+]o, M|,

e portanto, |(an—bn) —(L- M)| <&, 0 que encerra a prova.

Vejamos outro resultado importante que nos auxiliaréd na
demonstracdo do teorema principal desta secao.
Proposicao: Seja g € R tal que Igl < 1. Entdo, lim q"=0.
N—+co
(Ly)

lim =0"= lim O: 0. Suponha g # 0.

N—>+co N—+oo

Prova. Se q = 0, temos

Dai,0<lql<1.Sejag>0.Tomen, e Ntalquen, >|ogI ,&.Comoafuncao
exponencial de base positiva menor doque1é decrescente temos,
paran>n,

log e

o <[af"* <[of**" =& = |qf ~0<e.

Finalmente, podemos provar o seguinte

Teorema: Considere uma PG infinita de razdo q tal que | g1 < 1. Defina

a sequéncia (S ) com S, = 2;a1. Entao,

n’nelN*’

lim s, = -2
1

N—+oo -q

Prova. Inicialmente, note que

(L3)

g =102 limg = lim 1=0-1==1(*).

n—+eo N—+eo

lim (

N—>+oo

Assim,

n_ 1) (L) (*)
jim 2 @=VE 3 o=t

lim S, =
N—oo q_’| q_’|n—>+w ’I_q

N—oo

como queriamos demonstrar.

A riquissima teoria desenvolvida até aqui nos motiva naturalmente a
estabelecermos a seguinte
Definigéo' Seja uma PG infinita de razédo q tal que I g1 < 1. O numero

S= = lim S, € a soma dos infinitos termos dessa PG.

']_q N—>-+oo
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Exemplo 5: O primeiro termo e a razdo de uma PG sdo iguais a % .

O limite da soma dos n primeiros termos dessa PG, quando n — + o, é:

A) 1+2

D)

242

E) O

Solugao. Perceba, inicialmente, que

—‘ = —< 1. Dali, pelo teorema

acima, temos

de modo que a alternativa A é a correta.
Para encerrarmos, vejamos mais um exemplo.

Exemplo 6: Seja 6 um valor fixado no intervalo ]Og[ Sabe-se que

a, =cotg 6 é o primeiro termo de uma progressao geométrica infinita
de razdo g = sen?0. A soma de todos os termos dessa progressao é:
A) cossecd x tgo

B) sec6 x tgo

C) sech x cossech

D) sec’0

E) cossec’ 0

Solugdo. Veja que |q = |sen29| <1, jdqued e :|0§|: Aplicando o

teorema acima novamente, obtemos

coso
_ cotgH _ﬁ_ 1 cos6 1 y 1T
1-sen’® cos’® cos’® sen® cos® send
=5ecH xcossecH.

Alternativa C

Exercicios

01. Um polindmio P é dado pelo produto de 5 polindmios cujos graus
formam uma progressao geométrica. Se o polindmio de menor
grau tem grau igual a 2 e o grau de P é 62, entdo o de maior grau
tem grau igual a:

A) 30
B) 32
C) 34
D) 36
E) 38

02. Considere o quadrado ABCD com lados de 10m de comprimento.
Seja M um ponto sobre o lado AB e N um ponto sobre o lado AD,
equidistantes de A. Por M traca-se uma reta r paralela ao lado

03.

04.

05.

06.

07.

MoébuLo pe EsTubpo

AD e por N uma reta s paralela ao lado AB, que se interceptam
no ponto O. Considere os quadrados AMON e OPCQ, onde P é
a intersecao de s com o lado BC e Q é a intersecdo de r com o
lado DC. Sabendo-se que as areas dos quadrados AMON, OPCQ
e ABCD constituem, nessa ordem, uma progressdo geométrica,
entdo a distancia entre os pontos A e M é igual, em metros, a:

A) 15455
B) 10+5y5
C) 10-5v5
D) 15-5v5
E) 10-3v5

(Professor Isaac Lufs) Seja n um ndmero natural maior do que 1.
Os k divisores d, = 1,d,, ..., d,_de n, formam, nessa ordem, uma
progressao geométrica. Entdo, é correto afirmar que:

A) n é um quadrado perfeito.

B) n é um cubo perfeito.

C) n é um numero perfeito.

D) n é uma poténcia de primo.

E) Nenhuma das alternativas anteriores.

Os senos dos angulos de um triangulo estdao em PG. Nessas
condicoes:

A) O triangulo é necessariamente equilatero.

B) O triangulo é necessariamente retangulo.

C) O tridngulo é necessariamente acutangulo.

D) O tridngulo é necessariamente obtusangulo.

E) Os lados do triangulo estao em PG.

Se as solucdes da equacdo algébrica 2x* —ax? + bx + 54 = 0, com
coeficientes a, b € R, b = 0, formam, numa determinada ordem,

= . - a .
uma progressao geometrica, entao, B e |gual a:

SejaA e M, , (R) uma matriz simétrica e ndo nula, cujos elementos
s&o tais que a,,, a,, e a,, formam, nessa ordem, uma progressao
geométrica de razdo g # 1 e trA = 5a,,. Sabendo-se que o sistema
AX = X admite solucdo nao nula X e M___ (R), pode-se afirmar
que a2, +g? éigual a:

a9

25

121

25

Q)5

oy 42

9

25

4

Sejam A, B e C conjuntos tais que C < B, n(B\C) = 3n(B " C) =
6n(A N B), n(A U B) = 22 e (n(C),n(A),n(B)) é uma progressao
geométrica de razao r > 0.

A) Determine n(C).

B) Determine n[ g (B\C)].

2x1

B)

E)
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Sobre os elementos da matriz

X; X3 X3 Xg

(Y Y2 Yz Vs
A - o O O 1 € M4x4(m)r
1 0 0 O

sabe-se que (x,,x,,x;,x,) e (y,.Y,.¥sY,) sdo duas progressoes
geométricas de razoes 3 e 4 e de soma 80 e 255, respectivamente.
Entao, det(A™)) e o elemento (A™),, valem, respectivamente:

A) ie12
72

B) —ie—‘IZ
72
1

Q) ——el2
72
1 1

72 12

Considere a equacao algébrica 2 (x—a,)*™* =0. Sabendo
que x = 0 é uma de suas raizes e que (aw,az,a3) € Uma progressao
geométrica com a, = 2 e soma 6, pode-se afirmar que:

A) a soma de todas as raizes é 5.

B) o produto de todas as raizes é 21.

C) a Unica raiz real é maior do que zero.

D) a soma das raizes nao reais é 10.

E) todas as raizes sdo reais.

Considere a matriz quadrada A em que todos os termos da
diagonal principal sao 1, 1+x,, 1 +x,, ..., 1 + x_ e todos os outros

termos s&o iguais a 1. Sabe-se que (x,, X,, ..., X ) € uma progressao

" . . ] < 4 .
geométrica cujo primeiro termo é 5 earazéoé 4. Determine a

ordem da matriz A para que o seu determinante seja igual a 256.

Considere a equacao 2::Oanx” =0 em que a soma das raizes é
igual a — 2 e os coeficientes a, a,, a,, a,, a, e a, formam, nessa
ordem, uma progressao geométrica com a, = 1. Entao, z:zoan
éigual a:
A)-21
2
B) —=
3
21
Q) —
32
63
D) —
32

E) 63

Trés circunferéncias C,, C, e C, sdo tangentes entre si, duas a duas,
externamente. Os raiosr,, r, e r, dessas circunferéncias constituem,

< - -1
nessa ordem, uma progressdo geométrica de razao 3 A soma

dos comprimentos de C,, C, e C, é igual a 26ncm. Determine:

A) a area do triangulo cu jos vertlces sdooscentrosde C,, C,e C,.

B) o volume do sélido de revolugao obtido pela rotagao do
triangulo em torno da reta que contém o maior lado.

13.
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...) a sequéncia definida da seguinte forma:
+a,_,, paran > 3. Considere as afirmacoes

Seja (a,.a,.a,,

a=la,=1ea=a,

a sequir:

| Existem trés termos consecutivos, a, a_,,, a
ordem, formam uma progressao geometrlca

Il. a, & um ndmero primo.

lll. Se n é multiplo de 3, entdo a_ é par.

o dUE, nessa

E (sdo) verdadeira(s):
A) apenas |l.
B) apenas e ll.
C) apenas | e lll.
D) apenas Il e Il
E) I, el

14. Seja A =(au)S , @ matriz tal que a, = =2-1(Q2j-1),1<i,j<5.
Considere as afirmagodes a seguir:

I. Os elementos de cada linha i formam uma progressao
aritmética de razdo 2.

Il. Os elementos de cada coluna j formam uma progressao
geomeétrica de razao 2.

lIl. trA é um nUmero primo.

E (sao) verdadeira(s):

A) apenas|. B)apenaslell. C)apenasllell.

D) apenaslelll. E)l, llell.

15. (Professor Isaac Luis) Sejam a, P e S, respectivamente, a medida
da hipotenusa, o perimetro e a area de um triangulo retangulo.
Sabe-se que (a, P, S) € uma progressdo geométrica. Encontre todos
0s possiveis valores de a.

Gabarito
01 02 03 04 05
B D D E B
06 07 08 09 10
A - C A 5
11 12 13 14 15
D - D E -
— Demonstracao.
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