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APRESENTACAO

Ol3,

Vamos finalizar o estudo da geometria plana. Nessa aula, veremos 0s conceitos de
poligonos e areas de figuras planas. As provas militares adoram cobrar questdes envolvendo areas
geométricas. Devido a alta taxa de incidéncia dos tépicos dessa aula, resolveremos muitos
exercicios para fixar esse conteudo.

Caso tenha alguma duvida entre em contato conosco através do forum de duvidas do
Estratégia ou se preferir:

@ /profvictorso

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 4
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1. POLIGONOS

Poligonos sao figuras geométricas planas e fechadas que sao formadas por segmentos de
retas chamados de lados. A condi¢cdao de um poligono é n = 3, sendo n seu nimero de lados.

Prof. VictorSo

Podemos ter poligonos simples ou complexos. Os poligonos sao simples quando seus lados
ndo se cruzam, caso contrario, eles sdo complexos. Veja:

E D A

N\

A
C
B C . D
Poligono Simples Poligono Complexo
Poligonos também podem ser convexos ou concavos.
E
F
D
E
D
C
A
C
B A
Poligono Convexo Poligono Concavo

1.1. POLIGONOS SIMPLES CONVEXOS

1.1.1. CLASSIFICACAO

Um poligono recebe as seguintes denominag¢des dependendo do seu nimero de lados:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV



; Estratégia

Militares

NUmero de Lados Nome do Poligono

Numero de Lados

Prof. VictorSo

Nome do Poligono

3 Triangulo
4 Quadrado
5 Pentagono
6 Hexagono
7 Heptagono
8 Octégono

10

11

12

15

20

1.1.2. NUMERO DE DIAGONAIS

A diagonal de um poligono convexo é o segmento de reta que liga dois vértices nao

adjacentes. Exemplo:

Eneagono
Decagono
Undecdgono
Dodecagono
Pentadecdgono

Icosagono

AE,AD, AC s3o as diagonais do poligono acima. Note que para o vértice 4, os vértices B e

F sao adjacentes.

Podemos calcular o nimero de diagonais de um poligono de n lados. Seja d esse numero, entao,

sua férmula é dada por:

Demonstragao:

_n(n—3)
=—

Em um poligono de n lados, temos n vértices. Entdo, o niUmero de diagonais que partem
de um vértice é igual a n — 3, pois devemos descontar os vértices adjacentes e o prdprio vértice,

veja o exemplo:
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B

Nesse caso, temos 6 lados e 6 vértices. O numero de diagonais que partem do vértice A é
igual a 6 — 3 = 3 (nessa contagem, desconsideramos os vértices A,B e F).

Entdo, se queremos calcular o numero total de diagonais de um poligono de n lados,
devemos contar o numero de diagonais que podem ser formados em cada vértice. Sabemos que
cada vértice possui n — 3 diagonais, assim, considerando todos os vértices do poligono, temos
n(n — 3) diagonais. Mas, nesse niimero, estamos contando duas vezes as diagonais, no exemplo
acima, temos a diagonal que parte do vértice A e termina no vértice E e a diagonal que parte de
E e termina em A. Portanto, devemos dividir n(n — 3) por 2:

nn —3)
d=—7

1.1.3. SOMA DOS ANGULOS INTERNOS E EXTERNOS

Seja P, um poligono convexo de n lados, entdo, se S; € a soma dos seus angulos internos e
S. é a soma dos seus angulos externos, temos:

S, =(n—2)-180°
S, = 360°

Demonstragao:

Vamos demonstrar a soma dos angulos internos. Seja A; A, A5 ... Ay um poligono convexo
de n lados, tomando O o ponto no interior do poligono e ligando esse ponto a cada vértice:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV
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Ay

————— A,
As

Perceba que temos n triangulos: AA;4,0,AA,A;0,AA;A,0,AA,A50, ..., AA, A, 0.

Sabendo que a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°, entdo, a soma
dos angulos internos do poligono é dada pela soma dos angulos internos dos n triangulos
subtraido do angulo central:

0(1+a2+"'+0(n+,31+ﬁ2+"'+,3n =Tl'180°
S 360°
S;=180°-n—180°-2=S;=(n—2)-180°
Para provar a formula da soma dos angulos externos, podemos usar a propriedade de
angulos suplementares. Entdo, para cada vértice, temos:

al + 01 == 1800
az + 62 == 1800
a, + 6, = 180°

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 8
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Somando-se cada expressao acima:
a,+a,++a,+6;+6,+--+6, =n-180°
Si Se

S, +S,=n-180°

Substituindo S;:
(n—2)-180°+ S, =n-180°> S, = 360°

1.2. POLIGONOS REGULARES

1.2.1. DEFINICAO

Um poligono é considerado regular se ele for equilatero e equiangulo. Por exemplo, um
triangulo equildtero possui todos os lados de mesma medida e todos os angulos internos
congruentes, logo, ele € um poligono regular.

1.2.2. FORMULA DOS ANGULOS INTERNOS E EXTERNOS

Podemos deduzir a férmula dos angulos internos e externos do poligono regular usando a
formula de S; e S,. Seja a; o angulo interno do poligono regular, entao:
a,=a,=-=a,=a>n-a=(n-—2)-180°
——
Si
n-—2
ca=———-180°
n

Analogamente para o angulo externo 6;:

0, =0,==0,=0=n"0=360°
Se
360°
0=
n

1.2.3. PROPRIEDADES

P1) Todo poligono regular é inscritivel.

P2) Todo poligono regular é circunscritivel.
P3) Angulo Central

Demonstragoes:

P1) Seja A;A,A; ... A,, um poligono convexo regular, entao, tomando os pontos Ay, 4,, 43,
podemos desenhar uma circunferéncia A que passa por esses pontos, vamos provar que 4, € A:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 9
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Como A;,A,,A; € A, temos OA; = OA, = OA5. O poligono é regular, entdo, A;4, =
A, A5 = A3A,.

Sabemos que os angulos internos de um poligono regular sdo congruentes, assim,
analisando os triangulos isosceles A;0A, e A,0A5, temos:

Como os angulos internos do poligono s3o congruentes, temos a = 8. Observe os
triangulos A,0A; e A;0A,, note que A,A; = A3;A,, OA; é um lado comum e a = f3, logo,
podemos aplicar o critério de congruéncia LAL:

AA,0A; = AA;0A,

Dessa forma, temos OA, = OA,. Logo, A, € A. De modo analogo, podemos provar para os
outros vértices do poligono regular. Portanto, qualquer poligono convexo regular é inscritivel.

P2) Sem perda de generalidade, vamos usar o pentagono regular ABCDE. Sendo regular,
ele é inscritivel, logo:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 10
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Os triangulos isésceles OAB,OBC,0CD,0DE,OFEA sao congruentes, entdao, a altura
desses triangulos sdo congruentes:

Como a medida dos segmentos sdao congruentes, temos OH, = OH, = OH; = OH, =
OHs, entdo, O é o centro de uma outra circunferéncia. Vamos chama-la de 1'.

Sabendo que esses segmentos sdo perpendiculares as suas respectivas bases, temos que
os lados do poligono tangenciam a circunferéncia A’, logo, ele é circunscritivel.

P3) Vimos que qualquer poligono regular é inscritivel e circunscritivel. Um poligono regular
de n lados possui n triangulos isésceles e seus vértices sdao o centro O das circunferéncias e os
vértices consecutivos do poligono regular. Chamamos de angulo central o angulo do vértice O de
cada triangulo isésceles e seu valor é igual a:

360°
n

a. =

Chamamos de apdtema de um poligono regular a altura de cada um desses triangulos
isO@sceles:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 11
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1.2.4. CALCULO DO LADO E APOTEMA DO POLIGONO REGULAR

Vamos deduzir a formula geral do lado e apétema do poligono regular em fung¢ao do raio
da circunferéncia circunscrita e do angulo central:

Para um poligono regular de n lados inscrito em uma circunferéncia de raio R, sendo a,, o
ap6tema e L,, o lado do poligono, temos:

[ ]
A |, H B

2
AB é um dos lados do poligono regular de n lados.

Sabemos que o angulo central é dado por:
_360°
T on

ac

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 12
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Usando as relag0es trigonométricas no triangulo retangulo OAH, temos:
Iy

ac\ 2 _ 180°
sen (7) = ? = ln = 2RS€1’l< )

ac\ _ an _ 180°
cos(?) —?=> an—Rcos< - )

Podemos aplicar o teorema de Pitagoras no triangulo OAH e encontrar a,, em fungdo de
[, eR:

L\

1
R2=a,2,+(2) = a, =>\AR: - I

Também é possivel deduzir a férmula do lado de um poligono regular de 2n lados em
fungdo do raio R e do lado [,, do poligono regular de n lados. Veja a figura:

A

1{27;

l, e a, éolado e o apotema do poligono regular de n lados, respectivamente. Note que

ACEB~AACB:
CB AB L, 2R
ACEB~AACB = — = — = = S (L2 =2R(R —ay) (I
EE-CBE R-a, L, W (R = an) (D

Escrevendo a, em fungdo de [,, e R, temos:

1
a, = E\/ 4R? — l,zl

Substituindo em (I):

1
(Ly)? = 2R (R — VAR = z,%)

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 13
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o lyy = \[R (2rR-V4R*-B)

1.2.5. COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

Vimos que o lado de um poligono regular de n lados é dado por:

»
,, H B

2

A

—~

180°
L, = 2Rsen< )
n

O perimetro desse poligono é igual a:

180°
pn=n-2R-sen( - )

Se tomarmos n um numero que tende ao infinito, o perimetro desse poligono se aproxima
ao comprimento da circunferéncia circunscrita a ele. Entdo, aplicando o limite, temos:

180° 180°
C=lim<2R-n-sen( )):C=2Rlim<n-sen( )>=>C=2T[R

n—-oo n n—-oo n

T

Assim, temos que o comprimento de uma circunferéncia é dado por:

HORADE

PRATICAR!

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 14
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1. AB,BC,CD e DE s3o 4 lados consecutivos de um icosagono regular. Os prolongamentos dos lados
AB e DE cortam-se em I. Calcule o dngulo BID.

Resolugao:

O angulo central do icosagono regular é dado por:

20
Assim, os angulos das bases dos tridangulos isdsceles do icosdgono regular sdo iguais a:

18° + 26 = 180° = 6 = 81°

Vamos desenhar a situacao do problema:

Sendo regular, temos que I é o prolongamento do segmento OC. Como [ também é o
prolongamento do lado ED, temos que D é um angulo raso:

p +81°+81°=180°= f = 18°
OCD é angulo externo do triangulo ICD, logo:
8l°=a+f=>a=63°
O angulo BID é dado por:
BID = 2a = 126°
Gabarito: 126°

2. Provar que num pentagono regular as diagonais sao divididas em-2 segmentos que estdo na razao
aurea.

Resolugao:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 15
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D C

Sabemos que todo poligono regular é inscritivel numa circunferéncia e o angulo central do

360" 72°. O angulo de DAC é igual 3 metade do angulo central

pentagono regular é igual a
DAC = 36°.

Vamos calcular o angulo de cada vértice do pentagono:

n—2 3
-180° = a; = = - 180° = 108°
n 5

Como os lados do poligono possuem a mesma medida, temos:

a; =

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 16
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Note que DFC = 72° (soma dos angulos internos igual a 180°). Portanto, os tridngulos

ADC e DCF sdao is6sceles e semelhantes.

Vamos analisar o triangulo isdsceles ACD, chamando as diagonais AD e AC de a e AF de

b, temos (AF = DF = DC resultado dos triangulos isésceles):

Fazendo a semelhanga de triangulos:

a b 2 2
AADC~ADCF > —=———=a*—ab—-b"=0

b a-—»>

Encontrando as raizes na varidvel a:

b + /5b?
2
Como o resultado negativo ndo convém, temos:

a_\/§+1
b 2

a

Essa é a razdo aurea.

Gabarito: Demonstragao

3. ABCDEF é um hexagono regular cujas diagonais AE e BF se cortam em I. Mostrar que 2IF = IB.

Resolucao:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV
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Note que os triangulos AFE e FAB sao isdsceles. Como o angulo de seus vértices sao iguais
a 120°, temos que os angulos de suas bases s3o iguais a 30°. Sendo ABO e FEO os angulos de

triangulos equilateros, temos:

Os triangulos IAF e IBE sao semelhantes, logo:

AIAF ~AIBE il :
~ = — = —
IB 21

~ 2IF = IB

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV
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Gabarito: Demonstragao

4. ABCDE é um pentagono regular e EDCM é um paralelogramo interno ao pentagono. Calcular os
angulos do triangulo AME.

Resolugao:

Sabendo que EDCM é um paralelogramo e DE = CD (lados do pentagono regular), temos
que EM = CD e DE = CM, logo, EDCM é um losango. Vamos desenhar a figura:

Sendo E o vértice do pentagono, temos AEM = 36°. Como AE = ME, o triangulo AME é
isdsceles, logo:

EAM = EMA = 72°
Portanto, os angulos internos do AAME sao:
36°,72°e72°
Gabarito: 36°,72°e 72°

5. Determinar o lado do dodecagono regular circunscrito a um circulo de raio R.

Resolugao:

Sabendo que o apdotema de um dodecdgono regular circunscrito é igual a R e seu angulo
central é 30°, para encontrar o seu lado, podemos usar o seguinte triangulo isésceles:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 19
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15

l12

tg(15°) = % =1, = 2Rtg(15°)

Lembrando que:

A 1—cosA
o)1

2 sen A
1 30° 1 K
— CO0S - T
tg(15?) = — = tg(15°) = TZ = tg(15°) = 2 =3
2

Substituindo o valor da tangente na equacgao, encontramos:

li, = 2R(2 —V3)

Gabarito: 1;, = 2R(2 — V/3)

6. Calcular o angulo A de um triangulo ABC, sabendo que os lados a, b e ¢ s3o respectivamente iguais

aos lados do quadrado, hexagono regular e dodecagono regular inscritos numa mesma
circunferéncia.

Resolugao:

Se a,b,c sdao os lados do quadrado, hexagono regular e dodecagono regular,

respectivamente, para calcular o angulo A, devemos colocar esses lados em funcdo de uma
mesma variavel. Vamos usar uma circunferéncia circunscrita a esses poligonos de raio R:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV
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45°

Calculando o valor dos lados do triangulo em fungao do raio R:

Quadrado:
a=2R-cos45° = a = RV2
Hexagono:
b=R
Dodecagono:
c L _V3
sen(15°) :%:c: 2R - sen(15°) => ¢ = 2R-T2:>c:R /2—\/5
1—c0s 30°

2

Vamos calcular o valor do angulo do vértice A, usando a lei dos cossenos:

A

a

a’? = b?+ c?>—2bccosa

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV
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b? + c? — a?

cosa = ZbC
2
R* + (RV2=3) - (RV2)’ 1+(2-+3)-2 1-+3
cosa = = CoSsa = > C0Sdd = ———
2R -R\J2 -3 242 -3 242 =43

Note que o valor do cosseno é negativo (1 - \/§) < 0, logo, o angulo deve ser maior que
90°.

Vamos simplificar a expressdao, como o cosseno é negativo, temos:

cosa = ~(c14V3) V2413 > cosq = — T2
- 2v2-V3 2443 - 2
—J(~1+V3)V2+3 —\/(4—2\/5)(2+\/§)
> cosa = =>cosa =
2 2
—V8+4V/3-4/3-6 2
= cosa = 5 =>cosa=—7=>a=135°

~

Gabarito: A = 135°

7. Calcular o lado do icosagono regular inscrito no circulo de raio R.
Resolugao:
Um icosagono regular é um poligono de 20 lados. Vamos calcular seu angulo central:
360°
%= 20
Podemos usar o seguinte triangulo isdsceles, para calcular o lado desse poligono:

= a, = 18°

Aplicando a lei dos cossenos:
120 = R> + R* — 2R? cos 18°
l,o = RV2 — 2 cos 18°

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 22
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Devemos calcular o valor do cosseno de 18°, podemos usar o cosseno de 36° do triangulo
aureo (a explicacdo de como encontrar o cosseno desse angulo estd na aula 09):

V5 +1
4

cos(36°) =

Lembrando que o cosseno do arco metade é:

V5 +1
1+cos36° [1+—7 V10 +2V5
cos(18°) = > = > = 2

Substituindo na equacao:

10 + 25 4 —+/10 + 245
l20=R 2_2 EE— $120=R

* 2
Gabarito: 1, = R\/@E
2. AREA DE FIGURAS PLANAS

2.1. DEFINICAO

LEITURA

OBRIGATORIA

Vamos estudar um dos temas mais explorados em geometria plana pelas provas militares,
o calculo de areas de figuras planas. Estudamos até agora as formas geomeétricas, as medidas dos
angulos e os comprimentos dos segmentos das figuras planas. O estudo da area dessas figuras
envolve o conceito de extensdao. Compare as figuras abaixo e diga qual possui maior extensao.

D c

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 23
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Supondo que as duas figuras possuem as mesmas unidades de medida, podemos dizer que
o quadrilatero ABCD possui maior extensao que o triangulo XYZ. Quando fazemos esse tipo de
comparacao, estamos comparando as areas dessas figuras.

Duas figuras sdo ditas equivalentes quando possuem a mesma extensao,
independentemente de suas formas. Se juntarmos dois quadrilateros de dreas A, e A, para
formar uma outra figura de drea A3, podemos afirmar que esta possui area igual a soma das duas
primeiras:

S, + 52 p—

Usualmente, usamos as letras maiusculas S ou A para simbolizar a area das figuras. Nos
exemplos acima, perceba que S; =S, + S, e S, = S; + 5,, logo, podemos afirmar que as figuras
de areas S; e S, sdo equivalentes.

Dizemos que area € um numero real positivo associado a uma superficie limitada. A
unidade de medida usual da drea é o m? (metro quadrado).

Vamos estudar dois teoremas importantes para formar nossa base no estudo da area de
figuras planas. Esses teoremas serdo usados para deduzir todas as fdrmulas das dreas que podem
ser cobradas na prova.

2.2. TEOREMAS

2.2.1. TEOREMA 1

A razao entre as areas de dois retangulos que possuem uma dimensao congruente é igual
a razao entre as dimensdes ndao congruentes.

Demonstragao:

Considere os dois retangulos abaixo de bases congruentes:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 24
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Fy
| R
|
h,l
u s ha
u 8 8 u
fu 8 uy
b b

O teorema afirma que:
Ay hq
A; - h,

Onde A, e A, sdo as areas dos retangulos F; e F,, respectivamente. Para demonstrar essa
propriedade, devemos considerar dois casos possiveis:

Caso 1) h, e h, sdo comensuraveis

Como h, e h, sdo comensurdveis, entao, existe um nimero u € R’ que cabe um numero

inteiro de vezes em h; e h,. Sejam m,n € N* multiplos de h; e h,, respectivamente, entao,
podemos escrever:

h2=nu:>h_2_z D

Seja s a area dos pequenos retangulos de cada retangulo de base b e altura u dos
retangulos acima. Para o retangulo F;, temos que m retangulos de area s cabem em F;, logo:

A =ms
Analogamente para F,:
A, =ns
A razao entre as areas é dada por:

fl—z -5 ;1—: == an
Assim, das relacdes (I) e (II), encontramos:
A,
A4, h,

Caso 2) h, e h, ndo sdao comensuraveis

Nesse caso, ndo podemos escrever h, e h, como multiplos de uma mesma unidade de
medida u. Tomando u € R} tal que:
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h, = nu

Sendo h, e h, incomensuraveis, temos para m € N*:
mu<h <(m+1Du
Dividindo a desigualdade acima por nu:
mu h, (m+Du m h m+1
— </ —< <

nu nu nu n h, n

Como u é um submultiplo arbitrario de h,, podemos escolher u tdo pequeno quanto se
queira tal que m serd um nimero t3o grande que mu e (m + 1)u convergem para h,. Dessa
forma, encontramos:

hy m
h, n
Procedendo de modo analogo para a area, encontramos:
m A m+1 A m A h
mS<A1<(m+1)s=>_<_1< A m A
AZ =ns n AZ n A2 n A2 hz

2.2.2. TEOREMA 2

A razdo entre a area de dois retangulos é igual a razao entre os produtos de suas
dimensdes.

Demonstragao:

Considere os trés retangulos abaixo:

ha S3 ho S5
i b1 i be
by S1
b1
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Usando o teorema 1, podemos escrever:

S h

5 °h O
3 2

53 bl

5, b P

Multiplicando as razdes (I) e (II), temos:

Prof. VictorSo

2.3. AREA DE POLIGONOS

2.3.1. RETANGULO

Para calcular a area do retangulo, vamos adotar como area unitaria um quadrado de lado
1. Seja A, a area desse quadrado e A; a area do retangulo de base b e altura h, sabendo que

A, = 1, temos:

h Apg
b
Aplicando o teorema 2:
Ag _b-h _ Ar _ b-
A, -1 1

Com base no teorema 2, vamos deduzir as férmulas das areas dos principais poligonos.

Portanto, a area de um retangulo é dada pelo produto entre sua base e sua altura.

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV
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% ATENTO!

Ao calcular drea de figuras planas, precisamos nos atentar a um detalhe. Veja a questdo abaixo:
Calcule a drea de um retangulo de base e altura medindo 5 cm e 10 ¢m, respectivamente.
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Essa questdo nos fornece a unidade de medida em centimetros. Quando calculamos a area dessa
figura, precisamos também incluir a unidade de medida:

Ap=b-h= Az =(5cm)- (10 cm) = Ag = 50 cm?

Caso a questdo forneca os dados em diferentes unidades de medida, temos que converté-los na
mesma unidade. Veja:

Calcule a 4rea do retangulo de base e altura medindo 5 cm e 10 km, respectivamente.

Nessa questdo, ndo podemos multiplicar diretamente a base a altura, pois ambas estdo em
diferentes unidades de medida (cm e km). Antes, devemos igualar as unidades. Vamos converter o
quildbmetro em centimetro:

10 km =10-103>m =10-10% - 102 cm = 10° cm

Agora, podemos calcular a area:

Ap = (5cm) - (10° cm) = Az =5 - 10° cm?

Esse detalhe pode tirar alguns pontos da sua prova, entdo, atencao na hora de ler a questao!

A tabela abaixo fornece as principais conversdes de unidades de medida, vamos adotar como
unidade padrdo o metro:

Unidade de medida Unidade equivalente
Milimetro mm 1073 m
Centimetro cm 1072 m
Quildmetro km 10° m

2.3.2. QUADRADO

Esse é um caso particular de retangulo. Como o quadrado possui lados congruentes, a sua
altura e base possuem as mesmas medidas. Para um quadrado de lado [:
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2.3.3. PARALELOGRAMO

O paralelogramo pode ser visto como um retangulo inclinado, veja:

h

b

A area do paralelogramo de altura h e base b é equivalente a drea de um retangulo de
altura h e base b, logo:

AP:bh

2.3.4. TRIANGULO

A area de um tridngulo é igual a metade da 4rea de um paralelogramo de altura h e base
b. Seja A a drea de um triangulo de base b e altura h:

h

Analisando a figura, podemos ver que:
b-h

AT=

2.3.5. LOSANGO

A area de um losango de diagonal maior D e diagonal menor d é igual a 2 vezes a area de
um triangulo de base d e altura D /2:
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\
D
2
D
d
Y
—
d
a2
AL=2AT =>AL ZZT
~d-D
LT
2.3.6. TRAPEZIO

Para calcular a area de um trapézio de base menor b e base maior B e altura h, podemos
dividi-lo em 2 triangulos de altura h e bases b e B:

2.3.7. POLIGONO REGULAR

Dado um poligono regular de n lados, sendo:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 30



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

a — medida do apdtema
[ — medida do lado
n — numero de lados
p — semiperimetro do poligono

Esse poligono pode ser dividido em n triangulos congruentes de base [ e altura a:

A area desse poligono é dada por:

A = n-l-a
Pol = 7 5
O perimetro desse poligono é igual a:
2p=n-1
Assim, substituindo a identidade acima na expressao da drea do poligono, encontramos:
Apor = 2 a
2
|APol =p- a|

2.3.8. OUTRAS EXPRESSOES PARA AREA DO TRIANGULO

Dependendo dos dados da questao, podemos calcular a area do triangulo de outras
formas. Vamos explorar as possibilidades:

1) Dados um dos lados e a respectiva altura
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Seja S a area do triangulo, como vimos anteriormente, a area do triangulo em fung¢ao do
lado e da respectiva altura é dada por:

Temos a base do triangulo, precisamos calcular a altura CH:

CH = b - senax
A area é dada por:
b-c-sena
S=T

3) Dados um lado e dois angulos adjacentes

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 32



-5

Militares

¥ Estratégia

A c B

Prof. VictorSo

Nesse caso, procedemos chamando um lado de x, escolhendo o lado AC, temos:

A area desse triangulo é dada por:

X C-Sena

S =
2

Podemos encontrar o valor de x usando a lei dos senos:

X c X Cc

c-senf

senf N sen(180° — (a + ) = senf - sen(a + B) wx= sen(a + B)

Substituindo na expressao da area, encontramos:

c? - sena - senf
2 -sen(a+ pB)

4) Dados os lados e o raio da circunferéncia inscrita

No triangulo acima, temos trés triangulos cujas bases sao os lados do triangulo ABC e a
altura ér:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV
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+a-r S (a+b+c)
= = —
2 2 2

N——— —_—
p

S =S8up1+ Saci +Spcr = S = 2 + r

5) Dados os lados e o raio da circunferéncia circunscrita
A

C

Vamos usar a propriedade do arco capaz e tomar o lado BC como base, entao, temos:

Note que os triangulos AHC e ABD s3o semelhantes, pois ambos s3o retangulose D = C.
Assim, podemos escrever:

AAHC~AABD AC AD b 2R B bc
AH AB h, c ¢ 2R
A area é dada por:
a-h,
S =
2
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6) Formula de Heron

A formula de Heron é Gtil quando a questao nos da apenas os lados do triangulo.

A

C a B

Sabemos que a area do triangulo pode ser dada por:
a-h,
T2
Vimos no capitulo de calculo de cevianas do triangulo que h, pode ser escrita em fungdo
dos lados e do semiperimetro do triangulo:

2

hy = Ex/p(p —a)(p-b)--c)

Substituindo essa identidade na expressao da area, encontramos:
2
S “Vp(—a)p—b)(p —c)
B 2
S=Jpp—-a)p-b)(p-c)

Essa formula é conhecida como férmula de Heron.

7) Dados um lado e o raio da circunferéncia ex-inscrita ao mesmo lado
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Podemos calcular a area do triangulo ABC através do quadrilatero ABCO, veja:
C 1y a-mn
—+
2 2
b * T'b
2

Sapco = Sapo + Sceo = Sapco =

Sapco = Sapc + Saoc = Sapco =S +

Igualando as duas identidades, encontramos:

e s P 5= bt o)
2p—2b
S=@-b)-1y
Para as circunferéncias ex-inscritas aos outros lados, podemos provar analogamente que:
S=(pp-a)-1,
S=(p—-o)r

8) Dados o raio da circunferéncia inscrita e os raios das circunferéncias ex-inscritas a cada
lado

Nesse caso, a questdao da apenas os raios 1, 1,, 13, .. Vimos nos itens anteriores que a area
do triangulo pode ser dada pelas seguintes férmulas abaixo:

S
S=p-r:,~p=;

S
S=@p-a) rn=>p—a=—

a

S
=(p-b)n=>p-b=—
Tp

S
S=(p—c)-7’c:p—c=—
L

Substituindo esses valores na férmula de Heron, encontramos:

S=yplp—a)p—-b)(p—-o0)

S S S S

S= |- ——- — S Jrr = \/
T T, T

Te

S=\r 1,17,

2.3.9. RELACAO METRICA ENTRE AREAS

Para figuras geométricas semelhantes, podemos encontrar uma relagdo para suas areas.
Considere os triangulos ABC e DEF semelhantes abaixo:
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1
|
1
|
. D
|
1
|
1
p [1 \ I
B by C E bo F
Como AABC~ADEF, temos:
h b
L = L = K (razdo de propor¢io)
h, b,
A area de cada triangulo é dada por:
b1 * hl
S =
1 2
bz * hz
S =
2 2
Dividindo as areas, encontramos:
s, oo, s

S: brhy TS, b by S,
2
S1
5 =
Portanto, a razdo entre as areas de figuras semelhantes é o valor da razao de proporc¢ao
elevado ao quadrado.

KZ

Vimos para o caso de triangulos semelhantes. Saiba que essa razao é valida para quaisquer figuras
planas semelhantes.

2.4. AREA DE CiRCULOS

2.4.1. DEDUCAO DA FORMULA

Para calcular a area do circulo, podemos usar a area do poligono regular de n lados:
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B

Tt

2

l,, é olado do poligono de n lados e a,, é seu apdtema. A drea do poligono é dada por:

_n-aycly
T2
Podemos escrever [, /2 em fungdo do angulo central:
L, l
N n T
9(F)=Z=2=a,19(0)

Substituindo na férmula de S,;:
Snzn-ai-tg(z)
n
Note que se n tender ao infinito, a area do poligono de n lados se aproxima da area da
circunferéncia circunscrita a ele e o apétema se aproxima do raio dessa circunferéncia. Se S é a
area da circunferéncia de raio R, podemos escrever:
T T T
Sn=n-a$l-tg(—)=>SC= limn-RZ-tg(—):SC=R2-limn-tg(—)
n n-oo n n

n—->oo

s

SC=T['R2

2.4.2. PARTES DO CiRCULO

Para finalizar o assunto de areas de circulos, vamos aprender alguns termos que podem
ser cobrados na prova a respeito das areas das partes dos circulos:

1) Setor circular

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 38



ﬁ Estratégia

Militares

Setor circular é uma fatia do circulo. Sua area é dada pela proporgao:

S i R os =8
=  — . = = —
m " 2
fatia do circulo

2) Segmento circular

Prof. VictorSo

Segmento circular é a regido delimitada pelo circulo e pelo triangulo isdsceles cujo vértice
é o centro do circulo e seu angulo é 8. Dessa forma, a area é dada pela diferenca entre a area do

setor circular e a drea do triangulo isdsceles.

3) Lunula

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV
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Lunula é a regidao do circulo menor localizada na parte externa do circulo maior.

4) Triangulo Curvilineo

Triangulo curvilineo é o triangulo ABC cujos lados sdo todos curvos.

5) Triangulo Mistilineo
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A c D

Um triangulo é mistilineo quando possui um ou dois lados curvos. Os triangulos ABC e
CDE representados acima sao mistilineos.

/
HORADE

PRATICAR!

#

8. Calcular a area do triangulo ABC em fung¢ao de S4,5, e S; sabendo-se que as retas ,s e t sao
paralelas aos lados do triangulo.

VA N ~
c/\ B

O bizu para essa questdo é usar razao de proporgdo. Note que como as retas r,s,t sdo
paralelas aos lados do triangulo, temos que todos os tridangulos sdo semelhantes. Entdo, seja S a
area do triangulo maior e k,, k,, ks as razdes de proporg¢do entre os triangulos de areas S;, S5, S3,
respectivamente. Entao, podemos escrever:

Resolugao:
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VAVANEEEERN

3
c by / b \ b
b

S S
S =ki=b =bky > =ki=sk= |7

S S
T=ky> b =bky > L=k =k = |
b S S
S =k by=bhky=> 2 =k=k = |¢

Podemos ver pela figura que:

b - bl + b2 + b3
Vamos escrever tudo em funcdo de b:

b:bk1+bk2+bk3:>k1+k2+k3:1

Substituindo os valores das razoes, temos:

E+\E+E=1:\/§=\/S_l+\/s_z+\/s_g

S = (S + S+ J55)
Gabarito: (\/S; + /S, + \/5_3)2

Prof. VictorSo

9. Calcular a drea de um trapézio isdsceles, se a sua altura é igual a h e o seu lado lateral se vé desde

o centro da circunferéncia circunscrita sob angulo a.

Resolugao:

Para ilustrar o problema, vamos desenhar o trapézio isdsceles inscritivel:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV
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h

Sabemos que a drea de um trapézio é dada por:
h
S = (a + b) . E

Precisamos encontra a e b em funcao de h e @ dados. Podemos usar a propriedade do arco
capaz, tragando as diagonais AC e BD, temos:

h

Note que AAEF = ABEF e AEDG = AECG, pois as alturas de cada par desses triangulos
sdo congruentes e temos dois angulos internos congruentes. Assim, F e G sao os pontos médios
das respectivas bases. Vamos definir EF = hy e EG = h,:
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Assim, podemos escrever:

()= =n-3 0

e

=>h=h1+h2=>h=a—+b-tg(5)=>a+b= Zha
? ’ 9 (3)

Substituindo as varidveis na equacdo da drea, encontramos:
a+b h 2h
B 2

? t9 (3)

h=S= =>S=h2-cotg(%)

Gabarito: S = h? - cotg (%)

10. (OBM/2005) Na figura, todas as circunferéncias menores tém o mesmo raio 7 e os centros das
circunferéncias que tocam a circunferéncia maior sdo vértices de um quadrado. Sejam a e b as areas
hachuradas. Calcule a/b.

Resolugao:
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Vamos inserir as varidveis do problema:

Seja S a area do circulo maior, assim, temos:
S=5a+4b
Mas, S = m(3r)?:
9nr? = 5a + 4b
Podemos escrever a e b em fungdo de r:
a = mr?
9nr? — 5mr?

9117‘2=50L+4b=>b=T=m‘2

A razao é dada por:

a 7nr? .
b mr?

Gabarito: % =1

Prof. VictorSo

11. Determine a razdo da area do circulo maior para a area do circulo menor.
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Resolugao:

Sendo os angulos inscritos nos circulos, temos:

Seja S; a drea do circulo maior e S, a area do circulo menor, desse modo, podemos
escrever:

S]_ == T[RZ
SZ - T[T'Z
S, mR? (R)2
> == —
S, mr? r

Vamos encontrar uma relagao entre R e r. Note que o triangulo O;BC é equilatero

(triangulo isdsceles cujo vértice possui angulo de 60°) e o triangulo O,BC é retangulo isdsceles.
Assim, temos:

R =x = R? = x2

xV2 x?

2
r=——ort = —
2 2
Substituindo essas variaveis na razdao das areas:

Sl_RZ_xZ_

S, 12 x?
2

Gabarito: 2

12. ABCD é um quadrado cujo lado é a. De cada um dos vértices desse quadrado como centro e com

raio a descreve-se internamente um arco. Calcular a drea do quadrilatero curvilineo cujos vértices
sdo os pontos de interseccdao desses arcos.

Resolugao:

Devemos notar que os vértices do quadrilatero curvilineo formam um quadrado, veja:
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Os segmentos DX e AX sdo raios de circunferéncias e medem a. Desse modo, AXD é um
tridngulo equilatero, logo, XAB = CDX = 30°. Dessa forma, podemos ver que a figura fica da
seguinte maneira:

D C

A a B
Como os arcos XY,YZ,ZW,WX possuem mesma medida e o quadrilatero é equildtero,
temos que o quadrilatero é um quadrado. Assim, temos:

D C

A B
S, é a drea do quadrado e S, é a drea do segmento circular:
Sl == xz

Vamos calcular o valor de x e a area S, aplicando a lei dos cossenos:
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x?=a’+a*—-2a’cos30°=>x=a /2—\/5

> 5, = a2(2 —3)
Agora, vamos calcular a area S,, ela é a diferenca da area do setor circular e a drea do
triangulo AXY:
30° wa?

. 2 -
Ta 12

Ssetor:W
1 . a?
SAXY=E-(asen30)-a=Z

¢ - ma® a?
2712 4
A area do quadrilatero curvilineo é dada por:
ra? a? wa?
S =S, +45S, =>S=a2(2—\/§)+4<ﬁ—z> =>S=T+a2—a2\/§

-'-S=a2(g+1—\/§)

Gabarito: S = a? G +1-— \/§)

13. Calcular a area do triangulo cujas alturas medem 5,7 e 8 cm.

Resolugao:

B a e

Para calcular a area do triangulo, precisamos encontrar o valor de um dos seus lados. Para
isso, podemos encontrar uma relagao entre os lados. Usando a definicdao de area, temos:

5 8b 7c

Escrevendo b e c em fungdo de a:
5a 5a
b= ? ec = 7

Vamos usar a férmula de Heron para encontrar a medida de a:
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5
5=7a=x/29(p—a)(p—b)(p—6)

25a2_a+b+c —a+b+c a—-b+c a+b-c
4 2 2 2 2
Substituindo b e c:

25a2_(1)(+5a+5a)( +5a+5a)< 5a+5a)(+5a Sa)
4 \16) "7 g T7) T g )T T ) \CTg Ty

4 (56 +35+40) (56 +35+40) (56 —35+40) (56+ 35— 40)

Prof. VictorSo

10042 = a* -
00a% = a 56 56 56 56
100 -56% = q?-131-19- 61 - 51
10 - 562

STVt 96151
Assim, a area do triangulo é dada por:
_5a 5 10 - 562
T2 2 131-19 6151

=~ 28,17 cm?

Gabarito: S = 28,17 cm?

14. Encontre a area do quadrado ABCD na figura abaixo tal que PA = 3,PB =7 e PD = 5.
D C

Resolugao:
Seja [ o lado do quadrado e A sua drea, entdo:
A=1?

Vamos inserir as varidveis na figura:
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D C
5
l—y
p P
]
7

y 3 |y
A x* [l —x B

Aplicando o teorema de Pitagoras nos triangulos retangulos da figura, temos:

9=x%2+y2 (I
1> —16
25=x*+ =y’ =>25=x"+y* -2y + 2>y =—— (D
9
12 — 40
49=y2+(l—x)=249=y? +x?-2lx+1?>x = o] (1)

9
Substituindo (II) e (11I) em (I):

1% — 40 2+ 2-16\"_,
21 21 )
[* — 8017 + 1600 + [* — 3212 + 256 = 36[2
21* — 14812 + 1856 = 0 = [* — 7412 + 928 = 0

Vamos substituir a varidvel [2 = A

A* —T74A4+928=0

Encontrando a raiz:
A=374++372-928=>A4A=37+21
~ A =58
Gabarito: A = 58

15. Calcular a area de um triangulo retangulo conhecendo o seu perimetro 2p e a altura h relativa a
hipotenusa.

Resolugao:

Temos o perimetro e a altura do triangulo retangulo, vamos encontrar sua area em funcao
dessas variaveis:
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C

a
H
b
h
A c B

A area do triangulo retangulo é dada por:
bc ah

S —
2 2

Usando o teorema de Pitagoras, temos:
a’* =b*+c*=>a*=b*+c*+2bc—2bc = a*=(b+c)*—2bc
=>(b+c)2—a2=2bc=>(b+c—a)(b+c+a)=§§_g

2p-2a 2p 4S
25 S
(2p—2a)-2p=4S=>2p—-2a=—=a=p——
p p
Substituindo o valor de a na equacao da area:
S
an_ (o) 2 z
S=7=>S=T=>25p=p h—Sh = S(2p + h) = p*h
2h
S = P
2p+h
2
Gabarito: § = 2 h
2p+h

16. Determinar a area do trapézio ABCD, cujas bases sao AD =ae BC=b (a > b), e no qual A=
45°e D = 30°.

Resolugao:

Vamos desenhar a figura da questao e inserir as variadveis:
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De acordo com a figura, podemos inferir:
a—b>b
V3+1

x+b+y=a=>x+y=a—-b=>h+h/3=a—-b=>h=

h_(a—b)(\/§—1)
B 2

A area do trapézio é dada por:
a+b) (a—b)(3-1 1
=( )-( ) )=>S=—(\/§—1)(a2—b2)
2 2 4
Gabarito: A = i(\/?j —1)(a? — b?)

h
S=(a+b)§$5

17. Uma circunferéncia de raio R estd inscrita num losango ABCD cuja maior diagonal AC = 4R.
Calcular as areas dos triangulos mistilineos AMN e MBP.
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Resolugao:

Usando os dados do enunciado, temos:

D
Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo AOM:
(2R)? = R? + AM? = AM = RV3

Note que os lados desse tridngulo permitem inferir que OAM = 30° e AOM = 60°.
Sabendo que as diagonais de um losango formam um angulo reto, temos:

B
M P
RV3
R
R
0
o R 60
A Ll c
o)
R
N
D

Podemos encontrar a medida de MB:

MB RV3
tg30°=?=>MB=T
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B
RvV3
M 3 P
RV3
R
R
0

0° R 609

A R c
o)
R
N
D

Vamos calcular o valor da area do triangulo mistilineo AMN, temos 2 tridangulos retangulos

e 1 setor circular de angulo 120°:

V3

1
SA0M=E'R'R'V3=7R2

120°  m@R?
Swon = 3gge  TRY =~

mR? R?
= S, = 2S40m — Swon = V3R? —T=?(3\/§—n)

Calculo de S:

Spou = R*3
BOM — 6
.o 60° 2 TR?
0P T 3600 ™ T g
R?>3 mR? R?
= 52 = 25pom — Smop =T_T=?(2\/§_n)

Gabarito: §; = %2(3\/5 —1); S, = R?Z(Z\E — 1)

18. Considere os circulos da figura de raios 10 e 4 e seu eixo radical. Se AT é tangente em J ao circulo

menor, calcule a area do triangulo ATH.
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Resolugao:

Se | é o ponto de tangéncia e o raio do circulo menor é 4, entao, o triangulo retangulo ABJ
é o triangulo retangulo 3:4:5. Vamos inserir as varidveis na figura:

Podemos encontrar o valor de x, usando a definicao de eixo radical:

PotH:Potg:>x<x+2RA>=(x+1)<x+1+2RB>
10 4
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x(x+20)=((x+1)(x+9)

9
X>+20x=x*4+10x4+9=2>10x=9=>x = —

10
Analisando o triangulo retangulo ABJ, temos:
4
tga = §
Vamos encontrar a altura TH:
TH 4 TH 4-109
tga=ﬁz>§=ﬂ:TH= 30

A area do AATH é dada por:
2 1 (10+ 9) 4-109_1092_11881
ATH ™2 10/ 30 ~ 150 150

11881
150

Gabarito:

19. (IME/1990) Calcule a area do triangulo ABC.

A

40 30

Resolugao:

Sejam M, N e Q os pontos de intersec¢do dos prolongamentos dos segmentos AP, BP e CP
com os lados do triangulo, respectivamente.
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40 30

B M C

Vamos tomar como base o lado BC. Note que a altura dos triangulos ABM e AMC possuem
mesma medida e a altura dos triangulos BPM e MPC também. Assim, temos:

Vamos calcular as areas dos triangulos:

x'hA
AABM = =84+ S5, +40
-h
AMC LA — 5, 435430
Dividindo as duas equagdes:
x 5+ 124
y S,+65
X h,
ABPM = > =40 40
> —=—
-h
AMPC=>y2P=30 y 30

Igualando as equacoes:
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M=E:M=f:35’l+372 =4S, + 260 = 45, — 35, = 112 (I)
S,+65 30 S,+65 3
Analogamente, os triangulos ABN e BNC possuem mesma altura em relacao ao lado AC,
entao, temos:
S$;+84+S, S,
40 +30+35 35
S, +84+S,=3S,=>2S5,—S5, =84 (I)
Fazendo 2(II) — (I):
45, — 2S5, — (4S5, —35;) =168 —-112> §; =56

Substituindo o valor de S; em (II):

= 35S, + 84 - 35 + 35S, = 1055,

84 + 56
- =7

252284+51=>52= 2
Portanto, a area total é dada por:
Sipc =84 +56+40+ 70+ 35+ 30 =315

Gabarito: S = 315

20. (IME/2002) Considere um quadrado XYZW de lado a. Dividindo-se cada angulo desse quadrado em
4 partes iguais, obtém-se o octoégno regular da figura a seguir. Calcule a area do octégono
12345678 formado.

X Y

Resolugao:

Para calcular o valor da drea do octégono regular, precisamos encontrar o valor de um dos
lados dos tridangulos isdsceles que formam o octégono regular. Como os angulos foram divididos
em 4 partes iguais, temos:
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b3 | 2

.
Usando a razdo tangente, temos:

tg(22,5°) =

a
=>x = 7 tg(22,5°)

STRSTIE

Lembrando que:
A 1 —cosA

2 sen4
V2
1—cos45° 1- W
tg(22,5°) = = =vV2-1
9 ) sen45° V2 V2
2
Assim, podemos calcular o valor de y:
a
X = E(\/E — 1)
a a a a

A area do octégono regular é dada por:

1
Sg=8- (E % -ysen45°) = S5 = 2V2y?

area do triangulo is6sceles

Substituindo o valor de y na equagao:
a 2 qg?
Se=2V2-[5(2-V2)| =722 (6~ 4V2)
~Sg=a*(3V2—4)

Gabarito: Sg = a?(3v2 — 4)

Prof. VictorSo

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV

59



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

3. APENDICE

CURIOSIDADE

Estudaremos nessa se¢ao alguns temas que mesmo que ndo caiam diretamente em sua
prova, podem ajudar vocé a resolver algumas questdes.

3.1. RETA DE EULER

Seja ABC um triangulo qualquer, podemos mostrar que o ortocentro, o baricentro e o
circuncentro deste triangulo sdo colineares. A reta que liga esses pontos é chamada de reta de
Euler.

Demonstragao:

Vamos demonstrar para o triangulo acutangulo, a demonstracdo para o triangulo
obtusangulo segue o mesmo raciocinio.

Considere o AABC abaixo:

AH, e BHg sdo as alturas do AABC e H é seu ortocentro.
Mgz0O e M40 s3o as mediatrizes do AABC e O é seu circuncentro.
Perceba que M,My é a base média desse triangulo, logo, M,Mz//AB e My;Myz = AB /2.

Como AH, e OM, sdo perpendiculares ao lado BC, temos que AH//OM, e,
consequentemente, BAH = OM M. Analogamente, BH//OMz e HBA = OMzM,,.

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 60




ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Assim, pelo critério de semelhanga AA, temos AABH~AM,Mz0 e a razao de proporgao
entre eles é k = 2. Entdo:

AH = 20M,
BH = 20M,

Vamos tracar o baricentro G (lembrando que o baricentro é o encontro das medianas):

Como AH//OM, e AM, é um segmento de reta, temos que HAG = 01\71:1G. Sabendo que
o baricentro divide o segmento AM, na razao 2:1, temos AG = 2GM,. Entdo, usando o critério
de semelhanga LAL, temos que AAHG~AM,0G. Desse modo, AGH = MAGO e, portanto, H, G, O
sdo colineares.
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3.2. TRIANGULO ORTICO

3.2.1. DEFINICAO

Tomando-se um AABC qualquer, chamamos de triangulo drtico, a figura formada pelos
pés das alturas do AABC.

A

B M C

MNP é o triangulo 6rtico do AABC.

3.2.2. TEOREMA

O ortocentro H do tridangulo acutangulo ABC é o incentro do tridangulo értico.

Demonstragao:
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Vamos provar que PMH = HMN. Perceba que os triangulos HBP e HCN s3o semelhantes,
pois PHB = NHC e ambos sdo triangulos retangulos, logo, NCH = PBH.

A

Os quadrilateros HMCN e HMBP sao inscritiveis, pois possuem dois angulos opostos
retos:

dingulo reto
ingulo reto

ingulo reto ingulo reto

Note que os angulos PBH e HMP enxergam o mesmo segmento HP, logo, eles sdo
congruentes PBH = HMP. Analogamente, NCH = NMH.
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Assim, podemos ver que a altura AM do triangulo ABC é a bissetriz interna do triangulo
ortico. Usando o mesmo raciocinio, podemos provar que as outras alturas BN e CP também sdo
bissetrizes internas do triangulo ortico. Portanto, o ortocentro do triangulo ABC é o incentro do
triangulo ortico.

A
N
P
Y
3 2}
3
H
x| o
B M &

3.2.3. PROPRIEDADE

O triangulo értico possui o menor perimetro entre os tridngulos inscritos no AABC
acutangulo.

N3o veremos essa demonstragao, o importante é saber esse resultado.

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 64



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

3.3. CIRCUNFERENCIA DE APOLONIO

Dado um segmento AB (A # B) no plano a, chamamos de circunferéncia de Apolénio, o
lugar geométrico dos pontos P de a tal que % =k,comk € R: — {1}.

P

Circunferéncia de Apolonio

M e N sdo os conjugados harmonicos em relacdo ao segmento AB na razdo k. MN é o
diametro da circunferéncia de Apolonio.

Demonstragao:

Sejam M e N os conjugados harménicos do segmento AB na razdo k e /1(0;%), a
circunferéncia de Apoldnio de centro O e raio MN /2. Entdo, podemos escrever:
MA NA
MB _ NB
Tomando-se P um ponto qualquer do LG, temos:
Caso 1) P € {M,N}

Nesse caso, P pertence a A, pois M e N sdo conjugados harmdnicos do segmento AB.
Caso2)P ¢ {M,N}

Pela definicao do LG, temos:

PA
B k
Mas da definicdo de conjugado harmoénico:
MA PA PA PB

MB PB MA MB
Portanto, pelo teorema das bissetrizes, temos que PM é bissetriz interna do APAB.
Também, temos:

PA NA I PA PB
—_——= = — = —
PB NB NA NB
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PN é bissetriz externa do APAB.

Podemos ver que:

2a+ 26 =180°=> a + S = 90°

Assim, MPNé angulo reto e, portanto, P € A (0; @)

3.4. PONTO DE MIQUEL

Sejam 1, s,t e u quatro retas coplanares de modo que nao hd duas retas paralelas nem trés
concorrentes. Essas retas determinam quatro triangulos. As circunferéncias circunscritas a esses
triangulos se interceptam em um mesmo ponto, denominado ponto de Miquel das quatro retas.
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Demonstragao:

Vamos comegar com as duas circunferéncias circunscritas aos quadrilateros DEFM e
BDMC.

Como o quadrildtero BDMC é inscritivel, entdo, se BCM = a, temos BDM = 180° — «.
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Note que no ponto D, se BDM = 180° — a, devemos ter MDF = a. Como FEM enxerga
0 mesmo segmento FM, temos FEM = MDF = a.

No ponto E, sabendo que FEM = a, entdo, AEM = 180° — a.
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Perceba que no quadrildtero AEMC, temos AEM + MCA = 180° — a + a = 180°. Assim,
os angulos opostos desse quadrilatero sao suplementares, logo, ele é inscritivel. Portanto, o ponto
M pertence ao circuncirculo do AAEC.

Analogamente, podemos provar que M também pertence ao circuncirculo do AABF.
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3.5. CIRCUNFERENCIA DE 9 PONTOS

Os pés das trés alturas de um triangulo, os pontos médios dos trés lados e os pontos médios
dos segmentos que ligam os vértices ao ortocentro pertencem a uma mesma circunferéncia
chamada Circunferéncia dos 9 pontos.

A
N4 Hp
Hc
Me H Mp
N Ne
B HA My c

Elementos:

e A,B e C sao os vértices do triangulo;

e H,,Hg e H; sdao os pés das alturas;

e H é o ortocentro;

o My, Mgz e M, s3ao os pontos médios dos lados BC, AC e AB, respectivamente;

e N4, Ng e N sdo os pontos médios dos segmentos AH, BH e CH, respectivamente.
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Demonstragao:

Inicialmente, vamos considerar uma circunferéncia A que passa pelos trés pontos médios
dos lados: My, Mz e M. Para provar que A passa pelos pés das alturas e pelos pontos médios dos
segmentos que unem os vértices ao ortocentro, basta demonstrar que ela passa por Hy e por N,
pois para os outros pontos a demonstragao é analoga. Entao, vamos provar que H, pertence a A:

A
Ny Hpg
Hc
Mc H Mpg
N Nc
B Hy My C

Como M, e Mg sao pontos médios dos lados BC e AC, respectivamente, temos que M, Mg
é base média do tridangulo ABC, ou seja, My;My = AB /2. Além disso, do triangulo retangulo
ABH,, temos que AB é hipotenusa e M, é ponto médio dela, logo M-H, = AB /2. Com isso,
temos que o quadrilatero HyM, Mz M, é um trapézio isdsceles e, consequentemente, é inscritivel.
Portanto, podemos afirmar que A passa por My, Mg, M. e H,. Analogamente, prova-se que ela
passa por Hg e H.

Agora vamos provar que A passa por Ny.

A
Ny Hp
Hc
M(/ MB
N, Nc
B HA MA c

Analisando o triangulo ABH, vemos que M-N, é sua base média, logo o segmento M:N,
é paraleloao lado BH. Como M, e M, sao pontos médios dos lados do triangulo ABC, temos que

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 71



; Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

M,M, é base média e paralelo ao lado AC. Portanto, da relagao de segmentos paralelos, temos
que Ny,M:M, = BH,C = 90°. Com isso, vemos que os tridngulos Ny,M .M, e N,H,M, sdo
retangulos e compartilham da mesma hipotenusa M,N, e, portanto, o quadrilatero NyM-H,M,
é inscritivel. Sendo assim, a circunferéncia A passa por M,, Hy, M e N,. Analogamente, prova-se
para Ny e N.

3.5.1. COROLARIOS

» 0O segmento M,N, é diametro da Circunferéncia dos 9 pontos.
» O centro da Circunferéncia dos 9 pontos é o ponto médio do segmento HO, em que H é o
ortocentro e O é o circuncentro do triangulo ABC.

Demonstragao:

Como o triangulo M;MN, é retangulo e estd inscrito em A, temos que M, N, é o diametro
de A.

Para demonstrar que o centro da circunferéncia é o ponto médio de HO, podemos usar a
seguinte figura:

A
Ny Hpg
Hc
X H
MC \"\ MB
\\
Sy M ’
1 /’
I ’
N ! // N¢
| ’
1 | O
1 |
B H, v M, c

Note que os trapézios HOM:.H, e HOM,H, sao retangulos. XM e YM sdao bases médias
dos dois trapézios retangulos, sendo assim, XM é mediatriz de M-H, e YM é mediatriz de HyM,.
Como M é intersegdo das mediatrizes das cordas M-H,. e H,M, de A, temos que M é o seu centro.

Sendo M o centro do circulo e ponto médio do segmento HO, temos que MN, é base
média do triangulo HOA, ou seja, MN, = AO /2. Como AO é o raio da circunferéncia circunscrita
ao triangulo ABC, podemos afirmar que:

MN—R
479

Com R sendo o raio da circunferéncia circunscrita.
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3.6. RETA DE SIMSON-WALLACE

Se M, N e P s3o as intersec¢des das perpendiculares tragadas de um ponto da circunferéncia
circunscrita a um triangulo ABC aos seus lados, entdo M, N e P sdo colineares e pertencem a reta
de Simson.

Demonstragao:

Considere o triangulo ABC e Q um ponto do seu circuncirculo. Sejam M, N e P as
perpendiculares aos lados AB, AC e BC, respectivamente.

Nosso objetivo é mostrar que os angulos PNC e MN A sao iguais, ou seja, angulos opostos
pelo vértice.

Primeiro, veja que o quadrilatero PCNQ é inscritivel, pois a soma dos dngulos opostos QPC
e CNQ é 180°. Disso, temos que PNC = CQP.

Veja também que o quadrilatero QNMA é inscritivel, pois QNA = QMA = 90°. Dai, segue
que ANM = MQA.

O quadrilatero ABCQ é inscritivel por construcdo, do que segue que CQA + ABC = 180°.
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O quadriladtero MQPB também é inscritivel pelo mesmo motivo do quadrilatero PCNQ, do
que segue que MQP + ABC = 180°.

Combinando as duas ultimas informacdes, temos que MQP = CQA. Mas:
MQP = MQC + CQP
CQA =MQC+MQA
Logo:
COP = MQA = PNC = ANM

Como os angulos opostos pelo vértice N sdo iguais e AC é uma reta, segue que M,Pe N
devem ser colineares.

4. QUESTOES NIVEL 1
1. (CN/2019)

Observe a figura a seguir.

/\

Nela temos dois triangulos equilateros de lado 2+/3. Sabe-se que o circulo no interior do primeiro
triangulo e o quadrado no interior do segundo tridngulo, tem as maiores areas possiveis. E correto
afirmar, que a razdo entre os perimetros do circulo e do quadrado é igual a:

a) n\/g'(\/g+3)
12

b) m/6-(vV3-1)
12

C) (7T+3;/§)\/§

nV3-(3+2V3)
36

n\/g-(\/§+6)
36

d)

e)

2. (CN/2019)

Observe a figura a seguir.
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Nela, o arco AC, de centro em B, mede 90°. M é ponto médio do didmetro AB do semicirculo em
preto. Essa figura representa o ponto de partida de um desenhista grafico para a construcdo do
logotipo de uma empresa. As areas das partes clara e escura somadas sdo iguais a 4™. Apds analise,
ele resolve escurecer 30% da area clara e apronta o logotipo. Nessas novas condi¢des é correto
afirmar que a porcentagem da area da parte clara sobre a drea total sera igual a:

a) 25%
b) 30%
c) 32%
d) 35%

e) 40%

3. (CN/2019)

Seja ABCD um quadrado de lado 1 e centro em ‘O. Considere a circunferéncia de centro em ‘O e raio

3/7. A area'S' daregido externa ao circulo considerado e interna ao quadrado é tal que:
aJ0<5<0,4

b)0,4<5<0,8

c)0,8<5<0,9

d)0,9<S5<1

e)1<5<1,2

4. (CN/2019)

O perimetro do triangulo ABC mede x unidades. O triangulo DEF é semelhante ao triangulo ABC e
sua area é 36 vezes a area do triangulo ABC. Nessas condigOes, é correto afirmar que o perimetro

do triangulo DEF é igual a:
a) 2x
b) 3x

c) 6x
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d) 9x

e) 10x

(CN/2019)

Observe as figuras a seguir.

Na figura observam-se as rosaceas de perimetro x, y e z, respectivamente. A rosacea | estd inscrita
num quadrado ABCD de lado 8,5 cm; a rosdacea Il esta inscrita num pentagono regular EFGHI de lado
5 cm; e a rosacea lll esta inscrita num hexagono regular JKLMNO de lado 4 cm. Sabendo-se que o
perimetro de uma rosdcea é a soma de todos os arcos dos setores circulares apresentados na sua

construgdo, é correto afirmar que:
aAJy>x >z
b)x>y>z
x> z>y
dz>y>x

e)z>x>y

(CN/2019)

Observe a figura a seguir.

A C : D

Ela apresenta o tridngulo equilatero ABC e o retangulo CDEF. Sabe-se que A, C e D estdo na mesma
reta, AC = CF e CD = 2DE. Com centro em C e raio CD traca-se o arco de circunferéncia que intersecta
EF em G. Por F traga-se a reta FH // CG, de modo tal que D, G e H estejam sobre a mesma reta. Dado
que a area do triangulo CDG é 36, o valor da soma das medidas das areas dos tridngulos CBF e FGH

s

e:
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a) 22
b) 27
c)31
d) 36

e) 40

7. (CN/2018)

Seja ABC um triangulo equilatero de lado 3. Exteriormente ao triangulo, constroem-se trés
quadrados, sempre a partir de um lado do tridngulo ABC, ou seja, no quadrado Q;, AB é um lado; no
Q,, BC é um lado; e no Qz, AC é um lado. Com centro no baricentro “G” do tridngulo ABC, traga-se
um circulo de raio 3. A medida da area da parte do circulo que nao pertence a nenhum dos

quadrados Q;, Q; e Q3, e nem ao triangulo ABC é igual a:
a)2m

b) 3

c)5m

d)7m

e) 12w

8. (CN/2018)

Observe a figura a seguir.

Essa figura representa um triangulo equilatero, inscrito numa circunferéncia maior, e circunscrito a
uma outra circunferéncia menor de raio igual a 2cm, onde destacou-se a regiao com angulo central
de 120°. Sendo assim, é correto afirmar que a area total correspondente a parte sombreada mede,
em cm?:

10
a)—-

b)lf;T"
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16m
5

17
d) =~

13
e) -
(CN/2018)

Um triangulo retangulo ABC é reto no vértice A, o angulo C mede 30°, a hipotenusa BC mede 1cm e
o segmento AM é a mediana relativa a hipotenusa. Por um ponto N, exterior ao tridngulo, tracam-
se os segmentos BN e NA, com BN // AM e NA // BM. A area, em cm?, do quadrilatero ANBC é:

a)g
b) 22
c)?
a2

3v3
&) T

(CN/2017)

Um triangulo isosceles ABC tem base BC = 16cm e lados congruentes AB = AC = 17cm. O raio do

circulo inscrito ao triangulo ABC em cm é igual a:
a) %
b) =
c) ?;—5
d) %

17
e) T

(CN/2017)

Considere um losango ABCD de lado igual a 5cm, diagonais AC e BD, e angulo interno BAD = 120°.
Sabe-se que um ponto M sobre o lado AB esta a 2cm de A enquanto um ponto N sobre o lado BC
esta a 3cm de C. Sendo assim, a razao entre a area do losango ABCD e a area do triangulo de vértices
MBN é igual a

15
a) 7

b)%}
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25
C)?
32
d)?

49
E) T

12. (CN/2017)

Observe a figura a seguir.

13eim

fem 12em

A figura acima representa o trapézio escaleno de altura 6cm, com base menor medindo 13cm, um

dos angulos internos da base maior medindo 75° e lado transversal oposto a esse angulo igual a

12cm. Qual é a area, em cm?, desse trapézio?
a) 120
b) 118
c) 116
d) 114

e) 112

13. (CN/2017)

Observe a figura a seguir.

[

A figura acima exibe um total de n pecas idénticas de um quebra cabeca que, resolvido, revela uma

coroa circular. Sabe-se que 6cm é a menor distancia entre as circunferéncias concéntricas

pontilhadas da figura e que o raio da menor dessas circunferéncias é igual a 9cm. Se a area de

cada pega é (12m) cm?, é correto afirmar que n é igual a

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV

79



v

14.

15.

Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

a)6
b) 8
c)9
d) 12

e) 15

(CN/2017)

Analise a figura a seguir.

(

D

Q
c

Pelo centro O do quadrado de lado v/6cm acima, tragou-se a circunferéncia que corta o lado BC nos
in . 3 ., . .
pontos P e Q. O triangulo OPQ tem area g cm?. Sendo assim, é correto afirmar que o raio dessa

circunferéncia, em cm, é igual a
a)l

b) V2

c)V3

422

V3
E)?

(CN/2016)

Observe a figura a seguir.

ABCD é um paralelogramo. E e F estao sobre os lados desse paralelogramo de tal forma que AE =
CF = x < AD. Sendo assim, baseado na figura acima, assinale a op¢ao correta.

a) Qualquer reta que intersecte dois lados de um paralelogramo o divide em dois poligonos de
mesma drea.
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b) Qualquer reta que intersecte dois lados de um paralelogramo o divide em dois poligonos de
mesmo perimetro.

c) A drea de um trapézio é o produto de sua base média pela sua altura.

d) O dobro da soma dos quadrados das medidas dos lados paralelos de um trapézio é igual a soma
dos quadrados das medidas de suas diagonais.

e) Para todo x, o segmento de reta EF é a metade do segmento de reta AB.

(CN/2016)

Seja o quadrado ABCD de lado 2. Tragca-se, com centro no ponto M, médio do lado AB, uma
semicircunferéncia de raio 2 que intersecta os lados BC e AD, respectivamente, em E e F. A drea da

superficie externa a semicircunferéncia e que também é interna ao quadrado, é igual a:

Obs.: T = 3.
a)3—-+3
b)2 -3
c)3++3
d)2-3
e)3—-+2
(CN/2016)

Considere uma circunferéncia de centro O e raio r. Prolonga-se o diametro AB de um comprimento
BC de medida igual a e, de C, traca-se uma tangente que toca a circunferéncia em D. A
perpendicular tracada de C, a BC, intersecta a reta que passa por A e D em E. Sendo assim, a area do
triangulo ODE em fungao do raio é

r2V3
a)

4

b) 2\/6

r2y2
c)

e)r3\/3

(CN/2015)

Num semicirculo S, inscreve-se um triangulo retangulo ABC. A maior circunferéncia possivel que se
pode construir externamente ao triangulo ABC e internamente ao S, mas tangente a um dos catetos
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de ABC e ao S, tem raio 2. Sabe-se ainda que o menor cateto de ABC mede 2. Qual a area do
semicirculo?

a) 10w
b)12,5m
c)15m
d)17,5n
e)20m

(CN/2015)

No triangulo isésceles ABC, AB = AC = 13 e BC = 10. Em AC marca-se Re S, com CR = 2x e CS = x.
Paralelo a AB e passando por S traga-se o segmento ST, com T em BC. Por fim, marcam-se U,P e Q,
simétricosde T, S e R, nessa ordem, e relativo a altura de ABC com pé sobre BC. Ao analisar a medida
inteira x para que a drea do hexagono PQRSTU seja maxima, obtém-se:

a)5
b) 4
c)3
d)2

e)l

(CN/2015)

Observe a figura a seguir.

Seja ABC um triangulo retangulo de hipotenusa 6 e com catetos diferentes. Com relagdo a area S de
ABC, pode-se afirmar que

a) sera maxima quando um dos catetos for 3+/2.
b) sera maxima quando um dos angulos internos for 30°.

c) sera maxima quando um cateto for o dobro do outro.
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C 5v2
d) sera maxima quando a soma dos catetos for -~

e) seu valor maximo nao existe.

21. (CN/2015)

Seja ABCD um quadrado de lado 2a cujo centro é O. Os pontos M, P e Q sdao os pontos médios dos
lados AB, AD e BC, respectivamente. O segmento BP intersecta a circunferéncia de centro O e raio a

em R e, também OM, em S. Sendo assim, a area do triangulo SMR é

22. (CN/2015)

ABC é um triangulo equilatero. Seja D um ponto do plano de ABC, externo a esse triangulo, tal que
DB intersecta AC em E, com E pertencendo ao lado AC. Sabe-se que BAD = ACD =90°. Sendo assim,
a razao entre as areas dos triangulos BEC e ABE é

23. (CN/2015)

Seja ABC um triangulo de lados medindo 8, 10 e 12, Sejam M, N e P os pés das alturas tracadas dos
vértices sobre os lados desse triangulo. Sendo assim, o raio do circulo circunscrito ao triangulo MNP
é

5V7
a)=~
6\7
b) =~

87
)=
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10V7

e)——

(CN/2014)

Observe a figura a seguir.

4 em

-
-
.

Na figura, o paralelogramo ABCD tem lados 9cm e 4cm. Sobre o lado CD esta marcado o ponto R, de
modo que CR = 2cm; sobre o lado BC estd marcado o ponto S tal que a area do triangulo BRS seja
1/36 da area do paralelogramo; e o ponto P é a interse¢ao do prolongamento do segmento RS com
o prolongamento da diagonal DB. Nessas condig¢des, é possivel concluir que a razao entre as medidas

dos segmentos de reta % vale:
a) 13,5

b) 11

c) 10,5

d)9

e)7,5

(CN/2014)

Sobre o lado BC do quadrado ABCD, marcam-se os pontos E e F tais que % = ée % = i. Sabendo-

se que os segmentos AF e ED intersectam-se em P, qual é, aproximadamente, o percentual da area

do triangulo BPE em relagdo a area do quadrado ABCD?
a)2
b) 3
c)a
d)5

e)6

(CN/2014)
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Suponha que ABC seja um triangulo isdsceles com lados AC = BC, e que L seja a circunferéncia de

centro C, raio igual a 3 e tangente ao lado AB. Com relagdo a drea da superficie comum ao triangulo

ABC e ao circulo de L, pode-se afirmar que:
a) ndo possui um valor maximo.

b) pode ser igual a 57.

¢) ndo pode ser igual a 4.

d) possui um valor minimo igual a 2.

e) possui um valor maximo igual a 4, 5.

27. (CN/2014)

Seja ABC um triangulo retangulo de hipotenusa 26 e perimetro 60. A razao entre a area do circulo

inscrito e do circulo circunscrito nesse triangulo é, aproximadamente:
a) 0,035
b) 0,055
c) 0,075
d) 0,095

e) 0,105

28. (CN/2014)

Observe as figuras a seguir.

D C
2 e
A 10 e B
Figura I
c
,f”A\
E*‘.__,f" \\
\\ \{ru“
A
A ™,

Figura IT
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Uma dobra é feita no retangulo 10cm x 2cm da figura |, gerando a figura plana Il. Essa dobra esta
indicada pela reta suporte de PQ. A area do poligono APQCBRD da figura Il, em cm?, é:

a) 8V5

b) 20

) 10v2
35

d)>

136

&)=

(CN/2013)

Sabendo-se que ABC é um triangulo retangulo de hipotenusa BC = a, qual é o valor maximo da area
de ABC?

a®\2
a) "

(CN/2013)

Considere que ABCD é um trapézio, onde os vértices sao colocados em sentido horario, com bases
AB =10 e CD = 22. Marcam-se na base AB o ponto P e na base CD o ponto Q, taisque AP=4e CQ =
X. Sabe-se que as areas dos quadrilateros APQD e PBCQ sao iguais. Sendo assim, pode-se afirmar

que a medida x é:
a)10
b) 12
c)14
d) 15

e) 16

(CN/2013)

Seja ABC um tridangulo acutangulo e L a circunferéncia circunscrita ao tridngulo. De um ponto Q
(diferente de A e de C) sobre o menor arco AC de L sdo tragadas perpendiculares as retas suportes
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dos lados do tridangulo. Considere M, N e P os pés das perpendiculares sobre os lados AB, AC e BC,
respectivamente. Tomando MN = 12 e PN = 16, qual é a razao entre as areas dos tridngulos BMN e
BNP?

3
a)Z
9
b)E
8
C);

5
¢:|):—6

32. (CN/2012)

Em dois triangulos, T e T, cada base é o dobro da respectiva altura. As alturas desses triangulos,
h; e h,, sdo nimeros impares positivos. Qual é o conjunto dos valores possiveis de h; e h,, de modo
que a area T + T, seja equivalente a area de um quadrado de lado inteiro?

a)o

b) unitario

c) finito
d){3,5,7,9,11,...}
e){11,17,23,29,...}

33. (CN/2012)

Observe a figura a seguir.

A B

A figura acima apresenta um quadrado ABCD de lado 2. Sabe-se que E e F sdo, os pontos médios dos
lados DC e CB, respectivamente. Além disso, EFGH também formam um quadrado e | esta sobre o

lado GH, de modo que GI = G4—H. Qual é a area do triangulo BCI?
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a)-

(CN/2012)

Um trapézio isésceles tem lados n3o paralelos medindo 10+/3. Sabendo que a bissetriz interna da

base maior contém um dos vértices do trapézio, qual é a area desse trapézio?
a) 753

b) 1053

c) 180v3

d)225V3

e) 2753

(CN/2011)

Um aluno estudava sobre poligonos convexos e tentou obter dois poligonos de N e n lados (N + n),
e com D e d diagonais, respectivamente, de modo que N — n = D — d. A quantidade de solugdes

corretas que satisfazem essas condigoes é:
a) 0.
b) 1.
c) 2.
d) 3.

e) indeterminada.

(CN/2011)

Observe a ilustracao a seguir.
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Qual a quantidade minima de pegas necessarias para revestir, sem falta ou sobra, um quadro de

lado 5, utilizando as pegas acima?
a) 12

b) 11

c) 10

d)9

e)8

37. (CN/2011)

Considere a figura a seguir.

, entre as areas dos triangulos MPQ e ABC, é:
S(ABC)

38. (CN/2011)

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV

89



9

v

39.

40.

41.

Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Num paralelogramo ABCD de altura CP = 3, a razdo g = 2. Seja M o ponto médio de AB e P o pé da

altura de ABCD baixada sobre o prolongamento de AB, a partir de C. Sabe-se que a razao entre as
. S(MPC) _ 2+V3

areas dos triangulos MPC e ADM é ————= = ——, A area do triangulo PBC é igual a:
S(ADM) 2

153
2
943
b) =~

a)

5V3

c)—
2

d)ﬂ
2

V3
E)?

(CN/2010)

ABC é um tridangulo equilatero. Seja P um ponto do plano de ABC e exterior ao triangulo de tal forma
que PB intersecta AC em Q (Q esta entre A e C). Sabendo que o angulo APB é igual a 60°, que PA =6
e PC = 8, a medida de PQ sera

a)27—4
b) =
c)16—9
d) 2

11
e) T

(CN/2010)
Considere o conjunto de todos os tridngulos retangulos. Sendo h a altura relativa a hipotenusa,

. . Vis
quantos elementos, nesse conjunto, tem altura igual Thz?

a) Infinitos.

b) Mais de dezesseis e menos de trinta.
c) Mais de quatro e menos de 15.

d) Apenas um.

e) Nenhum.

(CN/2010)
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Tem-se o quadrado de vértices ABCD com lados medindo k cm. Sobre AB marca-se M, de modo que

AM = %. Sendo N o simétrico de B em relagao ao lado CD, verifica-se que MN corta a diagonal AC

em P. Em relagdo a drea ABCD a area do triangulo PBC equivale a:
a) 18%
b) 24%
c) 27%
d) 30%

e) 36%

(CN/2010)

Seja ABC um triangulo com lados AB = 15, AC = 12 e BC = 18. Seja P um ponto sobre o lado AC, tal
que PC = 3AP. Tomando Q sobre BC, entre B e C, tal que a drea do quadrilatero APQB seja igual a
area do triangulo PQC, qual sera o valor de BQ?

a)3,5
b) 5
c)6
d) 8

e) 8,5

(CN/2009)

O triangulo de lados 0,333... cm, 0,5cm e 0,666... cm é equivalente ao tridngulo isosceles de base
0,333... cm e lados congruentes medindo x centimetros cada um. Com base nos dados apresentados,

é correto afirmar que x é igual a

V3
3)7

Vi51
b) 24

V15+4v6

e)

(CN/2009)
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Sendo hy, hp e h; as medidas das alturas; m,, mg e m. as medidas das medianas; e by, by e b,
as medidas das bissetrizes internas de um triangulo ABC, analise as afirmativas a seguir.

1 1 1, o
—,— e — é semelhante ao tridngulo ABC.

I. O tridngulo formado pelos segmentos —,
ha hg  h¢

. 1 1 1, .
Il. O triangulo formado pelos segmentos —,—e—¢@ semelhante ao triangulo ABC.
A B C

n 1 1 _ 1, i
lll. O triangulo formado pelos segmentos by €, € semelhante ao tridangulo ABC.
A B c

Pode-se concluir que

a) apenas | é sempre verdadeira.
b) apenas Il é sempre verdadeira.
c) apenas lll é sempre verdadeira.
d) I, Il e lll s3o sempre verdadeiras.

e) I, Il e lll sdo sempre falsas.

(CN/2009)

Sobre o lado maior de um retangulo de base 1 e altura 2 constréi-se um retangulo de base 2 e altura
3; sobre o maior lado desse ultimo, constrdi-se um retangulo de base 3 e altura 4; e assim
sucessivamente, até se construir o retangulo de base 99 e altura 100. Com quantos zeros termina o
produto das areas de cada um desses retangulos?

a) 39
b) 40
c) 46
d) 78

e) 80

(CN/2009)

A area de um quadrado de 5 cm de lado, na unidade u definida como sendo a drea de um circulo de

raio 1 cm, é:

a) exatamente 25.

b) exatamente 12,5.

c) aproximadamente 8.
d) aproximadamente 6.

e) aproximadamente 5.
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Seja ABC um triangulo retangulo com catetos AC = 12 e AB = 5. A bissetriz interna tracada de C

intersecta o lado AB em M. Sem
do | o incentro de ABC, a razdo entre as areas de BMI e ABC é:
1
a) 5
13
b) —
60
1
C) %

13
d)ﬁ

2
E)E

(CN/2008)

Duas tangentes a uma circunferéncia, de raio igual a dois centimetros, partem de um mesmo ponto
P e sdo perpendiculares entre si. A drea, em centimetros quadrados, da figura limitada pelo conjunto
de todos os pontos P do plano, que satisfazem as condi¢6es dadas, € um nimero entre

a) vinte e um e vinte e dois.

b) vinte e dois e vinte e trés.

c) vinte e trés e vinte e quatro.
d) vinte e quatro e vinte e cinco.

e) vinte e cinco e vinte e seis.

(CN/2007)

Com a “ponta seca” de um compasso, colocada no centro de um quadrado de lado 2, traga-se uma
circunferéncia de raio r. Observa-se que cada arco da circunferéncia, externo ao quadrado, tem o
dobro do comprimento de cada arco interno. Usando-se raiz quadrada de 3 iguala 1,7 e T = 3, qual

a area da regiao intersecgao do quadrado e do circulo, assim determinado?
a) 2,8
b) 3,0
c)3,2
d) 3,4

e) 3,6
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(CN/2007)

Deseja-se revestir uma darea retangular, de 198 cm de comprimento e 165 cm de largura, com um
numero exato de lajotas quadradas, de tal forma que a medida do lado dessas lajotas, expressa por

um numero inteiro em cm, seja a maior possivel. Quantas lajotas deverao ser usadas?
a) 27
b) 30
c)33
d) 36

e) 38

(CN/2007)

Dado um triangulo ABC de drea 72, sobre a mediana AM = 12, tracam-se os segmentos AQ =3 e QP
= 6. Sabendo-se que E é o ponto de intersec¢do entre as retas BP e QC, qual é a area do tridangulo
QPE?

a)6
b) 8
c)9
d) 12

e) 18

(CN/2007)

Um hexagono regular ABCDEF esta inscrito em uma circunferéncia de raio 6. Tragam-se as tangentes
a circunferéncia nos pontos A, B, D e F, obtendo-se, assim, um quadrilatero circunscrito a essa

circunferéncia. Usando-se 1,7 para raiz quadrada de 3, qual é o perimetro desse quadrilatero?
a)54,4
b) 47,6
c) 40,8
d) 34,0

e) 30,6

(CN/2006)
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Qual é o perimetro de um quadrilatero convexo inscrito em uma circunferéncia de raio unitario,
sabendo-se que foi construido utilizando-se, pelo menos uma vez e somente, os lados do triangulo

equilatero, quadrado e hexagono regular inscritos nessa circunferéncia?
a)V3++v2+2

b)vV3+2v2+1

2vV3+v2+1

d)V3+2V2+2

e)2(vV3+v2+1)

(CN/2006)

Em um tridangulo retangulo ABC, o cateto AC e a hipotenusa BC medem, respectivamente, 10 e 40.
Sabe-se que os segmentos CX, CY e CZ dividem o angulo ACB em quatro angulos de medidas iguais,
e que AX, XY, YZ e ZB sao segmentos consecutivos contidos internamente no segmento

AB.Se §1,5,,5; e S4 esdo, respectivamente, as areas dos triangulos CAX, CXY, CYZ e CZB, qual sera

. 54§
o valor da razdo =12
294

a) 0,25
b) 0,5
¢) 0,75
d)1

e) 1,25

(CN/2006)

Em lugar do quadrado de lado igual a 1 (um) centimetro, tomou-se como unidade de area o triangulo
equilatero de lado igual a 1 (um) centimetro. Qual sera, nessa nova unidade, o nimero que
expressard a area de um retangulo de base igual a 6 (seis) centimetros e altura igual a 4 (quatro)

centimetros?
a) 24

b) 6+/3
c)18V3

d) 243

e) 323
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(CN/2005)

Um poligono convexo de n lados tem trés dos seus angulos iguais a 83°, 137° e 142°. Qual é o menor

valor de n para que nenhum dos outros angulos desse poligono seja menor que 121°?
a)6
b) 7
c)8
d)9

e) 10

(CN/2005)

O numero de diagonais de um poligono regular P inscrito em um circulo K é 170.
Logo:

a) o numero de lados de P é impar.

b) P ndo tem diagonais passando pelo centro de K.

c) o angulo externo de P mede 36°.

d) uma das diagonais de P é o lado do pentagono regular inscrito em K.

e) o numero de lados de P é multiplo de 3.

(CN/2005)

Um circulo a de centro num ponto A e raio 2+/3 é tangente interior, num ponto B, a um circulo f8
de centro num ponto O e raio 61/3. Se o raio OC é tangente a @ num ponto D, a medida da area

limitada pelo segmento DC e os menores arcos BCde f e BD de a é igual a

a)4m — 33
b) 5m — 4/3
c)4m — 63
d) 57 — 6v3
e)5m — 53
(CN/2005)

Trés dos quatro lados de um quadrilatero circunscritivel sdo iguais aos lados do tridangulo equilatero,
quadrado e hexdagono regular circunscritos a um circulo de raio 6. Qual é a medida do quarto lado
desse quadrilatero, sabendo-se que é o maior valor possivel nas condi¢des dadas?
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a) 16v/3 — 12
b) 12+/3 — 12
c)8vV3 +12
d)12v/3 +8
e) 161/3 -8

60. (CN/2004)

Considere o triangulo escaleno ABC e os pontos P e Q pertencentes ao plano de ABC e exteriores a
esse tridngulo. Se as medidas dos angulos PAC e QBC sao iguais; as medidas dos angulos PCA e QCB
sdo iguais; M é o ponto médio de AC; N é o ponto médio de BC; S, é a area do triangulo PAM; S, é
a area do triangulo QBN; S; é a area do triangulo PMC; e S, é area do tridngulo QNC, analise as

afirmativas:

I. S, estd para $4,assim como S esta para §,.

Il. S, esta para S,, assim como (PM)? esté para (QN)?2.
Ill. §; esta para 3, assim como S, esta para $,.

Logo pode-se concluir, corretamente, que

a) apenas a afirmativa 1 é verdadeira.

b) apenas as afirmativas 1 e 2 sdo verdadeiras.

c) apenas as afirmativas 1 e 3 sdo verdadeiras.

d) apenas as afirmativas 2 e 3 sdo verdadeiras.

e) as afirmativas 1, 2 e 3 sdo verdadeiras.

61. (CN/2004)

Na figura acima AM e BP sao cevianas do tridangulo ABC de area S. Sendo AP = 2PC e AQ = 3QM, qual

o valor da area do triangulo determinado pelos pontos P, Q e M, em fungao de S?

S
a)g

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 97



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

S
b)ﬁ

S
C)E

S
d)H

S
E)Z

62. (CN/2004)

o L

Na figura acima, ABCD é um quadrado de drea 104 e o ponto O é o centro do semicirculo de diametro

AB. A area do triangulo AEF é dada por

a) 2(3v3 + 3)
b) 6(4v3 — 3)
c)5(4vV3-6)
d) 3(4V3 - 3)
e) 8(4V3 - 3)

63. (CN/2003)

Um estudante foi calculando o lado do poligono regular de 2n lados, inscrito em uma circunferéncia
de raio 10 centimetros, para n sucessivamente igual a 6, 12, 24, 48, 96, etc. Apds determinar cada
lado, calculou o perimetro p do respectivo poligono, e observou que p é um nimero cada vez mais

préoximo, porém menor que
a) 60
b) 61
c) 62
d) 63

e) 64
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64. (CN/2003)

Prof. VictorSo

Num quadrilatero ABCD tem-se: AB =42, BC=48, CD = 64, DA =49 e P é 0 ponto de intersegao entre

as diagonais AC e BD. Qual é a razao entre os segmentos PA e PC, sabendo-se que a diagonal BD é

igual a 56?
a)g
b) 7
c)%
d):

49
e)—
64

GABARITO

o O O T QO O

c
e

R NOUAEWNR

[y
o
(on

11.c
12.d
13.d
14.b
15.c
16.b
17.a
18.b
19.b
20.e
21.a
22.b
23.c
24.c
25.d
26.2a
27.d
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28.d
29.b
30.a
31.a
32.3
33.e
34. Anulada.
35.a
36.d
37.b
38.b
39.a
40. (anulada) “e”.
41.d
42.c
43.b
44.a
45.c
46.c
47.d
48.¢e
49.¢e
50.b
51.c
52.3
53.b
54.a
55.e
56.b
57.d
58.d
59.c
60.e
61.b
62.d
63.Anulada (“d” ou “e”).
64.e

RESOLUCAO

1. (CN/2019)

Observe a figura a seguir.
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Nela temos dois triangulos equilateros de lado 2+/3. Sabe-se que o circulo no interior do primeiro
triangulo e o quadrado no interior do segundo tridngulo, tem as maiores areas possiveis. E correto
afirmar, que a razdo entre os perimetros do circulo e do quadrado é igual a:

a) n\/6~(1\£§+3)

V6-(v/3-1
e

C) (n+32’/§)\/§

nv3-(3+2V3)
36

n\/§~(\/§+6)
36

d)

e)
Comentarios

Vamos comecar pela parte mais simples, que é a circunferéncia. Em ambos os casos iremos
precisar da altura desse triangulo. Isso pode ser obtido facilmente pelo teorema de Pitagoras,
veja:

(2v3) =h?2+(V3) > h=3

Do nosso estudo da geometria plana, sabemos que, no triangulo equilatero, o Incentro, o
Baricentro e o Circuncentro sao coincidentes. Além disso, a altura é mediana, bissetriz e mediatriz
e o centro da circunferéncia é o incentro do triangulo.

Dessa forma, temos que o incentro, que também é baricentro, divide a altura na razao de
2 para 3, do que segue que o raio dessa circunferéncia é:
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1 1
§(h) =§(3) =1

Para encontrar o lado do quadrado conforme dado no enunciado, vamos fazer a seguinte
semelhanca de triangulos (veja a figura):

FE_BM
AE  AM
Como FE = x, vem:
X 3 6
=—=\/§$x=
Vi-5 V3 2+3
Por fim:
imetro d drad 4 6
erimetro do quadrado = 4 -
P 1 2443

perimetro do circulo = 2n
A razdo entre eles:

. 2++3\ m(2++3) mV3(2V3+3)
”( 24 )‘ 12 36

Gabarito: “d”.

2. (CN/2019)

Observe a figura a seguir.
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Nela, o arco AC, de centro em B, mede 90°. M é ponto médio do didmetro AB do semicirculo em
preto. Essa figura representa o ponto de partida de um desenhista grafico para a construcdo do
logotipo de uma empresa. As areas das partes clara e escura somadas sdo iguais a 4™. Apds analise,
ele resolve escurecer 30% da area clara e apronta o logotipo. Nessas novas condi¢cdes é correto

afirmar que a porcentagem da area da parte clara sobre a area total sera igual a:
a) 25%
b) 30%
c) 32%
d) 35%
e) 40%
Comentarios

Para resolver essa questao devemos pensar de maneira bem simples para nao fazer muitas
contas. Veja que a area total equivale a um quarto da drea de uma circunferéncia de raio, digamos,
T.

Ou seja:
) 1. mr?
A = area total = Z(m’ ) = e

A area escura é um semicirculo de raio /2, uma vez que M é ponto médio. Disso, temos
gue a drea da parte escura é:

B 3 _1( (r)2>_m‘
=areaescura =-(n(5) | =

A area clara inicial é, portanto:
2

) nr*  nr r
C = area clara = R = 3
Apos a reducdo, a area clara que sobra é:
0,7mr?
0,7-C = -
Por fim, a porcentagem é:
0,7C 0,7nr?> 4 0,7

= . = =0,35=35%

A 8 Tr? 2
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Gabarito: “d”.

3. (CN/2019)

Seja ABCD um quadrado de lado 1 e centro em ‘O. Considere a circunferéncia de centro em ‘O e raio

3/7.Aarea'S' daregiao externa ao circulo considerado e interna ao quadrado é tal que:
a)0<5<0,4
b)0,4<5<0,8
c)0,8<5<0,9
d)0,9<5<1
e)1<5<1,2
Comentarios

A maior circunferéncia que pode ser inscrita nesse quadrado possui raio 1/2, que é tal que:

1>3
2 7

Disso, concluimos que a circunferéncia fornecida estara completamente no interior do
quadrado, de modo que a area S é dada por:

s=1-2
49
Usando que ™ = 3,14, podemos fazer uma estimativa simples dessa area, pois:
9-3,14 = 28,26
Além disso:
28,26 ~ 057
49

Do que segue que:
S~1-057=0,43
Gabarito: “b”.

4. (CN/2019)

O perimetro do triangulo ABC mede x unidades. O triangulo DEF é semelhante ao tridngulo ABC e
sua area é 36 vezes a area do triangulo ABC. Nessas condic¢oes, é correto afirmar que o perimetro
do tridangulo DEF é igual a:

a) 2x
b) 3x
c) 6x
d) 9x

e) 10x
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Seja k a razdo de semelhanca entre os triangulos de modo que:
DE EF FD
AB BC CA
A drea é o produto da base pela altura. Dessa forma, seja h a altura do AABC, de modo
que a area de AABC:

area de AABC = AB - h
De forma que, pela semelhanca de triangulos, temos que:
area de ADEF = DE -h = kAB -kh = k?AB - h

Do enunciado, temos que a area do triangulo ADEF é 36 vezes a area do AABC, de modo
que:

k?=36=>k=6
O perimetro do AABC é:
AB+BC+CA=x
O perimetro do ADEF é:
DE + EF + FD = k(AB + BC + CA) = 6x

Gabarito: “c”.

5. (CN/2019)

Observe as figuras a seguir.

I

Na figura observam-se as rosaceas de perimetro x, y e z, respectivamente. A rosacea | estd inscrita
num quadrado ABCD de lado 8,5 cm; a rosacea Il esta inscrita num pentdgono regular EFGHI de lado
5 cm; e a rosacea lll esta inscrita num hexagono regular JKLMNO de lado 4 cm. Sabendo-se que o
perimetro de uma rosacea é a soma de todos os arcos dos setores circulares apresentados na sua

construgdo, é correto afirmar que:
aAJy>x >z
b)x>y>z
x> z>y

dz>y>x
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ez>x>y
Comentarios

O primeiro passo é entender que cada arco de circunferéncia que compde cada rosacea
esta associado a um vértice da figura base (quadrado, pentagono ou hexagono).

Dessa forma, para calcular cada arco de rosacea precisamos identificar:
A quantidade de vértices do poligono;
A soma dos angulos internos desse poligono.

Do nosso estudo da geometria plana, sabemos que a soma dos angulos internos de um poligono
de n lados é:

180(n — 2)
Dessa forma, cada arco de rosacea mede:
180(n — 2 1
( ) . - 2ml
n 360

Onde [ é o lado do poligono e n o niumero de lados. Mas o numero de arcos é igual ao
numero de vértices ou lados do poligono, do que temos que o perimetro total da rosacea é dado
por:

180n-2) 1 n-2
n n 360 T T 4T

Disso, podemos calcular os perimetros dados:

Paran =4el = 8,5, temos:

4—2
sz-Zn-8,5=17n
Paran =5el =5, temos:
5-2
y=——"2n-5=15n
2
Paran=6el = 4, vem:
6—2

Z=T'27T'4-=167l'

Disso, podemos dizer que:
X>z>y

Gabarito: “c”.

6. (CN/2019)

Observe a figura a seguir.

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 106



A= g .
< Estrategia
” Militares 9 Prof. VictorSo
F, E
B
A C ' D

Ela apresenta o triangulo equilatero ABC e o retangulo CDEF. Sabe-se que A, C e D estdo na mesma
reta, AC = CF e CD = 2DE. Com centro em C e raio CD traga-se o arco de circunferéncia que intersecta
EF em G. Por F traga-se a reta FH // CG, de modo tal que D, G e H estejam sobre a mesma reta. Dado
gue a area do triangulo CDG é 36, o valor da soma das medidas das areas dos triangulos CBF e FGH
é:

a) 22

b) 27

c)31

d) 36

e) 40

Comentarios

O primeiro passo nessa questdo é representar o enunciado por meio de uma figura, veja:

Na figura, tragamos a altura GI do triangulo ACDG. Sabemos CDEF é um retangulo, de
modo que CF = GI. Além disso, CD = 2DE = 2CF. Disso, temos que a area do triangulo ACDG
é dada por:

CF - 2CF
2
Agora, observe que,como FH || CG,GD || GH e FG || CD, podemos dizer que os tridngulos

ACDG e AFGH sao semelhantes pelo caso LLL. Desse modo, a razdao entre suas areas € o
quadrado da razao entre os lados. Usando Pitagoras, podemos calcular FG:

=36=>CF*=36=>CF =6
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FG? 4+ CF? = CG*
Mas CG = CD = 2CF. Logo:
FG? + CF? = 4CF?* = FG = V3CF
Do que segue que a razdao de semelhanca é:

FG _3CF 3
CD 2CF 2
Logo, a razao entre as areas é:
2

-

De onde concluimos que a drea de AFGH é dada por:

Vamos agora calcular a area do triangulo CBF:

Tragamos a atura BJ. Veja que ela corresponde a metade do segmento AC = CF, de modo
gue a area desse triangulo é dada por:
CF

- CF _CF* 36

2 4 4

Por fim, queremos:
27 +9 =36
Gabarito: “d”.

7. (CN/2018)
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Seja ABC um triangulo equilatero de lado 3. Exteriormente ao triangulo, constroem-se trés
guadrados, sempre a partir de um lado do tridngulo ABC, ou seja, no quadrado Q;, AB é um lado; no
Q,, BC é um lado; e no Q3, AC é um lado. Com centro no baricentro “G” do tridangulo ABC, traga-se
um circulo de raio 3. A medida da area da parte do circulo que ndo pertence a nenhum dos

guadrados Qi, Q; e Qs, e nem ao triangulo ABC é igual a:
a)2m
b) 3w
c)5m
d)7n
e)12m
Comentarios

O primeiro passo é fazer um esboco da situagao proposta:

O ®

Por simetria, a 4rea pedida corresponde a 3S (veja figura). Essa drea S, por sua vez,
corresponde a area do setor circular DGE subtraida da soma das areas dos triangulos ADG e AGE,
gue sao iguais, pois os triangulos sao congruentes (LAL).

O angulo AGC mede 120° e AGD = CGF. Assim, como ADGF é equilatero, temos:
120° = 2AGD + 60° = AGD = 30°
O segmento AG mede 2/3 da altura do triangulo equilatero que mede 3\/§/2, logo:
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Da trigonometria aplicada a geometria plana:

DG-GA-sen30° 33 1 3V3
S(ADG) = 2 = ——"5 ="~ = S(AGE)
Area do setor DGE:
60 37
- 2
36073 =3

Do que temos que:

_3m 3\/§_3n 343

SER T Ty T T
Por fim:
9T 93
352 2% _ V3
2 2

Gabarito: Nao ha resposta entre as alternativas.

8. (CN/2018)

Observe a figura a seguir.

Essa figura representa um triangulo equilatero, inscrito numa circunferéncia maior, e circunscrito a
uma outra circunferéncia menor de raio igual a 2cm, onde destacou-se a regiao com angulo central
de 120°. Sendo assim, é correto afirmar que a area total correspondente a parte sombreada mede,
em cm?:

10
a)—-

0

16m
)
17
d) =~

13w
)5

Comentarios
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Essa questdao pode ser bastante simplificada se percebermos que as trés areas, em
conjunto, compdem um setor circular de 120° da circunferéncia maior. Veja:

)
oY

Dessa forma, basta apenas “rotacionar” o setor de 120° da circunferéncia menor, de modo
a completar a area desejada:

Pode ser visto como:

Precisamos saber o raio da circunferéncia maior. Tudo o que sabemos é que o raio da
menor é 2 cm. Para descobrir o da menor, veja a seguinte figura:
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Refletindo o triangulo menor em torno da reta AB:

O triangulo resultante é isdsceles com angulo de 60°, do que seque que ele é equiladtero e
podemos afirmar que:

R=2+4+2=14
Por fim, o setor circular de angulo 120°:
120 lé6m
. 2
360 "W =3

Gabarito: “c”.

9. (CN/2018)

Um triangulo retangulo ABC é reto no vértice A, o angulo C mede 30°, a hipotenusa BC mede 1cm e
o segmento AM é a mediana relativa a hipotenusa. Por um ponto N, exterior ao tridangulo, tracam-
se os segmentos BN e NA, com BN // AM e NA // BM. A area, em cm?, do quadrilatero ANBC é:
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V3
a) E
3V3
b) =5~
V3
C) ?
V3
d) "
3V3
€) To
Comentarios

Representando a situagao proposta:

1

90°

30°

C

A
A

Do estudo da geometria plana, sabemos que a mediana relativa a hipotenusa é igual a
. . n . s 1
metade da hipotenusa, disso temos que o triangulo AAMB é equilatero e AB = 5

b =

A

Além disso, por construcdao, AMBN é um paralelogramo, do que segue que NB = AM e
NA = BM. Dessa forma, concluimos que o AABN é equilatero de lado 1/2. Para calcular a 4rea
pedida, devemos calcular a area do AABC e do AABN.

Para calcular a area do AABC, vamos calcular AC:

12 V3
> +,462=12=>Ac=7

Disso, a area é dada por:
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Para calcular a area do AABN, tracamos a altura NP:

B

b | =

90° 1

90°
30°

A
Veja que o triangulo ANPB é semelhante ao triangulo AABC com razao 1/2. Disso, sua

2
area é G) = %da area do AABC:

| G
SIS

I

area do ANPB =

Mas a area do AABN é o dobro da area do ANPB. Logo:

, V3 3
areadoAABN—Z-i_E
Por fim:
V3 V3 343
16 8 16

Gabarito: “e”.

10. (CN/2017)

Um triangulo isdsceles ABC tem base BC = 16cm e lados congruentes AB = AC = 17cm. O raio do

circulo inscrito ao tridngulo ABC em cm é igual a:
a) %
b)
5
c) %
28
d) -
e) %

Comentarios
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Como nos sao fornecidos os lados do triangulo, é conveniente usar a formula de Heron
para calcular a drea do triangulo e depois calcular a drea dele usando a férmula do raio da
circunferéncia inscrita.

A formula de Heron:

A=p(p—a)p—b)p -0
Onde:

16 +17 + 17
p= 2 =
p—a=p—b=25-17=38

p—c=25-16=9

25

Do que segue que:
A=+vV25-8:-8-9=5-8-3=120

Por outro lado, temos que a area do triangulo é dada por:

A=pr
Onde r é o raio do circulo inscrito no triangulo. Disso, temos que:
120 24
120=25'T=>T=¥=?

Gabarito: “b”.

11. (CN/2017)

Considere um losango ABCD de lado igual a 5cm, diagonais AC e BD, e angulo interno BAD = 120°.
Sabe-se que um ponto M sobre o lado AB esta a 2cm de A enquanto um ponto N sobre o lado BC
esta a 3cm de C. Sendo assim, a razdo entre a drea do losango ABCD e a drea do tridangulo de vértices
MBN é igual a

a) 175

b) -

c) 23—5

d) =

e) t—g
Comentarios

A figura que representa a situacdo proposta é a seguir:
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Do estudo da trigonometria, podemos calcular a area do losango como sendo:

AD - AB
2 -T-Sen 120° = 25 - sen 60°
Da mesma forma, podemos calcular a area do triangulo AMBN::

MB - BN 3:2
T-sen60°=7-sen60°=3-sen60°

Fazendo a divisdo:
25-sen 60° 25

3-sen60° 3
Gabarito: “c”.
12. (CN/2017)
Observe a figura a seguir.
13cm
6em 12em

757

A figura acima representa o trapézio escaleno de altura 6cm, com base menor medindo 13cm, um
dos angulos internos da base maior medindo 75° e lado transversal oposto a esse angulo igual a
12cm. Qual é a area, em cm?, desse trapézio?

a) 120
b) 118
c) 116

d) 114
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e) 112
Comentarios
Observe a seguinte figura:

13

13
Do triangulo retangulo AGCD, temos:
62+ CG? =122 = CG = 6v/3 cm

Para calcular a area do trapézio, precisamos também da medida do segmento BF. Para
isso, vamos destacar o tridngulo ABFA fazendo a seguinte construcao:

Veja que:

x+y=6

E por Pitagoras, no triangulo ABFH, temos:
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Do que segue que:

V3 12
X+—x=6=2x=——=12(2-+3
2 V3 + ( )
Disso, temos que:
X
BF=E=6(2—\/§)

Assim, podemos calcular a base maior do trapézio:
6(2—v3)+13+6V3=12+13+6V3 —6V/3 =25

Por fim, calculamos a area do trapézio:

. . base menor + base maior 13 + 25 5
Area do trapézio = altura - > =6 e 114 cm
Gabarito: “d”.
13. (CN/2017)
Observe a figura a seguir.

A figura acima exibe um total de n pecas idénticas de um quebra cabega que, resolvido, revela uma
coroa circular. Sabe-se que 6cm é a menor distancia entre as circunferéncias concéntricas

pontilhadas da figura e que o raio da menor dessas circunferéncias é igual a 9cm. Se a area de
cada peca é (127) cm?, é correto afirmar que n é igual a

a)6

b) 8

c)9

d) 12

e) 15

Comentarios
Seja r o raio da circunferéncia menor e R o raio da maior. Do enunciado temos que:
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r=9cm

R=946=15cm

Disso, temos que a area da coroa circular é dada por:
Acoroa = (152 =92) =n(15+9)(15—-9) =m-24-6
Se a drea de cada pega é 12m, entdo a area da coroa é:
Acoroa = 1211
Disso, temos que:
2n-n=mn-24-6=>n=12
Gabarito: “d”.

14. (CN/2017)

Analise a figura a seguir.

=
-

(

|

2]

Pelo centro O do quadrado de lado v/6cm acima, tragou-se a circunferéncia que corta o lado BC nos

pontos P e Q. O triangulo OPQ tem area \/2_§ cm?. Sendo assim, é correto afirmar que o raio dessa
circunferéncia, em cm, é igual a
a)1
b) V2
c)v3
3
V3
e) —
2
Comentarios

A altura h do triangulo AOPQ, por simetria, é igual a metade do lado do quadrado, isto é:

V6
h=—
> cm
A area do triangulo pode ser calculada entdo por:
h-PQ 3
=G o Pe=Zem

Seja OP = R o raio da circunferéncia, tomando o ponto médio M de PQ, podemos aplicar
o teorema de Pitagoras ao triangulo AMPO:
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Gabarito: “b”.

15. (CN/2016)

Observe a figura a seguir.

o L
i =3
/ =
E:j'___--_-__- J
- — -]
.-1{'.— B

ABCD é um paralelogramo. E e F estao sobre os lados desse paralelogramo de tal forma que AE =

CF = x < AD. Sendo assim, baseado na figura acima, assinale a op¢ao correta.

a) Qualquer reta que intersecte dois lados de um paralelogramo o divide em dois poligonos de

mesma area.

b) Qualquer reta que intersecte dois lados de um paralelogramo o divide em dois poligonos de

mesmo perimetro.
c) A area de um trapézio é o produto de sua base média pela sua altura.

d) O dobro da soma dos quadrados das medidas dos lados paralelos de um trapézio é igual a soma
dos quadrados das medidas de suas diagonais.

e) Para todo x, o segmento de reta EF é a metade do segmento de reta AB.
Comentadrios

A figura fornecida leva o candidato a cometer equivocos no momento de avaliar as
alternativas. Mas observe que a figura que foi fornecida representa uma situagao particular e que
nao reflete todas as retas que intersectam dois lados de um paralelogramo.

Lendo rapidamente as alternativas, observa-se, do estudo da geometria plana, que a
alternativa c é verdadeira, ja que a area de um trapézio de bases a e b e de altura h é calculada
por:

a+b
)]
2
b . (e . . .-
Mas % representa a base média desse trapézio, isto é, a area é produto da base média

pela altura.

Gabarito: “c”.

16. (CN/2016)
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Seja o quadrado ABCD de lado 2. Traca-se, com centro no ponto M, médio do lado AB, uma
semicircunferéncia de raio 2 que intersecta os lados BC e AD, respectivamente, em E e F. A drea da

superficie externa a semicircunferéncia e que também é interna ao quadrado, é igual a:

Obs.: T = 3.
a)3—+3
b)2 —+3
c)3++V3
d)2-+3
e)3—+2

Comentarios

De® ®C

Na figura acima, observe que a area procurada corresponde a drea do quadrado subtraida
da area de um setor circular de angulo 60° e das areas dos triangulos AAMF e AMEB.

A area do setor circular é calculada por:

60° ,_2m
360° © ° T3

Comom = 3,2?”= 2.
Por Pitagoras, podemos descobrir AF = BE:
12+ AF2 =22 = AF =3

Por simetria, os triangulos AAMF e AMEB sao congruentes e suas areas sao iguais. A soma
das areas é, portanto:

V3.1
2.~ =

-— =3

Por fim, queremos:
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Gabarito: “b”.

17. (CN/2016)

Considere uma circunferéncia de centro O e raio r. Prolonga-se o diametro AB de um comprimento
BC de medida igual a r e, de C, traca-se uma tangente que toca a circunferéncia em D. A
perpendicular tracada de C, a BC, intersecta a reta que passa por A e D em E. Sendo assim, a drea do
triangulo ODE em fungao do raio é

r2\3
a)

4

b) r2\/6

r2\2
c)

e)r3\/3
Comentarios

Esbogando a situagao proposta no enunciado, temos:

A primeira informag3do que podemos extrair é a medida do angulo OCD:

A r 1 A
sen(0CD) = 57 =5=0CD =30°

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 122



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Disso, segue que COD = 60° e, como o AAOD é isésceles e como COD é externo, temos
pela propriedade do angulo externo:

. ~ 60°
OAD = 0ODA = 30° :T
Logo, temos que:
CEA = 60°

Como OCD = 30°, segue que DCE = 90° — 30° = 60°. Combinando essas informacdes,
temos que o ACDE é equilatero, pois todos os seus angulos sao 60°, de modo que CE = ED =
DC.

Aplicando Pitagoras ao AODC:
r2+CD? = (2r)2 = CD = 3r
Ouseja, ED = CD = V3r.

Para calcularmos a area do AODE, basta tracgar a altura relativa ao lado DE":

Pela semelhanca entre os triangulos AOAF e AODC, temos que:

T 2r OF T
—_— ——
OF T 2

Dessa forma, temos que a area do triangulo AODE ¢é dada por:

OF - DE _ (5:V3r) 12y3

2 2 4
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Gabarito: “a”.

18. (CN/2015)

Num semicirculo S, inscreve-se um triangulo retangulo ABC. A maior circunferéncia possivel que se
pode construir externamente ao triangulo ABC e internamente ao S, mas tangente a um dos catetos
de ABC e ao S, tem raio 2. Sabe-se ainda que o menor cateto de ABC mede 2. Qual a area do

semicirculo?
a) 10w

b) 12,57
c)15m
d)17,5n

e) 20w

Comentarios

Como queremos a maior circunferéncia possivel, teremos a seguinte figura:

Pela semelhanca entre os triangulos AABC e ADEB, pelo caso LLL, podemos escrever:

R-4_R _1_,
2 2R 207

A area do semicirculo R é, portanto:
1 2
5 m-5°=12,5m

Gabarito: “b”.
19. (CN/2015)
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No tridngulo isésceles ABC, AB = AC = 13 e BC = 10. Em AC marca-se Re S, com CR = 2x e CS = x.
Paralelo a AB e passando por S traga-se o segmento ST, com T em BC. Por fim, marcam-se U, P e Q,
simétricosde T, S e R, nessa ordem, e relativo a altura de ABC com pé sobre BC. Ao analisar a medida

inteira x para que a drea do hexagono PQRSTU seja maxima, obtém-se:
a)5
b) 4
c)3
d) 2
e)l
Comentarios

Para facilitar nossa analise, observe a figura abaixo:

A

c T f B

Os triangulos ACST, ARAQ, AUPB sao semelhantes ao triangulo AABC.

Dessa forma, seja S a area do AABC. Podemos calcular as areas desses triangulos usando
0 quadrado das razdes entre os lados:

13\2 S
AABC~ACST = (—) =
X Sacst

Sacst = Saup = (%)2 )
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pABC~aRAQ » () =
~ > | — =
Q 13_2x SARAQ

. (13 — 2x)2
ARAQ = 13
Assim, podemos calcular a darea do hexagono PQRSTU em fungao de x:

S— (2 : [(%)2 -S] + (%)2 -S) = % (132 — 2x2 — (13 — 2x)?)

S S 28
— 2 2 2 2 — 2 — 2
= E(lS — 2x% —13% — 4x* 4+ 52x) = ﬁ(—@c + 52x) = @(—Bx + 26x)
Nesse caso temos que a area depende de x como uma func¢ao polinomial do segundo grau,
cujo valor de maximo (pois a concavidade esta para baixo) é dado por:

26 13
xméx - 2 . (_3) - 3

Como queremos x inteiro, temos que os dois inteiros mais préximos de x,,4, sdo 4 e 5.
Mas:

*Lembre-se, quanto mais afastado do vértice, menor o valor de y! O ponto x = 4 esta mais
préximo do vértice!

Logo, o inteiro que maximiza a area do hexagono é x = 4.

Gabarito: “b”.

20. (CN/2015)

Observe a figura a seguir.

Seja ABC um triangulo retangulo de hipotenusa 6 e com catetos diferentes. Com rela¢do a drea S de
ABC, pode-se afirmar que

a) sera maxima quando um dos catetos for 3+/2.
b) serd maxima quando um dos angulos internos for 30°.
c) sera maxima quando um cateto for o dobro do outro.

Ll 5v2
d) sera maxima quando a soma dos catetos for -~
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e) seu valor maximo nao existe.
Comentarios
Sejam a e b os catetos desse triangulo retangulo. Por Pitagoras, temos:
a’?+b%?=6%2=36

Como AABC é retangulo, sua area é dada por:

ab
=7
Como a e b sdo positivos, podemos usar a desigualdade entre as médias (MA > MG):
a? + b? a? + b?
TZ a’b? = ab =>TZS

Da condicao de igualdade da desigualdade entre as médias, a drea serd maxima quando
a’=b*=>a=h.

Mas, do enunciado, temos que a # b.

Sabemos que S < 9 mas que a igualdade s6 ocorre se a = b, ou seja, S pode se aproximar de 9
tanto quanto se queira, mas nunca vai atingir, de fato, o maximo, pois a # b.

Gabarito: “e”.

21. (CN/2015)

Seja ABCD um quadrado de lado 2a cujo centro é O. Os pontos M, P e Q sdao os pontos médios dos
lados AB, AD e BC, respectivamente. O segmento BP intersecta a circunferéncia de centro O e raio a
em R e, também OM, em S. Sendo assim, a drea do triangulo SMR é

3a?
a)—

20

7 2
b)_ﬂ_

10

9a?2
Ty
11a?

d) 10

13a?
20

e)

Comentarios

O primeiro passo &, naturalmente, representar a situa¢do proposta:
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Pela poténcia do ponto S relativa a circunferéncia:
MS - ST = PS - SR
Veja que SO é base média do APQB, pois é paralelo a QB e divide PQ ao meio. Disso:

s0=Cosr=04,-3
e = e —
2 =5

2
a a
MS =a— >=5
Pitdgoras no APOS:

PS? = a? + (%)2 = PS = \/;a
Assim:

a 3a 5 3a
——=—qa"SR=>SR =——

2 2 2 25
Do estudo da trigonometria, temos que a area do AMSR é dada por:
MS - SR
2

Area do AMSR = sen 6 -

sen g = =

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 128



5 Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

Gabarito: “a”.

22. (CN/2015)

ABC é um triangulo equilatero. Seja D um ponto do plano de ABC, externo a esse triangulo, tal que
DB intersecta AC em E, com E pertencendo ao lado AC. Sabe-se que BAD = ACD = 90°. Sendo assim,
a razao entre as areas dos triangulos BEC e ABE é

1
a) E

b)i

2
C)E

d)%

2
E) E
Comentarios

Representando a situagdo proposta:

As alturas relativas a AC dos ABEC e AABE sao iguais, do que segue a razao entre suas
areas se resume a razao entre suas bases, isto é, a razao entre CE e EA.

Vamos chamar DC = a e tragar a altura do triangulo ADBC relativa ao lado BC. Além disso,
explorando as razdes trigonométricas dos angulos 30° e 60°, temos a seguinte figura:
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Aplicando Pitdgoras ao AABD:

2
BD? = (2a)? + (V3a) = 7a% = BD
Como DCF = 30°, temos que:

a
DF = asen30° = >
Disso, segue que:

1

NN

2a 2
sen ﬁ = E = ﬁ
Aplicando a lei dos senos aos triangulos ABEC e AABE:
EB CE

NSRS

sen a =

sen60°  sena
EB AE

sen60° sen f
Que implica:

CE AE CE sena 1
= = — = =
sena senff AE senf 2

i
AN

S

Gabarito: “b”.

=7a

23. (CN/2015)
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57
a)=~
6\V7
b) =~
87
c) =~

97
d) =~

10V7
7

Comentarios

Prof. VictorSo

Seja ABC um triangulo de lados medindo 8, 10 e 12, Sejam M, N e P os pés das alturas tragadas dos

vértices sobre os lados desse triangulo. Sendo assim, o raio do circulo circunscrito ao tridangulo MNP

Do estudo da geometria plana, sabemos que a circunferéncia circunscrita ao tridangulo
formado pelos pés da altura é o triangulo drtico. Essa circunferéncia é conhecida como circulo dos
nove pontos e o seu raio corresponde a metade do raio do circulo circunscrito ao triangulo ABC.

Disso, precisamos descobrir o raio do circulo circunscrito ao AABC. Calculando sua area

por Heron:
A=\po-a)(p-b)p-c)
Mas:
8+ 10+ 12
p= —2 =15

p—a=15-8=7

p—b=15-10=5

p—c=15-12=3
Dai, temos que:

A=+15-7-5-3 =15V7

Por outro lado, temos que sua drea pode ser calculada usando o circunraio:

abc_8-10-12_240

A= 7R 4R R
Igualando:
240 16V7
—=15V7>R =——
R V7 7
Do que foi dito mais acima, o raio buscado vale:
R 8V7
27

Gabarito: “c”.

24.(CN/2014)
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Observe a figura a seguir.

4 em

Na figura, o paralelogramo ABCD tem lados 9cm e 4cm. Sobre o lado CD esta marcado o ponto R, de
modo que CR = 2cm; sobre o lado BC estd marcado o ponto S tal que a area do tridngulo BRS seja
1/36 da area do paralelogramo; e o ponto P é a interse¢dao do prolongamento do segmento RS com
o prolongamento da diagonal DB. Nessas condi¢cdes, é possivel concluir que a razdo entre as medidas
dos segmentos de reta % vale:

a) 13,5

b) 11

c) 10,5

d)9

e)7,5

Comentarios
Para simplificar as contas:

Area do ADBR = A
Area do ARSC = B

Serd conveniente, para a resolucao da questdo, encontrar os valores as areas Ae B em
funcdo da area do paralelogramo, que chamaremos de 2C. Veja que isso implica:

Area d ABRS—ZC
rea do _36

Como a diagonal é um eixo de simetria do paralelogramo, podemos escrever:

ceat+B+ o arp=ceqot
= —_— = — .
36 18~ ¢

Os triangulos ADBR e ARBC possuem mesma altura, de modo que a razao entre suas areas
é igual a razdo entre suas bases. Disso, temos que:

4 __DR_7 2A 7B—7C 02
5.2C RC 2 =18 ¢
36
Combinando as equacgdes 01 e 02, temos:
7C C
A= ? eB = g
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Os triangulos ABRS e ASCR possuem mesma altura, de modo que a razao entre suas areas
é dada por:

2 Bs
S0 = === 5C=3BS
6

Mas BS+SC=4=BS=1eS5C =3.

Por fim, basta aplicar o teorema de Menelaus ao tridngulo ADBC:
DP BS CR DP 1 2 bp 21

—_— Y — =1 —=r==12 —= = 10,5
BP SC RD BP 3 7 BP 2
Gabarito: “c”.
25. (CN/2014)
. BE 1 _CF 1
Sobre o lado BC do quadrado ABCD, marcam-se os pontos E e F tais que —=_e_-=_. Sabendo-

se que os segmentos AF e ED intersectam-se em P, qual é, aproximadamente, o percentual da area

do triangulo BPE em relagdo a area do quadrado ABCD?
a)2
b) 3
c)4
d)5
e)6
Comentarios

Para simplificar as fragdes, faca BC = 12. Disso, temos que a situagao é representada por:
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Veja que os tridngulos AAPD e APEF sao semelhantes (LLL), do que temos que:

GP PH 12
125 =g
Mas:
12 17 60
GP + PH = 12 =>?PH+PH=?PH=12=>PH=E

A adrea do APEB:

60
PH-BE {74 120

2 2 17
A porcentagem é, portanto:
120
7 10 0
= ~ 0,049 ou 4,9%

12-12  17-12 204
Gabarito: “d”.

26. (CN/2014)

Suponha que ABC seja um triangulo isdsceles com lados AC = BC, e que L seja a circunferéncia de
centro C, raio igual a 3 e tangente ao lado AB. Com relagdo a area da superficie comum ao triangulo

ABC e ao circulo de L, pode-se afirmar que:
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a) ndo possui um valor maximo.

b) pode ser igual a 57.

¢) ndo pode ser igual a 47t.

d) possui um valor minimo igual a 2.

e) possui um valor maximo igual a 4, 5.
Comentarios

Observe a situagao proposta:

O angulo a, por ser interno ao triangulo, é tal que @ < m. Sobre a reta BC pode-se sempre
escolher dois pontos simétricos em relacdo ao segmento CD escolhendo a tdo proximo de @
guanto se queira, mas nunca atingindo esse valor.

A area é diretamente proporcional ao angulo a, de modo que ela acompanha o seu
crescimento.

. ~ 9 . s . .
Deve-se ter cuidado para ndao acharque o vanr7 = 4,5m é um maximo possivel, pois, para
gue ele ocorra, a deve atingir 7, o que ndo é possivel por ele ser interno ao triangulo.

Gabarito: “a”.

27. (CN/2014)

Seja ABC um triangulo retangulo de hipotenusa 26 e perimetro 60. A razao entre a area do circulo

inscrito e do circulo circunscrito nesse triangulo é, aproximadamente:

a) 0,035
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b) 0,055
c) 0,075
d) 0,095
e) 0,105
Comentarios
Sejam a e b os catetos desse triangulo. Podemos afirmar que:
a’ + b? = 262
a+b+26=60=>a+b =34
Veja que:
(a+ b)? = 34% = a? + 2ab + b? = 342 = 262 + 2ab = 34%
Ou seja:
2ab = 34% — 26% = (34 + 26) - (34 — 26) = 60 - 8 = 480
Logo:
a’?+b*—-2ab=(a—b)> =676 —-480=196=14>=>a—b = 14
Resolvendo o sistema:
{a +b =34
a—b=14
Assumindo a > b, temosa = 24 e b = 10.
Como o triangulo é retangulo, o circulo circunscrito possui raio igual a metade da
hipotenusa:
26
=5 =

Além disso, do estudo da geometria, podemos calcular a area desse triangulo de duas
formas:

R 13

Usando o raio da circunferéncia inscrita:

60
pr=7-r=30r

Usando os catetos:
ab 24-10

=3-4-10
2 2

Logo:
3:10:r=3-4-10=>r=4
A razdo entre as areas é, portanto:
- (4)? 16

T (13)2 169~ 09
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Gabarito: “d”.

28. (CN/2014)

Observe as figuras a seguir.

o ¢
e -
A 1 erm B
Figura [
G'«
.-"'-I-’ \-\.
- f“' \"'
B “,
‘\‘3 cm
s, M
Y "
‘-\.k "-\.k‘. 2
] R“'\ \.'ﬁ
N
-\."\ ;l,-'
N/

A | et ._"F"

Figura IT

Uma dobra é feita no retangulo 10cm x 2cm da figura |, gerando a figura plana Il. Essa dobra esta

indicada pela reta suporte de PQ. A area do poligono APQCBRD da figura Il, em cm?, é:
a) 85
b) 20
c)10v2
35
d) -

136

&)=~

Comentarios
Para calcular a area dessa figura, o primeiro passo é perceber que ela formada pelos
trapézios APQD e BCQR.
2-(4+DQ)_2-(4+5)_9
2 B 2 B

. 2-(5+RB)
AreadoBCQR=T=5+RB

Assim, surge a necessidade de calcular a medida de RB. Para isso, observe a figura abaixo:

Area do APQD =
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Ela representa uma mescla das duas situagdes. Veja que, como foi feita uma reflexao em
torno de PQ os angulos RPQ e QPB s3o iguais.

Além disso, como PB || QC, os angulos QPB e PQR s3o iguais, do que segue o APQR é
isdsceles e RP = RQ, pois RPQ = QPB = PQR.

Observe ainda a seguinte figura:

Aplicando Pitagoras ao triangulo APSQ:

PS?+5Q*=PQ*=>12+22=PQ*=>PQ =5

Como T é o ponto médio do APQR, ja que o mesmo é isosceles e RT é sua altura relativa

. 5
a base, temos que PT = g

Da semelhanga entre os APTR e APSQ:

RP PQ RP 5 Rp 5
PT PS5 1 2

2
Mas:

5 7
RP+RB=6=RB=6->=>

0 7 17
AreadoBCQR:5+E:7

Por fim:
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A ttl—17+9—35
reaoa—z —2

Gabarito: “d”.

29. (CN/2013)

Sabendo-se que ABC é um triangulo retangulo de hipotenusa BC = a, qual é o valor maximo da area
de ABC?

N
a)

Comentarios
Sejam b e c os catetos. Do teorema de Pitagoras, sabemos que:
¢’ + b* = a?

A area do tridngulo é dada por:

b-c
=
Da desigualdade entre as médias, temos:
A pre SN i L
2 4 2
Ou seja:
a?
S < T

2
~ . = , a
Portanto, como nao temos nenhuma restricao para os catetos, o maximo e T, que ocorre

qguando b = ¢, daigualdade da desigualdade entre as médias.
Gabarito: “b”.

30. (CN/2013)

Considere que ABCD é um trapézio, onde os vértices sao colocados em sentido horario, com bases
AB =10 e CD = 22. Marcam-se na base AB o ponto P e na base CD o ponto Q, taisque AP=4e CQ =

X. Sabe-se que as areas dos quadrilateros APQD e PBCQ sao iguais. Sendo assim, pode-se afirmar
gue a medida x é:

a) 10
b) 12
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c)14

d) 15

e) 16
Comentarios

Esbogando a situagao proposta:

A 4 P 6 B

22 —x Q T

Da igualdade das areas:

h h
E-(4+22—x)=E-(6+x)=>26—x=6+x=>x=10

Gabarito: “a”.

31. (CN/2013)

Seja ABC um triangulo acutangulo e L a circunferéncia circunscrita ao tridngulo. De um ponto Q
(diferente de A e de C) sobre o menor arco AC de L sdo tragadas perpendiculares as retas suportes
dos lados do triangulo. Considere M, N e P os pés das perpendiculares sobre os lados AB, AC e BC,
respectivamente. Tomando MN = 12 e PN = 16, qual é a razao entre as areas dos triangulos BMN e
BNP?

3
a)Z

Comentarios

O primeiro passo é provar que os pontos M, N e P sao colineares. Esse resultado é
conhecido como teorema de Simsom-Wallace e sera demonstrado abaixo.
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Nosso objetivo é mostrar que os angulos PNC e MN A s3o iguais.

Primeiro, veja que o quadrildtero PCNQ é inscritivel, pois a soma dos angulos opostos QPC
e CNQ é 180°. Disso, temos que PNC = CQP.

Veja também que o quadrilatero QNMA é inscritivel, pois QNA = QMA = 90°. Dai, segue
que ANM = MQA.

O quadrilatero ABCQ é inscritivel por constru¢do, do que segue que CQA + ABC = 180°.

O quadrilatero MQPB também é inscritivel pelo mesmo motivo do quadrilatero PCNQ, do
que segue que MQP + ABC = 180°.

Combinando as duas ultimas informacdes, temos que MQP = CQA. Mas:
MQP = MQC + CQP
CO0A=MQC +MQA
Logo:
COP = MQA = PNC = ANM

Como os angulos opostos pelo vértice N sao iguais e AC é uma reta, segue que M,Pe N
devem ser colineares.

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 141



ﬁ Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

Para achar a razao entre as areas dos triangulos ABMN e ABNP basta ver que eles
possuem a mesma altura relativa a reta MP, digamos h. Suas areas sao:

, h-MN
Area do ABMN =

, h-NP
Area do ABNP = ———

2
Perceba que a razdo entre as areas se resume a razdo entre os seguimentos MN e NP:
MN 12 3
NP 16 4

Gabarito: “a”.

32. (CN/2012)

Em dois triangulos, T; e T, cada base é o dobro da respectiva altura. As alturas desses triangulos,
h; e h,, sdo nimeros impares positivos. Qual é o conjunto dos valores possiveis de h; e h,, de modo

que adrea T + T, seja equivalente a drea de um quadrado de lado inteiro?
a)o
b) unitario
c) finito
d){3,5,7,9,11,...}
e){11,17,23,29,...}
Comentarios

As bases desses triangulos sdo 2h, e 2h,, respectivamente, de modo que suas areas sao:

hy-2h
1:—12 1=h%

h,-2h
T2:—22 Zzhg

Logo:

T, + T, = hi + h3
Mas h, e h, sdo inteiros impares, isto é:

hy=2n,+1eh,=2n,+1

Assim:

h? = 4n? + 4n, + 1

h3 =4n3+4n, + 1

h% 4+ h3 =4(ni+n, +n35+n,) + 2

Seja [ o lado do quadrado. Como ele é inteiro, ou ele é par ou é impar. Disso, veja que:

| =2n = 12 = 4n?
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Ou:

l=2n+1=>01=4n*+n)+1

Ou seja, o quadrado de um inteiro somente pode deixar resto 0 ou 1 na divisao por quatro,
0 que ndo é o caso da soma T; + T,, que deixa resto 2.

Dai, concluimos que a igualdade ndo é possivel e o conjunto é vazio.

Gabarito: “a”.

33. (CN/2012)

Observe a figura a seguir.

7/

A

A figura acima apresenta um quadrado ABCD de lado 2. Sabe-se que E e F sdo, os pontos médios dos
lados DC e CB, respectivamente. Além disso, EFGH também formam um quadrado e | esta sobre o
lado GH, de modo que GI = G4—H. Qual é a area do triangulo BCI?

7
a) g
6

b);

5

c)-

6

4
d)g

3
E) Z
Comentarios

Para calcular a area do triangulo ABCI, precisamos de uma base e de uma altura. Por
conveniéncia, vamos tomar a base BC e vamos calcular a atura relativa a essa base.

Para encontrar essa altura, veja que ela corresponde a perpendicular tracada do ponto [
sobre a reta suporte de BC. Observe:
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H
J
*
G F

Como GH = /2, pois é o lado do quadrado EFGH, do enunciado, GI = \/TE = |H = Z\/i.

Como [H] = 45° 1] = %x/f-sen 45° = zﬁ\% = z.

Assim, temos que a area pedida é:
3
IJ-BC 72 3

Area do BCI = > = > =Z

Gabarito: “e”.

34. (CN/2012)

Um trapézio isésceles tem lados ndo paralelos medindo 10+/3. Sabendo que a bissetriz interna da

base maior contém um dos vértices do trapézio, qual é a area desse trapézio?
a) 75vV3

b) 105v3

c) 180v3

d) 2253

e) 2753

Comentarios

O enunciado dessa questdo esta incompleto, pois com os dados fornecidos ndo podemos
determinar a base desse trapézio, que é variavel, veja:

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 144



5 Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

A D

O angulo BAD n3o esta definido, o que torna impossivel determinar a base AD. Perceba
que um quadrado de lado 10v/3 também satisfaz o enunciado (caso em que BAD = 90°).

Gabarito: Anulada.

35. (CN/2011)

Um aluno estudava sobre poligonos convexos e tentou obter dois poligonos de N e n lados (N + n),
e com D e d diagonais, respectivamente, de modo que N — n = D — d. A quantidade de solugées
corretas que satisfazem essas condigoes é:

a) 0.
b) 1.
c) 2.
d) 3.
e) indeterminada.

Comentarios

Do estudo da geometria plana, sabemos que:
N(N -3 n(n—3
, _NW-3) _nn-3)
2 2
Usando a relagao fornecida:

NN -3) n(n-3)

—T 2 2
2(N—-n)=N?-3N-n?+3n>

=>2(N—-n)=WN-n)(N+n)—3(N—n)

—n

Ou seja:

(N-n)(N+n-=5)=0
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Mas como N e n sao lados de um poligono convexo, devem obedecer n, N > 3, isto é, N +
n > 6. Logo, ndo ha solugdo para a equagao acima.

Gabarito: “a”.

36. (CN/2011)
Observe a ilustracao a seguir.
PEGA | PECA Il

2
| | | |

1

Qual a quantidade minima de pegas necessarias para revestir, sem falta ou sobra, um quadro de
lado 5, utilizando as pegas acima?

a) 12

b) 11

c) 10

d) 9

e)8
Comentarios

O primeiro passo é calcular a area de cada peca:

Peca I:

Peca Il:
S, =2-2-1-1=3

Um quadrado de lado 5 possui area:

§=52=25
Seja ainda a a quantidade da peca | e b a quantidade da peca Il. Temos que:
2a+3b =25

Queremos o valor minimo de a + b sabendo que a e b sdo naturais.

A equacgao acima é uma equacao diofantina. Do estudo das equac¢des desse tipo, sabemos
que se (ay, by) € um par solugdo dessa equacgdo, entdo (a, + 3k, by — 2k) representa todas as
solucdes dessa equacdo para k inteiro qualquer, pois mdc(2,3) = 1.
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Uma solugdo particular facilmente verificavel é (2,7), do que temos que todas as solugdes
podem ser expressas por (2 + 3k, 7 — 2k).

Mas devemos lembrar que queremos apenas as solu¢des naturais, isto é:

2
2+3k>0=>k>—§

7
7—2k>0:§>k

Do que segue que:

—=—<k< Z
2
Ou seja, k pertence ao conjunto:
{0,1,2,3}
Veja ainda que:
a+b=2+3k+7—-2k=9+k
O valor é minimo quando k = 0,istoé,a+ b =9+ 0 =09.

Gabarito: “d”.

37. (CN/2011)

Considere a figura a seguir.

A raza S(MPQ)

zao SABC)” entre as areas dos triangulos MPQ e ABC, é:

a)17—2
b) =
c)17—5
d) =
e)%

Comentarios
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Aideia para resolver essa questao é relacionar a area dos triangulos AAQM,ABQP e ACPM
com a area do triangulo AABC. Para fazer isso seguiremos a mesma ideia para os trés triangulos.
Faremos apenas para um deles, para os outros dois é completamente analogo. Além disso,
denotaremos por S a drea do AABC.

Fazendo primeiro para o AQMA:

Da semelhanga entre os triangulos AQRA e ABSA (LLL), temos:
QR QA
BS BA

As areas:

. MA-QR QR-D
Area do AQMA = =

2 2
, AC-BS 3b-BS
Area do AABC = = >
A razdo entre as areas:
, QR-MA
AreadoAQMA_T_MA-QA_l QA_1 4_ 4
S ~ AC-BS ~ AC-BA 3 BA 3 5 15
2

Ou seja:
. 4
Area do AQMA = —S
15
De maneira analoga:

AreadoAPCM_PC-CM_ a*2b 1

S “BC-CA 4a-3b 6
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Logo:

, 1
Area do APCM = ES

Analogamente:

Area doAQBP _QB-BP _ c-3a _ 3

S "~ AB-BC 5c-4a 20
Logo:
. 3
Area do AQBP = %S
Veja que:

4 60 — 35 25 5
)25 5

3 1
S(MPQ)_S_(%S-I_ES-FES 60 S—@S—E

E finalmente:
S(MPQ) _ 5

S(ABC) 12
Gabarito: “b”.

38. (CN/2011)

Num paralelogramo ABCD de altura CP = 3, a razdo % = 2. Seja M o ponto médio de AB e P o pé da

altura de ABCD baixada sobre o prolongamento de AB, a partir de C. Sabe-se que a razdo entre as

areas dos triangulos MPC e ADM é SMPC) _ 2473
S(ADM) 2

. A area do tridangulo PBC é igual a:

15V3
a) -
93
b) =~
53
)5
3V3
d=-
V3
e)—
2
Comentarios

O primeiro passo é esbocar a situacao proposta, de modo que vamos denotar AM = x e
BP = y:
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B P
A T M H i y

Os triangulos AAMB e AMPC possuem mesma altura, entdo a razao entre as dreas é igual
a razdo entre as bases:

x+y 2+ V3
x 2
Aplicando o teorema de Pitdgoras ao ABPC, temos:

2
3x
x2=32+y2=32+(£> >x=6

V3x
:o2y+2x=2x+\/§x=>y=T

2
Logo:
6V3
y=——= 3\/§
2
Por fim, a 4rea do ABPC:
3:3v3 _9V3
2 2

Gabarito: “b”.

39. (CN/2010)

ABC é um triangulo equilatero. Seja P um ponto do plano de ABC e exterior ao triangulo de tal forma

que PB intersecta AC em Q (Q esta entre A e C). Sabendo que o angulo APB é igual a 60°, que PA=6
e PC = 8, a medida de PQ sera

a)27—4
b) >
c)lﬁ—9
d)
e)%
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Comentarios

Esbocando a situagao proposta, temos:

O quadrildtero ABCP é inscritivel, pois ACB = APB. Disso, temos que BPC = BAC =
60°.

Da trigonometria aplicada a geometria plana, temos que a drea do triangulo AAPC, ou seja,
S(APC), pode ser calculada como sendo:

AP - PC - sen 120° _ 6-8-sen 120°

APC) =
S( ) 2 2
Além disso:
S(APC) = S(APQ) + S(QPC)
AP - PQ -sen 60° 6-PQ - sen 60°
S(APQ) = ¢ = ¢
2 2
PQ - PC -sen 60° PQ -8-sen 60°
S(QPC) = -2 -
2 2
Como 60° + 120° = 180°, temos sen 60° = sen 120°.
Por fim:
6:-8-sen120° 6-PQ-sen60° PQ-8-sen 60°
= + =
2 2 2
48 24
= 48 = 6PQ + 8PQ = 14PQ=>PQ=E=7

Gabarito: “a”.

40. (CN/2010)
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Considere o conjunto de todos os tridangulos retangulos. Sendo h a altura relativa a hipotenusa,

guantos elementos, nesse conjunto, tem altura igual ?hz?
a) Infinitos.

b) Mais de dezesseis e menos de trinta.

¢) Mais de quatro e menos de 15.

d) Apenas um.

e) Nenhum.

Comentarios

Essa questdo foi anulada no concurso e seu enunciado deve ser corrigido para altura igual

aEhz.

4
Suponha que a hipotenusa tenha medida a, temos que:

a-h 15 Vi5
—— =""hsa=—h
2 4 2

Agora observe a figura abaixo:

O conjunto de triangulos que possuem altura h tem altura no maximo a/2, conforme se
observa na figura. O maximo ocorre quando a altura é também mediana relativa a hipotenusa.

in ., 15 . V15 .
Mas se o tridngulo possui area Thz e altura h, vimos que a = Th' Isso implica:
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Sz h= % >h=+15>4=15> 16

Que é absurdo. Logo, ha nenhum elemento nesse conjunto.

Gabarito: (anulada) “e”.

41. (CN/2010)

Tem-se o quadrado de vértices ABCD com lados medindo k cm. Sobre AB marca-se M, de modo que

AM = %. Sendo N o simétrico de B em relagao ao lado CD, verifica-se que MN corta a diagonal AC

em P. Em relagao a drea ABCD a area do triangulo PBC equivale a:
a) 18%
b) 24%
c) 27%
d) 30%
e) 36%
Comentarios

Fazendo um esbocgo da situagao, temos:

™

=

Aplicando o teorema de Menelaus ao AABC:
BN CP AM cpP 1 cP
NC PA MB PA 3 PA 2
Os AAPB e APBC possuem mesma altura. Vamos denotar:
S(APB) = AeS(PBC) =B

Disso, temos:
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S(ABCD)
A+B=——""-—
2
B 3
A2
Resolvendo em fungdo de S(ABCD):
3
B =—S(ABCD) > ———— = 0,3 = 309
1054BCD) = 5BeD) &

Gabarito: “d”.

42. (CN/2010)

Seja ABC um triangulo com lados AB = 15, AC = 12 e BC = 18. Seja P um ponto sobre o lado AC, tal
gue PC = 3AP. Tomando Q sobre BC, entre B e C, tal que a area do quadrilatero APQB seja igual a
area do triangulo PQC, qual sera o valor de BQ?

a)3,5

b) 5

c)6

d) 8

e) 8,5
Comentarios

Fazendo um esbogo da situagao proposta:

C

A ideia é utilizar a razao entre areas para determinar a razao entre os seguimentos
CQ e (QB.

Para simplificar, seja:
S(ABC) =S
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S(APB) = A
S(PBQ) = B
Como S(CQP) = S(APQB) e S(ABC) = S(CPQ) + S(APQB), segue que S(CPQ) = ;

Além disso, como os APCB e AAPB possuem mesma altura, a razao entre suas areas é
dada por:

———————1=>3A—B=— 01
.
B S PC 3 zeq

2

Por outro lado, A+ B = g eq.02.

Combinando as equagdes 01 e 02, vem:

A=B ==
4

Veja que 0s ACPQ e APQB possuem mesma altura, de modo que a razdo entre suas areas
é dada por:

S(PBQ) _ BQ .
S(CPQ) OQcC

:%:QCzZBQ

N A

Por fim:
QC+BQ =18=2BQ+BQ =18=BQ =6

Gabarito: “c”.

43. (CN/2009)

O tridangulo de lados 0,333... cm, 0,5cm e 0,666... cm é equivalente ao tridngulo isosceles de base
0,333... cm e lados congruentes medindo x centimetros cada um. Com base nos dados apresentados,

é correto afirmar que x é igual a

V3
a) —
2
b) Vi51
24

1
C) 5
V257

re

V15+46
36

e)
Comentarios

Dois triangulos sdo ditos equivalentes se possuem a mesma area.

O primeiro passo é perceber que:

0,333... = !
) -||_3

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 155



£ rd .
¥ Estratégia Prof. Victor So

Militares

0,666 ... = 2
) ans T 3
O semiperimetro desse tridangulo é dado por:
1 1 2
z2t3%3_
2 4

Por Heron, temos que a area desse triangulo é dada por:

A= 3 (3 1) (3 1) (3 2)_\/15
~J4\4 2/ \4 3/ \4 3/ 18
Tomando como base o lado 1/3 do triangulo isésceles e lembrando da equivaléncia entre
os triangulos:

Observe a figura abaixo:

1

Acima esta representado o triangulo isdsceles com sua altura tracada, de modo que, pelo
teorema de Pitagoras, podemos escrever:

L, M (VB 1 Vi51
h+(g)=x=> + =

8
Gabarito: “b”.

44. (CN/2009)
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Sendo hy, hp e h; as medidas das alturas; m,, mg e m. as medidas das medianas; e by, by e b,
as medidas das bissetrizes internas de um triangulo ABC, analise as afirmativas a seguir.

. 11 1, o
I. O tridngulo formado pelos segmentos e —é semelhante ao tridangulo ABC.
A B C

o 1 1 1, o
Il. O triangulo formado pelos segmentos —,— e — é semelhante ao triangulo ABC.
my mp Mmc

o 1 1 1, .
lll. O triangulo formado pelos segmentos by €, € semelhante ao triangulo ABC.
A B C

Pode-se concluir que

a) apenas | é sempre verdadeira.
b) apenas Il é sempre verdadeira.
c) apenas lll é sempre verdadeira.
d) I, Il e lll s3o sempre verdadeiras.

e) I, Il e lll sdo sempre falsas.
Comentarios
Vamos analisar cada afirmacao.
Afirmacao I:
Podemos calcular a area do tridngulo usando cada lado e cada altura correspondente:
ah bh ch a b c
S=—2="EB=-"C o - =—_ =25
2 2 2 1 1 1
ha hg he

Veja que os lados sdao proporcionais aos inversos das alturas, do que temos que os dois
triangulos sdao semelhantes. Portanto, é verdadeira.

Afirmacao Il

Falsa. Observe o triangulo retangulo isdsceles de lados 2,2 e 2+/2:
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Suas medianas valem v/5, V/5 e V2. Veja que:
2

@+ <
V5 V5 V2

Do que temos que o triangulo formado pelos inversos das medianas nao é retangulo, logo
ndo é semelhante ao triangulo original.

2

Afirmacao IlI:

A ideia neste item é olhar novamente para o tridngulo retangulo de lados 2,2 e 2v/2, pois
podemos calcular facilmente suas bissetrizes:

A

22

[

c 2 B

A bissetriz relativa 3 hipotenusa tem medida V2, pois também é mediana relativa a
hipotenusa.

Do teorema da bissetriz interna, temos que % = %E =+/2 = DA = \/2CD. Além disso:

CD+DA=CA=2=CD+V2CD =2=CD =2(2-1)
Usando Pitagoras no ADCB:

DB? =22 + [2(VZ - 1)’ = DB = 2[4 — 2V2

Como ele é isdsceles, sua outra bissetriz também vale 2v 4 — 2v/2.
1

1
AN AL

1 2 1 212
) ) <%
wWa-2v2) \eWa-242/) W2
Do que segue que o triangulo formado pelos inversos das bissetrizes ndao é retangulo e,
portanto, nao pode ser semelhante ao triangulo original.

Observe que
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Gabarito: “a”.

45. (CN/2009)

Sobre o lado maior de um retangulo de base 1 e altura 2 constréi-se um retangulo de base 2 e altura
3; sobre o maior lado desse ultimo, constréi-se um retangulo de base 3 e altura 4; e assim
sucessivamente, até se construir o retangulo de base 99 e altura 100. Com quantos zeros termina o
produto das areas de cada um desses retangulos?

a) 39

b) 40

c) 46

d) 78

e) 80

Comentarios

A drea de um retangulo é o produto de sua base por sua altura. Disso, temos que o produto
das dreas de todos os retangulos é dado por:
(1-2)-(2-3)-(3-4)-...-(98-99)-(99-100)
Observe que isso pode ser reescrito como:
(1-2-3-..-100)2
100

Para que se obtenha a quantidade de zeros na termina¢cdo do numero, basta contar a
guantidade de fatores 10 que esse niumero possui. Veja ainda que cada fator 10 = 2-5. Mas a
guantidade de fatores 2 deve ser superior a quantidade de fatores 5, de modo que basta
contarmos a quantidade de fatores 5 que esse nimero possui.

Para contar a quantidade de fatores 5 dos nimeros de 1 a 100 devemos fazer:

100
[? 20
100
[E =4

Logo, temos 24 fatores 5 de 1 a 100. Portanto, no produto de 1 a 100, devemos ter 24
zeros que, ao quadrado, resulta em 48 fatores.

Mas o nosso numero estd divido por 100, do que temos que subtrair dois fatores 10,
restando:

48 -2 =46

Gabarito: “c”.

46. (CN/2009)

A area de um quadrado de 5 cm de lado, na unidade u definida como sendo a area de um circulo de

raio 1l cm, é:
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a) exatamente 25.
b) exatamente 12,5.
c) aproximadamente 8.
d) aproximadamente 6.
e) aproximadamente 5.
Comentarios
Em centimetros quadrados, a area do quadrado é dada por:
S5¢cm - 5¢cm = 25cm?
A unidade u é definida por:
u=m-1%cm? = cm?

Dessa forma, a quantidade de unidades u contidas no quadrado é dada por:

—=795=~8u
T

Gabarito: “c”.

47. (CN/2008)

Seja ABC um triangulo retangulo com catetos AC = 12 e AB = 5. A bissetriz interna tracada de C

intersecta o lado AB em M. Sem
do | o incentro de ABC, a razao entre as areas de BMI e ABC é:
1
a) 5
13
b) —
60
1
C) %

13
d)ﬁ

2
E) E
Comentarios

Fazendo um esbocgo da situagao:
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12 13

[

A M B

Pelo teorema de Pitagoras:
CA?> + AB> =BC? > 12°+5%?=B(C?= BC =13

Do teorema da bissetriz interna:

CA BC MB 13AM
_—— : e —
AM MB 12
13 12 13
AM+MB=AM+EAM=5=>AM=?=>MB=?

A area do AABC:

12-5
S(ABC) = 5 = 30
A areado ACAM:
12
S(CAM) = L 5 _ 144
2 10

Por simplicidade, seja S(MBI) = A.

Do teorema da bissetriz interna aplicada ao ACMB:
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N

BM BC (I BC 13

Ml Ml BM 13
5

Como os AMBI e AIBC possuem mesma altura relativa ao segmento CM, temos que:

S(MBI) A MI 1 S(UIBC) = 54
= == =
S(UBC) SUBC) CI 5

5

Por fim:
S(MBI) + S(IBC) = S(CMB) = S(ABC) — S(CAM) = 30 — 11i04
Ou seja:
A+5A=30—%=>A=2,6
10
Queremos:

A 2,6 26 13
S(ABC) ~ 30 300 150
Gabarito: “d”.
48. (CN/2008)

Duas tangentes a uma circunferéncia, de raio igual a dois centimetros, partem de um mesmo ponto
P e sdo perpendiculares entre si. A drea, em centimetros quadrados, da figura limitada pelo conjunto

de todos os pontos P do plano, que satisfazem as condi¢6es dadas, é um nimero entre
a) vinte e um e vinte e dois.

b) vinte e dois e vinte e trés.

c) vinte e trés e vinte e quatro.

d) vinte e quatro e vinte e cinco.

e) vinte e cinco e vinte e seis.
Comentarios

O primeiro passo é fazer um esquema representando a situagdo:
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Observe que os pontos P que satisfazem o enunciado estao a uma distancia fixa OP do
centro da circunferéncia. Isso significa que o lugar geométrico dos pontos P é uma circunferéncia
de raio:

OP2=22422=0P =2V2cm
Por fim, a drea da figura é:
2
n-(2V2) =8r=8-3,14 = 25,12 cm?
Logo, ela estd entre 25 e 26.

Gabarito: “e”.

49. (CN/2007)

Com a “ponta seca” de um compasso, colocada no centro de um quadrado de lado 2, traga-se uma
circunferéncia de raio r. Observa-se que cada arco da circunferéncia, externo ao quadrado, tem o
dobro do comprimento de cada arco interno. Usando-se raiz quadrada de 3iguala 1,7 e T = 3, qual

a area da regido intersec¢do do quadrado e do circulo, assim determinado?
a)2,8
b) 3,0
c)3,2
d) 3,4
e) 3,6
Comentarios

Fazendo um esquema da situagao, temos:
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Pela figura acima, percebe-se que ha 4 angulos iguais a e 4 iguais a 23, formando um
angulo de 360°. Disso, temos:

4ﬁ + 4(4,8) = 360° = 123 = 360° = ﬁ = 30°

O préximo passo é encontrar o raio da circunferéncia. Para isso, observe a figura abaixo:
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Nela, podemos observar que o lado do quadrado é igual a duas vezes a altura do triangulo
destacado na figura:

2<r 3) ) 2
—|=2>r=—
2 V3
Perceba ainda que a area interna a ambos constitui-se de 4 setores circulares de 30° e 4
triangulos de angulo 60° entre os lados de medida r. Logo:

)= (3
360 )" T\3) T3

Jaquem = 3.

Além disso:

4 (r-r-sen60°) =5 (2 )2 \/§_ 6,8
2 ST \y3/ 2 3

Jaquev3 =1,7.

Por fim, basta somar as areas:

4+6,8_10,8_36
3 3 o

Gabarito: “e”.

50. (CN/2007)
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Deseja-se revestir uma area retangular, de 198 cm de comprimento e 165 cm de largura, com um
numero exato de lajotas quadradas, de tal forma que a medida do lado dessas lajotas, expressa por

um nimero inteiro em cm, seja a maior possivel. Quantas lajotas deverdo ser usadas?
a) 27
b) 30
c)33
d) 36
e) 38
Comentarios
Do estudo da geometria plana, a area retangular é calculada por:

198 - 165

Queremos lajotas quadradas de lados inteiros. Seja [ o lado dessa lajota. Sua area é dada
por [2.

Dessa forma, devemos fatorar a area para descobrir os possiveis lados que essa lajota pode
ter.

Fatorando o nimero 198 - 165:
2-32-11-3-5-11

Para termos o maior lado do quadrado possivel, devemos agrupar a maior quantidade de
fatores com expoente 2, isto é:

(3-11)?-2-5-3

Observe que o lado da lajota deve ser 3-11 = 33, de modo que o niumero de lajotas é
dadopor2-5-3 = 30.

Gabarito: “b”.
51. (CN/2007)

Dado um triangulo ABC de area 72, sobre a mediana AM = 12, tracam-se os segmentos AQ =3 e QP
= 6. Sabendo-se que E é o ponto de intersec¢do entre as retas BP e QC, qual é a area do triangulo
QPE?

a)6

b) 8

c)9

d) 12

e) 18
Comentarios

Veja a situacdo representada abaixo:
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Vamos denotar a drea de um triangulo como segue:
Area do AABC = S(ABC)
Como AACM e AAMB possuem mesma altura e bases iguais, suas areas sao iguais. Mas:
S(ACM) + S(AMB) = 72 = A(ACM) = S(AMB) = 36

Aplicando o teorema de Menelaus ao triangulo QCM, temos:

E.E.%zlzz.l.%= 1= QE =EC

BM PQ EC 2 EC
Como os triangulos MQC e QCA possuem mesma altura em relagao a base AM, temos que

suas areas obedecem a relacao:
LZ((]g—gj)) = Ig—g = g = S(MQC) = 35(QCA)

Mas S(MQC) + S(QCA) = S(ACM) = 36 = 35(QCA) + S(QCA) = 36 = S(QCA) =9
Ou seja, S(MQC) = 27.

Os triangulos ABP e PBM possuem mesma altura em relacao a base AM, perceba que a
razao entre suas areas e a soma entre suas areas ¢ a mesma dos triangulos MQC e QCA, de modo
que:

S(PBM) =9 e S(APB) = 27
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Além disso, os triangulos CPM e PMB possuem mesma altura em relagdao a base BC e
bases iguais, de modo que suas areas também sao iguais:

S(CPM) = S(PBM) =9
Veja que:
s(QcpP) =S(QCM) — Q(CPM) =27—-9 =18
Por fim, veja que os triangulos QPE e EPC possuem mesma base e mesma altura em
relacdo a base CQ, de modo que suas areas sao iguais. Mas:

S(QEP) + S(EPC) = 18 = S(EPC) = S(QEP) = 12—8 =9

Gabarito: “c”.

52. (CN/2007)

Um hexagono regular ABCDEF esta inscrito em uma circunferéncia de raio 6. Tragam-se as tangentes
a circunferéncia nos pontos A, B, D e F, obtendo-se, assim, um quadrilatero circunscrito a essa

circunferéncia. Usando-se 1,7 para raiz quadrada de 3, qual é o perimetro desse quadrilatero?
a)54,4
b) 47,6
c) 40,8
d) 34,0
e) 30,6
Comentarios

Fazendo um esbocgo da situagao, temos:
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Para facilitar nossos calculos, vamos tracar o segmento AD, que representa um diametro
da circunferéncia e um eixo de simetria para o quadrilatero:
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Pela simetria, somente precisamos calcular os seguimentos no semi-plano superior relativo
ao segmento AD. Pelo teorema do bico:

AG =GB e BH = HD
Da trigonometria aplicada ao AOAG e AODH:

GA 6
— =tg(30°) = GA = — = 23
04 g(30°) 5 V3

HD
— = tg(60°) = HD = 63
oD 9(60°) V3

Dai BH = HD = 6+/3 e AG = GB = 2+/3. Pela simetria, temos que o perimetro do
qguadrilatero é dado por:

2-(2:GA+2-HD) =4-(GA+HD) =4-(2V3+6V3) =4-8V3 =32V3
Como+/3 = 1,7:
32-1,7 = 54,4

Gabarito: “a”.

53. (CN/2006)
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Qual é o perimetro de um quadrilatero convexo inscrito em uma circunferéncia de raio unitario,
sabendo-se que foi construido utilizando-se, pelo menos uma vez e somente, os lados do triangulo

equilatero, quadrado e hexagono regular inscritos nessa circunferéncia?
a)V3++v2+2
b)vV3+2v2+1
2vV3+v2+1
d) V3 +2v2 +2
e)2(vV3+v2+1)
Comentarios

Podemos pensar nesse problema como um quebra cabega angular. As pecas disponiveis

Lado do quadrado:

Lado do triangulo equilatero:
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Lado do hexagono regular:

Veja que temos que ter cada peca pelo menos uma vez. Note que a soma dos angulos
centrais da pega correspondente ao lado do triangulo e do hexagono resulta em um angulo de
180°. Como temos que ter pelo menos uma vez a pega correspondente ao lado do quadrado, que
adiciona um angulo de 90° ao angulo central, a Unica forma de completar 360° é se ela aparecer
duas vezes.

Dai, seu perimetro corresponde & uma vez o lado do triangulo (v/3), uma vez o lado do
hexagono (1) e a duas vezes o lado do quadrado (V2):

1++3+2V2

Gabarito: “b”.

54. (CN/2006)

Em um tridngulo retangulo ABC, o cateto AC e a hipotenusa BC medem, respectivamente, 10 e 40.
Sabe-se que os segmentos CX, CY e CZ dividem o angulo ACB em quatro angulos de medidas iguais,

e que AX, XY, YZ e ZB sao segmentos consecutivos contidos internamente no segmento
AB.Se §1,5,,5; e S4 esdo, respectivamente, as areas dos triangulos CAX, CXY, CYZ e CZB, qual sera

. 545
o valor da razio =12
$254

a) 0,25

b) 0,5

¢) 0,75

d)1

e) 1,25
Comentarios

Observe a figura abaixo:
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Os triangulos CAX,CXY,CYZ e CZB possuem mesma altura relativa a base AB. Disso,
temos as seguintes relagdes entre areas:

S, XA
S, YX
S;  ZY
S, ZB
Do teorema da bissetriz interna, temos:
XA 10
YX CY
ZY CY
ZB 40

Logo, temos:
Sy _ 10 S5 _ CY
s, cr®s,” a0

Multiplicando ambas as equacgdes:
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S,S, CY 40

Gabarito: “a”.

55. (CN/2006)

Em lugar do quadrado de lado igual a 1 (um) centimetro, tomou-se como unidade de area o triangulo
equilatero de lado igual a 1 (um) centimetro. Qual serd, nessa nova unidade, o nimero que
expressara a area de um retangulo de base igual a 6 (seis) centimetros e altura igual a 4 (quatro)

centimetros?
a) 24

b) 613
c)18V3

d) 243

e) 32v3

Comentarios

A area de um triangulo equilatero pode ser facilmente calculada com a ajuda da
trigonometria aplicada a geometria plana. Como seu lado vale 1 e o angulo entre eles é 60°, sua
area sera:

2

_1-1-sen60°_\/§
= 2 — "

Essa area é a nova unidade de medida de darea. Para que seja feita a conversao,
primeiramente devemos calcular a area do retangulo nas unidades anteriores:

6cm-4cm =24 cm?

A conversado é feita dividindo-se a drea pela unidade em que se quer representa-la:

24
— =323
V3
4

Gabarito: “e”.

56. (CN/2005)

Um poligono convexo de n lados tem trés dos seus angulos iguais a 83°, 137° e 142°. Qual é o menor

valor de n para que nenhum dos outros angulos desse poligono seja menor que 121°?
a)6
b) 7
c)8
d)9
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e) 10
Comentarios

Como o poligono é convexo, a soma dos seus angulos internos é dada por:
180°(n—2) =a; + -+ a,

Temos que a; = 83°, a, = 137° e a3 = 142°. Disso:

180(n—2)=83+137+ 142+ a,++a, =362+ a,+ -+,

Cadaa; = 121°, temos que:
ag+-+a, =2121(n - 3)

Logo:

180(n —2) — 362 > 121(n—3) = 59n > 359 > n > 6,084
Como n é inteiro, n é no minimo 7.

Gabarito: “b”.

57. (CN/2005)
O numero de diagonais de um poligono regular P inscrito em um circulo K é 170.
Logo:
a) o numero de lados de P é impar.
b) P ndo tem diagonais passando pelo centro de K.
c) o angulo externo de P mede 36°.
d) uma das diagonais de P é o lado do pentagono regular inscrito em K.

e) o numero de lados de P é mtiltiplo de 3.
Comentarios
O numero de diagonais de um poligono convexo é dada por:
n(n—3)
—
Assim, temos que n = 20.

=170=>n(n—-3) =20-17

Vamos resolver por eliminagao.
O numero de lados de P é par, logo nao pode ser o item a.

Como o numero de lados é par, ele possui uma diagonal passando pelo centro (simetria), logo ndo
pode ser o item b.

A soma dos angulos internos do poligono é:
180°(20 — 2) = 18%- 10

Cada angulo mede, portanto:
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Assim, seu angulo externo mede 180° — 162° = 18°, logo ndao pode ser o item c.
O numero de lados é 20, que nao é multiplo de 3, logo ndo pode ser o item e.

A resposta é, portanto, o item d.

360°

Para confirmar a resposta, basta ver que 20 =5-4, ou seja, o angulo central

correspondente a cada lado desse poligono pode ser multiplicado por 4 para gerar o angulo
central do pentagono regular, de modo que uma das diagonais é um lado do pentagono (basta
pegar 4 angulos centrais).

Gabarito: “d”.

58. (CN/2005)

Um circulo a de centro num ponto A e raio 2+/3 é tangente interior, num ponto B, a um circulo f8
de centro num ponto O e raio 6+/3. Se o raio OC é tangente a @ num ponto D, a medida da area

limitada pelo segmento DC e os menores arcos BCde f e BD de a é igual a

a)4m — 33
b) 5 — 4+/3
c) 4 — 63
d) 57 — 63
e) 5m — 5v3

Comentarios

Fazendo um esquema da situagao, temos:
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Queremos a area hachurada na figura acima. Observe que ela corresponde a area do setor
circular correspondente ao arco BC na circunferéncia maior subtraida da area do AOAD e do
setor correspondente ao arco BD na circunferéncia menor.

Vamos calcular cada um deles.

Antes disso, precisamos saber a medida do angulo . Para isso, veja que:

S€ﬂﬂ=%§=%=>ﬁ=30°

Setor correspondente ao arco BC na circunferéncia maior:

%-n-(&@)z =97
Setor correspondente ao arco BD na circunferéncia menor:
Veja que o angulo subentendido por esse arco na circunferéncia menor é de:

180° — 60° = 120°

Dai:

120

2
%TL’(Z\/?) =A4r

Area do AOAD:
OD-DA _ 6-2V3
2 2

= 6V3
Por fim, a drea pedida:

97 — 41 — 68/3 = 57 — 61/3
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Gabarito: “d”.

59. (CN/2005)

Trés dos quatro lados de um quadrilatero circunscritivel sdo iguais aos lados do triangulo equilatero,
guadrado e hexagono regular circunscritos a um circulo de raio 6. Qual é a medida do quarto lado

desse quadrilatero, sabendo-se que é o maior valor possivel nas condi¢des dadas?
a) 1613 — 12
b) 12+/3 — 12
c) 8v3 + 12
d)12v/3 + 8
e) 1613 — 8
Comentarios

O primeiro passo é determinar a medida de cada um dos lados que compdem o
guadrilatero.

O quadrado possui, naturalmente, lado igual ao diametro da circunferéncia, veja:

.

&
o
]
'
]
]
]
]
]
'
]
]
]
]
]
i
]
'
]
]
'
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
'
]
]
]
i
]
]
i
]
]
]
|
&
-~

O lado do triangulo pode ser calculado com base no seguinte esquema:
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[
5= 6cot30° =1 =12V3
O lado do hexagono, por sua vez:

Veja que:

l
- =6tg(30°) = [ = 43

Quando um quadrilatero é circunscritivel temos que a soma dos lados opostos sdo iguais.
Ja possuimos trés lados desse quadrilatero e seja o quarto lado de medida desconhecida x.

Para que ele seja o maior possivel, o lado oposto a ele deve ser o menor possivel, logo:

x+4V3=12V3+12=>x=8V3+12

Gabarito: “c”.

60. (CN/2004)
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Considere o triangulo escaleno ABC e os pontos P e Q pertencentes ao plano de ABC e exteriores a
esse triangulo. Se as medidas dos angulos PAC e QBC sao iguais; as medidas dos angulos PCA e QCB
sdo iguais; M é o ponto médio de AC; N é o ponto médio de BC; S, é a area do triangulo PAM; S, é
a area do triangulo QBN; S3 é a drea do triangulo PMC; e S, é area do triangulo QNC, analise as

afirmativas:

I. S, esta para S4, assim como S esta para S,.

Il. S, esta para S,, assim como (PM)? esta para (QN)?2.
lll. §; esta para S3, assim como S, estd para S,.

Logo pode-se concluir, corretamente, que

a) apenas a afirmativa 1 é verdadeira.

b) apenas as afirmativas 1 e 2 sdo verdadeiras.

c) apenas as afirmativas 1 e 3 sdo verdadeiras.

d) apenas as afirmativas 2 e 3 sdo verdadeiras.

e) as afirmativas 1, 2 e 3 sdo verdadeiras.
Comentarios

Representando a situagdo por um diagrama, temos:

Q

Primeiramente, veja que os APAC e ABCQ s3ao semelhantes pelo caso AAA.

Além disso, como os APMC e APM A possuem mesma altura e mesma base, suas areas sao
iguais, isto é:
$1 =353
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Pelo mesmo motivo, temos que:

Sy =S4
Dividindo essas equagdes membro a membro, temos:

S1_ 53

Si S

Disso, temos que a afirmacado | é verdadeira.

Da semelhanga entre os triangulos PAC e BCQ, segue a semelhang¢a dos triangulos
PAM e NBQ pelo caso LLL. Disso, temos que a razao entre suas areas € igual ao quadrado razao
de semelhanca entre os lados:

Si (PM)2 _ PM?
S, \NQ/ ~ NQ?
Logo, a afirmacao Il também é verdadeira.

Por fim, temos que:

S1
51=S3:S_3=1

Sy
52—54_:)5:1

O que torna a afirmacao Ill verdadeira.

Gabarito: “e”.

61. (CN/2004)

Na figura acima AM e BP sado cevianas do tridngulo ABC de area S. Sendo AP = 2PC e AQ = 3QM, qual
o valor da drea do tridngulo determinado pelos pontos P, Q e M, em fung¢ao de S?

a)%
b)
c)%
d) >
e)%

Comentarios
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Como os triangulos AMB e ABC possuem mesma altura em relacdo a BC, a razao entre
suas areas é dada por:
S(AMB) _BM 2 28

=2 2 5amB) =22
S(ABC) ~ CB 3~ SUAMB) ==

Além disso, temos que S(ABC) = S(AMB) + S(AMC) = S = % + S(AMC) =

S
= S(AMC) = 3
Os triangulos APM e PMC possuem mesma altura em relagcdao ao segmento AC, do que
temos que a razao entre suas areas é dada por:
S(APM) AP S(APM)
——=—=2=S(PMC) = ———
S(PMC) PC ( ) 2

Mas temos também:

S(PMC) + S(APM) = S(AMC) = ;ﬂ

Usando a relagdo entre S(PMC) e S(APM):

S(APM S 28
% +S(APM) =5 = S(aPM) ==

Por fim, perceba que os triangulos APQ e PQM possuem mesma altura em relagao a base
AM, do que temos que a razao entre suas dreas é dada por:

S(APQ) _ AQ
S(PQM) QM

= 3 = S(APQ) = 3S(PQM)

S(APQ) + S(PQM) = S(APM) = % L, 3S(PQM) + S(POM) = g

S

Gabarito: “b”.

62. (CN/2004)
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Na figura acima, ABCD é um quadrado de drea 104 e o ponto O é o centro do semicirculo de diametro

AB. A area do triangulo AEF é dada por

a) 2(3v3 + 3)
b) 6(4v3 — 3)
c)5(4vV3-6)
d) 3(4V3 - 3)
e) 8(4V3 - 3)

Comentarios

Observe o esquema abaixo onde sdo destacadas algumas informacgdes relevantes:
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O @mmmmmmmmmmaaal

A B
v2e  9/F
2+/26
D ®c

Veja que EO = /26, pois corresponde ao raio da semicircunferéncia.

Além disso, como AAOE é is6sceles e EOG é externo a esse triangulo, segue que EOG =
60°.

Da trigonometria, temos que:

EG = +26sen 60°

Os triangulos AFD e OEG s3ao semelhantes pelo caso AAA, do que podemos escrever:

EG FG FG +26sen60° +3 e V3 4
—_—_———y —_—n=—_— = — = —
AD FA FA 2426 4 4
Além disso, temos que;
3v26
FG +FA=A0 + 0G =26 +V26cos 60° = —
Usando a relagdo entre FG e FA, temos:
V3 3v26 6V/26
—FA+ FA=—>=FA=
4 2 4++3

Por fim, a drea é dada por:
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AF-EG 4143
— =

_6°26-V3-(4—3)

S(AFE) = PP

= 3(4V3 - 3)

N

Gabarito: “d”.

63. (CN/2003)

Um estudante foi calculando o lado do poligono regular de 2n lados, inscrito em uma circunferéncia
de raio 10 centimetros, para n sucessivamente igual a 6, 12, 24, 48, 96, etc. Apds determinar cada
lado, calculou o perimetro p do respectivo poligono, e observou que p é um nimero cada vez mais
préximo, porém menor que
a) 60
b) 61
c) 62
d) 63
e) 64
Comentarios
Seja 2n o numero de lados desse poligono. Seu angulo central é dado por:
2 m
2n n
Analisando um dos triangulos que compdem o poligono regular, temos:

HR

.-_.___.____.___.____.___.__.__._-_ -

mw
Rsen( 2_11}
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Veja entao que o lado mede 2Rsen (%) Se ele possui 2n lados, entdo seu perimetro p
vale:

Sen(l)
P=2n'2'10'sen(%)=20n-i

Sabe-se que a medida que um angulo se aproxima de 0, o seno desse angulo se aproxima
do seu valor em radianos. Em nosso caso, n esta crescendo cada vez mais, fazendo com que t/2n

se aproxime de zero e:
sen ( 1t )
2n

T -1
2n
Assim:
p — 20 = 62,8

Isso faz com que tanto a alternativa “d” quanto a “e” estejam corretas.

Gabarito: Anulada (“d” ou “e”).

64. (CN/2003)

Num quadrildtero ABCD tem-se: AB =42, BC=48,CD = 64, DA =49 e P é 0 ponto de interse¢ao entre
as diagonais AC e BD. Qual é a razao entre os segmentos PA e PC, sabendo-se que a diagonal BD é

igual a 56?
a)g
b) 7
c)%

6
d);

Comentarios

O quadrildtero pode ser representado como segue:
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49

D 64 c

O primeiro passo é perceber que o triangulo ABD é o triangulo de lados 6,7 e 8 com seus
lados multiplicados por 7 e o triangulo BCD é o triangulo 6,7 e 8 com seus lados multiplicados
por 8. Disso, temos que os triangulos ABD e BCD sdo semelhantes pelo caso LLL:

AB AD BD 7
BC BD CD 8
Da semelhanca, temos que os angulos ADP e PDC s3o iguais.

Veja que os triangulos APD e PDC possuem mesma altura em relacao a base AC, do que
segue que a razao entre suas areas é:

S(APD) _PA
S(PDC) PC
Por outro lado, da trigonometria aplicada a geometria, temos que:

49 - PD - sen(ADP)

S(APD) = >
PD - 64 -sen(PDC
S(PDC) = > ( )

Da igualdade dos angulos, segue que:
S(APD) 49 PA
S(PDC) 64 PC

Gabarito: “e”.
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5. QUESTOES NIVEL 2

65. (EFOMM/2021)

Seja o circulo com centro na origem e raio 10 cm. Os circulos menores tém raio 5 cm.

O valor da area hachurada, em cm?, é:
250

a5 (1-m)
b) 50(1t — 1)
) 100(m — 1)
d) 100(m — 2)
&) 5 (1-m)

66. (Escola Naval/2018)

Sejam os pontos A, B, C e D sobre uma circunferéncia, conforme a figura abaixo, de tal forma que

. . w 2w 4w 51
os comprimentos dos arcos AB,BC,CD e DA medem, respectivamente, 3'3°3 © 37

determinando as cordas AC e BD. O valor da area da regido hachurada é de:

= A
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a)43—”+4+\/§
b) S +4 -3
c)i—"+4+\/§
d)sg—”+4—2\/§

e)43—”+4—2\/§

67. (Escola Naval/2016)

Um triangulo inscrito em um circulo possui um lado de medida 233 oposto ao angulo de 15°. O
produto do apétema do hexagono regular pelo apétema do tridangulo equildtero inscritos nesse
circulo é igual a:

a)3(v/3+2)

b) 4(2+/3 + 3)
c)V8V3 +12
d)vV2(2V3 +3)
e) 6(vV2+ 1)

68. (Escola Naval/2015)

Seja ABCD um quadrado de lado £, em que AC e BD s3o suas diagonais. Seja O o ponto de encontro
dessas diagonais e sejam P e Q os pontos médios dos segmentos A0 e BO, respectivamente. Pode-

se dizer que a area do quadrilatero que tem vértices nos pontos 4, B,Q e P vale

69. (Escola Naval/2013)

Numa vidragaria ha um pedaco de espelho sob a forma de um triangulo retangulo de lados 30 cm,
40 cm e 50 cm. Deseja-se, a partir dele, recortar um espelho retangular, com a maior area possivel,

conforme a figura abaixo. Entdo as dimensdes do espelho sdao
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a)25cmel12cm
b)20cme 15 cm
c)10cme30cm
d)12,5cme 24 cm

e)10/3 cme 103 cm

70. (Escola Naval/2012)

O triangulo da figura abaixo é equildtero, AM = MB = 5 e CD = 6. A érea do tridngulo MAE vale

2003
11

100V3
11

b)

1002

20042
11

2002

d)

e)

71. (EFOMM/2020)

Sejam a circunferéncia C{, com centro em A e raio 1, e a circunferéncia C, que passa por 4, com
centro em B e raio 2. Sabendo-se que D é o ponto médio do segmento AB, E é um dos pontos de
intersegdo entre C; e C,, e F é a interse¢ao da reta ED com a circunferéncia C,, o valor da area do
triangulo AEF, em unidades de darea, é

Vi5
a) 2+ T

b)1+$
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3V15

c)—
8

4 '
4

5V15
e) “a

72. (EFOMM/2018)

Qual é a drea de uma circunferéncia inscrita em um tridngulo equildtero, sabendo-se que esse
tridangulo estd inscrito em uma circunferéncia de comprimento igual a 10T cm?

75w
a)—
4

0

c)sz—"
25

d) e

5m
E) T

73. (EFOMM/2016)

Seja um quadrado de lado 2. Unindo os pontos médios de cada lado, temos um segundo quadrado.
Unindo os pontos médios do segundo quadrado, temos um terceiro quadrado, e assim

sucessivamente. O produto das areas dos dez primeiros quadrados é
9

a) 22
25

b) 22
;4—5

c)2:2

d) 2—45

E) 2—25

74. (EFOMM/2016)

Determine o comprimento do menor arco AB na circunferéncia de centro O, representada na figura
a seguir, sabendo que o segmento 0D mede 12 cm, os angulos COD = 30°e OAB = 15°e que a

area do triangulo CDO é igual a 18 cm?.
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A
c
o)
D
B

a)5mcoem
b)12 cm
c)5cm
d)12m cm
e)10m cm

75. (EFOMM/2015)

Deseja-se construir uma janela que possuindo a forma de um retangulo sob um semicirculo,
conforme figura abaixo, permita o maximo de passagem de luz possivel. Sabe-se que: o vidro do
retangulo serd transparente; o vidro do semicirculo serd colorido, transmitindo, por unidade de
drea, apenas metade da luz incidente em relagdo ao vidro transparente; o perimetro total da janela
é fixo e vale p. Nessas condigOes, determine as medidas da parte retangular da janela, em fun¢ao

do perimetro p. Obs: Ignore a espessura do caixilho.

4 w+4

a) 3n+8 pe 2(3m+8) p
2 w+4
b) 3n+8 pe 4(3m+8) p
C) n+4
3n+8 p 3n+8 p
d) 6 3(m+4)
3n+8 4(3m+8)
e) e >
3m+8 p 3m+8 p

76. (EFOMM/2014)
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A diferenga entre o comprimento x e a largura y de um retangulo é de 2 cm. Se a sua area é menor

ou igual a 35 cm?, entdo o valor de x, em cm, sera:
A0<x <7
b)0<x<5
)2<x<5
d2<x<7

e)2<x<7

77. (EFOMM/2010)

Jodo construiu um circulo de papel com centro O e raio 4cm (figura 1). Tragou dois diametros AC e
BD perpendiculares e, em seguida, dobrou o papel fazendo coincidir 4, O e C, conforme sugere a
Figura 2.

A area da parte do circulo ndo encoberta pelas dobras sombreada na Figura 2, é igual a
a) % (96 — 161)cm?

b) % (16m — 48)cm?

c) % (16w — 12+/3)cm?

d); (167 + 123)cm?

e); (32 + 12V3)cm?

78. (EFOMM/2010)

As medidas dos lados AC, BC e AB de um triangulo ABC formam, nesta ordem, uma progressio
aritmética crescente. Os angulos internos 4, B e C desse tridngulo possuem a seguinte propriedade:
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sen?4 + sen’?B — sen’C—2 -senA-sen B - cos C = cos? C. Se o perimetro do triangulo ABC
mede 3v/3m, sua area, em m?, é igual a

3vV3
a)=-

3
b)Z

c)g
d)2

e)4

79. (EFOMM/2010)

Um tridangulo obtusangulo ABC tem 18 cm de perimetro e as medidas de seus lados formam uma

progressdo aritmética crescente (AB, AC, BC). Os raios das circunferéncias inscrita e circunscrita a

n . ~ V15 = 315 -
esse triangulo ABC medem, respectivamente, r e R. Se sen A = - © sen B = ETR entdo o

produto r - R, em cm?, é igual a
35

a) ?

b) 61/6

c) 3v15
16

d) e

e)l

80. (EFOMM/2006)

A regiao hachurada R da figura é limitada por arcos de circunferéncia centrados nos vértices do
quadrado de lado 2. Aareade R é

ml?
a) >
b) (r — 2v2)I?
A (m—3)1"
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d) (4 — m)1?
e) V212

81. (EFOMM/2005)

No hexagono ABCDEF, abaixo, a medida do angulo ABC é quatro vezes a medida do angulo EFA.

Determine a medida do 4ngulo obtuso formado pelas bissetrizes de ABC e EFA.

A B
160° C
F
120°
150°
e D

E
a) 70°
b) 80°
c) 85°
d) 100°
e) 120°

82. (AFA/2021)

Para construir um viaduto, a prefeitura de uma cidade precisara desapropriar alguns locais de uma
determinada quadra da cidade.

Para identificar o que precisara ser desapropriado, fez-se um esbo¢o da planta dessa quadra no qual
os locais foram representados em um plano cartesiano e nomeados de A; até A, conforme figura

a seguir.
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y A Esbogo da Planta
8
Ao
7
Ay Ar Ag
6
As
5
4 A5
Ay
3
Ay
2 A3
1 Ay
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 p

. . . . ~ 1
O viaduto estara representado pela regidao compreendida entre as retas de equagdes r: — SXx—y+
8=0es:—x—-2y+10=0.
Um local serd inteiramente desapropriado se o viaduto passar por qualquer trecho de seu territério.

Se cada unidade do plano no esbo¢o da planta equivale a 10m na situagdo real, entdo a area total
dos locais dessa quadra que precisara ser desapropriada, em m?, é igual a

a) 5950
b) 6450
¢) 6950

d) 7450

83. (AFA-2018)

A figura a seguir é um pentagono regular de lado 2cm.

Pa
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Os triangulos DBC e BCP sao semelhantes.

A medida de AC, uma das diagonais do pentdgono regular, em cm, é igual a:
a)1++/5

b)—1++/5

)2+ g

d)2/5-1

84. (AFA/2018)

No circulo do centro O a seguir, 0A = 2m, M é o ponto médio de OP e a érea y do tridangulo ONM
é dada em fung¢io do comprimento x do arco AP, com 0 < x < g

Assim sendo, é correto afirmar que y
P mT T
a) é decrescente se x € ]Z’E['

b) assume valor maximo 0, 125m?.

. . VZ_ 5
c) pode assumir valor igual a - m-.

d) é sempre um nimero racional.

85. (AFA/2017)

Considere, no triangulo ABC abaixo, os pontos P € AB, Q € BC, R € AC e os segmentos PQ e QR
paralelos, respectivamente, a AC e AB.
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Sabendo que BQ = 3cm, QC = 1cm e que a area do tridngulo ABC é 8cm?, entdo a area do

paralelogramo hachurado, em cm?, é igual a
a)2
b) 3
c)a

d)5

86. (AFA/2015)

Seja o quadrado ABCD e o ponto E pertencente ao segmento AB. Sabendo-se que a drea do
triangulo ADE, a area do trapézio BCDE e a area do quadrado ABCD formam juntas, nessa ordem,
uma Progressdo Aritmética (P.A.) e a soma das areas desses poligonos é igual a 800cm?, tem-se
que a medida do segmento EB

a) é fragao propria.
b) é decimal exato.
c) é decimal nao-exato e periddico.

d) pertence ao conjunto A = R} — Q.

87. (AFA/2014)

Na figura abaixo, os trés circulos tém centro sobre a reta AB e os dois de maior raio tém centro
sobre a circunferéncia de menor raio.

SRR R S ——
Prcncnnn -

A expressao que fornece o valor da drea sombreada é

a)

117+9v3
b) T2
12

177-6V3 5
~— 9 r

15m-43
o) —— r?
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137+6V3 5
— T

d) 12

88. (AFA/2012)

Conforme a figura abaixo, A é o ponto de tangéncia das circunferéncias de centros C4, C, e C3. Sabe-

se que os raios dessas circunferéncias formam uma progressao geométrica crescente.

Se os raios das circunferéncias de centros C; e C, medem, respectivamente, 2r e 3r, entdo a area

da regido sombreada vale, em unidades de area,
55
a) 2 mr?
8
29
b) = mrr?
4
61
C) ;TCTZ

d) 8mr?

89. (AFA/2011)

As circunferéncias 4, e 4, da figura abaixo sdao tangentes interiores e a distancia entre os centros

C,eC, éigualalcm.
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A

Se a area sombreada é igual a area nao sombreada na figura, é correto afirmar que o raio 4,, em
cm, é um numero do intervalo.

]2
b) ]11 23[

510

a3

10 ’2
d) ]5 13[

2’5

90. (AFA/2011)

Na figura abaixo, tém-se quatro circulos congruentes de centros 04, 0,, 03 e 0, e de raio igual a
10cm. Os pontos M, N, P, Q sao pontos de tangéncia entre os circulos e A,B,C,D,E,F,G, H sao
pontos de tangéncia entre os circulos e a correia que os contorna.

Sabendo-se que essa correia é inextensivel, seu perimetro, em cm, é igual a
a)2(m + 40)
b) 5(r + 16)
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¢) 20(m + 4)
d) 5(r + 8)

Prof. VictorSo

GABARITO

65.d
66.d
67.a
68.2a
69.2a
70.b
71.c
72.b
73.e
74.3
75.a
76.d
77.Anulada
78.c
79.d
80.d
81.d
82.c
83.a
84.Anulada
85.b
86.c
87.d
88.c
89.c
90.c

RESOLUCAO

65. (EFOMM/2021)
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Seja o circulo com centro na origem e raio 10 cm. Os circulos menores tém raio 5 cm.

O valor da area hachurada, em cm?, é:

a) 5> (1-m)
b) 50(m — 1)
c) 100(rt — 1)
d) 100(m — 2)
e) 5 (1—m)

Comentarios
Perceba que podemos calcular a area hachurada central, da seguinte forma:

(o

A 5 B

Devido a simetria temos que ABCD é um quadrado cujo lado é igual ao raio do circulo
menor.

Podemos calcular a drea do segmento circular do seguinte modo:

Calculando a area do setor circular:

m-5% 257
4 4
Agora basta subtrair a area do triangulo retangulo isdsceles:

A=
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Contudo, essa drea representa metade de uma “pétala da flor” central, logo:

. 25
Area Pétala = 5 (m—-2)

Como sao 4 pétalas, temos:

25
4-7(11—2) =50(r — 2)
Portanto, drea a hachurada é:
A=m-10°—-4-w-52+2-50(mr — 2)
& A=100(mr —2)

Obs: Devemos somar duas vezes a area das pétalas, pois ao retirar a area dos circulos
menores, acabamos retirando 2 vezes a area das intersecoes.

Gabarito: D

66. (Escola Naval/2018)

Sejam os pontos A, B, C e D sobre uma circunferéncia, conforme a figura abaixo, de tal forma que
n 2w 4w 5m

os comprimentos dos arcos AB,BC,CD e DA medem, respectivamente, 33030 € 3

determinando as cordas AC e BD. O valor da area da regido hachurada é de:

= A

a) S +4+V3
b)43—”+4—\/§
c)53—”+4+\/§
d)>+4-2V3
&) +4—2v3
Comentarios

Pela soma dos setores circulares, temos:

n 2n 4n

L
3'3 3 3

=A4n
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2R = 41
>R =2

Separando todos os setores e obtendo os arcos centrais, temos a seguinte figura:

Na qual os angulos centrais correspondem a metade dos arcos que cobrem:
T T 21 5t

a=g P=3 v=73 0=7

Temos que o angulo dos setores com centro em E sdo:
a+y b5m

angulos opostos pelo vértice > AEB = DEC = — =1

No triangulo OCE, temos:
ECO+CEO+EOC=m

ECO = 57 m T
“TT12737 1
Lembrando que os valores dos senos sao:
T 3
sen [ = sen (§) =—

2
sen a = sen (g) = %
(

\/_ser\l/gi—g) = sen (%+%) = sen (%) cos (%) + sen %) cos (%) :%§+g§
6++2
==

Descobrindo o valor de OF pela lei dos senos:

204
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yis 2 \/_E
sen (7) 2
STy V6+V2
sen (12) — 4
OE =2(¥3-1)

Temos, portanto, que o valor da drea hachurada vale:

S =Ssopc T Ssour T Snoce — Saoka
21 T

1 T 1 T
S=?-2+g-2+§2-2(\/?—>—1)sen§—§2-2(\/——1)seng

=24 (B-1VE-(B-1)

5
5=?+4—2\/§

Gabarito: “d”.

67. (Escola Naval/2016)

Um triangulo inscrito em um circulo possui um lado de medida 233 oposto ao angulo de 15°. O
produto do apétema do hexagono regular pelo apétema do tridngulo equildtero inscritos nesse

circulo é igual a:
a)3(v/3+2)

b) 4(2v3 + 3)
c)V8V3 +12
d)vV2(2v3 + 3)
e) 6(v/2+ 1)

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:
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Aplicando a lei dos senos, obtemos:
AC

— = 2R
sen(B)
233 -
sen15°
Veja que:
V2 V3 1 V2
sen(15°) = sen(45° — 30°) = sen(45°) cos(30°) — sen(30°) cos(45°) = 5 33
6 —+2
= sen(15°) = q
V3 433
=> R = =
V6—V2 Vo2
)

Na seguinte figura, temos as relacdes do tridngulo e do hexdgono, ambos regulares e
inscritos na circunferéncia de raio R:
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Para o hexagono, temos:

as = R sen 60°

V3
a6=R'7

Para o triangulo, temos:

a; = R sen 30°

az=R-5
Portanto, temos que o produto a; - a4 vale:
V3
-a, = R? - —
as - deg 4
( 443 )2 V3
a . a = — . —
3 6 \/6— \/’i 4
16§3 V3 48 1 3

=3(V3+2)

=a; Qg=—""—="—=—"—"—=
3T 642443 4 8—4y3 4 2-3

Gabarito: “a”.

68. (Escola Naval/2015)

Seja ABCD um quadrado de lado €, em que AC e BD s3o suas diagonais. Seja O o ponto de encontro
dessas diagonais e sejam P e Q os pontos médios dos segmentos A0 e BO, respectivamente. Pode-
se dizer que a area do quadrildtero que tem vértices nos pontos 4, B,Q e P vale

342
a)—
16
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Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

Veja que AP = BQ e AO = BO = OP = 0Q

A diagonal do quadrado de lado [ vale [/2, como P é ponto médio de A0, temos que

V2
P = = —
0 0Q 2
Assim, a area do triangulo 40PQ é:
()
4 § l
Sporq = — 5 =" =77
2 2 16
Como AAOB é um quarto do quadrado, temos que a area de APQB é:
S _ 12 12 312
4P T4 16 16
Gabarito: “a”.

69. (Escola Naval/2013)

Numa vidragaria ha um pedaco de espelho sob a forma de um tridangulo retangulo de lados 30 cm,

4.0 cme 50 cm. Deseja-se, a partir dele, recortar um espelho retangular, com a maior area possivel,
conforme a figura abaixo. Entdo as dimensdes do espelho sdo
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a)25cmel12cm
b)20cme 15 cm
c)10cme30cm
d)12,5cme 24 cm

e) 10v/3 cme 10V/3 cm

Comentarios

Interpretando o enunciado, temos a seguinte figura:

50 cm

Suponhamos que o segmento PQ tenha o valor de 5x, logo temos as seguintes
semelhancas de triangulos:

PB BQ PQ
AABC~APBQ = ——=—~ =
PB BQ 5x
AB _ BC AC
PB BQ 5x
40 30 50

PB = 4x e BQ = 3x

Assim, temos a seguinte figura:
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4x 3x

40 cm 5x 30 cm

A
o

50 cm
Lembrando que AABC possui angulo reto em B e AAPR em R, temos:
AP PR
AABC~AAPR = YT T
AP PR 40—-4x PR
AC BC 50 30
PR = 2(40 — 4x)

Portanto, temos no retangulo PQRS a seguinte area:

S(x) = 5x-§(40 — 4x)

S(x) = 3x(40 — 4x) = —12x2% + 120x
Tratando a fungdo f(x) como uma fungdo quadratica, temos que o valor do vértice é
b 120
2a 24 -
Logo, as medidas do retangulo sdo:

PQ =5x =25cm

3 3
PR=§(40—4x)=§-ZO= 12 cm

Gabarito: “a”.

70. (Escola Naval/2012)

O triangulo da figura abaixo é equildtero, AM = MB = 5 e CD = 6. A érea do tridngulo MAE vale

2003
11

100V3
11

b)
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1002
c) 5

2002
11

d)

2002
e) 5

Comentario

Pela aplicacdo do teorema de Menelaus no triangulo ABC e usando-se a secante MED,
temos a seguinte relagao:

BD CE AM _

DC EA MB

6 EA 5

Porém, temos que CE = AC — AE, logo:
AC — AE AC 3

AE  AE 8
AC 3 11

aF 87178

AE = AC 8 _80
11 11
Sabemos que a area do triangulo equildatero AAME é:

AM - AE - sen 60°

AME —

2
80 V3 1
Samg =577 53
100V3
AME=T

Gabarito: “b”.

71. (EFOMM/2020)

Sejam a circunferéncia C{, com centro em 4 e raio 1, e a circunferéncia C, que passa por 4, com
centro em B e raio 2. Sabendo-se que D é o ponto médio do segmento AB, E é um dos pontos de

intersecao entre C; e C,, e F é aintersegcdo da reta ED com a circunferéncia C,, o valor da area do
triangulo AEF, em unidades de area, é

a)2+E
8
b) 1+
4
3V15
c)——
8
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4) V5
4

5V15

e)—
8

Comentarios

Do enunciado, temos a seguinte figura:

Veja que AADE é isésceles, pois AE = AD = 1. Assim, temos AEM = ADM = a. A
medida de ED é dada por:

ED=FEM+MD =1-cosa+1-cosa=2cosa

Perceba que AEF e ABF “enxergam” o mesmo arco AF, como B é o centro da
circunferéncia C,, temos que ABF = 2AEF = 2a.

Da lei dos senos no triangulo DBF:

2 DF
= = DF =

= -(2senacosa) = 4cosa
sena sen2a sen o

Aplicando a poténcia de ponto na circunferéncia C,:
ED -DF =AD - DG > 2cosa-4cosa=1-3

3
2 —
cos“ a 5
Comoa € (O,S):
V3
cosa = ——
2+/2

Pelo teorema de Pitagoras:
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3 5 5
sena =+J1—cos?2a= [1—-=-= |[-=——

8 8 22
Dessa forma, EF é:
3v3
EF = ED + DF = 6cosa=i
V2
Por fim, a area solicitada vale:
3v3 45
EF - AM EF -1-sena V2 242 3V15
SAEF=T=>SAEF=f:>5AEF= 5 = 3

Gabarito: “c”.

72. (EFOMM/2018)

Qual é a drea de uma circunferéncia inscrita em um tridngulo equildtero, sabendo-se que esse

triangulo esta inscrito em uma circunferéncia de comprimento igual a 10T cm?

751
a)=~

25
b) =2
4
5w
C) 7
25
d) ==
16
51
E) T
Comentarios

Um triangulo equilatero possui o incentro, o circuncentro e o baricentro coincidentes e,
além disso, o baricentro é o ponto que divide sua altura na razao 2:1, logo:
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Temos R = 2r. Como a circunferéncia externa possui comprimento igual a 107, temos:

2R =10m > R =5cm

Assim,
R 5
r= 5=3 cm
A area da circunferéncia inscrita é:
A=nr?= n(E)Z = én cm?
2 4

Gabarito: “b”.

73. (EFOMM/2016)

Seja um quadrado de lado 2. Unindo os pontos médios de cada lado, temos um segundo quadrado.
Unindo os pontos médios do segundo quadrado, temos um terceiro quadrado, e assim

sucessivamente. O produto das areas dos dez primeiros quadrados é
2

a) 22
E

b) 22
;4-5

c)2:2

d) 2—4-5

e) 2725

Comentarios

A area do maior quadrado é:
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O lado do segundo quadrado é, pelo teorema de Pitagoras:
2=12412=2=1,=2

Sua area é:

O lado do terceiro quadrado é:
2 2

NN
l3=<7> +<7> =>h=1

S; =12 =

Note que seguindo o raciocinio, encontramos uma PG de razdo q = 1/2:

Sua area é:

2
Assim, o produto das areas dos dez primeiros quadrados é:

1
(51,52,53,54_, ) = (4, 2, 1,_, )

P=S,-SSg- S =4 <4 . %) . <4 : (%>2> - <4 . G)") _ 0, (%)1+2+3+---+9

= 45 20
P=410(1> =410(1> =2_= -25
2 2 245

Gabarito: “e”.

74. (EFOMM/2016)

Determine o comprimento do menor arco AB na circunferéncia de centro O, representada na figura
a seguir, sabendo que o segmento 0D mede 12 cm, os angulos COD = 30° e OAB = 15° e que a

area do triangulo CDO é igual a 18 cm?.

a)5mcm
b)12 cm
c)5cm
d)12mr cm

e) 10mr cm
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Seja CO = R. Assim,
OD - CO - sen DOC 12 - R - sen 30° 1
SCDO= 2 $18= 2 $36=12'(§)'R$R=6cm

Como 0AB = OBA = 15°ja que OAB é um triangulo isdsceles, temos:

~ 51t
AOB = 150° = i

E entao o arco AB é dado por:
B m(AB) - Sm m(AB)

AOB = - A m(AB) = 57 cm

Gabarito: “a”.

75. (EFOMM/2015)

Deseja-se construir uma janela que possuindo a forma de um retangulo sob um semicirculo,
conforme figura abaixo, permita o maximo de passagem de luz possivel. Sabe-se que: o vidro do
retangulo serd transparente; o vidro do semicirculo sera colorido, transmitindo, por unidade de
area, apenas metade da luz incidente em relagao ao vidro transparente; o perimetro total da janela
é fixo e vale p. Nessas condicdes, determine as medidas da parte retangular da janela, em fungao

do perimetro p. Obs: Ignore a espessura do caixilho.

) 4 n+4
a 3m+8 pe 2(3m+8) p
2 n+4
b) 3n+8 pe 4(3m+8) p
) w+4
¢ 3m+8 pe 3m+8 p
d) 6 3(m+4) p

3n+8 4(3m+8)

4 e 8
37T+8p 31t+8p

e)

Comentarios
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. ~ . . X ,
Seja x a base do retangulo ey a altura. Logo, o raio do semicirculo vale r = . O perimetro

da janela é:
p=x+2y+2ﬂrfp—x—ﬁ=2y:y=2p_2x_nx
2 2 4
Assim, as areas das partes da janela sao dadas por:
mr?  mx?

SReténgulo = XY € Ssemicirculo = 2 = 3

A luminosidade é proporcional a area, logo vamos trabalhar com a area total (incluindo a
diferenca de transparéncia):

1 1 (mx?
S:SR+ESSC:xy+E ?

2

2p —2x —mx\ mwx? 4x(2p —2x —mx) + mx®> 8px — 8x? — 4mx? + mx?
5= x( 4 ) HETI 16 - 16
—(3m + 8)x? + 8px
5= 16

Logo, trata-se de uma fun¢do quadrdatica em x com concavidade para baixo e, portanto,
possui um maximo.

x=—_b= —6Bp) _ 4
Y 2a 2(-3m—8) 3m+8

p

4
_ZP—(Z‘HT)ﬁ_6pn+16p—8p—4pn_ 2pm+8p w4
y= 4 - 4(37 + 8) T 4Br+8) 23n+8)"

Gabarito: “a”.

76. (EFOMM/2014)

A diferenga entre o comprimento x e a largura y de um retangulo é de 2 cm. Se a sua area é menor

ou igual a 35 cm?, entdo o valor de x, em cm, sera:
Ao<x <7
b)0<x<5
c)2<x<5

d2<x<7
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e)2<x<7
Comentarios
Do enunciado,
X—y=2>>y=x—2
xy < 35

Assim,

x(x —2)<35= x?—-2x—-35<0
Resolvendo a inequacao:

raizes:x = —(-1)+V36=1+6=-50u7
x?—2x—-35<0=>-5<x<7
y deve ser um numero positivo, logo:
y>0=>x—-2>0=>x>2

w2<x<7
Gabarito: “d”.

77. (EFOMM/2010)

Jodo construiu um circulo de papel com centro O e raio 4cm (figura 1). Tragou dois didametros AC e

BD perpendiculares e, em seguida, dobrou o papel fazendo coincidir 4, O e C, conforme sugere a
Figura 2.

A area da parte do circulo ndo encoberta pelas dobras sombreada na Figura 2, é igual a

a) % (96 — 161)cm?
b) ; (167 — 48)cm?

¢); (16m — 123)cm?
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d) % (16m + 12v/3)cm?
e); (32 + 12v3)cm?
Comentarios

Vamos calcular o valor da drea dos segmentos circulares para podermos subtrai-las do
circulo. Perceba que o circulo foi dobrado a uma distancia de R/2 do seu centro, sendo R o seu
raio. Assim, temos:

A area de um segmento corresponde a area de um setor de 120° menos um triangulo é:

R
120° 7-RV3 nR? R*3

S. = mR? — =
ST 3600 2 3 2
Assim, a area da parte ndo encoberta é:
mR?  R%\/3 R2(3V3 -1
S=7TR2—4SS—)S=T[R2_4.3 + 4 2 S = ( - )

Logo, para R = 4cm:

16(3V3 — 1)
S=——m——
3
Percebe-se que ndo ha alternativa compativel.

Gabarito: “ANULADA”.

1
= — (483 — 161)cm?
5 (

78. (EFOMM/2010)

As medidas dos lados AC, BC e AB de um triangulo ABC formam, nesta ordem, uma progressio
aritmética crescente. Os angulos internos 4, B e C desse triangulo possuem a seguinte propriedade:
sen?4A + sen’?B — sen’C—2 -sen A - sen B - cos C = cos? C. Se o perimetro do triangulo ABC
mede 31/3m, sua drea, em m?, é igual a
3V3
a)—
4

3

b)4
c)g

d) 2
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e)4

Comentarios

a; + 2r a

. a,+r C

Como os lados estao em PA:
AC=a,BC =a;+1,AB =a, +2r
Temos que o perimetro mede 3+/3:
2p=a,+a, +r+a,+2r=3a,+3r=3V3=a,+r=+3
Pela lei dos cossenos:
AB?* = AC?* + BC? — 2AC - BC - cosC
Pela lei dos senos:

AB AC BC

senC senB send
Assim, obtemos que

AC sen A sen A
L')BC=—A=>AC-BC=AC2 —
sen B sen B
5 A
ii) AB* = AC? sel €
sen? B
sen? A
iii) BC? = AC? —
sen? B
Substituindo (i), (ii) e (iii) na lei dos cossenos:
ac? sen? C 107+ AC? sen? A 2 AC? sen A ‘
— = — — — COS
sen? B sen? B sen B

sen? C = sen?B + sen? A — 2senAsen B cos C
sen? A+ sen? B —sen*C —2senAsenBcosC =0
Do enunciado:
sen?A + sen?B —sen*C =2 -sen A -sen B - cos C = cos? C
Assim,
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cos*C=0=>C=—=
2
Portanto, temos um triangulo pitagdrico:

(a; +2r)2 =a? + (a; + 1)?
a, +r= V3

Substituindo uma na outra:
2 2 2
(\/§+r) = (\/g—r) ++/3
3+7r24+2V3r=3+r2-2V3r+3

3 V3
MW3r=3sr=——=s1r=—
443 4
V3 3v3
>aq =V3——=——
a; =3 7 7
Por fim, a area solicitada vale:
3v3
¢ = a1+r_T-\/§_9
T, T T Ty

Gabarito: “c”.

79. (EFOMM/2010)

Um tridngulo obtusangulo ABC tem 18 cm de perimetro e as medidas de seus lados formam uma

progressao aritmética crescente (AB, AC, BC). Os raios das circunferéncias inscrita e circunscrita a
n . ~ 415 = 315 o
esse triangulo ABC medem, respectivamente, 7 e R. Se sen A = - € sen B = 16’ entdo o

produto r - R, em cm?, é igual a
35

a) ?

b) 61/6

c) 3v15
16

d) 3

e)l

Comentarios
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Lados em PA:

(¢,b,a) =(b—q,b,b+q)
Como o perimetro vale 18, temos:
2p=b—-—q+b+b+q=>18=3b=>b =6

Da Lei dos Senos:

¢ b 6+4 6 24+ 4 32=>4 8 2
- = — = = = = = = = =
senA senB V15 3v15 1 1 1
4 16

Logo, temos dos lados do triangulo:
(c,b,a) = (4,6,8)
A area do triangulo é:

abc bcsenA

SABc:P‘T:4R: 5
6. 4(Y15
9 68 * = 315
"TT4R T 2 =
Assim,
V15
9r=3x/ﬁ:r=Tcm
48 1615
—=3v1 R =
R 3V15 = 15 cm
Portanto,
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Gabarito: “d”.

80. (EFOMM/2006)

A regiao hachurada R da figura é limitada por arcos de circunferéncia centrados nos vértices do

quadrado de lado 2I. Adreade R é

a)"Tl2

b) (1 — 2v2)1?
o (m=3) ¢

d) (4 — m)l?

e) V212

Comentarios

A area sombreada se refere a area do quadrado subtraida por 4 quartos de circunferéncia
de raio [. Assim,
2

ml
SS =SQ _4SC =>SS = (Zl)2_4<T> =>SS = 41> —l? = 12(4—71')

Gabarito: “d”.

81. (EFOMM/2005)

No hexagono ABCDEF, abaixo, a medida do dngulo ABC é quatro vezes a medida do angulo EFA.
Determine a medida do angulo obtuso formado pelas bissetrizes de ABC e EFA.

A B

160° C

120°
150°
e D

a) 70°
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b) 80°
c) 85°
d) 100°
e) 120°

Comentarios

1o
160° " a\ N

G 1207
150°

E

Primeiramente, a soma dos angulos internos de um poligono de n lados é S = 180°(n —
2).

Da soma dos angulos internos do hexagono:
2a + 150° 4+ 90° + 120° + 8a + 160° = 180°(6 — 2)

10a + 520° = 720° = a = 20°
No quadrilatero FGBA, em que G é o ponto comum das bissetrizes, temos:

20°+ x + 80° + 160° = 180° - 2

x = 360° — 260°
s~ x =100°
Gabarito: “d”.

82. (AFA/2021)

Para construir um viaduto, a prefeitura de uma cidade precisara desapropriar alguns locais de uma

determinada quadra da cidade.

Para identificar o que precisara ser desapropriado, fez-se um esboc¢o da planta dessa quadra no qual
os locais foram representados em um plano cartesiano e nomeados de A, até A,,, conforme figura

a seguir.
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y A Esbogo da Planta
8
AlO
7
Ay Ar Ag
6
As
5
4 A5
Ay
3 A
2 A3
1 Al
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ;

. . . . ~ 1
O viaduto estara representado pela regidao compreendida entre as retas de equagdes r: — SXx—y+
8=0es:—x—-2y+10=0.

Um local serd inteiramente desapropriado se o viaduto passar por qualquer trecho de seu territério.

Se cada unidade do plano no esbo¢o da planta equivale a 10m na situagdo real, entdo a area total
dos locais dessa quadra que precisara ser desapropriada, em m?, é igual a

a) 5950
b) 6450
¢) 6950

d) 7450
Comentarios

Escrevendo as retas na forma reduzida:

x
ﬂy=—z+8
= (16,0)e (0,8) €T

x
s:y=—§+5

= (10,0)e (0,5) € r

Inserindo as retas no grafico, obtemos:
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YA Esbogo da Planta
Ao
7
Ag A7 AG
6
A \
4 Ay
! Ay Y
Az \
2 A3
1 Ay
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -

Note que os Unicos locais que ndo precisam ser desapropriados sdo A, e Ag. Assim, a area
total a ser desapropriada é:

Ar=(10-8—4, —A.)-10-10
3.3
AT=(10-8—T—2-3)-10-10

Ay =(80—-4,5-6)-100
Ar = 6950 m?
Gabarito: C

83. (AFA-2018)
A figura a seguir é um pentagono regular de lado 2cm.

A

E/ B
; o
D

Os tridngulos DBC e BCP sao semelhantes.

A medida de AC, uma das diagonais do pentdgono regular, em cm, é igual a:

a)1++5
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b) -1 + 5

c)2+§

d)2v/5-1
Comentarios

Tendo em vista o teorema de Ptolomeu (ADCB é um quadrilatero inscritivel, pois os angulos
opostos somam 180°), temos:

AC-BD = AB -DC + AD - BC

Logo,
d?=2-24+2-d=>d*-2d—-4=0
Raizes:
g ZECTHTED 2208 _ 2426y g
Comod > 0:

>d=1++V5cm

Observagao: Todo poligono regular é inscritivel, logo o quadrilatero ABCD também é
inscritivel.

Gabarito: “a”.

84. (AFA/2018)

No circulo do centro O a seguir, 0A = 2m, M é o ponto médio de OP e a érea y do tridangulo ONM
é dada em fungio do comprimento x do arco AP, com 0 < x < g

o[

Assim sendo, é correto afirmar que y
s mT T
a) é decrescente se x € ]Z'E['

b) assume valor maximo 0, 125m?.

. . V2 o
c) pode assumir valor igual a - m*.

d) é sempre um nimero racional.

Comentarios

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 227



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Inicialmente, o angulo x (em radianos) pode ser escrito da forma:
X X
a= R =>a= 2
Como M é o ponto médio de OP, temos OM = MP = 1m. Assim, a 4rea de ONM é dada
por:

MN-ON 1-sena-1-cosa sen 2a
Sonm = 5 = 5 = Sonm = 4

X
sen <2 (7)> sen x
:SONM:T:>SONM:.V: 2

A questao nao possui gabarito, afinal todas as alternativas estao falsas:

mZ

a) sen x é crescente nesse intervalo.
s . 1
b) O valor maximo ocorre quando sen x = 1, l0go, Syax = i 0,25m?2.

c) A area n3o pode ter valor maior que 0,25m?. Veja que:

V2 1,4

—=0,7>0,25
) ) )

d)Se x =g, entdo S =\g—§6£ Q.
Gabarito: “ANULADA”.

85. (AFA/2017)

Considere, no tridangulo ABC abaixo, os pontos P € AB, Q € BC, R € AC e os segmentos PQ e QR
paralelos, respectivamente, a AC e AB.

Q C

Sabendo que BQ = 3cm, QC = 1cm e que a area do tridngulo ABC é 8cm?, entdo a area do
paralelogramo hachurado, em cm?, é igual a

a)2

b) 3

c)4

d)5

Comentarios
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Como os segmentos sao paralelos, temos que os triangulos ABC, PBQ e RQC sao
semelhantes.

Da semelhanca de triangulos, temos:

[PBQ] _ (BQ\’ B3 L9
APBQ~AABC = m = (ﬁ) = [PBQ] = (Z) -8 = E = 4,5C7’n2

[RQC] _ (QCY? (Y gl
ARQC~AABC = m = (ﬁ) = [RQC] = (Z) -8 = E = O,SCTle

A area pedida é dada por:
[APQR] = [ABC] — [PBQ] — [RQC] = 8 — 4,5 — 0,5 = 3 cm?
Gabarito: “b”.

86. (AFA/2015)

Seja o quadrado ABCD e o ponto E pertencente ao segmento AB. Sabendo-se que a area do
triangulo ADE, a area do trapézio BCDE e a area do quadrado ABCD formam juntas, nessa ordem,
uma Progressdo Aritmética (P.A.) e a soma das areas desses poligonos é igual a 800cm?, tem-se

que a medida do segmento EB

a) é fragao propria.

b) é decimal exato.

c) é decimal nao-exato e perioddico.

d) pertence ao conjunto A = R} — Q.

Comentarios

A l D
[
[
90°
[l —x
l
FE
€
. [l
B l C
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Da imagem, temos que Sgepr + Sapr = Sagcp-
O enunciado afirma que (S,pg, Spcpe, Sapcp) formam uma PA cuja soma é 800 cm?, logo:
SADE + SBCDE + SABCD = 800cm2 = ZSABCD = 800 = SABCD =400 > lZ = 400 - l =20cm

Assim, como as areas estdao em PA:

2SpcpE = Sape + Sascp

5 I(ZO + x) - 20] _ 20(20 — x) 400
2 2
400 + 20x = 200 — 10x + 400
30x = 200
20
X = 3 = 6,66 ...

Portanto, EB é um decimal ndao-exato e periddico.

Gabarito: “c”.

87. (AFA/2014)

Na figura abaixo, os trés circulos tém centro sobre a reta AB e os dois de maior raio tém centro
sobre a circunferéncia de menor raio.

SRS
P -

A expressdo que fornece o valor da area sombreada é

a)

17n-6V3 _»
—r
9
11w+9V3 5
—T
12
15m-4vV3 _»
— T

b)

c)

13m+6V3 5
— T

d) 12

Comentarios

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV 230



ﬁ Estratégia Prof. Victor So

Militares

R ———
b -

b -

Podemos calcular o angulo a:

cosa =

= o=

1
=>cosa=§=>a=60°

P ——
P p———..

Observe que, quando somamos as areas dos dois circulos maiores, as areas dos segmentos
circulares de 120° sao contadas duas vezes.

Logo, a drea pedida é igual a area dos dois circulos maiores menos a drea de dois segmentos
de 120° menos a area do circulo menor.

120° 1 ,r r?
— 2 2 _ 2 _ — -
S=mnrc+mnre—2|nr 360° 2 (2) (rV3) 2
altura A base A

S =2nr? —

2mr? N r2\3  mr? o (2 2 1) N r2\3
3 2 2 2
mr2(24—-8—-3) 63

S = + r?

12 12

137 + 643

S = —\/—rz
12

Gabarito: “d”.

88. (AFA/2012)
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Conforme a figura abaixo, A é o ponto de tangéncia das circunferéncias de centros C4, C, e C3. Sabe-

se que os raios dessas circunferéncias formam uma progressao geométrica crescente.

Se os raios das circunferéncias de centros C; e C, medem, respectivamente, 2r e 3r, entdo a area

da regidao sombreada vale, em unidades de area,
55

a) = mrr?
8
29

b) = mrr?
4
61

c) = mrr?
8

d) 8mrr?

Comentarios

Inicialmente, como os raios estdao em PG, temos:

(r, 1y, 13) = (21,31, 13)

_3r 3
1= 2r 72
9
=>r3=3r-q=zr

Sejam S, S,, S5 as dreas das circunferéncias de centros C;, C,, C3, respectivamente. Logo,
a drea pedida é dada por:

S1, (53 5
s=3+(3-3)

S = %n(Zr}z + (%n(%r) - %ﬂ(?ﬂ’)Z)

g2 BL 5 9
= 2nr gt o
B nr?(16 + 81 — 36) B 61mr?

4 8

2
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Gabarito: “c”.

89. (AFA/2011)

As circunferéncias 4, e 4, da figura abaixo sdo tangentes interiores e a distancia entre os centros
C,e(C, éigualalcm.

A

Se a drea sombreada é igual a drea nao sombreada na figura, é correto afirmar que o raio 4,, em
cm, é um numero do intervalo.

]2

Jet|

IEE]
110’2

Comentarios
Temos que a drea sombreada é igual a area ndo sombreada:
R = TR} — R3

2mR3 = mR?

R,V2 =R,
Assim, pelo desenho temos também que R, — R, = 1cm:
R,V2-R, =1
R,(VZ—1)=1
1 1 V2+1

s 1T A1 e
>R, =1+V2=241cm
Veja que
23

5
E<2,41<E
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Gabarito: “c”.

90. (AFA/2011)

Na figura abaixo, tém-se quatro circulos congruentes de centros 04, 0,, 03 e 0, e de raio igual a
10cm. Os pontos M, N, P, Q sao pontos de tangéncia entre os circulos e A,B,C,D,E,F,G, H sao
pontos de tangéncia entre os circulos e a correia que os contorna.

Sabendo-se que essa correia é inextensivel, seu perimetro, em cm, é igual a
a) 2(m + 40)
b) 5(r + 16)
c)20(mr+4)
d)5(m + 8)
Comentarios

Inicialmente, podemos dividir o perimetro em duas partes: o trecho reto e os quartos de
circunferéncia. Perceba que o trecho reto é formado pela soma da medida dos segmentos:

AB +CD + EF + GH = 0,0, + 0,05 + 050, + 0,0, = 2r + 2r + 2r + 2r = 8r

Além disso, somando-se os quartos de circunferéncia, temos o perimetro de 1
circunferéncia, veja:

1 1 1 1
HA+BC+DE+FG=Z(2nr)+Z(2nr)+Z(2m‘)+Z(2nr)=27tr

Portanto, o perimetro da correia é:
2p = 8r + 2nr = 80 4+ 20w = 20(wr + 4) cm

Gabarito: “c”.
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6. QUESTOES NIVEL 3

91. (ITA/2018)

Em um triangulo de vértices A, B e C sdao dados B = g,f' = ge olado BC = 1cm.Seolado AB é

o didmetro de uma circunferéncia, entdo a area da parte do triangulo ABC externa a circunferéncia,
em cm?, é

3V3

T
g~ 16

2
5m  3V3
c)?——

5v3
L TR

4

T

8
3V3

o) ¥ —
8 16

92. (ITA/2017)

Seja ABC um triangulo cujos lados AB, AC e BC medem 6 cm, 8 cm e 10 cm, respectivamente.
Considere os pontos M e N sobre o lado BC tais que AM é a altura relativa a BC e N é o ponto

médio de BC. A area do triangulo AMN, em cm?, é
a) 3,36.
b) 3,60.
c) 4,20.
d) 4,48.

e) 6,72.

93. (ITA/2017)

Seis circunferéncias de raio 5 cm sao tangentes entre si duas a duas e seus centros sao vértices de

um hexdgono regular, conforme a figura abaixo.
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O comprimento de uma correia tensionada que envolve externamente as seis circunferéncias mede,

emcm,
a) 18 + 3m.
b)30 + 10m.
c)18 + é6m.
d) 60 + 10m.
e) 36 + 6m.

94. (ITA/2016)
Um tridngulo esta inscrito numa circunferéncia de raio 1 cm. O seu maior lado mede 2 cm e sua area

, 1 - n
éde ﬁcmz. Entao, o menor lado do tridngulo, em cm, mede

a)l—1

NA
b)v2—+2
c)%

d) =

3
E)ﬁ

95. (ITA/2016)

Sejam A uma circunferéncia de raio 4 cm e PQ uma corda em A de comprimento 4 cm. As tangentes
a A em P e em Q interceptam-se no ponto R exterior a A. Entdo, a drea do triangulo em PQR, em
cm?, éigual a
2V3
a)—
3
b) 3v2
2
V6
c)—
2

=

43
)5

96. (ITA/2016)

Um hexagono convexo regular H e um tridngulo equilatero T estdo inscritos em circunferéncia de

raios Ry e Ry, respectivamente. Sabendo-se que H e T tém mesma area, determine a razao Ry /R7.
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97. (ITA/2016)
Seja P,, um poligono convexo regular de n lados, com n > 3. Considere as afirmagdes a seguir:
I. P,, é inscritivel numa circunferéncia.
Il. P,, é circunscritivel a uma circunferéncia.
lll. Se l,, é o comprimento de um lado de P,, e a,, é o comprimento de um apétema de P,, entado

;ﬁ < 1 paratodon > 3.

n

E (sdo) verdadeira(s)
a) apenas |.

b) apenasII.

c) apenas lll.

d) apenaslell.

e)l, llell.

98. (ITA/2014)

Em um tridngulo isésceles ABC, cuja area mede 48 cm?, a razdo entre as medidas da altura AP e

da base BC é igual a 2/3. Das afirmagdes abaixo:

I. As medianas relativas aos lados AB e AC medem /97 cm;

Il. O baricentro dista 4 cm do vértice A;

I1l. Se ¢ é o angulo formado pela base BC com a mediana BM, relativa ao lado AC, entdo cos a =
3/V97,

€ (sdo) verdadeira(s)

a) Apenasl|.

b) Apenas II.

c) Apenas lIl.

d) Apenas |l e lll.

e) Apenasll e lll.

99. (ITA/2011)

Considere um tridngulo equilatero cujo lado mede 2v/3 cm. No interior deste tridngulo existem 4
circulos de mesmo raio r. O centro de um dos circulos coincide com o baricentro do tridangulo. Este

circulo tangéncia externamente os demais e estes, por sua vez, tangenciam 2 lados do triangulo.
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a) Determine o valor derr.
b) Calcule a area do triangulo ndo preenchida pelos circulos.

c) Para cada circulo que tangéncia o tridngulo, determine a distancia do centro ao vértice mais

préximo.

100. (ITA/2011)

Sejam ABCD um quadrado e E um ponto sobre AB. Considere as areas do quadrado ABCD, do
trapézio BEDC e do triangulo ADE. Sabendo que estas areas definem, na ordem em que estao
apresentadas, uma progressdo aritmética cuja soma é 200 cm?, a medida do segmento AE, em cm,

éiguala
a)10/3
b) 5
c)20/3
d) 25/3
e) 10

101. (ITA/2011)

Um tridngulo ABC esta inscrito numa circunferéncia de raio 5 cm. Sabe-se ainda que AB é o
diametro, BC mede 6 cm e a bissetriz do angulo ABC intercepta a circunferéncia no ponto D. Se
é a soma das dareas dos triangulos ABC e ABD e 8 é a area comum aos dois, o valorde a — 23, em

cm?, éigual a
a) 14.
b) 15.
c) 16.
d) 17.

e) 18.

102. (ITA/2008)

Considere o quadrado ABCD com lados de 10m de comprimento. Seja M um ponto sobre o lado
AB e N um ponto sobre o lado AD, equidistantes de A. Por M traga-se uma reta r paralela ao lado
AD e por N uma reta s paralela ao lado AB, que se interceptam no ponto 0. Considere os quadrados
AMON e OPCQ, onde P é a intersecgdo de s com o lado BC e Q é a intersec¢do de  com o lado
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DC. Sabendo-se que as dreas dos quadrados AMON, OPCQ e ABCD constituem, nesta ordem, uma

progressao geométrica, entao a distancia entre os pontos 4 e M é igual, em metros, a
a)15 + 5V5

b) 10 + 5V5

)10 — V5

d) 15 — 5v5

e) 10 — 3.5

103. (ITA/2008)

Sejam 1 e s duas retas paralelas distando 10 cm entre si. Seja P um ponto no plano definido por r
e s e exterior a regidao limitada por estas retas, distando 5 cm de r. As respectivas medidas da area
e do perimetro, em cm? e cm, do tridngulo equildtero PQR cujos vértices Q e R estdo,

respectivamente, sobre as retas r e s, sdo iguais a

a) 17§ﬁ e 5v21

b) 723 e 10y21

c) 175V/3 e 1021
d) 175vV3 e 5v21
e) 700 e 10+/21

104. (ITA/2008)

n A A - . . R . 5V2
Um triangulo acutangulo de vértices 4, B e C esta inscrito numa circunferéncia de raio = Sabe-se

que AB mede 2v/5 e BC mede 2+/2. Determine a area do triangulo ABC.

105. (ITA/2007)

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV

Um retangulo cujos lados medem B e H, um triangulo isdsceles em que a base e a altura
medem, respectivamente, B e H, e o circulo inscrito neste triangulo. Se as areas do retangulo,
do tridangulo e do circulo, nesta ordem, formam uma progressdo geométrica, entdo B/H é
uma raiz do polindbmio

a) m3x3+n?x?+nx—2=0.
b) m?x3 +m3x?+x+1=0.

c) m3x3 —nm*x?+mx+2=0.
d) mx3 —m%x? + 2nx —1 = 0.

e) x3=2n%x*+nx—1=0.
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106. (ITA/2007)

Sejam P; e P, octégonos regulares. O primeiro esta inscrito e o segundo circunscrito a uma

circunferéncia de raio R. Sendo A; a area de P, e A, a area de P,, entdo a razao A, /A, éigual a

a)\/g

92
b) To

c)2v2 -1
4(vV2+1)
8

242
4

d)

e)

107. (ITA/2007)

Seja P, um poligono regular de n lados, com n > 2. Denote por a,, o apétema e por b, o
comprimento de um lado de P,,. O valor de n para o qual valem as desigualdades b, < a,e b,,_; >

a,_1, pertence ao intervalo
a3 < n<7.

b)6 < n < 9.

8 < n < 11.

d)10 < n < 13.

e)12 < n < 15.

108. (ITA/2006)

Considere um losango ABCD cujo perimetro mede 100 cm e cuja maior diagonal mede 40 cm.

Calcule a area, em cm?, do circulo inscrito neste losango.

109. (ITA/2005)

Considere o tridngulo de vértices 4, B e C, sendo D um ponto do lado AB e E um ponto do lado AC.
Se m(AB) = 8cm,m(AC) = 10 cm,m(AD) = 4 cm e m(AE) = 6 cm, a razdo das areas dos
triangulos ADE e ABC é

a)1/2.
b) 3/5.
c) 3/8.
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d) 3/10.

e) 3/4.

110. (ITA/2005)

Seja n o numero de lados de um poligono convexo. Se a soma de n — 1 angulos (internos) do

poligono é 2004°, determine o nimero n de lados do poligono.

111. (ITA/2004)

Duas circunferéncias concéntricas C; e C, tém raios de 6 cm e 6+/2 cm, respectivamente. Seja AB
uma corda de C,, tangente a C;. A area da menor regido delimitada pela corda AB e pelo arco AB

mede, em cm?,
a)9 (k- 3)
b) 18 (7 + 3)
c)18 (mr—2)
d) 18 (7 + 2)
e) 16 ( + 3)

112. (ITA/2003)

Sejam 1 e s duas retas paralelas distando entre si 5 cm. Seja P um ponto na regiao interior a estas
retas, distando 4 cm de r. A area do tridngulo equilatero PQR, cujos vértices Q e R estdo,

respectivamente, sobre as retas r e s, é igual, em cm?, a:
a) 3V/15

b) 7\/3

c) 5V/6

d) (3)V3

o (})1s

113. (ITA/2003)

Considere trés poligonos regulares tais que os nimeros que expressam a quantidade de lados de
cada um constituam uma progressao aritmética. Sabe-se que o produto destes trés nimeros é igual
a 585 e que a soma de todos os angulos internos dos trés poligonos é igual a 3780°. O nimero total

das diagonais nestes trés poligonos é igual a:
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a) 63
b) 69
c) 90
d) 97

e) 106

114. (ITA/2001)

De dois poligonos convexos, um tem a mais que o outro 6 lados e 39 diagonais. Entao, a soma total

dos numeros de vértices e de diagonais dos dois poligonos é igual a:
a) 63
b) 65
c) 66
d) 70

e) 77

115. (ITA/1999)

Duas circunferéncias C; e C,, ambas com 1m de raio, sao tangentes. Seja C; outra circunferéncia
cujo raio mede (/2 — 1)m e que tangencia externamente C, eC,. A drea, em m?, da regido limitada

e exterior as trés circunferéncias dadas, é:
V2
aj)l—m (1 — 7)

b)

oIl

\/LE_
o (2 -1

4 (55) (V2-3)
eym(v2-1)-1

116. (ITA/1999)

Duas circunferéncias de raios iguais a 9m e 3m sao tangentes externamente num ponto C. Uma
reta tangencia estas duas circunferéncias nos pontos distintos 4 e B. A area, em m?, do tridngulo
ABC é:

a)27V3

273

b) =~
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c) 93

d) 272

272
e)—
2
117. (ITA/1998)
Considere as afirmacgoes sobre poligonos convexos:
1) Existe apenas um poligono cujo nimero de diagonais coincide com o nimero de lados.

I1) Nao existe poligono cujo nimero de diagonais seja o quadruplo do nimero de lados.

Ill) Se a razao entre o nimero de diagonais e o de lados de um poligono é um nimero natural, entdo

o numero de lados do poligono é impar.
a) Todas as afirmagdes sao verdadeiras.
b) Apenas (1) e (lll) sdo verdadeiras.

c) Apenas (1) é verdadeira.

d) Apenas (lll) é verdadeira.

e) Apenas (ll) e (Ill) sao verdadeiras.

118. (ITA/1997)

Em um triangulo ABC, sabe-se que o segmento AC mede 2cm. Sejam « e (3, respectivamente, os

angulos opostos aos segmentos BC e AC. A érea do triangulo é (em cm?) igual a
a) 2sen’acotgp + sen(2a)

b) 2sen’atgf — sen(2a)

c) 2 cos? a cotgp + sen(2a)

d) 2 cos? atgp + sen(2a)

e) 2sen’atgf — cos(2a)

119. (ITA/1996)

Um hexagono regular e um quadrado estao inscritos no mesmo circulo de raio R e o hexagono
possui uma aresta paralela a uma aresta do quadrado. A distancia entre estas arestas paralelas sera:

V3-V2
2

VZ+1
2

R

a)

R

b)
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V3+1
2

c) R

d) 2R
e) % R
120. (ITA/1995)

Considere C uma circunferéncia centrada em O e raio 271, e t a reta tangente a C num ponto T.
Considere também 4 um ponto de C tal que o angulo AOT = 6 é um angulo agudo. Sendo B o ponto
de t tal que o segmento AB é paralelo ao segmento OT, entdo a area do trapézio OABT é igual a

a) r%(2 cos 6 — cos 20)
b) 21%(4 cos 0 — sen 20)
c)r*(4senB —sen20)
d)r?(2sen® + cos )

e) 2r?(2sen 26 — cos 20)

121. (ITA/1995)

O comprimento da diagonal de um pentagono regular de lado medindo 1 unidade é igual a raiz

positiva de:

a)x!+x-2=0
b)x?—x—-2=0
Jx?—-2x+1=0
dx*+x-1=0

e)x’2—x—-1=0

122. (IME/2021)

Considere um trapézio de bases AB e CD, com o ponto | sendo a interse¢ao de suas diagonais. Se as
areas dos tridngulos AIB e CID formados pelas diagonais s3o 9 cm? e 16 cm?, respectivamente, a area

do trapézio, em cm?, é:

a) Nao é possivel determinar por terem sido fornecidos dados insuficientes.
b) 63

c) 50

d) 49
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e) 45

123. (IME/2021)

Sejam os pontos D, E e F pertencentes, respectivamente, aos lados AB, BC e AC do triangulo ABC,

taisque BD = 3AD,AF = 3CF e CE = 3BE.SendoP = AENCD,Q=AENnBFeR =BFNCD,
[PQR]
[ABC]®

calcule

124. (IME/2018)

Seja um heptagono regular de lado [ cuja menor diagonal vale d. O valor da maior diagonal satisfaz
a qual das expressoes?

125. (IME/2017)

Dado um quadrado ABCD, de lado a, marcam-se os pontos E sobre o lado AB, F sobre o lado BC,
G sobre o lado CD e H sobre o lado AD, de modo que os segmentos formados AE, BF,CG, e DH

. . 3a , . s . ~
tenham comprimento igual a e A area do novo quadrilatero formado pelas interse¢des dos

segmentos AF,BG,CH, e DE mede:

a)g
b) &
c)%
e

Za2
€)=

126. (IME/2016)

sen(2x) _ 1

Seja a equagao > As solugbes dessa equagao para x € [—g,n] formam um poligono no

circulo trigonométrico de area
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127. (IME/2015)

Num tridngulo ABC isésceles, com angulos iguais em B e C, o seu incentro I se encontra no ponto
médio do segmento de reta que une o seu ortocentro H a seu baricentro G. O segmento de reta AG
é menor que o segmento de reta AH. Os comprimentos dos segmentos de reta HI e IG sdo iguais a

d. Determine o perimetro e a area desse tridangulo em funcdo de d.

128. (IME/2015)

Seja um trapézio retangulo de bases a e b com diagonais perpendiculares. Determine a area do

trapézio.
ab
a)—
6) (%37)°
o (%) a5
d) 2a2+b) \/CE

129. (IME/2011)

Seja o tridangulo retangulo ABC com os catetos medindo 3 cm e 4 cm. Os didametros dos trés
semicirculos, tragcados na figura abaixo, coincidem com os lados do tridangulo ABC. A soma das areas

hachuradas, em cm?, é:

a)6
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b) 8
c) 10
d) 12

e) 14

130. (IME/2010)

Prof. VictorSo

Seja ABC um triangulo de lados AB, BC e AC iguais a 26, 28 e 18, respectivamente. Considere o

circulo de centro O inscrito nesse triangulo. A distancia AO vale:

V104

a)——
6

b) \/1304

2v/104
c) 3

d) V104
e) 3v104

GABARITO

91.d
92.a
93.d
94.b
95.e
V2

96.24 = 22
Ry 2

97.d

98.a

99.a)r =

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

cm bYA= (3V3—m)cm? c)1cm

I
o)

1441 cm?

o3 arxooaoxxoaoo oNR
Il
=
N
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112. b

113. d

114. b

115. a

116. b

117. b

118. a

119. a

120. C

121. e

122. d

[PQR] _ 4

123. [ABC] 13

124. a

125. a

126. a

2

127.  2p = 5VI5d e Sy = 21

128. c

129. a

130. d

RESOLUCAO

91. (ITA/2018)
Em um triangulo de vértices A, B e C sao dados B = g,f‘ = g eolado BC = 1cm.Seolado AB é
o didmetro de uma circunferéncia, entdo a drea da parte do tridngulo ABC externa a circunferéncia,
em cm?, é
T 3V3
a)- ——
8 16

2

3V3
4

b) 227

5m
C)?—

5vV3 T
d) e s

5 3V3
8 16

e)
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:
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Podemos calcular o valor do raio da circunferéncia, aplicando a tangente no vértice C:

Sabemos que a soma dos angulos internos de um triangulo deve ser igual a 7, logo, A =
m/6. Chamando o ponto de interseccdo da hipotenusa AC com a circunferéncia de D,

encontramos um triangulo isésceles AOD. Desse modo, temos:

C
4
ki
3 D
N
1 L
6 H
/!
!
w /
L 3 f L E
B V3 o V3 4
2 2

Perceba que DOB = /3, pois é angulo externo do triangulo AOD.

A area da regidao BDC é dada por:
Appc = Aapc — Anop — Aosp
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AH =7cos(g) =7 = AD =24H = AD =
(é.ﬁ)
1 2 4 34/3
AAOD — EAD OH = 2 = 16
T
4 3 R2 — 1 (V3 3r_m
OBD_ZT[T[ —67T > _24_8
4 V3 3V3 &
= -
BDC™ 2 16 8
53 w
BDC ™ 16 8

Gabarito: “d”.

92. (ITA/2017)

Seja ABC um triangulo cujos lados AB, AC e BC medem 6 cm, 8 cm e 10 cm, respectivamente.
Considere os pontos M e N sobre o lado BC tais que AM é a altura relativa a BC e N é o ponto

médio de BC. A area do tridangulo AMN, em cm?, é
a) 3,36.
b) 3,60.
c) 4,20.
d) 4,48.
e) 6,72.
Comentarios

Note que o triangulo ABC é retangulo, pois os lados satisfazem ao teorema de Pitagoras.
Vamos desenhar a figura do texto:
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A 8 C

Queremos calcular a area do triangulo AMN. Precisamos encontrar o valor da base MN e
da altura AM.

Do triangulo ABC, temos:

8 4

sena=E=§

6 3

COS(Z:EZE

Do triangulo ABM:

4 24
AM=6-sena=6-§=?
3 18
BM=6-cosa=6-§=?

Como N é o ponto médio do triangulo ABC, temos BN = NC = 12—0 = 5. Logo, MN é dado

por:
18 7
MNIBN—BMIS—?:g
Calculando a drea do AAMN:
1 24 7 84
—r—=—=—= 3,36

Gabarito: “a”.

93. (ITA/2017)

Seis circunferéncias de raio 5 cm sao tangentes entre si duas a duas e seus centros sao vértices de

um hexagono regular, conforme a figura abaixo.
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O comprimento de uma correia tensionada que envolve externamente as seis circunferéncias mede,

emcm,
a) 18 + 3m.
b) 30 + 10m.
c) 18 + 6m.
d) 60 + 10m.

e) 36 + 6m.
Comentarios

Como os vértices do hexagono sdo os centros das circunferéncias, temos que o seu lado
sera igual a dois raios de circunferéncia, ou seja, 10 cm. Vimos na aula tedrica que os angulos
internos do hexagono regular sao iguais a 120°. Desse modo, temos:

10

Y
BEN
AN

o1 \
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Perceba que os pontos de tangéncia da correia externa com a circunferéncia formam um
retangulo com os vértices do hexagono regular. O comprimento dessa correia sera dado pela
soma dos 6 arcos de circunferéncia com os 6 lados maiores dos retangulos.

Podemos calcular o valor de 8:
0+ 180°+ 120° = 360° = 6 = 60°

Assim, o comprimento do arco x é dado por:

60°

x=2nr-3600

1 657
x=2n5-g=? cm

Calculando o comprimento da correia:

5t
Pcorreia = 6° (? + 10)
Pcorreia = 60 + 10m
Gabarito: “d”.

94. (ITA/2016)

Um tridngulo esta inscrito numa circunferéncia de raio 1 cm. O seu maior lado mede 2 cm e sua area

, 1 - n
éde ﬁcmz. Entdo, o menor lado do triangulo, em cm, mede

S
vz

b)vV2—-+2

1
C)\/_E

a)1l —

2
d) 7
3
E) ﬁ
Comentarios

Como o triangulo esta inscrito na circunferéncia de raio 1 cm e possui o maior lado igual a
2, temos que ele é retangulo e o maior lado é a hipotenusa. Assim, temos a seguinte figura:
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O enunciado nos da o valor da area do triangulo. Precisamos calcular o valor da base e da
altura do triangulo. Vamos encontrar uma relagao entre os catetos e o angulo a.

AB = 2sena
AC = 2cosa
Ajpe =="AB-AC = — = L 2sena - 2cosa = Ve = sen(2a)
2 V2 2 2

= 2a =45°=> a = 22,5°

Como a = 22,5° < 45°, temos que o cosseno de a é maior que o seno desse angulo. Logo,
o menor lado é dado por:

AB = 2sen 22,5°

Lembrando que sen(4) = + /1_+S(2A), temos:

1 — cos(45°) _, 2 -2
2 B 4

AB =2-

Gabarito: “b”.

95. (ITA/2016)

Sejam A uma circunferéncia de raio 4 cm e PQ uma corda em A de comprimento 4 cm. As tangentes
a A em P e em Q interceptam-se no ponto R exterior a A. Entado, a drea do triangulo em PQR, em
cm?, éigual a
2V3
a)—
3
3V2
b) 3v2
2
NG
c)—
2

2V3
d) =~
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43
e) -

Comentarios

Seja O o centro da circunferéncia 4. Como o comprimento de PQ é igual ao raio da
circunferéncia, temos que OPQ é um triangulo equildtero de medida 4 cm. Entdo, temos:

P R

Sendo P,(Q tangentes a circunferéncia e OPM = 0QM = 60°, temos MPR = MQR =
30°. Logo, APQR é isésceles com PR = QR e M é a mediatriz do triangulo PQR:

P R

A altura RM é dada por:

RM
tg30°=7=>RM =——2cm

Calculando a area do triangulo PQR:
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Gabarito: “e”.

96. (ITA/2016)

Um hexagono convexo regular H e um tridngulo equilatero T estao inscritos em circunferéncia de

raios Ry e Ry, respectivamente. Sabendo-se que H e T tém mesma area, determine a razao Ry /Ry.
Comentarios

Temos as seguintes figuras:

T

|

A

B

Sabemos que o hexagono convexo regular é composto por 6 triangulos equilateros. Vamos
calcular o valor da altura ON::

RyV3
ON = Rysen(60°) = HZ
A drea do hexagono H é dada por:
1 RyV3 3V3
Ay =6-=" Ry Hz = Ay =——R}

Para o tridngulo equilatero T, sabemos que O’ divide a altura na razdo 2: 1. Assim, O'M =
EO0'/2:
. Ry 3
O'M = > = EM = ERT
O lado do triangulo equilatero pode ser calculando usando a tangente:

EM 3.1 V3
tg(60°) = 7= = MC =g Rr 5= MC="Ry=DC = V3R
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A area do triangulo equilatero T é dada por:

1 3 3V3
AT :El\/gRT 'ERT :TR’ZZ‘
Como as areas das duas figuras sao iguais, temos:
3v3 3V3 RiN> 2 Ry 2
Ay = Ar > —R?% = ——R? =><—) =—>
H T o H 4 T Ry 4

Gabarito: Ry _ 2
Ry 2

97. (ITA/2016)

Seja P,, um poligono convexo regular de n lados, com n > 3. Considere as afirmagdes a seguir:
I. P,, é inscritivel numa circunferéncia.
Il. P,, é circunscritivel a uma circunferéncia.

lll. Se l,, é o comprimento de um lado de P,, e a,, é o comprimento de um apétema de P,, entado
‘ll—" < 1 paratodon > 3.

E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas |.

b) apenas Il.

c) apenas lll.

d) apenaslelll.

e)l, llell.
Comentarios

Analisando as afirmacdes I e I1:

I) Verdadeira. Pois as bissetrizes internas do poligono se encontram em um Unico ponto
gue equidista dos vértices do poligono. Logo, é inscritivel.

II)) Verdadeira. Pois as mediatrizes dos lados do poligono se encontram em um Unico
ponto. Logo, esse ponto equidista dos lados do poligono. Portanto, é circunscritivel.

IIT) Falso. Sabemos que qualquer poligono regular de n lados é formado por n triangulos
isdsceles. Assim, temos:
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Pela figura, podemos ver que:
[

0 o oy L, a, 1
(8 =L oo (Q)=kato L
2 a, 2] an o (9)
9\2

Lembrando que o angulo interno 8 pode ser calculado como:

360°
6=—
4 _ 1
L, 2tg (1Ele°)

Vamos ver se encontramos um poligono que contraria a hipdtese da afirmacao:

s 1 () <

r =~ Tano< =g >

b g (BT n )2
n

A funcdo tangente é crescente e n € N, entdao, quanto maior o valor de n, o valor da

tangente fica mais proximo do zero. Entdo, tomando n grande o suficiente temos que a
180°
n

desigualdade tg ( ) < %é satisfeita. Logo, essa afirmacao é falsa.

Gabarito: “d”.

98. (ITA/2014)

Em um tridngulo isésceles ABC, cuja area mede 48 cm?, a razio entre as medidas da altura AP e
da base BC é igual a 2/3. Das afirmagdes abaixo:

I. As medianas relativas aos lados AB e AC medem /97 cm;

Il. O baricentro dista 4 cm do vértice A;
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Ill. Se a é o angulo formado pela base BC com a mediana BM, relativa ao lado AC, entdo cos a =

3/V97,

é (sao) verdadeira(s)
a) ApenaslI.

b) Apenas II.

c) Apenas lll.

d) Apenas |l elll.

e) Apenas i e lll.
Comentarios

O enunciado diz que:

AP - BC
ABC — 2 =48 (1)

ar _z AP 2BC (1n

_ = —_—

BC 3

Substituindo (II) em (I):
%BC -BC
T=48=>BC2=48-3$BC=12=>AP=8
A

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo ABC, encontramos:
AC?>=8%2+62= AC =10 = AB
Vamos analisar as afirmacdes:

I.Como AB = AC, temos que as medianas sao iguais. Vamos calcular o valor de uma delas:
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C

MN é a base média do tridangulo APC, pois AM = MC. Entdo, PN = NC =3 cm e MN =
4 cm. Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo BMN':

BM? =92 4+ 42 = BM =97 cm
Portanto, afirmacao verdadeira.

II. Perceba que ABPG~ABNM, desse modo, temos:

BP PG 6 PG 24
BN NM 9 & FPG=gem
24 48 16
Ab=8-g=g=73m

Portanto, afirmacao falsa.

III. A afirmagdo diz que @« = MBC:

O cosseno desse angulo é dado por:

BN
= — =
cosa BM cosa

g
~

~Afirmacao falsa.

Gabarito: “a”.

99. (ITA/2011)
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Considere um triangulo equilatero cujo lado mede 2v/3 cm. No interior deste tridngulo existem 4
circulos de mesmo raio r. O centro de um dos circulos coincide com o baricentro do triangulo. Este

circulo tangéncia externamente os demais e estes, por sua vez, tangenciam 2 lados do triangulo.
a) Determine o valor derr.
b) Calcule a area do triangulo ndo preenchida pelos circulos.

c) Para cada circulo que tangéncia o triangulo, determine a distancia do centro ao vértice mais
préximo.
Comentarios

Vamos construir a figura do texto:

B

a) Note que DE é base média do triangulo equildtero. Entdo, CE = CD = DE e ACDE
também é triangulo equilatero. Como a circunferéncia de centro O tangencia os lados desse
triangulo, temos que H; é ponto de tangéncia da circunferéncia com a base DE. Logo, 05 é
baricentro do ACDE. Pelas propriedades do baricentro:

_ CHy
T3
Vamos calcular o valor de CH;:
V3 3
CH3=CD-sen(60°):»CH3=\/§-7=§cm
Assim, o raio r é dado por:
13 1
= —r_ — -
T 33 T > cm

b) A drea do triangulo ndo preenchida pelos circulos é dada pela diferenca entre a area do
triangulo ABC com a soma das areas dos circulos:
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A=AABC_4'AC

Aype = % 2V3 - (2V/3 - sen 60°) = A pc = 3V3 cm?
Ac = ﬂ(l)z = Ac L
2 4
A=3\/§—4-%=>A= (3V3 — 1) cm?
c) Pelas propriedades do baricentro, temos:

C03 = 203H3 = C03 = 27' = CO3 = 1CTn
Gabarito: a) r = % cm b)A=(3V3 —m)cm? ¢)1cm

100. (ITA/2011)

Sejam ABCD um quadrado e E um ponto sobre AB. Considere as areas do quadrado ABCD, do
trapézio BEDC e do tridangulo ADE. Sabendo que estas areas definem, na ordem em que estao
apresentadas, uma progressdo aritmética cuja soma é 200 cm?, a medida do segmento AE, em cm,
éiguala
a)10/3
b) 5
c)20/3
d) 25/3
e) 10
Comentadrios
Desenhando a figura do texto:

D [ C

As areas das figuras sao dadas por:

Appep = 1
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l=—x+D-1 21>?-1Ix
Apgpc = 2 = 2

2 _lx
ADE — 2

O texto diz que (Aupcp, Aggpc) Aapg) € uma PA cuja soma é 200 cm?:
S = Apcep + Apepc + Aape
212 — Ix

lx
200=012 + ——+4+— (I
= 200 =% + > +2()

Aggpc € 0 termo médio da PA, entdo:

_ AABCD + AADE
ABEDC - 2

[x

212—lx_lz+7 ’l ] X l_3x an
7 T T 7 mee Xt RiEg

Substituindo (II) em (I):

3x\2 3x 3x
200 — (3_x>2+2(7) —(7)x+(7)x
2 2 2
200 ox” + ox” + 3% 800 = 18x2 400
= = = = = —_—
4 " a T =X 9
20
X = 3

Gabarito: “c”.

101. (ITA/2011)

Um tridngulo ABC esta inscrito numa circunferéncia de raio 5 cm. Sabe-se ainda que AB é o
diametro, BC mede 6 cm e a bissetriz do angulo ABC intercepta a circunferéncia no ponto D. Se
é a soma das areas dos triangulos ABC e ABD e [ é a area comum aos dois, o valorde a — 23, em

cm?, éigual a
a) 14.
b) 15.
c) 16.
d) 17.

e) 18.
Comentarios

Vamos desenhar a figura da questao:
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Como AB é o diametro da circunferéncia, temos que AABC é retangulo. Aplicando o

teorema de Pitagoras nesse triangulo, encontramos AC = 8 cm.

J4 temos os dados suficientes para calcular a drea do AABC. Precisamos encontrar a base

e a altura do AABD:

AD = 10" senf
BD = 10" cosf
As areas dos triangulos sdao dadas por:
Aupc = 62—8 = 24 cm?

(10 -senb - 10 - cosB)
Appp = 2

= Aupp = 25 sen(26)

8 4
AABC = sen(20) = 0> sen(260) = =

4.
AABD == 25 'g = AABD == 20 sz

Podemos calcular o valor de a:
a = AABC +AABD > a = 4‘4‘ sz

Para calcular o valor de 8, precisamos encontrar o valor da drea do ABEC:
CE
tgH =?=> CE=6tg9

ABC = tg(20) = 22199 2t L 0ts20 4390 —2 =0
= = — = - —_ =
g 6 1—tg2 3 -9 g
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—3 4425
4

1
tgl = =>tg9=§outge=—2

1
:,oCE=6-§=36m

Assim, a drea do ABEC é dada por:
BC - CE 6-3 5
ABEC=—=>ABEC=—=9CT7‘L
2 2
AABE == AABC —_ ABEC = B = 24 - 9 = 15 sz
Calculando o valor da expressao da questao:
a—2B =44—2-15=14cm?

Gabarito: “a”.

102. (ITA/2008)

Considere o quadrado ABCD com lados de 10m de comprimento. Seja M um ponto sobre o lado
AB e N um ponto sobre o lado AD, equidistantes de A. Por M traca-se uma reta r paralela ao lado
AD e por N uma reta s paralela ao lado AB, que se interceptam no ponto 0. Considere os quadrados
AMON e OPCQ, onde P é a intersec¢do de s com o lado BC e Q é a intersec¢do de r com o lado
DC. Sabendo-se que as areas dos quadrados AMON, OPCQ e ABCD constituem, nesta ordem, uma

progressao geométrica, entao a distancia entre os pontos A e M é igual, em metros, a
a)15 + 5V5

b) 10 + 55

)10 — /5

d) 15 — 55

e) 10 — 35

Comentarios
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Do nQ ¢
] |
10— =
8 N o) P
L Q
: Elw
A €T M 10 — x B

T

O enunciado diz que (AAMON,AOPCQ,AABCD) é uma PG. Queremos calcular o valorde AM =

Aopco € o termo médio da PG, entdo:
AZOPCQ = Aamon " Aapcp = [(10 —x)?]? = x* - 10% = (10 — x)* = [10x|
Como (10 — x)? > 0, temos:
x? —20x + 100 = 10x = x> —30x + 100 =0
x =15++vV125= x = 15+ 55
Como x < 10, temos:
x =15-5V5
Gabarito: “d”.

103. (ITA/2008)

Sejam r e s duas retas paralelas distando 10 cm entre si. Seja P um ponto no plano definido por r
e s e exterior a regidao limitada por estas retas, distando 5 cm de 7. As respectivas medidas da area
e do perimetro, em cm? e cm, do triangulo equilatero PQR cujos vértices Q e R estdo,
respectivamente, sobre as retas r e s, sdao iguais a

a) ”:ﬁ e 5v21

b) 5% ¢ 10v21

3

c) 175V/3 e 1021
d) 1753 e 5+/21
e) 700 e 10v21

Comentarios
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10 t
i
I_ ™
Q (84
l
5
60°
(83
A B p

Precisamos calcular o valor do lado do triangulo equilatero. Analisando a figura, podemos
ver que:

25
AAPQ = sena =7=> cosa = 1_1_2

15 15
ABPR = sen(a + 60°) = T = senacos60° + sen60°cosa = T

Substituindo os valores, obtemos:

51 3 25 15 5 ./3(12—25) 15
T2t /1‘1—2272’#%:7”3“2‘29:25

Elevando ao quadrado:

625 700 10v21
3([2—25)=625=>12=T+25=>l= T$l= \3/_

cm

Calculando a area e o perimetro:

- 124/3 _ (10\/ﬁ> 3 4 175v3

2

4 3 i 3
10v/21
2p=31=3-— = 2p =10V21 cm

Gabarito: “b”.

104. (ITA/2008)

n A i .- . . N . 5V2
Um tridangulo acutangulo de vértices A, B e C esta inscrito numa circunferéncia de raio = Sabe-se

que AB mede 2+/5 e BC mede 2+/2. Determine a area do tridngulo ABC.
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Comentarios

Sabemos que o ponto de encontro das mediatrizes de um triangulo é o circuncentro.

OM e ON sao as mediatrizes dos lados AB e BC. Entao, OBM e ONB sao triangulos
retangulos.

Aplicando o teorema de Pitdgoras nesses triangulos, obtemos:

AOBM = OM? = (%Z) ~(V5)' = oM = \/?g

AONB = ON? = (%E) ~(V2)" = 0N = %i

Para calcular a drea do tridangulo, precisamos calcular sua altura. Se tomarmos como base
o segmento BC, a altura sera dada por:

h = AB-sen(a + B) = h = AB - (senacosf + senficosa)
Analisando os triangulos OBM e ONB, podemos escrever:

42
P 3 P V2 3
senff =——==—-ecosff =—===

5VZ 5 5V 5
3 3

V5

3 V10 V5 3V10

Sena = ———=—ecosa = =
52 10 52 10
3 3

Substituindo na expressao de h:
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A area do triangulo é dada por:

BC-h 24232

2 2

Gabarito: A =6

Prof. VictorSo

105. (ITA/2007)

Um retangulo cujos lados medem B e H, um triangulo isésceles em que a base e a altura
medem, respectivamente, B e H, e o circulo inscrito neste triangulo. Se as areas do retangulo,
do tridangulo e do circulo, nesta ordem, formam uma progressdo geométrica, entdo B/H é

uma raiz do polindmio

f) m3x3+m?x2+nx—2=0.
g) mx3+m3x?2+x+1=0.
h) m3x3 —nm?x? +nx +2 =0.
i) mx3—m?x?>+2mx—1=0.
i) x3=2m*x?+mx—-1=0.

Comentarios

Primeiramente, vamos estabelecer os termos da progressao geométrica. Sejam eles:

(41,42, 43)
Do enunciado, temos que:
A; = BH
A = BH
)

. ~ s o1
Disso, observamos que a razdo da progressdo é P do que segue que:

A = BH
374
Seja r o raio da circunferéncia inscrita no tridngulo. Disso, temos que:
mr? = i >r?= B
4 4

Observe a seguinte figura:
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Dela, podemos escrever que:

2r 2H
tg(0) = 7€ tg(26) = 5

Da trigonometria, temos que:

2tg(0)
tg(20) = —————
9(20) T t97(8)
Ou seja:
2H ar 2rB?
__ B __er _
?—W$2H—W$H(BZ—4T2)—2TBZ
1_?

Substituindo 72 na equacdo acima, para simplificar, temos:

4BH B 1 B
H(Bz _—) = 2rB? =>H(———) — 2r<—)
41 H =n H

Elevando ao quadrado, membro a membro, temos:

() 26 3+) - ()

Substituindo 72 novamente, temos:

(8 -20) o) -+ (B
(B o) L) -2y
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F E—xI :
aga— = x, logo:

2x 1 1

X2 T4 T 3

T Tm: T

Ou ainda:
mx3 —m?x? 4+ 2nx—1=0
Gabarito: “d”.

106. (ITA/2007)

Sejam P; e P, octégonos regulares. O primeiro esta inscrito e o segundo circunscrito a uma
circunferéncia de raio R. Sendo A, a area de P, e A, a area de P,, entdo a razao A, /A, éigual a

a)\/é

92
b) T

c2v2-1
4(vV2+1)
8
2+/2
4

d)

e)

Comentarios

Vimos que qualquer poligono regular de n lados é formado por n tridngulos isdsceles.
Vamos representar o poligono P;:

O angulo 6 dos triangulos isésceles do octégono é dado por:

360°  360°

6 =60 = = 45°
n 8

Como o octdgono possui 8 triangulos isésceles, sua area é dada por 8 vezes a area de cada
triangulo. Vamos calcular A;:
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1 7] 7]
A, =8- E-R-cos<z)- 2-R-sen<5) = A, = 4R?sen(0)

altura base
0 = 45° = A, = 4R?*sen(45°) = A; = 2v2R?

Para calcular A,, precisamos encontrar a base do triangulo isdsceles.

Observando a figura, vemos que:

t(e)—§=>t (9)—b=>b 2Rt (0)
9\2)"R7TY\3) TP T I

Lembrando que a tangente do arco metade pode ser calcular através da seguinte férmula:

V2
. (9) senf Lt (45°) _ sen45® 7 Vi-1
g 1+cos6 ~ 9\ _1+cos45°_1 N
2
=>b=2(V2-1)R

Agora, podemos calcular A,:
1
A, = 8-E-R-2(\/§— 1)R = A, = 8(v2 — 1)R?

A razdo pedida é dada por:

A, 22R*  222(V2+1)

A, 8(vz—-1)Rz 8
Ay 2442
T4, 4

Gabarito: “e”.

AULA 10 — GEOMETRIA PLANA IV

272



; Estratégia

Militares

107. (ITA/2007)
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Seja P,, um poligono regular de n lados, com n > 2. Denote por a, o apétema e por b, o

comprimento de um lado de P,,. O valor de n para o qual valem as desigualdades b,, < a,,e b,,_; >

a,_4, pertence ao intervalo
a)3 < n<7.

b)6 < n < 9.

)8 < n < 11.

d)10 < n < 13.

e)12 < n < 15.
Comentarios

Vamos representar genericamente um poligono regular de n lados:

bn

O angulo interno 8 do poligono regular é dado por:
360°
0 =
n

Vamos encontrar uma relagdo entre a, e b,,. Analisando a figura, podemos escrever:

b
, (9) 5 , (180°) bu 0, (180°)
9\2 a, I\x 2a, " Mt

Queremos b, < a, e b,_, > a,_4, entdo, temos:

180° 180° 180° 1
bnSan=>2antg(n)San:>2tg<n)31:>tg( >SE

an>0 n
180° 180°y 1
b,_1>a,_1 = 2a,_,tg (—n — 1) >a,_4=>1tg (n _ 1) > 2
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Precisamos encontrar uma aproximacao de tangente para fazer as comparagdes acima.
Sabemos que tg(45°) =1 e a fun¢do tangente é crescente para angulos positivos, entdo, o
angulo que procuramos deve ser menor que 45°.

Vamos testar o valor da tg(30°):
V3
tg(30°) = = ~ 0,57 > =

Esse valor é maior que 1/2. Entdo:

(e]

. (180°) - 1 < t9(30°) 180
— %) >
g n /2 g n

<30°=>n>6

Para a outra desigualdade, podemos usar o triangulo retangulo abaixo, podemos calcular
o valor da tg(22,5°):

»

1 1
tg(22,5°9) =——=1t9(22,5°) =vV2 -1~ 04 < =

V2 +1 2
t (1800)>1>t (22,5°) 1800>225 ( 1)<1800 <9
— °) = ° = — =
I\n 1)~ 279~ n—1~ n 2250 "

s6<n<9
Gabarito: “b”.

108. (ITA/2006)
Considere um losango ABCD cujo perimetro mede 100 cm e cuja maior diagonal mede 40 cm.
Calcule a area, em cm?, do circulo inscrito neste losango.

Comentarios

Sabemos que um losango é um quadrilatero equilatero. O enunciado nos da o perimetro
do losango, logo, podemos calcular o lado do losango:

AB=BC =CD =DA=1
pABCD=l+l+l+l3100=4lﬁl=25cm

Para calcular a area do circulo inscrito no losango, precisamos encontrar o raio desse
circulo. Vamos desenhar a figura:
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Perceba que o triangulo retangulo ABO é o cldssico tridangulo retangulo 3:4:5. Entdo, o
lado BO éigual a 15 cm.

Os triangulos ABO e AOH sao semelhantes, vamos calcular o valor de r:
AO 25 20

AB
AABO~AA0H=>%=0—H:1—5=T=>r=120m

Desse modo, a drea do circulo é dada por:
A=nr’=>A=n-12° = A = 1441w cm?

Gabarito: A = 1441 cm?

109. (ITA/2005)

Considere o triangulo de vértices 4, B e C, sendo D um ponto do lado AB e E um ponto do lado AC.
Se m(AB) = 8cm,m(AC) = 10 cm,m(AD) = 4 cm e m(AE) = 6 cm, a razdo das areas dos
triangulos ADE e ABC é

a) 1/2.

b) 3/5.

c) 3/8.

d) 3/10.

e) 3/4.
Comentarios

Do enunciado, temos a seguinte figura:
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A area de cada triangulo é dada por:

Aupg 25-4-6-sena= 12 - sena

altura

Aupc = > 8:10-sena = 40 - sena
altura

Calculando a razdo pedida, encontramos:

Agpp  12-sena 3

Aspe  40-sena 10

Gabarito: “d”.

110. (ITA/2005)
Seja n o numero de lados de um poligono convexo. Se a soma de n — 1 angulos (internos) do
poligono é 2004°, determine o nimero n de lados do poligono.
Comentarios
Lembrando que a soma dos angulos internos de um poligono convexo é dada por:
S;=(m-2)-180°

O enunciado da questdo diz que a soma de n — 1 angulos do poligono é igual a 2004°.
Chamando de 8 os angulos internos do poligono, temos:

S;— 0 =2004°= 60 =S; —2004°
Substituindo a férmula da soma na equacgdo acima:
(n—2)-180°—2004° =6
Como o poligono é convexo, o angulo interno deve satisfazer a seguinte desigualdade:
0<6<180°
0<(n—2)-180°—2004° < 180°
2004° < (n—2)-180° < 2184°
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20040 21840
180° TG

13,13 <n < 14,13
Comon € N, temos que o Unico valor possivel é n = 14.

Gabarito: n = 14

111. (ITA/2004)

Duas circunferéncias concéntricas C; e C, tém raios de 6 cm e 61/2 cm, respectivamente. Seja AB
uma corda de C,, tangente a C;. A area da menor regido delimitada pela corda AB e pelo arco AB

mede, em cm?,
a)9 (r—3)
b) 18 (r + 3)
c)18 (T —2)
d)18 (m+ 2)
e)16 (m+ 3)
Comentarios

Duas circunferéncias sao concéntricas quando possuem o mesmo centro. Vamos desenhar
a figura do enunciado:

SN

Como AB é tangente a C;, temos que OH é a mediatriz do triangulo AOB. Entao, AOH é
retangulo. Vamos calcular o valor de 0:

6 2
cosH=—=\/—_=>0=45°

6vV2 2

Portanto, AH = HB = 6 e AAOB é retangulo isdsceles.
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A area da menor regido delimitada pela corda AB é dada pela diferenca entre o setor
circular AOB e o triangulo AOB:

2 45° 1
= S (6v2) = 5 6V2-6V2 = 4 = 18(n — 2) om?

area do setor circular area do triangulo

Gabarito: “c”.

112. (ITA/2003)

Sejam r e s duas retas paralelas distando entre si 5 cm. Seja P um ponto na regiao interior a estas
retas, distando 4 cm de r. A area do tridngulo equildtero PQR, cujos vértices Q e R estdo,

respectivamente, sobre as retas r e s, é igual, em cm?, a:
a) 3V/15
b) 7V/3
c) 5v6
d) (3)v3
e) G) V15
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

r Q

R

t é a reta tangente a r e s que passa pelo ponto P. Usando as relagdes trigonométricas,
encontramos:

1 1 1
= — ﬁ e —_——
sena ] cosa 2

4 4
sen(60°—a) = 7 = sen(60°)cosa — sena cos(60°) = 7

Substituindo os valores:
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2 Z 1217 21 =7 %0 2

\/§_ ) 1 11 4 w/3(12—1)—1_4:>\/3(12‘1)_1:4:>,/3(12—1)=9

32-3=81=12=28=1=27
A area do triangulo equilatero é dada por:

B,

A=7
n V3

A=

Gabarito: “b”.

113. (ITA/2003)

Considere trés poligonos regulares tais que os niumeros que expressam a quantidade de lados de
cada um constituam uma progressao aritmética. Sabe-se que o produto destes trés niimeros é igual

a 585 e que a soma de todos os angulos internos dos trés poligonos é igual a 3780°. O niumero total

das diagonais nestes trés poligonos é igual a:
a) 63

b) 69

c) 90

d) 97

e) 106

Comentarios

Sejam ny, n, e ny os lados dos poligonos tais que (n,,n,,n;) formam uma PA. Ent3o,

podemos escrever os lados como:
(n,n,ny)=Mm—r,nn+r)
Sabemos que a férmula da soma dos angulos internos é dada por:
S;=(n-2)-180°
De acordo com o enunciado:
(n—r—2)-180°+ (n—2)-180°+ (n+r —2) - 180° = 3780°
3780°

—r—2 -2 —2=
n—r +n tn+r 180°

In—-6=21=>n=9
Temos também os dados do produto dos lados:

P=(n—r)-n-(n+r)=585=>(9—r)(9+r)=%

8l—1r°=65=>r=4
Portanto, os lados sdo:
(Tl1, n,, Tl3) - (57 9, 13)
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Lembrando que o numero de diagonais de um poligono é dado por:
n-(n-3)
=—
Vamos calcular o total de diagonais:

4 _5-(5—3)+9-(9—3)+13-(13—3)
r 2 2 2

= d; =5427+465=97

Gabarito: “d”.

114. (ITA/2001)

De dois poligonos convexos, um tem a mais que o outro 6 lados e 39 diagonais. Entao, a soma total

dos numeros de vértices e de diagonais dos dois poligonos é igual a:
a) 63
b) 65
c) 66
d) 70
e) 77
Comentarios

Sejam n; e n, os lados dos poligonos convexos tais que n; < n,. Entdo, de acordo com o
enunciado:

Tl2=7’l1+6

d2 = d1 + 39
Sabendo que o numero de diagonais é dado por:
n(n—3
L _nn=3)
2
Temos:
ny(n, —3) _ ny(n; —3)

n?+9n,+18=n?-3n,+78=>12n,=60=>n, =5=>n, =11
O numero de vértices de um poligono convexo é igual ao numero de lados. Vamos calcular
o0 numero total de vértices e de diagonais dos dois poligonos:

5(6—3) 11(11-3)

Gabarito: “b”.

115.  (ITA/1999)
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Duas circunferéncias C; e C,, ambas com 1m de raio, sao tangentes. Seja C; outra circunferéncia
cujo raio mede (\/f — 1)m e que tangencia externamente C; eC,. A drea,em m?, da regido limitada

e exterior as trés circunferéncias dadas, é:

a)1—n(1—“2—§)

1 ™
M E

0 (VZ-1)3

9 (35) (V2-3)

e)mr(vV2-1)-1
Comentarios

De acordo com os dados do enunciado:

A, B, C s3ao os centros das circunferéncias. Note que AABC éisdsceles. Entao, CT é bissetriz
do triangulo no vértice C. Vamos calcular o valor do angulo C:

1 2 A
sen = — = senf =— =60 =45°= C =90°
VZ—-1+1 2

Portanto, AABC é retangulo em C. Como AABC é isésceles, temos A = B = 45°.
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A drea da regido limitada é dada por:

1 45° 90°
A=§-\/§-\/7—(2 12 +

"360° 360°

e (V2 - 1))

A=1—<%+%(3—2\/§)>=>A=1—%(4—2\/2):A=1—n<1—\/7§> m?

Gabarito: “a”.

116. (ITA/1999)

Duas circunferéncias de raios iguais a 9m e 3m sao tangentes externamente num ponto €. Uma
reta tangencia estas duas circunferéncias nos pontos distintos 4 e B. A area, em m?, do tridngulo
ABC é:

a)27V3
27\3
2
c) 93
d) 272

27V2
2

b)

e)

Comentarios
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CH é altura do tridngulo ABC e é paralelo a A0, e BO,. Assim, AD = HE = BO, = 3 m.
Vamos calcular CE:

12 3 3

6 CE 2 ™M

3 9
CH=CE+HE==4+3==—m
2 2
Analisando a figura, podemos ver que DO, = AB. Aplicando o teorema de Pitagoras no
AO,DO,:
122 =62+ D02 = D0, = 6v/3 = AB

A area do triangulo é dada por:

1 1 9 2743
= = . = — f—_— = — 2
A—2 AB-CH = A > 6v3 > > m

Gabarito: “b”.

117. (ITA/1998)
Considere as afirmacgoes sobre poligonos convexos:
1) Existe apenas um poligono cujo nimero de diagonais coincide com o nimero de lados.
I1) Nao existe poligono cujo nimero de diagonais seja o quadruplo do nimero de lados.

I1) Se a razao entre o numero de diagonais e o de lados de um poligono é um niimero natural, entdo

o numero de lados do poligono é impar.
a) Todas as afirmagdes sao verdadeiras.
b) Apenas (1) e (Ill) sdo verdadeiras.

c) Apenas (1) é verdadeira.
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d) Apenas (lll) é verdadeira.

e) Apenas (ll) e (Ill) sdo verdadeiras.
Comentarios

I) Verdadeira.

Igualando o nimero de diagonais com o numero de lados:
d = n= T =_—n—n-=

Logo, o Unico poligono que satisfaz essa condicdo é o pentagono.
) Falsa.

n(n —3)
d=4dn=—=4n—>n=11

2 n+0

Logo, existe um poligono que satisfaz essas condicdes.
[Il) Verdadeira.

Calculando a razao entre o numero de diagonais e o numero de lados de um poligono de
n lados:
n(n —3)
2 n—3

- = = =k=>n=2k+3
n n 2

s n éimpar

Gabarito: “b”.

118. (ITA/1997)

Em um triangulo ABC, sabe-se que o segmento AC mede 2cm. Sejam « e (3, respectivamente, os

angulos opostos aos segmentos BC e AC. A area do triangulo é (em cm?) igual a
a) 2sen’acotgp + sen(2a)

b) 2sen’atgf — sen(2a)

c) 2 cos? acotgp + sen(2a)

d) 2 cos’atgp + sen(2a)

e) 2sen’atgf — cos(2a)

Comentarios
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Aplicando a lei dos senos no triangulo ABC:
BC 2 2sena

= =
sena  senf senf
Calculando a altura AH:
AH = 2seny = AH = ZSen(180° —(a+ ,B)) = AH = 2sen(a + B)

A drea do triangulo é dada por:

A ! BC-AH = A ! <zsem) (2sen(a + B))
= — . = — —
2 2\ senpf sen(a+p
sena
A= g [2(senacosP + senfcosa)] = A = 2sen’acotgf + sen(2a)

Gabarito: “a”.

119. (ITA/1996)

Um hexagono regular e um quadrado estdo inscritos no mesmo circulo de raio R e o hexagono

possui uma aresta paralela a uma aresta do quadrado. A distancia entre estas arestas paralelas sera:

V32
2

VZ+1
2

V3+1
2

a) R

b) R

R

c)
d)21p
2
e)@R
2

Comentarios
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D
N
R
T __| 45°
ALl [c 30° 0O
R
B
\ /

Queremos calcular o valor do x. Esse valor é dado pela diferenca entre os apdtemas A0 e

CO:
R+/2
AOCD = OC = Rcos45°=> 0C = —
R+V3
AOAB = AO = Rcos30° = A0 =T
V3 —+v2
=>x =40 -0C =—R

2
Gabarito: “a”.

120. (ITA/1995)

Considere € uma circunferéncia centrada em O e raio 21, e t a reta tangente a C num ponto T.
Considere também A um ponto de C tal que o angulo AOT = 6 é um angulo agudo. Sendo B o ponto

de t tal que o segmento AB é paralelo ao segmento OT, entdo a area do trapézio OABT é igual a
a)1%(2 cos 6 — cos 260)

b) 21r%(4 cos 6 — sen 20)

c)r*(4senf —sen26)

d) r?(2sen 0 + cos 0)

e) 2r*(2sen 26 — cos 20)

Comentarios
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0
D[] A
t
T B
A area do trapézio é dada por:
(AB + OT) - BT
Aoasr = 2

Vamos calcular o valor dos segmentos:
OD = 2rcosf = DT = 2r — 2rcos6 = AB
AD = 2rsenf = BT
Substituindo os valores na expressao da area, encontramos:

(2r — 2rcos@ + 2r) - 2rsenf
Apapr = > = Apapr = (4r — 2rcos0) - rsenb

Aoapr =12 (4send — sen(26))

Gabarito: “c”.

Prof. VictorSo

121. (ITA/1995)

O comprimento da diagonal de um pentagono regular de lado medindo 1 unidade é igual a raiz

positiva de:

a)x?+x-2=0
b)x>* —x—2=0
cJx?—-2x+1=0
dx*+x—-1=0
e)x’—x—-1=0

Comentarios
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Como BOC e BAC “enxergam” o mesmo segmento BC, temos que BAC = BOC/Z.
5
AABC é isésceles, entdao ABC = ACB = 72°.

BOC = = 72° = BAC = 36°

Vamos desenhar o pentagono regular e usar as relacdes métricas dos triangulos isésceles
gue estao contidos nele:

Note que AABC~ABCD, entdo, temos:

X 1 ) _
T_x—1:>x —x—1=0
1++5
=T
Comox > 0:
1++/5
T

Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra e.
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Gabarito: “e”.

122. (IME/2021)

Considere um trapézio de bases AB e CD, com o ponto | sendo a interse¢do de suas diagonais. Se as
areas dos tridangulos AIB e CID formados pelas diagonais sdo 9 cm2e 16 cm?, respectivamente, a area

do trapézio, em cm?, é:

a) Nao é possivel determinar por terem sido fornecidos dados insuficientes.
b) 63

c) 50

d) 49

e) 45

Comentarios

D b C
As areas verdes s3o iguais, pois possuem a mesma base e altura, basta ver [ABD] = [ABC]
ou [ADC] = [BCD].
Note que AAIB~ACID, logo:

[AIB] 9 a- 2 h\2 a
o= 1e-6) =) =5

Calculando-se a area dos triangulos ACD e ABD:

h 3
H 4

1
[ABD] =S +9 = Ea(h + H)
1
[ACD] =S + 16 = Eb(h + H)
Dividindo-se as relacdes:
S+9 3
==—=454+36=35+48 .5 =12

a
S+16 b 4
A drea dotrapézioé Sy =2-12+ 9+ 16 = 49.
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Gabarito: D

123. (IME/2021)

Sejam os pontos D, E e F pertencentes, respectivamente, aos lados AB, BC e AC do triangulo ABC,
taisque BD = 3AD,AF = 3CF e CE = 3BE.Sendo P = AENCD,Q =AENnBFeR =BFNCD,
[PQR]

calcule ———.
[ABC]

Comentarios

Do enunciado, temos a seguinte figura:

Nesse tridngulo, temos diversas areas. Precisamos encontrar uma relacdo para as areas
envolvidas. Note que [CEQ] = 3[BEQ], pois CE = 3EB e a altura desses tridngulos é a mesma.
Analogamente, temos [PBD] = 3[PDA] e [ARF] = 3[RCF].

Aplicando o teorema de Menelaus no triangulo ACE e usando a reta BF, temos:

QA EB CF
Q_Eﬁﬁ =
Substituindo o valor dos segmentos:
%-i-i= 1 =>|QA = 12QE|
QE 4a 3b
Analogamente para o triangulo BCD e reta AE:
CE BA DP 3a 4c DP
FB ap pc -7 ¢ pc - L 7lEe=1207]

Analogamente para o triangulo ABF e reta CD:
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CF AD BR b ¢ BR

CA DB RF - 1235 3¢ mF ~ 1= BR=12RF

Analisando o tridngulo ABE, temos:

[4BQ] _ QA 120 . [ABQ] = 12[BEQ] = 125,

[BEQ] ~ QE ~ (QE
Analisando o triangulo ABC, temos:
[ACE] 3a

TaBE] = @ = 3 = lACE] = 3(14BQ] + [BEQD) = 3(125, +5,) = 395,

Portanto, [ABC] = 39S, + 135, = 525,.
Seja [ABC] = S, logo:
S
S = T
Fazendo de forma andloga para S, e S5, encontramos:
S
S, =83 = %)
Do triangulo ABE:
[ABE] = 13S; = S; + 4S; + S, = 138,
5135 _ 5 _,5 85 28
52 52 52 52 13
Analogamente, temos Sz = S, = 25/13. Portanto:
[ABC] =S" +4(S; + S, +S3) + (S, + S + S¢)
35 28

SS4§3§

S(52—12—24) _
52 -
516

S 52 13
|[PQR] _ 4
"|[ABC] 13

Gabarito: IPOR] _ 4
[ABC] 13

124. (IME/2018)

Seja um heptagono regular de lado I cuja menor diagonal vale d. O valor da maior diagonal satisfaz

a qual das expressoes?
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3d
E) ?
Comentarios

O bizu nessa questdo é desenhar as diagonais do poligono de modo a obter um
guadrilatero e aplicar o teorema de Ptolomeu:

D

Como o heptagono é regular, ele é inscritivel em uma circunferéncia. Logo, o quadrilatero
ABCD também é inscritivel em uma circunferéncia. Assim, podemos aplicar o teorema de
Ptolomeu:

AC-BD =AB-CD + AD - BC

dl
dx=lx+dl=>dx—lx=dl=>x=m

Gabarito: “a”.

125. (IME/2017)

Dado um quadrado ABCD, de lado a, marcam-se os pontos E sobre o lado AB, F sobre o lado BC,
G sobre o lado CD e H sobre o lado AD, de modo que os segmentos formados AE, BF,CG, e DH

. . 3a . o s . ~
tenham comprimento igual a e A area do novo quadrilatero formado pelas interse¢ées dos

segmentos AF, BG,CH, e DE mede:
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Comentarios

De acordo com os dados do enunciado:

D G C
a
4
7z F
Ja
4
H X
A 3a E B

-

4

Queremos calcular a area do quadrilatero XYZW .

Vamos analisar o quadrado maior. Note que os triangulos AED,BFA,CDH,DAE sao
retangulos e congruentes, entdao, como a medida dos lados desses triangulos sao iguais, temos:

Sendo ABCD um quadrado:
XAD =YBA=Z7ZCB=WDC =90°—«a

D
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Os triangulos AXE,BYF,CZG,DWH s&o retangulos. Como AF//CH e DE//BG com AH =
BE = CF = DG, temos que XYZW possui lados iguais e, portanto, é um quadrado. Entao, para

calcular sua area, temos que encontrar o valor do seu lado. Seja x a medida do lado do quadrado
interior:

D

o &

b B[R

DE AD 5a a 5
4
2
A =
XYZW 25

Gabarito: “a”.

126. (IME/2016)

sen(2x) _ 1

. ~ ~ ~ s ’
Seja a equagao 5 As solugdes dessa equagdo para x € [—E,n] formam um poligono no

circulo trigonométrico de area

V3
3)7

b) V3

5vV3
)=

1

d) 5

e)1
Comentarios

Vamos encontrar as solu¢des da equagao:

sen(2x) 1  2senxcosx 1 R 1
m—x:E:WZE:COS x:Z:COSXZi

CoOSXx

DN =
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VA
Como x € [—;,n], temos:

c { T T Zn}
XEl\—5i5
3'3° 3
Assim, o poligono formado é o seguinte triangulo retangulo:
1 3 1
\NB
SN
3
2
/ -
\ >
V3
2
|
A area desse triangulo é dada por:
1 1
(2+1). V3 _ V3
2 2 2 2 V3
A= > A=—
2 2

Gabarito: “a”.

127.  (IME/2015)

Num triangulo ABC isdsceles, com angulos iguais em B e C, o seu incentro I se encontra no ponto
médio do segmento de reta que une o seu ortocentro H a seu baricentro G. O segmento de reta AG
é menor que o segmento de reta AH. Os comprimentos dos segmentos de reta HI e IG sao iguais a

d. Determine o perimetro e a area desse triangulo em fungio de d.
Comentarios

A figura do enunciado é dada abaixo:
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Sabendo que o incentro de um triangulo equidista de seus lados e que o baricentro divide
0 seu segmento na razao 2: 1, temos:
A

HM =z=>IM =1E =d + z
AG =2GM = AG =2(2d +z) > AG = 4d + 2z

Analisando as semelhancgas de triangulos, temos:
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AH Al 6d+2z 5d+2z (d+z)(6d + 2z2)
= = HD =

AAHD~AAIE = HD _IE > HD =~ d+z 5d + 2z
Al BH 5d+2z BH z(5d + 22)
AAIE~ABHM:E=HM=> 1z = Z zBH:d—ﬁ-Z

AG Al 4d+2z 5d+2z (d +z)(4d + 2z)
AAGF~AAIE=>E=E=> CF = 1+ 7 = GF = Sd T 27

Como G é baricentro do triangulo, temos:

AC - BD AC - GF
SABC=3.SGCA$ ) =3 > ﬁBD=3GF

Do segmento BD:
BD =BH+ HD = 3-GF = BH + HD
Substituindo o valor das variaveis, encontramos:
[(d + z)(4d + 22) B z(5d +2z) (d+2z)(6d + 22)

5d + 2z d+z * 5d + 2z
Simplificando a equacao:
3(d +2)*(4d + 22z) _ z(5d + 22)* + (d + z)*(6d + 22)
(5d + 22)(d + z) (5d + 2z)(d + z)
= 6(d? + 2dz + z*)(2d + z) = z(25d? + 20dz + 4z?) + 2(d? + 2dz + z*)(3d + z)

= 6(2d3 + d?z + 4d?z + 2dz? + 2dz? + z3)
= 25d%z + 20dz? + 4z3 + 2(3d® + d?z + 6d?*z + 2dz? + 3dz? + z3)

= + 30d%z + 24dz? + 623 = 39d%z + 30dz? + 62°
= 6d3 = 9d?z + 6dz?
= 2z2+3dz—-2d*=0
Escrevendo z em funcdo de d:
—3d + V25d? —3d + 5d
= SzZ=—>D2zZ =
4 4
Dessa forma, temos a seguinte situagao:

d
d 2
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Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo AGF:

5d\2 5vV15
(5d)2 = (T) + AF? = AF = T‘/_d

Pela semelhanga de triangulos:

5V15 . 15d
AAGF~MACM = SE _AM | 74 4 _2 Some =Y /i
~ > — = = = =
GF_MC_~5d  MC 2
)

Aplicando o teorema de Pitagoras no AAMC:

15d\*>  (VI5d\°
ACZ=AM2+MCZ:>AC=(2)+ z > AC=2V15d =y

Portanto, o perimetro e a drea do triangulo ABC sao dados por:
2p =x + 2y = 2p = 5V15d
15d
am-Bc () (V15d) 15v15d?
Sapc = 5 = 5 = 9aBc = 1

15v15d2
4

Gabarito: 2p = 5v15d e Sypc =

128. (IME/2015)
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Seja um trapézio retangulo de bases a e b com diagonais perpendiculares. Determine a area do

trapézio.
ab

a) e

o ()

0 (42) v

d) (2a2+b) \/CE

e) (ﬂ) ab

2

Comentarios

Supondo a < b, sendo as diagonais perpendiculares e o trapézio retangulo, temos:

D a C
Q 90° — «
90° — «x
E
h
«
90° — ¢
«
A b B

Note que AACD~ABAD, entao, pela semelhanca de tridngulos:

AD CcD h a
B-ap"p-p> h=Vab

A area do trapézio é dada por:

(a + b)Vab

Appep = 2

Gabarito: “c”.

129. (IME/2011)

Seja o tridangulo retangulo ABC com os catetos medindo 3 cm e 4 cm. Os didametros dos trés
semicirculos, tragados na figura abaixo, coincidem com os lados do triangulo ABC. A soma das areas

hachuradas, em cm?, é:
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a)6

b) 8

c) 10

d) 12

e) 14
Comentarios

O triangulo retangulo ABC possui catetos de 3 cm e 4 cm, entdo, a hipotenusa é igual a
5cm.

51+Sz+53=—=_(_> $51+52+S3=T

Sy +Ss=(S, +S)+(S3+S,)+S5—(S;+S,+S3)
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S4+SS=?+27T+6—T=>S4+S5=6

Gabarito: “a”.

130. (IME/2010)

Seja ABC um triangulo de lados AB, BC e AC iguais a 26, 28 e 18, respectivamente. Considere o
circulo de centro O inscrito nesse tridangulo. A distancia AO vale:

V104

a)——
6

b) \/1304

2v/104
c) 3

d) V104
e) 3v104

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos:

B 26 — T, 18 —x C

Calculando o valor de x:
BC =28=>26—x+18—x=28=>2x=44—-28=x =28
Podemos calcular o valor da area do tridngulo usando a férmula de Heron:
Aspc =P —a)P—b)(p —©)

26+28+18
. =

Aupe = +/36(36 — 28)(36 — 18)(36 — 26) = 1/36(8)(18)(10) = 7210
Sabendo que A, = pr, temos:
A =pr=72J10 = 36r = r = 2J10

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo AOT,:

36

2p=a+b+c=>p=
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2
A0? =x*+712= A0 = \/82 +(2V10)" = 40 = V104

Gabarito: “d”.

7. CONSIDERAGOES FINAIS DA AULA

Finalizamos um assunto muito cobrado nas provas militares. E muito provavel que tenha
algumas questdes de geometria plana no seu vestibular.

Nessa aula, € importante saber trabalhar com poligonos e como calcular as medidas dos
lados e os angulos internos dessas figuras. No topico de areas, vocé deve memorizar as férmulas
das dareas das figuras planas e saber como resolver questdes envolvendo esse tema.

Tente resolver todas os exercicios ao longo da teoria e dos vestibulares anteriores, sempre
gue tiver duvidas consulte a resolu¢cdao ou comentarios das questdes.

Nunca deixe uma duvida sua passar! Caso isso aconteca, entre em contato conosco pelo
forum de duvidas ou se preferir:

@ /profvictorso
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