OLIMPIADA DE MATEMATICA

DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO - 2016
24 DE SETEMBRO DE 2016
NIVEL JUNIOR (5° ano do ensino fundamental)

Atencao:Esta prova tem 6 questoes.

1.0s dois filhos de D. Maria fazem aniversario no mesmo dia. Este ano, um fez 3 anos e
outro 12. Quando foi colocar as velas no bolo, D.Maria observou que estava usando ¢
algarismos consecutivos (1,2,3). A proxima vez que isso vai acontecer sera quando um
fizer 14 e o outro 23. Determine todas as vezes em que teremos de novo algarismos
consecutivos nas velas do bolo.

2. Ana, Beatriz, Carmen e Débora nasceram no mesmo ano. A professora das meninas
sabe que os dias dos aniversarios sdo 20 de fevereiro, 12 de abril, 12 de maio e 25 de
maio, mas nao se lembra quem faz aniversario que dia. Ela se lembra que Ana e Beatriz
sdo do mesmo més, e que Ana e Carmen sdo do mesmo dia, mas de meses diferentes.

Qual ¢ o dia do aniversario de cada aluna? Quem ¢ a mais velha e quem ¢ a mais nova?

3. Na divisdo abaixo, cada letra representa um algarismo. Determine A , B, C.
747 B7__
7C 7

(747 dividido por B7 da 7 com resto 7C)

4. O capitdo conta que seu navio foi invadido por ratos. Veja a historia:

Ratos negros e ratos vermelhos, pequenos e grandes, corriam por todo o navio. Os
marinheiros trouxeram gatos negros e gatos vermelhos para cacarem os ratos. Alguns
dias depois contamos os gatos e ratos que ainda estavam no navio:

Dez ratos vermelhos e dez ratos negros. Trés pequenos ratos vermelhos.
Nenhum rato grande negro. Trés gatos vermelhos. Quatro gatos pequenos.

Oito gatos grandes. Um so gato pequeno vermelho.

(continua do outro lado da folha)



Complete os quadros a seguir, para saber quantos animais ha de cada tipo.

ratos grandes | pequenos | total
vermelhos
negros
total

gatos grandes | pequenos | total
vermelhos
negros
total

5.Manoel troca o 6leo do motor do seu caminhdo a cada 15.000 km rodados. Da ultima
vez em que o 6leo foi trocado, a quilometragem era 120.000 km. Em cada troca, se
coloca um filtro novo e 6 litros de 0Oleo.

a)Sabendo que o filtro custa R$38,00 ¢ o litro de 6leo custa R$42,00, quanto Manoel ja
gastou até hoje com essas trocas de 6leo?

b)Hoje, a quilometragem ¢ 126.789 km. Quantos quildometro faltam para a "préxima
troca?

c¢)Joaquim, que tem um caminhao igual ao do Manoel, também troca de 6leo e filtro a
cada 15.000 km. S6 que Joaquim vai num posto que, a cada troca, aumenta os pregos
em 10%. Se o caminhao do Joaquim esta com 123.000 km rodados e na 1* troca os
precos do 6leo e do filtro eram os mesmos do Manoel, quanto o Joaquim gastou até
hoje?

6. A professora Zazé ¢ fa de nimeros binarios (s6 se usam os algarismos O e 1) e
resolveu fazer um mural com um quadriculado de 42x6, conforme o padrdo a seguir,
onde se vé as 12 primeiras colunas.

a)Quantos 0 e quantos 1 vao ser usados?

b)Desenhe a coluna 31 e a coluna 40.

0 0 0
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01110 0/11]0
0 0 0
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Parte A

QUESTAO 1
Uma familia, composta de 4 pessoas, assistiu & Cerimoénia de Abertura dos Jogos Olimpicos no sofa de trés
lugares de sua humilde residéncia. Sendo assim, uma pessoa ficou de pé. Antes de tomarem seus lugares,
cada um fez um pedido e somente um deles nao foi atendido.

Pai: "Eu nao quero sentar no meio do sofd nem ficar em pé.”
Mae: “Eu nao fico em pé.”

Filho: “Eu sento na direita.”

Filha: “Eu sento na esquerda.”

Quem podemos garantir que nao assistiu a Cerimonia de pé?

QUESTAO 2
A Grécia foi o bergo dos primeiros Jogos Olimpicos da FEra Moderna, em 1896. Empolgado com as
Olimpiadas no Rio e com a cultura grega, Fred G. Ninho resolveu criar um jogo matematico usando
letras gregas para representar algarismos de nosso sistema de numeracao. Neste jogo , as letras «, 5 e «
representam 3 algarismos diferentes. A soma dos algarismos do nimero de 3 algarismos afSa é o nimero
de 2 algarismos 3y . A soma dos algarismos do ntimero de 2 algarismos 37 é o nimero de 1 algarismo 5.
Qual é o algarismo representado pelo simbolo a7

QUESTAO 3
Seis atletas australianos dividem o mesmo quarto na Vila Olimpica com 2 chuveiros. Durante os jogos,
a partir das 7 horas, todos usam um dos chuveiros e nunca dois deles usam o mesmo chuveiro ao mesmo
tempo. Os tempos que eles gastam no chuveiro sao: 8, 10, 12, 17, 21 e 22 minutos, respectivamente. A
que horas os chuveiros estarao livres o mais cedo possivel?

QUESTAO 4
Uma das arenas olimpicas instaladas na Barra da Tijuca tem formato poligonal. Usando um simples
pedaco de papel, Severino Sombra apresentou para seus netos a forma da arena. Ele mostrou que o
papel tinha formato de quadrado. Ele pegou um canto do quadrado e dobrou de modo que um dos
vértices passasse a coincidir com o centro do mesmo, obtendo-se o pentigono irregular, como mostra a
figura abaixo. Sabendo-se que as medidas das dreas do pentagono e do quadrado sdo nimeros naturais
consecutivos, qual é a medida da area do quadrado que Severino usou para representar a arena olimpica?




Parte B

QUESTAO 5
Os irméaos Ari e Jupira foram & Vila Olimpica para conhecer as instalagdes dos atletas e acabaram com-
prando algumas lembrancas da Rio 2016. Ari comprou 3 mascotes iguais e pagou sua compra com desconto
de 10%, enquanto Jupira comprou 2 mascotes iguais as de Ari com desconto de 5%. Ari gastou 60 reais a
mais que sua irma. Qual era, em reais, o preco sem desconto de cada mascote?

QUESTAO 6
No intervalo das competicoes de judo da Rio-2016, alguns atletas japoneses divertiam-se resolvendo ques-
toes de Matematica. Eles pesquisaram em alguns sites de Olimpiadas de Matematica e viram que um
inteiro positivo n é chamado de invocado quando existem inteiros positivos aq, as, ..., a, dois a dois dis-

tintos, tais que
1 1 1
—+ 4+ —=1
ar a2 an

O inteiro positivo 3, por exemplo, é invocado, porque

2 36
O desafio maior para os japoneses foi confirmar que o 8 também é invocado. Mostre que eles estavam
certos.
QUESTAO 7

Alguns moradores da pequena cidade de Tribobé do Norte ficaram entusiasmados com a inédita parti-
cipagao de uma delegacao de refugiados nas Olimpiadas Rio 2016. Por isso, eles resolveram criar uma
bandeira para o time de futebol da cidade com as cores dos paises que participaram daquela delegacao.
Para isso, eles compraram um pano branco retangular de dimensoes 120 x 90 centimetros. Eles vao pintar
conforme o modelo baixo, onde o quadrado interior tem diagonais de medidas 20 cm paralelas aos lados
da bandeira.

24cm 24cm 24cm 24 cm 24 cm

30 cm

30 cm

30 cm

Se o centro da bandeira e o centro do quadrado coincidem, determine a drea nao pintada da bandeira.

QUESTAO 8

Super campeao olimpico, o americano Michael Phelps ganhou mais agumas medalhas nas Olimpiadas Rio
2016. Ele tem 4 caixas numeradas de 0 a 3 para guardar algumas de suas medalhas. Ele colocou nas
caixas com o numero 0, 1, 2 e 3, respectivamente, 1, 2, 1 e 0 medalhas. Phelps percebeu que, com esta
distribuicdo, o nimero de caixas com 0, 1, 2 e 3 medalhas, respectivamente, é também 1, 2, 1, 0.

Assim, na distribuicao de Phelps, na caixa com o nimero n hé tantas medalhas quanto o nimero de caixas
com n medalhas. Se Phelps quiser fazer uma dsitribuicao de medalhas em 10 caixas, numeradas de 0 a 9,
com a mesma, propriedade, de quantas formas ele pode fazer isso?
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QUESTAO 1
Com 1000 cubinhos unitarios montamos um cubo de aresta 10. As faces do cubo de aresta 10 sdo pintadas
de azul. Seja ¢ o nimero de cubos unitdrios, com exatamente uma face pintada de azul. Seja p o niimero
de cubos unitarios com exatamente duas faces pintadas de azul.

Determine a fracao p/q .

QUESTAO 2
Um ntmero inteiro positivo é educado se pode ser escrito como a soma de dois ou mais inteiros positivos
consecutivos. Por exemplo, 7 e 24 sao ntimeros educados pois 7=3+4 e 24 =7+ 8 + 9. Se um numero
inteiro nao é educado, ele é chamado de mal-educado.

Encontre o menor nimero mal-educado maior que 2016.

QUESTAO 3
Na soma abaixo, cada letra representa um algarismo diferente, sendo que nenhum deles vale zero.

CROSS
+ ROADS

DANGER

Determine o valor da soma (“DANGER?).

QUESTAO 4

O imperador Augusto César, soberano da cidade de Rioma, gostava de resolver problemas de matematica.
Apbs solucionar um novo problema, sempre colocava fogo no papiro que continha a resolucao e dormia.
Essa era a tunica situacdo em que ele queimava papel, pois tinha medo de incendiar Rioma. Devido a
esse estranho habito, e pelas horas de sono que se seguiam, ganhou dos suditos o apelido de Imperador
Morgado o Bota Fogo. Recentemente arquedlogos encontraram um papiro antigo, que acreditam ter sido
escrito pelo imperador ao final de seu reinado. Esse documento forneceria uma pista para descobrir o
ntumero total de problemas que ele resolveu. No papiro encontra-se o seguinte texto:

“Nos tltimos 5840 dias coloquei fogo em muitos manuscritos e dormi em seguida. Devido a muitos
compromissos, no primeiro ano queimei um unico manuscrito e no ano seguinte nenhum. Depois disso,
ao final de cada novo ano, a quantidade de manuscritos queimados (desde o inicio da minha regéncia) foi
aumentando. Hoje, fim de mais um ano e meu ultimo dia como soberano, acabo de notar algo interessante.
A partir do terceiro ano, o nimero de manuscritos queimados, do inicio do reinado até o fim do respectivo
ano, é igual a soma entre os manuscritos queimados até o fim do pentltimo ano e o total de manuscritos
queimados no dltimo ano.”

Se o papiro foi realmente escrito pelo Imperador Morgado, quantos problemas de matematica ele resolveu
durante seu reinado?



QUESTAO 5
Uma vila tem 4 casas. Em cada casa mora uma pessoa, e cada pessoa tem um cachorro e um gato. As
pessoas se chamam Alberto, Barbara, Carlos e David. Os animais também se chamam Alberto, Barbara,
Carlos e David, e em cada casa os trés nomes sao diferentes. O cachorro do Davi e o gato do Carlos tém o
mesmo nome do dono do gato Carlos. O gato da Barbara tem o mesmo nome do dono do gato cujo nome
é o mesmo do dono do cachorro Alberto.

Ache os nomes dos animais de cada morador. Atengao para nao confundir gato Carlos com gato do Carlos
ou cachorro Alberto com cachorro do Alberto.

QUESTAO 6
Dona maria faz cocada e rapadura para vender na feira. A cocada vem em pacote de 200g e ela vende
cada pacote por 5 reais. A rapadura vem em pacote de 500g e ela vende cada pacote por 12 reais. Ela
poe tudo em sacolas e pode carregar no maximo 20 kg.

Como ela ganha mais (levando s6 cocada, sé rapadura, ou um pouco de cada) ?

QUESTAO 7
Considere o tridngulo isésceles ABC' exibido na figura abaixo.

2/a

a) Calcule a.
b) Considere o ntimero = = (4 — a)(v/2 + a)(a)(/3a + 4).

Mostre que = + 2 = 442 + 24/5.

QUESTAO 8 - -
Em um tridangulo ABC o angulo BAC é o dobro do angulo ACB. Considere um ponto D, no segmento
AC, de modo que o dngulo DBA é o dobro do angulo BAD.

Calcule o valor do angulo m, sabendo que a medida do segmento C'D ¢ igual a soma entre o dobro da
medida do segmento BD e o comprimento do segmento AD.
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1. A professora de Jodozinho escreveu no quadro um sistema de equagoes. Joaozinho, quando
copiou do quadro o sistema, escreveu errado um, e somente um, coeficiente do sistema. Esse
foi o sistema que Joaozinho escreveu em seu caderno:

r+y+22=6
3x+2y+2="7
4o + 2y + 32z =12

5 21 20)
» 110 11/

Sabendo que o sistema original tem todos os coeficientes inteiros e sua solugao é (33
encontre o sistema original.

2. A parte inteira de um numero real z, denotada por |z], é definida como o maior inteiro menor
ou igual a x, ou seja |z| < x < [z] + 1. Por exemplo [2,475] = 2,|7] = 3,|7] = 7. Ja
a parte fraciondria de z, denotada por {z}, é definida como {z} = = — |z|. Por exemplo
{2,475} = 0,475, {r} =7 — 3 =0,141592..., {7} = 0.
Um ntimero real é dito replicante se x = {10z}. Encontre a soma de todos os niimeros
replicantes.

3. Encontre o nimero de sequéncias aq,as, ..., ao satisfazendo a,, € {1,2,3,4} para todo n =
1,2,...,10 e ap+1 < a1+ a2+ ... +a, paratodon=1,2,...,9.

4. Sejam x, y e z reais satisfazendo z,y,z > —lex+y > 2, z+ 2 > 2, y+ z > 2. Prove que
Yy + 2z +yz > 3.

5. Seja I" uma circunferéncia de centro O e seja P um ponto no interior de I'. Seja O’ o ponto
tal que P é ponto médio de OO’. Suponha que a circunferéncia IV de centro O’ que passa
por P é secante a I' e seja A um ponto na intersecao de I' com I". Se B é o outro ponto de

PB

intersecao da reta AP com T, calcule I

6. Seja p > 3 um ndmero primo. Sejam ai,a2,...,a,—1 Nimeros inteiros tais que a; nao é
miltiplo de p e a¥ +ak +... + a’;_l é multiplo de p para todo k =1,...,p — 2. Prove que q;
nao ¢ multiplo de p para todo ¢ =1,2,...,p—1, e que a; — a; nao é multiplo de p para todos
i,j=1,2,...,p—1com i # j.
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. Escrevendo-se a representacdo decimal de 40! da esquerda para direita, qual o dltimo digito nao
nulo que foi escrito? (Por exemplo 11!=39916800, logo o ultimo digito ndo nulo de 11! é 8.)

. Encontre o nimero de sequéncias ai, ay,...,a;¢ satisfazendo que a, € {1,2,3,4} para todo n =
1,2,...,10eque apy1 <ay+az+...+ayparatodon=1,2,...,9.

. A parte inteira de um niimero real x, denotada por | x], é definida como o maior inteiro menor ou
igual a x, ou seja |x] < x < | x]. Por exemplo, |2,475] =2, |n] =3,|7] = 7. J4 a parte fraciondria de
x, denotada por {x}, é definida como {x} = x — | x|. Por exemplo {2,475} = 0,475, {n} = n— x| =
0,141592..., {7} =0.

Seja f: R — R definida por f(x) = {10x}. Um ntimero € dito tri-replicante se ele satisfaz

(fofof)x)=x.
Encontre a soma de todos os nimeros tri-replicantes.

. Seja T uma circunferéncia de centro O e seja P um ponto no interior de I'. Seja O’ o ponto tal que P
¢ ponto médio de OO’. Suponha que a circunferéncia I’ de centro O’ que passa por P é secante a
I e seja A um ponto na intersecdo de I' com I'’. Se B é o outro ponto de interse¢do da reta AP com

PB

T, calcule 1

. Encontre todos os polindmios P com coeficientes reais tais que
xP(x)+yP(y) =2P(xy)

para todos x e y reais.

. Sejam ABC um triangulo acutangulo e I sua circunferéncia circunscrita. Sejam D, E e F os pontos
de tangéncia da circunferéncia inscrita com os lados BC, AC e AB, respectivamente. Sejam Aj,
Az, By, By, Cy, C, os pontos de intersecao de I' com as retas DE, DF e EF de modo que A; e Aj se
encontram no arco menor BC, B; e B, se encontram no arco menor AC, e C; e C, se encontram
no arco menor AB. Se A1 Az = B1 B> = C1Cy, prove que o tridangulo ABC € equilatero.
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. Encontre todos os polinémios P com coeficientes reais tais que
aP(x) +yP(y) = 2P(zy)
para todos x e y reais.

. Seja A uma matriz complexa n x n tal que A% = Id e n + Tr(A) + Tr(4?) = 0, onde id é a
matriz dentidade e Tr(B) é o trago da matriz B, isto é, a soma dos elementos da diagonal
principal de B.

(a) Prove que, se n = 2, entdo Id + A + A% é a matriz nula.

(b) Prove que Id + A + A? é a matriz nula para todo n.

. Seja f:]0,1) — [0,1) a funcdo definida por f(x) = {10z}, onde {y} é a parte fraciondria de
y. Seja f™ a m-ésima iterada da fungdo f, ou seja fO(x) = x e f* = fo f*~L. A érbita do
ponto z é o conjunto O(x) = {f™(z)ln=0,1,...}.

(a) Encontre todos os z € [0,1) tais que O(x) é finito.

(b) Prove que existe x tal que O(z) é denso em [0, 1), ou seja, para todo y € [0,1) e para todo

€ > 0, existe n natural tal que |y — f"(x)| < €.

Lembrando, dado x real, sua parte inteira |x] é o maior inteiro menor ou igual a z, e sua
parte fraciondria satisfaz {z} = x — |z].

. Seja a,, uma sequéncia de reais positivos, satisfazendo a4, < apa.,. Prove que lim,,_, ., /a,
existe e é finito.

5. Calcule

1% In(|( + y)(1 — 2))
/o / Qra2)(itp) W



