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$> OBJETIVO

Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias

MATEMATICA As melhores cabecas
A RESOLUCAO:
MODULO 41
~ x4-5x3+2x2 - 5x+ 1 , 5 1
Funcoes Il fx) = " =100 =¥ Sx 42—+ — =

1. (OPM) — Seja f uma fun¢do de dominio R dada por

x2

fx) = —

X

—-x+1

. Determine o conjunto-imagem
+x+1

da funcdo.

RESOLUCAO:
O conjunto-imagem da funcio f ¢ tal que se y € Im(f), entio existe
x E R tal que f(x) =y.

x2-x+1

Assim sendo, f(x) =y = f(x) = —3

x“+x+1 =y=

=S -x+1=zyX+yx+y=>F-DxX2+(y+Dx+(y-1)=0
Essa equacéo s6 admite valor de x real se
A=y +12-4.3y-1).(3-1)20<-3y2+10y-3=0 <

= % =<y = 3. Portanto, Im(f) = [ %;3]

2. Considere a fungdo f: [R"jr — R definida por

x*—5x3 +2x2 - 5x + 1

f(x) = 2

O conjunto-imagem de f é:
a) [-3; + o]

]

©) T, ot
]

N e

b) [-6; + oo

d) |- ;- 6]

1 1
= f(x) = <X2+—2>—5(X+—> +2
X X

1
Fazendo x + < = tem-se, para x > 0, que:
1) a=2
~ # . 1
2) a funcdo g: R, — [2; + o[ definida por g(x) = x + ~ ¢
sobrejetora, pois se a € [2; + oo, existe x € Ri tal que
1
X+ —=a
X
1 a0 w2 1 2 2
3) Sex+ = =a, entao x~ + — =a —-2ef(x)=a*-5a
X

Assim sendo, o grafico da funcio f, em funcdo de a, é o

25
mostrado abaixo e o conjunto-imagem de f é {— 7t [

4 x)

[OR 4

Resposta: C

& OBJETIVO — 1



MODULO 42

Funcoes I

1. ITA) — Considere os conjuntos S = {0,24,6},
T={13,5} e U={0,1} e as afirmacdes:

I. {0}eSeSNU=zA.

I {2} CS\U eSNTNU={0,1}.

III. Existe uma fungdo f: S — T injetiva.

IV. Nenhuma funcdo g: T — S € sobrejetiva.

Entao, é(sao) verdadeira(s)

a) apenas I. b) apenas IV.

¢) apenas I e IV. d) apenas II e III.

e) apenas IIl e IV.

RESOLUCAO:
SeS={0;2;4; 6}, T={1;3; 5} e U={0; 1}, entado
I) éfalsa,pois0ES, mas{0}&SeSNU={0} =0
II) é falsa, pois
S\U=S-U={2;4; 6} e {2} C S\U, mas
SNTNU=0
III) é falsa, pois
para f: S — T ser injetiva, deveriamos ter
£(0) = £(2) = {(4), £(0) = f(4) = £(6) e
f(0) = f(6) = f(2) e, para isto, é necessario que
n(T)=4
1V) é verdadeira, pois
para g:T — S ser sobrejetiva, deveriamos ter
Im(g) = CD(g) =S, o que é impossivel posto que
n[Im(g)] =3 en(S) =4
Resposta: B

2 — &) OBJETIVO

2. (ITA) - Seja f: R\{-1} — R definida por
2x +3

i) = X+ 1

a) Mostre que f € injetora.
b) Determine D = {f(x); x ER\{-1} }ef1: D = R\{-1}.

RESOLUCAO:
Sendo:
f: R\ {- 1} — R definida por
2x+3 1
f(x) = =2+
x+1 x+1
conclui-se:

a) Vx,,x, € R\ {- 1}, temos:

1 1
2, ex +lzx,+1< z =
x1+1 x2+1
1 1
=2+ £2+
x1+1 x2+1

<« f(x,) # f(x,) e, portanto, f € injetora.

b) Sendo f~! a funciio inversa de f, temos:

1 1
fEIx)=x @2+ —— =xe — =x-2 <
f-1x) + 1 f-1x) + 1
3-x
< flx)+1= =fl(x)=
x—-2 x-2

O conjunto D ={f(x); x ER\{-1}} e

f-1: D — R\ {- 1} é o conjunto-dominio da funcdo f~! e, portanto,
D =R\ {2}.

Respostas: a) demonstracao

b) D =R\ {2}



MODULO 43

Funcoes I

1. (ITA) — Sejam f, g: R — R duas fungdes tais que:

a) gof: g: R — R é injetora. Verifique se f € injetora e jus-
tifique sua resposta.

b) gof: g: R — R é sobrejetora. Verifique se g é sobre-
jetora e justifique sua resposta.

RESOLUCAO:
Sejam f e g fungdes de R em R.
a) Se f nio é injetora entiio existem x, x, € R tais que:
X, # X, = f(x;) = f(x,) = gof(x,) = gof(x,).
O que contraria a hipétese de que gof € injetora.
Logo, f é injetora.
b) Se gof: R — R é sobrejetora entéio o conjunto imagem de gof é
Im(gof) = R e Im(gof) C Im(g).
Assim, R C Im(g) C R « Im(g) = R.
Logo, g é sobrejetora.

2. (ITA) — Seja f : R — R bijetora e impar. Mostre que a
fungdo inversa f~! : R — R também ¢ impar.

RESOLUCAO

Sendo f: R — R bijetora e impar, para todo a € R, temos:
fa)=bER < f1l(b)=a e f(-a)=-b

De f(—a)=—b, temos f~1(=b)=—a

Assim:

f-1(—b) =—a =-f-1(b) e, portanto, f~1 é impar.

&) OBJETIVO — 3



MODULO 44

Funcoes I

1. (ITA) — Mostre que toda funcdo f: R \ {0} — R,
satisfazendo f(xy) = f(x) + f (y) em todo seu dominio, € par.

RESOLUCAO:

VzEeR \{0}:

1) x=zey=z= f(z2) = f(z) + f(z) = £(z2) = 2(z)

2) x=-zey=-z= f(z2) =f(- z) + f(- 2) = f(z?) = 2f(- 7)
Logo, f(z2) = 2 f(z) = 2 f(-z), VZzER \ {0} =
= f(-z) =f(z), VzER \ {0} =
= fé par,VzER \ {0}

Resposta: Demonstracao

4 — & OBJETIVO

2. (ITA) — Sejam a, b, ¢ reais ndo nulos e distintos,
¢ > 0. Sendo par a fun¢@o dada por

ax+b
X+cC

f(x) = ,—c<Xx<c,

entdo f(x), para —c < x < ¢, é constante e igual a:

a)a+b b)a+c c)c d)b e)a
RESOLUCAO:
A funcio f: ]- ¢; ¢[ = R, com ¢ > 0, definida por
ax+b |
f(x) = ~+c épar

Logo: f(—x) = f(x), Vx € ]-¢; ¢[ =

—-ax+b ax+b
= =
-X+c X+c

,VXxEl-¢c;c[ &

< —ax? + bx —acx + be =— ax? - bx + acx + be, Vx E - ¢; c[<>
< (2b-2ac)x=0,VxEJ]-c;¢c[ < 2b-2ac=0<b=ac
Assim sendo:

ax+b
f(x) = +ac
X+c < f(x) = s < f(x)=a
b=ac
Resposta: E



3. (ITA) — Denotemos por R o conjunto dos nimeros
reais. Seja g: R — R, uma funcdo ndo nula que satisfaz,
para todo x e y reais, a relacdo g(x +y) = g(x) + g(y)

Se f: R — R for definida por: f(x) = sen [ 2e(x) ] ,az0
a

entdo podemos garantir que:

a) f é periddica com perfodo 7 a:

b) Para a = n (n natural), temos: f(n) = 2 sen [g(1)]

¢) Se g(1) # 0 entdo g(1) = f(0).

d) Se g(T) = mwaentdo T é periodo de f.

e) Se g(T) = 2w entdo T € periodo de f.

RESOLUCAO:
1) gx+y)=g(x)+g(y),Vx,yER=
=gx+T)=gx) +g(),Vx, TER
2g(x)
a
[ 2g(x+T) }

a

2) f(x)=sen{ },a:ﬁOe

f(x+T) =sen
3) De (1) e (2) tem-se:

f(x+T) =sen 28() 6™ }

+
a a

4) Se T € R*e g(T) = m a entdo em (3) tem-se:

[ 2g(x) 2ma } [ 2g(x) }
f(x+T) =sen + =sen +2m | =
a a a

2
=sen [ g(x)} =f(x), Vx €R
a

5) SeTER*ef(x+T) =f(x), Vx € R entdo f é periddica e T é UM
periodo de f.

&) OBJETIVO — 5
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B MobpuLo 41

1. O conjunto-imagem da fun¢do f definida em R* tal
xX2+1
é
3x

que f(x) =

a) {0;1}
b) {aem%qsl}

c) {aER|as— 2 2 }

3o oua=—5-

d) J-oo,=1JUI[l, +0f

e) R

2. Seja f uma funcdo de dominio R / {— 1} dada por
; x2-2x+1 ' ) )

x) = el Determine o conjunto-imagem da
funcao f.

H MoObpuLo 42

1. ITA) — Se Q e I representam, respectivamente, o
conjunto dos niimeros racionais e o conjunto dos nimeros
irracionais, considere as fungoes f, g: R — R definidas
por

f(X)z{O,SeXEQ

_[1,sex€Q
I,sex€E1 g(x)—{

0,sexel

Seja J a imagem da fun¢do composta fog: R — R. Po-
demos afirmar que:
a)J=R

d)J={1}

b)J=Q
e)J={0,1}

c)J={0}

2. (ITA) — Sejam A e B subconjuntos de R, ndo vazios,
possuindo B mais de um elemento.

Dada uma funcido f: A — B, definimos L : A— A x B por
L(a) = (a, f(a)), para todo a € A. Podemos afirmar que:
a) A fungdo L sempre serd injetora.

b) A funcdo L sempre serd sobrejetora.

c) Se f for sobrejetora, entdo L também o serd.

d) Se f for injetora, entdo L também nao o ser4.

e) Se f for bijetora, entdo L serd sobrejetora.

6 — & OBJETIVO

B MoObpuLo 43

1. (ITA) — Seja a fungdo f: R — {2} — R — {3} definida

-3
por f(x) =

+ 1. Sobre a sua inversa podemos

garantir que:
a) nao estd definida pois f € injetora.
b) ndo esta definida pois f ndo € sobrejetora.

y_

¢) estd definida por f~1(y) = Y #3.
e y+5

d) esté definida por f~!(y) = -1,y #3.
e 2y -

e) estd definida por f~!(y) = Ly #3.

2. IME) - Seja uma funcdo f: R — {0} — R, onde R
representa o conjunto dos numeros reais, tal que
f(a/b)=1(a) — f(b) para ae b pertencentes ao dominio de
f. Demonstre que f é uma funcao par.

B MoObpuLo 44

1. ITA) - Sejam f, g: R — R tais que f é par e g € impar.
Das seguintes afirmagdes:

I. f.géimpar,

II. fogénpar,

III. g o f € impar,

€ (sdo) verdadeira(s)

¢) apenas III.

a) apenas . b) apenas II.

d) apenas I e II. e) todas.

2. (ITA) — Seja f: R — R a fungéo definida por
f(x) = 2sen 2x — cos 2X.

Entdo:

a) f é impar e periddica de periodo .

b) f € par e periddica de periodo /2.

¢) f ndo € par nem impar e € periddica de periodo It.
d) f ndo € par e € periddica de periodo /4.

e) f ndo é impar e ndo é periddica.
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H MobpuLo 41

1) Como Im(f) = {a €ER|3x €ER" e f(x) = a}, tem-se
x2 + 1

fx)= —3x =aex’-3ax+1=0

Para existir x € R*, deve-se ter

A=(-3a)’-4.1.120 e, portanto,

9a2—420©as—%ouaz%

Resposta: C

x2-2x+1

2) Fazendo f(x) =y temos f(x) = =y=

x2+2x+1
=x2-2x+1=yx2 +2yx +y =
={y-DX2+QRy+2)x+(y-1=0
Para que esta equac¢io admita x € R | {~ 1} devemos ter
A=QRy+2-4.(y-1).(y-1D=16y20<y=0
Assim, Im(f) = R,

Resposta: R,

H MobpuLo 42

1) (fog)(x) =f[g(x)]

De acordo com o enunciado g(x) = 0 ou g(x) = 1, entdao
g(x) € Q. Assim (fog)(x) = f[g(x)] = 0, para todo x € R.
A imagem J é: {0}.

Resposta: C

2) Se f é uma funcio de A em B entio f(a) é inico
para todo a € A e {a, f(a)) sera tinico para todo a EA.
Pode-se afirmar que L: A — A x B é sempre injetora
pois: L(a,) = L(a,) < (a;,f(a,) = (a,,f(a,)) = a; = a,,
Va,a, €A
Resposta: A

B MoObpuLo 43
1

a) f(x)= 3x-5

x-2

-3 lefx)=
x—-2

3x-5 2y -5

= = (y-3)x=2y-5=>x=
b) y — y-3) y v—3

Portanto:

iy = =S . va3
y-3

Resposta: E
2)

a) f (%) =f1)-f1)=0

b) f(—1)=f<%> =f1)-f(-=1)=0-f(-1) <

2. f-1)=0=1f-1)=0

Xl ) =f(x) - (- 1) = f(x) - 0 = f(x),

c) f(—x)=f<

para todo x € D(f). Portanto f é Par
Resposta: Demonstracao.

H MobpuLo 44

1) f(- x) = f(x) e g(-x) = — g(x), pois f e g sdo
respectivamente funcées par e impar.

I. Verdadeira.
f-x) . g(-x) =f(x) . (- g (x)) =-f(x) . g(x) <
< f.g é impar.

II. Verdadeira.
(fog) (—x) = f[g(-x)] = fl-g(x)] = f[g(x)] = (fog)(x) <>
<> fog € par.

II1. Falsa.

(gof) (—x) = glf(—x)] = glf(x)] = (gof)(x) <> gof é par.
Resposta: D

2)
I) f(x)=2sen2x —cos2x =

=\/§<Lsen2x—Lcos2x)
Vs Vs

Existe a € ] 0;1 [ independente de x tal que
2

2 1 .
€os 0.= — e sen o. = —. Assim,
Vs Vs

&) OBJETIVO — 7



f(x) = \/g(cos o . sen 2x —sen o . COS 2X) =
= f(x) = V5 . sen 2x-)

II) fnao é par nem impar, pois existe x € R tal que
f(-x) =V5 .sen[2(- x) —a] =— V5 . sen (2x + &)
e, portanto, f(-— x) # f(x) e f(-x) #—f(x)

III) f é periodica de periodo 2% _neo grafico de f é
2

Ay

V5

Resposta: C

8 — & OBJETIVO



