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$> OBJETIVO

Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias
MATEMATICA

z,/{f/ 772 /41)’ es C(Iéega&

MODULO 45

TRIGONOMETRIA I

1. Considere a equacio
(3 -2 cos? x) (1 +tg2—x2— )—6tg_x2_:0'

a) Determine todas as solu¢des x no intervalo [0, a[.
b) Para as solu¢des encontradas em a), determine cotg X.

RESOLUCAO:

X
a) (3-2.cos%x) .<1+tg21) -6.tg — =0<
2 2

X sen —
<« (3-2.cos%x) .sec2 — _¢. =0 <
2 X
cos —
X
3s , sen —
-2 .c0sx
- 6. =0
X X
2 cos —
cos* —
2
2 X
3-2.cos*x—6.sen —.cos —
< =0

3-2.cos?x -3 .sen x

X
cosz —
2

X
«3-2.(1-sen’x)-3.senx=0,comcos — #0 <
2

«2.sen’x-3.senx+1=0 <

1
<senx=1lousenx= —

No intervalo [0; x [, resulta:

i1 T Sm
X= — ouxX= — OuUx= ——
6 2 6
b) Sendo cotg x = , temos:
sen x
T
1) Parax= — —

T 6 -
— cotg — = = 2 =V3
i 1
sen —
6 2
X T cos — 0
2) Parax= — —cotg — = —— =0
2 2 T 1
sen —
S5m
3) Parax= — —
6
Sn \/5
S cos — - 2—
—cotg — = = =-V3
6 Sn 1
sen — —
6 2
T 4 Sn
Respostas: a)x= — oux=—oux= —
2 6

b)cotgx:\/g oucotgx:Ooucotgx:—\/g

& OBJETIVO — 1



2. Sobre a equagdo tg x + cotg x = 2 sen 6x podemos
afirmar que:

: . T
a) Apresenta uma raiz no intervalo 0 < x < e

T

b) Apresenta duas raizes no intervalo 0 < x < -

. . T
¢) Apresenta uma raiz no intervalo > <X<T

. . 3
d) Apresenta uma raiz no intervalo 7t < x < >

e) Nao apresenta raizes reais.
RESOLUCAO:

Observamos que tg x + cotg x = tg x + ti =2ou
g X

tgx +cotgx=tg + L =-2.
tg x

Como -2 <2 sen 6x <2 a igualdade tg x + cotg x =2 sen 6x somente
é viavel se:

(tgx=1esen 6x=1) ou (tg x =-1 e sen 6x =-1) mas

(tgx=1®x=%+kn©

@sen6x=sen6(% +kJ't)=sen(3TTt +6kn)=1

tgx=-1=x= %Tn +kn=
=>sen6x=sen6(%Tn +th) =sen(% +6kn) z-1

Logo a equacio tg x + cotg x = 2 . sen 6x nao admite solucio real.
Resposta: E

2 — &) OBJETIVO

3. Seja a um niimero real ndo nulo, satisfazendo -1 <a=<1.

Se dois angulos agudos de um tridngulo sdo dados por
1 ~ . o

arc sen a e arc sec —, entdo o seno trigonométrico do
a

terceiro angulo desse triangulo € igual a:

s L V3 V2
2) 3 b) 3 c) 5 d1 e -5
RESOLUCAO:

Sejam a, f e y os angulos internos de um tridngulo.

Se:

1. a=arcsena < seno =a

1
2. B:arcseclésecﬁ=— <> cos B = a entdo:
a a
n
sena:cosﬁ©a+[3=7 (o, B agudos)

Assim:y:n—(a+[3)=% <seny=1

Resposta: D



4. Num triangulo ABC considere conhecidos os dngulos
A A

BAC e CBA e a medida d do lado AB. Nestas condicdes,

a drea S deste tridngulo é dada pela relacdo:

d2
a)S = _ _
2 sen(BAC + CBA)

d? (sen BAC) ('sen CBA)

b)S= - -
2 sen(BAC + CBA)

d?sen CBA

c)S= = =
2 sen(BAC + CBA)

S- d?sen BAC
"~ 2 cos(BAC + CBA)

d? (sen BAC) (sen CBA)

2 cos(BAC + CBA)
RESOLUCAO:

e)S =

A m c
I:

i A

a) No AABH (retangulo em H), temos:
sen BAC % < h=d.(sen BAC)

b) Aplicando a Lei dos Senos no AABC, temos:
b - d
sen CBA  sen ACB

o4

b _ d
sen CBA  sen [180° ~(BAC + CBA)]

< A

b d d . (sen CBA)
<> —~ = — —~ b= — —
sen CBA  sen (BAC + CBA) sen (BAC + CBA)
d.6enCBA) 4 (sen BAC)
b.h sen (BAC + CBA)
©) Syac = 2 = 2 had
d, . (sen BAC) . (sen CBA)

< SpaBc =

2 .sen (BAC + C1§A)

Resposta: B

MODULO 46

TRIGONOMETRIA II

1. ITA) - O conjunto-solucdo de

(tg?x — 1)(1 —cotg®x) =4, x 2km/2, k E Z, é:

a) {3+ ki, kE 7} b) {4 + k4, k € Z}
c) {6 + k4, ke Z} d) {8 + kw4, k € Z}
e) {12 + kw4, kE 7}

RESOLUCAO:

n
Parax#k — ,k € Z, temos:

2 b
(tg?x - 1) (1 - cotg?x) =4 <
(sen?x — cos2x) (sen?x — cos?x)

o 3 . 3 =4
COS“X sen “x

2

<> (sen?x — cos?x)2 = 4 sen? x cos? x <>

< cos? (2x) =sen? (2x) < tg2 2x) =1 <=
etg2x)=t1<2x= % +k. %,kEZc»
©x= = +k. l,kEZ

8 4
O conjunto-solucao da equacio é:

[1+k.1,kez}
8 4

Resposta: D

&) OBJETIVO — 3



tg?20. — tg’al
2. Prove que £ £* _ tgla . tg o

1 —tg?20 . tg?a
RESOLUCAO:

(tg2o + tg 0).(tg20 — tg o)

(1-tg2a.tga).(1+tg2a.tga)

tg220 — tg2o,

1-tg220. . tg2a
(tg2a +tg o) (tg2o. - tg )

= . =tg3a .tga
(1-tg2a.tg o) (1+tg2o.tg o)

Resposta: Demonstracao

7z

3. O valordo sen47° +sen 61° —sen 11° —sen 25° € igual
a:

a) cos 47° b) sen 25° ¢) cos 18°
d) sen 12° e) cos 7°
RESOLUCAO:

sen 47° + sen 61° — sen 11° — sen 25° =
= (sen 61° + sen 47°) — (sen 25° + sen 11°) =

cos 81°—47° _een 25°+11° 0 25°—-11° _

2 2 2

=2sen 610;470 .

=2sen 54° . cos 7° — 2sen 18 . cos 7° =

=2.cos 7°.(sen 54° — sen 18°) =

=2.c0s7°.25en(540_180).cos(540+180)=

2 2

=2.cos 7°.2sen 18°. cos 36° =

2 .sen 18° . cos 18° . cos 36°

=2.cos7° =
cos 18°
=2 .cosT°. sen36° cos36° = cosT°. 2 . sen36° cos36° _
cos18° cos18°

, sen72° o . R R

=cos7°. 5 =cos 7 .1=cos 7°, pois sen 72° = cos 18
cos

Resposta: E

4 — & OBJETIVO

MODULO 47

TRIGONOMETRIA II

1. A equacdo [ sen (cos x) ] .[ cos (sen x) | = 1 € satisfeita
para

a)x:%.

b) x =0.

¢) nenhum valor de x.

d) todos os valores de x.

e) todos os valores de x pertencentes ao terceiro

quadrante.

RESOLUCAO:

[sen(cos x)] . [cos(sen X)] = 1 <> (sen(cos X) = 1 e cos(sen x) = 1) ou
(sen(cos x) =—1ecos(senx)=—1) <> (cosx = % + 2kme sen x = 2pn
ou (Cos X = 32_7': +2mme sen X = T+ 2nw), comk,p,m,n €7 <«

= ﬂx, pois, para qualquer valor de k, p, m, n € Z, tem-se

cos x & [-1;1].

Resposta: C



1 1
2. Sabendo que tg? (X+€ﬂ> = —~, paraalgum
1 .
X E O,7n , determine sen x.
RESOLUCAO:
1 1 T \/?
tgz X+—| = — =tg |x+—] = —— , pois:
6 2 6 2
1 by 1 2m
_— <X+ — = —
6 6 3
Assim:
t: t. (n) tgx+\/§
X+tg|—
EXTES V2 V2
= = = <>
1 2 \/_ 2
- — 3
1 tg(6) tg x 1-— .tgx
3
2V3 Ve
<S> 2tgx+ =V2- T tgx <

©6tgx+2\/§=3\/5—\/gtgx©
«6+Ve)tgx=3V2-2V3 &

3V2-2V3
6+\/E

Vi-V2
\/E+1

S tgx= S tgx=

n
2) Como 0 <x< — , podemos entdo montar o seguinte tridingulo
2

retangulo:
2v3
V3-\2
. X
V6 +1
do qual podemos concluir que:
Vi-V2 3-Ve
senx= — <& senx= ———
2V3 6
3-Ve
Resposta: ———
6

3. O valor de
tg!9% — 5tgdx sec?x + 10tgdx sec*x — 10tg*x secOx +

2

+ 5tg?x secdx — sec!¥x, para todo x € [O, %{, é:

—secx

> C) —sec X +tg x

a) l b)
1 + sen

e) zero

X

dy-1

RESOLUCAO:

Parax € [0 X [ temos:

5
2
tg!0x — 5tg8x secZx + 10tgx secx — 10 tg*x sec®x +

+ 5tg2x secBx — secl¥x = (tgZx — sec?x)5 =

_ (senzx 1 )5 _ ( sen?x — 1 )5 _ ( — €os2x )5 _
cos’x  cos2x cos?x cos2x

=(-1)°=-1

Resposta: D

&) OBJETIVO — 5



MODULO 48

TRIGONOMETRIA I

1. A equacdo em x,

X e* _ T
arctg (e* + 2) — arccotg ( pera ) = —,x € R\{0},

er _ 4

a) admite infinitas solugdes, todas positivas.
b) admite uma tnica solucio, e esta € positiva.
¢) admite trés solucdes que se encontram no intervalo

44

d) admite apenas solu¢des negativas.
e) ndo admite solucio.

RESOLUCAO:

14 b4
Com- — <a< — e0<b<m,temos:
2 2

1) a=arctg (e*+2) <> tga=e*+2

eX e
2) b =arc cotg <« cotgb = e
er -1 e2X -1
e -1
< tgb=
eX

3) a-b= % < tg(a—-b)=tg (m/4) <

tga—-tghb
=l<stga-tgb=1+tga.tgh

1+tga.tgh

Se, na equacio:

N eZX_l ezx_l
@+2) - — ) =1+ +2) .| ——
ex ex

fizermos e* =y, resulta:

2_1 2_1
(y+2)—(y )=1+(y+2).(y )@
y y

®y2+2y—y2+1=y+y3—y+2y2—2©

<y +2y2-2y-3=0<(y+1).(32+y-3)=0 <

-1+V 13 -1-V13
2

<y=-louy= — ouy=

Como y > 0, a iinica possibilidade e
y= - 1+V 13

Portanto:

6 — 9 OBJETIVO

Vi3-1 Vi3-1
= @x:loge — 1 >0

2

Dessa forma, a equaciio admite uma tnica solugfo, e esta é posi-
tiva.

6
2. O valor da soma Y sen( 2;3) sen (%) , para todo
n=1

a € R, ¢éigual a

b) i [sen( ) - sen(i)}.
2 243 729
(i) <l 35)
C) cos —Cos
243 729
> [eolaag) -z
d) — |[cos|——] —cos .
2 729 243
(55
e) cos 729 —Ccos a
RESOLUCAO:

Lembrando que cos (a + b) — cos (a—b) =-2 sen a . sen b, temos:

20 o 20 o
cos + —cos - =
( 3n 3n ) ( 3n 3n )
=-2 sen 2_(1 .sen i =
3n 3n

< cos (3(1) —cos (i) =-2sen (2_01) .sen (i) =

3n 3n 3n 3n

20. a 1 { a 3o, }
<sen (| .sen |—|=— [cos |— | —cos |[— | |«

K k2 2 ki 3




Desta forma:

1}
o] =
—
o)
=]

v
/)
<
)
\o|Q
SN~—————

|

o)
=1
w
Q
[

3. (IME) — Resolva a equagdo tg a + tg (2a) = 2tg (3a),
sabendo-se que a € [0, /2).

RESOLUCAO:
tg o + tg 2a) = 2tg (3a) = tg o + tg 2a) =2 tg (o + 20) =

tg o+ tg2o
= (tga+tg2a)=2.g—g()

<
1-tga.tgo)
< tga+tg2a=0o0utga.tgla)=-1

2tg o
Dtga+tg2a=0=>tgo+ ——— =0=
1-tg20

—tgla +3tg o
=M=0©tg3a—3tga=0©
1-tg%a

etga=0outg’la=3<tga=0outga=="3
=0 =£’ i E[O’l)
s a=Ooua=Z,poisa€|0; 3

2
2) tga.tgla)=-1<tga. —— =-_]l<
1-tg2a

< 2tg20 = -1 + tg?a < tga = — 1 = Aa, pois tg?a = 0

Resposta: {0; %]

4. Resolva a equagdo 2 sen 11x + cos 3x + V3sen3x=0.

RESOLUCAO:
2sen 11x + cos 3x + V3 sen 3x = 0 <
<> 2sen 11x = — cos 3x — V3 sen 3x <

1 V3

@senllx:—7 cos 3x — > sen 3x <

< sen 11x=—[sen % . cos 3x + cos % . sen 3x] =

<> sen 11x = —sen (% +3x) < sen 11x = sen (—% —3x) <

@11X=—%—3X+2knou 11x=n—(—% —3x)+2kn©

n kn Tn  kmn
S X=———+ —oux=—+—,comkE”Z
84 7 48 4
Resposta:
k
V=[XEIR|X=—1 + il oux=ﬂ+ﬁ,comkEZ]
84 7 4 4
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B MoObpuLo 45

1. (ITA) — Seja a um ndmero real tal que a # 21 +k.m,
em que k € Z. Se (x,; y,,) € solugdo do sistema

(2seca).x+(Btga).y=2.cosa
(2tga).x+(3seca).y=0 ’

entdo podemos afirmar que

a) xp+y,=3-2sena
2 4
b) (? XO)Z—(y0)2= 5 -cos?a+?2
C) Xp—yy=0
d) x,+y,=0

2 4
e) (? x0)2 —(y))?= 7 - cos? a

2. Aexpressio —Y__ 0.< 9 7, ¢ identicaa
1+cos 0
0 0 0
a) sec 5 b) cosec 5 ¢) cotg 5
0 0
d)tg 5 e) >

B MoObpuLo 46

1. Mostre que sen18° . cos 36° = %

B MobuLro 47

1. O ndmero de raizes reais da equagao

5
El (cos x)?" = 5, no intervalo [0; 4], €

a) 2 b) 3 c)4 d)5 e)6

an
3

maximizam a soma sen o + sen 3, entdo o € igual a

SER
3

2. Se os nimeros reais a.e ,com o + 3 = ,0=a=<p,

a)

21 31 T -
b)—. ¢ —. d) —. e) —
) 3 ) 5 ) 8 ) 12

B MoObpuLo 48

1. Resolver em R, a equag@o

5sen2x + V3senx . cosx + 6cos2x = 5

~ T
2. Resolver,em R, a equagao arccos X —arcsen X = o

a=m resolucao dos eXerCiCios-larefa e ——————

B MobuLo 45

1) f2seca)x+(3tga)y=2cosa
Qtga)x+ (3seca)y=0

{4 sec?ax?+ 12 seca.tgaxy +9 tg2a y> =4 cos?a
<>

4tg2ax?+12seca.tgaxy+9sectay’=0
< d(seca — tg2a)x? + 9(tg2a — sec2a)y? = 4 cos?a =

2 \? 4
= 4x2 - 9y? =4 cos’a < (—X) -y’= Tcos2

3 a

Se (x3¥,) € solucdo do sistema, entio
2

2 \2 4
N

Resposta: E

8 — & OBJETIVO

2) Sabe-se que:

2

0 0
sen6=2.sen7 . oS
2 8

2

0
cos 0 = cos - —sen
0 0
2 9 29 _
sen” —- + cos 2—1

. 0 T
Assim, para 0 <0 < < 0 < 5 <7, tem-se:

0 0
2 .sen — . coS —
senf 2 2 =
1+ cosO sen2£+cos2£+COSzi—Sen2£
2 2 2 2
2.seni.cos£ Seni
_ 2 2 = 2 =tgi
28 9 2
2 .cos > cos2
Resposta: D



B MObpuLO 46

1) sen 18° . cos 36° = sen 18" . cos 18" . cos 36 _

cos 18o
_ 1 _2.sen18°.cos18°.cos 36° _
2 cos 18°
- l . l . 2 .sen 36° cos 36° _ l sen 72° _
2 2 cos 18° 4  cos18°
= 1 A= l,poissen72°=c0s 18°
4 4

Resposta: Demonstracao

B MobuLo 47

1) Como 0 = (cos x)?" < 1, tem-se que

5
2 (cosx)"=5<> (cosx)?=1<>cosx=+1<>x=0,

n=1
X =7, X = 27, X = 31 ou X = 47, pois x € [0; 4]

Resposta: D

2)

o+p o-
1) seno+senf =2sen—5  €0S—

=>sena+sen[3=\/§c0s a;ﬁ =\/§c0s(a— 25,’—75)

2) sen o +senf}= V3. cos (cx - %ﬂ ) ¢ maximo para

o 2n_0=>a_2n
3 " -3

H MoObpuLo 48

1) 5senx + V3sen x . cos X + 6cos?x = 5 <>
< 5.(1-cos*x) + V3sen x . cos X + 6cos?x = 5 <>
<> V3sen x . cos X + cos’x = 0 <

<> cos x =0 ou V3sen x + cos x = 0 <

©cosx=00utgx=—g©
@x=%+kn0ux=—%+kﬂ

Resposta:

V={xE[R|x=%+knoux=—%+kn,comkef\l}

2) Fazendo a = arccos X temos cos a = X, com

0O<as<mesena=V1-x2

Fazendo b = arcsen x temos sen b = x, com

—%sbs%ecosb:\/l—xz.

Desta forma, arccos x — arcsen x = % S
<a-b==1 < cos(a —b) = cos ELIPNS
6 6
V3

@cosa.cosb+sena.senb=T©

¢>x.\/1—X2+\/1—x2 .x=g©

e d4.xV1-x2=V3<e16x}(1-x}) =3 <=

@16x4—16x2+3=0©x=%0ux=—% ou
V3 _ V3
X=—-oux=--5-

Como durante a resolucdo tivemos que elevar a
equacao ao quadrado, devemos experimentar as

respostas obtidas.

Para x = % <> arccos x — arcsen x =

- 1)_ 1\_n_=n_=xn

= arccos( 2) arcsen( 2) 3 6 6
Parax=- % <> arccos x — arcsen x =

= _1)\_ _A1\_2n ([ ®)\_
= arccos( 2) arcsen( 2) 3 ( 6)
_Sn, =

“% 6

Parax = g <> arccos x — arcsen x =

_ \/3) (\/3)_ n _(n)_
—arccos(T arcsen T = ? ? =
=_ X

=" %66

Parax:—g <> arccos x — arcsen x =

_ \/3 \/3 _ 5n T\ _
—arccos(— T)—arcsen(— T)— ? —(—?)—
_ In

e - % , portanto, apenas x = % é solucao.

Respostas: V= {%}
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