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1 FRENTE: MATEMATICA I

Conjuntos dos niimeros complexos

Um numero complexo z pode ser definido como um par
ordenado (x,y) de nimeros reais, z = (X, y).

O par (x, 0) é identificado como o numero real X,
x=(x, 0), e o par(0,1) serd chamado de unidade imaginéria: denotado
por i: (0, 1) =1.

Observamos que:

X, =X
(x,, y,) = (X,, y,) se, somente se, {yl _ yi :
Em particular, temos que:
. x=0
z=(x,y)=0=1(0, 0) se, e so se, {y:O'

Dados dois numeros complexos quaisquer z, = (x,, y,) e
z, = (x,, y,) definiremos duas operaces: Soma e Produto,
denotado por z, + z, e z, - z,, definidos por:
z,+2, =0, y) + (X, y,) =X, + X, ¥, +,)
Z,°Z,= (X1' y1) ' <Xz' yz) = (Xw XY Y X Y, X y1)

Em particular, temos:

z=(xy) = 0)+(Q,y)

Por outro lado: (0, y) = (y, 0) - (O, 1). Assim,
z=(X, 0+, 0 -0, 1)=x+y-i

Com isso, a representagéo| zZ=x+Yy-i, onde z=(x,Y) | é
chamada Forma Algébrica.

Como i =(0, 1), podemos calcular 2, isto é,
=i

i2=(0,1)-(0, 1)
=0-0-1-1,0-1+1
i2=(-1,0)

i2=-1

Nesse resultado, notam-se facilmente as poténcias de expoentes
multiplosde 4: °=i*=if=i?=° = =i*=(*=(1)}=1, onde K € IN.

- 0)

Assim, dado i", com n € n, temos:
4

: % =n=4k+r

r

¢—resto: 0,1,20u3
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Dai,
1,ser=0
in= i4k+r= i4k . ir: n=1i = I, se r=1
-1, ser=2
1 |-, ser=3

Operacoes dos nimeros complexos

Igualdade de niimeros complexos

Por tratar-se de pares ordenados, dois nimeros complexos sao
iguais se tém, respectivamente, as mesmas componentes:
(@, b)=(c,de=a=ceb=d
. . = rtes reais iguai
a+bi=c+die)? ¢ (partes eals lgl{a_s)_ .
b = d (partes imaginarias iguais)

Adicao de nimeros complexos

Sendo dados Z, = (x,, y,) € Z, = (x,, y,), por definicdo, temos:
Zo+Z2, =0+ Xy, +Y,)

ou
YD+ +y) = KEx) + y+y)
- N
soma das partes reais  soma das partes
imaginarias

Multiplicacao de numeros complexos

SendoZ, =(x,, y,)eZ, =(x,y,), emqueZ,Z e C, definimos
a multiplicagdo em C do seguinte modo:

(K Y, + (% Y,) = (X%, = Y Y0 XY, + X,,)
ou

(X, +Y,0) - (G +y,1) = (X, —y,y,) + Xy, + Xy)i

Note:y y,i?=vy,y, - (-1) =-y,y, é real

Conjugado de um nimero complexo (2

Chamaremos de conjugado do numero complexo

Z=(x,y)=x+Yyi, e denotaremos porf 0 numero complexo da forma
b =(X,—y)=x-Yi
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MoébuLo pe EsTubpo

Médulo de um niimero complexo

O numero |zl =/x? +y?> ¢é chamado de modulo ou valor

absoluto do nimero complexoz=x+vy - i.

Propriedades dos nimeros complexos

A operagao de conjugacao goza das seguintes propriedades:

z+Z z—-7 .
L Rez="— elmz="—-,;
2 2
— _ - z Z .
Il z+w=Z+W,zxwW=ZxXxwe|—|=—;
w) w
. Z=z sezéreal;
V., Z=z;
— 2
V. z-z=|;
vI. [z]=[;
“n —\n
VIl. 2" =(Z)" paratodon e IN.
Demonstracoes:

VI.

Sejaz=a+bicomaeb e R Entdo:
z+z _(a+bi)+(a—hi) 2a

—=a=Rez
2 2 2
z-7 (a+bi)-(a—=bi) 2bi
- = - == b =|rn z
2 2 2i

Sejamz=a+bi,comaeb e Rew=cdicomced € R. Entdo,
z+w=(a+b)+(c+d)=(@+)+b+di=(a+c)-(b+d)i=
=a-bi+c-di=zZ+w.

zxw = (a+Dbi)x(c+di) = ac +adi+ cbi—bd = (ac—bd) + (ad + cb)i =
(ac — bd) — (ad + cb)i = ac — adi — chi — bd = (a — bi) x (c — di) =
ZXW

Caso w # 0, isto é, ¢ e d ndo sdo simultaneamente nulos, entdo,

(ij_(a+bi)_[(a+bi)X(c—di)}_[(ac+bd)+(bc—ad)i}_
w/) \c+di) Llc+d) (c-di] o+ B
_(ac+bd)-(bc—ad)i (ac+bd)+(ad-bc)i (a-b(c+di)
- c+d - c+d a2+
_(a=b) (c+d)_Z
Cc-d) cHdi W

Suponha-se que Z =z . Entdo da propriedade 1,
z+z 2z
—=—=7Z

2

Inversamente, suponha-se que z é real. Entdo: z=a + 0i = a - 0i,
aelR istoé, Z=z.

Re z =

Suponha-se que z = a + bi. Entao,
Z=a+bi=a-bi=a+hi=2z.

Suponha-se que z = a + bi. Entdo,
2.7 =(a+bi)x(a—bi)=a’ +b? =[z".

Suponha-se que z = a + bi. Entdo,

2l = la+bil = Va? +b? =a? +(-b)’ =la—bi =1z

VI

02.

03.

04.

05.

A Demonstracao desta propriedade pode efetuar-se por inducao
matemaética. Comecemos por observar que o resultado é
trivialmente verdadeiro para n = 1. Admita-se que o resultado
é verdadeiro para p = n. Em resultado da propriedade 2 ira ser
verdadeiro para p = n + 1. Entdo, pelo principio de inducdo
matematica, conclui-se que a afirmacao ¢ verdadeira para todo n
natural.

Exercicios

. (USA) Se z, e z, sdo solucbes da equacdo 1 -z +z> = 0. Entédo, o

)2005

2005
valor de E= (zj1 -z +27 + 1) +(z§ -3 +223+1 vale:

A) -1 B) O
a1 D) —i
E) i

) . . 1 1
Se z é um numero complexo que satisfaz Z+E z+;+1 =1.

Entdo o valor do produto dos algarismos do resultado da expressao

(321"0 +z1%+ 1][2“’0 +%+3j vale:

Seja z um numero complexo tal que a parte imaginaria
dezndo énulaea=22+z+ 1 sejareal. Entdo a ndo pode
assumir o valor:

1

A) -1 B) —

) )3

1 3

C)E D)Z
2
E)§

(Mandelbrot — adaptada) Seja o nUimero complexo

(3“‘@] +(3"\/§j um inteiro k. Entdo a soma dos
2 2

algarismos do IkI? vale:

A)9 B) 12
)15 D) 18
E) 21

93
(ITA) O valor da poténcia (ﬁj é:

T+i
A) % B) %
1 o
AN D) (V2)"i
B) (42)” +i
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06.

07.

08.

09.

10.

11.

12.

13.

14.

MoébuLo pe EsTubo

Considere os nimeros complexos x e y ndo nulos, satisfazendo

2002 2002
X2+ X -y +y2 = 0. Entdo, o valor de (Lj +(Lj é
igual a: X+y X+y

A) 2-2002
a1
E) —i

B) -1
D)i

(IME/2003) Seja z um numero complexo de médulo unitério que
satisfaz a condicdo z2" = —1, onde n é um nUmero inteiro positivo.

Demonstre que ( z

€ um nudmero real.
1+ 22"

(AFA/2007) Seja z um numero complexo nao nulo e i a unidade
imaginaria (i> = —1) - z = i. O conjunto de todos os valores de z,

para os quais 2+ & um numero real, representa um(a):
T+i-z

A) elipse. B) hipérbole.

C) circunferéncia. D) circulo.

(IME/2012) As raizes cUbicas da unidade, no conjunto dos nimeros
complexos, sdo representadas por 1, w e w? é um numero
complexo. O intervalo que contém de (1 —w)°® é:

A) (o0, =30] B) (-30, -10]
C) (=10, 10] D) 10, 30]
E) 30, o]

Seja a um numero real. Os valores de z € C que satisfazem

10 =)\'0
a+—Z. M cIR sao
T+1 1-1

Az=-a+i"|a|

B) Nao é possivel determina-los.
z=-i"|a|

D) Nao existe z e C tal que isto aconteca.

E) Todoz e C.

@)

)
)

Seja i a unidade imagindria de um numero complexo tal que

19471\ (20+5iY) }
w = —| + — | para todo n natural. Prove que w é
9—i 7 +6i

um numero real.

Seja a equacao z° = 18+ 26i, onde z = x + yi com x e y nUmeros
inteiros e positivos. Entdo o valor de x? + y? vale:

A) 4 B) 5

g 10 D) 13

E) 18

Se(1+x)"%=a,+a x+a  xX*+.. +a,"  x? entdo

_ — — 2 — — 2 A .
(a,-a,+a,-a,+a,—a, ) +(@ —-a,+a,—a, +a,) éigual a:

A) 310 B) 210
C)2° D) 3°

E) 1

(EUA) Se x = _1+2|\/§ ey= _1_2|\/§ ,onde 2 = - 1, entao qual

das seguintes opc¢bes ndo é correta?

A) x> +y° =—1 B) X +y’ =-1
Ox+y =-1 D) X" 4y =1
E) x¥ +y"=-1

online

15. Seja F(Z):Z—ﬂ para qualquer complexo, z = i, e seja

z,=F(z, ) paratodo inteiro positivo n. Dado que z, = %H

e z,,, = a+ bi, em que a e b sdo numeros reais, determine a + b.
Gabarito
01 02 03 04 05
C B D D A
06 07 08 09 10
B - C B E
11 12 13 14 15
- C B C a+b=275
— Demonstracao

Ve

Anotacoes

J
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