MODERNA!
PLUS

Resolucdes

MATEMATICA 3

PAIVA

m Geometria analitica: cOnicas gMODERNA

Geometria analitica: conicas

Resposta pessoal.

Resposta possivel: antena parabdlica que capta
sinais vindos de satélites.

a) Temos:
PF,=4(1-(-2f +(2- (-2 =
=3+ 42 =5

PF,=12-1|=1
Entdo, a medida 2a do eixo maior é dada por:
2a=PF, +PF,=5+1=6
b) A distancia focal 2c é dada por:
2=FF=J-2-22+(-2-27 =
= J(—4)? + (-4? =442
¢) Lembrando que a® = b? + ¢ temos:
2 2
(g) :b2+(¥) =9=b"+38
Lb=1
Dessa forma, a medida 2b do eixo menor é dada
por: 2b = 2

d) A excentricidade e da elipse é dada por:

c_2¥2

a 3

A medida A,A, do eixo maior é dada por:
AA,=AF, + AF, =147 -108km + 1,53 - 10km =
=3-10°km

Ja a distancia focal F,F, é dada por:

F.F, = AF, — A)F, =1,53-10°km — 1,47 - 10 km =
=0,06-10°km =6 - 10°km

Esquematizando a elipse geradora da superficie do
espelho, sejam:
F, e F, os focos, estando a lampada em F, e o
dente do paciente em F,;
V o vértice mais préximo de Fy;
a a medida do semieixo maior;
¢ a semidistancia focal.

Lo

Assim, temos:
a=6+c

O,85=£ =>a=40ec=34
a
Concluimos, entdo, que a distancia entre alampada
e o dente iluminado é 68 cm.

a) Sendo G(x,y) um ponto genérico da elipse, temos:
GF, + GF, =4 =
= Jx-0P+(y -0 +{x—-2¢+(y 07 =4
LAY+ Jx-22+yr =4
Essa ja é uma equacdo da elipse, porém, se qui-
sermos apresentd-la sem os radicais, agimos do
seguinte modo:
Isolamos um dos radicais:
Jx—-2P+y’=4— X +y’
Quadramos ambos os membros, obtendo:
(e ry) =(a-F77) =
> X-2’+y =16 -8’ +y* + X+
X —Ax+ A+ Yy =16 -8+ Yy  + X2+ Y’
Isolamos o radical remanescente:
8IX*+y? =4x+12 = 2yxX* +y* =x+3
Quadramos ambos os membros, obtendo:
4 +y)=(x+3 =24’ +4y°=xX"+6x+9
L3+ 4y -6x-9=0
b) I. Amedida a do semieixo maior e a semidis-
tancia focal ¢ sdo 2 e 1, respectivamente.
Como a, ¢ e a medida b do semieixo menor
satisfazem a equacéo a® = b? + ¢ temos:
22=p+1*=>b=43
IL. O centro C da elipse é o ponto médio do
segmento FF,, isto é:

0+2 040
C(T, T>:c(1,0)

III. Para determinar os pontos de intersecgao
da elipse com o eixo Ox, fazemos y = 0 na
equagéo 3x* + 4y’ — 6x — 9 = 0, obtendo:
3x*-6x—-9=0=x=30ux=-1
Logo, a elipse intercepta o eixo das abscissas
nos pontos (3, 0) e (=1, 0).

IV. Para determinar os pontos de interseccdo
da elipse com o eixo Oy, fazemos x = 0 na
equacéo 3x” + 4y’ — 6x — 9 = 0, obtendo:
4°-9=0= y:%ouy:—%

Logo, a elipse intercepta o eixo das ordena-

3 3
das nos pontos (0, 7) e (0, *7)-

Com as conclusoes obtidas em I, I, III e IV, esbo-
camos o grafico da elipse:
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Sendo ¢ a semidistdncia focal, temos:
’=5-3"=c=4

Logo, os focos da elipse sao F,(0, 4) e F,(0, —4). Por
definicdo, se um ponto P(x, y) pertence a essa elipse,
devemos ter:

PF, + PF, = A,A, =

= Jx—02+(y— 4P +Jx -0+ (y+ 47 =10
Essa ja é uma equacao da elipse, que também pode
ser apresentada sem os radicais, adotando-se os
seguintes procedimentos:

Wy -4 =10- L+ +4 >

= (eG4 =(0- Frprar) =
Xy -8y + 6=

=100-204x° + Y2+ 8y + 16 + XX + y/ + 8y + 6 =
= 204x*+ y* + 8y + 16 = 100 + 16y

S 5x+y2+ 8y +16 =25 + 4y =

= (5 +y?+8y +16) = (25 + 4y)

o 25(x% + y? + 8y + 16) = 625 + 200y + 16y =

= 25x* + 25y* + 2007 + 400 = 625 + 2007 + 16y°
o 25%% 4+ 9y? — 225 =0

a) O centro da elipse é C(6, 3), 0 semieixo maior é
paralelo ao eixo Ox e mede:a = 10 — 6 = 4,e 0
semieixo menor mede:b =5-3=2
Logo, a equagdo reduzida da elipse é:
(x-6 (-3 (x-6 (-3

T + —=1= +
4 2 16 4

b) O centro da elipse é C(7, —4), o semieixo menor

mede: b =7 — 5 = 2, e 0 semieixo maior é paralelo

=1

aoeixo Oy emede:a = -1 - (—-4) =3
Logo, a equagdo reduzida da elipse é:
2
x-77 [y-(-9)]
7 T3 T
=77 O0+9 _
z tT o 1

c) O centro da elipse é C(0, 0), o semieixo menor
mede b = 6 e 0 semieixo maior é paralelo ao
eixo Oy e mede a = 7. Logo, a equagao reduzida
da elipse é:

-0 -0 2 Y

a) y

-6

As medidas a e b dos semieixos maior e menor,
respectivamente, sdo dadas por:
2 _
{32:11 =a=2eb=1
A semidisténcia focal c satisfaz a equacéo
a’ = b + % logo:
2=1+c=c=43
Concluimos, entdo, que a excentricidade e da elipse

é dada por:
C J3
e=—=>e=—(
a 2

Por definicao, temos:

PF, + PF, = 2a =

= 2 - 0|+ (0-47+({2 -0 =2a

N2 +16+2=2a = 2a=42 +342
La=242

Além disso, temos: 2c = 4 — 0 = 4, ou seja, ¢ = 2,
e, portanto:

@=p+c = (22) =1 +2

Lb=2

Logo, a equacdo reduzida da elipse, de centro
0+4 0+0 p

C( ) )ZC(2,O),e:

x —2) -0y x—27 ¥y

Rk A PR k. A
(25) 2 8 4

a) I O centro da elipse é o ponto médio do seg-
mento A,A,, isto é:

2+2 0+10
c( L 25 ):C(z,s)

II. Sendo a a medida do semieixo maior, c a se-
midistancia focal e e a excentricidade, temos:

_c £ _
e=%  _la 0,8
2a=AA,  |2a=4(2 -2+ (0-107 =10

a=5ec=4
A medida b do semieixo maior satisfaz a
equagéo a’ = b’ + ¢ logo:
52=p’+4’=b=3
I1I. O eixo maior da elipse é paralelo ao eixo Oy.
Com as conclusoes obtidas em I, Il e III, temos a
equacao reduzida da elipse:
(x—-2? (y-5)
9 25
b) Os focos F, e F, da elipse sao:
Fi1(2,5 — 4) e F5(2,5 + 4), ou seja, F1(2, 1) e F,(2, 9).

=1

<. MODERNA
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I. O centro da elipse é o ponto médio do segmen-
to EE,, isto é:

1+7 1+1
147,121 - ay

II. Sendo a a medida do semieixo maior e ¢ a se-
midistancia focal, temos:
2a=8 2a=38
{2c=F1F2 = {2c— 1-77+1-17 =6
ca=4ec=3

Representando graficamente a elipse, temos:

y

2 T— 1
/ﬁ

A medida b do semieixo maior satisfaz a equa- a) Aretar passa pelos pontos (0, 10) e (5, 0). A elip-
cdoa’ = b* + % logo: se¢ tem centro (5,0) e eixos de medidas 246 243,
£2=p>+32 = b=J7 sendo o eixo maior paralelo ao eixo Oy. Assim,
III. O eixo maior da elipse é paralelo ao eixo Ox, os graficos de r e ¢ sdo:
pois contém o segmento FF,. y
Com as conclusoes obtidas em I, II e III, temos a
equacao reduzida da elipse:
) ) 10
-4 -1,
16 7
I. O centro da elipse é o ponto médio do segmen-
to B,B,, isto é:
0+0 3+7
C(T, T) = C(0,5)
II. Sendo b a medida do semieixo menor, temos: V6
2b=BB, = 2b=0-0+(3-7 =4
Lb=2
III. O eixo maior da elipse é paralelo ao eixo Ox,
pois o eixo menor B;B, é paralelo ao eixo Oy. X
Com as conclusodes obtidas em [, II e III, e sendo
a a medida do eixo maior da elipse, temos que a V5.
equacdo reduzida dessa coOnica é da forma:
2
x " (y-5) -1 b) Os pontos comuns a r e ¢, se existem, sdo as
a’ 4 solucdes do sistema:
Como o ponto P(3, 6) pertence a elipse, temos: y =10 — 2x 0]
32 (6-5 ) x-5° y
St cl=d=12 3t =1
Concluimos, entdo, que a equagdo reduzida da Substituindo (I) em (II), obtemos:
elipse é: 2 2
x—5 10 — 2x
X_2+(y_5)2:1 ( 3)+( 3 ):1:>x:60ux:4
12 4 Substituindo esses valores de x em (1), conclui-
, , 2 Y mos que:
a)5x+3y:15:?+?:1 X=6=y=-2
b) 4(x — 12+ 9(y + 4)> =36 = x=4=y=2
x-17 (y+4) 1 Logo: r N ¢ = {(6, —2), (4, 2)}
= + =
9 4 a) Segundo o enunciado, o custo, em real, para a

) ¥*+16y°—-6x—-7=0 =
= (X -6x+9)+16y°=0+7+9
(x - 3
L (x—37+ 16y =16 = e tY=
d) 4>+ 9y’ —16x—20=0 =
= 42— 4x+4)+9y°=0+20+ 16
x=-2" ¥

9 +T:1

L4x -2+ 9’ =36 =
€) 4x> + 25y - 50y - 75=0 =
= 4 +25(y -2y +1)=0+75+25

2 — 1)2
. 2 P X b
so4x* +25(y — 1)° =100 = 7 + 2

=1

Vamos obter a equacao reduzida da elipse:

4x* + 9y —16x - 20=0 =

=4 —4x+4)+9y°=0+20+ 16
x-2" y

9 +T:1

SLAx -2+ 9y =36 =

producao de x quilolitros do tipo A é x(100 — x)
e para a producgao de y quilolitros do tipo B

é y(120 - %) Como o custo total deve ser

R$ 16.800,00, temos:

x(100 — x) + y(120 - %) = 16.800 =

2

= x* — 100x + YT - 120y = —16.800

2

" (¥* — 100x + 2.500) + (YT — 120y + 14.400) =

= —16.800 + 2.500 + 14.400 =

2
= (x — 50)> + (% - 120) =100

(X -S07  (y - 240f
“T100 " a0 !
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Logo, os pontos (x, y) formam a elipse represen- : h) Os coeficientes angulares das assintotas da
tada a seguir: hipérbole sdo:
y § _2J3-0 _

2601 - =T2-0 ~Be

240 @ : —2J3 -0

2204 ---- m=——0g =-J3

Logo, as equagdes de r e s sdo:
Ny-0=4J3(x-0) = y=43x
()y-0=-d3(x—0) = y=—43x

A menor distancia d entre o Sol e o cometa ocorre
quando este atinge o vértice do ramo de hipérbole.
Assim, a menor distancia d é a diferenca c — a,em
que c é a semidistancia focal e a é a medida do
semieixo real.

Esquematizamos essa situacdo do seguinte modo:

—_—t
0 405060 x

a) O eixo real mede 2a tal que: |PF, — PF)| = 2a =
= [\l (-aF + (607 ~Ja— 47 +(6-0F| =
=2a :
8T+ 62 - Jo¥+ 67| = 2a = 2a =4 3| N\
b) A distancia focal 2c é dada por: 2c =|-4 — 4/=8 ot ©Foco (So)
c) Dositensaeb,temosa =2ec = 4. Assim: : F
C=a’+b =4 =22+D°
s b=243
Logo, a medida 2b do eixo imaginario é dada por:
2b = 443 A
d) A excentricidade e é dada por: e = % S S Pelo teorema de Pitagoras, obtemos:

2 2 2 2
. - c“=3"+4"=c=5
e) O centro C é o ponto médio de F,F,. Temos, ent&o: . P
) p 2 ’ Logo,d =5 — 4 = 1, 0u seja, a menor distancia entre

C(—42+ 4, O;O):C(O,O) o cometa e 0 Sol é de 1 ua.
f) O retangulo de referéncia ABCD est4 represen- a) Sendo G(x, y) um ponto genérico da hipérbole,

tado a seguir: : temos:
: |GF, - GE|=2 =

= [Jx—0P+ (-0 — x4 +(y - 0f| =2
|\/x2 +y? - Jx -4+ y2| =2
Essa ja é uma equacdo da hipérbole, porém,
se quisermos apresenta-la sem o médulo e os
radicais, agimos do seguinte modo:
Aplicamos a defini¢do de médulo:
|\/x2+y2 —J(x—4)2+y2|=2 =
: :Jx2+y2—\/(x—4)2+y2:iz
Isolamos um dos radicais:
c -2v3P NE—42+y* =42+ X2+ y?
: Quadramos ambos os membros:
: (1(x74)2+y2)2:<1r2+«x2+y2)2:
g) As assintotag r e s da hipérbole estdo represen- = xX-8x+16+y =4+4X2+y  + X +y’
tadas a seguir: :

Isolamos o radical remanescente:
t4xX*+y* =8x—-12 = + X’ +y* =2x - 3
Quadramos ambos os membros:
(i«x2 + y2)2 =(2x -3’ =
=X +y =4 -12x+9
L3 -y —-12x+9=0
: b) 1. Amedidaado semieixo real e a semidistan-
X cia focal c s@o 1 e 2, respectivamente. Como
: a, c e a medida b do semieixo imaginario
satisfazem a equacgéo ¢’ = a® + b? temos:
22=1"+Db> = b=43
I1. O centro C da hipérbole é o ponto médio do

0+4 0+0
2 2

segmento FF,, isto &, C( ) =C(2,0).
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III. Para determinar os pontos de interseccao da
hipérbole com o eixo Ox, fazemos y = 0 na
equagédo 3x* — y> — 12x + 9 = 0, obtendo:
3x*-12x+9=0=x=30ux=1
Logo, a hipérbole intercepta o eixo das abs-
cissas nos pontos (3, 0) e (1, 0).

IV. Para determinar os pontos de intersec¢do da
hipérbole com o eixo Oy, fazemos x = 0 na
equagdo 3x* — y> — 12x + 9 = 0, obtendo:
-y*+9=0=y=30uy=-3
Logo, a hipérbole intercepta o eixo das orde-
nadas nos pontos (0, 3) e (0, —3).

O valor b do semieixo imaginario, obtido em I,

seria utilizado se quiséssemos representar o

retangulo referéncia e as assintotas da hipérbo-

le, o que nao foi pedido. Assim, apenas com as
conclusoes obtidas em II, III e IV, conseguimos
esbogar o grafico da hipérbole:

y

F. A Al F

2

123 4 X

o

-3

Sendo G(x, y) um ponto genérico da hipérbole,
temos:
|GF, - GE|=6 =
= [N =07 + (7 =57 ~ Jlx —0F + [y - (-5)F| =6
Ry -5 -y +5P|=6
Essa ja é uma equagdo da hipérbole, porém, se qui-
sermos apresenta-la sem o médulo e os radicais,
agimos do seguinte modo:
Aplicamos a defini¢do de médulo:
[+ (y =57 — X+ (y +57|=6 =
= X+ (-5 —JX2+(y+5 = 46
Isolamos um dos radicais:
X+ (y =52 = +6 + {2 + (y + 57
Quadramos ambos os membros:
2 2
(«x2+(y—5)2) =(J_r6+«x2+(y+5)2> =
= X +y - 10y +25=36+ 12{x* + (y + 5 +
+x*+y* + 10y + 25
Isolamos o radical remanescente:
£124x* + (y + 5 =20y + 36 =
= 3+ (y+52=5y+9
Quadramos ambos 0s membros:
(347 + (y +57) = (5y + 9 =
= 9(x* + y* + 10y + 25) = 25y* + 90y + 81
oo 16y* —9x* — 144 =0

Como a hipérbole é equilatera, a medida 2a do eixo
real é igual a medida 2b do eixo imaginario. Além
disso, a distancia focal 2c é dada por:
2x=FF={2- (-2 +@2-(-2) =442 =

= c=242

Temos, entao:

C=a+b = 22 =a+a

na=2

Seja P(x, y) um ponto qualquer da hipérbole. Por
definicao, temos:

|PF, - PE,| = 2a =

= &= (27 + &~ (-2 - =27 + v - 2| =
=4

2Py 2P - Jx— 22+ (y—2F =
=14 = (x+2°+(y+2?° =

=24+ Jx-2"+(y—27
X2+ (y+ 2 =16£8{x—27+(y -2 +
+x-2+(y-2' >

S X +4Ax+4+y +4y+4=

=16 £ 8Jx -2’ +(y—2) +x* —4x+ 4+

+y -4y +4

Ty -2=tJx-2P+@y -2 =

> x+y—-22=x-27+(y—-2)7

XA Y+ 4+ 2xy —4x — 4y =

=X -4x+4+y -4y+4 =>xy=2

a) Sejam x a velocidade, em metro por segundo, e
y o tempo, em segundo, gasto para percorrer o
trecho de 1.000 m. Por defini¢do, temos:

. _ distancia _ 1.000
velocidade = ——_—— = x=——
tempo y

. xy = 1.000

Logo, as grandezas sdo inversamente propor-

cionais.

1.000

X

b) Do item a, temos que: y =

c) O grafico cartesiano da equagdo obtida noitemb,
parax>0ey>0,é:

y

200

100

510
0

1o 100 200 X

a) O centro da hipérbole é C(0, 2).
Temos:a = A,C =|-3-0|=3
ec=FC=|-5-0/=5
Assim:
c=a?+b = 5=3+D°
.b=4
Logo, como o eixo real é paralelo ao eixo x, a
equacdo reduzida da hipérbole é:
x-0? (-2 v-2°

2
X _
32 2 1779 16
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b) O centro da hipérbole é: c(z, ot 6) - @2,3)

Temos:a=A,C=1-3|=2ec=F,C=[0-3|=3
Assim:

C=a+b0 =3=2+D

s b=45

Logo, como o eixo real é paralelo ao eixo y, a
equacdo reduzida da hipérbole é:

0= - _
22 <~/§>2
V-3 -2

= 2 5 =1

(o] »————0‘0
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
*®

>y

~131--e

Z4 —2/2 -4 + 22 \

d) y

FI
\ 1
3 -1 0

/
>

a) O centro C é o ponto médio do segmento FF,, ou

. 0+0 8+4
seJa,C( ) ):C(O,G).

b) Como P(3, 8) pertence a hipérbole, temos que a
medida a do semieixo real é dada por:
|PF, - PE,| = 2a =
= [JB-op+@—8 —J(3- 07+ (8- 4)|=2a
sB-5l=2a=a=1
Assim, os vértices da hipérbole sdo A,(0, 6 + 1)
e A,(0,6 — 1), ou seja, A,(0, 7) e A,(0, 5).

1A ) FF.
c) A semidisténcia focal c é dada por: ¢ = 122 =2,

e a medida a do semieixo real é 1, conforme
calculamos no item b. Logo, a excentricidade e
é calculada por:

c_2

e=y=7=2

d) I. O centro da hipérbole é C(0, 6).

II. A medida a do semieixo real é 1.

III. A medida b do semieixo imaginario obedece
a equacao: ¢ = a® + b% logo:
22=1"+b" = b=43

IV. O eixo real é paralelo ao eixo Oy.

Assim, por [, 11, IIl e IV, concluimos que a equagao

reduzida da hipérbole é:

y-6° (x-07° .

4 ~ 3 = 1 ou, ainda,
2

-6 -F=1

e) Fazendo y = 0 na equacdo da hipérbole, temos:

2
(0-6f'~% =1=y=1105ouy = —J105

Logo, os pontos de interseccdo da hipérbole com
o eixo das abscissas sao (4105, O) e (—«1105, O).

Temos ¢ = F,C =0 — 6| = 6,

F, = (6 + ¢, 5) = F,(12, 5) e, como a hipérbole passa
pelo ponto (0, 0), temos:

|0 =07 + (5 -0y - J12 -0y + (5 0f|=

=2a = |5-13|=2a

a=4
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Temos, também:

=+ =>6=4+D

s b=25

Logo, como o eixo real é paralelo ao eixo x, a equagdo

reduzida da hipérbole é:

(x-6" (-5 x-6" (-5
N A A R,

I. O centro da hipérbole é C(1, 0).

II. Por ser equilatera, a hipérbole tem o eixo real e
o0 eixo imagindrio com a mesma medida, isto é:
2a=2b > a=b
Como 2c¢ = 8, temos que ¢ = 4 e, portanto:

2 _ 2 2

{4 LR P,

a=>b
III. O eixo real da hipérbole é paralelo ao eixo Oy.
Por I, I e III, concluimos que a equagdo da hipér-
bole é:
G-OF -1
g =

a) Asequacdes das assintotas da hipérbole sao tais
que:
X-y=0= x+y)(x-y)=0
" xXx+y=0oux—-y=0
Logo, as equacoes das assintotassdox +y =0e
x—y=0.

b) Asequagdes das assintotas da hipérbole sdo tais
que:

X o X x_ )2
2 y—0:><2+y)<2 y)—O
X — X _ =
..2+y—00u2 y=0=

=x+2y=00ux—-2y=0
Logo, as equacgodes das assintotas sdo x + 2y = 0
ex—2y=0.

c) Asequagoes das assintotas da hipérbole sdo tais
que:
y  (x-4y
16 9
So(By +4(x—4)By —4(x—-4)=0=>
= 3y+4x—-16=00u3y—4x+16=0
Logo, as equagodes das assintotas sdo
4x+3y—-16=0e4x -3y —-16=0.

=0 = 9°-16(x—4)1’=0

Pela equacdo reduzida, deduzimos que o eixo real
da hipérbole é paralelo ao eixo Ox e que o centro é
o ponto C(0, 0).

Como um dos focos é F,(0, 5), temos que a semidis-
tancia focal c é dada por: c = CF, =5

Com esse valor de ce com o valor da excentricidade,
obtemos a medida a do semieixo real:

e=< = 125= %

na=4

Com os valores a e ¢, obtemos a medida b do se-
mieixo imagindrio:

C=a+b = 52=4+P’

S b=3

Assim, temos a equacgao reduzida:
2 2

x Y

16 9

O grafico dessa hipérbole, juntamente com o retan-
gulo referéncia e as assintotas, é:

y
Moo sl N
| o |
(A, 2 A
—4 (o) a4 X
1 2 |
(I s P

Um angulo agudo formado pelas assintotas é NOP,
cuja medida indicamos por .

No tridngulo NOA,, temos: tg % = %, com o que

calculamos tg a:

@ .3
) A S
tga—ﬁﬁtga—j—T
T (3]

Logo, a tangente de um angulo agudo formado pelas
assintotas da hipérbole é 74

2
a) 4x2—3y2:12:>x—2—y—:1
3 4

b) 5(x -2 -2(y +3*=10 =
x-2° (y+3)
= =

2 5

Q) X -4y’ -6x+5=0=
= (X -6x+9) —4*=0-5+9
X — 2
CEE
d xX*-y -6x+4y+4=0=
= X -6x+9) —(y"-4y+4)=0-4+9-4
=3P - (y-2=1>
S k-3 - (-2 =1
€) 4y - 9x* -8y +18x —41=0 =
S 4y -2y+ 1) -9 —2x+ 1) =

Cx-3) -4y =4 =

=0+41+4-9

LAy -1 -9(x-1)7=36 =
-1 &x-1°
=79 "~ T a ~

Para obter o centro, o semieixo real e o semieixo
imagindrio da hipérbole, escrevemos sua equagéo
na forma reduzida:
9y? — 16x* — 160x — 544 = 0 =
= 9y — 16(x* + 10x + 25) = 0 + 544 — 400

y>  (®+5)

LY - 16k 45 =144 = S - =1
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Assim, a representacao grafica da hipérbole é:
y

a) Inicialmente, representamos a equacgéo na forma

b

reduzida:

4 -9y’ —16x — 20 =0 = 4(x* — 4x) — 9y* =20
LA —4x+4) - 92 =20+ 16 =

= 4(x -2 -9°=36

Dividindo ambos os membros por 36, obtemos
a equagao reduzida:

(x-27 y

5 21

Assim, temos o grafico:

y

/

-~

-1/0

3\

No grafico do item a, o coeficiente angular m,
da assintota r que passa pelos pontos M(—1, 2)
e P(5, —2) é dado por:

2-(=2) _ 2

MmTT1-5 T3
Com esse coeficiente angular e o ponto M(—1, 2),
obtemos a equagao der:

2 2x , 4

y-2=-5 k- (D =y=-F+3
O coeficiente angular m, da assintota s que passa
pelos pontos N(5, 2) e Q(—1, —2) é dado por:
mo2-(2 2

T 5-(-1) 3
Com esse coeficiente angular e o ponto N(5, 2),
obtemos a equagao de s:

2x

2x _ 4
3 3

y—22%-(x—5):>y:

a) A retar passa pelos pontos (0, —2) e (2, 0). A hi-
pérbole # tem centro (3, 0) e eixos real e imagi-
nario de medidas 4 e 2, respectivamente, e focos
F)(3-45,0) e Fi(3 + 45, 0), sendo que o eixo
real esta contido no eixo Ox. Assim, os graficos
de r e ¥ sao:

y

N

A\,

3-V5 71 ’
=

b) Observando o grafico do item a, constatamos que
r e ¥ ndo tém ponto em comum. Essa conclusao
também pode ser obtida pelo sistema:

y=x-2 M
(x-3
4

weO

-y*=1 (1)

Substituindo (I) em (II), obtemos a equagao po-
linomial do 2° grau:

(x -3y
4
cujo discriminante é negativo, com o que se

conclui que o sistema é impossivel.
Logo, r e ¥ ndo tém ponto em comum.

-x-27=1

Por ser equilatera, a hipérbole ¥, geradora do
hiperboloide, tem a medida a do eixo real igual a
medida b do eixo imagindrio. Vamos associar um
sistema cartesiano ao plano dessa hipérbole tal que
o centro C de ¥ coincida com a origem O do sistema
e o eixo real de ¥ esteja contido no eixo Ox, isto é:

Assim, a equacdo de % é dada por:

Y

@ @t

Como o ponto P(a + 2, 6) pertence a ¥, temos:
a+2)y 2

((1—2)—%21 = (a+2)2—36=a2

La+4a+4-36=a"=a=38

A semidistancia focal ¢ pode ser calculada por:
=8 +8 = c=842

Concluimos, entdo, que a distancia VF, é dada por:
VF, = (842 —8)cm = 8(J2 — 1) cm

a)y—-1=0
b)p=3
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c)x—2=0
d) Sendo P(1, y) o ponto procurado, temos:
PF=Pr = (1 -2+ (y — 4) =w
NO% + 12

SNlHy -4 =ly-1 =
S vy - a7 =y 1P

.'.1+y2—8y+16=y2—2y+1:>y=%

Logo, a ordenada do ponto P é %

Seja P(x, y) um ponto da pardbola. Por definicéo,

temos:
Jorx+1-y-2

_ Jﬁ
PF=Pr = J(x — 072+ (y — 4) s 12
- =y -2 s (-4 = (-2

Xy -8y +16=y —dy+4 = X’ —4y+12=0

Seja P(x, y) um ponto da pardbola. Por definicdo,
temos:

. - [tex+1-y-3
PF=PT:>«(X—1)+(y—2) = —- W
_|x+y—3|

X1y - 2y =

=2x—-1+2(y—-2=x+y-—3)?
L2 —4x+2+2y° -8y + 8=
=xX*+y"+9+2Xy —6x — 6y =

> X+y -2xy+2x—-2y+1=0

A diretriz r da pardbola é perpendicular ao eixo
de simetria e. Como o coeficiente angular dee é 1,
concluimos que o coeficiente angular de r é —1.
Assim, a equacdoderédaforma:x+y+k=0,em
que k é uma constante real. Essa constante pode
ser obtida pela definicdo de parabola, pois, como
A pertence a parabola, temos que a distancia d,g,
entre os pontos A e F, é igual a distancia d,,, entre
o ponto A e a diretriz r, isto é:

_2+0+k

— 2 2
dap =dp = N2 -1 +(0-1) i
S 2+kl=2=k=00uk=-4
Analisando cada valor de k, temos:

Para k = 0, a equacgao de diretrizr é x + y = 0,

que nos convém, pois r ndo passa por nenhum

ponto do primeiro quadrante.

Sendo G(x, y) um ponto genérico da pardbola,
devemos ter:

X+
dGF:dGri«J(X_l)z"'(y_l)z:Q
1P+ 17

“ ( (X—1)2+(y—1)2)2=(|xj§y|) =

x? + 2xy + y?
= x2—2x+1+y2—2y+1=#

X4 Y - 2xy—4x—4y+4=0
Parak = —4,aequacdo da diretrizr' éx +y -4 =0,
que ndo convém, pois r’ passa por pontos do pri-
meiro quadrante.

Assim, concluimos que a equagédo da parabola é:
X+y —2xy—4x—-4y+4=0

conicas <. MODERNA

a) O vértice da pardbola é V(-2, 5), e o pardmetro
da pardbola é:p=2-5-1/=8
Logo, a equagdo reduzida da parabola é:
(x—(-2)*=2-8(y - 5) = (x+2)’=16(y - 5)

b) O vértice da parabola é: V(O, _42+ 2 ) =V(0, —1),

e o pardmetro da parébola é:p = [2 — (-4)| = 6
Logo, a equacdo reduzida da parédbola é:
x-07=-2:6(y—(-1) = x*=-12(y + 1)

c) O vértice da parabola é V(1, 6), e o parametro é:
p=2-l-4-1=10
Logo, a equagdo reduzida da pardbola é:
(y—6>=-2-10x—-1) = (y—6)>=-20(x — 1)

a) y
12¢ F
10V d
ol
X
b) y
6 d
3-2/5 v 3+2v5
(I x
20 |
—AT -
F
9

N
=
S
Y

d) y

Y
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O vértice da parabola & é o ponto V(2,5), a diretriz é
paralela ao eixo Oy e a concavidade é voltada para
a direita. Assim, sendo p o pardmetro, temos que a
equacdo de ? é da forma:

(y = 5 = 2p(x - 2)

Como o ponto P(3, 3) pertence a ?, temos:
B-5°=2p3-2) = p=2

Concluimos, entdo, que a equacio da parabola é:
(y—-57=2-2-(x—-2),ouseja,(y— 5 =4(x - 2)

a)y=3x+6x-5=y=3x"+2x)-5
LYy+54+3=3x+2x+1) =

= (c+ 1) = 2(y + )

b)x=y —6y+7 =>x-7+9=y" -6y +9
Sy-3P=x+2
2
9] y:%—x—3:>4y:xz—4x—12
LAy+12+44=X—-4x+4 >
= (x—2°7=4(y+4

a) Inicialmente, representamos a equacdo na forma
reduzida:
y=xX"+2x+5=y-5=x"+2x
LYy-54+41=X+2x+1= x+1)’=y-4
Assim, concluimos que o vértice da pardbola é
o ponto V(-1, 4).

b) Sendo p o parametro, temos que:

2p:1:>p:%

a) Inicialmente, representamos a equagéo na forma
reduzida:

3y’ —-x+9=0=3y’=x-9

1
.'.y2=§-(x—9)

Assim, o vértice de & é V(9, 0) e o parametrop é
dado por:

1 1
2p=§:>p:€

O eixo de simetria de % é horizontal e passa por
V(9, 0); logo, o foco é um ponto da forma F(k, 0).
Como a disténcia do vértice ao foco é metade do
A L _ o, 1 109 .

parémetro, temos que: k =9 + 19 = “1p -Assim,
concluimos que F(%, O).

b) A diretrizr é uma reta vertical; logo, sua equagio
é da forma x = c. Como a distdncia do vérti-

ce V(9, 0) a diretriz r é metade do parametro,

o 1 107 ,_. )
temos que ¢ = 9 — -7 = <7~ Assim, concluimos
que a equagdo da diretriz é x = %

a) A reta r passa pelos pontos (9, 0) e (O, 7%>

Apardbola® tem vértice C(1, —3), pardmetrop = %,

—

5
e foco F(Z’ —3).

Sw

diretriz de equacgao x =

Assim, os graficos de r e ? sdo:

y

_9

4
/—31

b) Os pontos comuns a r e P, se existem, sdo as
solugdes do sistema:
x=9+4y 0]
y+3=x-1 (I
Substituindo (I) em (II), obtemos:
(y+3°’=9+4y-1=y"+2y+1=0
A=22-4-1-1=0

_—2+40 I
Fazendo y = —1 em (I), obtemos x = 5.

Logo,r N & = {(5, —1)}.

Da equacéo x* = 12(y — 4), concluimos que a para-
bola tem concavidade para cima, diretriz paralela
ao eixo x, vértice V(0, 4) e pardmetro p tal que:
2p=12 = p=6

Assim, o foco da pardbola, que estd na mesma reta
vertical que o vértice V e a distancia % = g =
acima de V, é F(0, 7).

Entdo, a distdncia do cometa ao Sol, no momento
em que passar pelo ponto (8, 1), sera:

JB8-02+(1-77=10

Alternativa b.

Uma secgdo plana que contém o eixo de simetria
do paraboloide é um arco de pardbola. Ao plano
que contém esse arco, associamos um sistema
cartesiano, conforme mostra a figura:

y

sF

-2 2 X

A equacido da pardbola que contém esse arco é
x* = 2py, em que p é o pardmetro. Como o pon-
to (2; 0,5) pertence a essa parabola, temos:
22=2p-05=p=4

Logo, o receptor, que se localiza no foco F, dista 2 m
do vértice V.

Nas descrigoes I, II e III, temos as defini¢coes de
circunferéncia, hipérbole e elipse, respectivamente.
Portanto, as associacOes corretas sdo: I — B; Il — A;
I - C

Alternativa d.
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a) Sendo Q(x, y), impomos que QA = 2QO, ou seja:
a3+ -0 =2Jx- 0P +(y - OF =
= XX —6x+9+y =4x" + 4y’
XY+ X =3+ 2x+1)+y=3+1
L+ +y' =4
Logo, uma equagdo do L.G. é: (x + 1) + y* =4
b) A equagdo do item a representa uma circunfe-
réncia de centro C(—1,0) eraioR = 2.
Assim, o grafico do L.G. é:
y

LD,
D

Sendo P(x,y) um ponto genérico do L.G., temos que:

] Xyl
7=6,emqueD=O 0 1]=-3x
0 3 1
Logo:
|_23X|=6:>x=40ux:—4

Concluimos, entdo, que o L.G. é formado pelas retas
verticais de equacgdes: x = 4 e x = —4, cujo grafico é:
y

Sendo P(x, y) um ponto genérico do L.G., temos que:
Jx =072+ (y — 0y
% RN Lu SV i VAl 7z
Jx = 1) + (v - 0’
para (x,y) # (1,0)
Quadrando ambos os membros da equagao, temos:
x-0+(y-0y
=2 = X+y=2[x—-17>+y>
(X_1)2+(y_0)2 = y [( ) y}
X4y —4x+2=0
Essa equacgao parece ser de uma circunferéncia.
Vamos representa-la na forma reduzida para nos
certificar:
X+yY -4x+2=0=xX-4x+4+y'=-2+4
Tx-2P+y' =2
De fato, a equagdo representa uma circunferéncia
de centro C(2, 0) e raio 2. Assim, temos o grafico:
y

N3 DO

Sendo P(x, y) um ponto genérico do L.G., temos que:
Gy = 2y > 222 _ 2(x =57 +(y - 0y

sx—20=2Jx -5+
Quadramos ambos 0s membros:
<|x - 2|)2 = (2 (x-57+ y2>2 =
= X’ —4x+ 4 =4(x* - 10x + 25 + y?)
©3x% + 4y’ - 36x+96 =0
Escrevemos essa equacao na forma reduzida:
3(x* — 12x + 36) + 4y* = 108 — 96 =
= 3(x—-6°+4y*=12
2 2

(x 46) . y? _
Concluimos, entdo, que o L.G. é uma elipse.
Alternativa c.

a) ® Seja Q(x, y) um ponto genérico do plano car-
tesiano.
Impomos que dg, = dq, Ou seja:
[1-x+2-y-3] [1-x+2-y+5
12+ 22 12+ 22
= |x+2y -3|=|x+2y +5
Como x + 2y — 3 # x + 2y + 5, quaisquer que
sejamxey,temos:x+2y —3=-x-2y -5
x+2y+1=0
Portanto, uma equagdo doL.G.é&:x +2y +1=0

b) Representando no plano cartesiano as retasr, s
e 0 L.G. do item a, temos:

y

|
o
|
o
_/ | w,

<Y

o/ N

/w/

S

a) A circunferéncia \ tem raio 4 e centro C(0, 0).
Como a corda tem medida 6, sendo M o ponto
médio dessa corda, temos:

(&

Pelo teorema de Pitagoras, temos:
(MC)? + 32 =42 = MC =7

Assim, a distancia dos pontos médios M(x, y) das
cordas de medida 6 ao centro C(0, 0) da circun-
feréncia \ é J7. Temos, entdo:
NE—0+(y—-07 =47 = +y* =7

Logo,aequacdo doL.G. & xX* +y* =7
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b) AequacdodoL.G.representa uma circunferéncia
de centro (0,0) e raio 47, e a circunferéncia A tem
centro (0, 0) e raio 4. Assim:

R
-

Como a area lateral A; do cone é dada por: A, = niRg,
temos:

nRg = 48n = Rg = 48

Logo, as medidas R e g s@o inversamente proporcio-
nais. Assim, de acordo com o exercicio proposto 21,
o L.G. dos pontos P(R, g) é um arco de hipérbole. A
representacao grafica desse L.G. é:

g

164---1

124---4-h

(6] 34 R

Alternativa b.

Exercicios técnicos

a) Sendo G(x,y) um ponto genérico da elipse, temos:
GF, + GF, =2 =
S Jx-0P+(y -0 +x -1+ @y -17=2
AR Y -1 (y -1 =2
Essa ja é uma equacao da elipse, porém, se qui-
sermos apresentd-la sem os radicais, agimos do
seguinte modo:
Isolamos um dos radicais:
=1 +(y - 17 =2 - & + ¥
Quadramos ambos 0os membros:
(o017 =~ ey =
5> -1+ -1 =4-4X+yY + X+ Y
X -2+ 1+yY -2y+1=
=4 -4 +y  +xX+y

Isolamos o radical remanescente:

A +y? =242x+2y = 2 +y* =1+x+y
Quadramos ambos os membros, obtendo:

4 +y)=(1+x+y)’ =

= 4 +4y =1+ 22+ y* +2x + 2y + 2xy
L343y —2xy—2x—2y—1=0

b) Para determinar os pontos de interseccdo da
elipse com o eixo Ox, fazemos y = 0 na equacgao

3x> + 3y’ — 2xy — 2x — 2y — 1 = 0, obtendo:
¥ -2x-1=0= leouxz—%
Logo, a elipse intercepta o eixo das abscissas nos

pontos (1,0) e (— %, 0).

c) Para determinar os pontos de intersec¢dao da
elipse com o eixo Oy, fazemos x = 0 na equacao

3x* 4+ 3y* — 2xy — 2x — 2y — 1 = 0, obtendo:
3y’ -2y—-1=0 :yzlouy:—%
Logo, a elipse intercepta o eixo das ordenadas

nos pontos (0, 1) e (O, —%)

A disténcia focal é dada por:
2c=FF,=J2-02+(2-4) =22+ (-27 =242
Como o eixo menor mede 2b = 4 e lembrando que
a* = b + ¢, temos:

2 2
azz(%) +(¥) =>a=4+2

~a=46

Sendo P(x, y) um ponto da elipse, temos:
PF, + PF, =26 = J(x -2 + (y — 2 +
P-4 =246

LA 2P+ (- 22 =246 — X2+ (y—4)? =
= Wx-—27+y-27) =

= (246 - @+ v - 27)
Cx-2P+(y-27°=

=24 -406(+(y -4 +X+(y—4)7° =
> X -4x+4+y —4y+4=

=24 -4J6(x*+(y—-4") +xX*+y* -8y + 16
LANB(X (Y —4)Y)=32+4x—4y =

=S 6(X+(y—4)=08+x-y)

s 6X° + 6y> — 48y + 96 =
=x*+y’+16x — 16y — 2xy + 64 =

= 5%’ +5y° —16x — 32y + 2xy + 32 =0

a) O centro da elipse é: C<6, %) = C(6, 7),
0 semieixo menor mede: b = 9 — 6 = 3, e 0
semieixo maior é paralelo ao eixo Oy e mede:
a =13 — 7 = 6.Logo, a equagdo reduzida da elipse
é dada por:

-6 -7

32 2 =1=
x-6° (-7
=9 *t73 1
b) O centrodaelipse é: C(%, 0) = C(5,0), 0 semieixo
maior é paralelo ao eixo Ox e mede: a = % =5e

o semieixo menor mede: b = 4. Logo, a equacao
reduzida da elipse é dada por:

C-5 GO koS

52 e =2 T
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Como a distancia entre o foco F,, e o vértice mais
préoximo dele é 3 — 0 = 3, a distancia entre o outro
foco e o outro vértice também é 3. Logo, o eixo
maior mede: 2a =7 — 0 + 3 = 10, ou seja,a = 5, e
a disténcia focal é: 2c =7 — 3 =4,istoé,c = 2. A
excentricidade da elipse é, entdo:

e _2

e:E:§

Por defini¢ao, temos:

PF, + PF, = 2a = \/<1—52 - 0)2 +0 - (1) +

+\/(%—o)z+(o—7)2=2a

. 144 144 _ _ 13 , 37
N +1+ 25 +49—2a:>2a—5+5
a=5

Além disso, temos 2c = 7 — (—=1) = 8, ou seja, c = 4

e, portanto:

a?=b+c = 5=b+4

S b=3

Logo, a equagao reduzida da elipse, de centro
0-0 -1+7

4—7ﬁ 2

eixo Oy, é dada por:

(-0 -3

e =R

) = C(0, 3) e eixo maior paralelo ao

2
=1 G +—m—=1

Graficamente, temos:

-1 1 X

Assim, os semieixos maior e menor medem a = 2
e b = 1, respectivamente. A semidisténcia focal ¢
é dada por:

A=22-12=c=43

A excentricidade e é dada por:

c_A3
a 2
Alternativa e.

a) 16X + 9y’ +64x — 54y +1=0 =
= 16(x*+4x+4) +9(y* — 6y + 9) =
=0-1+64+81
S 16(x + 22 + 9(y — 3)* = 144 =
(2P -3
5 " 16
b) X +9y’ —4x - 18y —23=0 = (x* —4x + 4) +
+9(y*—2y+1)=0+23+4+9
Tx—-22+9(y-17=36 =
k=2 (-1
=73 4
Q) 3x°+5°-12x-3=0 =
= 3x —4x+4)+5°=0+3+12

=1

X_22 2
'.3(x—2)2+5y2=15:( g ) +y?=1
2 2
2 2 _ x Y _
d) 9x +4y—1:l T 1
9 4
o XY X Y
e) 3’ +5y°=2 = >t —1..g+;—1
3 5

Escrevendo a equacgao da elipse em sua forma re-
duzida, temos:

x — 2) + 1)
25(x -2 +16(y+1)°=1 = ( 1 ) + v 1 ) =1
25 16
Assim, @’ = —=, 1’ = = e portanto:
’ 16’ 257 ’

2 _ 1,2 2 1 _1 2
a’=b"+c =>qg=;m ¢

L3

’ 20
Dessa forma, a excentricidade da elipse é dada por:

3

e _20_3

Ta 5

1
4

13
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Inicialmente, representamos a equagao na forma
reduzida:

25%* + 9y° — 90y =0 = 25%° + 9(y* — 10y + 25) = 225
258 + 9(y — 5)° = 225

Dividindo ambos os membros por 225, obtemos a
equacao reduzida:

¥ -5

ERE
Assim, o centro da elipse é o ponto C(0, 5), a medi-
da a do semieixo maior é 5, a medida b do semieixo
menor é 3.

A semidistancia focal ¢ é dada pela equacao
a® = b* + % logo, 5 = 3° + ¢ portanto, ¢ = 4.

Os focos sdo os pontos (0,5 — 4) e (0, 5 + 4), ou seja,
(0,1) e (0, 9).

Alternativa e.

Inicialmente, vamos obter uma equagao que rela-
cione apenas as variaveis x e y; para isso, devemos
eliminar o parametro t:
x—2

3
y+l=sent

{x=2+3cost =cost

y=-1+sent

Quadramos ambos os membros de cada equacao,
obtendo:

(x -2y
9
(y + 1)’ =sen’t

=cos’t

Adicionando membro a membro, chegamos, final-
mente, a uma equagao nas variaveis x e y:
(x -2y
9
(x -2y
9
Assim, observamos que a equagdo representa
uma elipse de centro C(2, —1), cujas medidas dos
semieixos maior e menor sao 3 e 1, respectiva-
mente, com o eixo maior horizontal. Logo, o grafico
pedido é:

+(y+ 1)’ =cos’t +sen’t =

= +y+1=1

A equacao representa uma elipse de centro C(0, 0)
com eixo maior horizontal. A medida a do semiei-
xo maior dessa elipse é 5; a medida b do semieixo
menor é 3; e a semidistincia focal ¢ é dada por:
52 = 3% + % logo, ¢ = 4.

Deduzimos, entdo, que os focos da elipse sao os
pontos (0 + 4, 0) e (0 — 4, 0), ou seja (4, 0) e (—4, 0).
Assim, a area A do tridngulo PF,F, é dada por:

|D| 2 -8 1
AZT,emqueD: 4 0 1 =64
-4 01
Logo:
|64l
A—T—32

Alternativa d.

As interseccOes entre a circunferéncia e a elipse
sdo solugdo do sistema:

2422
ey 3 +3y° =3 ()
x>,y = 1942 2

?4_7:1 2x* +3y*=6 (Il

Subtraindo, membro a membro, (1) e (II), temos:
¥=-3=2xER
Logo, A\ N ¢ = .

a) Todo ponto de intersecgdo entre a reta e a elipse,
se existe, é solucdo do sistema:
y=2x+1 (1)
x—-3" ¥

st =1 @

Substituindo a equagédo (I) na equagdo (II), ob-

temos:

x-3" (@2x+1y
5 "z

= 4(x — 32+ 9(2x + 1)> = 36

L 4x’ — 24x + 36 + 36x* + 36x + 9 =36 =

= 40x°+12x+9=0

S AxER

Logo,r N € = .

=1 =

Como a reta e a elipse tém um Unico ponto em co-
mum, deduzimos que o sistema formado por suas
equacdes tem uma Unica solucdo. Discutindo esse
sistema, temos:

y=ax+1 (I
X +4y’=1 (1)

Substituimos (I) em (II), obtendo:

X +4ax+1)’=1= x*+4@x+2ax+1) =1
SxX(1+4a®) +8ax+3=0 (Il

O sistema acima tera uma Unica solucdo se, e
somente se, o discriminante da equacao (III) for
nulo, isto é:

(B2 —4-(1+4a)3=0= a’=3
Logo:8a2=8~%=6

Indicando por m o coeficiente angular da reta, temos
que sua equagao é da forma:y — 0 = m(x — 3), ou
seja,y = mx — 3m. Como essa reta e a elipse tém um
Unico ponto em comum, deduzimos que o sistema
formado por suas equagdes tem uma Unica solugéo.
Discutindo esse sistema, temos:
y=mx-3m ()
2
y

2 — =
X+g=1 ()

Substituimos (I) em (II), obtendo:
mx — 3m)?

X2+ Q =1 =

9
= (9+m)xX*-6m’x+9m’—-9=0 (I
O sistema acima tera uma uUnica solucdo se, e
somente se, o discriminante da equagao (III) for
nulo, isto é:

(~6m)” — 49 + m)(Om’ — 9) = 0 = m’ = 22
m— i¥

14



'MODERNA!
PLUS

Resolucdes

MATEMATICA 3

PAIVA

m Geometria analitica: conicas

15

MODERNA

Esbocando o grafico, constatamos que o coeficiente

. 342
angular da reta deve ser negativo; logo, m = —T‘F.
y
3
P
-1 % 1 x
-3

Alternativa e.

Sendo ¢ uma elipse de focos F, e F, e eixo maior de
medida 2a, temos que:
Um ponto L pertence a ¢ se, e somente se,
LF, + LF, = 2a.
Um ponto M é interior a ¢ se, e somente se,
MF, + MF, < 2a.
Um ponto N é exterior a ¢ se, e somente se,
NF, + NF, > 2a.
Assim, para responder as perguntas, vamos calcular
a medida 2a do eixo maior da elipse em questdo.
Como P(0, 3) pertence a elipse de focos Fy(—4, 0) e
F,(4, 0), temos que:
PF, + PF, = 2a =

= J0-(-49P +(3-07 +4(0—-42+(3-0) =2a
. 2a =10
Vejamos, entdo, qual é a posicdo de cada um dos
pontos Q(0, —3) e T(%, 1?3) em relacdo a elipse em
questao:

QF; + QF, = [0 — +(-3-07+

+J(0 -4y + (—3—0) =10

Logo, Q(0, —3) pertence a elipse.

o Jg-cal (B9

5 > (13 > Ja901 = 901
+\]<5_4>+<T_0)‘ 0 " 10

Observamos que:

J4.901 > 70, pois 70% = 4.900
e

{901 > 30, pois 30° = 900
Assim, deduzimos que:

J4.901 J901
10 + T >7+3

Logo, TF, + TF, > 10, e concluimos que o ponto T
é exterior a elipse em questdo.

A)

Seja P(x, y) um ponto qualquer da hipérbole. Por
definicdo, temos:
|PF, — PF2|= 2a =

= Nx -1+ -0 ~x -7+ y - 37| =1
" J(x—1) +y? —J( W+y-3°==+1=
:>«(x71)+y2:i1 -1+ (-3
Tx-1D+y =
=142 x-1P+@F -3 +Ex-1*+(y-3° =
>y =122 x-1P2+@F -3 +y*—6y+9
Isolamos o radical remanescente:
124(x -1 +(y -3’ =10 -6y =
= tJx—17+(y -3 =5-3y
Quadrando ambos os membros:
(=1 +(y—-3)"=(5-3y)
= xX*—-2x+1+y —6y+9=25-30y+ 9y’
X -8y —2x+24y—-15=0

A disténcia focal da hipérbole é dada por:
20=FF,=J2-02+(0-4?=2J5 = c=45
Além disso, 2b = 2, ou seja, b = 1. Temos, entdo:
C=a+b = (5 =a’+1°

La=2

Dessa forma, a medida do eixo real é 2a = 4. Assim,
sendo P(x, y) um ponto da hipérbole, temos:

|PF, — PF)| = 2a =

= [ =27+ /= 07 — Jx 07 + (/ — 4| =

. «](}(—2)2-~-y2 —sz+(y—4)2 =+4 =

= Jx -2 +y? =24+ X+ (y - 4)
-2+ Yy =16 £8YX% + (y — 4} +
+X+(y-4) =2 —4x+4+y =
=16+8X’+(y -4’ +xX+y* -8y + 16

L2y —x—7 =22+ (y—- 4 =

= 4y° + x>+ 49 — 4xy — 28y + 14x =

=4(x* + y* — 8y + 16)

3% +4xy —14x— 4y +15=0

a) Como a area lateral A; do cilindro é dada por
A, = 2nRH, temos:
2nRH = 2n = RH =1
Logo, as medidas R e H sdo inversamente propor-
cionais. Assim, de acordo com o exercicio propos-
to 21, o L.G. dos pontos P(R, H) é o ramo de uma
hipérbole. A representacdo grafica desse L.G. é:

R

21--o

11—t

Tl

2 ! ! !
11 2 H
2

b) Sendo k uma constante real ndo nula, temos que
o grafico de toda equacdo do tipo xy = k é uma
hipérbole equiladtera, com o centro na origem
O do sistema de eixos, cujas assintotas sdo os
eixos coordenados (veja o exercicio proposto 21).
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Se k > 0, entdo o eixo real da hipérbole esta
contido na bissetriz dos quadrantes impares; se
k < 0, entdo o eixo real esta contido na bissetriz
dos quadrantes pares.

Assim, a equagdo RH = 1 tem como grafico o
ramo do primeiro quadrante da hipérbole # de
equacdo xy = 1. Os vértices de ¥ sdo os pon-
tos A,(—1, —1) e A,(1, 1); logo, as medidas 2a e 2b
dos eixos real e imaginario, respectivamente, sdo
dadas por 2a = 2b = A,A, = 242. Como a semi-
distancia focal ¢ satisfaz a equagéo > = a’ + b?,
temos que: ¢ = (42)° + (§2)°, ou seja, ¢ = 2.
Qualquer um dos focos de % pertence a bissetriz
dos quadrantes impares; logo, eles sdo da forma
F(a, a), com a € R. Assim, temos:

FO=c= Jla—-0+(@a—-07>=2

20 =25a°=2

La=+42

Concluimos, entdo, que os focos de ¥ sdo os
pontos F1(J§, «E) e F(—2, —«/5).
a) O centro da hipérbole é C(0, 0).

Temos:a = A,C=[3-0|=3e
c=FC=[5-0/=5

Assim:
C=a’+b =5 =3+D°
S.b=4
Logo, como o eixo real é paralelo ao eixo x, a
equacdo reduzida da hipérbole é:
(x-07 (-0y Y
_ =1=-Z_=1
32 4? 9 16
- . 1+7)
b) O centro da hipérbole é: C(f3, 5 ) =C(-3,4)
Temos:a=A,C=[5-4/=1e
c=FC=7-4/=3
Assim:
C=a+b = 3=1+D
S b=242
Logo, como o eixo real é paralelo ao eixo y, a
equacdo reduzida da hipérbole é:
v-4 &3 :
2 - :
B (242)° ; Dados F;(—2, —3), Ay(—2, 1) e C(~2, 0), temos:
(x+3) : AC=a=l1-0=a..a=1
Y\ Y — : 2
=09 g ! FC=c=|-3-0/=c..c=3
a) y Como e = %, entaoe = 3.
Temos 2¢ = F,F, =|-5 — 5| = 10, isto é,c = 5; e, como
3l F a hipérbole passa pelo ponto <4, 2—5), temos:
\Z 20 .\ 20 ?
s o] oo -]
Nt \/( 0p+(F-5) —\Ja-0r+(F-(-5)
- 1337
- C § =2a = ‘ 3 3 ‘ =2a
X a=4
—12 Temos, ainda:
P C=a+b0 =5=4+D
13 b=3

Logo, como o eixo real é paralelo ao eixo y, a equagdo
reduzida da hipérbole é:
y-0 -0 y 2
- =l=s--5=1
42 32 16 9
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a) Asequacgdes das assintotas da hipérbole sdo tais

que:
2 2
F 0o a3 =0

- (2x+ 43y)(2x - 3y)=0 =
= 2x+J3y=00u2x—-J3y=0
Logo, as equagodes das assintotas sdo:
2x+3y=0e2x—J3y=0

b) Asequacdes das assintotas da hipérbole sdo tais
que:
v-5F (-6

9 4

= 4y-5°-9(x-6°=0
T2y -5 +3x-6)2(y—-5 -3x-6)=0=
= 2y +3x—28=00u2y—3x+8=0
Logo, as equagodes das assintotas sdo:
3x+2y—28=0e3x—-2y—8=0

=0 =

O centro C da hipérbole é o ponto comum as assin-
totas; logo, C é a solugdo do sistema:

=2x
J&:—zx+12 = x=3ey=6

Temos, portanto, que C(3, 6).

Como o eixo real é horizontal e mede 4 unidades,
temos que os vértices de ¥ sdo os pontos A,(3 — 2, 6)
e Ay(3 + 2,6), ou seja, A (1, 6) e A,(5, 6).

As retas perpendiculares ao eixo real que passam
por A, e A, encontram as assintotas nos vértices
do retangulo referéncia. Como a reta vertical que
passa por A, tem equagao x = 5, temos que um lado
vertical do retdngulo referéncia de ¥ tem como
extremos as solugoes dos sistemas:

x=5 Xx=5
y:2xe y=-2x+12

Logo, esses extremos sdo os pontos M(5, 10) e N(5, 2),
com o que deduzimos que a medida 2b do eixo
imagindrio é dada por:

2b=MN=J5-5°+(10-2° =8
Concluimos, entdo, que a equacdo reduzida da
hipérbole é:

(-3 (-6

22 42

(-3 (-6
4 16

= 1, ou seja,
=1

a)3x* -2y -8y -14=0=

= 32— 2y’ +4y+4)=0+14 — 8

2

.‘.3x2—2(y+2)2:6z>x72—(y22) =1
b) X -2y’ +2x+4y-5=0 =

> @@+2x+1) -2y’ -2y+1)=0+5+1-2
LD -2y-17=4 =

x+17 (-1
-4 T2
¢ 3y’ —5x*+ 12y +40x - 83 =0 =
= 3(y"+4y +4) - 5(x* — 8x + 16) =
=0+83+12-80
L3(y+2°-5x—-4)7=15 =

G+2 x-4°

5 3

=1

= =1

Y X
2 _ 2 _ Z_ _ 2 _
d) 4y’ — 8x 1:l T 1
4 8
—1)?
e)(x+2)2—9(y—1)2=1:(x+2)2—(y1)=1
9

Representando a equacgao de ¥ na forma reduzida,
temos:
X -4y’ +8y-8=0= %X -4y’ -2y+1)=8-4
X -4y -17°=4
Dividindo por 4 ambos os membros, chegamos a
equagao reduzida:

2

Toh-y=1

Assim, respondemos aos itens, temos:

a) F, pois, pela equacgdo reduzida, deduzimos que
a’=4eb’>=1,0useja,a=2eb = 1;logo, 0 eixo
real mede 4 e o eixo imagindario mede 2.

b) F, pois, atribuindo o valor 0 para x e o valor 0
para y na equagéo x” — 4y’ + 8y — 8 = 0, obtemos
uma sentenca falsa; observe:
0°-4-0°+8-0-8=0

c) V, conforme se observa na equacao reduzida.

d) V, pois, a semidistancia focal pode ser obtida da
equacédo ¢ = 2?2 + 12, de onde deduzimos que
¢ = 5. Logo, a distancia focal é 25.

e) F, pois, a excentricidade é calculada por

c A5

a 2"
f) V, conforme a justificativa do item a.

a) Representando a equagdo de % na forma redu-
zida, temos:
X-6x—9’=0= (X*—-6x+9)—9y*=9
L (x—-32-9°=9
Dividindo por 9 ambos os membros, chegamos
a equacio reduzida:
(x = 37
9
Assim, deduzimos que:
o centro de ¥ é o ponto C(3, 0);
o eixo real é horizontal;
as medidas a e b do eixo semieixo real e do
semieixo imagindrio, respectivamente, sdo
tais que a®> =9e b’ =1,ouseja,a=3eb=1;
a semidistancia focal ¢ pode ser obtida pela
equacdo ¢® = 3% + 1% logo, ¢ = 10.
Concluimos, entdo, que os focos de ¥ s@o os
pontos P1(3 - 10, O) e F2<3 + 410, O).

,y2:1
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c) No grafico do item b, o coeficiente angular m,
da assintota r que passa pelos pontos Q(0, —1) e
N(6, 1) é dado por:
mo—l-1_1

’ 0-6 3
Com esse coeficiente angular e o ponto Q(0, —1),
obtemos a equacgdo der:

Y- (=g k-0 =y=g-1

No gréafico do item b, o coeficiente angular m,
da assintota s que passa pelos pontos M(0, 1) e
P(6, —1) é dado por:

-1-1__1
6-0 3
Com esse coeficiente angular e o ponto M(0, 1),
obtemos a equagao de s:

ms =

=1 x- - _X
y-1=-3 x-0 =y 3t 1
a) Todo ponto de interseccdo entre a reta e a hipér-

bole, se existe, é solucdo do sistema:

X—-2y-2=0 x=2y+2 ()
X =1x
g—y2=1 T =1 (1)

Substituindo a equacao (I) na equagao (II), ob-

temos:

(2y + 2y
8

LY -2y+1=0=2y=1

Da equagdo (I): paray = 1, temos x = 4.

Logo, r N ¥ = {(4, 1)}.

-y =1l=y+2y+1-2y°=2

b) Todo ponto de interseccao entre a reta e a hipér-
bole, se existe, é solucdo do sistema:
x+y—-2=0 xX=-y+2 1))
2 2
, -1 _ o=y, -1

X -—7 =1 X -—7 =1 (1)

Substituindo a equagéo (I) na equacao (II), ob-
temos:

(*y+2)27(y;1)2=1:>

=4y’ -16y+16 -y’ +2y—1=4
L3 -14y+11=0=y=1louy=1
Da equagcao (I):

Paray =1, temos x = 1,

Paray = %, temos x = f%.

Logo,r N ¥ = {(1, 1), (— %, 1—31)}

Seja P(x, y) um ponto da pardbola. Por definicéo,
temos:

( )2 v )2 |1-x+0-y—1|
PF=Pr= Jx—-5+{y—-2) =——77——
J12+ 02

x-Sy -2 =lx—1 =

(= SP (y - 27 = (x— 1)

X -1X+ 254+ Y -4y +4=xX-2x+1=
=y -8 —-4y+28=0

A diretriz s da parabola é perpendicular ao eixo
de simetria r; logo, a equacgdo de s é da forma
3x + 4y + k = 0, para um determinado valor real
de k. Como o pardmetro da parabola é a distancia do
foco a diretriz, obtemos o valor de k por meio da
seguinte equagao:
3-4+4-0+k
V3% + 42
S k=0ouk=-12
Assim, temos que s tem equacdo 3x + 4y = 0 ou
3x+4y—12=0.
Para obter a equacgdo da pardbola com eixo de
simetria s: 3x + 4y = 0, consideramos um ponto
genérico G(x, y) e aplicamos a definigdo:

=24 = 12+kl=12

dpr = dps = (X — 4+ (y — 0) :M
PF Ps m
|3x + 4y|
(X - 4)2 + yz = 5
Quadramos ambos os membros, obtendo:

2 [3x+ 4y )2

(=2 +y) = (T
9x? + 24xy + 16y>

25
2. 16x* + 9y® — 24xy — 200x + 400 = 0
Para obtermos a equacgao da pardbola com eixo
de simetria s: 3x + 4y — 12 = 0, consideramos um
ponto genérico P(x, y) e aplicamos a definicdo:

= x—4)>+y’ =

g R [3x + 4y — 12|
= s = (X — =+ — =
T 32 4 42
3% + 4y — 12|
(x—4f+y =——c——

Quadramos ambos os membros, obtendo:
2
(ar ) - (=)
(3x + 4y — 12)°
25

. 16X + 9y? — 24xy — 128x + 96y + 256 = 0
Concluimos, entdo, que ha duas parabolas possiveis
nas condic¢des enunciadas. Suas equagoes sao:
16x* + 9y* — 24xy — 200x + 400 =0 e
16x* + 9y° — 24xy — 128x + 96y + 256 =0

= x—4P+y =

a) O vértice da pardbola é o ponto V(5, 4).
A distancia do foco F a diretriz r é o pardmetro p.
Como a distancia do vértice a diretriz é metade

do pardmetro, temos: Vr = % = [5-3|= g

Sp=4
A diretriz é paralela ao eixo Oy e a concavidade
da parabola é voltada para o sentido positivo do
eixo Ox (voltada para direita). Assim, identifica-
mos o 3° caso; logo, a equagdo da reduzida da
parébola é:
(y—4P?=2-4(x—-5) = (y—4)*=8x-05)

b) O vértice da parabola é o ponto V(0, 0)
A distancia do foco F a diretriz r é o pardmetro p.
Como a distancia do vértice a diretriz é metade

do parametro, temos: Vr = % =lo-2[= g

Sp=4
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A diretriz é paralela ao eixo Oy e a concavidade ! c) d y
da parébola é voltada para o sentido negativodo  :
eixo Ox (voltada para a esquerda). Assim identi-
ficamos o 4° caso; logo, a equagdo da pardbola é:
(y — 0> = —8(x — 0), ou seja, y* = —8x.

c) O vértice da parabola é o ponto V(0, 0).
A distancia do foco F a diretriz r é o parametro p.

Como a distancia do vértice a diretriz é metade : F v

R p P -5 N 2 0«
do parametro, temos: Vr = = = lo-(-3)|= 3 i 7
S.p=6 : 2

A diretriz é paralela ao eixo Ox e a concavidade
da parabola é voltada para o sentido positivo do
eixo Oy (voltada para cima). Assim, identificamos
0 1° caso; logo, a equacdo da reduzida da para-

bola é: 5
x—-0°=2:6(y-0) = x*=12y d) y
d) O vértice da parabola é V(8, —10). d
A distancia do foco F a diretriz r é o pardmetrop.
Como a distancia do vértice a diretriz é metade
do pardmetro, temos:
Vr=g = |—10—(—6)|=§ =p=38
A diretriz é paralela ao eixo Ox e a concavidade 21
da parabola é voltada para o sentido negativo 5
do eixo Oy (voltada para baixo). Assim, identifi- % F
camos o 2° caso; logo, a equacgdo da reduzida da Ver—=----------- ‘
parébola é: AL 1
(x—87=-2-8[y - (-10)] = ; AN ‘ .
= (x - 8)2 = —16(y + 10) -2 1 ) 8 X
: 300
a) y
1 d
vV
0 X
—-1¢F
O vértice da parabola é V(3, 0). Assim, sendo p seu
parametro, sua equacdo reduzida é:
(y =07 =-2px-3) = y' = -2p(x - 3)
Como o ponto (0, 6) pertence a parabola, subs-
tituindo as variaveis x e y da equagéo por O e 6,
respectivamente, temos:
6°=—2p(0 —3) = —2p = —12
Logo, a equagdo reduzida da parabola é:
b) v y*=—-12(x - 3)
34

a)x=2y°+2y—1=x+1=2(y"+y)

2 . 1 (s, 1
: ..x+1+2—2<y +y+4):>

1 2
| = (y+3) =33

b)y=x2+3x:>y+%=x2+3x+%

. <x+%)z=y+%
Qy=-3+6x+4=>y—-4=-30x—-2x

Ly—4-3=-3-2x+1) =

= @-1=-2(y-7)
d)x=1-y =y =-1x-1)
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Para encontrar o vértice da parabola, escrevemos
sua equacgdo na forma reduzida:

x=y"+6y+5=x-5=y"+6y
LX—5+9=y"+6y+9 = (y+3)P=x+4
Logo, temos V(—4, —3).

a)

b)

b)

Todo ponto de interseccdo da reta s com a para-
bola ?, se existe, é solucdo do sistema:
S5x+y—-22=0 y=22-5x ()

x> =3(y — 4) X2=3(y-4) ()

Substituindo (I) em (II), obtemos:
x*=3(22 - 5x — 4) = x> =54 — 15x
“x*+15x—54=0 = x=-180oux=3
Da equacao (I):

Para x = —18, temos y = 112;

Parax = 3,temosy = 7.
Logo,s N ® ={(3,7), (—18, 112)}.
Todo ponto de interseccdo da reta s com a para-
bola #, se existe, é solugdo do sistema:

x—4=0 x=4
x-5P=—2@y+1)  |x—52=-2(y+1)
Substituindo (I) em (II), obtemos:
@-5°=-2(y+1)=y= —%

Logo,s N & = {(4, —%)}

Todo ponto de interseccdo entre a reta s e a
parabola @, se existe, é solucdo do sistema:

x—-y=0 X=y 0]
yi=-3(x+2)  |y*=-3kx+2) (1)

Substituindo (I) em (II), obtemos:
y’=-3(y+2)=y"+3y+6=0= 3yER
Logo,s N ¥ = .

Fazendo y = 0 na equagao de %, temos:
0=-4x*+8x+12 => x=-1oux=3

Assim, supondo que A tenha a abscissa menor
que B, concluimos que A(—-1, 0) e B(3, 0).

O vértice V da pardbola pode ser obtido repre-
sentando-se a equagao na forma reduzida:
y=—-4x"+8x+12 = y— 12 = —4x* + 8x
Ly—12-4= -4 -2x+1) =
=y-16=-4(x—-1)
-1 = —+-(y - 16)

Logo, V(1, 16).

O ponto C é uma das solugdes do sistema

y=3x+6
2 =
y=—4x"+8x +12
= (x=2ey=12)ou<x=—%ey=%)
Logo, C(2, 12).

Admitindo que a area S pedida seja a do quadri-
latero convexo determinado por esses pontos,
podemos calcula-la como a soma da area Sy, do
tridngulo AVC, com a area S,¢;, do tridngulo ACB,
como ilustra a figura a seguir:

y
v
1671 -
1211z C
S‘AVC \'
S
A B
10| 1 2 3 x
A area S,y é dada por:
ID el -1 0 1
AVC
Save = — emque Dye=|1 16 1j=-24
2 12 1
—-24
Logo, Savc = % =12.
A area S,¢; é dada por:
|D | -1 0 1
ACB
Sacs = 5 ,emqueDy=| 2 12 1|=-48
3 0 1
—48
Logo, Sacs = |2—| = 24.

Concluimos, entdo, que:
S=Suc+Sus = S=12+24=136

I. Temos que E é uma elipse de focos F, (— 3, 0) e
Fz(@, O), em que a medida 2a do eixo real é 4.
Assim, deduzimos que:

o eixo real de E é horizontal, pois contém o
segmento EF,, que é horizontal;

o centro da elipse é o ponto C(0, 0), pois é o
ponto médio do segmento FF,;

a distancia focal 2c é dada por: 2c = F,F, =243;
a medida b do semieixo real é dada por:
b + (J3)" = 2% portanto, b = 1.

Assim, temos a equacao reduzida da elipse E:

2
X 2
4+y 1

II. Os pontos de interseccédo de E com o eixo Oy sdo

obtidos atribuindo-se o valor zero a variavel x
da equacdo da elipse, isto é:
2

—_— 2 — =
s 1=y=+1

Logo, a elipse intercepta o eixo das ordenadas
nos pontos V(0, 1) e U(0, —1), com o que dedu-
zimos que a parabola C tem vértice V(0, 1). Pelo
fato de C ter o eixo de simetria vertical e a conca-
vidade voltada para baixo, temos que sua equa-
¢éo reduzida é da forma (x — 0)> = —2p(y — 1),
em que p é o pardmetro da parabola.
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Como Pz(@, O) pertence a C, obtemos o valor
de p:

N|w

(3 -0f'=-2p0-1) = p=

Portanto, a equagéo de C é: x> = —3(y — 1)
III. Os pontos de interseccao entre E e C sdo as
solugdes do sistema:
X o
7 Ty = 1
¥ =-3(y—-1)

e
x=——ey=-gloulx=-——ey=—7

Concluimos, entdo, que os pontos de intersec-
cao deE e Csao:

E e

= (x=0ey=1)ou

2 4 2’ 4

A reta e a pardbola terdo exatamente dois pontos
distintos em comum se, e somente se, o sistema de
equacOes abaixo tiver exatamente duas solugoes
distintas.

cy=x ([

X +4y=-1 (1)

Substituindo (I) em (II), obtemos:

()P +4y=-1= Yy’ +4y+1=0 (Il

Parac = 0, areta e a pardbola terdo um Gnico ponto
em comum; logo, esse valor de ¢ ndo nos convém.
Para c # 0, a reta e a parabola terdo dois pontos dis-
tintos em comum se, e somente se, o discriminante
da equacdo (I1I) for positivo, isto é:

16 -4°>0 = —2<c<2

Alternativa b.

Os pontos comuns a parabola e a reta sdo as solu-
¢oes do sistema:

y?=12(x — 3)

2X_},_620:>(x=Z’aey=0)ou(x=6ey=6)

Assim, os extremos da corda que a paradbola ?
determina na reta r sdo os pontos A(3, 0) e B(6, 6).

Concluimos, entdo, que o comprimento dessa corda
é dado por:

AB = (6 —3) + (6 — 0) = 45 =345

Para que ABQ seja um tridngulo, devemos ter:

x y 1
2 1 1{#0=>x+2y+14-2-7x-2y#0
2 7 1
TXF2

Além disso, AB =|1 — 7| = 6 e AB + BQ + QA = 15,
ou seja, BQ + QA = 9. Como a soma das distancias
de Q a dois pontos fixos A e B é constante e maior
que AB, o lugar geométrico dos pontos Q é uma
elipse de focos A(2, 1) e B(2, 7), centro C(2, 4), eixo
maior 2a = 9 e disténcia focal 2c = 6. Temos, entéo:

9V _ .2 (gf )_ 45
(2>—b+2 :>lo—4

Logo, uma equacdo da elipse é:

(x-2° (-4
45 sl
4 4

=1

Como x # 2, o grafico do L.G. dos pontos Q é:

Seja Q(x, y) um ponto genérico do plano carte-
siano.

Impondo que as circunferéncias de centro Q
passam por A e tangenciam 1, temos dy, = dg,
ou seja:

|1-x+1-y| 5 7

L R o2 PV
e =27+ -1 =

L

LAY+ Y =28 —8x+ 8+ 2y —4y+2
X +y - 2xy—8x—4y+10=0

Assim, uma equacdo do L.G. é:

X+y —2xy—8x—4y+10=0

Seja B(t, t?) um ponto genérico da parébola.
Os pontos médios dos segmentos de reta AB tém

t+2 tz)

coordenadas( 5 g

2
Sejam x = t ; 2e y= % Temos, entdo:

t+2  ft=2x-2
e = _(2x -2y
yz? y= 2

X =

L 4xX*-8x+4
Y=

Logo, uma equacao do lugar geométrico é:

y=2x"—4x+2

Temos:
X+y=1=y'=1-%
Ly=+d1-%
Paray:m,sejaB(t,m), -1<t<1le
M(t+4 J?

2

) o ponto médio de AB. Temos,

21
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entao: 4 0] |x X
x vy sl 5| = 1100] = [4x  25y]- y| = 12001
t+4 — —
X=73 t=2x—4 . : - [4%% + 25y%] = [100] = 4x* + 25y* = 100
17 = y= 7“1_(&_4) Dividindo ambos 0os membros por 100, obtemos:
y - 2 2 X_z + y_z =1
2 : 25 4
, 1-4(x-2) ) ) : = i . ai
LY s S Ak -2 4yt =1 5 Essa equagdo representa uma elipse cujas medi-
: das a e b dos semieixos maior e menor sao dadas
Paray:—«ll—xz,sejaB(t,—~1—t2), : pora’ = 25e b’ = 4,0u seja,a = 5eb = 2. Assim,
a medida ¢ da semidistancia focal é dada por
t+4 N1-t? 4 c® + 2% = 5% ou seja, ¢ = 421 ; logo, a distincia focal
flstéleM(T,f 5 o ponto médio : 206271,

de AB. Temos, entao: Alternativa b.

A circunferéncia tem centro C(0, 0) e raio R = 2.

_t+4 t=2x—4 . L. .
X=— =X : Seja Q(x,y) um ponto genérico do plano cartesiano.
N =1 dl-(x- 4y : A distancia entre Q e a circunferéncia é a diferenca
y=-—> = 2 : entre a distdncia QC e o raio R = 2. Impomos, entéo,

: que QC — R = QA, ou seja, QC — 2 = QA:
.‘)]2:1—4(:—2)2:>4(X72)2+4yz:1 «/(X*O)er(ny):72:«/(x70)2+2(y75)2:
| > (o y —of = (v 5 57)

Logo, uma equacao do lugar geométrico é: o, — o, )
Ax— 27 + 4y =1 XY ARy +4=X+ (Y5 =
=X +y -4y +y +4=xX"+y* - 10y + 25

s 10y — 21 =44+ y* = (10y — 21)> = 16(x* + y?)
: . . . : . 100y® — 420y + 441 = 16x* + 16y* =

= Jx =2+ -3 =Jx -0 +[y — (~1)] — 84y” — 16x° — 420y + 441 = 0

Quadrando ambos os membros, obtemos: :

Sendo P(x, y) um ponto genérico desse L.G., temos:
PP, = PP, =

. 2 2 25) _
(Ne-27+p-37) =(Je-of +y - (-DF) = coo16x 84()’ ~ 5y +T> — —441 + 525

XA +A+ Y -6y +9I=X+ Y +2y+ 1 = 2 (%)

=2x+2y-3=0 : 5 X2
Alternativa b. Logo, uma equagdo do L.G. é (y - 5) - (21> =1.
Sendo P(x, y) um ponto genérico desse L.G., esque- 4
matizamos: Exercicios contextualizados
Y a) Sejam AB e DC as geratrizes maior e menor do
3 tronco de cilindro, respectivamente, em que A
e D pertencem a elipse. A reta que passa por D
c e é perpendicular a AB, no ponto E, determina o
L e d : tridngulo retangulo isésceles ADE representado
J \ : abaixo.
1 : A
My=0 [d §
N . > :
o x

Pelo esquema, observamos que uma condicao ne-
cessdria para que o ponto P(x, y) equidiste da reta e
da circunferéncia é y > 0. Logo, a distancia entre P
e areta é y (ndo é necessario o médulo).

Assim, equacionamos: ;
y=Ax-0+@y-2"-1= Pelo teorema de Pitagoras, temos:
Sy+1=Jx-07+(y-2° (AD)" =8 + 8" = AD = 82

. Logo, o eixo maior da elipse mede 842 cm.
Elevando ambos os membros da equagao acima ao A medida do ei ) . dida d
quadrado, obtemos: medida do eixo menor é a propria medida do

) diametro da base circular do tronco de cilindro,
(y+1°= («J(X -0 +(y - 2)2) = ou seja, 8 cm.
S P2y +1=xX+y —4y+4 : b) Indicando por c a semidistancia focal, temos:
L x2=6y -3 (42 =ct+4 = c=4
Alternativa a. 5 Logo, a distancia focal é 8 cm.
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Indicando por a e c as medidas, em ua, do semieixo a) Esquematizando uma sec¢do meridiana do ci-

maior e da semidistancia focal da elipse descrita
pela 6rbita do cometa, temos:

lindro, temos:

8
c 457\ B
= — 7
a 0,96 = a=178ec= 17,2126
2a = 35,6
Sendo P o ponto da elipse mais préximo do Soled a \
disténcia, em ua, entre P e o Sol, esquematizamos: 457 :

Sol

A medida 2b do eixo menor da elipse é o dia-
metro da base do cilindro; logo, 2b = 8, ou seja,
b =4.

A medida 2a do eixo maior da elipse é o compri-

P
e mento AB; logo:
\ d 'c=172126
| sends = 8 _, 32 _ 8
3 "207 72 " 2a
i La=442

' a=178 '
Logo: d = (17,8 — 17,2126) ua = 0,5874 ua
Indicando por a e b as medidas dos semieixos maior

e menor, respectivamente, e por ¢ a semidistancia
focal da elipse orbital da Lua em torno da Terra,

A semidistancia focal c é dada por:
C+&=(42) > c=4

Concluimos, entdo, que a excentricidade e da
elipse é calculada por:

c 4 42

a a2

temos: b) Representando a elipse no sistema cartesiano,
a = 387.000 conforme as condi¢des do enunciado, temos:
b =386.500 = ¢ = 19.666 y
a2=b2+ 2 4«/§T
Portanto, a semidistancia focal é 19.666 km, apro- 4%F
ximadamente. Assim, concluimos que: !
a) A maior distancia entre a Terra e a Lua, a + ¢, é
dada, aproximadamente, por: -
(387.000 + 19.666) km = 406.666 km -4 0 4 x
b) A menor disténcia entre a Terra e a Lua,a — ¢, é
dada, aproximadamente, por: _44F,
(387.000 — 19.666) km = 367.334 km
-442 |

a) Indicando por a, b e c as medidas dos semieixos,
maior e menor, e da semidistancia focal, respec-

Logo, a equacdo reduzida da elipse é:

2

tivamente, temos: X2 y
=1
¢ _ 017 16 32
a - ) ~
= a=1,b=099 ec= 0,017 a) Sendo k uma constante real ndo nula, temos que
a2= 1 s o grafico de toda equagdo do tipo xy = k é uma
a’=b*+c

Assim, a medida do semieixo menor é 0,999,

aproximadamente.

Professor! O grafico abaixo foi feito com o Win-

plot. Se puder, construa-o com os alunos usando

esse software e comente a impossibilidade de

diferencia-lo, visualmente, de uma circunferén-
2

b

-~

hipérbole equilatera, com o centro na origem O
do sistema de eixos, cujas assintotas sao os
eixos coordenados (veja o exercicio proposto 21).
Se k > 0, entdo o eixo real da hipérbole esta
contido na bissetriz dos quadrantes impares; se
k < 0, entdo o eixo real esta contido na bissetriz
dos quadrantes pares.

Assim, a equagao xy = 900,comx >0ey >0, tem

cia. |Foi usada a equacéo: x ) como grafico o ramo do primeiro quadrante da
1 (0,999 hipérbole 9 de equagdo xy = 900, com {x,y} C R".
y Portanto, o grafico pedido é:
O,999T y
601-- ,
-1 o 1 X !
304--1-N
154
-0,999 O| 1530 60 X
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b) Os vértices da hipérbole ¥ que contém o ramo re-
presentado no item a sdo os pontos A,(—30, —30)
e A,(30, 30); logo, as medidas 2a e 2b dos eixos
real e imagindrio, respectivamente, sdo dadas
por2a = 2b = A,A, = 60+2. Como a semidistincia
focal c satisfaz a equagéo ¢® = a” + b’, temos que:

@ =(3042)° + (3042)?, ou seja, ¢ = 60
Concluimos, entdo, que a excentricidade e da

hipérbole é dada por:
o 60
- 80 __p
TN

Como as grandezas pressao e volume sdo inver-
samente proporcionais, o produto delas é uma
constante. Assim, temos:
P-V=1-8=>PV=28
O grafico cartesiano dessa equacgdo, para P > 0 e
V>0,é:

P

a) Uma escolha conveniente para o sistema carte-
siano é fixa-lo de modo que o eixo das abscissas
contenha o eixo real da hipérbole ¥ cujo centro
é a origem O do sistema. Assim, temos o grafico:

y
-1.6 |A Bl 1,6
! -1 O 1 ' X
Co--—- 28— 95!

Assim, sendo b a medida do eixo imaginério da
hipérbole, temos que a equagdo reduzida de ¥

tem a forma:
2

XXy
FE
Como o ponto D(1,6; —2,8) pertence a #, temos
que:
(L) (28" . ., 784 _ 1%
12 b? 156 39

A semidistancia focal obedece a equacgao
¢ = a’ + b% logo:
196

2 — —_— =

c=1+ 39 = C 2,45

Concluimos, entdo, que a excentricidade e é dada
por:

e=S5 5 e~245
a

b) A imagem vista pelo fotégrafo no momento

em que tirou a foto é semelhante a imagem
reproduzida na fotografia. Como a razao entre
comprimentos correspondentes em figuras
semelhantes é constante, temos que a razao
entre a semidistancia focal e o semieixo real é
a mesma na foto e na realidade.

a) Vamos associar um sistema cartesiano ao plano

da parabola ? geradora desse paraboloide tal
que:

o vértice de ? coincida com a origem O do

sistema de eixos;

o eixo de simetria de ? esteja contido no eixo

das abscissas;

a concavidade de & esteja voltada para o

sentido positivo do eixo das abscissas;

aunidade adotada nos eixos seja o centimetro.
Assim, sendo P’ a projecao ortogonal de P sobre
o eixo das abscissas, temos que o tridngulo re-
tangulo FPP' é isésceles de base FP. Logo,sed é a
distancia entre o raio refletido e o eixo de sime-
tria de %, entdo PP’ = FP’ = d e, por consequéncia,
o ponto P é da forma P(4 — d, d).

y
P >
d,
P 45NF
v < 14 X
4-d

Como a equacdo de ® é y*> = 16x e P(4 — d, d)
pertence a %, temos:

d=16(4 —d) = d® + 16d — 64 = 0

o, d=842 —8oud=—-82 — 8 (ndo convém)
Concluimos, entdo, que a distancia d entre o raio
refletido e o eixo de simetria é dada por:

d= 8(«5 - 1) cm

b) No tridngulo retdngulo FPP’, temos:

d? + d* = (PF)% logo, PF = d42, ou seja:
PF=8(2 —1)- 42 cm = PF=8(2 - 42) cm

a) Num sistema de coordenadas cartesianas, temos

a seguinte situacao:

y
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Assim, o vértice da pardbola é V(1,6; 2) e, sendo
p seu parametro, sua equacao é dada por:

(x — 1,6)* = —2p(y - 2)

Como a parabola passa pelo ponto (0, 1), temos:
(0-16=-2p(1-2) = p=1,28

Logo, a diretriz da pardbola passa a uma altu-
ra de:

2 +%-1,28 =264

Ou seja, 2,64 m do solo.

b) O foco estd a uma altura de: 2 - % - 1,28 = 1,36

Ou seja, 1,36 m do solo.

a) Num sistema de coordenadas cartesianas, temos
a seguinte situacao:

y

300

0 200 X

Assim, o vértice da parédbola é V(0, 300) e, sendo p

seu parametro, sua equagdo é dada por:

x* = —2p(y — 300)

Como a parabola passa pelo ponto (200, 0), temos:
200

200° = ~2p(0 — 300) = p = =

Assim, a diretriz da pardbola passa a uma altu-
ra de:

3 m ou, aproximada-

mente, 333,33 m do solo
b) O foco da parédbola esta a:

(300 - % . %) = 8—(3)0mou, aproximadamen-

te, 266,67 m do solo

1 200\ 1.000
(300 + 5" )m ==3

Num sistema de coordenadas cartesianas, temos a
seguinte situacao:

—40 A

Assim, o vértice da pardbola é V(0, 32) e, sendo p
seu parametro, sua equacao é dada por:

X’ = —2p(y — 32)

Como a pardbola passa pelo ponto (40, 0), temos:
40 = —2p(0-32) = p=25

Logo, uma equacéo da pardbola é: x> = —50(y — 32)

As abscissas de B e D sao solugoes da equagao:

x> = —50(14 — 32) = x* =900
Sox=-30oux=30

Dessa forma, temos B(—30, 14), D(30, 14), e a distan-
cia entre os pilares é:|-30 — 30|m = 60 m

Pelo teorema de Pitdgoras, calculamos a medida g,
em centimetro, da geratriz do cone:

g°=36"+15" = g =139

com o que deduzimos que PA’ = 26.

Pela semelhanca entre os tridngulos VAA' e PMA’,
temos:

VA’ VA _AA’ 39 39 _ 30

PA"PM  MA’ T 26 PM MA’

. PM=26eMA’ =20

com o que deduzimos que:

MO=20-15=5

No tridngulo OMB, aplicamos o teorema de Pitdgo-
ras, obtendo o comprimento MB:

M-2-0 (MB)” + 5> = 15 =
= MB = 1042

Assim, esbocamos o grafico da pardbola & de acordo
com as condic¢des do enunciado:

y

26 [P

—10+2’ 1042 X

O vértice de ? é o ponto V(0, 26), o eixo de simetria
é vertical e a concavidade é voltada para o sentido
negativo do eixo Oy. Assim, sendo p o pardmetro
da parabola, temos que a equacio de & é da forma:
(x = 0)* = —2p(y - 26)
Como o ponto C(lO J2, O) pertence a %, temos que:
(1042 - 0)" = —2p(0 — 26) = 200 = —2p - (—26)
. 100 _ _

13- ®
Concluimos, entdo, que a equacio da parabola é:

xt= 10y - 26)
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64. A soma das areas dos vidros deve ser igual a area do vao da janela, isto é:

x@-y) y(10-x 10.8
tT o T T3

S.4x+5y—-40=0
Representando no plano cartesiano o grafico dessa equacao, para 4 < x < 8, concluimos que:
y

4,8

= 8x + 10y = 80

2

65. Produzidas x unidades, o custo variavel para a empresa é: x(S - %) =5x — f(ﬁ

Assim, o custo total é: y = 10.000 + 5x — que representa um arco de parabola com x > 0.

X
100’

66. Observe a figura:

Para qualquer posicao do ponto A, temos:
cosuz% > x=rcosu,0<u<2n
que é a equacdo do L.G. (lugar geométrico) no sistema uOx.

67. Lembrando que a velocidade é a razdo entre a distancia e o tempo, temos:
y=22 S xy=10,com1<x<10

Temos, entdo, o seguinte grafico:

Pré-requisitos para o capitulo 6

l.a)A=(-2°-4-1-(-3)=16
Logo:
(2416 944
2-1 2

Assim, concluimos que: S = {3, -1}

b)A=2"-4-1-2=-4
Como A < 0, concluimos que a equagdo nao possui raiz real; logo, S = &.

X = => x=3o0ux=-1

2. A equacdo néo possui raiz real se, e somente se, A < 0, isto é:

22—4-3-k<0:>k>%
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a) Aequagéo (x — 1)* + (y + 4)* = 9 representa uma circunferéncia.
b) A equacdo (x + 6)° + y*> = 0 representa um ponto.

L k-2 -1 .
c) Aequagdo 7 +~ g = lrepresentauma elipse.

2
d) A equacao XT — y* = 1 representa uma hipérbole.

€) A equagdo (x — 2)* = 4(y + 3) representa uma paréabola.
f) Aequagdox’ — y* = Orepresenta um par de retas concorrentes (as bissetrizes dos quadrantes).

sen 3a =
T

3 +k-2r,comkeZ

= 3a =

N|® N[

cos 3a =

. _®m , k-2n
.oc718+ 3 ,comkeZ

Logo, o conjunto solugdo S da equagéo é dado por:

S:{OLE|RIOL:L+k'2n

18 3 ,comkez}

Matematica sem fronteiras

Seja h a distancia, em metro, entre o vértice V e o plano da borda do espelho.
Consideremos um sistema cartesiano de eixos associado ao plano da parabola geradora da
superficie do espelho tal que:
o vértice V coincida com a origem O do sistema;
a unidade adotada nos eixos seja o metro;
a parabola tenha a concavidade voltada para o sentido positivo do eixo Oy.
Assim, como no esquema abaixo:

v,

104 F

hE—= P2, h)

v X
ollllo d

=0

Como o ponto P pertence a pardbola, temos que P equidista de F e d, ou seja:
(2 — 0 + (10 — h?? = |h + 10
Quadrando ambos os membros, obtemos:
(2 - 0)? + (10 — h)> = (h + 10)* = 4 + 100 — 20h + h? = h* + 20h + 100
s h=0,1
Logo, a distancia do vértice V ao plano da borda do espelho é 0,1 m, ou seja, 10 cm.

Analise da resolucgao

COMENTARIO: A resolucio esta errada, pois o aluno supds que os graficos ndo tém nenhum ponto
em comum no primeiro quadrante, o que é um equivoco.
Resolugao correta:
Os pontos comuns a parabola % e a reta r, se existem, sdo solucdes do sistema:
y=4x-4 (I)
(x—-3°=4@y+1) (1)
Substituindo (I) em (II), obtemos:
(x—-37=4@4x—-4+1) = x¥—-22x+21=0
A= (-22?%-4-1-21=400
oo 22220
2
Substituindo esses valores de x em (1), concluimos que:
x=21=y=280
x=1=y=0
Logo, a reta e a pardbola tém em comum os pontos (21, 80) e (1, 0).

= x=21loux=1
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