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Matriz

Matriz nada mais é que uma tabela de nimeros
dispostos em linhas e colunas. Como em todas
as areas da matematica, em matrizes também
temos uma notagao proépria, afim de padronizar
e facilitar a comunicacao. Eis as notacdes usadas

para representar uma matriz:

A notacao 3x2 simboliza o nimero de linhas e
colunas da matriz. Esta é a ordem da matriz.

1 3
Asxz =[5 2
9 0

Representacao entre chaves

Usamos uma letra mailscula para nomear a matriz.

N

Box2 = (c d)

Representacao entre parénteses

Matriz cujos elementos estdo representados de
forma genérica.

\'

C ||C11 C12 C13||
2x3 |lcgy  Cp2  Ca3

&\

Representacao por barras duplas

Elementos da Matriz

Os elementos da matriz sao representados da
seguinte forma:

Usamos a mesma letra que
da nome a matriz, porém
minUscula, para representar
seus elementos.

Este elemento pertence
a matriz A e esta
posicionado na linhai e

\ colunaj.
Cll']\-'/A

De forma subscrita escrevemos o niimero

que representa a linha que este elementos

ocupa na matriz, sequido do niimero que
representa a coluna.

Lei de formacao da matriz

A matriz pode apresentada através de uma
lei de formacao. Neste caso sera apresentada
através de uma equacao, em que um elemento
genérico a,. acompanhado da ordem da matriz
serd igualado a uma lei de formacao, conforme
o exemplo abaixo:

3i—2j,sei<j
(aij)2x3= 5], sei 2]

izj i<j i<j
ay1 4gp a13]
az1 Az dAps

tr

i>j izj oi<j

~a=|

5 3i-2j 3i-2j

CA=ls s 3i-2)

L 4_[51 31-22 31-23
51 52 32-23
5 -1 3

74=15 10 o
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Tipos de Matrizes

Matriz Quadrada:
Numero de linhas = niimero de colunas
1 -7 -3
A=| 0 1 2 )
-2 5 0
Matriz Retangular:

Numero de linhas # nimero de colunas
/0 1 5
B=( )

-3 2 -1
Matriz Linha:
Numero de linhas = 1
A=(-1 2 =3)
Matriz Coluna:
Numero de colunas = 1
_ (5
B = (1)
Matriz Diagonal:
Matriz quadrada em que a, = 0 se i # ]
1 0 0
C = (0 5 0)
0 0 9
Matriz Identidade:

Matriz quadrada em que a;=0sei#jea =1

sei=]
1 0 0
I3x3 = (0 1 0)
0 0 1

Matriz Nula:

Matriz em que a;=0para todoiej

Ozx2 = (8 8)

www.biologiatotal.com.br

Matriz Triangular:

Matriz quadrada em que a, = 0 para todo i > |
oui<j

1 0 O
A=[-3 1 0
4 -2 5

Triangular inferior

-1 1 5

B = ( 0 2 3)
0o 0 7
Triangular superior

Matriz Transposta

A transposta de uma matriz é representada
por A' e indica a matriz que é obtida trocando
ordenadamente as linhas e colunas de A.

0) -3
o S

Matriz Simétrica

Uma matriz é simétrica quando A = A'

Exemplos:

a=(4 ) 2 a=G 3)

A nao é simétrica.

1 -2 5 1 -2 5
B = (—2 0 7) = Bt = <—2 0 7)
5 7 3 5 7 3

B é simétrica.

wpper Matrizes S\igpe

Matriz Antissimétrica

Uma matriz é antissimétrica quando A = — A'

0 3 -5 0 -3 5
A=1-3 0 1] - A'=|3 o0 -1
5 -1 0 -5 1 0

A é antissimétrica.
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Igualdade entre matrizes

Duas matrizes sao iguais se possuirem a mesma
ordem e os seus termos, ordenadamente, forem
iguais.

Exemplos:
1.A=(i ;) e B=(i g) S A=B
a=7
2( )€ D={e=0
d=2

Soma e Subtracao de Matrizes

A soma ou subtracao de matrizes s6 pode ser
calculada em matrizes que possuem a mesma
ordem.

Para somar ou subtrair matrizes, deve-se
fazer a operacdo para cada termo a, com seu
correspondente bij.

Exemplos:
1.

1 5 2 3 1+2 5+3
0 —1)+( 5 6 |={0+5 —-1+6
7 3 -2 -1 7—2 3-1

3 8
5 2

2.
7 h-(5%:D
=025 223 2% 5 0

Multiplicacao por escalar

Para multiplicar uma matriz por um numero
real devemos multiplicar este nimero por cada
termo aij da matriz.

Exemplo:

-1 2 5
3. 0 1 3
1 -2 7

3.(-1) 32 35 -3 6 15
=| 30 31 33 =<o 3 9)
31 3.(=2) 37 3 -6 21

Propriedades

As operacoes estudadas nesta aula obedecem
as seguintes propriedades:

P,) A+ B =B + A (Comutativa)

P,) A+ (B+C) =(A+B)+ C(Associativa)
P.) A(B + C) = A-B + A-C (Distributiva)

P)A . +0 =A__(Elemento Nulo)

n

P.) (A+B) = A"+ B (Transposta)

Multiplicacao de Matrizes

Multiplicam-se ordenadamente as linhas da
primeira matriz pelas colunas da segunda matriz.

¢ gl ey fa)

Poténcias de Matrizes

Poténcia de uma matriz nada mais é que
multiplicar a matriz por ela mesma, de acordo
com a poténcia da matriz.

Exemplos:

=G G )=(s )

A=4-4-4= (118 Ig)(g _41)
— —25

= 7156 3%1 )

Determinantes
Ordem 1:

O determinante de uma matriz, formada apenas
por uma linha e uma coluna, é o valor do seu
unico elemento. Exemplos:

3] =3

/

Um determinante é indicado por um par de barras
verticais.
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171 =7
-2| = -2
0] =0

Ordem 2:

O determinante de uma matriz, quadrada de
ordem dois, é dado pelo produto dos elementos
da diagonal principal menos o produto dos
elementos da diagonal secundaria.

Ordem 3 - Regra de Sarrus:

Repetem-se as duas primeiras linhas ou as duas
primeiras colunas ao lado da matriz e efetuam-
se os produtos paralelos a diagonal principal
menos os produtos paralelos a diagonal
secundaria.

1 -1 2]1 -1
detA=|5 7 -4 5 7
1 0 111 0

>~ 1 -1 1 -1
— |5 7 _ 5 7
1 0 1 0

det A=(7+4+ 0)—(14+0+(-5))

detA=7+4—-14+5=2

Ordem 3 - Regra da Borboleta:

det=2+2-304+0-9
det = —35

Determinante da matriz
triangular

O determinante de uma matriz triangular sera
sempre 0 produtos dos elementos da diagonal
principal.
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Teorema de Laplace

Usado para determinantes de qualquer ordem,
especialmente utilizado em matrizes 4x4. E dado
pelo somatério de cada termo a, de uma linha
escolhida, multiplicado pelo seu cofator e pela
matriz que sobra excluindo a linha e a coluna de
cada termo.

Menor complementar
Fator de correcao

HH r Ay
> ay Dy (-1
-
termo Cofator

CDica: Escolha a linha que houver mais zerosD

Menor Complementar: E o determinante
que sobra excluindo a linha e a coluna do
elemento.

Cofator: Menor complementar multiplicado
pelo fator de correcao (-1)"™

Teorema de Chid

Consiste em montar uma matriz com ordem
menor do que a matriz de interesse, porém com
0 mesmo determinante da matriz dada. Para ser
aplicado, a matriz precisa ter pelo menos um
elemento que vale 1. Para:

1. Escolhemos um elemento a; = 1 e excluimos
a linha e a coluna deste elemento.

1 2 3 0
3 -1 2 3
A=le | 7 _3
0 3 1 -5
1 2 3 0
3 212 3
A=l 1 7 _3
0 3 1 -5

wpper Matrizes S\igpe
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F -1 2 3
>4= 1 7 -3
3 1 -5

2. Subtraimos cada termo restante do produto
ortogonal dos elementos que foram excluidos.

1 2 3
13 -1 2 3
A‘517—3

0 3 1 -5

(-1 —(3-2) 2—-(3-3) 3-(3-0)
A= 1-(G-2) 7- (5-3) —3—(5-0)

[ 3-(0:2) 1-(0-3) =5- (0-0)
-1-6 2-9 3-0] [-7 -7 3
=[1—10 7-15 —3—0]=[—9 -8 —3]
3-0 1-0 -5-0 3 1 -5

3. Calculamos o determinante e multiplica-
se pelo fator de correcdo (-1)"), sendo que
i e j refere-se a linha e a coluna do elemento
escolhido no primeiro passo.

-7 =7 3
>Det A=DetA'=|-9 -8 -3
3 1 -5

=176.(—1)%= 176

Matriz de Vandermonde

Dada uma matriz em que os elementos da
primeira linha ou coluna sdao nimeros reais
elevados a 0 e, ainda, as préximas linhas ou
colunas sao esses nimeros reais elevados a 1,
2, 3 e assim sucessivamente, temos uma Matriz
de Vandermonde ou matriz de poténcias. Esse
tipo de matriz tem a segunda linha ou coluna
como base, pois sao nelas em que se encontram
os nimeros elevados ao expoente 1, resultando
em seus proprios valores. O determinante dessa
matriz é calculado usando apenas a linha ou
coluna base e, para isso, deve-se multiplicar
todas as diferencas entre os elementos dessa
linha ou coluna.

Observacao: As subtracbes nao podem ocorrer
entre os elementos localizados em linhas ou
colunas inferiores a elementos localizados em
linhas ou colunas superiores.

Exemplo:
Linha base 1 1 1 x0
]2 5 3|x=(5-2).3-2).3-5)
4 25 9I¥
=3.1.(-2)=-6

Matriz Inversa

Método 01:

A matriz A~ é a matriz inversa da matriz A se ao
multiplicarmos as duas matrizes encontramos a
matriz ldentidade. Ou seja:

A-At =1
Exemplo:

No exemplo abaixo a segunda matriz é a inversa
da primeira, pois o resultado da multiplicagao de
ambas resulta na matriz identidade:

2 -1 3 a b 1 0 O

Is -2 1 |d e f] [0 1 Ol

0 3 0 0 1
Método 02:

A é amatriz
»adjunta, que é a
A — transposta da matriz
A—l — dos cofatores.

lA l\ |A] é o determinante da matriz A

1. Calculamos a matriz dos cofatores, isto é, para
cada elemento de linha i e coluna j da matriz
A, deve-se eliminar todos os elementos de sua
respectiva linha e coluna e, apds isso, fazer o
determinante dos elementos que sobraram da
matriz A. Por fim, multiplicar o determinante pelo
fator de correcdo (-1)", em que i e j representam
a linha e a coluna de cada elemento.

2. Fazemos a transposta dessa matriz.

3. Dividimos tudo pelo determinante da matriz
original.
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Propriedades dos
Determinantes

Determinante NULO:

O determinante de uma matriz é zero, se
acontecer uma das propriedades abaixo.

1. Uma fila completa de zeros.

17 1
32 2[=0
-5 3
2. Duas filas iguais.
31] 7 (31
—25| 13 |-25[=
12| 45 | 12
3. Duas filas proporcionais.
x3
I
2| (6] o©
5 15| 1| =0
3 9 1

4. Umafila que seja combinagao linear de outras

duas.

2 5 3
4 3 0
6 8 3

Linha 1 + Linha 2 = Linha 3.

=0

Demais Propriedades:

1. Dada uma matriz A, ao multiplicar uma
linha ou coluna por um numero k, entdao o

@ ANOTACOES

determinante dessa nova matriz é k.detA.

1 -5 -1
A=|3 2 —2]
2 4 3
1 -5 -1 1 -5 -1
maxfs 2 Dof=lo ¥ T
2 4 3 2 4 3

detA' = 2 x detA

2. Dada uma matriz A, ao multiplicar a matriz
inteira por um ndmero k, entao o determinante
dessa nova matriz é k™.detA, sendo n a ordem
da matriz.

3. 0 determinante de uma matriz A é o mesmo
da sua transposta, detA = detA".

4. Dada uma matriz A4, caso alterne uma linha
ou coluna com outra, o seu determinante vira o
oposto da original.

1 -5 -1
A=13 2 —2]

2 4 3

2 4 3
At =13 2 —2]
1 -5 -1

detA' = —detA

5. O determinante do produto de duas
matrizes A e B é o produto dos determinantes
das matrizes separadamente, ou seja,
det(AB)=det(A)xdet(B).
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