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AULA 01 - ESTUDO DAS FUNGOES
I Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios e
/4 uma relagdo R de A em B, essa relagdo
‘Q‘V sera chamada de funcdo quando todo e
qualquer elemento de A estiver associado
a um Unico elemento em B.
Numa fungdo podemos definir alguns elementos.

o Conjunto de Partida: A (Dominio)
o Contra Dominio: B
. Conjunto Imagem: Elementos do conjunto B

que recebem as “setinhas”.

=

= ¥

A ity B

A= dominio da funcio f
B= contradominio da funcao f

Observagoes:

o A imagem est4 sempre contida no Contra Do-
minio (Imc C.D)

. Podemos reconhecer através do gréafico de uma
relacdo, se essa relacdo é ou ndo funcdo. Para isso, de-
ve-se tracar paralelas ao eixo y. Se cada paralela inter-
ceptar o grafico em apenas um ponto, teremos uma
funcéo.

o O dominio de uma fungdo é o intervalo repre-
sentado pela projecéo do grafico no eixo das abscissas.
E a imagem ¢é o intervalo representado pela projecédo do
grafico no eixo y.

VALOR DE UMA FUNCAO

Denomina-se valor numérico de uma fungéo f(x) o valor
que a variavel y assume quando a variavel x é substitui-
da por um valor que lhe é atribuido.

Por exemplo: considere a relacdo y = x% onde cada
valor de x corresponde um Unico valor de y.

Assimse x =3, entdoy = 9.

Podemos descrever essa situagdo como: f(3) = 9
Exemplo 1: Dada a fungéo f(x) = x + 2. Calcule o valor
de f(3)

Resolucdo: f(x) = x + 2, devemos fazer x =3
f(3)=3+2

f(3)=5

Exemplo 2: Dada a fungéo f(x) = x? - 5x + 6. Determine
o valor de f(-1).

Resolucdo: f(x) = x? - 5x + 6, devemos fazer x = -1

f(-1) =(-1)2-5(-1) +6

f(-1)=1+5+6

f(-1) =12

Exemplo 3: Dada a fungéo f(x-1) = x*. Determine f(5).
Resolucéo: f(x-1) = x?, devemos fazer x = 6

f(6-1) = 62

f(5) =36

Observe que se fizéssemos x = 5, teriamos f(4) e ndo
f(5).

PARIDADE DE FUNCOES

FUNCAO PAR
Uma funcdo é par quando para valores simétricos de x
temos imagens iguais, ou seja:
F(X) = F(-X)
Uma consequéncia da definigéo é: Uma funcdo f é par
se e somente se, 0 seu grafico é simétrico em relagéo ao
eixo y. A seguir temos os gréficos das fungdes f(x) = x?,

g(x) = |X| e h(x) = cosx

\I/
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FUNCAO IMPAR
Uma funcéo é impar quando para valores simétricos de
X as imagens forem simétricas, ou seja:

Como consequéncia da definicdo os gréaficos das fun-
¢cBes impares sdo simétricos em relagdo a origem do
sistema cartesiano. A seguir temos os graficos das fun-
cBes f(x) = 1/x, g(x) = x> h(x) = senx.
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FUNCAO COMPOSTA

Dadas as fungdes f: A —B ¢ g: B—C, denomina-se
funcdo composta de g com f a fun¢do gof: definida de
A—C tal que gof(x) = g(f(x))

gof
[
o~ 8 glf(x)]
) c
B
x f o) F o glE(x)

f: A—»B g: B—C gof: A—C

Exercicio resolvido:

Dadas as funges f(x) = x2 - 5x + 6 e g(x) = x + 1, achar
x de modo que f(g(x)) =0

Sol. Primeiramente vamos determinar f(g(x)) e, em
seguida, igualaremos a zero.

f(x) = x* - 5x + 6

f(9(x)) = (x + 1)*-5(x + 1) + 6

Dai vem que f(g(x)) = x* - 3x + 2.

Igualando a zero temos:
x*-3x+2=0,0ndex;=lex,=2

FUNCAO INJETORA, SOBREJETORA E BI-
JETORA

FUNCAO INJETORA: Uma funcio f: A—B ¢ inje-
tora se e somente se elementos distintos de A tém ima-
gens distintas em B.

Yy w ™

]
S/

.y B

FUNCAO SOBREJETORA: Uma funcio f de A em
B é sobrejetora, se todos os elementos de B forem ima-

gem dos elementos de A, ou seja: (CD =1m)

FUNCAO BIJETORA: Uma funcio é bijetora se for
ao mesmo tempo injetora e sobrejetora. jn(D) = n(CD)

¥ ¥ ™
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FUNCAO INVERSA

Seja f uma funcdo f de A em B. A funcdo f " de B
em A é a inversa de f, se e somente se f for bijetora.

Para encontrar a inversa de uma funcgéo, o processo
pratico é trocar x por y e, em seguida, isolar y.

Os graficos de duas funcdes inversas f(x) e f "(x)
sdo simétricos em relacdo a bissetriz dos quadrantes
impares.

(f() =x)

Exercicio Resolvido:

Dada a fungdo f(x) = 2x + 4 de R em R. determine a sua
inversa.

Resolugdo: Como a funcdo f(x) é bijetora, entdo ela
admite inversa. Basta trocarmos x por y e teremos:
f(x)=2x+4 —

x=2y+4—

X-4=2y —

—4
P S
y (x) 5

EXERCICIOS]DE|EIXACAO

QUESTAO 01

Seja o grafico abaixo da fungéo f, determinar a soma
dos nimeros associados as proposigdes corretas:

—5 0 2 3

P -2

01. O dominio da fungdo fé {x R|-3< x< 3}

02. Alimagem da funcdo fé {yR|-2< y< 3}

04. Parax =3,tem-sey =3

08. Parax =0, tem-sey =2

16. Parax =-3,tem-sey =0

32. A fungdo é decrescente em todo seu dominio
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QUESTAO 02

Assinale a soma dos nimeros associados as proposicoes
corretas:

(XY I—

3

F—1
01. O dominio dafungdo fé {x R|-2< x £ 2}
02. Aimagemdafuncio fé{yR|-1 <y < 2}
04.Parax=-2,tem-sey =-1

08. Parax =2,tem-sey =2

16. A fungdo é crescente em todo seu dominio.

QUESTAO 03
2X -1, se Xx<0
Seja f(X) = 5, se 0<x<b5, entio
X?-5x+6, se x>b5
o valor de M vale:
f(6)
a)-1/2  b)-1 o)1 d) 2
QUESTAO 04 UFSC

Considere a funcdo f(x) real, definida por f(1) = 43 e f(x
+ 1) = 2 f(x) - 15. Determine o valor de f(0).

a) 27 b) 28 c) 29 d) 30 e) 31
QUESTAO 05 UFC
o ) x-2
O dominio da funcéo real Yy = 5 é:
X —

a){x eR|x>7}

b) {xR|x < 2}
c){xR|]2 £ x<T7}
d){xR|x £ 2o0ux>7}

QUESTAO 06 UFC
Sejam f e g funcdes reais de variavel real definidas por

fx) = e g(x) = 3 + 2x — x%. O valor minimo de
2" +1

f(g(x)) &

a)1/4 b) 1/3 c) 1/2 d)1 e) 2

AULA 02 - FUNCAO DO 1° GRAU

o4

GRAFICO

O gréfico serd uma reta crescente se a for positivo e
decrescente se a for negativo.

Uma fungdo f de R em R é do 1° grau se a
cada x R, associa o elemento ax + b.

Forma: f(x) =ax +b coma#0.Ondeaéo
coeficiente angular e b o coeficiente linear.

Crescente

Decrescente

Como o gréfico de uma funcdo do 1° Grau é uma
reta, logo é necessario definir apenas dois pontos para
obter o gréfico.

Ponto que o grafico corta o eixo y: deve-se fazer x
= 0. Logo, o ponto que o gréfico corta 0 eixo y tem
coordenadas (0,b). Ponto que o Grafico corta o eixo X:
deve-se fazer y = 0. Logo, o ponto que o grafico corta o
eixo X tem coordenadas (-b/a; 0).

O ponto que o grafico corta o eixo x € chamado
raiz ou zero da funcéo.

decrescente y
asl

N

crescente yy

a0

P

-bia

b
-hia /
o+ \\\ ;

P

'

-y

OBS:

Sendo f(x) = ax + b, coma # 0 e b # 0 é funcdo afim.
Sendo f(x) =ax +b,coma#0eb=0¢ funcdo linear.
Sendo f(x) = ax + b, coma=0eb # 0 é fungdo constan-
te.
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funciio ineaxr

Cha

funciio constante
N L

- bh=0 bh=0

EXERCICIOS]DE|EIXACAO

QUESTAO 01 |

Considere as fungdes f(x) = 2x — 6 definida em reais.
Determine a soma dos nimeros associados as proposi-
cOes corretas :

01. A reta que representa a fungdo f intercepta o eixo
das ordenadas em (0,- 6)

02. f(x) é uma fungdo decrescente

04. A raiz da funcéo f(x) € 3

08. f(-1) +f(4) =0

16. A imagem da fun¢&o sdo os reais

32. A area do tridngulo formado pela reta que representa
f(x) e pelos eixos coordenados é 18 unidades de area.

QUESTAO 02 | PUC-SP |

Para que a funcédo do 1° grau dada por f(x) =
(2 - 3K)x + 2 seja crescente devemos ter:

QUESTAO 04 Fuvest

A reta de equagdo 2x + 12y — 3 = 0, em relagdo a um
sistema cartesiano ortogonal, forma com o0s eixos do
sistema um triangulo cuja area é:

a) 1/2 b)1/4  ¢)1/15 d)3/8  e)3/16

QUESTAO 05 UFRGS

Dois carros partem de uma mesma cidade, deslocando-
se pela mesma estrada. O gréafico abaixo apresenta as
distancias percorridas pelos carros em funcéo do tempo.

hiekll = i e b )

e
180 |- mmmmmmemm ey
A -
30 |- :
D D.-S 2‘5 o R T homsh

Analisando o grafico, verifica-se que o carro que partiu
primeiro foi alcancado pelo outro ao ter percorrido exa-
tamente:
a) 60km b) 85km

c)88km  d) 90km e€) 91km

AULA 03 - FUNCAO DO 2° GRAU

Uma funcéo f de R em R é polinomial do

/ 2° grau se a cada x R associa o elemento
# ax’+bx+c,coma0
Forma: f(x) = ax’* + bx + ¢, coma # 0

a) k>2/3 b) k < 3/2

¢) k> 3/2 d) k<2/3 )
GRAFICO

QUESTAO 03 UEMG \

Sendo a<0eb>0,a Unica representacdo gréfica corre-
ta para a funcéo f(x) =ax + b é:
a) ]- ¥ b)

I x

c) T,V

O grafico de uma funcéo polinomial do 2° Grau de R em
R
é uma parabola. A concavidade da parabola é determi-
nada pelo sinal do coeficiente a (coeficiente de x?).
Assim, quando:
o a > 0 tem-se a pardbola com concavidade para
cima
. a < 0 tem-se pardbola com concavidade para
baixo

O ponto que o gréafico corta o eixo y possui coordena-
das (0,c).

Para achar o(s) ponto(s) que o grafico corta 0 eixo X,
deve-se fazer y = 0. Tem-se entdo uma equacdo do 2°
grau ax? + bx + ¢ = 0, onde:

—bxJA
X=——

.com A=b?—4ac.
2a

m curso
ciDegraus

TEL: (61) 4102-8485/4102-7660
SITE: www.cursodegraus.com.br



curso

xziDegraus

MATEMATICA-FRENTE T

Se A > 0 Duas Raizes Reais
Se A=0 Uma Raiz Real
Se A< 0 Né&o possui Raizes Reais

O verdadeiro nome de A é discriminante , o termo
delta é referéncia ao alfabeto grego.

ESTUDO DO VERTICE

A Parabola que representa a funcdo do 2° Grau é
dividida em duas partes simétricas. Essa divisdo é feita
por um eixo chamado de eixo de simetria. A intersecgdo
desse eixo com a parabola recebe o nome de vértice da
parabola.

Eixo de

; Eixode simetria

' simetria

e O vértice € o ponto de maximo da fungéo se a < 0.
e O vértice € o ponto de minimo da fun¢do se a > 0.

COORDENADAS DO VERTICE

O vértice é um ponto de coordenadas V(x,, y,) onde

_-b
2a

_-A

XV yv - 4a

RESUMO GRAFICO

Se a > 0 as combinages de comA>0, A=0e A<0
y

EXERCICIOS]DEJEIXACAO

QUESTAO 01 |

Em relagdo a funcdo f(x) = x> — 6x + 8 definida de é
correto afirmar:

01. 2 e 4 séo os zeros da fungéo f.

02. o vértice da parabola possui coordenadas (3, -1).

04. O dominio da funcdo f(x) é o conjunto dos nimeros
reais.

08. A imagem da funcéo é: {yeR |y >-1}.

16. A érea do tridngulo cujos vertices sdo o vértice da
parabola e seus zeros, é 4 unidades de area.

QUESTAO 02

Considere a funcéo definida em x dada por f(x) = x* —
mx + m. Para que valores de m > 0 o gréafico de f(x) ird
interceptar o eixo X num s6 ponto?

a)l b) 4 c) 12 d) 16

QUESTAO 03 Mack \

O vértice da parabola y = x? + kx + m é o ponto V/(1, 4).
O valor de k + m em médulo é:
a) -6 b) -3 03 d) 6

QUESTAO 04 UFSC |
Dada a fungdo f: R — R definida por f(x) = ax’® + bx +
¢, sabe-se que f(1) = 4, f(2) =7 e f(-1) = 10.

Determine o valor de a - 2b + 3c.

. . a) 3 b) 13 c) 23 d) 33
X1=Xo=Xy
Yy
C\
Yvi 4
X
0 Xy
Se a > 0 as combinages de comA>0, A=0e A<0
- curso
z:iDegraus

TEL: (61) 4102-8485/4102-7660
SITE: www.cursodegraus.com.br



curso

xiDegraus

MATEMATICA-FRENTE I

QUESTAO 05 UFC \

No tridngulo ABC abaixo, a é a base, h a altura relativa
a esta base, e b o lado oposto ao angulo de 45°. Se a + h
= 4, ento o valor minimo de b? é:

a)16.  b)16/5. )45  d) 4J/5. e) 1645,
A

o\ A5
= = -

AULA 04 - FUNCAO MODULAR

ro real x € a distdncia da origem ao
ponto que representa o nimero X. Indi-
camos 0 modulo de x por | X |.

, Madulo ou valor absoluto de um ndme-
Q

DEFINICAO
X se x>0
=<0 se x=0
-x se x<0

Veja: |3|=3;|-5|=5,¢|0]|=0

Jaem|x| =3, temos x = 3 ou -3.
Em | x| =0, temos x = 0, somente
Em | x| = -1, ndo temos solucéo.

Se | x - 7| = 2, dai temos duas possibilidades.
Oux-7=2—->x=9
Oux-7=-2—->x=5

GRAFICO
yu
f(x)=Ix|

X

D(f)=1IR e Im(f)=|0,+oo=IR,

INEQUACAO MODULAR

[ x] <k, comk>0, entdo: k < x <K

Exemplos: [x|<3-3<x<3
|x]<10-10<x<10

| X | >k, com k >0, entdo: x < k ou x> K

Exemplos: [ x|>3x<-30ux>3
|x|>10x<-100ux>10

Resumindo as inequagdes

e |ALGO| < aea>0,entdo-a < ALGO < a

e |ALGO|> aea>0, entio x < - ALGO ou AL-
GO=a

e |ALGO|= | COISA|, entio ALGO = COISA ou
ALGO = - COISA.

EXERCICIOS]DEJEIXACAO

QUESTAOO01 | UFC |
Considere as duas circunferéncias concéntricas abaixo.
Classifique as afirmativas abaixo como verdadeiras (V)
ou falsas (F).

I b_4:6_4 1.
2-5=2+|-5
Assinale a opgdo que apresenta a sequéncia correta.
aV,Vv,Vv

31-2)=32-1) N

QUESTAO 02 ESPCEX

O namero de raizes reais distintas da equacao x.|x | — 3x
+2=06

a)0

b) 1

c)2

d)3

e) 4

QUESTAO 03 ESPCEX

Dada a funcéo real modular f(x) = 8 + ( |4k — 3| — 7)x,
em que k € real. Todos os valores de k para que a fungéo
dada seja decrescente pertencem ao conjunto:

a)k>25

b)k<-1

c)-25<k<-1

dy-1<k<25

e)k<-louk>25
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QUESTAO 04 ESPCEX ]

Dos graficos abaixo, o que melhor representa a funcao
f(x) = | 4x* —16 x + 7| é:

QUESTAO 05 UECE ]

Em relacdo a equacdo ‘XZ +X‘=X—4 é possivel

afirmar-se, corretamente, que ela

a) admite exatamente duas solugdes reais

b) admite exatamente uma solucéo, que é real

¢) admite duas solucGes, sendo uma real e uma comple-
xa (ndo real)

d) ndo admite solucbes reais

"> 2% <« f(x) < g(x)|

OBS:

Para resolver exponencial a dica é analisar as bases das
potencias fatorar para deixar em uma mesma base. Mui-
to comum também em alguns casos fazer a mudanca de
variavel, isto é chamar certa potencia 3* por exemplo de
y e resolver a equacéo.

AULA 05 - EXPONENCIAL

QJ, EQUACAO EXPONENCIAL

? Chama-se equacdo exponencial toda
equagdo que pode ser reduzida a forma a*

=b,com0<a#l.

Para resolver tais equacdes é necessario transformar a
equacdo dada em:

. Igualdade de poténcia de mesma base.
a'™® = 2% < f(x) =g(x)
. Poténcias de expoentes iguais. a'™ = b'™ <> a
=bsendoaeb#1leaeb eR*,.
GRAFICO
N (0 < a< 1) Funciio Decrescente
(2 = 0) Funciio Crescente
4 fy=a* fix=a ¥
fixg)----- ? S fix)
flxy)|-— )
1
F |
0 X % * X % 0 X

|x1<x2<:>f(x1)<f(x2) | |x1<x2c>f(x1)>f(x2)

INEQUACAO EXPONENCIAL

Para resolvermos uma inequacdo exponencial de-
vemos respeitar as seguintes propriedades:
Quando as bases sdo maiores que 1 (a > 1), a relacdo de
desigualdade se mantém.
> a®™ < f(x) > g(x)|
Quando as bases estdo compreendidas entre 0 e 1 (0 < a
< 1), arelacéo de desigualdade se inverte.

Exemplo-1
Calcula valor de x em 2* = 128.

Sol. Fatorando 128 — 2
Entio 2*=2" > x=7

Exemplo-2
Qual valor de x na equacgéo 25.3 = 15*?
Sol. Passe 3* para outro lado...

(3) -
25=|— | —>25=5
3

Entdiox =2

Exemplo-3
Determine as raizes de 2% -2*"1+1=0.

Sol. Faca 2*=yevejay’—2y+1=0
Entdo y =1, portanto 2x =1 — x =0

EXERCICIOS]DE[FIXACAO

QUESTAO 01 \

Dadas f(x) = (0,5) “* e as proposicdes:
I - f(x) é crescente

Il - f(x) é decrescente

I -f3)=8

IV- (0,1) e f(x)

Podemos afirmar que:

a) todas as proposicdes sdo verdadeiras.
b) somente 1l é falsa.

¢) todas séo falsas.

d) Il e 111 séo falsas.

e) somente Il e IV sdo verdadeiras.

QUESTAO 02 |
72x+y :l

4
Xy , 0 valor de (lj é:
52" =25 X

a)l b) 16 c) 81 d) 256 e) 625

Dado o sistema
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QUESTAO 03 | UFMG |

Com relagdo a funcdo f(x) = a* sendo a e x nlimeros
reais e 0 <a # 1, assinale as verdadeiras:

01. A curva representativa do gréfico de f estd toda
acima do eixo Xx.

02. Seu grafico intercepta o eixo y no ponto (0, 1).

04. A funcdo é crescentese0 <a<1

08. Sendo a = 1/2, entdo f(x) > 2 se x > 1.

QUESTAO 04 | OBM |
Se x* = x + 3 entdo X° é igual a:

a)x*+3

b)x+4

c)2x +2

d)4x + 3

QUESTAO 05 ESPCEX
O gréafico que melhor representa a fungdo f: R — R,

definida por f (x) = 2P g,

a) b) \!/ c)\l/ d) ji e)

QUESTAO 06 UECE
A raiz da equacio (SX +\/§X5X —\/g): 620 ¢é um

namero:

a) inteiro par.

b) racional, ndo inteiro.
c) irracional.

d) inteiro negativo.

QUESTAO 07 UFG

Se x e y sdo dois nimeros reais tais que 6 ** Y =36 e 6
X+5Y =216, entéo x/y vale:

a)7

b) 8

c)9

d) 10

AULA 06 - LOGARITMOS
Ql, DEFINICAO

V Dado um namero a, positivo e dife-

rente de um, e um nimero b positivo,

chama-se logaritmo de b na base a ao real x tal que a* =
b.
Condigdo de Existéncia:a>0ca#leb>0
logsb=x <a*=b
Em log, b = x temos que:
a = base do logaritmo
b = logaritmando ou antilogaritmo
X = logaritmo
Observe que a base muda de membro e carrega X como
expoente.
Exemplos:
1) loge 36 =x — 36 =6 - 6°=6"—>x=2
2) logs 625 =x — 625=5"—>5'=5"5x=4
Existe uma infinidade de sistemas de logaritmos. Po-
rém, dois deles se destacam:
. Sistemas de Logaritmos Decimais:
E o sistema de base 10, também chamado sistema de
logaritmos comuns ou vulgares, ou de Briggs (Henry
Briggs, matematico inglés (1561-1630)). Quando a base
é 10 costuma-se omitir a base na sua representacao.
o Sistemas de Logaritmos Neperianos:
E o sistema de base e (e = 2, 718...), também chamado

de sistema de logaritmos naturais. O nome neperiano
deve-se a J. Neper (1550-1617).

PROPRIEDADES OPERATORIAS

e log,a+log, c=1log,(ac)
e log,a—log,c=1log,(a/c)

c
« log,a’ :alogb a

e log,b.log,c.log.d...log, y.log, z=log, z

log, a
e log,a=—=
9 log, b
e log,a=1
R a|Ogaﬂ :ﬂ
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GRAFICO

|Funu;ﬁu crescente (a = 1',1

},[ f(x) = log, x

Cl] /{1, 0) X

|Fung§u decrescente (0 < a < 1:;|

f(x) = log, x

¥
I\ (1,0 .
0 \ X
Exercicio Resolvido:
Sabendo-se que log 2 = 0,30 e log 3 = 0,47. Calcule o
valor de log 18.
Sol. log 18 = log(2.3%) — log 18 =log 2 + log 3% —
log 18 =log 2 +2log 3 — log 18 = 0,30 +2.0,47
log 18 =124

EXERCICIOS]DE|EIXACAO

QUESTAOO1 | UFPR |

Sendo log 2 = 0,301 e log 7 = 0,845, qual sera o valor
de log 28?

a) 1,146

b) 1,447

c) 1,690

d) 2,107

e) 1,107

QUESTAO 02 FEI-SP ‘
A funcdo f(x) = log (50 - 5x - x°) é definida para:
a)x>10

b)10<x<5

c)5<x<10

dyx<5

e) n.d.a.

QUESTAO 03 |
Sendo a e b ndmeros reais positivos tais que:
log ; a=224 e log ;; b=218, calcule o valor de a/

QUESTAO 04

Sejam a = logcosO, b = logsenbec=1log2ea+b+c =
0. Os logaritmos sdo decimais e 0° < 0 < 90°. Podemos
afirmar, corretamente, que o angulo 6 estéa situado entre:
a) 50° e 60°
b) 30° e 40°
c) 40° e 50°
d) 20° e 30°

QUESTAO 05
A opcdo em que figuram as solugdes da equa-

¢i03* 8 +Log,,[Log,, (VY910 )]=0 ¢

a)-3e?2
b)-3e3
c)-2e3
d)-2e2

QUESTAO 06
Se x = p é a solucdo em R da equacdo 2 — logy2 — log,x
=0, entdo:
a)05<p<15
b)15<p<25
€)25<p<35
d)35<p<45

QUESTAO 07 UFSC

Dada a fungéo y = f(x) = log, x, com a > 0, a#1, deter-
mine a soma dos ndmeros associados as afirmativas
verdadeiras.

01. O dominio da fungdo fé R.

02. A funcdo f é crescente em seu dominio quando a
€ (1, +0)

04.Sea=1/2entdo f(2) =1

08. Sea=3ef(x) =6entdo x = 27

16. O grafico de f passa pelo ponto P(1,0)

AULA 07 - TRIGONOMETRIA NO TRI-
ANGULO RETANGULO

/ Considere o triangulo retangulo ABC

Nesse tridngulo podemos destacar o0s seguintes elemen-
tos:

b. . AB e AC sé0 0s catetos
a)9 . BC é a hipotenusa
b) 27 . C e B sdo os angulos agudos
c) 18
d)3
. curso
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RELACOES TRIGONOMETRICAS:

e SENO: seno de um angulo agudo é o quociente entre
0 cateto oposto ao angulo e a hipotenusa.

¢ CO-SENO: co-seno de um angulo é o quociente
entre o cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa.

e TANGENTE: tangente de um angulo é o gquociente
entre o cateto oposto ao angulo e o cateto adjacente.

Sendo assim, temos que:

e sena =bla
3/’/ h cose=fa
-~
7 fga=hic
al. . Fl

OBsS

Sempre que tivermos um par de angulos complementa-
res X e Y, serdo validas a relaces:
senX = cosY e senY = cosX

TABELA DE ARCOS NOTAVEIS

X Sen x Cos x Tgx
30° l ﬁ ﬁ
2 2 3
45° ﬂ ﬂ 1
2 2
60° £ 1 J3
2 2

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO
QUALQUER

As seguintes relacfes que iremos ver abaixo sdo
validas para qualquer triangulo. Elas recebem o nome

de LEL DOS SENOS e LEI DOS COSSENOS.

LEI DOS SENOS

Num tridngulo qualquer, os lados sdo proporcionais aos
senos dos angulos opostos. A razdo de propor¢do é o
didmetro da circunferéncia circunscrita ao triangulo

a b

= = = diametro
senA senB senC

LEI DOS COSSENOS

Num triangulo qualquer, o quadrado da medida de um
lado é igual a soma dos quadrados das medidas dos
outros dois lados, menos duas vezes o produto das me-
didas destes lados pelo co-seno do angulo formado por
eles.

a’=b%+c?-2bccosA

b? =c? +a* —2accosB
c? =a% +b?-2abcosC

EXERCICIOS]|DE[EIXACAO

QUESTAO 01 | UFSC ]

Num véo entre duas paredes, deve-se construir uma
rampa que vai da parte inferior de uma parede até o topo
da outra. Sabendo-se que a altura das paredes é de
43 m e o vio entre elas é de 12m, o angulo @, em

graus, que a rampa formard com o solo esta compreen-
dido entre:

a)15<6 <28
b) 28 <6 <39
c)39<6 <47
d) 47 <6 <56
e)56 <6 <63

m curso
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QUESTAO 02 FUVEST

Obter o valor de x na figura:

a) 6043

b)504/3 .
c) 60
d) 50 30° 60°

100

e) 4043 -

QUESTAO 03

No tridngulo ABC, o valor do angulo , em graus, é:

a) 60° 5

b) 45°
c) 30° 9
d) 90° 1
e)n.d.a
—l o
A C
QUESTAO 04
Com base na figura abaixo é correto afirmar:
A
S h
60° 45°
B
B 5 - C
a
01.h=~2m
02.h=+/3m

04.a=(L+ +/3)m
08. O triangulo ACD ¢ isosceles.
16. O lado AC mede 6m.

QUESTAO 05 |

Considere um relégio onde o ponteiro do minuto mede
8 cm e o da hora mede 5 cm e de acordo com essas
informacdes julgue os itens abaixo:

01. (C)(E) A maior distancia possivel entre as extremi-
dades livres dos ponteiros é superior a 13cm.

02. (C)(E) Se d é a menor distancia possivel entre as

extremidades dos ponteiros entdo 1,5 < Jd < 19.
03. (C)(E) O angulo formado entre o ponteiro da hora e

do minuto as 10:00hs tem tangente menor que \/§ .

04. (C)(E) A distancia entre as extremidades livres dos
ponteiros as 02:00hs é 7cm.

05. (C)(E) Durante um dia inteiro os ponteiros forma-
ram por 48 vezes um angulo de 90°.

QUESTAO 06

A figura abaixo ilustra uma mesa de sinuca onde em
uma jogada ousada a bola branca seguird o percurso
descrito. Qual o valor do cosseno do angulo que a traje-
toria forma ao bater na lateral da mesa?

a) 1/9
b) -1/9
c) 1/3
d) -1/3

QUESTAO 07
Sabendo que o cabo de ago usado para sustentar o qua-
dro mede 3 metros e sendo @ € [ os angulos for-
mados entre o cabo e o0 quadro, com
senae =0,6 e senf =08, determine o compri-
mento de cada segmento do cabo.

al e 6

b)

3/5 e 12/5
c)

11/9 e 16/9
d)

9/7 e 1217
QUESTAO 08

O triangulo ABC est4 inscrito na circunferéncia de

2\/§ centro O e raio R. Dado que AC = 2 cm, determi-
ne a soma dos nimeros associados as proposi¢des ver-
dadeiras:

01. O triangulo ABC é equilatero

02. o raio da circunferéncia vale 2cm

04. AB = 2+/2 cm

08. O comprimento da circunferéncia € 4 cm

11
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QUESTAO 09 | FUVEST |

No quadrilatero dado a seguir, BC = CD = 3cm, AB =
2cm, ADC = 60° e ABC = 90°. O perimetro do quadri-
latero, em cm, é:

a) 11 o
b) 12

c) 13

d) 14

e) 15

AULA 08-INTRODUCAO TRIGONOMETRICA

Arco de uma circunferéncia é cada uma

Ql das partes que ficam divididas uma cir-

V cunferéncia por dois quaisquer de seus
pontos.

A cada arco corresponde um angulo
central (angulo que possui vértice no centro da circunfe-
réncia).

Para medir arcos e angulos usaremos o grau e o radiano.
. Graus: Um arco de um grau (1°) é aquele cujo
comprimento € igual a do comprimento da circunferén-
cia. 1 360

Logo, a circunferéncia tem 360°.

Os Submultiplos do Grau sdo os minutos e segundos:
1°=60"1'= 60"

. Radiano: Um radiano é um arco cuja medida é
igual ao raio da circunferéncia onde esta contido.

Uma circunferéncia de raio unitario possui 2 radia-
nos de comprimento. Pode-se, entdo, estabelecer uma
relagdo entre graus e radianos.

OBS:

Quando numa circunferéncia de raio unitario se estabe-
lece um sentido de deslocamento, diz-se que se define o
ciclo trigonométrico.

Os eixos x e y dividem o ciclo em quatro partes denomi-
nadas quadrantes
O sentido positivo é o anti-horario.

SENO e CO-SENO DE UM ARCO

y e Denomina-se sen & a projecdo
M do raio OM, pela extremidade M

do arco sobre o eixo y.
a e Denomina-se cos & a projecdo

do raio OM, pela extremidade M
do arco sobre o eixo x.

s

Note que: —1<sena <1 e -1<cosa<l

OBS:

Com o auxilio da simetria de arcos é possivel determinar
os valores de seno e co-seno de arcos do 2°, 3° e 4° qua-
drantes.

Como raio do circulo trigonométrico € unitario, podemos

afirmar que sena +cos’ @ =1|em qualquer angulo
a.

TANGENTE DE UM ARCO

Associa-se a circunferéncia trigonométrica mais um
eixo, a reta t, que tangencia a circunferéncia no ponto P
de coordenadas (1,0). Define-se como tangente do arco
PM ao segmento PQ determinado sobre o eixo das tan-
gentes.

ARCOS cONGRUOS Ya Q
Dois ou mais arcos sdo cdngruos quando a diferenca
entre seus valores é um maltiplo de 360°. tg o
Exemplo: 1) 30°, 390°, 7500, 1110.......... o
Veja que esses arcos possuem a mesma extremidade e ol 5
diferem apenas no nimero de voltas. O P X
t
1§ P [ ] curso
ciDegraus
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EXERCICIOS]DE|FIXACAO

QUESTAO 01 |

Sesen x> 0ecos x <0, entdo x é um arco do:
a) 1° quadrante

b) 2° quadrante

¢) 3° quadrante

d) 4° quadrante

e) n.d.a.

QUESTAO 02 UFMG

Transformando 7°30' em radianos, teremos:
a) w/24

b) #/25

c) 7125

d) 37/25

e) 57/32

QUESTAO 03 ESPCEX

Das alternativas abaixo o valor igual a sen 537 /6 é:
a) €0s225°

b) cos150°

c) cos60°

d) sen210°

e) sen120°

QUESTAO 04
Sdo arcos céngruos:
a)—730°e —x/12rad
b) 1640°e — 77 /6rad
c) 350°e — r/18rad
d) 1235° e 57/ 6rad
e) -2000° e 4 /3rad

ESPCEX |

QUESTAO 05 ESPCEX \

Na figura, esta representado um circulo trigonométrico
em que os pontos P1 a P5 indicam extremidades de ar-
cos. Esses pontos, unidos, correspondem aos Vvértices de
um pentagono regular inscrito no circulo. Se o ponto P1
corresponde a um arco de 7z / 6radianos, entdo o ponto
P4 corresponderd a extremidade de um arco cuja medida,
em radianos, é igual a:

13 -
a) =% // ’ H"m&\‘m
30 "/
b 177« P3 (/ / x
) —— 0
% N /
o 2% A\ J/
30 NP
P4

g 4x

30

QUESTAO 06
A equacdo sen x = 2m — 5 admite solucdo para:

a)2<m <3
byl <m <4
c)-1<m<1
d)2<m<3

e)0<m <1

QUESTAO 07 UFG

3m
Se SENX =

, entdo determine o valor maximo

de m.

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

QUESTAO 08 ESPCEX
No circulo trigonométrico (raio = 1), representado na
figura, a medida de S é 150° e AB representa um dia-

metro. O valor do produto das medidas dos segmentos
OCeODE:

0 |
ok
a) 1/4
b) 1/2

c) J/3/4
d) V372

e) V212

QUESTAO 09 ESPCEX

A quantidade de valores inteiros que a pode assumir para
que a equagdo cos x = (a — 1) tenha solugéo é:

a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

13
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QUESTAO 10

ESPCEX |

Sendo k € Z, o nimero de valores distintos assumidos ppr s

kz ¢éigual a:
9

a)5

b) 8

c)9

d) 10

e) 18

SINAIS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

QUESTAO 11 ESPCEX

, . 197 | .
O nmero de arcos no intervalo | O, T cujo valor do

no éigual a 0,5 é:
a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

COSSE

1°Q | 2°Q | 3°Q | 4°Q
SEN0 e cossecante + + - -
COS5EN0 € secante + - - +
tangente € cotangente | + - + -
z Fcoty E
C
B
r=1
sen tg
oL
1] cos A (D ;

EXERCICIOS]DEJEIXACAQ

QUESTAO 12
2 —3senx

ESPCEX

Sendo z =

que satisfazem essa igualdade estdo compreendidos em:

pode-se afirmar que todos os valore,

ESPCEX |

‘ QUESTAO 01

5 4%5Zndo senx :% e xe }”,,{, entdo o valor de tgx é
2

a)—2<z<-1 igual a:
b)~1<z<-1/4 z) 55//1 122
C)-1/4<z<5/4 ) e
d)0<z<32 ©)
e)1/4<z<2 d) 12/5
-0 e) -12/13
- - QUESTAO 02 ESPCEX
AULA 09 - RELAGO_E_S TRIGONQMETRICAS 0] valor do determinante da matriz
| vimediasne i ge s | (w1 osex] g
y ' sena ' cotg’x cos’x fgx | COM XF - ek ez
e Tangente — Qo = cosa 1 sen’x 1
cosa €:
e Cotangente— COtgar = a) -2
sena b) -1
01
e Secante— SECa = d) 0
COSx
1 e) 2
e Cossecante— COSSECO = ——— QUESTAO 03 | ESPCEX ‘
Sena 3 >
3 i i - X
D;\ relagazlo fundamental da  trigonometria Sendo cossecd — 1 e secH = ", entdo
sen“a +C0s° @ =1, podemos obter mais duas rela- -1 3-X
coes: um valor de x que verifica essas igualdades é:
a) 1/2
. 1+cotg®a = cossec® o b) 1/3
. 1+tg2a =sec’ a Q) /4
g a= d) 3/4
e) 3/2
14 [ ] curso
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QUESTAO 04 |
Se 1 < x < 37/2, entdo a maior raiz positiva da equagdo
(tgx —1)(4sen 2x— 3)=0¢:

a) 4r /3
b) 57 /4
c) 7716
d) 7z/4

QUESTAO 05 ESPCEX

Simplificando a expresséo E = (1 + cotg? x)(1 - cos’ X),
teremos:

a) E=tgx

b) E = sen x

c)E= \/E

dE=1

e)E=-1

QUESTAO 06

PUC

O valor numérico de W para x = 1080°
7T

50

X 3x
i 2t -
sen(2)+ g( 1 j

a) 5/2
b) 5/3
c) 3/2
d) 2/5
e)0

W =
3cos X

AULA 10 - SOMA DE ARCOS

S8o validas as seguintes formulas, que

/ devem ser memorizadas! Repito aqui,

e’ que uma das aparentes dificuldades da

Trigonometria é essa necessidade impe-

riosa de memorizagdo de férmulas. En-

tretanto, a ndo memorizacdo levaria a perda de tempo

para deduzi-las durante as provas, 0 que tornaria a situa-
¢ao impraticavel.

Talvez, a melhor solugdo seria aquela em que os
examinadores que elaboram os exames vestibulares
inserissem como anexo de toda prova, um resumo das
férmulas necessarias a sua resolucdo, exigindo do can-
didato, apenas o conhecimento e o raciocinio necessa-
rios para manipuld-las algebricamente e, ai sim teria
sido feito justica! Fica a sugestdo as bancas de concur-
so!

SENO E COSSENO DE ADICOES

cos(a — b) = cosa.cosb + sena.senb

cos(a + b) = cosa.cosb — sena.senb

sen(a — b) = sena.cosb — senb.cosa

sen(a + b) = sena.cosb + senb.cosa

ARCO DUPLO

Ao fazer a condigio de a =0 = & obtemos:

e sen(26) = 2senfcosé

e C0S(20) =cos” @ —sen’d
2tgé

e tg(20)=—"-—

9(20) 1-tg%6

ARCO METADE

Trabalhando as equacdes acima chegamos ainda

. sen(gjzi [1-coso
2 2
. co{gj:i [1+coso
2 2
ig o)_. /1—0036’_ send  1-cosd
2) Vl+cos® 1+cosf®  sené

EXERCICIOS]DE|EIXACAO

QUESTAO 01 ‘
Se sen x + cos 2x = 1, entdo um dos valores de sen x é:
a)l.

b) 1/2

c)\/E/Z
d) —~/3/3

QUESTAO 02

Se f: R — R ¢ definida por f(x) =2cos(2x) + cosx + 4, 0 menor
valor que f pode assumir é:

a) 17/16
b) 31/16
¢) 27/16
d) 19/16

QUESTAO 03
O conjunto imagem da funcdo f : R — R dada por
f(x) = 3sen’x 5cos’x, isto €, 0 conjunto
{yeR; y=f(x) paraalgum x € R}, ¢ o interva-

lo:

a)[[—6,2]

b) [-5,3]
o) [-5,5]
0 [-2,4]

m curso
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QUESTAO 04 |
A soma das solucdes da equacéo
2c0s” Xx—2sen? x—1=0 no intervalo [O, 271] é:

117z
Q) ——
6

b) 31
c) 4w
231
d) ==
6

QUESTAO 05

Se tg(x/2) + cotg(x/2) = 8, entdo senx é:
a) 1/2
b) 1/4

c)\/§/2
d) V/3/2

QUESTAO 06
Se x e y sdo arcos no primeiro quadrante tais que sen(x)

= \/§/2 = cos(y), entdo o valor de sen(x +y)+sen(x —y)

é:
a) V/6/2
b) 3/2

c) V6/3
d) 2/3

QUESTAO 07

Se x e y sdo as medidas dos angulos agudos de um tri-
angulo retangulo, entdo cos 2 x + cos 2 y é igual a:

a) sen(x+y).

b) cos(x+y).

C) Senx.cosy.

d) sen(x+y).cos(x+y).

QUESTAO 08

As medidas dos angulos internos Y, X, Z, W de um
quadrilatero convexo estdo em progressdo aritmética,
sendo 45° a menor medida. O valor da soma sen Y +
senX + sen Z+ senW é:

2) 2\@;\@

b) 23 +/6
2

0 3«/§2+\@

d) 3\/§+\/6
3

AULA 11 - FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Em matematica, as fungdes trigonomé-
tricas sdo funcBes angulares, importantes
Q‘ A no estudo dos tridngulos e na modelacdo
e de fendbmenos periddicos. Podem ser
definidas como razdes entre dois lados de
um tridngulo retangulo em funcdo de um angulo, ou, de
forma mais geral, como razfes de coordenadas de pon-
tos no circulo unitdrio. Na anélise matemética, estas
funcdes recebem defini¢cdes ainda mais gerais, na forma
de séries infinitas ou como solugdes para certas equa-
¢Oes diferenciais. Neste Gltimo caso, as fungdes trigo-
nométricas estdo definidas ndo s6 para angulos reais
como também para angulos complexos.
Atualmente, existem seis fung¢Oes trigonométricas basi-
cas em uso, cada uma com a sua abreviatura notacional
padrdo conforme tabela abaixo. As inversas destas fun-
¢Oes séo chamadas de funcdo de arco ou fungdes trigo-
nométricas inversas. A nomenclatura é feita através do
prefixo "arco-", ou seja, arco seno, arco co-seno, etc.

FUNCAO SENO

Associa a cada namero real X 0 nUmero y = senx

o Dominio: pode assumir qualquer valor real: D = R.

¢ Conjunto Imagem: Im = {-1; 1}

o Grafico: Ele sempre se repete no intervalo de 0 a 27T ..
Esse intervalo é denominado sendide.

e Periodo: 27T.

FUNCAO COSSENO

Associa a cada nimero real X 0 nUmero y = cosx

e Dominio: pode assumir qualquer valor real: D = R

e Conjunto Imagem: Im = {-1; 1}

o Grafico: Ele sempre se repete no intervalo de 0 a 27T ..
Esse intervalo é denominado cossendide.

e Periodo: 27T ..

FUNCAO TANGENTE

Associa a cada nimero real x 0 nimero y = tgx.

e Dominio: A fun¢do da tangente apresenta uma peculi-
aridade. Ela ndo existe quando o valor de cosx = 0 (ndo
existe divisdo por zero), portanto o dominio sdo todos 0s
ndmeros reais, exceto 0s que zeram 0 COSSeNO.

e Conjunto Imagem: Im = ]»oo, oo[
e Grafico: Tangentoide.
e Periodo: T
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OBS:

Podemos considerar uma fungdo seno ou cosseno dita
como completa quando expressa por:

F(x) = A + B.sen(Cx + D))

onde:

e Im = {A+B; A-B}

, T
® Periodo = —.

e Fade inicial (xo) =D

GRAFICOS

EXERCICIOS]DE|FIXACAO

QUESTAO 01 | UEPR |

Dada a fungdo trigonométrica sen(Kx), é correto afirmar
gue o periodo da fungéo é:

a) 7

b)y2x

) sempre 0 mesmo, independentemente do valor de K.
d) diretamente proporcional a K.

e) inversamente proporcional a K.

QUESTAO 03 UFES

O periodo e a

f(x)=5- 3C0{X;2j , X€ R sdo respectivamen-
zr

imagem  da  fungdo

te:

a)2rm e[-1,1]
b)2r el2 8]
c)2rm2e|2,8]
d)2mre[-33]
e)2m2e[-3,3]

QUESTAO 04 MACK

Para X, a funcdo definida por f(x)
[0, 27r]tem:

a) um valor maximo para x = 0.

b) um valor minimo parax = .

c) somente valores positivos se %< X < 3?” .

= sen X para

d) valores negativos se 0 < x < Z- .
2

e) trés raizes.

QUESTAO 05 UEBA

O grafico a seguir representa a funcéo f(x) = a + b cos x.
Os valores de a e b, respectivamente, sdo:

a)2e-1
b)yle-1
c)3el
d2el
e)le-2

QUESTAO 06 UFPA

As fungdes seno e co-seno sdo representadas, respecti-
vamente, por duas curvas chamadas de senoide e co-
senoide. De acordo com o grafico a seguir, os valores de
X que satisfazem a desigualdade sen x > cos x sdo:

QUESTAO 02 | PUC v
- - . . a) o7 2
O conjunto imagem da fungéo f definida por f (x) = sen g X< 1
(xX) +hé[-2,0]. O valor de h é: 7[ 5 S Er
a) T b) = <x< == | 7 X
b) -2 4 4 LS Ay
c)-1 c) X< 4 2 _,-I..if-
d)0 d) X>7
-1
€)1 ) Lox<Z
2 2
17 e (] curso
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QUESTAO 07 | PUC |
Observe o gréfico a seguir.

F— — —f

A funcdo real de variavel real que MELHOR correspondefa
esse grafico é
a) y = cos X

b) y = sen x

C) Y = c0s 2X
d) y = sen 2x
e)y=2senx

QUESTAO 08 | UFPA |
O gréfico da funcdo f dada por f(t) = cos {t " (gﬂ no

intervalo [0, 27] é:

ay b) ©)

c) 95.
d) 92.
e) 90.

QUESTAO 11 UFPR

Suponha que o horario do p6r do sol na cidade de Curi-
tiba, durante o ano de 2009, possa ser descrito pela
funcéo

2n
f(t)=18,8-13sen| —t
® 135 [365]

sendo t o tempo dado em dias e t = 0 o dia 1° de janeiro.
Com base nessas informagdes, considere as seguintes
afirmativas:

1. O periodo da fungdo acima é 2m .

2. Foi no més de abril o dia em que o por do sol ocorreu
mais cedo.

3. O horario em que o pdr do sol ocorreu mais cedo foi
17h30.

Assinale a alternativa correta.
a) Somente a afirmativa 3 é verdadeira.

) ) ) b) Somente as afirmativas 1 e 2 sdo verdadeiras.
1 1 c) Somente as afirmativas 1 e 3 séo verdadeiras.
7 % o 2 d) Somente as afirmativas 2 e 3 sdo verdadeiras.
! ! e) As afirmativas 1, 2 e 3 sdo verdadeiras.
d) 0 e) ()
. I P % QUESTAO 12 UCB
' ' A figura a seguir mostra parte do gréfico da funcéo:
~ a) senx Le
QUESTAO 09 MACK b) 2sen(x/2) e .
Sejam f(x) = 2 — cos x, com 0 < x <2z, M 0 valor ma- c) 2senx _ o a
. . M | d) 2sen(2x) ' :
ximo de f(x) e m o seu valor minimo. O valor de — é: e) sen(2x) .
m O S
a) 3/2
b) 2/3 =
c)1/3 QUESTAO 13 UEAL
d) 1/6 Observe o grafico: Sabendo-se que ele representa uma
e)3 funcdo trigonométrica, a fungdo y(x) é:
a) —2 ¢cos (3x).
QUESTAO 10 UFSM b) —2 sen (3x).
c) 2 cos (3x).
_, d) 3 sen (2x).
120 : e) 3 cos (2x).
[ ¥
2 -
20 F———= — —
2 4 6 8 0 1z e . % 7 V 2
O gréfico mostra a quantidade de animais que certa area : ¢ 2 3
de pastagem pode sustentar ao longo de 12 meses. Pro- o
pbe-se a fungdo Q (t) = a sen (b + ct) + d para descrever
essa situacdo. De acordo com os dados, Q (0) é igual a
a) 100.
b) 97.
18 [} curso
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AULA 12 - NUMEROS COMPLEXOS I

/ O conjunto dos nimeros complexos é o

. conjunto que possui maior cardinalidade,

QAV afinal ele contém todos os outros conjun-

tos. E necessario, pois, compreender os

processos das operacdes (aritméticas, trigonométricas,

algébricas) envolvendo elementos desse conjunto, assim

como a representagdo geométrica dos nimeros comple-
XO0S.

ORIGEM E POTENCIAS DE i

No estudo dos nimeros complexos deparamo-nos
com a seguinte igualdade: i = — 1.

A justificativa para essa igualdade esta geralmente
associada a resolugdo de equacdes do 2° grau com raizes
guadradas negativas, 0 que é um erro. A origem da
expressdo i° = — 1 aparece na definicdo de nimeros
complexos, outro assunto que também gera muita davi-
da. Quanto as poténcias...

Veja o célculo das primeiras poténcias de i com expoen-
te natural:

1 por defini¢do

i, por defini¢do

-1, constatado no item 4

:1
2
3
-4
5
6
N
-8

TRTATATATR TN
—_— - —
e e
A,
=

N

I

1

=

Teorema

n|4
riq

Sn=4q+rait-ittreip=(2)h.ire

ep=(-1)a.rei=1.rein=i

PARTICULARIDADES DOS COMPLEXOS

Oposto

O oposto de qualquer nimero real é o seu simétrico, o
oposto de 10 é -10, o oposto de -5 é +5. O oposto de um
namero complexo respeita essa mesma condi¢do, pois o
oposto do nimero complexo z sera — z.

Conjugado

Para determinarmos o conjugado de um ndmero com-
plexo, basta representar o nUmero complexo através do
oposto da parte imaginaria. O conjugado de z = a + bi
sera: Z=2a—Di

Igualdade

Dois nimeros complexos serdo iguais se, e somente se,
respeitarem a seguinte condigdo (para z = a + bi):

Partes imaginarias iguais (b)

Partes reais iguais (a)

Dado os nimeros complexos z; =a + bie z, = ¢ + di, z1
e z2, serdo iguais se, somente se, a = ¢ e bi = di.

OPERACAO COM NUMEROS COMPLEXOS

Os niimeros complexos sdo escritos na sua forma algé-
brica da seguinte forma: a + bi, sabemos que a e b sdo
nameros reais e que o valor de a é a parte real do nime-
ro complexo e que o valor de bi é a parte imaginaria do
nGmero complexo.

Adigdo

Dado dois nimeros complexos quaisquer z; =a + bi e z,
= ¢ + di, ao adicionarmos teremos:

2142, — (a+bi)+(ctdi)—a+bit+c+di
atctbi+tdi—atc+(b+d)i—(at+c)+(b+d)i
Portanto, z; + 2z, = (a + ¢) + (b + d)i.

Subtragdo
Dado dois nimeros complexos quaisquer z; =a + bie z,
=c

+ di, ao subtraimos teremos:
;;-_Zg—>(a+bi) -(C-‘rdi) —a+bi—
—di
(@-c)+(b-di
Portanto, z; -z, =

c—di—a—-c+hi

(@a-c)+ (b-di.

Multiplicagdo

Dado dois nimeros complexos quaisquer z; =a + bi e z,
= ¢ + di, ao multiplicarmos teremos:

1.2, — (a+bi) . (c + di) —ac + adi + bei + bdi?

ac + adi + bci + bd (-1) —ac + adi + bci — bd

ac - bd + adi + bei — (ac - bd) + (ad + bc)i

Portanto, z; . z, = (ac + bd) + (ad + bc)i.

Divisdo

Ao dividirmos dois nimeros complexos devemos escre-
vé-los em forma de fracdo e multiplicarmos o numera-
dor e o denominador pelo conjugado do denominador,
veja como:

Dado dois nimeros complexos z; e z,, para efetuarmos
a divisdo dos dois devemos seguir a seguinte regra:

z, 7, Z, a+bi(c—di}
o+ => _ ,
Z, Z,Z, c+di\c—di

ziDegraus
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EXERCICIOS]DE|EIXACAO

QUESTAO 01 |

O produto (5 + 7i) (3 - 2i) vale:
a)1l+11i

b) 1 + 31i

c) 29 + 11i

d) 29 - 11i

e) 29 + 31i

QUESTAO 02
Sef(z) =z°-z + 1, entdo f(1 - i) é igual a:
a)i
b)-i+1
c)i—-1
dyi+1
e) —i

QUESTAO 03
00

Sendo i a unidade imaginaria o valor de i** + i é:
a) zero

b) i

c)—i

d) 1

e)-1

QUESTAO 04
Sendo i a unidade imaginéria, (1 - i) é igual a:
a)l
b) —i
c) 2i
d) -i/2
e)i/2

QUESTAO 05
A poténcia (1 - i )*° equivale a:
a)8

b) 16 - 4i

c) 16 - 16i

d) 256 - 16i

e) 256

QUESTAO 06 | UECE |
Para os nimeros complexos z = 3 + 4i e w = 4 — 3i,

onde i*=-1,asoma 2 . W éigual a:

w z

a) 0
b) 2i
c) -2i
d)1

QUESTAO 07 UECE

Seja p o produto das raizes da equacéo complexa z® =i e
q a soma das raizes da equagdo complexa z*+ (2 + i)z +
2i=0. O valor do produto p.q é:

a) -2i-1

b) -2i +1

c) -2i +2

d) -2i -2

QUESTAO 08 UECE

Se o nimero complexo z = (-3 - 2i)? + 2/i é posto na
forma a + bi, onde a e b sdo nimeros reais, entdo a + b é
igual a:

a)5

b) 10

c) 15

d) 20

QUESTAO 09 UECE

Os nimeros complexos z e w, escritos na forma z = x +
yiew=u+viemquex # 0eu # 0, sdo tais que z .
w = 1. A soma dos quadrados u® + v? é igual a:

a) 1/x

b) 1/u?

c) 1 /ux

dyu/x

QUESTAO 10 UECE

Os nameros complexos z3, z,, z3 € z4 sS40 representados,
no plano complexo, por quatro pontos, 0s quais s&o
veértices de um quadrado com lados paralelos aos eixos e
inscrito em uma circunferéncia de centro na origem e
raio r. O produto z; . z, . 23 . 24 é:

a) um namero real positivo.

b) um ndimero real negativo.

¢) um nimero complexo cujo médulo é igual a r/2

d) um nimero complexo, néo real.

QUESTAO 11 UECE

Os nimeros complexos z; e z, sdo as raizes da equagao
X' —2x+5=0. Asoma |z,|+|z,| &

a) 24/5

b) 35

c) 32

d) 52
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QUESTAO 12 | UECE |

No plano complexo, o0 nimero z = 2 — 3i é o centro de
um quadrado e w = 5 — 5i é um de seus vértices. O vér-
tice do quadrado ndo consecutivo a w é 0 nimero com-
plexo:

a) 2 - 2i.

b) 1-i.

c)-1-i.

d) -2 - 2i.

QUESTAO 13 | UECE \

Se i representa 0 ndmero complexo cujo quadrado é
igual a -1, determine o valor numérico da soma 1 + i + i’
+id+ ..+

a) -1

b) 0

c)l

d)2

e)3

QUESTAO 14 | UFSM |
Para que o nimero Z = (x — 2i)(2 + xi) seja real, deve-
mos ter (x € R) tal que:
a)x=0

L1

2
o)x=+2
dx==x4
e)n.d.a

b) x =

QUESTAO 15 UFPA

Qual é o valor de m, real, para que o produto (2 + mi)
(3 + i) seja um imaginério puro?

a)5

b) 6

c)7

d)8

QUESTAO 16 UFMG

O namero complexo z, tal que 5z + Z = 12 + 16i, €
igual a:

a) -2+ 2i

b)2-3i

c)l+2i

d) 2 +4i

e)3+i

QUESTAO 17 MACK

Parai= /—1, os valores de a e b tais que
a—i i

i3 i 26
| |

a)0e3/2
b)-4e1l
c)3/2e0
d)3/2e2
e)-6e?2

= 3 + bi sdo, respectivamente:

AULA 13 - NUMEROS COMPLEXOS II

/ Vimos na aula passada a forma algébrica
A de um ndmero complexo (z = a + bi).
V Hoje vamos ver a representacdo em um
plano cartesiano de coordenadas comple-
Xas.

O par ordenado (x; y) tem sua abscissa x no eixo dos
reais e a ordenada y no eixo dos imaginarios. Desta
forma vamos a estudos detalhados até chegar a forma
trigonométrica.

PLANO CARTESIANO

Na ilustracdo temos a representacdo de um numero
complexo no plano cartesiano. Dosi elementos sdo im-
portantes no estudo nesse momento:

. Modulo: é a distancia do ponto P a origem (0;

0). Para z = a + bi teremos

. Argumento: é o angulo formado entre o seg-
mento OP e 0 eixo x no sentido anti-horario. Paraz = a
b
+ bi teremos (g6 = —|.
a
GRAFICAMENTE
OP=p=|z|= Va+D
Im
P
0 = argumento de z,
ou seja:
b P sen O =b/pP
o cos B =a/ p
O Re

a

FORMA TRIGONOMETRICA OU POLAR
(0] item anterior mostra

que

b a
senfd=— e CcO0SH =—.Bem, como z = a + hi,
P P

podemos escrever

2= p(senf +icoso)]

m curso
z:iDegraus

TEL: (61) 4102-8485/4102-7660
SITE: www.cursodegraus.com.br



curso

xiDegraus

MATEMATICA-FRENTE I

Quando temos uma potencia de z na forma trigonomé-
trica, escrevemos

2" = p"(sen(nb) +icos(nb))

EXERCICIOS]DE|EIXACAO

QUESTAOO01 | UFAL |

E dado um ndmero complexoz = (x — 2) + (x + 3)i, onde
X é um numero real positivo. Se |z| = 5, entdo:

a) z € um nimero imaginario puro.

b) z € um niimero real positivo.

c) O ponto imagem de z é (-1, 2)

d) O conjugado de z é -1 + 2i.

e) O argumento principal de z é 180°.

QUESTAO 02

UFC 2007 |

Ao dividir 1- i\/§ por -1 + i, obtém-se um complexo
de argumento igual a:

a) /4

b)5 /12

c)7ml12

d)3x/4

e) 11 /12

QUESTAO 03

UECE |

Considere o nUmero complexo z = 1/2 + \/§ i/2. Entdo
(zi)* é igual a:

a) 1.

b) -1.

c) .

d) —i.

QUESTAO 04 | UFAL |

Determine o argumento do ndmero z = 0,5 + 0,532,
a) 30°

b) 450

¢) 60°

d) 120°

QUESTAO 05 (MACK)

A solucdo da equagdo |z| + z = 2 + i é um nimero com-
plexo de médulo:

a) 5/4

b) 542

c)15/+/2

d) 5/2

| QUESTAO 06 | FEI-SP

1+2i
—-e.
3-4j

O mddulo do nimero complexo Z =

a) 1/5
b) 2/5
c) 1/3
d) v5
e) \/5/5

QUESTAO 07 (MACK)
A forma trigonométrica ou polar do nimero complexo

(L+i)?
a) 45°

b) 90°
c) 135°
d) 225°
e) 315°

tem argumento igual a:

QUESTAO 08 UCDB-MS
Considerando z = — 1 — i, de médulo p e argumento

0 , é falso dizer que:

o afixo de “z” pertence ao 3° quadrante.

b) zZ=2
0) 2°=27+2
d) p=8
e)tgd =1

AULA 14 - POLINOMIOS
/ Chamamos mondmio na varidvel x toda
. expressdo do tipo a.x". Nesta expressdo, a
V constante a e a varidvel x sdo definidas no
universo complexo e o expoente n é um
namero natural.

O nlimero a é o coeficiente numérico e x" é a parte
literal do mondmio. Caso o coeficiente a seja um niime-
ro diferente de zero, 0 expoente n é o grau do monémio.
Caso contrario, i.e., 0 nimero a é nulo, dizemos que 0
grau do mondmio néo é definido.

Ex. O monémio -5ix°® tem grau 6.
1

Note que a expresséo 2xz —3x+5 N&o é um polind-

mio, pois o expoente 1/2 ndo € um nlmero natural.

Podemos generalizar a representacdo de um poliné-
mio na variavel x da seguinte  forma:

p(x)=a,x"+a,, x"'+.+a,x+a,- Evidentemente
que se a, = 0entdo o grau do polindmio é igual a n.

ELEMENTOS DE UM POLINGMIO

Dado um polinémio na varidvel x tal que:
p(x)=a,x"+a, X" +.+a,x+a,. Cada mondmio
que constitui esse polinbmio é um termo de p(x) e, em

m curso
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particular, 0 monémio a , é o termo independente. Os
nimeros complexos a_,a
tes de p(x).

.a, e a, Sdo os coeficien-

n-1r--

POLINOMIO IDENTICAMENTE NULO

Um polinémio p, definido na variavel x, é identicamente
nulo se, e somente se, todos os coeficientes de p forem
nulos.

VALOR NUMERICO DE UM POLINGMIO

Valor Numérico de um polindmio P(x), é o valor que se
obtém substituindo a varidvel x por um nimero e efetu-
ando as operacdes indicadas. Observacéo: Quando P( & )
= 0 dizemos que & & a raiz do polinémio.

Observe que os nimeros 2 e 3 sdo raizes do polindmio
P(X) = x? - 5x + 6, pois P(2) = 0 e P(3) = 0.

OBS
. Se p(a) =0 entdo o é raiz do polindmio.
o Note que o valor numérico do polinémio p(x)

para x =1 é igual a soma dos coeficientes do polind-
mio,1.e., p(1)=a, +a, , +...+a, +a,

o Note que o valor numérico do polinémio p(x)
para X = 0 é igual ao termo independente, i.e,

p(0) =a,-

POLINOMIOS IDENTICOS

Dois polinémios, p e q, definidos na variavel x, sdo
idénticos se, e somente se, 0s seus termos corresponden-
tes tiverem coeficientes respectivamente iguais. Indica-
remos a identidade entre os polindmios por P =(.

Ex. Se p(x) = 8x2 - 7x + 11 é idéntico a q(x) = ax? + bx +
c,entdoa=8,b=-7ec=11.

OPERACAO COM POLINGOMIOS

Adicao

Para somar dois polindmios definidos em uma mesma

variavel, basta somar 0s mondmios de mesmo grau.

Ex. Dados p(x) = 7x3 +5x2+ 1 e q(X) = 4x2 + 3x + 7,

temos:

p(X) + q(x) = 7x3+ (5x2+4x2) +3x + (1 +7) =
=7x3+9x2+ 3x + 8.

Subtracdo

Para subtrair dois polinémios definidos em uma mesma
variavel, devemos subtrair seus respectivos mondmios
de mesmo grau.

Ex. Dados p(x) = 7x® + 5x2 + 1 e q(X) = 4x2 + 3x + 7,
temos:

P(X) - q(x) = 3+ (Bx2-4x?2) -3x + (L -7) = 7x3 + X2 -
3x - 6.

OBS Note que na soma e na subtracdo de dois polin6-
mios, caso o resultado ndo seja o polindmio nulo, o grau
do resultado é no maximo o maior dos graus dos poli-
ndmios.

Multiplicacio

Para multiplicar dois polinbmios, devemos multiplicar
cada monémio de um deles por todos os monémios do
outro e somar os resultados de mesmo grau.

Ex. Dados p(x) = 2x+3 e g(X) = 5x2 + 4x + 1, temos:

P(X) - g(x) = (2x + 3)(5x* + 4x + 1)
~ Vv v
P() - g(x) = (10x? + 8x2 + 2x) + (15x2 + 12x + 3)
D e — sl

op(x) - g(x) =10x>+23x2+ 14x + 3

OBS
Note que na multiplicacdo de polindmios ndo-nulos o
grau do resultado é a soma dos graus dos dois polin6-
mios.

Diviséo

Dados os polinémios P(x) e D(x), com D(x) ndo identi-
camente nulos, dividir P(x) por D(x) equivale obter os
polinémios Q(X) (quociente) e R(x) (resto), tais que:

P(x) %%{1}_

R(X)
* P(x)=D().Qx +REx)

o 2(R) < gr(D) ouR(x) =0
Onde:
P(x) é o dividendo
D(x) é o divisor
Q(x) € o quociente
R(x) é o resto

OBS:
O grau de Q(x) é a diferenca entre 0s graus de P(x) e de
D(x), ou seja, gr(Q) = gr(P) gr(D)

Se R(x) for um polinbmio nulo, apontamos que P(x) é
divisivel por D(x), dizemos entdo, que a divisdo é exata

TEOREMA DO RESTO

O resto da divisdo de um polindmio p(x) pelo binémio x
—aéigual a p(a). Note que o nimero a € a raiz do divi-
sord(x) =x —a.

Ex. Determine o resto da divisdo do polinémio p(x) =
3x3-5x2+ x—2 pord(x) =x—2.

Solucéo:

Note que x = 2 é a raiz do divisor. Pelo teorema do
resto, o resto da divisdo de p(x) por d(x) é igual a p(2) =
3.23-522+2-2=4.

Consequéncia: um polindmio p(x) é divisivel pelo
binbmio x — a se, e somente se, p(a) = 0, ou seja, se 0
nimero a for raiz de p(x). (Teorema de D’Alembert).

m curso
z:iDegraus

TEL: (61) 4102-8485/4102-7660
SITE: www.cursodegraus.com.br




curso

xiDegraus

MATEMATICA-FRENTE I

DISPOSITIVO DE BRIOT-RUFFINI

O dispositivo de Briot-Ruffini, também conhecido
como algoritmo de Briot-Ruffini, ¢ um modo préatico
para dividir um polindmio P(x) por um bindmio da
forma
ax+h.

Ex: Determine o quociente e o resto da divisao da divi-
sdo de
P(x) = 2x* - X* + 4x - 1 por (x - 3)

1° Passo Dispdem-se todos os coeficientes de P(x) de
forma ordenada e segundo 0s expoentes decrescentes de
X na chave.

| 2

2° Passo Coloca-se a esquerda a raiz do divisor.

— 1 4 _1

3 12 -1 4 -1
3° Passo Abaixa-se o primeiro coeficiente de P(x)
3 % -1 4 -1
2

4° Passo Multiplica-se o coeficiente baixado pela raiz,
somando o resultado com o proximo coeficiente de P(x)
e 0 resultado abaixo desse ultimo.

EXERCICIOS]DE|EIXACAO

QUESTAO 01 | UELO |

Sendo F, G e H polindmios de graus 4, 6 e 3, respecti-
vamente, o grau de (F + G).H sera:

a)9

b) 10

c) 12

d) 18

e) 30

QUESTAO 02

PUC

ax+b

x2 +1

C
+ —— obtemos a ex-
x—-1

Efetuando a soma de

X—3

x* +1)x-1
respectivamente:
a)0,1,-3

b)1,-1,-3

0-1,1,1

d)1,2,-1

e)2,1,-2

pressdo ) Os valores de a, b e ¢ séo

QUESTAO 03 UFRGS

O polindmio do 2° grau p(x), que tem zero como raiz e
tal que p(x) - p(x-1) =6x-2, é

+
—— a) 2x° +3x—6
b) 6x - 2
3 g = ; 4 =1 c) 6x2 - X
X d) 3x% + x
e) x* + 3x
5° Passo
Multiplica-se o esse Ultimo resultado pela raiz e soma o ~
resultado com o proximo coeficiente de P(x) de forma QUIESIAL D . 5
analoga ao Gltimo passo, e assim sucessivamente. Cescea-SP Dado o polindmio P(x) = X" — 2x, o valor de
+ P(1 +1i) ser&:
a) P(1) + P(i)
3|2 -1 4 1 b) -2
‘ )0
x| '2 5 19 d) -1+ 2i
e)n.ra
! ] } QUESTAO 05
3 | — O grau do polindmio (x + 2)%(x — 4)*(x + 6)°(x — 8)°...(x
x|['2 5 13 56 +18)"° é:
a) 2. 9!
N b) 90
Terminando assim o processo, temos: c)22. 9!
. ) d) 180
raiz |coeficientes de P(x) _ ¢) 18!
2 5 19 56
24 curso
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QUESTAO 06 | PUC |

Os valores de a e b que tornam o polindmio P(x) = x* +
4x* + ax + b divisivel por (x + 1)? so respectivamente:
a)le?

b)3e2

c)4eb

d)5e2

e) n.d.a.

QUESTAO 07 UFMG

O quociente da diviséo de P(x) = 4x* - 4x® + x - 1 por
Q(X) =43 +16:

a)x->5
b)x-1
C)x+5
d)4x -5
e)4x +8

QUESTAO 08 UFSCAR
A respeito das seguintes afirmacdes:

I - Se P(x) e Q(x) sdo polinébmios de grau n, entdo P(x)
+ Q(X) € um polindmio de grau 2n.

Il - O quociente de um polindmio de grau n por x —a é
um polindmio de grau -1.

Il - Se P(x) e Q(x) sdo polindmios de grau n, entdo
P(x). Q(x) é um polinémio de grau n.

IV - Se P(x) € um polindmio de grau n — 3, entdo, o
resto da divisdo P(x) / Q(x) € um polindmio de grau 4.

Podemos afirmar:

a) | e 11 sdo falsas;

b) I e 11 sdo falsas;

c) Il e IV séo verdadeiras;
d) Il e IV sdo verdadeiras;
e) | e IV sdo verdadeiras

QUESTAO 09 UECE

Se 0s nimeros 2 e —3 sdo raizes da equagdo Xx° — 4x? +
px + q = 0, entdo o resultado da diviséo do polindmio x*
—4x*+px+q por x*+x—6é:

ayx—1

byx+1

c)x-5

d)x+5

QUESTAO 10 | UECE \

Se o polindmio P(x) = x*+ a x> —5x2 + 2x + [ ¢é

divisivel por x* + 1, entdo S/ éigual a:
a)3

b)—3

c) 5/2

d)—5/2

QUESTAO 11 UECE

Se o polinémio p(x) = x* + 3x* + 4x + 12 pode ser fato-
rado como p(x) = (x + a)(x* + b), o valor de p(a — b) é:

a)6
b) 10
c) 16
d) 20
QUESTAO 12 UFC
xt33 A B

Considere a igualdade ——= } . A opcéo
x=1 x-1 x+1

em que figuram os valores de A e B que tornam esta
igualdade uma identidade algébrica é:

a)A=-2eB=1

b)A=1leB=-2
c)A=1eB=2
dA=2eB=1

e)A=2eB=-1

QUESTAO 13 UFC

O polindmio P(x) = 2x* — x? + ax + b, em que a e b sdo
nameros reais, possui 0 himero complexo i como uma
de suas raizes. Entdo o produto a-b é igual a:

a)—2

b) -1

c)0

d)1

e)2

QUESTAO 14 UFC

Os nGmeros reais a, b, ¢ e d sdo tais que, para todo x
real, tem-se ax® + bx’+ cx + d = (}* + x — 2)(x — 4) — (x
+1)(x* — 5x + 3). Desse modo, o valor de b + d é:

a) -2

b) 0

c)4

d) 6

e) 10

QUESTAO 15

UFC
3X+2 a

7 = +
X“—4 X-2 Xx+2
para todo nimero real x diferente de 2 e - 2 ,entdo, 0s
valores de a e b s&o, respectivamente,
a)le-1
b)2e-1
c)2el
d)3e2
e)3e3

Se a identidade ¢ verdadeira

ol
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QUESTAO 16 | UEL |
Se o resto da divisdo do polinémio p(x) = x* - 4x - kx -
75 por (x - 5) é 10, o valor de k é:

a)-5
b) -4
c)5
d) 6
e)4

QUESTAO 17 |
Um polindmio p(x) deixa resto 1 quando dividido por (x
— 3) e resto 4 quando dividido por (x + 1). O resto da
divisdo desse polindmio por (x — 3)(x + 1) é:

a) -3/4x + 13/4

b) -3/4x + 1/4
c)x+4
d)4
e) 1/4x + 3/4

QUESTAO 18

Determinar m + n + p sabendo que P(x) = px*+ (n—p —
1)x* + (2m — n — p)x é um polindmio nulo.

a)0

b) 0,5

c)1

d)15

e) 2

QUESTAO 19 UFRGS

Se P(x) € um polinbmio de grau 5, entdo, o grau de
[PO1P+ [P(O]? + 2P(x) é:

a)3

b) 8

c) 15

d) 20

e) 30

QUESTAO 2 ITA

Os valoresde @ [ ¥ que tornam o polindmio P(x)
=4 + 2x' = 23 + ux® + [ x + ydivisivel por Q(x) =
2x% + X% — 2x + 1 satisfazem as desigualdades:

au > f >y

by >y >f

) f>a>y

df>y>o

AULA 15 - EQUACOES ALGEBRICAS
Chamamos equagdo polinomial de
grau n toda equacdo do tipo p(x) = 0,

@
onde p(x) € um polindmio de grau n
definido na variavel x.

Ex. 3x3 - 4x2 - 5 = 0 é uma equacdo polinomial de grau
3.

TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Toda equacdo polinomial de grau maior que zero
admite pelo menos uma raiz complexa.
Consequentemente podemos afirmar que todo poli-
ndmio de grau n > 1 pode ser decomposto em um pro-
duto de fatores de 1° grau, ou seja,
P(xX) =a, (x =1 J(x—r, Mx—r;). .. (x—r,), €M que sdo as
raizes de p(x) e a € o coeficiente de x".

Note que dessa decomposicdo podemos concluir
que um polindmio de grau n admite n raizes complexas.

MULTIPLICIDADE DE UMA RAIZ

Se na decomposi¢do do polindmio p(x) em fatores
de 1° grau, o fator (x — r) aparecer Kk, e somente k, ve-
zes, dizemos que o numero r é raiz com multiplicidade
k de p(x).

Ex. Dado p(x) = 7(X - 2)3(x - 5)3(x+8), temos:

# 0 nimero 2 é raiz com multiplicidade 3 ou € raiz tri-
pla.

# 0 nimero 5 é raiz com multiplicidade 2 ou é raiz du-
pla.

# 0 nimero -8 é raiz com multiplicidade 1 ou é raiz
simples.

RAIZES COMPLEXAS

Se 0 nimero r é raiz da equagdo polinomial cujos
coeficientes sdo todos nimeros reais, entdo o0 nimero r,
conjugado de r, também ¢é raiz dessa equagdo com a
mesma multiplicidade de r.

RATZES RACIONAIS

Se o numero racional P/Q, com P e Q primos entre
si, é raiz de uma equacdo algébrica de coeficientes intei-
ros:
a,x"+a, ,x""+..+a,x+a,=0, entdo P & divisor de

a, e Qédivisorde a,.

Lembrete: dizer que P e Q sdo primos entre si equivale a
dizer que P/Q é uma fragdo irredutivel.

Ex. Pesquise as raizes racionais da equacdo 3x3® + 2x2 -
7x+2=0.

Solucéo.
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Na equacdo dada, temos a,= 2 e a,= 3. Segundo 0

teorema das raizes racionais, temos:

p édivisorde 2 = pei-2-112}

q édivisorde 3 = qe{-3-113}

Logo, Be{—l,l,—z,z,—l,i,—g,g}-
q

Usando o algoritmo de Briot-Ruffini, vemos que as rai-
zes racionais sdo -2, 1/3 e 1.

OBS
o Note que nem todo nimero P/Q é raiz da equagéo.
e Se uma equacdo polinomial de coeficientes inteiros

admite como raiz o nUmero irracional a+\/5, entdo
a—+/b também é raiz.

Relagdes de Girard

As relagdes entre as raizes e os coeficientes de uma
equacdo algébrica sdo denominadas relagdes de Girard.
Vimos que toda equagdo polinomial pode ser decomposta
em fatores de primeiro grau. Tomemos, sem perda de
generalidade, uma equacdo de segundo grau:
ax2+bx+c=0o0ua(X—ry).(x—ry) =0coma#0. Se-
gundo Girard, é possivel relacionar os coeficientes a, b e
€ com as raizes ry e r, da equagéo. Veja.

Como ax2 + bx + ¢ = a(x — ry).(x — r,) e dividindo ambos
0s membros por a, temos:

+ %x+ §=x2—(r1+r2)x+rl'r2

o e o

Igualando os coeficientes correspondentes, obtemos as
duas relaces de Girard:

r,+r, = b
1 2 T T
a

I’I'—c
112 a

De maneira anéloga, para uma equacao de grau 3, ax® +
bx2 + cx + d =0, seguem as trés relagdes de Girard:

b
R i

c
r,.r, +r .ry, +r,.r, =—
a

d

Ny =—o

Sendo assim, por inducdo, podemos provar por este
mesmo raciocinio que toda equacéo algébrica de grau n
(n > 1) possui n relagBes de Girard.

E importante observar que dada a

a,x"+a,, x"'+.+a,x+a,=0, a

relagdo sempre representa a soma e a Ultima o produto
das rafzes. Isto posto, segue que:

equacdo
primeira

r+r +r +..+r, =—a"—1 e
an

ald ara n r
rl-rz-r3.....rn:—1p pa

an
[r ... ...r =—20,paranimpar.
11213 n a,

EXERCICIOS]DEJEIXACAO

QUESTAO 01 UDESC ‘

As raizes do polinémio x3 — 6x° — x + 30:
a) somadas dao 6 e multiplicadas déo 30

b) somadas déo -6 e multiplicadas dao 30
¢) somadas dao 6 e multiplicadas d&o - 30
d) somadas déo -6 e multiplicadas dao — 30
e)sdo 5,-2e-3

QUESTAO 02 | UFC |
Se a, b e ¢ sdo as raizes da equacio x* — 6x* + 10x — 8 =

2

0, encontre o valor numérico de: (4+4+4) .
abc

a)l
b) 4
c)9
d) 16
e) 25

QUESTAO 03 Med ABC-SP

As raizes da equacdo x* - 9x? + 23x -15 = 0 estdo em
progressao aritmética. Suas raizes sdo:

a)1,23

b)2,3,4

1,35

d)2,4,6

e)3,6,9

QUESTAO 04 MACK

Uma raiz da equacéo x° - 4x* + x + 6 = 0 é igual a soma
das outras duas. As raizes séo:

a)2,2el

b)3,2e1l

c)2,1e3

d)1,1e2

e)l,2e3

QUESTAO 05 SANTA CASA

Sabe-se que a equagdo: 4x® - 12x° - x + k = 0, onde k,
admite duas raizes opostas. O produto das raizes dessa
equacdo é:

a) 12

b) 3/4

c) 1/4

d) 3/4

e) 12

N
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QUESTAO 06 | ACAFE |
A equacdo polinomial cujas raizes sdo -2, 1 e - 1 &:

Q)X +4x°+x-2=0

by x*-x-2=0

c)x}+2x*-3x-2=0

d)x*+2x%-x-2=0

e)x®+2x+1=0

QUESTAO 07 FGV-SP

A equacdo 2xX° - 5x% - x + 6 admite uma raiz igual a 2.
Entdo, as outras duas raizes sao:

a)-32el

b)-2e1

c)3e-1

d)3/2e-1

e)3/2e?2

QUESTAO 08 UFC

As medidas, em centimetros, dos lados de um tridngulo
retdngulo sdo dadas pelos nimeros que sdo raizes da
equacio 4x> — 24x? + 47x — 30 = 0. Entdo, a area deste
triangulo, em cm?, é:

a)1,5.

b) 0,5.

c)7,5.

d) 6.

e) 3.

QUESTAO 09 UFC

A érea do poligono cujos vértices sdo as representagdes geo-
métricas das raizes do polindmio p(x) = x° -1 é:

a) %
2
23

) £V°
)3

c)ﬂ
2

d) 22
3

e) @
4

QUESTAO 10

Um polindmio P(x) do terceiro grau tem o gréafico dado a

sequir:
P (<)

Os pontos de intersec¢do com o eixo das abscissas sdo
(-1, 0), (1, 0) e (3,0). O ponto de interseccdo com 0 eixo
das ordenadas é (0,2). Portanto o valor de P(5) é:

a) 24

b) 26

c) 28

d) 30

e) 32

QUESTAO 11 UECE

Se 0 numero 2 é uma raiz de multiplicidade dois da
equacdo ax’+ bx + 16 = 0, entéo o valor de a + b é:

a)—11
b) 11
c)-12
d) 12

QUESTAO 12 UECE

Se 0s nimeros m, p e q sdo as solucdes da equagéo x° —
7x* + 14x — 8 = 0 ent#o o valor da soma log,m + log,p +
log,q é:

a) 1.

b) 2.

c) 3.

d) 4.

AGORA, ALUNO, VA A LUTAI

k%
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