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INTRODUCAO

ola!

Vamos continuar o estudo de trigonometria. Nessa aula, veremos como resolver equagdes
e inequacgdes trigonométricas. Também estudaremos o valor de algumas razdes trigonométricas
nao triviais que podem ser cobradas na prova.

Se vocé ja possui um bom conhecimento de trigonometria, va direto para a lista de questdes e
treine!

Sempre que vocé tiver duvidas, criticas ou sugestdes nos procure no féorum de duvidas ou
entre em contato comigo:

(W)W

@ /profvictorso

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 4
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1. ALGUNS ARCOS IMPORTANTES

Vamos estudar o valor do seno e cosseno de alguns angulos que podem ser cobradas nas

Prof. VictorSo

provas.
)t/8 (22,5°)
Esse arco é o arco metade de /4. Vamos usar as férmulas de arco metade:

(A) _ . 1 — cosA
sen ) =% >

A — 4 1+ cosA
cos 5] =% >

Sabemos que o seno do primeiro quadrante é positivo. O arco /8 estd localizado no
primeiro quadrante. Assim, podemos escrever:

o (D) = [

2

™ V2-—+2
sen (§) —

2
, s
cos(g)= 1+c;s(z)= 1+

=
V242

T
cos (§) = 5
Para a tangente, podemos usar a relacao fundamental:
2—+2
W@ PPl
8 cos(%) V2+V2 V2442
2

NS

V2442
2

Simplificando essa razao, obtemos:

, (E):\/Z—\/ﬁ_\/Z—\/Z

v V-2
s 2—1/2
tg(§)= NG
tg(g)zﬁ—l

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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) /12 (15°)

P'@ ATENGAO
DECORE!

woudd

Decore os valores de seno e cosseno para esse angulo. Ela ja foi cobrada na prova do ITA!

m/12 é o arco metade de /6. Assim, usando as seguintes transformagbes, podemos

1 — cosA
i -
/ 2

+ 1+ cosA
- 2

escrever:

sen

(
s

N

)

tg(l): 2 :\/2—\/§
122 J2+v3 V2443
2

Simplificando a tangente, temos:

T\ V2-v3 V2-43
9(33) = '

V243 V2-43
8 2—+/3
tg(ﬁ)z 1

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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Ny T

s
t (—) =2-+3
I\12
Podemos também escrever seno, cosseno e tangente de outra forma para esse angulo.

Usando a subtragdo de arcos, temos:
45° — 30° = 15°

sen (% - g) = Ssen (%) CoS (%) — Sen (g) COoS (%)
T[) _ \/E \/§ 1 \/_i

Se"(ﬁ 2 27272

) m/10 (18°)
2-18°+3-18°=90°
Usando a propriedade de arco complementar, podemos escrever:

sen(Z-f—0)=sen(g—3-f—o) =cos(3-1n—0)

Aplicando as férmulas de arco duplo e triplo:

2sen (1”—0) cos (1EO) = 4 cos? (1EO) — 3 cos (17T_0)

Como cos (%) # 0, podemos simplificar:
T

2sen (1—0) = 4 cos? (120) -3

2sen (1"—0) =4 (1 — sen? (%)) ~3

110)+256n(1£0)—1=0

Encontrando as raizes da equacao de segundo grau:

—1++5
sen (%) = —4

Como 18° pertence ao primeiro quadrante, podemos afirmar:

4sen? (

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 7
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V5 —1
sen(lno) = Z

Para o cosseno, podemos usar a relagao fundamental:
ia i3

)= _ 2 (2

cos(lo) \/1 sen (10)

2
T V5 -1

cos(ﬁ)—\/l—< 1 )

10 + 25
Ccos (%) zf

IV) /5 (36°)

36° é arco duplo de 18°, usando a férmula de arco duplo, temos:
™N_q_ (™
cos (5) =1-—2sen (10)

2
cos(g)=1—2<\/§4_ 1)

Tl'):\/§+1

COosS (g 7

@)= o T
o (g) _ \/1 B <\/§4+ 1>2

Usando a relacdao fundamental:

Prof. VictorSo

1. (ITA/2016)

que
\/fcosx—senyzé

V2sen x ++3cosy = —%

Comentarios
Sex,y € [0,7],temos 0 < senx < 1e0 < seny < 1.
Isolando senx e cosx:

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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\/fcosx=seny+%
\/fsenx=—\/§cosy—%

Elevando as equagdes ao quadrado e somando, temos:

2 <0052 x + sen2x> = (Senzy + seny + %) + (3 cos? y ++/3cosy + i)

1

2 = sen’y + 3 cos? y + seny +V3cosy + é
1+2cos?y
2 = 1+2coszy+seny+\/§cosy+%
seny = % — 2 cos?y —+/3cosy
*Sempre que elevamos uma equacado trigonométrica ao quadrado, devemos tomar o

cuidado de verificar se as raizes encontradas satisfazem ao problema.
Elevando a equagdo ao quadrado:

2
sen?y = G —2cos?y — \/§cosy)
1—cos?y =%+4cos4y+3coszy—2coszy—\/§cosy+4\/§cos3y
4cos4y+4\/§cossy+2coszy—\/§cosy—z= 0

16 cos* y + 16v/3 cos® y + 8 cos? y — 4+/3cosy —3 =0
Substituindo a = cos y, temos:
16a* + 16v3a® + 8a? —4V3a -3 =0
Nesse momento, podemos usar o algoritmo de Briot-Ruffini para simplificar a equacgao.
Mas, perceba os termos coloridos:
16a* +16vV3a®+ 84> —4v3a-3=0
12a2-4a?

16a* + +16v3a® + 12a? — 4a* —4v/3a -3 =0
Podemos fatorar:

4a?(4a® + 4v3a+3) — (4a®> +4V/3a +3) =0

(4a% — 1)(4a® + 4V3a+3) =0
Com isso, basta resolver as duas equac¢des quadraticas:
42 —1=0=>a=+-

4a2+4\/§a+3=O=>a=%§=—\/7§ (raiz dupla)

Agora, devemos testar os valores para encontrar x e y.
Paraa = 1/2:

VZsenx=-3_1
2 2
Vé6+v2
senx = —
4
Mas senx > 0, entdo, ndo convém.
Paraa = —1/2:
1 2T
cosy = —-=>y=—

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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\/Zsenx=—\/3_’cosy—%

\/?senx=‘/2—§—%

V6—2 T 117
4 = =

senx = X=—oux=
- 12
Parax = —:
12
V6+v2
coSsx =
seny = —
Y 2
cosy = L
y 2

\/fcosx=seny+%
\/Zsenx=—\/§cosy—%

R

V2 (\/6—\/7) — V3-1

4 2
2m
Logo, o par (12 3 ) é solucdo do sistema.

11w
Parax = —:
12

V2 (5) -~ () # 57

\/'z(\/(_)—\/z) — V3-1

4 2

V3
Paraa = —7:

V3 51
cosy=—7=>y=?

\/Zsenx=—\/3_’cosy—%

3 1
25enx—§ 5—1

3T

N T
Senx =—=>XxX=—0Uux =—
2 4 4

Testando os valores:
T

Parax = —:
4

ﬁcosx=seny+%
\/fsenx=—\/§cosy—%
(81341

2

()

2
T 5T , ~
Portanto, x = Z ey = ? e solugao.

= OK!

1

22
3_1
2 2

3
Parax = —:
4

1 1—3
v2cosx=seny+§=> -1 #-+3
N3ao convém, devido a primeira equagao.

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI

Prof. VictorSo

. . ~ ~ . . . 1ir . ~ .
Como a primeira equag¢ao nao foi satisfeita, x =, nhdo ¢ solucao do sistema.

10



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

o= (52) o0 (.2
Gabarito: (x,y) = (1"—22?”) ou (x,y) = (%5?”)

2. LEI DOS SENOS E COSSENOS

2.1. LEI DOS SENOS

a b c

senA - senB - senC - 2K

A lei dos senos afirma que a razao entre cada lado do triangulo e o seno do angulo oposto
é igual a 2R, sendo R o raio da circunferéncia que a circunscreve.

Demonstragao:

Seja ABC um triangulo qualquer representado pela seguinte figura:

A

Podemos tracar um tridngulo A'BC tal que A’ seja a o ponto da intersec¢do da reta que
passa pelo centro da circunferéncia:

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 11
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Perceba que o tridngulo A'BC é retangulo em C, essa é uma propriedade do tridngulo
inscrito em uma semicircunferéncia. Ainda pela figura, como os dngulos A e A’ enxergam a mesma
corda BC, podemos afirmar que elas sdo iguais A = A’. Aplicando o seno no tridngulo A'BC,

encontramos:
senA’ = —
2R

' a
A —ArzsenA—ZR

Analogamente para os outros lados.

2.2. LEI DOS COSSENOS

Seja ABC um triangulo qualquer e a, b, ¢ sdo seus lados. A lei dos cossenos afirma que:

a? = b? + ¢% — 2bc cosA
b? = a? + c? — 2ac cosB

c2 = a® + b* — 2ab cosC

Demonstragao:
Devemos dividir em dois casos, um para o triangulo com angulo agudo e outro para o

triangulo com angulo obtuso.
1) Considere o triangulo ABC dado pela figura abaixo:

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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Podemos ver que o triangulo ADC é retangulo, entdao podemos aplicar o Teorema de
Pitagoras:

b* = h*+n? (I
Analogamente para o triangulo ADB:
¢z =m?+h* (I
Também, de acordo com a figura, temos:
n=a—-m (IlI)
De (II), temos h* = ¢ — m2. Substituindo (II) e (III) em (I), obtemos:
b? = 2 —m? + (a—m)?
b* = c2 —m? + a? — 2am + m?
b =a? +c2—2am (IV)
Observando o triangulo ADB, podemos escrever a seguinte relacao:
m = ¢ cosB
Substituindo em (IV'), obtemos a lei dos cossenos:
b* = a? + c% — 2ac cosB

Os outros lados podem ser provados usando a mesma ideia.

2) Seja ABC um triangulo dado pela figura abaixo:

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 13
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Os triangulos BAD e BCD sao retangulos, desse modo, podemos escrever:
c=m2+h°=>h*=c2-m? ()
a2 =n%+h* (II)
Observando o triangulo BCD, temos a seguinte relagdo:
n=m+b (I)
Substituindo (II1) e (I) em (II), obtemos:
a’> = (m+ b)? + ¢ —m?
a? = m? + 2bm + b* + ¢ — m?
a? = b* +c2—2bm (IV)
No triangulo BAD, temos:
m=ccos(m—A) = —ccosA
Substituindo essa identidade em (IV):
a? = b* + c% — 2bccos A

Os outros lados podem ser provados usando a mesma ideia.

3. EQUAGOES TRIGONOMETRICAS

3.1. EQUACOES FUNDAMENTAIS

Vamos aprender a resolver equacdes trigonométricas. A maioria das equacgdes
trigonométricas podem ser resolvidas se conhecermos as equagdes fundamentais. Vamos
apresenta-las:

Equagdes Fundamentais

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 14
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(D sena = senf
(1D cosa = cosf
(1) tga =tgp

(I) sena = senf
Para resolver essa equagao, temos que considerar dois casos:

1) a e f sdo congruentes, entdo a = [ + 2km, k € Z. Perceba que temos que somar o
termo 2km para encontrar todos os angulos que tornam essa igualdade verdadeira. 2km é o termo
que representa k voltas completas na circunferéncia trigonométrica.

2) a e  sdo suplementares, entdo a = m — § + 2km, k € Z. Nesse caso, devemos lembrar
que a fungao seno repete seu valor no primeiro e segundo quadrantes e, por isso, temos que
considerar o caso desses angulos serem suplementares um do outro.

Vamos usar o ciclo trigonométrico para melhor visualizagcdo:

sent

(II) cosa = cosf
Nesse caso, também temos duas possibilidades:
1) @ e B sdo congruentes, entdo a = f + 2km, k € Z.

2) @ e [ sdao replementares (replementares sdao angulos que arelagdo @ = 2m — ). Assim,
temos a = 2m — [ + 2km, k € Z. Perceba que podemos incluir o termo 2w em 2km, k € 7Z. Dessa
forma:

a=—f+2kn kel

Ciclo trigonométrico dos casos:

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 15
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|
senx

™ 3 cos(3) .:

—3 cos(—,@)i cosx

(1) tga = tgp
A fungdo tangente repete seu valor para dois casos:
1) ¢ e [ sdo congruentes, entdo, a = [ + 2km

2) a e [ tém imagens simétricas em relagdo ao centro do ciclo, entdo, a =T+ f +
2km, k € Z.

Essas duas solugdes podem ser escritas em uma so:
x=p+km k€L

Ciclo trigonométrico dos casos:

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 16
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sen:r:k tgx
tg(m + B) = tg(8)
m+3
T /. 3 0
RESUMINDO
Equagdes Fundamentais Solugao
sena = senf a=pf+2knroua=n—-f+2knk €Z
cosa = cosf a==xf+2kn,k€Z
tga = tgp a=p+kmnk€eZ

3.2. EQUACOES CLASSICAS

Além das equagoes fundamentais, temos as equacgdes classicas. Vamos aprender a resolveé-
las.

Equacgdes Classicas

D asenx + bcosx = c (a,b,c € R*)
(11) a(senx + cosx) + bsenxcosx = c (a,b,c € R*)
(I11) sen*x + cos*x = a (a € R)

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 17
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(v) sen®x + cos® x = a (a € R)

(I) asenx + bcosx = c

Método 1:
Se Va2 + b* # 0, podemos dividir essa equac3o por v a2 + b*:

asenx bcosx c

+ =
Va2 +b* Va2 +b* Va2 + b
Essa divisao se baseia no seguinte triangulo retangulo:

e

&2

=

a
Assim, podemos escrever:
g b
senf = ———
va? + b?
0 a
cosf = ———
va? + b?
Substituindo na equacao, obtemos:
c
cosOsenx + senfcosx = ———
va? + b?

A expressdo a esquerda é a férmula da soma do seno, assim, temos:

sen(x + 6) =

c
va? + b?
Com essa equacgao, basta encontrar o valor dos angulos que satisfazem essa equacgao.

A solugdo é dada por:

o
x + 60 = arcsen (\/ﬁ) + 2kn,k €Z
Ou
c
x+0 =n—arcsen(ﬁ>+2kn,kez

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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FIQUE

ATENTO!

Para usar esse método, devemos nos atentar a condi¢ao de existéncia:

c

Va2 + b

Que é o mesmo que dizer:

<1

1< <
......................................................... VA2 D2 e,
Método 2:
Podemos usar as seguintes identidades:
2tg %)
senx = X
1+ tgz (7)

=
I
~
Q
N

(@)

Q

a

&

Il
—~| —~

N R N &
N———
~

N——

Fazendo t = tg (g)

2t
senx = 1+t2
1—t?
cCOoSXx = 1+t2

Substituindo na equacao:

( 2t )+b 1 —t? B
N\1+e 1+c2)" €

2at + b — bt? = ¢ + ct?
(b+o)t?—2at+c—b=0

Para encontrar as solugdes, basta resolver a equa¢ao do segundo grau acima.

(Il a(senx + cosx) + bsenxcosx = ¢
Podemos fazer z = senx + cosx e, assim, obtermos:

Z = senx + cosx

Elevando ao quadrado:

2
zc—1
72 = sen?x + 2senxcosx + cos? x = z% = 1 + 2senxcosx = senxcosx = 5

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 19
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Substituindo na equacao:

+b(zz—1) B
z =

az (o

bz*+2az—b—2c=0
Dessa forma, a solucdo é dada pelas raizes da equacdo do segundo grau acima.
Para encontrar a solu¢do em x, devemos resolver sen(2x) = z% — 1.
A solucao é dada por:
2x = arcsen(z? — 1) + 2km, k € Z
Ou
2x =m—arcsen(z? — 1) + 2kn,k € Z

(III) sen*x + cos*x = a

Podemos fatorar essa equacgao:

2
<sen2x + cos? x) — 2sen’xcos’x = a
1

1 — 2(senxcosx)? = a

sen(2x) 2 _1-a
2 2

|sen(22)] = V21 - @)
sen(2x) = +/2(1 — a)
Devemos analisar a condigdo de existéncia:
Condicao do radical:
l1-a=0>a<1

Condicao do seno:

1
OSVZ(l—a)Sl:aZE

Intersec¢do das condigdes:

N =
IA
Q
IA
—_

A solucdo é dada por:

2x = arcsen (i\/Z(l — a)) + 2km,k €Z

Ou

2x =T — arcsen (i\/Z(l — a)) + 2km, k €Z

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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(IV) sen®x + cos® x = a

Podemos usar a seguinte identidade:
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sen®x + cos® x = (senzx + cos? x) (sen*x — sen?xcos?x + cos* x)

1

sen®x + cos® x = sen*x + cos* x — sen®xcos’x

1-2sen?xcos?x

sen®x + cos® x = 1 — 3sen?xcos?x
Assim, substituindo na equacgdo, obtemos:

1 — 3sen’xcos’x = a

—a=3 <sen(2x)>2

2
sen?(2x) = M
3
|sen(2x)| = @
sen(2x) = + lL(lT—a)

Devemos analisar a condi¢ao de existéncia:

1—-a=>0=>a<1

4 _
0 < /MSl
3
3

1
(1-a) asy>azg

Intersecg¢ao das condigdes:

=
IA
Q
IA
—_

A solucao é dada por:

4(1—a)
2x = arcsen| + —3 + 2km, k € Z
Ou
4(1 —a)
2x =m—arcsen| + —3 + 2k, k €Z

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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HORADE

PRATICAR!

2. Resolva as seguintes equacoes:

V3
a) senx = Y
b)cosx =1
c)tgx =3
d) cossecx = 2

VA
e)tg(5x) =tg (E)
f) sen®x = 1 + cosx
g) 4cosx + 3secx = 8
h) 2 — 2cosx = senx - tgx
i) 1+ 3tg?x = 5secx
j)cos3x —cosx =0
V2

[) sen3x + cos3x = 5
Resolugao:

V3
a) senx = 5
Sabemos que sen (g) = g, entdo a solugao é dada por:
X =§+2kn0ux=ﬂ—§+2kn,k S/
=> X =§+2knoux =2?n+2kn,k EZ
b) cosx =1
Sabemos que cos(0) = 1, entdo:
x =2km, k €Z
c)tgx =3
Sabemos que tg (g) = /3, desse modo:
x=-+kmkeZ
d) cossecx = 2

1
=2 = senx =

cossecx = 2 =

N | =

senx

x=g+2knoux=5?n+2kn,kez

e)tg(5x) = tg (%)
5x = g +km k€T
i km

xX=—+—,k€L
25 s

f) sen’x = 1 + cosx
1 —cos?x =1+ cosx
cos?x+ cosx =0
cosx(cosx +1) =0

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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cosx=0=>x=§+kn,k€Z

Ou
cosx =—1>=>x=mw+ 2knt

g) 4cosx + 3secx = 8
Condicao de existéncia: cosx + 0 > x # g +km,ke€Z

3
4cosx +——=8
CcOoSXx

4cos®?x—8cosx+3=0
4+V4 3 1

COSX = - ou-
4 2 2

Sabemos que —1 < cosx < 1, entdo:
cosXx =%=>x = +§+2kn,k EZ

h) 2 — 2cosx = senx - tgx
Condicao de existéncia: cosx # 0 = x # g +kn,k €EZ

senx
2 — 2cosx = senx -
coSXx

sen?x

2 —2cosx =
coSXx

(2 —2cosx)cosx =1 —cos*x
2cosx —2cos’x +cos’?x—1=0
—cos?x +2cosx—1=0
cos?x —2cosx+1=0
(cosx —1)2=0
cosx =1=>x=2kn,k€Z

2

i) 1+ 3tg%x = 5secx

Podemos usar a identidade:
sec’x =1+ tg’x

1+ 3(sec®?x — 1) = 5secx
3sec’x —5secx —2=0

5+vV49 547
secx = =T=20u—§
Como secx = 1,Vx € R, temos:
1
secx=2=>cosx=5 x=i§+2kn,kEZ

j)cos3x —cosx =0
Usando a formula do arco triplo do cosseno, temos:
cos3x = 4 cos® x — 3cosx

4 cos® x — 3cosx — cosx = 0
4 cos®x —4cosx =0
cosx(cos’x—1) =0
cosx=0=>x=§+kn,kEZ
Ou
cos?’x=1=>cosx=+1=>x=kmk€Z

I) sen3x + cos3x = \/77

Essa é uma equagdo classica. Vamos multiplica-la por v2/2:
\/Z—EsenSx + g cos3x = %

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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Vs T 1
sen3xcos (Z) + sen (Z) cos3x = >
T 1
sen(3x+z)—5 )
3x+ ="t 2kno3x=—S42krox=——+2Z ke
4 6 12 36 3
Ou
3x+%=5?n+2kn=>3x=i—z+2kn=>x=;—Z+¥,kez
Gabarito:
bi4 2T
a)x=§+2knoux=?+2kn,kez
b)x =2kn, k€ Z
c)x=§+kn,kez
d)x=%+2knoux=5?”+2k1t,kez

e)x=_+T kEL
f)x=§+knoux=1t+2k1t,kez
g)lx=tz+2km ke

h)x =2kn, k€ Z

)x=+>+2km k€L

jJx=km ke

T 2km 7t 2km
I)x= ——+—oux=—+—,keZ
36 3 36 3

4. INEQUACOES TRIGONOMETRICAS

Para resolver inequagdes trigonométricas, devemos aprender a resolver os 6 tipos
diferentes de inequacgdes.

Seja a um numero real dado:

Inequagdes Fundamentais
) senx = a
(1D senx < a
(1) cosx = a
(1v) cosx < a
() tgx = a
(4)) tgx < a

() senx = a
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Sempre que resolvemos inequa¢des, podemos usar o grafico para nos ajudar a ver o

resultado. Vamos usar o ciclo trigonométrico e inserir sena = a:

sent

COST

Observando o ciclo, podemos afirmar que os valores do seno que sao maiores ou iguais a

a devem pertencer ao intervalo:

arcsen(a) + 2kn < x < — arcsen(a) + 2km, k € Z

(II) senx < a

Sendo sena = a, podemos usar o ciclo trigonométrico:

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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SeENT

cosT

Observando a figura, podemos afirmar que os valores de x que satisfazem a inequacgao sao
dados por:

0+ 2k < x < arcsen(a) + 2kr, k € Z
Ou

w—arcsen(a) + 2k < x < 2w+ 2km, k€ Z

(III) cosx = a
Usando o ciclo trigonométrico e considerando cosa = a, temos:

senir

1
—o : CcOST
i
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Pela figura, podemos ver que as solu¢cdes em x sdo dadas por:

—arccos(a) + 2k < x < arccos(a) + 2km, k € Z

(IV)cosx < a

Usando o ciclo trigonométrico e considerando cosa = a:

[}
senx

Podemos ver que a solucao é dada por:

arccos(a) + 2kn < x < 2w — arccos(a) + 2kr

W tgx=a

Fazendo tga = a e usando o ciclo trigonométrico, temos:
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tgx

3
SenT

w3

iy
cosT

T+«

Analisando a figura, podemos ver que as solu¢des sdo dadas por:

s
arctg(a) + 2kmr < x < §+ 2km, k € Z
Ou

3
m+arctg(a) + 2k < x < 7+ 2km

Podemos resumir essas duas solugdes:
T
arctg(a) + km < x < E—l— km keZ

(VD tgx <a
Fazendo tga = a e usando o ciclo trigonométrico:

28

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI



£ r .
yy Estratégia
} Militares
861’1:13“ tga |
v
2
a
T ¥ 0
cos:;
T+«
3
2

Pela figura, podemos ver que a solugao é dada por:
T

2+kn<x§n+arctg(a)+k1r,kEZ

HORADE

PRATICAR!

Prof. VictorSo

3. Resolva as seguintes inequagodes:

a) |senx| = ?

2

oIS

b) senx + cosx >

c) cos? x > %

d) tg3x + 3 > 3tgx + tg*x
e) sen®x + cos® x < i
Resolugao:

3
a) [senx| > g

Vamos usar o circulo trigonométrico para nos auxiliar:

m V3 ~
Sabemos que sen 3) =5 entdo, temos:
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sena

@l

CcasT

§+2kn3xs2§+2kn,kez
43—"+2anxS53—"+2kn,kEZ

b) senx 4+ cosx > g

Vamos multiplicar a inequag3o por v2/2:

V2 V2 1
7senx + — co

X2 2
1
senxcos( )+sen( )c 25
1
sen (x + ) ==
Usando o ciclo trigonométrico:
senr
57 .
6 gy T 6
2

cOST

Assim, a solugao é dada por:
—+2kn< x+% ?”+ 2km, k €Z

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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i 2k <x <Z+2km k€
12 12

1
c) cos?x > 5
Como ambos os lados sao positivos, podemos escrever:

1
vVcos? x > \E
V2

V2
cosx = — Oucosx < -
Esbocando o ciclo trigonométrico:

3
SENT

CcosT

A solucao é dada por:
——+2kn<x < +2kn k€T
Ou
T t2kn<x<T+2kmkel
Podemos resumir essa solu¢do em uma Unica:
—%+kn§xsg+kn,kez
d) tg3x + 3 > 3tgx + tg*x
Vamos fatorar as expressoes:
tg3x —tg®x +3 — 3tgx > 0
tg?x(tgx — 1) +3(1 —tgx) > 0
(tgx — 1)(tg*x—3) >0
Possibilidades:
tgx—1>0 tgx—1<0
o oul %~
tgcx—3>0 tg’x—3<0
Para o primeiro caso:
tgx—1>0=>tgx >1
tg?x —3>0=tgx >V3outgx < —/3

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI

Prof. VictorSo

31



-

)

Y

Estratégia

Militares

Fazendo a intersec¢ao das condigdes, temos:
tgx > V3

sent tgx

|y

e

A solugao é dada por:

§+kn<x<§+kn,kez

Para o segundo caso:
tgx <1

E
—V3 < tgx <3

Fazendo a intersecc3o:
-3 <tgx <1

sena

™
2

tgx

casx

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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A solucao é dada por:
—§+kn<x<§+kn,k€Z
Portanto, a solugdao completa é:
73—t+kn<x<§+knou —§+kn<x<%+kn,kEZ
7
e) sen®x + cos® x < v
Vamos usar a identidade:
sen®x + cos® x = 1 — 3sen?xcos’x
7
1 — 3sen®xcos?x < =
9 sen(2x) 2
£<3()

2

3 sen?(2x
3 o sentn)
16 4

sen?(2x) > z

sen(2x) > \/; ou sen(2x) < —\/;

Usando o ciclo trigonométrico para visualizar a solugdo:

[}
senT

Assim, podemos concluir:
Ctkn<2x<ZTtkmkeZ=i+T<x<i+T ke
Gabarito:
a) s+ 2km < x <2+ 2kmou T+ 2km < x <X+ 2km, k € Z
b) ==+ 2km < x <+ 2km, k € Z
c)—%+kn£x£%+kn,kez
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%d)§+kn<x<§+knou —§+kn<x<%+kn,kez
§e)§+k1t<2x<2?”+k1r,k€Z=>g+kz—”<x<§+k2—",kez

5. SOMATORIO TRIGONOMETRICO

Veja o seguinte somatoério:

n
S = Z sen(A + ri)

A é um angulo dado e r é a razao do somatario.

Para resolver essa soma, devemos usar a seguinte formula de Werner:

|—2senAsenB = cos(A + B) — cos(A — B)|

Entdo, o bizu é multiplicar o somatdrio por 2 - sen (g)
2sen (g) “
S = —rz sen(A + i)
2sen (7) =1
", 2sen (%) sen(A + ri)
s=> ,,
=1 2sen (7)

Assim, transformamos a soma em uma soma telescépica:

S=zn:COS A+rl—g)—cos(A+ri+%)

i= 2sen (g)
Organizando os termos, encontramos a soma telescdpica:
e e
2sen (;)
S =;[COS(A+Z)_COS(A +3—r)+cos(A +3_T)
2sen (%) 2 2 2
— cos (A + 52_r) 4 et COS (A n (2n ; 1)r> —os (A - (Zn-zl- 1)r>]
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1 r
S=w[C°S(A+z)M+M
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2 2n+1
M-F.”-I_M_COS(A-F(?%Z—)T‘)]

cos (A + %) — COS <A + W)
S =
2sen (g)

N3ao é necessario decorar essa férmula, basta que vocé saiba como chegar a ela.

6.1. TABELA DE ANGULOS TRIGONOMETRICOS

15° = 2-V3_V6-v2 | V2+V3_6+\2 23
2 T4 2 4
18° % V5 -1 10 + 25 V5—1
4 4 10 + 25
36° % 10— 2V5 V5 +1 10— 25
4 4 V5 +1
30° T 1 V3 V3
6 2 2 3
22,5° ’ 2-2 V22 V2-1
2 2
45° T V2 V2 1
4 2 2
60° 4 V3 1 V3
3 5 2
90° n 1 0 Nio existe
2
180° T 0 -1 0
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270° 3_7T -1 0 N3io existe
2

6.2.1. LEI DOS SENOS

a b c

senA - senB - senC - 2K

6.2.2. LEI DOS COSSENOS

a? = b% + ¢® — 2bc cosA
b% = a® + ¢% — 2ac cosB
2 = q2 + b% — 2ab cosC

6.3. EQUACOES TRIGONOMETRICAS

Equa¢des Fundamentais Solugao
sena = senf a=pF+2knroua=n—p+2knk €Z
cosa = cosf a==xp + 2kn
tga = tgp a=p+kn ke
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6.4. INEQUACOES TRIGONOMETRICAS
Inequacdes Ciclo Trigonométrico

Fundamentais

‘

‘
| f '
\ 7‘1 1 cosm

‘

‘

senx = a sena arcsen(a) + 2kmw < x
. x < —arcsen(a) + 2kn
T o 0
senx < a senz 0 + 2km < x < arcsen(a) + 2km
m — arcsen(a) + 2kn < x
ra x < 2w+ 2km
™ a 0
cosx = a sene —arccos(a) + 2km < x

x < arccos(a) + 2km
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x > arccos(a) + 2km

senr

cosx < a
e
x < 2m — arccos (a) + 2km
,1/ keZ
[
tgx 2 a sene tgx aT'Ctg(a) + kT[ < x < E + kn! k E Z
[
tgx < a toe 5+ kr < x <m+arctg(a) + kn

NIk

L e
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7. QUESTOES NIVEL 1

1. (Espcex/2019)

O nimero de raizes da equagdo 2 cos? x + 3cosx + 1 = 0 no intervalo ]0, 27| é
a)o
b) 1
c)2
d)3

e)4d

2. (Espcex/2018)

O conjunto solugdo da inequagdo 2sen’x — cosx — 1 > 0, no intervalo 10,2m] é

afs ol

3. (Espcex/2017)

A soma das solugées da equagdo cos(2x) — cos(x) = 0,com x € [0, 2m), é igual a
5

a) ?

b) 2w
Vi1

C) ?

dn

8m
E) ?

4. (Espcex/2015)

B
Sejaf =1.-— %8103 g conjunto solucio da desigualdade 3¢°5® < (3) no intervalo [0, 27),
2 lOgl() 3—]0g10 7 7

éiguala
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a[o3
o) |55
c) E, 211]
d) |2, 2]

a2

5. (Espcex/2015)

Prof. VictorSo

A soma de todas as solu¢des da equacdo 2 cos3(x) — cos?(x) — 2 cos(x) + 1 =0, que estdo

contidas no intervalo [0, 2], é igual a
a)2m
b) 3w
c)4m
d) 5

e) 6m

6. Exercicio de Fixacao

Resolver a equagao na variavel x

(4
x’sena — 2xcosa — sena = 0,com 0 < a < —

7. Exercicio de Fixagao

. . ;. . o T
Determine o conjunto dos nimeros reais x tais que sen (Zx — 5) =0.

8. Exercicio de Fixacao
Resolver em [:
a)sen’x=1

b) sen (3x — g) =0

1 cosx

c) =1

sen?x senx

d) sen(4x) —cosx =0

e) senx + sen(3x) + sen(4x) + sen(6x) = 0

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI
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f)v3cosx + senx = 1
g) sen(5x) + senx = 2sen(3x)

h) senx + cosx = sen(2x) + cos(2x)

9. Exercicio de Fixagao

Resolver em [0, 27t[:

V2
2

sen(x+§)+sen(x—g) =

10. Exercicio de Fixacdo

Para que valores de m,m € R, a equagao m - senx + cosx = m tem solugao?

11. Exercicio de Fixacao

Resolver em [0, 27t[:

1
sen®x - cosx — senxcos3x = 1

12. Exercicio de Fixacao
Resolva as seguintes equacgodes:
a)sec?x = 2tgx

b) (1 + cosx)tg (g) =0

) 1+senx _ 1

1+cosx 2

13. Exercicio de Fixacao
Resolva as seguintes inequagoes:

a) [tgx| > V3
b) cosx < 0

1+cos2x

c) 2cosx(cosx —/8tgx) <5

d) cotgx + —2->0

cosx—-2 ~

2
e) cos“(2x) > 3tgx

COS2 X
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14. Exercicio de Fixacao

T
Calcular sen (—)
10

15. (EsPCEx/2017)

O conjunto solugdo da inequagdo 2sen?x — cos x — 1 > 0, no intervalo ]0, 27| é

a) (21 411]
373 )
[t 5]
b) |-,—|.
)_3' 6 |
T 51
C)l=,—I
)[3' 3]

[t 2m] 4 5w
d) PR U[_y_
13" 3 ] 3

[t 5] 7t 107
o) [£,55] iz 0
|6 6 ] 6

16. (EsPCEx/2016)

A soma das solugbes da equagdo cos(2x) — cos(x) = 0, com x € [0, 2m), éigual a
5w

a) 3

b) 2w
Vi

C) 3

dm

8w
E) ?

17. (EsPCEx/2014)

A soma de todas as solugbes da equagdo 2 cos3(x) — cos?(x) — 2 cos(x) + 1 = 0, que estdo

contidas no intervalo [0, 2], é igual a
a) 2w
b)3m
c)4m
d) 5

e)6m
18. (EsPCEx/2014)
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. 1 logyo 3 . ~ . 3\ .
Sejafp == —%810° 0 conjunto solucio da desigualdade 3°5* < (—) no intervalo [0, 2m),
2 10g10 3—10g10 7 7

éigual a:

a)[0.5).

oz %)
o |%, 2|
d) [£,2).

e) [32—” 211).

19. (EsPCEx/2009)
O numero de arcos no intervalo [O, 1%”] cujo valor do cosseno é igual a %é
a)1l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

20. (EsPCEx/2004)

A quantidade de valores inteiros que a pode assumir para que a equagédo cos x = (a — 1)? tenha

solucgdo é:
a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

21. (EsPCEx/2004)

Dadas as fungdes reais f(x) = sen2x e g(x) =% tal que x € [0, 27]. Entdo, o nimero de

intersec¢des entre os graficos de f e g é:

a)6
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b) 2
o1
d) 4
e)8

22. (EsPCEx/2002)
O produto cotg x - cos x é postivo, portanto, x pertence ao
a) 1° ou 2° quadrantes.
b) 1° ou 4° quadrantes.
c) 2° ou 3° quadrantes.
d) 2° ou 4° quadrantes.

e) 3° ou 4° quadrantes.

23. (EsPCEx/2002)

O valor de cos x + sen x, sabendo que 3 - senx +4-cosx =5,é
3

a) E
4

b) S

1
6

d) S

7
e)g

24. (EsPCEx/2001)

No circulo trigonométrico (raio = 1), representado na figura, a medida de 8 é 150° e AB

representa um didmetro. O valor do produto das medidas dos segmentos OC e OD é

YA
A i
~P ©
O -
n
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25. (EsPCEx/2000)

3 P
Sendosena =3cosaenm < a< 50 valor de cossec a é

V10
A=y
V10
b) —To
310
T
d) V10
V10
)5

26. (EsPCEx/2000)
O numero de solugdes da equagdo sen*x + cos* x = 1, satisfazendo a condi¢do 0 < x < 2m, é
a) infinito
b) 4
c)2
d)1
e)0

27. (EsPCEx/2000)

2x—1=3sen @

,XERe0 <0 < 2m,
xX—2=cos0O * € T

Pode-se afirmar que o sistema {
a) possui apenas um par ordenado (x, 8) como solugdo.
b) possui dois pares ordenados (x, 8) como solugao.

c) possui trés pares ordenados (x, 8) como solugao.

d) possui infinitas solugdes.
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e) ndo possui solucdo.
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GABARITO

= {cotga — cosseca; cotga + cosseca}
{E +¥ ke Z}
6 2
a)x=;+kn,k EZ

© N oA wWNhRE
“ o ooTo a

b)x=§+"3—",kez
c)x=§+kn,kemux=—§+kn,kez

2k 2k
d)x=1——n,keZoux=E——”,kEZ
10 5 6 3

2k
e)x=§—T”,k€Zoux=kn—g,kEZ

f)x=§+2kn,keZou x=—§+2kn,kez

g)x=k3—”,kEZoux=k7t,kEZ

h)x=2k1t,kEZoux=§+2kT”,kEZ

0. 5= (2.2}

10.vm € R
11,5 = f3, 2%, 1ir, 15m)
8’8’ 4’ 8

12.x =2kmoux =—-2a+ 2km,k € Z e ¢ = arccos (\/ig)

13.a)§+kn<x<2?"+kn,kez
b)§+2k1t<x<37ﬂ+2k1t
c)2k1t£x<%”+2k1tou%”+2kn<x£21t+2k1t,kEZ
d)n+2k1r<x§53—”+2k1t,k€Zoqun<xS§+2kn,keZ

e)anxSln—Z+k1t,keZoui—;+anxSn+kn,kEZ

14.Demonstracao
15.c
16.b
17.d
18.b
19.c
20.c
21.d
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22.a
23.e
24.c
25.2a
26.b
27.b

RESOLUCAO

1. (Espcex/2019)

O nimero de raizes da equagdo 2 cos? x + 3cosx + 1 = 0 no intervalo ]0, 27| é
a)o

b) 1

c)2

d)3

e)4d

Comentarios

Vamos encontrar as raizes da equacgao:

cosx=ﬂi=—lou—1
4 2
Para cosx = —1ex €]0, 2n|:
cosx=—1=>x=m
Para cosx = —1/2:
1 21 4m
cosx=—5=>x=? oux =—-

Portanto, temos 3 raizes distintas.

Gabarito: “d”.

2. (Espcex/2018)

O conjunto solugdo da inequagdo 2sen®x — cosx — 1 > 0, no intervalo 0, 2] é

[2r 4m
373

o[22

3" 6
c)11:57't]

afs 2ol

a)
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o[ 2 lvle
Comentarios
Reescrevendo a inequagao, obtemos:
2(1—=cos?x) —cosx—1=>0
—2cos?x—cosx+1=>0
2cos’x+cosx—1<0

Encontrando as raizes:

(-1++9) 1
——=—-1ou-=

CoOSX = 4 >

1
2(cosx + 1) (cosx - E) <0

Estudando o sinal dessa funcdo, temos:

Prof. VictorSo

/

IA
N[ =

—1 < cosx

Usando o ciclo trigonométrico:
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b | =

COsST

48



¥ Estratégia = - Prof. Victor So
Militares
A
senat
3
3
T
CO;CU
%8
3

Assim, podemos ver que:

5
%Jr anst?”+ 2k k € Z

Queremos as solugdes no intervalo ]0,27], assim, temos:

EnSn
*S133

Gabarito: “c”.

3. (Espcex/2017)

A soma das solugées da equagdo cos(2x) — cos(x) = 0,com x € [0, 2m), é igual a

Comentarios
Desenvolvendo a equacdo, obtemos:
2cos?x—1—cosx =0
2cos?x—cosx—1=0
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Encontrando as raizes dessa equacgao:

Para x € [0, 2m):

Somando as raizes:

Gabarito: “b”.

11\/6_1 1
4 %73

COSX =

cosx=1=>x=0

1 2T 41

= —_— e — e—

COSX > X 3 oux 3
S—O+2n+4n—2
VT3 T A

4. (Espcex/2015)

. 1 lOglo 3
Sejaf = —7——
j ﬁ 2 10810 3—]0g10 7

éigual a

o2

Comentarios

B
. O conjunto solugdo da desigualdade 3°°s® < (%) no intervalo [0,2m),

Simplificando f usando as propriedades do logaritmo, temos:

Substituindo na inequagao:

3cosx S 3%

Como a fung¢ao exponencial é injetora, temos:
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Usando o ciclo trigonométrico:

senr

CcOsST

Para x € [0,2m):

Ul

s
3

w| S
IA
=
IA

Gabarito: “b”.

5. (Espcex/2015)

A soma de todas as solugdes da equagdo 2 cos3(x) — cos?(x) — 2 cos(x) + 1 = 0, que estdo
contidas no intervalo [0, 27|, é igual a

a)2m

b) 3w

c)4m

d) 51

e) 6w
Comentarios

Vamos fatorar a express3o:
2 cos(x) (cos?(x) — 1) — (cos?(x)—1) =0
(2cosx —1)(cos’x—1)=0

As raizes sdao dadas por:
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coSXx = > oucosx = +1
Para x € [0, 2m]:
_ 1 Ly T _ 5w
cosx—2 x—3 oux = 3

cosx=1=2>x=0oux=2m

cosx =—1>=>x=m

Somando as raizes, temos:

s=Z42 omtn=5

Gabarito: “d”.

Prof. VictorSo

6. Exercicio de Fixacao
Resolver a equagao na variavel x

T
x’sena — 2xcosa — sena = 0,com 0 < a < o)

Comentarios

Encontrando as raizes:

cosa +Vcos? a + sen?a cosa + 1

X = =
sena sena

= cotga * cosseca

Portanto, as raizes sdao dadas por:
S = {cotga — cosseca; cotga + cosseca}

Gabarito: S = {cotga — cosseca;cotga + cosseca}

7. Exercicio de Fixacao
. . - . . T
Determine o conjunto dos nimeros reais x tais que sen (Zx — 5) =0.

Comentarios

Sabemos que sen(km) = 0,k € Z. Ent3o:
T

2x—§=kn
T

2x=§+k7t
T km

=gtz

Portanto, a solugdo é dada por:

5—{”+k” kez}
e 27

Gabarito: S = {% + kz—” k € Z}
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8. Exercicio de Fixacao

Resolver em 0O:

a)sen’x =1

b) sen (Sx—g) =0

c)

sen

1 cosx
2 1-

X senx

d) sen(4x) —cosx =0

e) senx + sen(3x) + sen(4x) + sen(6x) =0

f)\V3cosx + senx = 1

g) sen(5x) + senx = 2sen(3x)

h) senx + cosx = sen(2x) + cos(2x)

Comentarios

a)

b)

d)

sen’x =1

T
senx=il:ox=5+kn,kEZ

sen (3x - g) =0

3 ko 3x= ko x =t e
X 2— T x—2 T x—6 3,

1 cosx

senzx - senx
cossec’x = 1 — cotgx
Usando a relagdao fundamental:
1+ cotg?x =1 — cotgx
cotg? + cotgx = 0
cotgx(cotgx +1) =0

Raizes:

I
cotgx=0=>x=§+kn,kEZ

T
cotgx = —-1=>x = —Z+k7r,kEZ

sen(4x) — cosx =0

sen(4x) = cosx
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T
cos (— — 4x) = coSXx

2
T
o= 4= tx+2kmk €
T
4xix=z—2kn
5x =~ 2k mo_zkm L eu
= —— : —_— —_——
A R T
3x = = _ 2k m_2kT e
= — — :} —_— — —_——_—_—,—
X 2 T X 6 3,

e) senx + sen(3x) + sen(4x) + sen(6x) =0
Vamos transformar as somas dos senos em produto:
senx + sen(6x) + sen(3x) + sen(4x) =0

) 7x> Sx) ) 7x (x)_o
sen(2 cos(2 + sen(z)cos 5) =

() () n2) =0
([ sen (B) _

2

{ cos (ﬂ) + cos (E) =0

Temos as seguintes raizes:

2

X 22X ke
Ty TS ™

5x

i7=n—2kn,kez

N[ =

n  2km

Ix=m—-2kmn=>x=--— k€L
X T T X 3 3

i
—2x=n—2k7r=>x=krt—z,kEZ
f) V3cosx +senx =1
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Vamos dividir a equagdo por 2:

V3 1 1
TCOSX + zsenx = 5
cos (%) cosx + sen (g) senx = cos (g)

COoS (x - %) = COS (g)

r et dkn ke
X7 T T3 T A

= knkez
X =gT3 T
T
x=5+2kn,kEZ
Ou

T
x=—g+2k7r,kEZ

g) sen(5x) + senx = 2sen(3x)

Fazendo a transformacao de soma em produto, temos:
6x 4x
2sen (—) cos (—) = 2sen(3x)
2 2
sen(3x)(cos(2x) —1) =0
km
Sen(3x)=0:>3x=kn:>x:?,kez

Ou
cos(2x)=1=2x=2kn=>x=kn,k€Z

h) senx + cosx = sen(2x) + cos(2x)
Isolando seno e cosseno:
senx — sen(2x) = cos(2x) — cosx

Usando a formula de Prostaférese:

2 sen (—Tx) cos (%) = —2sen (32_x> sen (;)

—sen(3)
) () sn () -0

X X
sen(§)=0=>5=kn=>x=2kn,kez

Raizes:
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Gabarito: a) x = §+ kmt, k € Z
b)x="+% kez
6 3

c)x=§+k1t,k€Zoux=—§+kn,keZ

2k 2k
dx=——-""keZoux=-"-""keZ
10 st 6 3
y[ 4 T
e)x=§——3 ,kEZoux=k1t—E,k€Z

f)x=§+2kn,keZou x=—§+2kn,kez
g)x=’;—”,kEZoux=k1r,kEZ

h)x=2k1t,kEZoux=§+2an,kEZ

Prof. VictorSo

9. Exercicio de Fixagao

Resolver em [0, 27[:
sen(x+g) +sen(x—%) =g

Comentarios

Transformando a soma em produto, temos:
VI
2x 7\ V2

2sen (7) cos| =

2senxcos

2senxV2 /2
2 2

1 T 51t
senx =—==>x=—+2knoux =—+ 2kn,k €Z
2 6 6
Para x € [0, 2m|:

X=—0ux-=

ol
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Prof. VictorSo

10. Exercicio de Fixacao

Para que valores de m,m € R, a equagdao m - senx + cosx = m tem solugao?

Comentarios

Vamos isolar m:

m(1 — senx) = cosx

CoSXx

m=———
1 — senx

20

1+tg? (A

Usando as seguintes identidades:

senA =

|
~——

NN

1-—tg? )
1+ tg? )

cos(4) = (
(

Isolando a tangente:
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m—mtg(;)=1+tg(g)

tg(g)(1+m) =m-1
X m-—1
tg (E) - 1+m
Como a fungdo tangente possui imagem no conjunto dos reais, temos que a Unica restricao
él4+m=+0:

1+m#0=>m=* -1
Param = —1, temos:
—senx + cosx = —1

Esse caso possui solug¢do para:
Vs
X = E + 2kn, k €Z

Portanto, Vm € R, a equagao possui solugao.

Gabarito: Vm € R

11. Exercicio de Fixacdo

Resolver em [0, 27[:

1
sen3x - cosx — senxcos3x = n

Comentarios

Vamos fatorar a expressdo:

1
Senx - cosx (senzx — cos? x) =2

sen(2x) —cos(2x)
—2
sen(2x) cos(2x) 1
2 4
2sen(2x) cos(2x) = —1
sen(4x) = -1

As raizes sao dadas por:

R[4
4x=7+ 2km, k €Z

3m  km
> X = ? + 7,’( EZ
Para o intervalo determinado:
3 7 11w 157w
x=?0ux=?oux=T OUX=T
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S_{Sn_7n_11n_157t}
(8’8" 4’ 8
311'.711'.1111'_&1}

Gabarito: S = {—,—,—,
8’8’ 4’ 8

Prof. VictorSo

12. Exercicio de Fixacao
Resolva as seguintes equacoes:
a) sec’x = 2tgx

b) (1 + cosx)tg (g) =0

) 1+senx 1

1+cosx 2

Comentarios
a) Vamos usar a relagdo fundamental sec? x = 1 + tg?x:
1+ tg?x = 2tgx
tg®x —2tgx +1 =10
(tgx —1)2=0

T
tgx=1=>x=z+kn,kEZ

b) Escrevendo cosx em fungdo de tg (g)

x
CoSX = 1ot (i)
1+ tg? (E)
1-tg(3)\
1+1+th(§) t (E)_O
209 (3)
1+ tg? (%) -
senx
senx =0

>x=knmk€Z
c) Desenvolvendo a equacdo:
2 + 2senx = 1 + cosx
2senx — cosx = —1
cosx — 2senx =1
Dividindo a equacdo por V5:

1 2 1
—=C0SX ——=Senx = —

V5 V5 V5

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI

59



ﬁ Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

Vamos usar o seguinte triangulo retangulo:

C

A B

Assim, podemos escrever:
COSaCOSX — senasenx = cosa
cos(a + x) = cosa

As raizes sdao dadas por:

a+x=ta+2kn, k€

x=—ata+2km k€l

x = 2km, k €Z
Ou

x =—2a+ 2kn,k € Z e a = arccos (i)

V5

Gabarito: x = 2kmoux = —2a + 2k, k € Z e a = arccos (\/ig)

13. Exercicio de Fixacao
Resolva as seguintes inequagoes:

a) [tgx| > V3
b) COoSsx < 0

14+cos2x

c) 2cosx(cosx —/8tgx) < 5

senx > O

cosx—2 —

d) cotgx +

2
cos“(2x) > Stgx

cos2x

e)

Comentarios

a) Sempre que resolver uma inequagdao trigonométrica, recomendo usar o ciclo
trigonomeétrico para visualizar as raizes do problema:

ltgx| > /3
tgx >3 outgx < —V/3

Além disso, devemos lembrar da condicdo de existéncia da tangente:

T
x¢5+kn,kEZ

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 60



; Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

Ciclo trigonométrico:

tgxr

CcO8T

Assim, as raizes sdao dadas por:

2
%+kn<x<g+knoug+kn<x<?n+kn,keZ

b) Vamos escrever cos(2x) = 2 cos® x — 1:

CoSXx

1+2cos?x—1
cosx

2 cos? x

<0

Para cosx # 0:

2cosx
cosx <0

Os valores que pertencem ao terceiro e quarto quadrante satisfazem essa inequagdo:
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SeENT

ST

3

2

3
g+ 2kn<x<7ﬂ+ 2km, k € 7Z

c) 2cosx(cosx — \/§tgx) <5

2 cos? x — 2v/8senx < 5
2(1 — sen?x) — 4v/2senx — 5 < 0
—2sen?x — 4\2senx — 3 < 0
2sen’x + 4v2senx +3 > 0

Encontrando as raizes da inequacgao:

2V VI 32

senx = > > u >
<-1
Assim, obtemos:
3v2 V2

senx < ——— ou senx > — —
2 2

Como —1 <senx < 1,Vx € R, temos:

V2
—7<senx31

Usando o ciclo trigonométrico:
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A
senx

Portanto, as raizes sao dadas por:

5t 7
2kn£x<T+2knouT+2kn<xSZn+2kn,kEZ

d) Note que da fun¢do cotangente, devemos ter senx # 0:
x# km,k €Z

Desenvolvendo a inequacgdo, obtemos:

fax 4 senx -0
cotgx + — =
g cosx — 2

CoOSX senx

+ >0
senx cosx — 2

cosx(cosx — 2) + sen?

senx(cosx — 2)
2

X

x — 2cosx + sen?

senx(cosx — 2)

CoS X

1 — 2cosx
=0
senx(cosx — 2)

Como —1 < cosx < 1, temos:

—3<cosx—2<-1
Assim, o termo (cosx — 2) é sempre negativo.
Entdo, temos as seguintes possibilidades:

{ senx <0 0 { senx >0
1—2cosx =0 1—2cosx<0

Para cada um dos casos:
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1—2cosx =0 cosx < 5
Usando o ciclo trigonométrico:

[ )
senx

Para esse caso, temos:

5w
n+2kn<xs?+2kn,kez

Para o outro caso:

senx >0
{ senx >0

1
1—2cosx<0 coSx > 5

Usando o ciclo trigonométrico:
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Sena

T
2kn<x£§+2kn,kEZ

cos?(2x)
cos2 x

Da condicao de existéncia, temos:

cosxiO:x¢g+kn,kEZ

e) > 3tgx

Como cos? x > 0, temos:

1 — sen?(2x) > 3senxcosx
3
1 —sen?(2x) — Esen(Zx) >0

2sen?®(2x) + 3sen(2x) —2 <0

Encontrando as raizes:

—3+4/25 1
———— =—-2ouz

2y) =
sen(2x) 2 >

Estudando o sinal, vemos que:
1
—2 < sen(2x) < 3
Assim, temos:

-1 <sen(2x) <

N[ =
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Usando o ciclo trigonométrico:

sen(2x)

cos(2x)

Portanto, as raizes sdao dadas por:

s T
anSZng+2kn:anxSE+kn,kEZ

5 5
g+2an2x§2n+2kn=>1—72T+anxSn+k7r,kEZ

Fazendo a intersec¢ao com a condig¢ao de existéncia, temos:

T
< x<— EZ
kn_x_12+k7'c,k

5w T
R < _
12+kn_x<2+kn,kEZ

g+kn<xSn+kn,kEZ

Gabarito:

T 2
a)§+kn<x<?+kn,kez
b)§+2kn<x<32—”+2k1t
c)2k1t£x<%"+2k1tou%"+2kn<x£21t+2k1t,kEZ
d)1t+2k1r<x§53—n+2k1t,kEZoqun<xS§+2k1t,kEZ

Prof. VictorSo

5
e) anxSln—z+k7t,kEZou£+k1tSx<§+kn,keZou§+kn<xS1t+k1t,kE

Z

14. Exercicio de Fixacao
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T
Calcular sen (—)
10

Comentarios
2-18°+3-18° =90°

Usando a propriedade de arco complementar, podemos escrever:

sen(Z-f—0)=sen(g—3-1n—O) =cos(3-1n—0)

Aplicando as formulas de arco duplo e triplo:

2sen (1”—0) cos (1£O) = 4 cos® (1£O) — 3 cos (1”—0)
2sen (1EO) = 4 cos? (%) -3
2sen (1”—0) =4 (1 — sen? (%)) -3

4sen? (17-[0) + 2sen (10) —-1=0

Encontrando as raizes da equacao de segundo grau:

) -5
sen
10 4
Como 18° pertence ao primeiro quadrante, podemos afirmar:
I8 V5 -1
sen ( )
10 4

Gabarito: Demonstragao

15. (EsPCEx/2017)

O conjunto solugdo da inequagdo 2sen?x — cos x — 1 > 0, no intervalo 0, 2] é

a) [2—”,4—"].
ol
<) [n’ 511'

3°3

[n’ 511'] U [71‘[ 107r

Comentarios

Zx=1:

Usando a identidade trigonométrica sen? x + cos
2sen’x —cosx—1>0e2-(1—cos?x)—cosx—1=>0< 2cos’x+cosx—1<0

Olhando a expressao no membro direito da ultima desigualdade como uma quadratica em
cos x, calculamos o determinante A:
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A=b?>—4ac=1>—-4-2-(-1) =09.
As raizes do polinémio p(y) = 2y? + y — 1 s3o:

_ —b—VA _—b+x/Z=>y ————1ey2=

o -143 _ 1
Y1 2a Y2= " 1 2:2 -

2-2 2

Como a = 2 > 0, o grafico de p(y) é uma parabola de concavidade para cima, em forma
, 1 . , 1., .
de U, comraizes —1 e-. Assim, 2 cos? x + cosx — 1 < 0 < cos x estd entre —1 e istoé,cosx €

[—1,%]. Na figura abaixo vemos que os valores permitidos sdo, considerando x € ]0,2mx], S =

[n 51
3’731

Gabarito: “c”.

16. (EsPCEx/2016)

A soma das solugées da equagdo cos(2x) — cos(x) = 0,com x € [0,2m), é igual a

Comentarios

cos(2x) = cos(x) & 2x =x+ 2knou2x = —x + 2km, k € Z
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2k
(:)x=2knoux=7n,k€Z

Conjunto-solugao:

S

{0 2T 4-7'[} 0+2T[+4T[ )
—_—— => e —_— —_—
373 soma 3 3 T

Gabarito: “b”.

17. (EsPCEx/2014)
A soma de todas as solugdes da equagdo 2 cos3(x) — cos?(x) — 2 cos(x) + 1 = 0, que estdo
contidas no intervalo [0, 27], é igual a
a) 2w
b) 3w
c)4m
d) 5
e) 6m
Comentarios

Antes de tentar resolver a equagdo cubica, vamos fazer a transformagdo y = cos(x).
Ficamos com:

Piy)=2y3—y?2—-2y+1=0

O teorema das raizes racionais diz que, se houver raiz racional num polindmio de
coeficientes inteiros, e se a fracao da raiz estiver em sua forma irredutivel, entdao o denominador
divide o coeficiente do termo lider e o numerador divide o termo independente. Assim,
suponhamos que exista g raiz racional do polindbmio acima, ¢ > 0, de modo que mmc(p, q) = 1.

Entdo, p € {1,—1} e q € {1,2}. Por inspec¢do, verifica-se que r=% € raiz do polindbmio

(poderiamos ter verificado outra).

Apos a divisao polinomialde P(y) por (y — 1) = ( - %), ficamos com um fator quadratico,

mas que facilmente se fatora usando produtos notaveis:

PO =(y—5) @D =@~ (F-D=@y-D-G-D (+D

Dessa maneira, as raizes de P sdao y = %,y =1 e y=—1. Lembrando que y = cosx,
temos, no intervalo [0, 2m]:
cosx=1=>x=—Vx=5—7T
2 3 3

cosx=1=>x=0vx=2rm

cosx=—-1=>x=m

Logo, a soma das raizes é g + 53—” +0+2m+m=>5m.
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Gabarito: “d”.

18. (EsPCEx/2014)

B
Seja f = 1, lgw3 g conjunto solugdo da desigualdade 3°°5* < (E) no intervalo [0, 2m),
2 lOglO 3—10g10 7 7

éigual a:

[
a) 0, g)

m 51w
b) 5.5

o

18 Wi w]
N
|
—

d)

W oW
=]

e)

N

Comentarios

1 log,, 3 logy, 3 log,, 3 3\2F
,B=—-1 g101 2,3=1 g1o1 _ 8103 =log§3=>(—) =3
2 logyo3 —logyo7 08103 —logyo 7 log (_) 7 7
107

Dessa forma, temos que:

B 2B
3°%% < (;) & 320X < (;) = 3! @ 2cosx < 1 (pois a funcdo f(y) = 3” é crescente)

1
@cosxsz

T om

Na figura a seguir, podemos ver que o conjunto solugdo desejado é [60°,300°] = [3' 3
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Gabarito: “b”.

19. (EsPCEx/2009)

. . 197] . L. 1,
O numero de arcos no intervalo O’T cujo valor do cosseno é igual a ;€

a)1
b) 2
0)3
d) 4
e)5

Comentarios

1
cosx=§(=>x=%+ 2km Vx = —%+ 2km, k € Z.

191 7 ~ s ~ m 5m 7w
Como - = 21+ 5 as solugdes vdlidas sdo S = {;,?,?}.

Gabarito: “c”.

20. (EsPCEx/2004)

A quantidade de valores inteiros que a pode assumir para que a equagdo cos x = (a — 1)? tenha

solucdo é:

a)1
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b) 2
c)3
d) 4
e)5

Comentarios

Como cos x € [—1,1], a equacdo tem solucdo se, e somente se, —1<(a—1)>< 1. A
primeira desigualdade é verdadeira para todo a € R. Vamos nos atentar a segunda desigualdade.

(a-12<leola-11<le-1<a-1<10<a<?2
Os valoresinteirosdeasidoa=0,a=1ea = 2.

Gabarito: “c”.

21. (EsPCEx/2004)

Dadas as fungdes reais f(x) = sen2x e g(x) =% tal que x € [0, 27]. Entdo, o nimero de

interse¢des entre os graficos de f e g é:
a)6
b) 2
1
d)4
e)8

Comentarios

1 T
f(x) = g(x) © sen2x =5 =sen—.
Temos duas opgdes: 2x=§+2kn ou 2x =T[—§+2k7‘[ = x=%+kn ou x=i—z+

km, k € Z.

Logo, o conjunto solu¢do da equagdo f(x) = g(x) no intervalo [0,2] é S =
m 5t 13w 177 . . PP ~ ‘e
{E’E’?’?}’ o que implica que hd 4 intersecdes entre os gréficos de f e g tal que x € [0,2m].

Gabarito: “d”.

22. (EsPCEx/2002)
O produto cotg x - cos x é postivo, portanto, x pertence ao
a) 1° ou 2° quadrantes.
b) 1° ou 4° quadrantes.
c) 2° ou 3° quadrantes.

d) 2° ou 4° quadrantes.
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e) 3° ou 4° quadrantes.

Comentarios

coS X cos? x
cotgx-cosx=( )
s sen x

Logo, como cos? x > 0 Vx € R, o produto é positivo se, e somente se, senx > 0, o que
ocorre nos quadrantes 1 e 2.

Gabarito: “a”.

23. (EsPCEx/2002)
O valorde cos x + senx, sabendoque 3 -senx+4-cosx =5,é
3
a)g
4
b)g
o1
6
d)g
7
E)E
Comentarios
3:senx+4-cosx =5
< 4-cosx =5—3-senx
= 16 -cos?’x = (5 —3-senx)?
& 16 —16-sen?x =25—30-senx + 9 - sen? x
&= 0=25-sen?x—30-senx +9 = (5 -senx — 3)?

- 3
senx = ¢

~ 3 4, . ~ ~ 7
Logo, usando a equagdo, senx = - ecosx = ;€ a unica solugdo. Entdo, sen x + cos x = 5

Gabarito: “e”.

24. (EsPCEx/2001)

No circulo trigonométrico (raio = 1), representado na figura, a medida de 8 é 150° e AB
representa um didmetro. O valor do produto das medidas dos segmentos OC e OD é
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Comentarios
B = 150° = BOC = 180° — § = 30° = 0C = OB - cos 30° = cos 30° = —-.
D = —90°=60°= 0D = OA - cos 60° = cos60°=%.
V3

Gabarito: “c”.

25. (EsPCEx/2000)

3t ,
Sendosena=3cosaem < a< 510 valor de cossec a é

V10

A=y

V10

b) —To

310

S A TE
d)v10
V10
)5

Comentarios

.y , ~ ~ 2
Se tivéssemos cosa = 0, teriamos, pela equacdo, que sena =0, e entdo 1 =sen” a +
cos? @ = 0% + 0% = 0, absurdo. Logo, como cos a # 0, podemos dividir a equagao por cos a:

1
sena =3cosa = tga=3 & cotga =5

3
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2 1 sen’? a+cos? a _ 2 .
Usando que cossec” @ = —— = > =1 + cotg” a, temos:
sen“a sen“a
cossec’a =1+ 1\"_10
B 3)  9°

V10

. 31
No intervalom < a < 7, sena <0 e, portanto, cosseca < 0. Logo,cossec a = _T'

Gabarito: “a”.

26. (EsPCEx/2000)
O nuimero de solugdes da equacdo sen*x + cos* x = 1, satisfazendo a condi¢do 0 < x < 2m, é
a) infinito
b) 4
c)2
d)1
e)0
Comentarios
1 =sen? x + cos? x & 1% = (sen? x + cos? x)? = [sen* x + cos* x] + 2 sen? x cos? x.
Usando o dado do enunciado na subexpressdo entre colchetes, além da féormula para o

seno do arco duplo, temos:

1 1
1= 1+§-(4sen2xcoszx)(=>O=E-(sen2x)2(:)sen2x= 0

3
Logo,sen2x =0 2x=kn & x = %”,k €Z.Para0 < x < 2m, temos S = {O,E,n,?n}
como conjunto solugdo.

Gabarito: “b”

27. (EsPCEx/2000)

2x—1 =3sen @

,XERe0 <0 < 2m,
xX—2=cos0 * € T

Pode-se afirmar que o sistema {

a) possui apenas um par ordenado (x, 8) como solugdo.
b) possui dois pares ordenados (x, 8) como solugao.
c) possui trés pares ordenados (x, 8) como solugao.
d) possui infinitas solugGes.
e) ndo possui solugao.
Comentarios

Por inspecdo, verifica-se que o sistema admite pelo menos uma solu¢ao, com 68 = 90° e
x = 2, por exemplo. Poder-se ia verificar tal fato também da seguinte forma: isolam-se as fung¢des
sen 6 e cos 0 e utiliza-se a relacdao fundamental da trigonometria:
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2x—1
3

13

x=2=senf =1lecosf=0= (x,0) =(2,90°) é um par valido como solugdo.

2
14
sen29+cosze=1<=>< ) +(x—2)2=1<=>13(x—2)<x——>=0

14 5 12 14 5\ . .
= = — =—"> == 11— =
x == sen 0 - € cos 0 3 (x,0) (13,11 arcsen 13) € um par valido como
solugao.

Logo, ha dois pares ordenados como soluc¢ao do sistema, considerandox ERe 0 <0 <
21L.

Gabarito: “b”.

8. QUESTOES NIVEL 2

28. (AFA/2019)

Seja a equagio trigonométrica tg3x — 2tg*x —tgx +2 = 0,com x € ([O, 2m[— {2,32—"})

Sobre a quantidade de elementos distintos do conjunto solu¢do dessa equacdo, é correto afirmar
gue sao, exatamente,

a) trés
b) quatro
¢) cinco

d) seis

29. (AFA/2014)

sen2x

Sejam f e g fungbes reais dadas por f(x) =

e g(x) = 2, cada uma definida no seu dominio

mais amplo possivel.

Analise as informagodes abaixo.

I. O conjunto solugdo da equagdo f(x) = g(x) contém infinitos elementos.
Il. No intervalo [i—",i—"], a fungao f é crescente.

lll. O periodo da fungdo f é p = m.

Sobre as afirmacgoes é correto afirmar que

a) apenas lll é verdadeira.

b) apenas | e Il sdo verdadeiras.

c) todas sdo falsas.
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d) apenas Il e lll s3o verdadeiras.

30. (AFA/2013)

sen x cos x

Sejam as fungdes reais f,g e h definidas por f(x) = , g(x) = |secx| e h(x) =

cossecx = secx
|cossec x|, nos seus dominios mais amplos contidos no intervalo [0, 27].

A(s) quantidade(s) de intersecao(des) dos graficos de f e g; f e h; g e h é(sdo), respectivamente
a)0,0e4

b)3,1e4

c)2,3e4

d)0,2e3

31. (AFA/2012)

Sendo x € [0, 2m], a interpretagdo grafica no ciclo trigonométrico para o conjunto solugdo da

inequagdo —8sen*x + 10sen’x — 3 < 0 é dada por

b)
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d)
A Sen
Sz ft
6 )
0 COS
Iz 11n
6

32. (AFA/2010)

Seja a fungao real f definida por f(x) = cos(4x) — sen (g — 6x).
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Marque a alternativa que possui a melhor representagao, no ciclo trigonométrico, de todas as raizes
da funcao f:

\Sen

4

T,
N

\Sen

\ 4

cos

N,
N

\Sen

“cos

¥

33. (AFA/2010)
Sobre a fungdo real f definida por f(x) = —1 + |6(senx)(cosx)| é INCORRETO afirmar que
a) Im(f) = [-1,2]

n 3w

b) é decrescente para todo x € [Z’T
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c) possui 8 raizes no intervalo [0, 27|

d) tem periodo igual ao periodo da fungdo real g dada por g(x) = 2f(x)

113. (EFOMM/2014)

. 1 - ..
Seja x € [0, 2m] tal que senx - cosx = = Entao, o produto P e a soma S de todos os possiveis

valores de tgx sao, aproximadamente,
a)P=1eS5S=0.

b)P=1eS =5.

c)P=-1eS=0.
dP=-1eS=05.

e)P=1eS=-5.

114. (EFOMM/2006)
Sesen2x=senxe(0 < x < m,entaox é
T
a) Z
Y3

b)Z

c)-—

115. (Escola Naval/2013)

A soma das solugdes da equacdo trigonométrica cos3x — cos2x + cosx = 1 no intervalo [0, 27|,
é

a) 8w

b) 6

116. (Escola Naval/2013)

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 80



Prof. VictorSo

Militares

® Estratégia
W g

A soma das solugées da equagdo trigonométrica cos 2x + 3 cosx = —2, no intervalo [0, 27| é
a)m
b)2m

c)3m

117. (Escola Naval/2012)

A soma dos quadrados das raizes da equag3o |senx| = 1 — 2sen®x, quando 0 < x < 27 vale

49
a) —n?
36

b)‘;—"nZ

7
c)-m?
3

d)%n’2

49
e) —m?
6

118. (EN/2021)

Seja cos® (x — y) = sen(2x) sen(2y), paratodo x e y reais, dentro do intervalo (Og) Com base

nessa equagao, assinale a opgao que apresenta a solu¢iode x + y.
s
a —
) 2

T
b)Z
T
C);
T

d)g
e)g

GABARITO

28.d
29.3
30.a
31.b
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32.a3
33.b
34.e
35.c
36.b
37.c
38.b
39.a

RESOLUCAO

28. (AFA/2019)

Seja a equagio trigonométrica tg3x — 2tg*x —tgx + 2 = 0,com x € ([O, 2m[— {;,32—11})

Sobre a quantidade de elementos distintos do conjunto solu¢dao dessa equacao, é correto afirmar
gque sao, exatamente,

a) trés
b) quatro
c) cinco
d) seis
Comentarios
Fatorando a expressao:
tgix — 2tg*x — tgx + 2 = tg*x(tgx — 2) — 1(tgx — 2) = (tg*x — 1)(tgx — 2)
Assim:
(tgx+1D(tgx—1)(tgx—2)=0
Asraizessao:tgx = 1,tgx = —loutgx = 2.

Sabendo que x € ([0,2n[— {g,%n}), temos:

yia 5m
tgx=1=>x=ZouT
3 7T
tgx=—1:~x=TouT

tgx =2>=>x=arctg 2oumn + arctg 2
Logo, sdo 6 solugdes ao todo.

Gabarito: “d”.

29. (AFA/2014)
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sen2x

Sejam f e g fungoes reais dadas por f(x) = e g(x) = 2, cada uma definida no seu dominio

Cosx
mais amplo possivel.

Analise as informagodes abaixo.

I. O conjunto solugdo da equagdo f(x) = g(x) contém infinitos elementos.

Il. No intervalo [i—",i—ﬂ], a fungao f é crescente.
lll. O periodo da fungdo f é p = m.

Sobre as afirmacoes é correto afirmar que

a) apenas lll é verdadeira.

b) apenas | e Il sdo verdadeiras.

c) todas sao falsas.

d) apenas Il e lll sdo verdadeiras.
Comentarios

Veja que para cosx # 0:

sen2x| |2 Sen x cos x

| = 2|sen x|

Fe =|

Como cosx # 0, temos que sen x # +1, logo, f(x) # 2, ou seja, para f(x) = g(x),
temos o conjunto vazio. Portanto, o item | é falso.

CoSx CoS X

. ~ 3w , .
No item Il, a funcao decresce de ” até m, logo, é falso.

O item Ill é verdadeiro, pois o mdédulo faz com que os valores negativos do seno sejam
positivos e, desse modo, o periodo cai pela metade.

Gabarito: “a”.

30. (AFA/2013)

sen x cos x

Sejam as fungdes reais f,g e h definidas por f(x) = , g(x) = |secx| e h(x) =

cossec x secx
|cossec x|, nos seus dominios mais amplos contidos no intervalo [0, 2].

A(s) quantidade(s) de interse¢ao(des) dos graficos de f e g; f e h; g e h é(sao), respectivamente
a)0,0e 4
b)3,1e4
c)2,3e4
do0,2e3
Comentarios

Vamos simplificar a fungdo f.
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fx) =

Da condicdo de existéncia e lembrando que x € [0, 2], temos:

+
cossecx secx

cossecx >senx #0=>x#0;x #mex + 21

T 3
secx:cosx¢0=>x¢iex¢7
Assim, temos:
senx COSXx ) 5
fx) = T +—7 =sen’x+cos’x =1

senx COSXx
T 3
S fx)=1;x#0;x iE;x WX+ 7;x * 21
Encontrando os pontos de intersec3o, temos:

1
I—f(x)=gx)>1=|secx|>1=——>=|cosx|=1=>x=0;x =m;x =27

|cos x|

Mas a condi¢do de existéncia exclui esses valores de x, logo, f(x) = g(x) gera nenhuma
solucao

T 3n
II — f(x) =h(x) =>1=|cossecx| =1= Slsenx|=1=2x=—;x = —
|senx]| 2 2
Caso analogo ao |, logo, temos o conjunto vazio.
1
I — g(x) = h(x) = |secx| = |cossec x| = = = |senx| = |cosx]|
[cosx| |sen x|

Como temos o médulo do seno e cosseno, a igualdade ocorre quando:

V2

|senx| = |cosx| = -

No intervalo [0, 2], temos:

Logo, sao 4 solugdes.

Gabarito: “a”.

31. (AFA/2012)

Sendo x € [0, 2m], a interpretagdo grafica no ciclo trigonométrico para o conjunto solugdo da
inequacdo —8sen*x + 10sen’x — 3 < 0 é dada por

a)
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A Sen
5= ﬂ
B 6
0 cos
Tx 1=
6

Comentarios
Sendo sen’x = a, temos:
—8a?+10a—-3<0
Multiplicando por —1:
8a?—10a+3>0
Fatorando pelo método das raizes:
,_—(-10+/(-10-4-8-3 10+V4
16 16

= (a-3)(a-3)>0

Assim,
S 3=> c T 2T
3 senx > —>=>x (—;—)
sen’x >-—= 2 33
4 - 3 E(4n Sn)
__z —_—
senx > X 33
ou
5 <1 \/§< <\/§ E[On)u<3n 57T)U<77T2]
_ﬁ__ _z PR —_— —_
sen“x > > senx > X ' YR 4,71

Analisando as alternativas, vemos o gabarito na letra “b”.

Gabarito: “b”.

32. (AFA/2010)
Seja a fungao real f definida por f(x) = cos(4x) — sen (g — 6x).

Marque a alternativa que possui a melhor representacao, no ciclo trigonométrico, de todas as raizes

da fungao f:

a)
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b)

d)

5

>
wn
v
3

Comentarios

Reescrevendo a fung¢ao, temos:
T
sen (E — 6x) = cos(6x)
f(x) = cos(4x) — cos(6x)

Transformando soma em produto:

f(x) = 2sen (@) sen (6962;4)6> = 2sen(5x)sen(x)

As raizes de f sdo dadas por:
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km
f(x)=0:,osen(5x)=O:5x=knzx=?;kEZ
No intervalo [0; 27]:
i
=>x€ {O;E;—;—;—;n;—:—'—'—

Para o outro fator de f:
>senx =0>x=kmk€Z>x=0o0ux=mn
Portanto, a fungdo f possui 10 pontos de raizes no ciclo trigonométrico.

Gabarito: “a”.

33. (AFA/2010)

Sobre a fungdo real f definida por f(x) = —1 + |6(senx)(cosx)| é INCORRETO afirmar que

a)Im(f) = [-1,2]
w 3m

b) é decrescente para todo x € [Z T]

c) possui 8 raizes no intervalo [0, 2]
d) tem periodo igual ao periodo da fungdo real g dada por g(x) = 2f(x)
Comentarios
Reescrevendo a funcao, temos:
f(x) = =1+ 3|2(senx)(cosx)| = —1 + 3|sen(2x)|
a) (V) Assim, se |sen(2x)| = 0, temos f(x) = —1 e se |sen(2x)| = 1, temos f(x) = 2.

Esses sdo os valores de maximo e minimo de f, ou seja, Im(f) = [—1, 2].

b) (F) Para x € E,%ﬂ], temos:

7'[37'[
ZxE[

Para 2x € E;n], temos que f é decrescente. Mas, devido ao médulo, temos que f é

31 ~ 2 .
crescente para 2x € [T[;?]. Portanto, ela ndo é decrescente nesse intervalo.

c) (V) Se f(x) = 0, entdo sen(2x) = i%. Assim, com 2x variando de 0 até 4,

1
2x = arcsen (i —)
3
Note que em cada quadrante uma solucao é encontrada para 2x. Como a variacao se da
até 4m, entdo temos 2 solugbes em cada quadrante e, portanto, 8 raizes.

d) g(x) = —2 + 6|sen2x| . Como quem determina o periodo da fungio é o argumento da
fungdo seno, entdo f e g possuem o mesmo periodo e vale .

Gabarito: “b”.
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34. (EFOMM/2014)
Seja x € [0, 2m] tal que senx - cos x = % Entdo, o produto P e a soma S de todos os possiveis
valores de tgx sdao, aproximadamente,
a)P=1eS5 =0.
b)P=1eS =5.
c)P=-1eS5=0.
dP=-1eS=5.
e)P=1eS = 5.
Comentarios

Dividindo ambos os lados por cos? x # 0, achamos:

Ccos X 1 )
senx - coOsx = £ = 5senx - ——— = ———=> 5tgx =sec“x
5 Cos?x cos?x

Da relagao fundamental, temos:
tg?x + 1 = sec’x
Assim:
S5tgx =sec’x =tg’x +1
tg’x —5tgx+1=10

Encontrando as raizes:

(-5 £J52=411) 5470

tgx = > = >
5+ 21 5—+21
= tgx; = etgx, = ———
2 2
Assim, temos:
54++v21 5-+21 10
S = + =—=05
2 2 2
p= 5++v21 5—+21 _25—21_4_
B 2 2 4 4

Gabarito: “b”.

35. (EFOMM/2006)

Sesen2x=senxe(0 < x < m,entao x é
T

a) Z
T

b)Z
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T

c)—-

3
/4

d) 5
21
e) ?
Comentarios

sen 2x = sen x = 2senxcosx = senx = senx(2cosx —1) =0
Assim, temos:

senx =0=>x=0oux=m

Ou
1
2cosx—1:O:>cosx=§

Parax € (0;m):

=
I
Wl

Gabarito: “c”.

36. (Escola Naval/2013)

A soma das solugdes da equacgdo trigonométrica cos3x — cos2x + cosx = 1 no intervalo [0, 27|,
é

a) 8w
b) 6w
8m
C) ?
d) 51
5
e) ?
Comentarios

Usando a transformacao trigonométrica de soma em produto, temos:
cos3x — cos2x + cosx =1

coS3x + cosx —cos2x =1
3x +x 3x —x
2cos( )cos( )—c052x=1
2 2
2 cos(2x) cos(x) — cos2x =1

Aplicando a transformacdo cos 2x = 2 cos? x — 1, temos:
2(2cos?x —1)cos(x) — (2cos’x—1) =1
4cosdx—2cosx—2cos’x+1=1
4cos®x —2cos?x—2cosx=0
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Resolvendo a equac3o para x € [0, 21|, encontramos:
T 3
cosx=0=>x=zex=7
ou

2cos’x—cosx—1=0

~(-D+J/CD?-42 D 149 143

Prof. VictorSo

cosx =
22 4 4
cosx=1=>x=0oux =2m
1 21 41
COSX=——DX=—0UX = —
2 3 3
Portanto, a soma das raizes é:
m 3w 2 4w
S==+—4+04+2n+—+—=2n+2n+2n =67
2 2 3 3
Gabarito: “b”.

37. (Escola Naval/2013)
A soma das solugées da equagao trigonométrica cos 2x + 3 cosx = —2, no intervalo [0, 21| é
a)m
b) 2w
c)3m

5m
d) ey

10w
e

Comentarios
cos2x +3cosx = —2 = 2cos’x — 1+ 3cosx = =2

= 2cos’x +3cosx+1=0

Resolvendo a equacgdo do 2°grau, temos:

-3+,/(-3)2-4-2-1 -3+1

CoOSXx = 2 2
1
cosx = —1oucosx = _E
Para x € [0, 27]:
cosx=—-1=>x=mn
1 21 47
= — = e —_——_—
COS X > X 3 ou x 3

Logo,
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S=n+—+—=3m

Gabarito: “c”.

38. (Escola Naval/2012)

A soma dos quadrados das raizes da equacgio |senx| = 1 — 2sen®x, quando 0 < x < 27 vale

Comentarios
Para 0 < x < m, temos senx = 0, logo:
senx = 1 — 2sen’x = 2sen’x +senx —1 =0

Resolvendo:

-1+12-4-2-(-1) -1++9 -143
4 4 4

senx =

senx = —1 ou senx = E

Como senx = 0, devemos ter:
1 T 5t

Senx = - =>X=—=0ux = —
2 6 6

Param < x < 2m, temos senx < 0, logo:
—senx = 1 — 2sen®x = 2sen’x —senx —1 =0

—(-D)+/(1)2-4-2-(-1) 1+V9 143

senx = 2 2 2
1
senx = 1 ou senx = _E
Como senx < 0, temos:
1 7T 11w
senx =——=>x=—oux =—
2 6 6

A soma dos quadrados das raizes da equacgao é dada por:

5= (@) + () + () (B mTarasaarrizn = 20 B
~\6 6 6 6 /) 36 ~ "3 9"

Gabarito: “b”.

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI



¥ Estratégia =

Militares

Prof. VictorSo

N

39. (EN/2021)

Seja cos? (x — y) = sen(2x) sen(2y), paratodo x e y reais, dentro do intervalo (0, g) Com base
nessa equagao, assinale a opgdo que apresenta a solu¢dode x + y.

s
a) ;

b)%

T
c)—
)3

d)%

T
e)g

Comentarios

Vamos usar a seguinte transformacao:
1
sen(2x)sen(2y) = 5 [cos(2x — 2y) — cos(2x + 2y)]
Temos na equagao:
1
cos?(x —y) = 3 [cos(Z (x — y)) — cos(2 (x + y))]
2cos?(x—y) = cos(Z(x — y)) — cos(Z(x + y))
Veja que
cos(2a) = 2cos?a—1= 2cos?a =1+ cos(2a)
Logo:
1+ cos(2 (x — y)) = cos(Z(x — y)) — cos(Z(x + y))
cos(2(x +y)) = -1
Sabendo que x,y € (0, g), temos:
2+ y) =

1
T
ax+y=§

Gabarito: A

9. QUESTOES NIVEL 3

40. (ITA/2020)
Seja a um numero real satisfazendo 0 < a < g Entdo, a soma de todos os valores de x € [0, 27]

gue satisfazem a equacao

cosx sen(a+x) =sena
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éiguala
a) 57 + 2a.
b) 57 + a.
c) 5m.

d) 57 —a.

e) 57 — 2a.

41. (ITA/2019)

. ~ ~ 7
Determine todas as solugdes da equagdo sen®x + cos® x = PR

42. (ITA/2019)

Sejam A, B, C os vértices de um tridngulo. Determine sen B, sabendo que

~ ~

FU 4
sen(A+B) = == sen(A - C).

43. (ITA/2018)

. s ~ tg3x—3tgx .
Com relagao a equagao atgix + 1 = 0, podemos afirmar que
. mT T ~ 7 .
a) no intervalo | — 205 [ @a soma das solugdes é igual a 0.
. m T ~ P .
b) no intervalo | — 25 [ @ soma das solugGes é maior que 0.

c) a equagao admite apenas uma solugdo real.

. s . ~ . T
d) existe uma unica solugao no intervalo ]0,5 [

. ~ o s
e) existem duas solugdes no intervalo | — oy 0[.

44. (ITA/2017)

O numero de solugdes da equagdo (1 + sec8)(1 + cossecf) = 0,com 0 € [—m, 1], é
a)o

b) 1

c)2

d)3

e)4
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45. (ITA/2017)

Determine o conjunto das solug¢des reais da equagdo 3cossec? (g) —tg’ix = 1.

46. (ITA/2016)

Prof. VictorSo

Sejam x e y pertencentes ao intervalo [0, 7]. Determine todos os pares ordenados (x, y) tais que

1
\/fcosx—senyzz

1
\/isenx+\/§cosy = 5

47. (ITA/2015)

. . . oy 2—/3
Seja n um inteiro positivo tal que sen (%) = /T\/_

a) Determine n.

b) Determine sen (i)

48. (ITA/2015)

Sejam « e S numeros reais tais que a, 5, a + f € |0, 27| e satisfazem as equagdes

cos? (%) = gcos4 (%) + %

cos? (g) = %cos"‘ (é) + ’

Entdo, o menor valor de cos(a + f3) éigual a

a)—1
b) -2
2
V2
C)—7
1
d)—;
e)0

49. (ITA/2014)

Determine o conjunto de todos os valores de x € [0,27] que satisfazem simultaneamente, a

2sen’x + senx — 1

<0
cosx—1
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tgx + V3 < (1 + ﬁcotgx)cotgx

50. (ITA/2013)

Determine o maior dominio D € Rdafungdo f:D - R, f(x) = logx(g_x) (4senxcosx — 1).
4
51. (ITA/2013)

Sejam a um numero real e n o numero de todas as solugdes reais e distintas x € [0, 21| da equagao

cos® x — sen®x + 4sen®x = a. Das afirmagdes:
I.Sea = 0,entaon = 0;

lIl.Sea =1/2,entdon = §;

Ill.Sea =1, entdaon = 7;

IV.Sea = 3,entaon = 2,

E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas I.

b) apenas lll.

c) apenas| elll.

d) apenaslielV.

e) todas.

52. (ITA/2013)

Encontre os pares (@, 8) € ]0,% [ x ]0,% [ que satisfazem simultaneamente as equagdes

(tga + cotgP)cosasenfs — 2 cos?(a — ) = —1 e+/3sen(a + B) + cos(a + B) =+/3.

53. (ITA/2012)

Determine os valores reais de x de modo que sen(2x) — v/3 cos(2x) seja maximo.

54. (ITA/2010)

P . 4T .. ~
Se os numeros reaisx e f,coma + [ = (?) ,0 < a < 8, maximizam a soma sena + senf3, entao
a éigual a

/3
a)—-
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b)z?”
c)%ﬂ
d)%ﬂ

71T
E) E

55. (ITA/2010)

Considere a equagao

(3 —2cos?x) <1 + tg? (g)) — 6ty (g) =0

a) Determine todas as solugdes x no intervalo [0, 7z].

b) Para as solugdes encontradas em a), determine cotgx.

56. (ITA/2008)
Determine todos os valores de o € | — gg[ tais que a equagdo (em x) x* — 23/3x? + tga = 0

admita apenas raizes reais e simples.

57. (ITA/2008)

A soma de todas as solucgdes distintas da equacao

cos3x + 2cos 6x + cos9x = 0,

Que estao no intervalo 0 < x < /2, éigual a

a) 2w

b) gn

c) zn

d) gﬂ

13
e)—m
12

58. (ITA/2007)
Seja x um nimero realnointervalo 0 < x < g Assinale a op¢ao que indica o comprimento do menor

intervalo que contém todas as solu¢des da desigualdade

b0 )~ ()30 =0

T
a);
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b)g
c)%
d)g

T
E)E

59. (ITA/2006)

Determine para quais valores de x € (—g,g) vale a desigualdade

10g cosx (4sen?x — 1) — l0g psx (4 — sec? x) > 2.

60. (ITA/2006)

Seja f:R — R definida por f(x) =+/77sen [5 (x+g)] e seja B o conjunto dado por B =
{x € R: f(x) = 0}. Se m é o maior elemento de BN (—,0) e n é o menor elemento de B N
(0, 4+0), entdom + n é igual a

61. (ITA/2006)

O conjunto solugdo de (tg?x — 1)(1 — cotg?x) = 4,x # %’T, kez,é

) +(5) ke

62. (ITA/2005)

Ointervalo I c R que contém todas as solu¢ées da inequacao
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1+x

an ] aretn |57 2
arctan arctan 2 =%

a)[—1,4]
b) [-3,1]
c)[—2,3]
d) [0, 5]
e) [4,6]

63. (ITA/2005)

Obtenha todos os pares (x,y), com x,y € [0, 2], tais que
1
sen(x +y) +sen(x —y) = 3

senx + cosy = 1

64. (ITA/2004)

O conjunto de todos os valores de o, @ € | — /2, /2], tais que as solugdes da equagao (em x)
x* — (V48)x? + tga = 0 sdo todas reais, é
a) [ -, _

b) :—

c) :—

65. (ITA/2004)

Determine os valores reais do parametro a para os quais existe um numero real x satisfazendo

Vi—x2>a-—x.

66. (ITA/2003)

Encontre todos os valores de a €] —m,2,t/2[ para os quais a equagao na variavel real x,
X
e

arctg [\/f -1+ (ez—x)] + arctg [\/f -1- (7)] = a, admite solugdo.
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67. (ITA/2000)

Para x no intervalo [O, g], o conjunto de todas as solugdes da inequagao
s
sen(2x) — sen [Sx + (E)] >0

E o intervalo definido por
a) T<cx<Z
10 2
b) - < x <=
12 4
c) Tcx<?®
6 3
di<x<Z
4 2
e)<x< =
4 3

68. (ITA/2000)

Sabe-se que x é um numero real pertencente ao intervalo |0, 27| e que o triplo da sua secante,
somado ao dobro da sua tangente, é igual a 3. Entdo, o cosseno de x é igual a

a)V3/5
b)2/7
c)5/13
d) 15/26
e) 13/49

69. (ITA/1998)

A soma das raizes da equacgao \/§tgx — +/3sen(2x) + cos(2x) = 0, que pertence ao intervalo
[0, 2m], é:

a) 171/4
b) 167/3
c) 157 /4
d) 14m/3
e) 131 /4

70. (ITA/1997)

Seja S o conjunto de todas as solugdes reais da equagdo

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 100



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

V5
7.

1
sec {arctg (W) —arctg(1l— ex)} =

Entao
a)s=o0
b)S=R
c)Sc|[1,2]
d)Sc[-1,1]
e)S=[-12]

71. (IME/2020)

Todos os arcos entre 0 e 27 radianos que satisfazem a desigualdade

1 V3
senx—z > CoOSX +—

2
a)—e=
12 6
b) sm., T
12 12
2m 5w
c)—e—
3 6
d) Tel
32
5m 11w
e)—e—
6 12

72. (IME/2019)

Seja um triangulo ABC com lados a, b e c opostos aos angulos A, B e C, respectivamente. Os lados
a,b e ¢ formam uma progressao aritmética nesta ordem. Determine a relagdo correta entre as

fungbes trigonométricas dos angulos dos vértices desse triangulo.
a) 2sen(A4 + C) = sen(4) + sen(C)
b) 2cos(A + C) = cos(A) + cos(C)
¢) 2sen(A - €) = sen(4) — sen(C)
d) 2cos(A - ) = cos(4) — cos(C)
e) 2cos(A + C) = sen(4) + sen(C)

73. (IME/2019)

O numero de solugoes reais da equagao abaixo é:

2018 — 5 _ (5)2
(cosx) 2—2\n
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a)0
b) 1
c)2
d)3
e)4

74. (IME/2019)
Determine todas as solu¢6es da equagao
4sen?(7x) - cos(2x) + 2sen(9x) + 8sen?(x) + 5 cos(2x) + 2sen(5x) = 4

. 3T
no intervalo [7, 27t].

75. (IME/2018)

. ape ~ 3 2T .
A menor raiz real posmva da equacao arctg (x ' tg (arcsen (E))) = m encontra-se no intervalo:

a) (0,1]
b) (1, 2]
c) (2,3]
d) (3,4]
e) (4,5]

76. (IME/2018)
Sabendo que |x| < ge que x satisfaz a equagdo abaixo

3 — cosx(4cosx + senx) 1

10sen?x — 8senxcosx 2

Determine os possiveis valores de x.

77. (IME/2016)

Determine o conjunto solugdo da equacao:

X
(senx) <1 +tgx tg (§)> = 4 — cotgx
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78. (IME/2015)

A fungdo f: R — R é definida por:

8 4+ 3senx — sen3x

f(x) =1In

8 — 4senx + 2sen2xcosx

Marque a op¢ao verdadeira:
a) f nao tem raizes reais

b) f é uma fungao impar

c) f é uma fungao par
d)|[f(x)] <1

e) f é sobrejetora

79. (IME/2015)

O numero de solugdes da equagio cos(8x) = sen(2x) + tg?(x) + cotg?(x) no intervalo [0, 27] é:
a)o

b)1

c)2

d) 4

e)8

80. (IME/2014)

Resolva a equagdo (1085, sen?x) - (10g o525 SEN X) = 4.

81. (IME/2012)
Os angulos de um triangulo obtusangulo sao 105°, a e 5. Sabendo que m € R (real), determine:
a) as raizes da equacgao 3secx + m(\/S_’cosx - 3senx) = 3cosx + v/3senx, em fungdo de m;

b) o valor de m para que a e [ sejam raizes dessa equacao.

82. (IME/2011)

O valor de x que satisfaz a equagao sen(arccotg(l + x)) = cos(arctg (x)):
3

a) 5

b)%
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GABARITO

41.S={ E]R|x—arcsen(+\/6—)+knoux=arcsen( £)+k7t kEZ}
B =

45.8 = { + 2km ——+ 2km; arccos( ) + 2km; —arccos( ) + 2k7‘l’|k € Z}
46.(x,y) = (— 2—") ou(x,y) = (" 5”)

12’ 3 4’ 6
V8-2v6-2v2

4

47.a)n = 6b)sen(n)
48.b

49.8 = SlnSz—(g»%)U(; 2:)”(%”5?”)
50.0 = (7;.%)

51.e

2.5 = (7 32): (7))
53.x——+knk€Z
54.b

55.a)§ = {% 5?" g} b) cotg( ) V3; cotg (5?") = —/3; cotg (g) =0
560<a<—

57.e
58.d

60.e
61.d
62.c

64. d
65.a < V2

T
66.a € (0, Z)
67.a

68.c
69.b
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70.d
71.c
72.a

73.d
70,5 = 1,67 7ix 7om g}

75.d
76.x = arctg G)
77.85 = {xe R|x=i—:+knoux=f—2+k1t,k € Z}

78.b
79.c

80.5 = {x € ]R|x = arcsen (\/_ ) + 2km, k € Z}

81.a)x=g+k1t,k €EZoux=arctgim)+ kn,k€Z bym=1
82.d

RESOLUCAO

a UEsTOR
"

v

Seja a um numero real satisfazendo 0 < a < g Entdo, a soma de todos os valores de x € [0, 27]

40. (ITA/2020)

que satisfazem a equacao
cosx sen(a+x) =sena
éiguala
a) 57 + 2a.
b) 57 + a.
c) 5m.
d) 57 —a.
e) 5w — 2a.
Comentarios
Reescrevendo a equac¢ao, obtemos:
cosx sen(a+x) = sena

cosx (senacosx + senx cosa) = sen a

sena cos? x + senx cosx cosa = sena
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Note que
sen 2x
sen 2x = 25enx cosx = Senx cosx = >
5 5 1+ cos 2x
cos2x = 2cos“x —1 = cos x=T

Substituindo na equacao:

1+ cos 2x sen 2x
sena( > )+< > )cosa=sena

sena 4 sen acos 2x 4 sen 2x cosa
2 2 2
senacos2x + sen2xcosa sena

2 2
sen(a + 2x) = sen a

=sena

Assim, temos as seguintes solugdes:
a+2x=a+2kn>x=kn, k€L
Ou

Prof. VictorSo

T
a+2x=n—a+2k7t=>2x=n—2a+2kn=>x=z—a+k7r,kEZ

X b4 /4 ~ ~
Para o intervalo x € [0, 2] e lembrando que a < 5 = S a > 0, as solucdes sao:

x =k = x €{0,m,2m}
T T 3
x=5—a+kn=>xe{5—a,7—a}
Somando-se as solucdes:
S = 0+n+2n+g—a+37n—a=5n—2a
Gabarito: “e”.

41. (ITA/2019)
Determine todas as solu¢des da equagdo sen®x + cos® x = é
Comentarios
7

6 6 N
sen°x + cos° x = —
12

Para resolver essa questao, podemos usar o seguinte produto notavel
(a+b)® =a®+3a?b + 3ab? + b3

Assim, temos

(sen?x + cos? x)® = sen®x + 3sen*x cos? x + 3sen?x cos* x + cos® x
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(sen?x + cos? x)3 = sen®x + cos® x + 3sen?x cos?x (sen’x + cos? x)

1 A 1
12

7
1= P + 3sen?x(1 — sen?x)

1-— - 3sen’?x + 3sen*x =0

3 x -3 x+—=0
sen*x sen‘x 17
Encontrando as raizes:
3+ /9—-—4-3 5
, 0= - 'ﬁ_3+2_1 5
sen‘x = G = —6ou6
, 1 V6 V6
senx=g:>senx=i?=>x=arcsen i? + km, k € Z
5 5 V30 V30
sensz::»senx:iT::»x:arcsen iT + km, k € Z

Portanto, as solugdes sao:

X = arcsen <i%€ + km ou x = arcsen (i TO> + km; k € Z}

w

Sz{xE]R

Ve

Gabarito: S = {x € ]R|x = arcsen (i .

)+k1toux= arcsen(i%) + km; k € Z}

42. (ITA/2019)
Sejam A, B, C os vértices de um tridngulo. Determine sen B, sabendo que
PN 4 A
sen(A+B)=—-=sen(A—C).
(A+B) =< =sen(A~C)

Comentarios

A oA

Se 4, B, C s3o os angulos internos de um triangulo, temos A + B + € = . Logo:

oA 4 . 4 .
sen(A+B)=§=>sen(n—C)=§:,~ sen C =

TS

A n . " A4
Como C é um angulo interno do triangulo e sen C = o podemos ter:

p3 po 3
cost = 5 oucost = 5

O cosseno assume um valor negativo apenas se o angulo for obtuso, assim, cosC < 0
somente se ele for o maior angulo do triangulo. Vamos analisar.

Se C > A, temos A—C < 0 e, assim, sen(A — (f) < 0, o que é um absurdo, pois, pela
relagao dada no enunciado:
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" A 4

sen(A—-C) = <

Assim, C <A e, consequentemente, cos ¢ >0. Logo,

¢ = 3
cosC = z

Para cos C = 3/5, temos:

N ~ A s . 4
sen(A-C) = = senA cos C — senC cosA = <

3 4

SenAg —gcosA = E = 3senA — 4 cosA = 4
4
2

Fazendo t = tg ( ) e usando as seguintes identidades

2t A 1—t?
ecos A=
+ t? 1+ t?

3(1)—4(1_':2):4
1+ t2 1+ t2
6t — 4 + 4t? = 4 + 4t2
6t =8

. 4 . A\ 4
= - —_] = —
379\ \7)73

Assim, podemos calcular o valor de tgA:

A=
sen 1

Temos:

A 4 8 .
o) o $
e gy g T

g 2 3 9

Pelo teorema de Pitagoras, temos:

hipotenusa® = 24% + 72 = hipotenusa = V576 + 49 = 25
Como 0 < A < m, temos:

A—24 A= 7
sen —25ecos =3z

Usando os dados encontrados, vamos calcular senB:

sen B = sen(m — B) = sen(A + C) = senA cos C + senC cos A
. 24 3 4 7 72 —28 44
Se"Bzi'EJFE'(_E): 125 125

. 44

. B =—
sen 125
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43. (ITA/2018)

~  a ~ tg3x—3tgx .
Com relagao a equagao R + 1 = 0, podemos afirmar que
“3tg?x
. T T ~ 7 .
a) no intervalo | — 205 [ @ soma das solugbes é igual a 0.
. m T ~ 7 .
b) no intervalo | — 25 [ @ soma das solugbes é maior que 0.

c) a equagdao admite apenas uma solugao real.
d) existe uma unica solugao no intervalo ]O,g [«
e) existem duas solugdes no intervalo | — g, 0[.
Comentarios
Vamos substituir tgx = y para obter a equacao:

y® =3y

1=0
1—3y2+

Simplificando:

y>—3y+1-3y*
1—3y?
=>y3—-3y2-3y+1=0
Fatorando a expressao, obtemos:
¥+1) -3y +1
+DO?-y+1-3y)
>@+1D0*—-4y+1)=0
Encontrando as raizes:
Paray+1=0:
y=—-1=>tgx =-1

3
x=-n+kn,k €Z

4

Paray? —4y+1=0:
y=24++3
tgx =243

Para esses valores de tangente, temos:

/[
x=arctg(2—\/§) =E+kn,kEZ

S
x = arctg(2 ++/3) =E+ km,k € Z
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*A primeira vista, esses valores de tangente podem n3o ser claros. Mas com a pratica de
varios exercicios, vocé saberia que tg(45° — 30°) = 2 — /3 e tg(45° + 30°) = 2 + /3.

. . ’ ~ . mT T
Analisando as alternativas, vemos que as raizes estao compreendidas entre ]—;,;[.
Entdo, temos:

x———3n+knkEZ:>x =—=
4 ’ ! 4

A A
x=E+kn,kEZ=>x2=E
5t 5
X:E+kﬂ',kEZ:>x3:E

Se somarmos as ral'zes, encontramos:
S AL T _T >0
412 12 4

Portanto, o gabarito é a letra b.

Gabarito: “b”.

44. (ITA/2017)

O numero de solugdes da equagao (1 + sec8)(1 + cossecf) = 0,com f € [—m, 1], é
a)o

b) 1

c)2

d)3

e) 4

Comentarios

Vamos analisar a condi¢ao de existéncia da equacao:

1 T
sec =——=0+#—-+knm,k€EZ
cosf 2

1
cossecl = 7 =20 +kmk€eZ

sen
Nessa questdao, devemos analisar os dois casos possiveis:

(1 + sec8)(1 + cossechd) =0
1+ secd =0 (1)
Ou
1+ cossecd =0 (II)

(D:

1
1+ secf =0= =-1
cos@
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cosf = —1
0 =n+2kn,k €Z

Como 8 € [—m, ], temos:
>60=-nmoub=m

(In:

1+ cossecd =0 = -1

senf -
senf = —1
3n

9=7+2kﬂ'

0 /s
>0=——
2

Fazendo a intersec¢ao da solugdo com a condicao de existéncia do problema, temos:
6 = +m ndo convém, pois 0 # km, k € Z
T . . T
0 =— 5 hdo convém, pois 0 + 3 + km
Portanto, a solucao é o conjunto vazio:
S=0

Gabarito: “a”.

45. (ITA/2017)

Determine o conjunto das solugdes reais da equagdo 3cossec? (g) —tg®x = 1.

Comentarios

Vamos, inicialmente, simplificar a equacao:

3cossec? (g) —tgix =1
3cossec? (g) =1+ tg?x

Usando a identidade 1 + tg2?x = sec? x, temos:
3

sen? (g)
3 1

X\ 2
sen? (7) cos? x

Vamos igualar os angulos. Sabendo que o cosseno do arco metade é dado por cosx = 1 —

=sec?x

2sen? (g), temos:

cosx = 1 — 2sen? (;)
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X 1 — cosx
sent (3) == —
Substituindo a identidade acima na equagao, obtemos:
3 1
1 — cosx - cos?2 x
2

6cos®?x =1 — cosx

6cos’x+cosx—1=0

—1++v25 1 1
cosx = B =—zoug

Para cosx = —1/2:

27
x =+ ? + 2k, k €Z

Para cosx = 1/3:

1
x = + arccos <§) + 2km, k € Z

Portanto, a solugdo é dada por:

S = {2371 + 2km; 23 + 2km; arccos (%) + 2km; — arccos (%) + 2kn|k € Z}

Gabarito: S = {23—" + 2km; —2?” + 2km; arccos ;) + 2km; — arccos ( ) + 2k1‘l’|k € Z}

46. (ITA/2016)
Sejam x e y pertencentes ao intervalo [0, 7]. Determine todos os pares ordenados (x, y) tais que

1
\/zcosx—senyzz

1
\/Zsenx+\/§cosy = 5

Comentarios
Sex,y € [0,7],temos 0 < senx < 1e0 < seny < 1.

Isolando senx e cosx:
1
V2 cosx =seny+§

1
V2sen x = — 3cosy—§

Elevando as equag¢des ao quadrado e somando, temos:

1 1
) = (senzy + seny + Z) + (3 cos? y + V3cosy + Z)

2 <cos2 x + sen’x
1
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1
2 = sen®y + 3 cos? y + seny + V3cosy + >

1+2cos?y

1
2= 1+2c052y+seny+\/§cosy+§

1
seny = 5 — 2 cos? y —V3cosy

*Sempre que elevamos uma equagdo trigonométrica ao quadrado, devemos verificar se as
raizes satisfazem ao problema.

Elevando a equagdo ao quadrado:
1 2
sen?y = (E —2cos?y— \/§cosy)

1
1—cosZy=Z+4cos4y+3coszy—ZCoszy—\/gcosy+4\/§cos3y

3
4cos4y+4\/§cos3y+2c052y—\/§cosy—z=0

16 cos* y + 163 cos® y + 8 cos? y — 4v/3cosy —3 = 0
Substituindo a = cosy, temos:
16a* + 16v3a® + 8a> —4V3a —3 =0

Nesse momento, podemos usar o algoritmo de Briot-Ruffini para simplificar a equacao.
Mas, podemos, também, usar a fatoracao. Perceba os termos coloridos:

16a* + 16V3a3 + 8a’ —4/3a-3=0

12a?—-4a?
16a* + +16v3a® + 12a? — 4a?> —4V3a -3 =0
Podemos fatorar:
4a?(4a® + 4V3a +3) — (4a® + 4V3a+3) =0
(4a® — 1)(4a% + 4V3a+3) =0

Com isso, basta resolver as duas equac¢des quadraticas:
4a2—1=0=>a=i§

—4/3 3

4a’ +43a+3=0=a= =—5 (raiz dupla)

8
Agora, devemos testar os valores para encontrar x e y.
Paraa = 1/2:
1 s
cosy =3 >y = 3

1
V2sen x = —x/§cosy—§
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V3 1
2 =———=
V2sen x > >
V6 ++2
senx = ————
4
Mas senx > 0, entdo, nao convém.
Paraa = —1/2:
1 21
= —_—— e —
cosy > y 3
1
\V2sen x = —\/§cosy—§
V3 1
2 = ——=
V2sen x > >
V6 — 2 -0 T 117
= ——— = e — [
senx 2 X 12 oux 12
Para x = %;
V6 ++2
cosx =
4
V3
seny = >
B 1
cosy = >
1

\/Ecosx=seny+z

1
V2sen x = —\/?;cosy—i

\/E<\/€Z\/E>=x/§2+1
V6 -2\ V3-1
a(577) =5

= 0OK!

T 2w\ , ~ .
Logo, o par (E; ?) é solucdo do sistema.

111w
Para x = —:
12

V6 +2 V3+1\ V3+1
()22

ﬁ(\/ﬁ—\/i>:\/§—1

4 2

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI

Prof. VictorSo

114



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

. . ~ ~ . . . 11m ~ . ~ .
Como a primeira equacao nao foi satisfeita, X =-_—- ndo e solucao do sistema.

V3
Paraa = —7:

V3

cosy =——=y=—

1
V2sen x = —\/§cosy—§

3
\/Esenx=§—
V2 ™
senx=7=>x=—oux=—

Testando os valores:

T
Para x = —:
4

\/Ecosx=seny+—

V2sen x = —\/§cosy—5

V2 1
V2(7>=1=z
V2 3
V2<7>=1=5

T 5m , ~
Portanto, x = Z ey = ? e solugao.

31T
Parax = —:
4

1
\/fcosxzseny+5:>—1¢

N3o convém, devido a primeira equagao.

N|+—= N| =

1

= OK!

1+1
2 2

Dessa forma, temos apenas dois pares ordenados que satisfazem ao sistema:

(x,y) = (%%T) ou (x,y) = (
Gabarito: (x,y) = (f_z%n) ou (x,y) = Gs?n)

T 51'[)
4’ 6

47. (ITA/2015)

Seja n um inteiro positivo tal que sen (%) =

a) Determine n.
b) Determine sen (%)

Comentarios
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a) Vamos analisar o valor do seno:

T[)= 2—\/§

sen (% 2

Sendon € Z,, temos Z<Z
2n 2

, T i , s
Podemos usar a formula cos (—) =1 — 2sen? (2—) e tentar encontrar um nimero que é
n n

mais facil de ser analisado. Calculando o valor do cosseno:

(2-v3)] _4-4+2V3 V3
[ 4 ]_ 4 T2

cos (%) =1 — 2sen? (%) =1-2

Assim, o valor de n é:

ﬂ

, 2—3 ., . ,. . . )
O numero Tja caiu varias vezes nas provas do ITA. Vimos na teoria que esse numero

T , .
resulta de sen o) Poderiamos escrever diretamente:

sen(ln—z)= 2_4\/§=sen(%)=>n=6

b) Vamos usar a férmula cos (%) =1 — 2sen? (%)

cos (11) =1 — 2sen? (27-[—4)

1 —cos I
sen (27T_4) _ - (12)

T
Encontrando o valor de cos (E):

cos? (%) =1 — sen? (17T_2)

s 2-3 2+v3  |[4+2v3  [(1+V3)" 1+v3 V6++2
cos( )= 1—( ): = = = -

12 4 4 8 8 212 4

Substituindo esse valor na equagao de sen (%):

iy [1-cos()  [1-YEV2 TR ooz
Sen(ﬂ)z 5 = > = < — .
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48. (ITA/2015)

Sejam «a e f numeros reais tais que a, B, a + f € ]0, 21| e satisfazem as equagdes

2% _4
COS (2)—5COS
e
L (B _ 4
COS (_>:_COS
3 7

Entdo, o menor valor de cos(a + f3) éigual a

a)—1
b)— L
2
V2
C)—7
1
d)—g
e)0

Comentarios

Vamos resolver cada equagao separadamente:

4

5)+3

a 4 a
2(Z) = Zoncd (2
cos (2) 5Cos (2)+
_ 2 (&),
Fazendo x = cos (2)
_4 2+1
X=5X Ty
4x2 —=5x4+1=0
Raizes:
_5v9_ 1
X = " ou4

Encontrando os valores de «:

) x = 1:

cos? (g)=1=>cos(%)=i1=>g=kn,kez

a =2km, k €Z

Como «a € |0, 27|, para esses valores de a, ndo temos solugdo, pois 0 e 2 ndo pertencem

a esse intervalo.
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) x =1/4:

cosz(%)=1=>cos(%)=i%=>%=ig+kn,kez

2T
a=i?+2kn,kEZ

Para a € ]0,2m[:

_Zn _47r
a= 3 oua = 3

Encontramos os valores possiveis de a. Vamos resolver a outra equagao:

o (£) - (8]

Fazendo y = cos? (g)

7y = 4y* + 3
4y? -7y +3 =0
Raizes:
_7J_r\/T_1 3
y = 8 = ou4
Encontrando os valores de 3:
my=1:
B B B
2(=)=1 —)l=+1=>== €Z
cos <3) :>cos<3> + :>3 km, k
B =3kn,kE€Z
Como S €]0, 27|, ndo temos solugdo para esse caso.
IV)y = 3/4:
ﬁ) 3 (B) V3 B m
2=z )==-> —)l=t—=>-=1+—-+kn,k€Z
cos(3 2 cos3 - 3 _6+ T,
T
ﬁ=iz+3kn,kEZ

T

Com os valores de a e 8, vamos calcular os valores de cos(a + ):

cos(z—n+z) = cos(7—n) = _\/_§

3 2 6 2
(4-7'[ N n) B (1171) _ V3
cos 3 5) = cos e )=

Portanto, o menor valor é:
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Gabarito: “b”.

49. (ITA/2014)

Determine o conjunto de todos os valores de x € [0,27] que satisfazem simultaneamente, a

2sen’x + senx — 1
<0

cosx—1

tgx + V3 < (1 + V3cotgx)cotgx
Comentarios
Vamos resolver cada inequagao separadamente:

2sen’x + senx — 1
<0

cosx —1
Nessa inequacgao, temos duas fungdes:

f(x) = 2sen’x + senx — 1
g(x) =cosx—1
Como condigdo de existéncia, temosg(x) # 0:
cosx # 1
Como —1 < cosx < 1, a fungdao g sempre é negativa:
—1<cosx <1
—2<cosx—1<0
-2<gx)<0
Portanto, devemos ter:
2sen’x + senx — 1 > 0

Raizes da equacao:

—1J_r\/§_ 1

= —1 ou=
senx 4 ouz

1
2(senx + 1) (Senx — E) >0

Analisando o sinal, temos:
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-1 - 1 1 sent
2

. 1
Pela figura, vemos que 5 < senx < 1:

E<senx£1

Usando o ciclo trigonométrico:

Podemos ver que g <x< 5?11'
s _(n 571')
7 \6' 6

tgx +V3 < (1 + @cotgx)cotgx

Resolvendo a outra inequacgao:
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tgx+\/§<<1+£><i)

tgx ) \tgx

tg?x(tgx +v3) — (tgx +V3) <0
tg?x
2,
(tg*x 1)(tgx + \/§) <0
tg?x
= (tgx — 1)(tgx + \/?—>) <0

Substituindo tgx = y:
(2 -D(y+V3)<0

Analisando o sinal, temos a seguinte tabela:

-3 —1 1 Y
* * o -
v+ L+ - i +
v+ V3 - b+ + +
(y* —1)(y + V3) — + - +

Os valores de y que satisfazem a inequagdo sdao dados por:
y<—3ou—-1<y<i1

Usando o ciclo trigonométrico:
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Podemos ver que a solugao dessa inequacgao é dada por:
T T 21 3r 5r 3w 51 7T
5:=(03)v(z.5)v (T m)v(mT) (T 5)v (T 2)
Fazendo a intersec¢ao das solugdes, temos:

T il il 2r 37 5% 5w 3@ 5m Trm

0 6 4 2 ? T F T 2 ? T 2T

S : E i E E E | | | : i !

! N ! ! ! ! " : ! ! ! !

! i : : : : b : : ! : !

S, ! : ! : : : : : : ! : !
OO —0—6—0—T—6—0—6—0—9

S T D

6o oo o—eo 1 | |

Portanto, a solucao do problema é dada por:
s NS _(n n)U(n Zn)U(Bn 511)
ST T2 6’4/ T \27 3
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Gabarito: S = S, N S, = (

50. (ITA/2013)

Determine o maior dominio D c Rdafungdo f: D - R, f(x) = lng(E_x) (4senxcosx — 1).
4

Comentarios
Vamos verificar as condi¢des de existéncia da fungao f:

4senxcosx —1>0
X (E - x) >0
4
T
X (Z - x) *1
Analisando cada restri¢cao, temos:

) 4senxcosx —1 >0
2sen(2x) —1>0

1

sen(2x)>§

T 5
g+2kn<2x<?+2kﬂ,kez
T km<x<irmkez

= — -

12 TIES XS T
II)xG—x)>O

50<x<—

1) x(g —x) %1
Desenvolvendo a equagao:
—x?+mx—4%#0
Verificando o discriminante:
A=n?2-16<0
Logo, a equacao ndo possui raizes e por isso é diferente de zero para qualquer valor de x.

Fazendo a interseccao dos resultados:

T km<x< i kme0o<x<”
12 T X 12 Te X 4
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-

Gabarito: D = (1"—2,%)

51. (ITA/2013)

Sejam a um nimero real e n o numero de todas as solugdes reais e distintas x € [0, 27r] da equagao

cos® x — sen®x + 4sen®x = a. Das afirmagdes:

l.Sea = 0,entaon = 0;
Il.Sea =1/2,entdon = §;
Ill.Sea =1, entdaon = 7;
IV.Sea = 3,entaon = 2,
E (sdo) verdadeira(s)
a) apenas .
b) apenas lll.
c) apenaslelll.
d) apenaslie V.
e) todas.
Comentarios
Inicialmente, vamos escrever a equag¢ao em funcao de senx:
cos® x — senBx + 4senx = a
(1 — sen?x)* — senx + 4sen®x —a =0
Simplificando:
(1 — 2sen?x + sen*x)? — sen®x + 4sen®x —a =0
1+ 4sen*x + sen®x — 4sen?x + 2sen*x — 4sen®x — sen®x + 4sen®x —a =0
6sen*x — 4sen’x —a+1=0
Vamos analisar as afirmacgodes:
|. Para a = 0, temos:
6sen*x —4sen’x +1=0
A=16—-24=-8<0
Como A < 0, ndo temos solugao real nesse caso. Logo, n = 0. Verdadeira.

Il. Paraa = 1/2:
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1
6sen*x — 4sen’x +==0

2
oo 2%V1 1 1
sen~x = 6 —20u6
V2 G

= senx = +— ou senx = +—
-2 - 6

Como x € [0, 2m], temos:

2
senx = &+ - = 4 solugbes (2 para seno positivo e 2 para seno negativo)

6
senx = + < = 4 solugodes

Nesse caso, temos 4 solucdes para cada valor de seno. Entdo, n = 8. Verdadeira.

Il. Paraa = 1:
6sen*x — 4sen’x =0
2sen’x(3sen’x —2) =0
2
sen’x = 0 ou sen’x = 3
NG
= senx = 0 ou senx = i?
senx = 0= x = 0,7, 2w (3 solugdes)
senx = t 3 = 4 solucdes
>n=7
~Verdadeira
IV. Para a = 3:

6sen*x — 4sen’x —2 =0
3sen*x — 2sen’x—1=0

1++/4 1

2 =1 __
ou 3

sen~x =

= senx = +1 (2 solugdes)

2 1. ;
= sen’x = —3 (ndo convém)

>n=2
~Verdadeira

Gabarito: “e”.

52.(ITA/2013)
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Encontre os pares (a, € 0,E X 0,E que satisfazem simultaneamente as equagoes
2 2

(tga + cotgPB)cosasenfs — 2 cos?(a — ) = —1 e/3sen(a + B) + cos(a + B) =+/3.
Comentarios
Vamos resolver cada equagdo separadamente:

(tga + cotgB)cosasenf — 2 cos*(a — B) = —1

(sena N cos,B) B — 2 cos?( 8) L
cosasenf —2cos“(a —f) = —
cosa senf

senasenf + cosacos
( p A) cosasenf — 2 cos*(a — B) = —1

senfcosa
cos(a — B) — 2cos?(a—p) = -1
2cos?(a—p) —cos(a—pB)—1=0

Encontrando as raizes:

1+9 1
cos(a — B) = 1 —lou—z
cos(e —B)=1=>a—p =2kn,keZ (I)
1 21

cos(a — B) = —E:a—ﬁ= i?+2kn,k€Z (1n
Como (a,pB) €]0,m/2[ x ]0, /2], temos:

0< <T[
*=3

0<f<oom-2<—f<0
_:>__ J—
F<3 > <~k

T

2
Dessa forma, podemos escrever de (I):

a—fF=0

T

<a-—p <
aﬁz

Para a outra equacao, temos:

V3sen(a + B) + cos(a + B) =3

O bizu agora é perceber os termos escondidos:

V3 1 V3
7sen(a +B) + Ecos(a +p) = ER
cos (g) sen(a + B) + sen (g) cos(a + B) = \?
sen(a+ﬁ+g) =§

A A
=>a+,6’+g=§+2kn,kEZ
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is
=>a+ﬁ=g+2kn (1

Ou

T 27
=>a+,8+g=?+2kn,kEZ

=>a+ﬁ=g+2kn,kEZ (v

Como (a,B) €]0,7/2[ x ]0, /2], temos:

0< <T[
*=3

T
0<p<3
>0<a+pf<m
De (III) e (IV), temos:
T T
a+[)’=goua+ﬁ=z

Assim, encontramos dois sistemas:

a—pF=0 - -
i - -
a+,8=g=>a 2P 102
a—f=0 T T
T —_ =
0(+,3=E=>a 48'8 4

Portanto, encontramos dois pares ordenados que satisfazem simultaneamente as

s={zw) G

equacgoes:

Gabarito: § = {(%,%) ] GE)}

53. (ITA/2012)

Determine os valores reais de x de modo que sen(2x) — v/3 cos(2x) seja maximo.

Comentarios
Perceba os termos escondidos na expressao:

sen(2x) — V3 cos(2x)

1 V3
2 <§ sen(2x) — - cos(2x)>

T

2 (sen(Zx) cos (g) — sen (5) cos(Zx))

2sen (Zx — g)
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Seja f(x) = 2sen (Zx - 5), queremos x que torne f maximo. O maior valor que f assume
ocorre quando o seno for igual a 1:

sen (Zx — g) =1

x-S okn ke
X 3—2 T,

57
2x=?+ 2km, k €Z

_O ke
x—12 1T,

Gabarito: x = i—: + kn, keZ

54. (ITA/2010)
Se os numeros reaisx e 3, coma + f = (%ﬂ) ,0 < a < 3, maximizam a soma sena + senf3, entdo
a éigual a
3
a) —
3
21
b) =
3T
C) ?
51
d) 5
71T
E) E
Comentarios
Do enunciado, temos:
ny 4
a = —
3

A soma do seno é dada por:

2 2
a+f 2n
2 3
(a+,[>’>_ (Zn)_\/§
sen > = sen 3)=3
2v/3 a—pf a—
= sena + senfi = > cos( > >— 3cos( > )
A soma é maxima quando o cosseno é igual a 1:
a—p
=1
cos( > )
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a—p =4kn,k €Z

41
a+ﬁ=?

Resolvendo o sistema, encontramos:

41
20 = —+ 4km, k € Z

3
2n
=>a=?+2k7t,kEZ
4
p=75-a
2n

=>ﬁ=?—2k7'[,ke Z

Das condigdes do problema:

0<ac<p

21 21
0<—+2kn <——2knm
3 3
O<1+k<1 k
-3 -3

ﬁ__
3_ —_

Como k € Z, devemos ter k = 0:

Assim, o valor de a é dado por:

_2n+2k _27‘[
“=73 T=73

Gabarito: “b”.

Prof. VictorSo

55. (ITA/2010)

Considere a equagao

(3 —2cos?x) <1 + tg* (;)) — 6tg (;) =0

a) Determine todas as solugdes x no intervalo [0, rt[.

b) Para as solugdes encontradas em a), determine cotgx.
Comentarios

a) Resolvendo a equagao:
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X
(3 —2cos?x) (1 + tg? (E

—
I
(o)}
ﬁ
Q
~—~
N IR+
—
Il
(@)

02014157 =0 )
(3—2cos?x)| 1+ sen” (3%) _ bsen g?)
cos (7)) cos(3)

1 B 6sen (%)

N e @) )

3 — 2cos? x = 6sen (g) cos (g)

3 — 2cos? x = 3senx
3 — 2(1 — sen®x) = 3senx

2sen’x —3senx+1=0

Raizes:

3+41 1

= =1 —
senx 4 ou 5

Como x € [0, [, temos:
senx =1=>x=—
2

1 T 5t
—— $ = —_— e —
senx > X G ou x c

Portanto, a solugao é dada por:
{n 5n T[}
6’ 62

b) Calculando os valores de cotgx:

cotg (g) =3
cotg (SZn) =—3

cotg (g) =0

)

Prof. VictorSo

Gabarito: a) § = {" S "} b) cotg( ) V3; cotg (5?") = —/3; cotg (g) =0

6 6

56. (ITA/2008)

b

Determine todos os valores de « € | —

admita apenas raizes reais e simples.
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Comentarios
Podemos fazer a seguinte substituicdo y = x2 > 0:
y? —2V3y +tga =0
Para essa equacgdo ter apenas raizes reais simples, devemos ter:

A>0
(2%)2 —4tga > 0
43 > 4tga
tga <3

*Ndo podemos ter A >0, pois caso A =0, teriamos uma raiz dupla em y e
consequentemente geramos 2 raizes duplas em x.

Com essa condi¢do, temos 2 raizes em y distintas. Como y = x? > 0, a menor raiz deve ser
maior que zero. Encontrando a menor raiz:

2V3 — |43 — 4tga

Y= 2
y=%— /\/g—tga
y>0

V3 - /\/g—tga>0
V3> /\/g—tga

J& que ambos os termos dessa inequagdo sao positivos (devido a condi¢dao tga > 0),
temos:

\/§>\/§—tga
tga >0

Assim, devemos satisfazer as seguintes condigdes:

0<tga<\/§

T T

2 S 953

Os valores de a sao dados por:

0<a<-—

Gabarito: 0 < a < g

57. (ITA/2008)
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A soma de todas as solug¢des distintas da equagao
cos3x + 2cos 6x + cos9x = 0,
Que estdo nointervalo 0 < x < /2, éigual a
a)2m
M%%ﬂ
c) gn
d)%n
e) En

Comentarios

Vamos transformar a seguinte soma em produto usando a formula de Prostaférese:

9x — 3x

9x + 3x
cos 3x + cos9x = 2 cos (T) cos ( >

) = 2 cos(6x) cos(3x)

Assim, temos:
cos(3x) + 2 cos(6x) + cos(9x) =0
2 cos(6x) + 2 cos(6x) cos(3x) =0
2 cos(6x) (1 +cos(3x)) =0

Encontrando as raizes:

T T km
cos(6x)=0:>6x=5+kn=>x=ﬁ+?,kez
Ou
m  2km
1+cos(3x)=O:>cos(3x):—1:>3x=n+2kn=>x=§+T,kEZ
Queremos a soma de todas as solugdes no intervalo x € [0, g]
T km T s 5
x=E+?:x=Eoux=Zoux=E
m 2km T
x—§+T=>x=§
m mw bm m
S_E+Z+E+§
13m
12

Gabarito: “e”.

Prof. VictorSo

58. (ITA/2007)
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Seja x um nimero realnointervalo 0 < x < 2 Assinale a opc¢ao que indica o comprimento do menor

intervalo que contém todas as solugoes da desigualdade
%tg (g - x) -3 (0052 (g) - %) sec(x) = 0.

a)g

b) %

c)%

d)*

e) 1—7;

Comentarios
Devemos simplificar a expressdao. Perceba que o angulo da tangente é complementar,

entao:

tg (g—x) = tgix = cotgx

x 1, ..
O termo cos? (E) —3 é a formula do arco metade:

cos2a =2cos’a—1
Paraa = x/2:
x) 14 cos(x)

cos(x) = 2 cos® (;) — 1 = cos? (E >

Reescrevendo a inequaco:
1+cos(x) 1

1
Ecotgx — \E(T - E) secx =0

V3 cos(x) -

cos(x)

cotng\/S_’
1
— >3

tgx

cotgx —

V3
tng?

Como x € ]0,7/2[, temos:
3
0<tgx < 3

0<x<—

O comprimento desse intervalo é:
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Gabarito: “d”.

59. (ITA/2006)

Determine para quais valores de x € (—g,g) vale a desigualdade

108 cosx (dsen?x — 1) — log psx (4 — sec? x) > 2.
Comentarios

Inicialmente, devemos analisar a condicao de existéncia dos logaritmos:
T T
cosx >0=>x¢€ (_E'E)
cosx#1=>x+0

1 1 1
4sen’x — 1> 0 = sen’x > — = senx > — ou senx < ——

sxe(-5.-2)u(z3)

4 —sec’x>0=>sec’x< 4=

cos? x <4
Como cos? x > 0 e cosx > 0:
coszx>1:>cosx>1:> —z<x<z
4 2 3 3
Fazendo a interseccao das condigdes, obtemos:
T T T T
re(-3-3)v(F3)
Resolvendo a inequacao:
4sen’x — 1
10gcos x < 4 —sec?x ) >
Como 0 < cosx < 1, a desigualdade fica:
4sen’x — 1 X
T socZx < cos“ x
4sen’x — 1 )
T _secZx cos“x <0
4sen®x — 1 — 4 cos? x + sec? x cos? x
1
4 —sec?x <0

4sen’x — 4 cos? x

4 —sec?x
Da condic3o de existéncia, temos 4 — sec? x > 0, assim, temos:

4sen’x —4cos’x <0
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sen’x < cos? x

tgix < 1

-1<tgx <1

T T
> -——<x<-
4 4

Fazendo a interseccao com a condicao de existéncia, encontramos a solucao:

ve(-3-5vG3)

Gabarito: x € (— %, —g) U (E E)

60. (ITA/2006)

Seja f:R — R definida por f(x) =+/77sen [5 (x+g)] e seja B o conjunto dado por B =

{x € R: f(x) = 0}. Se m é o maior elemento de BN (—,0) e n é o menor elemento de B N
(0,+), entdom + n é igual a

2
a) %
b) -~
c)— %
d) -

2
e) —%
Comentdrios
Vamos encontrar o conjunto B, de acordo com o enunciado:

fx)=0
\77sen [5 (x+%)] =0

sen [5 (x+%)] =0
T
5(x+-)=knkez

—= _Zkez
*T5 76

m é o maior elemento de B N (—o0, 0):

n 1lm 17w
B (-e0,0) = {~gi= 555 =55
O maior elemento desse conjunto é:
T
m = —g

n é o menor elemento de B N (0, +0):
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B A (0, +) {n 7t 13w }
) =4— 1 —::—: ..
’ 30’30 30’
m

=30
Calculandom + n:

T T 41 2T

m+n=——+--=—--

6 30 30 15
Gabarito: “e”.

61. (ITA/2006)

O conjunto soluggo de (tg2x — 1)(1 — cotg?x) = 4,x % "7” ke, é
a{(3)+(5) ke
o) {(3) + (%) k e 2}
{(5) + (7) ez
a{(5)+(5)kez)
o {(3) +(7) ke

Comentarios

Simplificando a expressao:

sen’x cos? x
1) (1-—==) =4

cos? x sen?x
(sen?x — cos? x) <sen2x — cos? x>

cos? x

sen®x
(sen?x — cos® x)? = 4sen’xcos’x
(= cos(2x))? = (2senxcosx)?
cos?(2x) = sen?(2x)
tg?(2x) =1
tg(2x) = +1

Pelo ciclo trigonométrico, podemos ver que:
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senx tgx

m km
2x=Z+7,kEZ

m km
x=§+T,kEZ

Gabarito: “d”.
62. (ITA/2005)

Ointervalo I c R que contém todas as solugdes da inequacao

1+x]+ " [1—x]>n
5 arctan > Z 7

arctan [

E

a)[—1,4]
b) [-3,1]
c)[—2,3]
d) [0, 5]
e) [4, 6]

Comentarios
1+x 1-x
Fazendo @ = arctan (T) e f = arctan (T)’ temos:

1+x
2

tga =
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1—x

tgp = >

Analisando a inequacao:
T
tgla +p) 2 tg (g)
tga + tgp - V3
1—tgatgl — 3

1+4x  1—x
2 T2 V3
3

- (7))
3
4—(1-x%2)" 3

4 V3

>
3+ x2 3
12 > 3v/3 + V/3x2
12 343

V3 V3
x2 <43 -3

—/4\/§—SSxS /4\/5_’—3

Usando a aproximacgao V3 = 1,7, temos:
—/4-1,7-3<x<,4-1,7-3
—/3,4<x<434

—2<—/34<x<,34<2

\%

Analisando as alternativas, vemos que o intervalo I € R que contém todas as solugdes é:
1 =1[-2,3]

Gabarito: “c”.

63. (ITA/2005)

Obtenha todos os pares (x,y), com x,y € [0, 2], tais que
1
sen(x +y) +sen(x —y) = 5

senx + cosy = 1
Comentarios

Desenvolvendo a primeira equagdo, encontramos:
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senxcosy + senycosx + senxcosy — Senycosx = 5
2senxcosy =

Senxcosy =

’PIHI\.HI'—*

Usando a segunda equacao:
senx = 1 — cosy

Substituindo na primeira:

1
(1 — cosy)cosy = 7

1
coszy—cosy+Z=0

1 2
(cosy—E) =0

1 s
cosy=§=>y=i§+2kn,kEZ

Substituindo cos y = 1/2 na segunda equacao:
1 1
senx <§> = Z
1 T T
senx =—=>x=g+2k7toux =7t—g+2kn

Como x,y € [0, 27], temos:

T 51t
y=§ouy=—3
T 5w
x=goux=?

Portanto, os pares ordenados que satisfazem as equag¢des sao dados por:
m m\ (m 5m\ (5t m\ (5m 5m
€
() {(6 3) (6 3) (6 3) (6 3)}
T T 5w 5t @ 5t 5w
Gabarito: (x,y) € {(6 3) (E 3) (6 ’5)’(?’?)}
64. (ITA/2004)

O conjunto de todos os valores de o, @ € | — /2, /2], tais que as solugdes da equagao (em x)

x* — (V48)x? + tga = 0 s3o todas reais, é

a2
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o[-%7
d) [0, E]

3

e [553]
Comentarios
Vamos fazer a substituicido y = x? > 0:
y? —(V48)y +tga =0

Para todas as raizes serem reais, devemos ter:
A=0ey,, =0
A = /48 — 4tga
4+/3 — 4tga > 0

tga < V3

Encontrando as raizes da equagdao em y:

V48 + V48 — 4tga
2

Viz2 =

Para a menor raiz, temos:

V48 — [\/48 — 4tga
> >0

V1=
V48 — V48 — 4tga >0

V48 > |48 — 4tga

Como ambos os lados sdo positivos, podemos elevar ao quadrado:

V48 > /48 — 4tga
4tga = 0
tga =0
Fazendo a interseccao das condigdes:

0 <tga <3

3

0<as<s-—
*=3
Gabarito: “d”.

Prof. VictorSo

65. (ITA/2004)
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Determine os valores reais do parametro a para os quais existe um nimero real x satisfazendo

Vi—x2>a—x.

Comentarios

Temos uma inequacao paramétrica. Um bizu para resolver esse tipo de questao é observar

o termo V1 — x?. Podemos usar a trigonometria para resolvé-la. Veja:
Analisando a condi¢ao de existéncia:

1—x?>20=2x?<1=>-1<x<1

x deve pertencer ao intervalo [—1; 1]. Entdo, podemos fazer a seguinte substituicao:

T T
22

/1 —sen?a > a — sena
~—————
cos?a

Como a € [—g;g], temos cosa = 0. Entao:

X = sena,a € |—

Assim, temos:

cosa = a — sena

sena + cosa = a

Temos uma expressao classica. Vamos multiplicar a inequacgao por \/7/2:

V2 V2 a2

—sena + —cosa = —

2 2 2
sena cos (%) + sen (%) cosa = azﬁ
sen (a + %) = az_\/i

Sabemos que o maximo valor da fungdo seno é 1:
av2 m
—< —) <
> _Sen(a+4)_1

Assim, a inequacdo possui solucao real para a satisfazendo:

av2
—=<1
2

aS\/E

*Podemos resolver essa questao usando geometria analitica. Estudaremos o método na

aula de geometria analitica.

Gabarito: a < /2

66. (ITA/2003)
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Encontre todos os valores de a €] —m,2,t/2[ para os quais a equagdo na variavel real x,
eX

arctg [\/Z -1+ (ez—x)] + arctg [\/Z —-1- (7)] = a, admite solugdo.

Comentarios

Fazendo a = arctg [\/7 -1+ (%)] e f = arctg [\/7 -1- (?)] e aplicando a fungao

tangente na equacdo, temos:

ex
tga=\/§—1+<7)

e

on-v1-1-(5)

tg(a + B) = tga
tga +tgp
1—tgatgf

(ﬁ_u(ez_")m_l_(;))

- (7-14(9) (-1 (9)

Vamos simplificar a expressdo e isolar a variavel e*:

tga

=tga

22 -2 _,
2 er - ga
1-((vz-1)"-5)
2\2 -2
1—(3—2ﬁ—ﬁ)_tga
4
2V2 =2
4
8v2 —8 .
= tga
N

8v2 — 8 = (8v2 — 8)tga + e¥tga
_(8v2-8)(1 - tga)

tga

er

Como e?* > 0,Vx € R, temos:

(8v2 —8)(1 —tga) -0

tga

(8v2 —8) > 0, entdo:
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Temos as seguintes possibilidades:
1—tga>0etga>0
Ou
1—tga<0etga<O
Para o primeiro:
1—-tga>0>tga<1
Comoa €] —m/2,m/2[:
I8

0<tga<1=>0<a<4

Para o outro caso:
1-tga<0=>tga>1

tga < 0etga > 1 =ndo haintersecgdo, logo ndo possui solugao

Assim, os valores de a que satisfazem ao problema devem pertencer ao intervalo:

ae€E (0,%)

Gabarito: a € (0, g)

Prof. VictorSo

67. (ITA/2000)

. A . ~ o ~
Para x no intervalo [0, 5], o conjunto de todas as solugdes da inequagao

sen(2x) — sen [Bx + (g)] >0

E o intervalo definido por

a)%<x<g

m%<x<§

c)z<x<E
6 3

di<x<Z
4 2

e) Tex<l
4 3
Comentarios

Vamos transformar a subtracdo em produto, usando a seguinte transformacao:

sen(p) — sen(q) = 2sen (p ; q) cos (p ; q)

sen(2x) — sen [Sx + (g)] >0
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2sen

Como a func¢ao seno é impar, podemos escrever:

—2sen (E + E) cos (S_x + E) >0

2 4 2 4
X T 5 m
ZSen(E+Z)cos(7+Z><0
Como x € [O,g]:
OSxSE
2
X T
OSESZ
n<x T[<T[
1527313
sen (%)Ssen (g+%)sgen (g)
gﬁsen(g+%)gl

Assim, a funcdo seno dessa inequacao é positiva para o intervalo determinado. Entdo,

devemos ter:

2 4

Queremos os valores negativos do cosseno:

5 @
cos(—+—)<0
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A
senx

w3

cOsT

2T < 10x + T < 611

T <10x < 57
7T< <7T
10 %72

Gabarito: “a”.

68. (ITA/2000)

Sabe-se que x é um numero real pertencente ao intervalo |0, 2| e que o triplo da sua secante,

somado ao dobro da sua tangente, é igual a 3. Entdao, o cosseno de x é igual a
a)V3/5
b)2/7
c)5/13
d) 15/26
e) 13/49
Comentarios
De acordo com o enunciado, temos:

3secx + 2tgx = 3

Desenvolvendo essa equagao:
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3 2senx
+ —

COSX coSX
3 4+ 2senx = 3cosx

3cosx — 2senx = 3

Vamos usar o seguinte triangulo para simplificar a equacgao:

] 0

3

Assim, vamos dividir a equacao por v13:

3 2 3
——(C0SX — —Senx = —

Vi3 V13 V13

Observando o triangulo, podemos escrever para 0 < 8 < g:

2
senf = —
V13

g 3
cosf = —
V13

Reescrevendo a equagdo:
cosfcosx — senfsenx = cos6
cos(8 + x) = cosO
Assim, temos:
0+x=+0+2kn
x = 2km
Ou
x =—20 + 2kn
Como x € ]0, 2|, temos:
x=2m—26
Queremos calcular o valor de cos x:
cos x = cos(2m — 26)
cosx = cos(—20) = cos(26)
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Prof. VictorSo

69. (ITA/1998)

A soma das raizes da equagdo /3tgx — /3sen(2x) + cos(2x) = 0, que pertence ao intervalo

[0, 21), é:
a) 17m/4
b) 167/3
c) 157 /4
d) 147/3
e) 131/4

Comentarios

Podemos transformar o seno e cosseno, usando as fdrmulas abaixo:

A
senA = Ztg—(izl
1+ tg? (2)
A
cos(4) = 1t (Z)
1+tg%(3)

Assim, temos:

2tgx 1—tg?x
3tgx — V3 ( ) + =
V3tgx =3 1+tg?x <1 + tgzx)

V3tgx +/3tg3x — 24/3tgx + 1 — tg?x B
1+ tg?x B

V3tgix —tg*x —\3tgx +1
1+ tg?x B

V3tgix —tg’x —\3tgx +1=0

Fatorando a express3o:
V3tgx(tgx — 1) — (tg?x — 1) = 0
(tg’x —1)(V3tgx —1) =0

Encontrando as raizes:
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7'[
4

tgx =1t1=>x = +km, k €EZ

V3 T
tgx:?:x=g+kn,kEZ

Para o intervalo [0, 2], temos as seguintes raizes:

T 3n 5 7n}

=+-— € Z > E{
X +k7rk X Xt

t7
+k k€eZ e{n 7”}

—_— z — —
e S

Somando as raizes:
nm 3w 5S5m 7m wm 7w

S=Z+T+T+T+g+?

Gabarito: “b”.

70. (ITA/1997)

Seja S o conjunto de todas as solugdes reais da equagao

1 5
sec {arctg (m) —arctg(1— e")} = g

Entao

a)s =0
b)S =R
c)Sc|1,2]
d)S c[-1,1]
e)S=[-12

Comentarios

Fazendo a = arctg ( ) e B =arctg(1 —e*),coma,B €] —n/2,7/2[, temos:

. _ 1
ga_1+ex
tgh=1—¢e*
V5
sec(a—ﬁ)=7

Elevando ao quadrado:

sec?(a —pB) = %
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5
1+t92(6¥—,3)=Z

1
tg®(a—pB) = 7

1
ltg(a — )| = >
tga—tg,[? 1

1+ tgatg,B ~2
Substituindo os valores de tga e tgf:

1
1+ e*

1++—F7—=

- (1-¢e%)
1—e*
1+ e*
1—-(1-e%)
‘1+ex+1—ex N

1
2

Como e?* > 0,Vx € R, temos:

Portanto, S = {0} c [—1,1].
Gabarito: “d”.

Prof. VictorSo

71. (IME/2020)

Todos os arcos entre 0 e 2 radianos que satisfazem a desigualdade

1
senx —— > cosx + —
2 2
a)—e—
b)5_Tt 7
12
2m 5w
c)—e—
36
d)EeE
51'[ 11

) e
Comentarios

Reescrevendo a inequagao, temos:

V3+1
2

senx —cosx >

O membro a esquerda pode ser reescrito do seguinte modo:

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI

149



£ rd .
y Estratégia Prof. Victor So

Militares

T

= 12 (sem -cos (%)~ cos esen 7))

VZ 2
) 4 4

senx — Cosx = \/§<senx7 - COS.X'T

S Seénx — Cos x = \/E -sen (x — g)

Assim, temos:

\/E ( 1T)>\/§+1$ ( 1T)>\/§+1_\/€+\/E
sen|x 1 2 sen|x 2 27z = 2
N ( Tl') S \/6 + \/E
sen(x —— _
4 4
O numero a direita € um valor conhecido de seno, ele é o seno de 75°:
V6 +2 (75%) — (Sn)

2 = sen = sen 12

= sen (x — E) > sen <5—n)
4 12

Para resolver essa inequac¢ao, podemos fazer uso do ciclo trigonométrico:

sen &

Observando o ciclo, podemos ver que os angulos que satisfazem a inequagdo devem
satisfazer a seguinte condicdo:

51T< 1r< 5
12 25" 12

5m =« m w
E+z<x<ﬁ+z
8nt 10w
E<x<ﬁ
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Gabarito: “c”.

72. (IME/2019)

Seja um triangulo ABC com lados a, b e c opostos aos angulos 4, B e C, respectivamente. Os lados
a,b e ¢ formam uma progressao aritmética nesta ordem. Determine a relagdao correta entre as

fungOes trigonométricas dos angulos dos vértices desse triangulo.
a) 2sen(4 + C) = sen(4) + sen(C)
b) 2cos(4 + C) = cos(4) + cos(C)
c) 2sen(4 — C) = sen(4) — sen(C)
d) 2cos(4 — C) = cos(A) — cos(C)
e) 2cos(A + C) = sen(4) + sen(C)
Comentarios
Como (a, b, ¢) formam uma PA, podemos escrever:

0

A questao pede as relagdes trigonométricas dos angulos do triangulo. Podemos usar a lei
dos senos para relacionar os lados e os angulos internos. Entdo, temos:

a b ¢
sen(A) - sen(B) - sen(C) -
a = 2Rsen(A)
b = 2Rsen(B)
¢ = 2Rsen(C)

2R

R é o raio da circunferéncia circunscrita ao AABC.

Vamos substituir essas relaces na equacdo (I):

2 (ZRsen(E)) = 2Rsen(A) + 2Rsen(C)

2sen(B) = sen(4) + sen(C)| (D)

Nas alternativas, podemos ver que devemos substituir o dngulo B. Usando a relacdo dos
angulos internos do AABC, temos:

~ A

= sen(B) = sen (7‘[ - (A+ C)) = sen(d + C)

Portanto:

ZSen(A + (f) = sen(/f) + sen((?)
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Gabarito: “a”.

73. (IME/2019)

O numero de solugdes reais da equagao abaixo é:

(cosx)?018 = 2 — 2(%)2
a)0
b) 1
c)2
d) 3
e) 4
Comentarios

Para resolvermos essa questdao, vamos analisar as fungdes envolvidas.

x 2
Seja f(x) = (cosx)?** e g(x) =2 — 2(5) . Note que ambas funcdes sdo pares:

f(=x) = (cos(—x))?°*® = (cos x)*°'8 = f(x)

X

g(—=x)=2- 2(‘%)2 =2 - 2(%)2 = g(x)

Queremos saber quantas solu¢des temos para f(x) = g(x). Inicialmente, podemos
verificar que x = 0 satisfaz a igualdade:

f£(0) = (cos0)2018 =1
g0)=2-2°=1=7(0)
Assim, ja verificamos que a equacgao possui 1 solucdo. Como as fung¢des sao pares, devemos
ter um ndmero impar de solugdes, ja que se f(x,) = g(x,) for verdade, temos que f(—x,) =

g(—x,) também sera. Analisando as alternativas, podemos ver que apenas as letras “b” e “d”
podem ser o gabarito da questao. Vamos verificar se temos 3 solugdes (alternativa “d”).

Aimagemde f é o intervalo [0,1] e a de g é o intervalo | — o0, 1].

g € uma fungdo que se anula no ponto x = m:

g(ﬂ)=2—2(g)2=2_21=0

g € decrescente e continua no intervalo x > 0. Entdo, como g(mr) = 0, temos que x > 7
resulta g(x) < 0.J4 que a imagem de f estd no intervalo [0, 1], as possiveis solu¢cdes de f(x) =
g(x) devem estar no intervalo [0, 7r].

Nesse intervalo, temos:
s Vs
e f édecrescente em [O, E]
s VA
e f écrescenteem >

Como f(mr) = (cosm)?°18 =1 e g(m) = 0, podemos afirmar que no intervalo E,n], onde f é

crescente, as funcdes se interceptam uma vez. Logo, temos 3 soluc¢des no intervalo [—m, 7t].
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Portanto, encontramos o gabarito na letra “d”.

Poderiamos ter resolvido através do esbogo do grafico, veja:

Vamos ver como é o grafico de g:
x\2 1 x?
g(x) =2 — Z(E) =2 — (27‘[2)
1\¥
Facamos por partes. Iniciando pelo termo (an) . Vocé deve se lembrar que a fungao
exponencial cuja base é maior que 1 possui o seguinte formato:

yll

-

(’-i“

1 1 X
Note que o termo 272 > 1, logo, (ZHZ) é do tipo acima. Se elevamos a variavel x ao
1.X
quadrado, a funcdo h(x) = (an) torna-se par e, assim, ela sera simétrica em relagao ao eixo y.
1\ x?
Entdo, h(x?) = (an) terd a seguinte forma:
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azg,a >1

Para construirmos a fungdo g, devemos fazer:

x x2 2

GG
21 — — | 272

Ent3o, vamos multiplicar a func¢do por (—1):

X

+2 1
-2 — (2712)

yll

H“

_(2;'“-’}“‘2

Quando somamos 2 na fungdo, sua imagem é deslocada 2 posicOes para cima e, assim,
obtemos mais 2 raizes. Perceba que para x = *m, a fungdo g se anula:

*m

gzm =229 =g

Logo, essas sdo as raizes de g:
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1
glx)=2— (2-}2)"'2
o=

Vamos analisar a fungdo f parax > 0:

e Aimagemde f(x) = (cosx)?°!8 é o intervalo [0, 1].
e f seanula nos pontos g + km, k € Z.

; A s
e f édecrescente em [0, E] e crescente em [;,n].
. YA . . , . ,
No intervalo (O,;), f decresce rapidamente, pois seu expoente é 2018 e sua imagem é
. s .
menor do que 1. No intervalo, (5’”)’ ele volta a crescer e se aproxima de 1 apenas quando x

estiver préoximo de 1. Desse modo, temos o seguinte esbogo:

Yy

ponto de interseccio

ponto de interseccao

glx) =2 — (2=)

f(x) = (cos(x))*™"*

NN .
=
R g m = - - — = —
//;V
8

/—f'
Perceba que os graficos apenas se interceptam 3 vezes.

Gabarito: “d”.
74. (IME/2019)

Determine todas as solu¢6es da equacgao

4sen?(7x) - cos(2x) + 2sen(9x) + 8sen?(x) + 5 cos(2x) + 2sen(5x) = 4
no intervalo [3—n, 271'].
2

Comentarios

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 155



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Para encontrar as solu¢des da equagao, devemos simplifica-lo:
4sen?(7x) - cos(2x) + 2sen(9x) + 8sen?(x) + 5cos(2x) + 2sen(5x) = 4
4sen?(7x) - cos(2x) + 2(sen(9x) + Sen(Sx)) + 4(2sen’(x) — 1) +5cos(2x) =0

Sabendo que:

sen(p) + sen(q) = 2sen (p -ZI_ q) cos (ZQZJ)

cos(2x) = 1 — 2sen?(x)

Temos:

9x + 5x 9x — 5x
) cos ( 5

2sen?(x) — 1 = — cos(2x)
Desse modo, a equacdo pode ser reescrita como:
= 4sen?(7x) - cos(2x) + 2(2sen(7x) cos(2x)) + 4(—cos(2x)) + 5cos(2x) =0

4sen?(7x) - cos(2x) + 4sen(7x) cos(2x) + cos(2x) = 0
cos(2x) (4sen?(7x) + 4sen(7x) +1) =0
= cos(2x) (2sen(7x) + 1)2 =0

sen(9x) + sen(5x) = 25en( ) = 2sen(7x) cos(2x)

Assim:

T m km
I)cos(Zx)=0=>2x=5+kn:x=z+7,kez

3
Como x € [771, Zn], devemos ter:

_77'[
YT
1
II)2$¢’:'n(7x)+1=0=>sen(7x)=_E
@ 7 77T+2k 7T+—2knkez
= — = = —
SO I A A
Ou
(i) 7 117T+2k 117{_}_21{71}(6Z
= — =y =4+
W T T T AT Ty T
Para x € [3—”,2n], temos:
2
) 37T<n+2n<2 3<1+2k<2
PR Nl Nl
Vo Se T T =AtT T S
3 1 2k 1
e S
2 6 7 6
8 2k 11
6 7 6
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56 <12k <77
=>k=50uk=6
P n 10w 671
= =3 = — i1 = —

T 7T TN T
k=6 T[+127l' 791
= —1 = — _— = —_—
TeTTT T T
()37'[ 11n+2kn<2 3 11+2k ,
A e N e il
Wy =y T =TT S
3 11 2k ) 11
2 42~ 7 — 42
52 2k 73
42 7 7 T 42
52 12k 73
—_—,—<—
6 6 6
>k=50uk=6
=5 117T+107T 717
= = = — —_— [ p—
T T T T
P 11n+12n 837
= = = — _— —_— —_—_———
T T T T,

Portanto, a solucdo da equacao é dada por:
_{77‘[ 67t 71m 79w 83n}
047427 427 427 42

Gabarito: § = {T’_ —_— _}

75. (IME/2018)

. oy ~ 3 2T .
A menor raiz real posmva da equacao arctg (x ' tg (arcsen (E))) = m encontra-se no intervalo:

a) (0,1]
b) (1, 2]
c) (2,3]
d) (3, 4]
e) (4,5]

Comentarios

3
Perceba que tg | arcsen (—) =
o, \5/,
a
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Assim, temos:

T x+2

. ~ , . - T .
Sabemos que a imagem da fungdo arco-tangente é o intervalo | <5 [. Assim, temos:

3 2T
arctg <Z x)

T 3 T
—E < arctg (ZX) < E
2n
< x+ 2

1

<

T T
2 2
1 1
2" 1

x+ 2

! <1 > 2
- =
x+2 2%
1

<
4 x+2
Como o problema pede a menor solugao positiva, vamos considerar x > 2:

=>x<—6

Retornando a equacgao, temos:

tg (arctg (%)) = t9(—)

3 _t(Zn)
4T\ 2

. . 3 2 . ~ .

Seja as fungdes f(x) = JX e glx) =tg (ﬁ) No intervalo x > 2, a fungdo f ¢é

estritamente crescente e a fungdo g é estritamente decrescente. Para encontrar a solugdo dessa
equacao, devemos usar o método da tentativa:

Para x = 2:

6

f(2)=z=1,5

g(2) =tg <%Tﬂ) =ty (g) = 4o
= g(2) > f(2)
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Para x = 3:
9
f@3) = 7 = 2,25
gi3) =tg (z?n) = tg(72°)

Para x = 4:

f(4)=3

2

g4 =tg (g) =tg (%) =3

= g(4) <f(4)
Perceba que 2 < x < 4, poisparax = 2, g(2) > f(2) eparax = 4,g(4) < f(4).
Temos que descobrir o valor de tg(72°) para saber se 3 < x < 4:

Vamos usar o triangulo isdsceles para encontrar esse valor:

Devemos encontrar o valor de a. Perceba que os triangulos ABC e BCD sao semelhantes.

Dessa forma:

AB BC
BC CD
a 1
Iza—l
al—a—-1=0

1++5
=7

Como a > 0, temos:

V5 +1

=7
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Vamos usar a Lei dos Cossenos para o triangulo ABC:
AB? = BC? + CA? — 2(BC)(CA) cos(72°)
a’? =1+ a® — 2acos(72°)
1
cos(72°) = —
2a
sec(72°) = 2a =5+ 1
Usando a relagdo sec? 72° = 1 + tg272°:
2
(V5+1) =1+tg%(72°)
5+ 25 = tg2(72°)

Como 5 + 2+/5 > 2,25, temos:
g3) > f(3)

Portanto, podemos concluir que 3 < x < 4.

Gabarito: “d”.

76. (IME/2018)
Sabendo que |x| < ge que x satisfaz a equacdo abaixo

3 — cosx(4cosx + senx) 1

10sen?x — 8senxcosx 2

Determine os possiveis valores de x.

Comentadrios
Inicialmente, devemos simplificar a equacao:
3 — cosx(4cosx + senx) 1

10sen?x — 8senxcosx 2
6 — 8 cos? x — 2senxcosx = 10sen®x — 8senxcosx

6 — 8(1 — sen?x) + 6senxcosx — 10sen?x =0
—2sen®x + 6senxcosx —2 =0
Como |x| < /6, podemos dividir a equag3o por cos? x:

2sen’x 6senxcosx 2 0

cos? x cos?x  cos?x
—2tg?*x + 6tgx — 2sec’x =0

Fazendo sec? x = 1 + tg?x, temos:
—2tg?x + 6tgx —2(1 + tg?x) =0
—4tg’x + 6tgx —2 =0

Encontrando as raizes:
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Temos que verificar a condigdo |x| < m/6:
s
tgx=1:>x=Z+kﬂ,kEZ

Para esse valor de x, o resultado ndo condiz com a condi¢do |x| < /6. Portanto, ndo é
solucao.

Para a outra raiz:

. 1 1
p— :} = f—
gx=5=x arctg (2>

Devemos verificar se esse valor atende a condicdo. Usando as seguintes aproximacgoes:

tg (E) = E = (0,57

6 3
t —1—05
gx_z_’

Como a fungdo tangente é crescente para x positivo e tg (g) > tgx, temos:

1 T
X = arctg (E) < g

Dessa forma, encontramos uma Unica solugdo:
1
X = arctg 5

Gabarito: x = arctg G)

77. (IME/2016)

Determine o conjunto solugao da equacgao:

X
(senx) (1 +tgx tg (E)> = 4 — cotgx

Comentarios

Preliminarmente, devemos analisar a condi¢cao de existéncia da equacao:
senx s

tgx = >x#-—+km kel
gx coSXx x 2 T
¢ (f)=>5¢5+knkez=>x¢n+2knkez
9] 732773 ’ ’
COSX

cotgx = =>x #* kn,k €Z
senx

Unindo as restri¢cdes, temos:

km
x;t?,kEZ
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Agora, podemos resolver a equacgao:

x
(sen x) (1 + tgx tg (§)> = 4 — cotgx

Vamos escrever os termos trigonométricos com arco metade:

249 (3)

senx = 14 tgz (%)

Fazendo tg G) =y:
2y 2y 1-y?
1 =4-
=><1+y2>( +<1—y2)y> ( 2y
( 2y ) 1+ y? 4 1—y?
1+y2/\1-y2) 2y

2 1 — y?
y —4_ y
1—y2 2y

Perceba que os termos coloridos podem ser escritos como:

X
2tg (3)
tg(x) = —_/x\
1-tg2(3)
Dessa forma, temos:
tgx =4 1
G =% " tgx

=>tg’x —4tgx+1=0
Raizes:
tgx =2++3
Conhecemos esses valores de tangente:

Para tgx = 2 ++/3:
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Para tgx = 2 —+/3:

Portanto, a solugao é dada por:

U
12

Gabarito: S = {x € R|x = 5—”+ kroux =—+ km, k € Z}
12 12

S={xER|x=i—72t+knoux=

Prof. VictorSo

+km k € z}

78. (IME/2015)

A fungdo f: R — R é definida por:

8 + 3senx — sen3x

f(x) =In

8 — 4senx + 2sen2xcosx
Marque a op¢ao verdadeira:
a) f ndo tem raizes reais
b) f é uma fungao impar
c) f é uma fungao par
d)[f()<1
e) f é sobrejetora
Comentarios

Temos que analisar cada alternativa. Vamos simplificar a fungao:

8 + 3senx — sen3x

f(x) =1In

8 — 4senx + 2sen2xcosx
Fazendo sen2x = 2senxcosx e sen3x = 3senx — 4sen3x:

£ =1In (8 + 3senx — (3senx — 4sen3x)>

8 — 4senx + 2(2senxcosx)cosx

£ =In (8 + 3senx — 3senx + 4sen3x>

8 — 4senx + 4senxcos?x

£ = 1In ( 8 + 4sen3x )

8 — 4senx + 4senx(1 — sen?x)

£ = In (8 + 4sen3x>
8 — 4sen3x
a) Verificando se f tem raizes:
fx)=0
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| 8 + 4sen3x ~ 0o
n 8 — 4sendx)

8 + 4sen3x
8 — 4sendx
8sen3x =0
senx =0
x =kmk €Z
f tem raizes reais. Portanto, alternativa falsa.
b) Verificando a paridade da fungao:

£ =In (8 + 4sen3x>

8 — 4sen3x

8 + 4sen3(—x)
f=x) =In <8 — 4sen3 (—x))

1 8 — 4sen’x
f(=x) =1n (8 + 4sen3x>
) 8 + 4senx\
fmx)=ln (m)
_ 8 + 4sen’x
f(=x) = =In (8 — 4sen3x>
= f(=x) = —f(x)

Portanto, a funcao é impar. Alternativa correta.
c) Falsa, como provado na letra b.

d) Falsa, pois para x = g, temos:

f(3) =1n<8+4> —n3>1
2 8—4
e) Falsa, pois aimagem de f ndo é o conjunto dos reais:
—1<senx <1
—1<sen®x <1
—4 < 4sen3x < 4
= 4 <8+ 4sen3x < 12
—1<-sen®x<1
—4 < —4sen3x < 4

= 4<8—4sen3x < 12

Assim, temos a desigualdade:
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8 + 4sen3x

<—<
8 — 4sen3x

o=
lnG) <f(x)<In3

Gabarito: “b”.

79. (IME/2015)

O numero de solugdes da equagio cos(8x) = sen(2x) + tg?(x) + cotg?(x) no intervalo [0, 27] é:
a)o

b) 1

c)2

d)4

e)8

Comentarios

Analisando a equacao:

cos(8x) = sen(2x) + tg?x + cotg?x

tg?x + = cos(8x) — sen(2x)

tg?x
Nessa questdo, devemos usar a desigualdade das médias para resolvé-la:
MA = MG

Entdo, vamos analisar os termos tg%x + cotg?x:

tgix +

1
tg*x 1
—_—— > |t 2 ( )
2 \/ g tg?x

> 2
tg?x —

= cos(8x) — sen(2x) > 2

= tgix +

Agora, devemos perceber que:
|cos (8x)| <1
|sen(2x)| < 1
cos(8x) — sen(2x) > 2
Essa desigualdade é satisfeita quando cos(8x) = 1 e sen(2x) = —1. Assim, temos:

cos(8x) =1=>8x=2kn,k€Z

_k e
x =
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3w
sen(2x) = -1 = 2x = 7+ 2km, k € Z

3
x=—+kn, k€l
4
Portanto, as solu¢des devem satisfazer ao seguinte sistema:

_k e
x—4,

3
x=—+kn, ke’
4
Para o intervalo pedido, encontramos as seguintes solugdes:
€ [0, 2] 3 VA
X 2| =2 x=—ex=—
4 4

Assim, temos apenas 2 solugdes.

Gabarito: “c”.

80. (IME/2014)
Resolva a equagdo (10g o5, Sen?x) - (10g o2, SEN X) = 4.
Comentarios
Inicialmente, devemos analisar a condicao de existéncia do logaritmo:
cosx > 0
senx > 0
cosx #1
Dessas restri¢cdes, concluimos que x pertence ao primeiro quadrante com 0 < x < /2.
Simplificando a equacdo, temos:
(10805 SEN?X) * (108052 » SEN X) = 4

Usando as propriedades do logaritmo:

1
2(log os x SENX) - (E) - (log sy SEN X) = 4

(logpsy SENX)? = 4

log .osx SENX = 12
1

cos? x

senx = cos? x ou senx =

Para senx = cos? x:
senx = 1 — sen®x
sen’x +senx —1=0

~-1++5

senx =
2
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Como senx > 0, temos:

senx =

2 2

V5-1\" [V5-1
cosx =+/1 — sen?x = 1—( >= >

cosx # 1
Portanto, temos a seguinte solugao:
V5 -1
2

=>x=arcsen< >+2kn,k€Z

Para senx = S
COS“ X

Devemos verificar a condicao de existéncia do logaritmo:

cosx #lecosx >0=>0<cosx <1

cos’x <1
1

cos? x

>1

Como senx = 1/ cos? x:
= senx > 1
Isso é um absurdo, logo, para essa relagdao, nao temos solucao.

Portanto, temos apenas a seguinte solugdo:

X = arcsen <\/§ _ 1) + 2km, k € Z}

Sz{xER 5

Gabarito: S = {x € ]R|x = arcsen (\/_ ) + 2km, k € Z}

0

Prof. VictorSo

81. (IME/2012)

Os angulos de um tridngulo obtusangulo sdo 105°, a e 3. Sabendo que m € R (real), determine:

a) as raizes da equagdo 3secx + m(v/3cosx — 3senx) = 3cosx + /3senx, em fungdo de m;

b) o valor de m para que « e § sejam raizes dessa equagao.
Comentdrios

a) Vamos isolar o termo com m e simplificar a equacao:

3secx + m(V3cosx — 3senx) = 3cosx + V3senx

3
COS X

m(V3cosx — 3senx) = 3cosx + V3senx —

3 cos? x +v/3senxcosx — 3

m(V/3cosx — 3senx) = osx
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3(cos? x — 1) + V/3senxcosx
m(\/gcosx — 3senx) = ( c)osx

3(—sen?x) + v/3senxcosx
m(\/gcosx - 3S€TUC) = ( )

CoSXx
senx

m(\/gcosx — 35enx) = (\/§ coSXx — 35enx)

cosx
(m — tgx) (\/§cosx — 3senx) =0

V3 n
\/§cosx—35enx=0=>tgx=?=>x=g+kn,kEZ

ou

m = tgx = x = arctg(m) + km, k € Z

b) Das rela¢des de angulo do triangulo, temos que:

a+ f =180°—105°=75°

Prof. VictorSo

Queremos que a e  sejam raizes da equacao da letra (a). Entdo, podemos supor:

=—+4+knk€Z>a=—
X TT, a

x = arctg(m) + km, k € Z = B = arctg(m)

5w
a+,6’=75°=§
7'[+ £ )_57r
¢ tarctg(m) =
3
arctg(m)=§
s
arctg(m)=z
T
m=tg(Z)=1

Portanto, o valor de m que torna a e 3 raizes da equacgao é dado por:
m=1

Gabarito: a) x = §+ km,k € Zoux = arctgim) + km,k € Z bym =1

82. (IME/2011)

O valor de x que satisfaz a equagdo sen(arccotg(1 + x)) = cos(arctg(x)):
3

a) E
1

b)E

1
C)Z
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Comentadrios
Fazendo a = arccotg(1 + x) e B = arctg(x), temos:

sen(arccotg(l + x)) = cos(arctg (x)) = sena = cosf

Disso, concluimos que « e 8 sdo complementares:

s T
a+ﬁ=50ua—[?=§

T

Paraa + f = —:

/[
cosa = cos (E - ) = senf
= cosa = senf’

Dividindo sena = cosp por cosa:
sena _ cosp _ cosf
cosa cosa senf
1
tgp

tga =

1
a=arccotg(1+x):ocotga=1+x=>tga=1+x

B =arctg(x) = tgpB = x

Substituindo esses valores na equacgao, temos:
1

R R|r

+
= R
-+

1
X

o
I

Isso é um absurdo, logo ndo convém.

T

Paraa—ﬁ=;:

cosa = cos (g + ﬁ) = —senf

= cosa = —senf

sena  cosf

cosa —senf
1
tga = @
1 1
1+x —x
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1

Gabarito: “d”.

10. CONSIDERACOES FINAIS DA AULA

Vimos tudo que precisamos saber para resolver as questdes de trigonometria das provas.

Continue se esforcando! Tente resolver todos os exercicios dessa aula. Caso vocé encontre
alguma dificuldade ou fique com alguma dudvida ndo hesite em me procurar!

A préxima aula sera uma introdug¢ao a geometria plana, outro assunto que cai bastante
nessas provas. Entao, prepare-se!

(w)(o)

@ /profvictorso

11. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] lezzi, Gelson. Fundamentos de matematica elementar, 3: trigonometria. 9. ed. Atual, 2013.
311p.

[2] Morgado, Augusto Cezar de Oliveira. Wagner, Eduardo. Perdigdo do Carmo, Manfredo.
Trigonometria Numeros Complexos. 3 ed. SBM, 2005. 164p.

AULA 06 — TRIGONOMETRIA.LI 170



