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Apresentacao

Ensino Médio é a época na qual a maioria dos adolescentes faz uma
escolha que os acompanhara por toda a vida: a da profissao que
desejam seguir.

Além da profissao, a escolha da universidade também é um fator decisivo
para o seu futuro sucesso profissional. E para que vocé tenha um bom
desempenho no exame vestibular da universidade que escolher, além de
conhecer muito bem todo o conteudo do Ensino Médio, vocé deve ter uma dtima
habilidade em resolver exercicios. Por esse motivo, este caderno retine mais de
200 questoes das mais renomadas universidades do pais, questoes de niveis
complexos, que, no todo, representam um momento Unico de preparacao para
o vestibular. Para auxilia-lo com as resolucoes, cada sequéncia de exercicios de
um mesmo tema é precedida por quadros-resumos que sintetizam os principais
topicos do conteudo.

Encare o periodo de estudo com este caderno como oportunidade de
aperfeicoar sua capacidade de resolver exercicios de forma rapida e segura.

Utilize este caderno como um instrumento de aperfeicoamento de suas
habilidades e nao desista dos seus sonhos.

Boa sorte!
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MATEMATICA FINANCEIRA

Revisao Razao
A razao entre dois numeros reais a e b, com b # 0, é o quociente a : b, também

a x
representado por 5 ou qualquer outra forma equivalente.

Razoes especiais

+ Porcentagem

« Escala

+ Densidade demografica

Razoes equivalentes
Duas razoes sao equivalentes se, ao serem escritas na forma irredutivel, elas
resultam em um mesmo numero.

Proporcao
Se arazao entre os nimeros a e b é igual a razao entre os nimerosce d,
c

dizemos que % = € uma proporcao.

Propriedade fundamental das proporgoes

L T g
b—d:md h+e

Grandezas proporcionais

Duas grandezas sao proporcionais quando, ao multiplicarmos uma delas por
um numero, a outra fica multiplicada ou dividida pelo mesmo numero. Elas
podem ser classificadas por:

- grandezas diretamente proporcionais;
- grandezas inversamente proporcionais.

Regra de trés
A regra de trés pode ser utilizada na resolucdo de um problema envolvendo a
comparacao de duas ou mais grandezas proporcionais.

Regra de trés simples
Utilizada na resolucao de problemas envolvendo apenas duas grandezas.

Regra de trées composta

Utilizada na resolucao de problemas envolvendo mais de duas grandezas que,
tomadas duas a duas, sao direta ou inversamente proporcionais.




Porcentagem
X

E uma forma usada para indicar uma fracdo de denominador 100. Para representar uma porcentagem ——— usamos a
notacao x%. 100

Fator de atualizagao (f) Aumentos e descontos
E a razdo entre dois valores de uma valor novo

grandeza em tempos diferentes valor velho
(passado, presente ou futuro).
« f>1-aumento

+ f<1—desconto
« f=1-—nao houve alteracao

f=1+i

Aumentos e descontos sucessivos
Sacumuade =fr- fa 3 fa+ -

Termos importantes Juros simples

» C: capital j=C-i-teM=C+j
« M: montante

. j:juros Juros compostos

M=C(1+i)ej=M-C

- j:taxa de juros
- t:tempo




Exercicios

1. (UFPE) A populagao de pobres de um certo pais, em 1981, era de 4 400 000, correspondendo a 22% da populacao
total. Em 2001, este numero aumentou para 5400000, correspondendo a 20% da populacao total. Indigue a varia-
cao percentual da populacao do pais no periodo.

A populacao em 1981 era de:

X - X = 4 400 000 = x = 20000 000

100

A populacao em 2001 era de:

¥+ -2 5400000 =y = 27000 000

100

Logo, a variagao foi de:

¥ X 7
y 20

0,35 = 35%

Resposta: 35%.

2. (Vunesp-SP) Os professores de Matematica e Educacao Fisica de uma escola organizaram um campeonato de damas
entre os alunos. Pelas regras do campeonato, cada colocacao admitia apenas um ocupante. Para premiar os trés
primeiros colocados, a direcao da escola comprou 310 chocolates, que foram divididos entre 0s 12, 22 e 32 colocados
no campeonato, em quantidades inversamente proporcionais aos numeros 2, 3 e 5, respectivamente. As quantida-
des de chocolates recebidas pelos alunos premiados, em ordem crescente de colocacao no campeonato, foram:

a) 155,93 e 62. b) 155, 95 e 60. ¢) 150,100 e 60. d) 150,103 e 57. e) 150, 105 e 55.
% % | %:31[]—; 15x 4 13[‘.!; + BX — 310 = x = 300
Entao:
Atiugar: & = 22 o w0
2 2
« 22 lugar: %=ﬂ =100
« 32 Jugar: %—? = 60

Logo, os primeiros colocados receberam 150,700 e 60 chocolates.

EESPI’JHE: alternativa c.

8 Caderno de estudo



3. (IFMG) Um tangue possui duas torneiras, sendo uma de entrada, que o enche em 5 horas, e outra de saida, que o
esvazia em 7 horas. Supondo que esse tanque esteja totalmente vazio e que as torneiras sejam abertas, ao mesmo
tempo, as 15 horas, entao, ele ficara totalmente cheio as:

a) 8h 30min. b) 8h 50min. c) 20h 30min. d) 20h 50min.

Torneira de entrada enche % do tanque por hora e a torneira de saida esvazia % do tanque por hora. Logo, cada hora enche k. % - %
do tanque.

O tanque ficara cheio em uma hora h, tal que h | 325 | =1 (total). Entio:

22 = 1= h = 17,5 horas

Somando a quantidade de horas obtidas a hora inicial, obtemos a hora em que o tanque ficara completamente cheio. Entao:
hora final = hora inicial + hora de enchimento=H =15+ 175 = 325

Sabendo que 0,5 de hora corresponde a 30 min e que 32 horas = 24 horas + 8 horas, chegamos a conclusao de que o tanque ficara
completamente cheio as 8h 30min.

Resposta: alternativa a.

4. (Unicamp-SP) Considere trés modelos de televisores de tela plana, cujas dimensdes aproximadas sao fornecidas na
tabela abaixo, acompanhadas dos precos dos aparelhos.

Modelo Largura(cm)  Altura(cm) Preco (R$)
23" 50 30 750,00
32" 70 40 1400,00
40" 90 50 2 250,00

Com base na tabela, pode-se afirmar que o preco por unidade de area da tela:

a) aumenta a medida que as dimensoes dos aparelhos aumentam.

b) permanece constante do primeiro para o segundo modelo, e aumenta do segundo para o terceiro.
¢) aumenta do primeiro para o segundo modelo, e permanece constante do segundo para o terceiro.
d) permanece constante.

Calculando o preco de cada aparelho por unidade de area da tela, temos:

« modelo 23" = 730 = {,
50 - 30

« modelo 32" 1400 - 0,5
J0 - 40

« modelo 40" = £5N =
90 - 50

Logo, concluimos que as razoes permanecem constantes.

Resposta: alternativa d.

Matematica financeira 9



5. (PUC-SP) Duas maquinas, m; e m,, foram disponibilizadas para tirar x copias de um documento. Suponha que, se
3
operarem juntas, em 10 horas de funcionamento elas serao capazes de tirar -3 das x copias pretendidas, enquanto

que, operando sozinha, m; levara 3 horas para tirar ¢ copias. Assim sendo, quantas horas m; levara para, sozinha,

1 S
tirar 3 das x copias?

a) 24 b) 20 c) 18 d) 15 e) 12

s my + m; 5% (em 10 horas)
(ern 3 horas)

"F'J"u']—

« m; = — (em z horas)

o x wx

Se m, faz % em 3 horas, ela fara y em 10 horas. Entao:

A 3 horas
g 2x
Ty
y —— 10 horas
Mas
2x S X X
FT‘?1+FH-.- —25?4'.*1"]‘_ — =M E

Se m, faz % em 10 horas, ela fara % em z horas. Logo:

=

—— 10 horas
6

= 7 = 20h

Resposta: alternativa b.

6. (Acafe-SC) “Infelizmente, durante a ocupacao do Brasil, a maior parte de sua vegetacao, principalmente na regiao
sudeste, foi sendo derrubada para a extracao da madeira e, depois, plantio de diversas culturas como o café. [..] A
saida entao, uma vez que nao podemos voltar no tempo e reverter a situacao, € tentar recuperar a regiao devasta-
da através do reflorestamento. E zelar para que ninguém mais destrua.”

Disponivel em: «www.infoescola.com/ecologia/reflorestamento:. Acesso em: 30 abr. 2011,

Suponha que trinta agricultores reflorestam uma area de trés hectares em 16 horas de trabalho. Quantos agricul-
tores sao necessarios, no minimo, para que uma area de quatro hectares seja reflorestada em 10 horas de trabalho?

a) 50 b) 46 c) 84 d) 64
agricultores hectares horas

30 — 3 — 16

X —— 4 — 10

30 3 10 30 15
- — i

X 4 16 X

Resposta: alternativa d.

10 caderno de estudo



7. (Uece) Lacia comprou um vestido pagando em duas prestacdes mensais, sendo a primeira de R$ 119,34, paga um
més apos a compra, e a segunda de R$ 260,10. Se a loja atualiza, a cada més, o valor devido em 2%, qual o preco do
vestido se pago a vista?

a) R$ 365,00 b) R$ 367,00 c) R$ 369,00 d) R$ 371,00

Preco da primeira parcela acrescido de 2% = 1,02x
1,02 =119,34=x =117

Preco da segunda parcela = 1,02 - 1,02x = 1,0404x
1,0404x = 260,10 = x = 250

Se pago a vista, o valor seria 117 + 250 = R$ 367,00.

Resposta: alternativa b.

8. (FGV-SP) Lucio emprestou R$ 10 000,00 a César, cobrando juros de 10% ao ano sobre o saldo devedor do ano ante-
rior. César pagou R$ 3 000,00 um ano apos o empréstimo e R$ 4 000,00 dois anos apos o empréstimo. O valor da
terceira parcela, que quitou a divida, paga trés anos apods a concessao do empréstimo, foi:

a) R$5180,00. b) R$ 5 280,00. ¢) R$5380,00. d) R$ 5480,00. e) R$ 5580,00.
Empréstimo = R$ 10 000,00
Apés1ano = +10% = 1,1-10 000 = 11 000

Como César pagou R$ 3 000,00, temos:
MO0 — 3000 = 8000

Apoés mais1ano = +10% =1,1- 8 000 = 8 800
Como César pagou R% 4 000,00 apds 1ano, temos:
8 800 — 4000 = 4 80O

Apés mais1ano = +10% =1,1- 4 800 =5 280

Resposta: alternativa b.

Matematica financeira 1"



9. (FGV-SP) No inicio do ano 2000, Alberto aplicou certa quantia a juros compostos, ganhando 20% ao ano. No inicio
de 2009, seu montante era de R$ 5160,00. Se ele deixar o dinheiro aplicado, nas mesmas condicdes, o juro recebido
entre o inicio de 2010 e o inicio de 2011 sera aproximadamente de:

a) R$ 929,99 b) R$1032,00. c) R$1135,00. d) R$1238,00. e) R$1341,00.

Juro recebido entre o inicio de 2010 e o inicio de 2011 = montante recebido em 2011 - montante recebido em 2010.
Mas M = C(1 + i}, entdo:
M = Mygy = Mygio =M = 51601 + 0,2)* — 5160(1 + 0,2) =M =T7430 — 6192 =M = 1238

Resposta: alternativa d.

10. (Unifor-CE) Ana Paula pretende comprar uma TV LCD de 32" para assistir todos os jogos da Copa do Mundo de Fu-
tebol de 2010 na Africa do Sul. Em uma loja o preco da TV é R$ 1500,00 para pagamento a vista ou entdo com 30%
de entrada mais uma parcela de R$ 1 200,00 apos 3 meses. A taxa de juros simples, se Ana Paula decidir comprar
sua televisao financiada, é:

a) 3,76%. b) 4,76%. c) 547%. d) 6,47%. e) 7.47%.
30% a vista = 30% - 1500 = R$ 450,00 + parcela de R$1200,00

Caso Ana Paula comprasse a TV a vista, pagaria R$ 1500,00. Como ela esta financiando, pagara 450 + 1200 = 1650. Logo, pagara um juro de
1650-1500 = 150.

Partindo de um capital inicial de 1500 — 450 = 1050 e obtendo um juro de R$ 150,00, podemos calcular a taxa no decorrer dos 3 meses.

150
J=C-1-t=20B0=100013=1= ——— = 4,]6%
I-t= 3= 3150 = | o

Resposta: alternativa b.

12 Caderno de estudo



1. (UEFS-BA) A despesa mensal de uma empresa na producao de um bem é composta por uma parcela fixa e uma

12

parcela variavel, proporcional ao numero de pecas produzidas.
Sabe-se que:

» 0 custo unitario de producao dessas pecas é de R$ 1,50;

» 0 preco unitario de venda das pecas produzidas é de R$ 2,40;

» nao ha lucro nem prejuizo na producao de 800 unidades mensais.

Com base nessas informacoes e sabendo-se que a empresa investe mensalmente R$ 95 000,00, pode-se afirmar
que a producao mensal minima, para que o lucro mensal total nas vendas seja de, pelo menos, 8% do valor inves-

tido no més, € de n pecas, para nigual a:

a) 9 074. b) 9120. c) 9 245. d) 9 400.

Sabendo que o lucro é o preco de venda menos o preco de fabricacao, temos:

L(x) = V{x) — C(x)

Vix) = 2.4x

Cx)=15x+b

Para 800 unidades, nao temos lucro, logo:

L(800) = 0= V(BOO) — C(800)=0=24-800=15-800+b=b=1920—-1200=b=T20
Para que o lucro mensal seja de, pelo menos, 8% do valor investido, temos:

Lix)=W(x) = C(x)=0,08-95000=24x - (1,5x + 720) = x = : 6{}2 ; e = x = 9 245 pecas

Resposta: alternativa c.

e) 9 502.

(FGV-SP) Um capital A de R$10 000,00 é aplicado a juros compostos, a taxa de 20% ao ano; simultaneamente, um
outro capital 8, de R$ 5 000,00, também é aplicado a juros compostos, a taxa de 68% ao ano. Utilize a tabela abai-

X0 pdrd resolver.

e 1 | 2 [ 3 | 4 [ s [ 6 | 7T | 8 |
log x | 0 | 0,30 _ 0,48 _ 0,60 _ 0,70 _ 0,78 _ 0,85 _ 0,90 _
Depois de quanto tempo os montantes se igualam?
a) 22 meses b) 22,5 meses c) 23 meses d) 23,5 meses

9 4
0,96

e) 24 meses

M, = My = G{1+ i)t = Gl + i5) = 10 000(1 + 0,2) = 5000(1 + 0,68) = 2(1.2)t = (1.68) = 2 = [%} -y -

=log2=t{log2 +log7 — log10)=0,30 = t(0,30 + 0,85 — 1)= 0,30 = 0,15t = t = 2 anos = 24 meses

Resposta: alternativa e.

Matematica financeira | 13



13. (UFPE) Uma loja de eletronicos oferece duas opcoes de pagamento:
« a vista, com 10% de desconto no preco anunciado;
- em duas prestacoes mensais iguais, sem desconto sobre o preco anunciado, sendo a primeira prestacao paga no
momento da compra.
Qual a taxa de juros mensais embutida nas vendas a prazo?

a) 10% b) 15% c) 20% d) 25% e) 30%

Valor do produto: x

Valor a vista: 0,9x

Entrada: 0,5x

12 parcela: 0,5x

O valor financiado € 0,9x — 0,5x = 0,4x, ou seja, apds um més pagou-se 0,5x pelo empréstimo de 0,4x. Assim:
05x=(1+1)-04x=1+i=125=i=0,25= 25%

Resposta: alternativa d.

14. (Fuvest-SP) Ha um ano, Bruno comprou uma casa por R$ 50 000,00. Para isso, tomou emprestados R$ 10 000,00 de
Edson e R$ 10 000,00 de Carlos, prometendo devolver-lhes o dinheiro, apés um ano, acrescido de 5% e 4% de juros,
respectivamente. A casa valorizou 3% durante este periodo de um ano. Sabendo-se que Bruno vendeu a casa hoje
e pagou o combinado a Edson e Carlos, o seu lucro foi de:

a) R$400,00. b) R$ 500,00. c) R$ 600,00. d) R$700,00. e) R$ 800,00.
Bruno pagou 0,05 - 10 000 = R$ 500,00 a Edson e 0,04 - 10 000 = R$ 400,00 a Carlos.

Se a casa valorizou 3%, ele obteve um lucro de 0,03 - 50 000 = R% 1500,00 com a venda da casa.
Apds pagar 500 + 400 = R$ 900,00, continuou com 1500 — 900 = R% 600,00 de lucro.

Resposta: alternativa c.

14 Caderno de estudo



15.

16.

(Fuvest-SP) No proximo dia 8/12, Maria, que vive em Portugal, tera um saldo de 2 300 euros em sua conta corrente,

e uma prestacdo a pagar no valor de 3 500 euros, com vencimento nesse dia. O salario dela é suficiente para saldar

tal prestacao, mas sera depositado nessa conta corrente apenas no dia 10/12. Maria esta considerando duas opcoes

para pagar a prestacao:

1. pagar no dia 8. Nesse caso, o banco cobrara juros de 2% ao dia sobre o saldo negativo diario em sua conta cor-
rente por dois dias;

2. pagar no dia 10. Nesse caso, ela devera pagar uma multa de 2% sobre o valor total da prestacao.

Suponha que nao haja outras movimentacoes em sua conta corrente. Se Maria escolher a opcao 2, ela tera, em
relacao a opcao 1:

a) desvantagem de 22,50 euros. d) vantagem de 21,52 euros.

b) vantagem de 22,50 euros. e) vantagem de 20,48 euros.

c) desvantagem de 21,52 euros.

- 12 opcao: pagar um empréstimo de 3 500 — 2 300 = 1200, por 2 dias com taxa de 2% ao dia.
M, = C(1 + i)} =120001 + 0,02)* = 1248,48
h = -"l.-"1| D {:| = 48 48

« 22 opcao: pagar multa de 2% sobre a prestacao:

2500 - 2% = 70,00
Escolhendo a opcao 2, ela pagara, em relacao a opcao 1:
70,00 — 48,48 = 21,52 euros de desvantagem

Resposta: alternativa c.

(FGV-SP) Certo automaével vale hoje R$ 10 000,00 e seu valor diminui 20% por ano. Carlos tem hoje uma poupanca
de R$ 5 000,00 aplicada com um rendimento de 10% ao ano. Quanto faltara para Carlos comprar esse mesmo
automovel daqui a dois anos?

a) R$2 000,00 b) R$ 350,00 ¢) R$1000,00 d) R$ 0,00 e) R$ 700,00

Valor do automavel: 10 000

Apés 1ano, sofre desvalorizacao de 20% = 0,8 - 10 000 = 8 000,

No segundo ano, sofrera uma desvalorizacao de 20% = 0,8 - 8 000 = 6 400.

Carlos tem hoje 5 000.

Daqui a um ano, ele tera 1,1- 5 000 = 5 500.

No segundo ano, ele tera 1,1 - 5500 = 6 050.

Apos o segundo ano, o carro custara R$ 6 400,00 e ele tera R$ 6 050,00. Logo, faltara 6 400 — 6 050 = R$% 350,00 para Carlos comprar o

automaovel.

Resposta: alternativa b.

Matematica financeira | 15



17.

18.

(UFG-GO) Analise o grafico ao lado. 49%
Analisando-se os dados apresentados, conclui-se que o numero de voos: :

a) diminuiu em 2007 e 2008.
b) sofreu uma queda mais acentuada em 2008 do que em 2007.

c) teve aumento mais acentuado em 2009 do que em 2010.

12,3% 11,9%

d) & mais que o dobro em 2010, comparado a 2009.
e) é mais que o dobro em 2011 (estimativa), comparado a 2009.

2006 2007 2008 2009 2010 2007°

Analisando o grafico, temos: SaEE e
S Estimativa
* em 2006, cresceu 12,3% em relacao a 2005;

Crescimento dos voos domeésticos no Brasil,

« &em 2007, cresceu 11.9% em Telagéu a 2006: por ano, em relac3o ao ano anterior, no

« em 2008, cresceu 7,4% em relacao a 2007, periodo de 2006 a 2071,
« em 2009, cresceu 17,6% em relacdo a 2008; Entre o céu e o inferno. Veja, Sao Paulo,
« em 2010, cresceu 36% em relacdo a 2009; n. 2159, 7 abr. 2010, p. 70. Adaptado.

« em 2011, cresceu 49% em relacao a 2010.

Entao:

a) Houve crescimento em 2007 (para 2006) e em 2008 (para 2007).

b) Nao houve queda e sim um crescimento menor.

¢) O contrario (maior em 2010 que 2009).

d) Para ter mais que o dobro do niimero de voos, o crescimento deveria ser maior que 100%. (E nio foi, foi de 36%.)

e) Em relacao a 2009, subiu 36% e em relacao a 2010, subiu 49%. Assim, o crescimento foi de 102,6%, pois 1,36 - 1,49 = 2,026.

Resposta: alternativa e.

(Unisc-RS) As substancias radioativas emitem particulas e apresentam uma tendéncia natural a se desintegrarem.
Assim, com o passar do tempo, sua massa vai diminuindo. Suponha que um certo material radioativo perde,

todo dia, 5% da massa que possuia no dia anterior. Se hoje ele tem 15 g, que massa tera, aproximadamente, daqui
a 2 dias?

a) 3¢ b) 13,54 g c) 84¢g d) 12,22 ¢g e) 9,85¢g
x =15- 0,95 = 13,54

Resposta: alternativa b.
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19. (Vunesp-SP) Cassia aplicou o capital de R$ 15 000,00 a juros compostos, pelo periodo de 10 meses e a taxa de
2% a.m. (ao més). Considerando a aproximacao (1,02)° = 1,1, Cassia computou o valor aproximado do montante a

ser recebido ao final da aplicacao. Esse valor é:
a) R$18 750,00. b) R$ 18 150,00. c) R$17 250,00. d) R$17150,00. e) R$ 16 500,00.
M = 15000 - (1,02)"° = M = 15000 - (1,02)* - (1,02)° = M = 15000 - 1,1 - 1,1 = 18 150

Resposta: alternativa b.

20. (UEL-PR) Um automovel zero km é comprado por R$ 32 000,00. Ao final de cada ano, seu valor diminui 10% em
funcao da depreciacao do bem. O valor aproximado do automaével, apods seis anos, é de:

a) R$15006,00. b) R$19 006,00. c) R$16 006,00. d) R$12800,00. e) R$17006,00.

(32000;32000-0,9;...)
a; =32000-0,9°= a; = 32000 - 0,531= a, =17 006

Resposta: alternativa e.
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ESTATISTICA

Termos estatisticos

+ Populacao ou universo estatistico
Amostra
Individuo ou objeto

qualitativa nnnl'unal
ordinal

Variavel -
discreta

continua

quantitativa {

Frequéncia absoluta
Frequéncia relativa

Representacao grafica
+ Grafico de segmentos

- Grafico de barras

« Grafico de setores

- Histograma

Medidas de tendéncia Média aritmeética (MA)
central

T +Ig+...+xﬂ
n

MA =

Média ponderada (MP)
e e B P TR SR B IR e T S IS

MP =
[T el 2L o O N

Mediana (Me)

Dados n nimeros em ordem crescente ou decrescente, a mediana sera:

« 0 numero que ocupar a posicao central se n for impar;

-+ a média aritmética dos dois nimeros que estiverem no centro se n for par.

Moda (Mo)

E a medida de tendéncia central definida como o valor mais frequente de um
grupo de valores observados.

Medidas de dispersao  Variancia (V)

i [xr o MA]I
vz i=1

n

Desvio Padrao (DP)
DP= Vv




Exercicios

. (UFG-GO) Um estudante encontrou um fragmento de jornal que apresentava o a favor abstencao
resultado da votacao na Unesco sobre a admissao da Palestina como Estado-mem-
bro. Porém, as quantidades de abstencoes e de votos contrarios estavam ilegiveis,
como indica a figura ao lado. Curioso para saber quantos paises votaram contra e
observando que se trata de um grafico de setores, o estudante mediu com um
transferidor o angulo do setor circular correspondente aos votos contrarios e ob- Total de votantes
teve, aproximadamente, 29°. Com base nesta informacao, determine o niumero de 1
paises que votaram contra a admissao da Palestina na Unesco.

Sabendo que 173 votantes equivale a 360", temos:

173 — 360°
=x=114 contra
N —
k Folha de 5.Paulo, S3o0 Paulo,
Resposta: 14 paises. 1¢ nov. 2011, Adaptado.
2. (Acafe-5C) O grafico ao lado representa a quantidade de lixo Grafico 1: Quantidades mensais de lixo
reciclavel (em toneladas) produzido pelos bairros A e Bdurante reciclavel produzido nos bairros A e B
cinco meses. "
Analisando o grafico 1, é correto afirmar: s
a) O bairro A produziu duas toneladas a mais de lixo do que o ) 1;;
bairro B nesses cinco meses. 2 10
2 : : : E 8
b) A maior diferenca (em toneladas) entre os dois bairros ocor- 2 g L
- _q_ 1 -
reu no més de marco. E'I | i P
¢) O bairro B produziu mais lixo que o bairro A durante todos 0F Teeay T ERATI Waros  Sabal A
0s cinco meses.
o _ _ _ ) _ B Bairro A O Bairro B
d) A média de producao de lixo foi de 5 t/més para o bairro A

e 7t/més para o bairro B.

a) Verdadeiro. Somando as quantias de A temos 42 toneladas, e para B temos 40 toneladas.
b) Falso. A maior diferenca ocorreu em fevereiro.

¢) Falso. Em fevereiro e em maio A produziu mais que B.

d) Falso. A média de A foi 8,4 t/més e a de B, 8 t/més.

Resposta: alternativa a.
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Texto para as questoes 3 e 4.

Brasileiros dispostos a pagar diarias que podem chegar a € 11 mil (R$ 30,69 mil) por uma suite sao a bola da vez no
mercado mundial de hotelaria de luxo.
Disputada pelos mais requintados hotéis, a clientela do Brasil ocupa a terceira posicao do ranking de reservas do The
Leading Hotels of the World (LHW). O selo retne alguns dos mais sofisticados estabelecimentos do mundo.
De 2010 para 2011, o faturamento local do LHW cresceu 16,26%.
No ano passado, o escritorio brasileiro bateu o recorde de US$ 31 milhdes (R$ 66,96 milhdes) em reservas.

Turista, 2012, p. B3.

Turista brasileiro “AAA” é 32 do mundo

MADE IN BRAZIL

Paises onde os turistas brasileiros mais gastaram

com hotéis de luxo em 2011, em US$H milh3o.
4
2.2
; -

——
Reino Espanha Suica Argentina Brasil Franca Estados Italia
Unido Unidos

Cotacoes do cambio turismo do dia 12 nov, 2012.
Fonte: Leading Hotels of the World.

3. (Uneb-BA) De acordo com os textos, pode-se afirmar que quando os turistas brasileiros sairam do pais em 2011, o
gasto médio com hotéis de luxo, em milhoes de euros, foi igual a:

01) 2,1. 02) 2,2. 03) 2,3. 04) 2,4 05) 2,5.
X = R TRt RAY 1}5 TRI8 0 = X = 21?—? = 3,1 milhoes de dolares
Entao:
31 - 10° milhdes de délares ———— 66,96 milhdes de reais
= y = 6,696 milhoes de reais
3,1-10° milhGes de dolares —— y
Logo:
1-10° euros —— 30,69 - 10° reais

= 7 = 2.4 milhoes de euros
z —— 6,696 - 10" reais

Resposta: alternativa 04.
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4. (Uneb-BA) A mediana dos gastos, em milhdes de reais, dos turistas brasileiros com hotéis de luxo, em 2011, €

igual a:
01) 3,764. 02) 3,846. 03) 3,888. 04) 3,924. 05) 3,996.
Neste caso, a mediana serda a média entre os valores centrais (1,5 e 2,2). Entao:
mediana = % = 1,85 milhdao de dolares
Logo:
31-10° ——— 66,96 - 10°
_ = X = 3,996 milhoes de reais
135 X

Resposta: alternativa 05.

5. (UFRN) A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (Obmep) € um projeto realizado com alunos do

Ensino Basico que tem como objetivo estimular o estudo da Matematica por meio de resolucdes de problemas
motivantes, que despertem o interesse e a curiosidade de professores e alunos.
O quadro abaixo apresenta dados da Obmep referentes aos anos em que o Programa esta em vigor.

Escolas, alunos e percentual de municipios participantes da Obmep por ano

2005 2006 2007 2008 2009
Escolas 31030 | 32655 | 38450 | 40397 43 854
‘Alunos 10520830 | 14181705 | 17341732 | 18326029 | 19198710
Municipio 93,5% 945% | 981% | 987% 99,1%

Disponivel em: ¢www.obmep.org.br». Acesso em: 20 jun. 2010.

Admitindo que, para a aplicacao das provas, cada escola utilize 20 pessoas como pessoal de apoio e que a popula-
¢ao do Brasil seja de aproximadamente 192 870 418 pessoas, pode-se afirmar que, em 2009, o numero de:

a) alunos, somado ao de pessoal de apoio, foi superior a 10% da populacao brasileira.
b) alunos, somado ao de pessoal de apoio, foi inferior a 10% da populacao brasileira.
c) escolas participantes foi 10% maior que em 2008.

d) alunos participantes foi 10% maior que em 2008.

a) Verdadeiro, pois 43 854 escolas - 20 = 877 080 pessoas de apoio. Somando-se ao numero de alunos temos 20 075 790 pessoas, que
corresponde a 10,4% da populacao brasileira.

b) Falso.

¢) Falso, pois em 2008: 40 397 escolares; em 2009: 43 854 escolares, entdo, em 2009 o numero de escolas foi 8,5% maior que em 2008,
d) Falso, pois em 2008:18 326 029; em 2009:19 198 710. Entdo, em 2009 o ndmero de alunos foi 4,7% maior que em 2008,

Resposta: alternativa a.
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6. (FGV-SP) Um pesquisador fez um conjunto de medidas em um laboratorio e construiu uma tabela com as frequén-
cias relativas (em porcentagem) de cada medida, conforme se vé a seguir:

Valormedido = Frequéncia relativa (%)
1,0 3,5
1,2 T
1,3 45
1,7 12,5
1,8 5
Total =100

Assim, por exemplo, o valor 1,0 foi obtido em 30% das medidas realizadas. A menor quantidade possivel de vezes
que o pesquisador obteve o valor medido maior que 1,5 é:

a) 6. b] 7. c) 8. d) 9. e) 10.

Para valores maiores que 1,5 temos 1,7 e 1,8. Somando suas frequéncias temos 17,5%.
Como todas as frequéncias da tabela sao divisiveis no minimo por 2,5, temos que os 100% correspondem a 40 medidas realizadas. Logo:

100% —— 40
= x = ] vezes
W3k — X

Resposta: alternativa b.

1. (FGV-SP) O grafico de barras indica como informagao prin- 3:::::11':“ 16
cipal o numero de pessoas atendidas em um pronto-so- .
corro, por faixa etaria, em um determinado dia. Outra =
informacao apresentada no grafico, por meio das linhas
verticais, € a frequéncia acumulada. Em virtude de um
rasgo na folha em que o grafico estava desenhado, as
informacoes referentes a ultima barra, e apenas elas, fo- - [
ram perdidas, como se vé na figura. gmm] )T | [ | | 1 M 7nos de Idade
A média de idade do total de pessoas de 0 a 20 anos que S 7l ol sl o i
frequentou o pronto-socorro nesse dia foi 12,4 anos. Nes-
sas condicoes, na folha intacta do grafico original, o com-
primento da linha vertical posicionada na ultima barra,
que indica a frequéncia acumulada até 20 anos de idade,
em centimetros, era igual a:

a)88. b)) 96 104  d)12. e 120

(2 i Pl i et 30 =l B WD

124 = 2-1+6-3+1D-11—‘!£1-ﬂ1+18-x =124 +124x=2+18+ 20+ 56 +18x = 5,6x = 28 = x = 5 pessoas entre 16 e 20 anos

Para frequéncia acumulada temos um total de 15 pessoas e cada uma equivale a 0,8 cm no grafico. Entao:
15-0,8=12cm
Resposta: alternativa e.
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8. (FGV-SP) Ao conjunto {5, 6, 10,11} inclui-se um nimero natural n, diferente dos quatro nimeros que compoem esse
conjunto. Se a média aritmética dos cinco elementos do novo conjunto é igual a sua mediana, entao, a soma de
todos os possiveis valores de n é igual a:

a) 20. b) 22. c) 23. d) 24. e) 26.

Se o niumero for menor do que 6, entao 6 sera a mediana e a média. Logo:
+5+6+10+ 1 i
6= - : —n = —2 (nao é natural)

Se o numero nao for maior que 10, entao 10 sera mediana e media. Entao:

o ﬂ*5+65+1{}+11 o

Entre 6 e 10, apenas 8 pode ser média e mediana ao mesmo tempo. Assim, os possiveis valores de n sao 18 e 8, cuja soma é 26.

Resposta: alternativa e.

9. (Uece) A média aritmética das idades dos 45 alunos do 62 ano do Colégio S. Narcisio |V é % . Se a média aritme-

tica das idades das meninas € 12 anos e a dos meninos € 13 anos, entao, o produto do numero de meninos pelo
numero de meninas é:

a) 494. b) 500. c) 504. d) 506.

Observacao: Considere as idades dos alunos em numero inteiro de anos. Por exemplo, se a idade de Joao € 12 anos,
7 meses e 4 dias, a idade a ser considerada € 12 anos.

X meninas: x; = 12

45 — x meninos: x; =13

Entao:

MR TN X o B0 v S - B =564 a8 —¥ = — 714 ¥ = T maninas
45 15

Portanto, existem 24 meninos na turma. Logo, temos a resposta:

21-24 =504

Resposta: alternativa c.
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10. (Uerj) Na tabela abaixo, estao indicados os precos do rodizio de pizzas de um restaurante.

Dias da semana Valor unitario do rodizio
segunda-feira, terca-feira, quarta-feira e quinta-feira 18,50
sexta-feira,sabado e domingo 22,00

Considere um cliente que foi a esse restaurante todos os dias de uma mesma semana, pagando um rodizio em
cada dia. Determine o valor médio que esse cliente pagou, em reais, pelo rodizio nessa semana.

it 18,5 - il?— 223 74 ; 66 20

Resposta: R$ 20,00.

1. (UPE) O grafico ao lado mostra o nimero de
competicoes de natacao das ultimas olimpia- GII.PA DI] MW

32 32
das e o numero de recordes mundiais quebra- Eml;qlagﬁuaﬂgllgﬁﬁ :
anteriores, na Olimpiada
dos em cada uma delas. de Londres houve queda na -

De acordo com esse grafico: quantidade de marcas mundiais
a) sem considerar a Olimpiada de 2012 em Lon- = - Recardes estabelecidos até sexta 3. No sdbado 4, [SEFUIEPI] {EIIE]E:;] [EPI'IJIE] 2012
. = ’ iam disputadas as Glti finai iscina,
dres, a maior razio entre o NUMero de pro-  além das euas maratonas aguaticas (maseulina o faminina). (LONDRES)

vas e o numero de recordes quebrados acon-

. . " Fonte: Veja, n. 2281, de 8 . 2012,
teceu na Olimpiada de 2008, em Pequim. onte: Veja, n. 2281, de 8 ago

b) para que a razao entre o numero de provas e o numero de recordes quebrados da Olimpiada de Londres se equi-
pare a de Pequim, seriam necessarios mais 4 recordes mundiais quebrados.

) caso nao seja quebrado mais nenhum recorde na Olimpiada de Londres, o numero de recordes quebrados na
Olimpiada de Sydney seria o mesmo do numero de recordes quebrados em Atenas e Londres, juntos.

d) a média de recordes quebrados nas Olimpiadas de Sydney, Atenas e Pequim é de 17 recordes quebrados por
olimpiada.
e) nas Olimpiadas de Sydney e Atenas, foram quebrados, ao todo, 64 recordes mundiais.

a) Falso, pois a maior razao entre provas e recordes ocorreu em Atenas, 2004.

b) Falso.
34 28 = x=13,6
25 7P+ X
c) Verdadeiro, pois 8 + 7 = 15.
d) Falso.

media k- 13,75
4

e) Falso, pois 15 + 8 = 23,

Resposta: alternativa c.
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12. (UFG-GO) O grafico ao lado representa, em um semicirculo, como
foi a evolucdo do Ideb (indice de Desenvolvimento da Educacao
Basica) de 2011 em comparacao ao Ideb de 2007, considerando-se
as 2700 escolas publicas brasileiras que obtiveram as menores
notas em 2007. Pelo grafico, sabe-se que as escolas que melho-
raram, mas nao atingiram a média nacional sao representadas
pelo setor circular determinado por um angulo de 140° e que os
setores circulares que indicam as escolas que mantiveram a mes-

+ 2 1 *
ma nota e as que pioraram correspondem a e g respecti-
vamente, da area do setor circular que indica as escolas que ti-

veram melhora, mas nao atingiram a média nacional.

Diante do exposto, determine o numero das escolas que melho-
raram e atingiram a meédia, das que mantiveram a nota e das
que pioraram.

melhoraram e
atingiram a média

mantiveram
a nota

2 100 melhoraram, mas
nao atingiram a meédia

pioraram

Folha de 5.Paulo. Em 4 anos, 15% das piores escolas nao se
recuperaram. 53ao Paulo, 2 out. 2012, p. C4. Adaptado.

Temos: Logo:
« 1. 2100 = 300 escolas pioraram 200 —— 300
7 = x = 180 escolas melhoraram
4 : [ ——
3 30 == 0 SN0 R Resposta: 300 escolas pioraram; 120 escolas mantiveram e 180
Mas: escolas melhoraram.
1 1400 = 20°
7
2. 1407 = &°
3

5
1B0° — 140° — 20° — 8° = 12°

13. (Ibmec-SP) Chama-se mediana de um conjunto de 50 dados orde-
nados em ordem crescente o numero x dado pela média aritméti-
ca entre 0 25%e 0 262 Observe no grafico ao lado uma representa-
cao para as notas de 50 alunos do primeiro semestre de Ciéncias
Econdmicas numa determinada prova. A mediana das notas dos

50 alunos de Ciéncias Econdmicas nesta prova é igual a:

a) 3. b) 4. £)5 d) 6. e) 7.
Total de notas 1: 2

Totalde notasdela2: 2+ 4 =6

Totalde notasdel1a3:2+4+2=8

Totaldenotasdel1ad: 2+4+2+6=14

Totalde notasdel1a5: 2+4+2+6+10=24
Totalde notasdel1a6:24+4+2+6+10+ 8 =32
Portanto, 0 25% e 0 262 termos valem 6, logo:
b+ 6
.
Resposta: alternativa d.

Me = 5]

4 Numero de alunos
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14. (Uneb-BA) O XVI Campeonato Mundial de Basquete A DECADENCIA BRASILEIRA
Masculino foi realizado na Tu rQUia, entre 28 de agggtg De eterno candidato a medalha em mundiais, o Brasil tornou-se coadjuvante
a 12 de setembro de 2010, nas cidades de Ancara, Esmir- = o g e
na, Istambul e Kayseri. Novamente o Brasil decepcionou : | 3 =
a torcida, conseguindo apenas o 92 lugar. 8 : ; a 2 i >
O grafico mostra a performance da selecao brasileira ‘_§ ~ s
ao longo das 15 edicoes anteriores da competicao. - =
Considerando-se as informacoes do texto e do grafico, e ] s R
PUdE'EE EDI’IClUTI’ qUE o EFHSH ao |DﬂgD dE tﬂdDS 0s anos 1950 1954 1959 1963 1967 1970 1974 1978 1932 1986 1990 1994 1998 2002 2006
nessa competicdo, ocupou uma posicao média corres-
pondente a:
01) 52 colocacao. 02) 62 colocacao. 03) 72 colocacao. 04) 82 colocacao. 05)92colocacao.
média= AT2H1+1+3+2+6+3+8+4+5+N+10+8+19 .. oo

15

Logo, ocupou a 62 colocacao.

Resposta: alternativa 02.

15. (FGV-SP) A média aritmética de 20 numeros reais é 30, e a média aritmética de 30 outros nameros reais é 20.
A meédia aritmética desses 50 numeros é:

al 21 b) 26. ¢} 25 d) 24. e) 23.
130 =32Mal . comal=600
11.20 = 5“;”;” — soma Il = 600
Logo:
nadilie somal +somall gy 600 + 600 24
50 50

Resposta: alternativa d.
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16. (UEPB) O salario médio, em reais, dos funcionarios de uma empresa, conforme nos mostra a tabela de distribuicao
abaixo, é:

Faixa salarial (em reais) NuGmero de funcionarios
800+1100 300
11001400 600
14001700 150
1700F 2000 50
2000+2300 30
2300k 2600 20
a) 1408,60. b) 1380,60. c) 1281,30. d) 1283,50. e) 1285,50.
Faixa salarial (em reais) | Nimero de funcionarios | Média da faixa salarial
800 1100 300 950
1100 1400 600 1250
1400+1700 150 1550
1700+ 2000 50 _ 1850
2000F 2300 30 2150
2300+ 2600 20 2450

e 950 -300+1250-600+1550-150 +1850-50+2150-30 + 2450 -20
media = 1150 =

o 285000 4+ 75000 + 232500 + 92500 + 64 500 + 49000 i 1473500 e
— média = S50 = media “3%0 = média = 1281,30

Resposta: alternativa c.

I7. (UFPA) A precipitacdo pluviométrica média mensal em Belém, entre os anos de 1961 e 1990, esta representada na
tabela abaixo, com valores em mm.

Jan. Fev. Mar. Abr. Maio Jun. Jul. Ago. Set. Out. Nov. Dez.
366,5 417,5 | 436,2 360 3044 | 140,2 1521 | 131, 140,8 = 1161 11,8 216,4

Considerando os dados da tabela, podemos afirmar:

a) Nao existe um periodo de alta precipitacao pluviométrica.

b) A soma das trés médias mensais de maior precipitacao corresponde a mais de 50% da média da precipitacao total.
c) As quatro médias mensais de menor precipitacao correspondem a menos de 20% da precipitacao total.

d) A soma das médias mensais dos seis meses de menores precipitacdes corresponde a menos de um quarto da
precipitacao media anual.

e) Apenas quatro das médias mensais ficam acima de um doze avos da precipitacao média anual.

a) Falso. d) Falso.
b) Falso. Soma das 6 menores = 792,1
436,2 + 417,5 + 366,5 = 1220,2 médis total = 22731 _ 2411
Total de precipitacao nos 12 meses: 2 893, 1 "
1220,2 — da média total é 60,275, entao a soma das 6 maiores
58931 0,42 (42%) 4
! corresponde a mais que isso.
¢) Verdadeiro. e) Falso.
11,8 + 16,1+ 132,14+ 140,2 = 499,2 .
— - 241,1=20
S5oma dos 12 meses: 2 893,1 12
20% de 2 893,1 = 580 mm Todas as médias mensais ficam acima de um doze avos da

precipitacao meédia anual.

Resposta: alternativa c.
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18. (UFF-RJ) O Indice de Liberdade Econémica (Index of Economic Freedom) é um indicador elaborado pelo The Wall
Street Journal e The Heritage Foundation, que avalia o grau de liberdade econdmica de um pais. Esse indice varia
de zero a cem. Quanto maior o seu valor, maior a “liberdade econdmica” do pais. Tal indice € uma média da liber-
dade econdmica em dez ambitos: negdcios; comércio; liberdade fiscal; intervencao do governo; monetario; in-
vestimentos; financeiro; corrupcao; trabalho; direitos de propriedade. A tabela a seguir fornece os indices de
quatro paises, no periodo de 2000 a 2009, e suas respectivas posicées no ranking em 2009 (ano em que 179

paises foram avaliados).

Indice de liberdade econémica

2009 2008 2007 2006 2005 2004 2003 2002 2001 2000
89,7 | 899 886 895 90,0 898 894 899 895

81,0 81,2 81,2 | 199 | 787 | 78,2 | 784 | 719, 76,4

56,2 | 56,2 | 609 | 61,7 | 620 | 634 | 615 | 619 | 61,

o
1 Hong Kong
6 E5t:a|:|c-5
Unidos
105 Brasil
e E:l:grhe.l::?rte

30 3.0 4.0 8,0 8,9 8,9 8,9 8,9 8,9

Fonte: ¢www.heritage.org/Index/Explore.aspx?view=by-region-country-year>.

Com base nessa tabela, pode-se afirmar que o indice de liberdade econdmica do Brasil:
a) teve um aumento superior a 1%, do ano de 2000 para o ano de 2001.

b) teve um decréscimo de 0,1%, no periodo de 2001 a 2004.

c) teve um aumento superior a 13%, do ano de 2003 para o ano de 2008.

e

d) teve um decréscimo de 30%, do ano de 2004 para o ano de 2005.
) cresceu, ano a ano, no periodo de 2003 a 2008.

a) Verdadeiro, pois 0 aumento foi de 0,8, o que corresponde a um aumento de 1,3%.

b) Falso. De 2000 para 2004 o indice aumentou.
c) Falso, pois de 2003 para 2008 o indice diminuiu.

d) Falso, pois houve um decréscimo de 0,3 que corresponde a 0,5%.

e) Falso, pois caiu no periodo de 2003 a 2008.

Resposta: alternativa a.
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19. (UFSM-RS) No ano de 20089, foi realizada a 172 edicdo do Rally dos Sertoes. A disputa comegou em Goiania-GO,
passou por 7 estados brasileiros, terminando em Natal-RN. O percurso total do Rally foi de 5 038 km, divididos em
10 etapas; por sua vez, cada etapa possuia uma parte especial. A tabela a seguir apresenta o percurso total e o es-

pecial de cada etapa.

A média aritmética das cinco primeiras etapas do percurso especial é:

a) 304 km. b) 310 km.

256 + 334 + 393 + 487 + 300
media =

5
Resposta: alternativa e.

i = 354 km

20. (UFCG-PB) A tabela ao lado foi extraida de dados do
IBGE e representa o aumento da populacao brasileira
ao longo dos anos de 1872 a 2000.
Analisando os dados apresentados nessa tabela, po-
de-se deduzir que:
a) A populacao brasileira teve um aumento linear ao
longo dos anos.

b) Atendéncia da populacao brasileira é crescer e de-
pois decrescer.

c) Ataxade crescimento da populacao brasileira en-
tre os anos de 1940 e 1950 foi menor do que entre
o0s anos de 1970 e 1980.

d) De cem em cem anos o numero de habitantes duplica.

c) 322 km.

d) 348 km.

Etapa  Totaldaetapa Especial da etapa
12 327 km 256 km
22 469 km 334 km
32 636 km 393 km
42 762 km 487 km
52 538km 300 km
62 558 km 364 km
72 543 km 235km
82 421km 213 km
g2 439 km 184 km

102 350 km 114 km

e) 354 km.

Populacao total recenseada no Brasil (1872-2000)

Populacao

180 000 000 -
160 000 000 -
140 000 000
120 000 000
100 000 000 -
&80 000 000 1
60 000 000
40 000 000 4
20 000 000

-%

&

= -
-ll

mr?'
P )
W
s g
a0
§ 8

0

1872 1890 1EDG 1920 194G

1950 195D 1970 1980

1991 2000

Fonte: Censo Demografico 2000: Resultados do universo.

e) Ataxa de crescimento da populacao brasileira de dez em dez anos se mantém constante.

a) Falso.

b) Falso, pois a tendéncia & crescer.

¢) Verdadeiro, pois entre 1940 e 1950 aumentou 20,7% e entre 1970 e 1980 aumentou 21,7%.

d) Falso.
e) Falso, pois a taxa sempre aumenta.

Resposta: alternativa c.

Estatistica
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21. (FGV-SP) Um time de futebol tem 11 jogadores cuja média das idades é 24 anos. Alvaro tem 35 anos. Se Alvaro for
excluido do time, a média das idades dos 10 jogadores restantes sera:

a) 22,9 anos. b) 22,8 anos. c) 22,7 anos. d) 22,6 anos. e) 22,5 anos.
Mo d?:’ idades = spoma das idades = 264

Entao:

média = —— dai‘;gad“ — 35 _, média = % — média = 22,9 anos

Resposta: alternativa a.

22. (Vunesp-SP) Durante o ano letivo, um professor de Matematica aplicou cinco provas para seus alunos. A tabela
apresenta as notas obtidas por um determinado aluno em quatro das cinco provas realizadas e os pesos estabele-
cidos pelo professor para cada prova.

Prova | [ i v Vv
Nota 6,5 1.3 7,5 ? 6,2
Peso 1 2 3 2 2

Se o aluno foi aprovado com média final ponderada igual a 7,3, calculada entre as cinco provas, a nota obtida por
esse aluno na prova IV foi:

a) 9,0. b) 8,5. 0 83. d) 8,0. e) 75.

5.5 14+73-14+205-3+x-24+61"-1
10

13 = =65+14,6+225+2x+124=13=2x=1TT=x=85

Resposta: alternativa b.
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23. (Insper-SP) A tabela a seguir mostra as quantidades de alunos que acertaram e que erraram as 5 questoes de uma
prova aplicada em duas turmas. Cada questao valia dois pontos.

- Questdo AcertosturmaA ErrosturmaA  AcertosturmaB Erros turmaB
1 32 8 42 18
2 | 28 12 48 12
3 | 36 4 48 12
4 | 16 | 24 | 24 " 36
5 20 | 20 30 30

A média dos alunos da turma A e a média dos alunos da turma B nesta prova foram, respectivamente:
a) 6,80 e 6,20. b) 6,60 e 6,40. c) 6,40 e 6,60. d) 6,20 e 6,80. e) 6,00 e 7,00.

Sabendo que a turma A tem 40 alunos e a B, 60, temos:
« para a turma A:

o adia numero de acertos - 2 =5 fiddia 132 -2 . média = 6.6
40 40
+ para a turma B:
media b d;:;cn:rtm 2 — media 19;__]' 2 — meédia = 6,4

Resposta: alternativa b.

24. (UFF-RJ) Diz-se que uma familia vive na pobreza extrema se Taxas de pobreza extrema no Brasil e nas suas
sua renda mensal por pessoa é de, no maximo, 25% do sala- grandes regioes em 1995 e 2008 (em %)
rio minimo nacional. Segundo levantamento do Instituto de
Pesquisa Econdmica Aplicada (Ipea), mais de treze milhdes ’ il
de brasileiros sairam da pobreza extrema entre 1995 e 2008.  “°
No entanto, a diminuicao generalizada nas taxas de pobreza 301 - 249
extrema nesse periodo nao ocorreu de forma uniforme entre 20+ Y
as grandes regioes geograficas do pais, conforme ilustrao  15-
grafico ao lado. Tendo em vista o grafico, verifica-se quea
taxa nacional de pobreza extrema caiu 49,8%, passando de el s L U
20,9% para 10,5%. Pode-se concluir, entao, que a regiao em Wi995 []2008

que a taxa de pobreza extrema (em %) caiu mais de 50% foi: Adaptado de: IBGE/PNAD/Ipea.

20,9

a) aregiao Norte. d) a regiao Centro-Oeste.
b) aregiao Sudeste. e) a regiao Sul.
c) aregiao Nordeste.

Basta observar que a regiao Sul & a Onica cujo valor referente a 2008 é menos da metade do valor referente a 1995.
Resposta: alternativa e.

Estatistica | 1



25. (Vunesp-SP) A revista Superinteressante trouxe uma reporta-

gem sobre o custo de vida em diferentes cidades do mundo.
Atabela mostra o ranking de cinco das 214 cidades pesquisa-
das pela “Mercer LLC", empresa americana, em 2010.
Observando as informacoes, numericas e coloridas, conti-
das na tabela, analise as afirmacoes:

. O custo do aluguel em Luanda é o mais alto do mundo.
. O custo do cafezinho em Toquio € o mais alto do mundo.

l1l. O custo do jornal importado em Sao Paulo € o mais alto
do mundo.

IV. O custo do lanche em Libreville € o mais alto do mundo.
V. O custo da gasolina em Toquio € o mais alto do mundo.
Estdo corretas as afirmacaoes:

d) I, 11, IV eV, apenas.

e) LILILIVeV.

a) I, llleV, apenas.
b) 11, lll e IV, apenas.
c) I, 1,1l elV,apenas.

Os valores da tabela representam a soma de quantidades constantes
dos itens para cada cidade. Assim, o que apresenta maior valor na soma
tem o maior custo por unidade. Entao:

. Verdadeiro

Il. Falso
lll. Verdadeiro
IV. Vierdadeiro

V. Verdadeiro

Resposta: alternativa d.

Cidade mais cara do mundo fica na Africa
! s @ Jornal @ (8] o8]
Aluguel™ Cafezinho importado Lanche™ Gasolina
- r
LUANDA, | ——
ANGOLA i _—
——
R$ 197,40  R$ 256,20 R$909,60 RS 95,00
22 _ | -
TOQUIO, | —
e -]
R =J
R 768670 R$34560 RS 288,60 R$34770 RS 244,00
32
JAMEE-’-‘-.. I
CHADE -
RS 3754,00 Hs 162,30 R$ 368,10 R$1353,60 RS 217,00
LIBREVILLE,
GABAD
RS 2609,42 RA$216,90 AS$238,20 RS 1407,60 RS 192,00
SAD PAULO i

.
RE 2500,00 RS 90,00 RE 750,00 R%43500 R% 240,00

(1) apartamento de dois quartos num bairro de classe media alta;
(2) 30 cafezinhos;

(3} 30 exemplares do New York Times;

(4) lanches do McDonald's:

(5100 litros.

Superinteressante, janeiro de 2011, Adaptado.

26. (UFG-GO) Uma das caracteristicas das maiores usinas hidrelétricas do Brasil € a formacao de grandes lagos através

de barragens para a geracao de energia, conforme se visualiza no quadro.

Brasil: usinas hidrelétricas por area alagada e poténcia gerada-2009
Usina Area alagada (km?) Poténcia (mv)

Tucurui 2430 4200

Sobradinho 4214 1050

Ita'lpu 1350 12600

llha Solteira 1077 3330

Furnas 1450 1320

De acordo com o quadro, é correto afirmar:

Fonte: Aneel, 2009,

a) Ilha Solteira e Furnas em conjunto alagam uma area superior a 2 500 km*” e geram juntas —g- da energia produ-

zida por Tucurui.

b) em relacao a area alagada e a producao de energia, a usina de Itaipu apresenta o melhor custo-beneficio.

¢) a usina de Sobradinho possui a maior area alagada, sendo a terceira colocada em producao de energia.

d) a proporcao de geracao de energia da usina de Tucurui é de exatamente 2 mv/km?.

a) Falso, pois juntas alagam 2 527 km?, mas ndo geram % da energia de Tucurui,

b) Verdadeiro, pois & a segunda menor area alagada e a maior geradora de energia.
c) Falso, pois possui a maior area alagada, mais é quarta colocada em producao de energia.

d) Falso, pois a proporcao é de 1,7 mv/km? aproximadamente,

Resposta: alternativa b.
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27. (UFRGS-RS) A propagacao do virus HIN1, causador A moléstia no mundo

da gripe A, foi preocupacao mundial em 2009. Qua- Pais Obitos Pais Taxa de Mortalidade*
tro meses apos a eclosao dos casos da gripe nos Brasil 557 Argentina 1,08
Estados Unidos e no México, foi feita uma avaliacao EUA 522 Chile 0,75
dos danos causados pela moléstia, com a utilizacao | Argentina | 439 | | CostaRica 0,67
de dados de 28 paises. Mexlcfni 179 UrugLfail 0,65
Os quadros ao lado, publicados no jornal Zero Hora Australia | 132 Australia 0,61
) : Chile 128 | | Paraguai 0,61
de 27/8/2009, apresentam os paises onde havia ocor- = :

y i< 5bi ) 5 ) Tailandia 19 | | Brasil 0,29
rido ma|5¢.:: itos ateé aque E! atale as maiores taxas Peru 20 Peru 027
de mortalldade, por 100 mil habitantes. Canad3i 71 Malsia 0,24
Com base nessas informacoes, é correto afirmar que, Malasia 60 | | Canada 0,21
naquela data: * Por 100 mil habitantes

a) o Uruguai havia registrado mais de 70 obitos.
b) a taxa de mortalidade no Peru era de 27%.
¢) a populacao da Australia era maior que a populacao do Paraguai.

d) a populacao da Argentina era superior a 50 milhdes de habitantes.
e) o Brasil era o pais mais populoso dentre os citados.

a) Falso, pois o Uruguai nao aparece na tabela de 6bitos, o que significa que ele registrou menos de 69 dbitos.

b) Falso, pois a taxa é de 0,00027%. _ Eio

¢) Verdadeiro, pois analisando a relacdo taxa = Gt_}ltm , temos que habitantes = ooltes
habitantes taxa
mesma, quanto maior o namero de ébitos, maior o total de habitantes. Como o Paraguai nao esta na tabela de ébitos, podemos garantir

que a Australia teve mais dbitos e assim tem mais habitantes.

.Como a taxa da Australia e do Paraguai é a

d) Falso.
e oA S 43 900 000 _, pop. = 40 648 198 habitantes
100 000  pop. 1,08

e) Falso, pois os Estados Unidos eram mais populosos do que o Brasil.
Resposta: alternativa c.

28. (UFRN) O grafico ao lado, visto por um consumidor em uma revista especializada  |frequéncia
em Mecanica, corresponde as distribuicoes de frequéncia de substituicao de uma
peca de automovel fornecida por dois fabricantes, em funcao do tempo. A curva
continua refere-se a peca feita pelo fabricante A, enquanto a curva tracejada cor-
responde ao produto do fabricante B. A partir da leitura do grafico, o consumidor
deve concluir que:

a) as pecas do fabricante A duram menos.

b) as pecas dos dois fabricantes duram, em média, o mesmo tempo, mas a duracao
do produto do fabricante A varia menos.

c) as pecas dos dois fabricantes duram, em média, o mesmo tempo, mas a duracao
do produto do fabricante B varia menos.

d) as pecas do fabricante B duram menos.

Pela analise do grafico as duas pecas duram em média o mesmo tempo, e a maior concentracao em torno da média na curva A indica que o
desvio padrao é menor (varia menos).

Resposta: alternativa b,
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GEOMETRIA ANALITICA: PONTO E RETA

Distancia entre dois pontos

d(A, B) = (Ax)* + (ay)" =(x2 —x)* + (y2 — )’

Coordenadas do baricentro de um triangulo
B(x,y.)

Condicao de alinhamento de Area de uma regido triangular
trés pontos AL,y

altura relativa
ao lado BC

5=%|D| emque D= ,sendoD # 0




Coeficiente angularde m=tga«a

St lisss @=0° 90° < a < 180°

m=tga=1g0° = tga<0=m<0

by

4

0° < a < 90° a = 90°
pe=0=m>=10 tg @ ndo é definida = nao existe m

Ay Ar

o

/|




Formas da equacao Equacao reduzida Equagao fundamental da

da reta y =mx+n reta
1—cueﬂciente linear Y=Yo = m[x = xn]

coeficiente angular

Equacao geral da reta Forma segmentaria da
ax+ by +c=0 equacao de reta
Usando a forma reduzida y = mx + n,

b
emquem=——-en= b, temos:

ey
a b

Equacoes paramétricas
Sao formas de representar retas por meio de um parametro, nesse caso t.

=]
=l
Se f(t) e g(t) sao funcoes afins, entdo essas equacoes representam uma reta.

Posicoes relativas de Retas paralelas
duas retas \y

Pt

o =aeigay=tgaem=merifs

Retas concorrentes

Y

o 7 oy & tg oy # 18 a; & my # m; & re s: concorrentes

Retas perpendiculares




Distancia de um ponto a uma reta

F{xp‘y p}

distancia do 3 |axp e bj’p o L'l

ponto Paretar d
va? + b?

B ™~ projec3o ortogonal
de P sobre r

Angulo formado por duas retas

tga—tgB | m —m;

felests el 1+tga - tgB |1+ mm,




Exercicios

I.  (Udesc) A regiao sombreada na figura tem como limitantesasretasy =0,y =2x,y=x+ 2,y =T7ey = 25-3x.

Ay
c D

A area da regiao sombreada é:

) == p) 2= =t )y ) =
- A(D, 0)
- Ponto B: interseccdo das retas y = 2xey=x + 2
4—2x+y—ﬂ
x—-y+2 =0
No=g

y=2x=y=2-2=y=4
Logo, B(2, 4).

« Ponto C:interseccaodasretasy=x + 2ey =17
IT=x+2=x=5
Lego, C(5,7).

« Ponto D: interseccaodasretas y =7ey = 25 — 3x
T=25-3x=3x=18=x=6
Logo, D(6, 7).

« Ponto E: interseccao dasretasy = 25 — 3xey =10

25—3x={]:>x=£

Logo, E (% {]).

Entao:

_|_ 4
+?+%:A_ 24 99541+49:A_%:A_g

Resposta: alternativa c.
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2. (Unimontes-MG) A area do pentagono cujos vértices sao A(0, 0), B(3, 2), C(2, 3), D(1, 5) e £(=2, 1) é:

a) 14.5. b) 10,5. ¢) 12,5. d) 5.
' * A ase
0 0 1
Dagc=| 3 2 1|=9—-4=5
2 3 1
1 5
Anpge= — |5 ==
ABC 5 | 5
Logo:
n ri 5
Agentigone = — +—+=—=15
y - a— 3373
Resposta: alternativa d.
Apentigone = Angap T Arapc + Asasc
Mas A_'_,.—,g.: — % |D,.J|E|[ .Entao:
* A sap
-2 1 1
Deap = 0 0 11=14+10=1
T 5 1
1 1l
Avpan= — M= —
AEAD 5 n 2
* A aoc
0 1
D’_.g_[:.L — 1 1] =3 0 = 71
2 1
1 . 7
Arape= B} =7 = £l

3. (ESPM-SP) O triangulo de vértices A(0, 4), B(2, 0) e C(x, 0) é isdsceles de base AB. Sua area mede:

a) 8. b) 10. o) 12 d) 14. e) 16.
LAY L
43 A
3-
1.
11
B 2
0 § 3 3 & A B

AC = BC — triangulo isosceles
ComoAC = vx? + 16 e BC = +(x — 2)* , temos:
[w.fxf 16 ]1=[x.n'rx3 4x 4 4'}2:.1{2 F16=x'—4x+4=24x=-12=x= -3

Logo, C(—3, 0).
Mas:

i % ID|. Entio:

0 4 1

D= 2 0 1l =-12—8=-20
—_ 0 1

Portanto:

A= .|-20/=10
2

Resposta: alternativa b.

Geometria analitica: pontoereta = 99



4. (Unicamp-SP) A figura ao lado apresenta parte do mapa de uma cidade, no by

qual estao identificadas a catedral, a prefeitura e a camara de vereadores. A T B R
Observe que o quadriculado nao representa os quarteirdes da cidade, ser- ) s R TR L e
vindo apenas para a localizacao dos pontos e retas no plano cartesiano.

Nessa cidade, a Avenida Brasil é formada pelos pontos equidistantes da
catedral e da prefeitura, enquanto a Avenida Juscelino Kubitschek (ndo mos- , T T
trada no mapa) é formada pelos pontos equidistantes da prefeitura e da 3 S L
camara de vereadores. Sabendo que a distancia real entre a catedral e a 5 b
prefeitura é de 500 m, podemos concluir que a distancia real, em linha reta,

|pvenidabrasil

catn?;dral prefeitura

entre a catedral e a camara de vereadores é de: ‘ T

: X
a) 1500 m. c) 10002 m. et
b) 500+/5 m. d) 500 + 500+2 m.
Mapa: Catedral (C) (1, 1); Prefeitura (P) (3,1); Camara (R) (5, 3).
Entao:

d(c,P)=B -0+ (1- 1) =2(mapa)

d(C, P)(real) = 500 m

vdCR)=E— 12+ (3—1) =420 =25 (mapa)

mapa real

2J5 —— xm i
’ — x = 500+
2 —— 500

Resposta: alternativa b.

5. (UEPB) Uma chapa metalica triangular é suspensa por um fio de aco, fixado em um ponto P de sua superficie, de
sorte que a mesma fique em equilibrio no plano horizontal determinado pelo sistema de eixos cartesiano xy. Se os
vértices da chapa estao nos pontos A(1, 1), B(1, 5), C(4, 3), entdo as coordenadas x, y do ponto P sao, respectivamente:

a) 2eb. b) 2e3. c) 3e3. d) 2e4. e) 4e3.

¥x

Sendo Plxg, ye) 0 baricentro do tridangulo, temos:

. Xp = Xa T Xg T X = Xp = 1+ 1+ 4 -
3 3
1 . + . ‘l_ _3
. p = Ya j;s. Y = yp = 5 -

Portanto, P(2, 3).
Resposta: alternativa b.
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6. (UFU-MG) A “bocha” &€ um esporte trazido ao Brasil pelos imigrantes italianos. by
Ele consiste no lancamento de “bochas” (bolas), a partir de uma regiao delimi- EI 1
tada, para situa-las o mais préximo possivel de um “bolim” (bola pequena)
previamente lancado. A “cancha”, local onde o jogo é praticado, € uma espéecie i)
de raia e pode ser interpretada como uma porcao de um plano, o qual assumi-

| B

remos estar munido de um sistema de coordenadas cartesianas xOy. &
Sabe-se que: -3 1
1) O bolim esta localizado no ponto A(2, —4). i 4

2) Uma bocha ja arremessada esta localizada no ponto B(—1, 1).

Um jogador deseja arremessar uma nova bocha que devera colidir com a bocha em B, empurrando-a para proximo
do bolim em A. Para facilitar o seu arremesso, ele busca posicionar-se na cancha em um ponto C, de maneira que
A, B e C estejam alinhados. Se C(h, 2), entdo, de acordo com as condicoes dadas, pode-se afirmar que:

a) 21=sh<-19 by = Qeairas 7 gl =1 Fe=hee=] b d] =15 =#=~13.

Se A, Be C estao alinhados, entao:

Portanto, —1,7 = h < —1,5.
Resposta: alternativa c.

7. (PUC-RJ)Se os pontosA = (-1,0),B=(1,0)eC = (x, y) 8. (Ufop-MG) Areta rcontém os pontos (—1, —3) e (2, 3).

sao vértices de um triangulo equilatero, entao a dis- O valor de m, de modo que o ponto (m, 7) pertenca a
tanciaentre Ae Cé: 1, €:
a . b) 2. ) 4. d) V2. e) V3. a) 1. b) 2. 0 3. d) 4.

Como AB = AC = BC, entao:

. x y 1
dAB) =2 + 0 =d(AB)=2 1 -3 1|=0=>-3x+2y-3+6-3x+y=0=
1

Portanto, AB = 2 e AC = 2. | 2 3

Resposta: alternativa b. = -bx+3y+3=0=>-+y+1=0
Como o ponto (m, 7) pertence a r, entao:
—2m+7+1=0=-2m=-8=m=4

Resposta: alternativa d.
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9. (Unisa-SP) Na figura, ABCD é um quadrado.

B(4,2)

y
<

A distancia do ponto A ao ponto (0, 0) é:
a) V30. b) V46 . c) V26 d) v22. e) V38.

As diagonais do quadrado se encontram no ponto médio. Assim:

4 = X, X X
* X — . e E J_:*X_&|1—'q' 4_:'.-5!:',.:,— 1

2

Ya *+ Ve _ Ve T Vo
2 2

Logo, A(—1, 5). Portanto:
dia 0)= 0+ 1) + (057 =26

*Ym = =Ya—3=2+0=)a=5

EESPDHE: alternativa c.

10. (UFRN) O pisode um salao de 4 m de largura por 6 m de comprimento é revestido com pedras de granito quadradas,
como mostra a figura abaixo. Em cada uma das posicoes - P;, P;, P; e P, — existe uma pessoa.

Py

Fs

Py

Ps

As distancias entre P, e P; e entre P, e P, sao, respectivamente:
a) 2,8me4,0m. b) 2,8 me 3,4 m. ) 32me32m. d) 30me3,6m.

Do texto e da imagem, tem-se que cada pedra de granito mede 0,4 m. Assim:

d(P;, P;5) = ‘\"I':' +(2,8)° = 28

'] ———

d(p, P) =+(4—08)7 +(1,2-3,6) =dp,P)= (3.2 + (2.4) =d(P,P)=+16 =4

Resposta: alternativa a.
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11. (UPE) Areta rda figura possui equacao 2x — 3y + 6 = 0, e o trapézio OBCD tem

g

area igual a 9 unidades de area. Qual é a equacao da reta s?

ajx—25=0 C):x—3 =0 e) x—45=0

b) x—3=0 dx—4=0
Como B € r,temos:

20) -3y +6=0=y=2

Logo, B(O, 2).

Vamos considerar D(e, D) e Cler, ). Como C € r, temos:

2o + B

2a—3+6=0= 3= 3

Logo, C(ﬂ:, yl .

Portanto, a area do trapézio é dada por:
i I'
p+ 228,

4

2 + Ba

Assim, a equacao da reta s é dada por:
S)x=3=(s)x—-3=0

Resposta: alternativa b.

(Unicamp-SP) A drea do triangulo OAB esbocado na figura ao lado é:
21 23 25 27
—. b) —. c) —. d) —.
2 ) A q ) A

Seja s a reta que passa por OP. Como O(0,0) e P(1, 2), a equacio de s é dada por:

0 0 1 =y—2x=0

m, = —_— = —=2
b 1

Seja r a reta que passa por AB.Entao r L 5. Logo:

m -m=-1=m,-2= —1:.\»rf:r’.|,——l

2

Vamos encontrar a equacao da reta r:
Y=Yo=mix—x))=y—2= —%{x—ﬂ:«ly—f-l— —x+1=2y+x—-5=0
Como A e B pertencem a r, temos:
- A(x, 0)

2'0+x—5=0=x=5

Logo, A(5, 0).

'E{DJJ"'}

2y+[!—5=[]—>2y=5—;y=%

Logo, B ({l %] ;

Portanto:

OA-Of _ " 32 _ 28
2 2 R

A DAB =

Resposta: alternativa c.

L

L

=9 =2a+ 3 =182+ 12a—-54=0=2c+6a—2T=0=a=3oua=—9
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13. (PUC-RJ) Quais os vertices do triangulo cujos lados
saoasretasx+y=0,y=xey=3?

a) (2,2),(2, -2 e(3,3)
b) (1,1), (2, 2) e (3, —3)
c) (3,3),(0,0) e(-3,3)
d) (3,3), (-1, -1 e (22
e) (0,0),(3,3)e(3,0)

x+y=20
-y 4y =

iy=0=y=0

Logo, x = 0.
Portanto, o primeiro vértice do triangulo é (0, 0).
x+y =20 x =0
N -]’Ir = ‘F
y =3 s =3

X = —3

Portanto, o segundo vértice do triangulo é (-3, 3).

Resposta: alternativa c.

15. (Unemat-MT) Dado o grafico da figura abaixo:

N

14. (UERN) Uma reta tem coeficiente angular igual a —2

e passa pelos pontos (3, 4) e (4, k). A soma do coefi-
ciente linear da reta com o valor de k é:

a) 5. b) 7. c) 12. d) 14.
S5e m = —2, entao:

=8 b=~k

4-13

Sendo g o coeficiente linear, temos:
y=—&+gq

Como (3, 4) pertence a reta, temos:
d=-2'3+gq=q=M%

Logo:

k+gq=2+10=12

Resposta: alternativa c.

X

N\

y=4-x

Seja o ponto P interseccao das duas retas, seu par ordenado sera dado por:

a) P(1, 3). b) P(2, 2). c).P{2,.3).
XK=y 0
X +y =&

I = = x = 12

Comox = y,temos y = 2.
Logo, P(2, 2).

Resposta: alternativa b.
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16. (FGV-SP) No plano cartesiano, o tridngulo de vértices 17. (Furg-RS)Asretas(r)y = 2x —1e(s) y = ax + bsao

A(1, 2), B(m, 4) e C(0, 6) é retangulo em A. O valor de perpendiculares no ponto A(2, y). Os valoresdea e b
m € igual a: sao:
a) 7. b) 8. 0 9. d) 0. e) 51. 3 — e2. d — e-1. &) =L
Se o triangulo ABC é retangulo em A, entao AB L AC. Assim: %I 21 2
_ g W R b) — e—4. d) — ed.
Mag* Mar 1= - 1 0 1 1= ] 2 } 2
2
_}m ]-[—ﬂl]l —1=m-1=8=m=9 N2x—y—1=0
Resposta: alternativa c, i e B con
r b r T ,
Mas:
m,-m=-1=m,= ——
z

Como A € r,vem:

y=a2-1=y=1

Logo, A2, 3).
A equacao da reta s pode ser dada por:
y—3= %(.:v: )=y = %x + 4

2 1
Portanto, os valores de g e b sao — E e 4,

Resposta: alternativa d.

18. (Ufam) No grafico abaixo, a reta s que passa pelo ponto P é paralela a reta r e tem como equacao:

Ay
\;
e,
. X
-1 1\ g
:
a) Ix=y—1="10. gk Sy l=x e)3x+y+1=0.
b)3x+y—3=0. d) 3x+y—-1=0.
m, = i 3
1-0

Como r// 5 entao:
y—2=-3x+N=2y—-2=-3x—-3=23+y+1=0

Resposta: alternativa e.
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19. (UFPR) Um balao de ar quente foi lancado de uma rampa inclinada.
Utilizando o plano cartesiano, a figura ao lado descreve a situacao de
maneira simplificada. Ao ser lancado, o balao esticou uma corda presa
aos pontos P e Q, mantendo-se fixo no ar. As coordenadas do ponto P,
indicado na figura, sao, entao:

al 21, 1) b) (22, 8). c) (24,12).  d) (25,13). e) (26,15).
[ 1
_____ et X
Reta PO ¢ -
%

Como P € PO, entdo P|'.x, %:I .

Sendo B(20, 20) temos PB L QP. Assim:
Z -5 Z -2

¢ 2 = x =24
X X

Map * Mpg —1 =

10 20

Logo, P(24,12).

2 L : i ¥\ . gk . -
Observacao: A (nica alternativa da forma | x, ?Il e ¢, portanto nao € necessario obter x para acertar a questao.

Resposta: alternativa c.

20. (Fepecs-DF) Um avido taxia (preparando para decolar) a partir do ponto que a torre de controle do aeroporto con-
sidera a origem dos eixos coordenados, com escala em metros. Ele segue em linha reta até o ponto (300, —400),
onde realiza uma curva de 90° no sentido anti-horario, seguindo, a partir dai, em linha reta. Apos algum tempo, o
piloto acusa defeito no aviao, relatando a necessidade de abortar a decolagem. Se, apds a mudanca de direcao, o
aviao percorre 1000 metros até parar, as coordenadas do ponto para o qual a torre deve encaminhar a equipe de
resgate sao:

a) (1400, 400) b) (1300, 600). 0 (1200, 300). d) (1100, 200) e) (1000, 500).
Ly
: 300 :
= ”I 1000 Ay
;-E,' E_u
—400 AP [
Ax
ay  _ . i
E&IE = s5en Ilr':- - 5 — _"'l._].-" 600
OF | e 00 = <o iy = 00
1000 5
Entao:

300 + 800 =1100
—400 + 600 = 200
Logo, o ponto é (1100, 200).

Resposta: alternativa d.
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21. (UFPB) A figura ao lado mostra, no plano cartesiano, a vista superior de
um museu que possui a forma de um quadrado. Como parte do sistema
de seguranca desse museu, ha, localizado no ponto (0, 0), um emissor de
raios retilineos o qual detecta a presenca de pessoas. Os raios emitidos
sao paralelos ao plano do piso e descrevem trajetorias paralelas as semir-
retas y = Ax,com x = 0, onde A é um parametro que ajusta a direcao dos
raios, de acordo com o ponto que se deseja proteger. No museu, so exis-
tem entradas nos lados oeste e sul, os quais devem ficar totalmente
protegidos pelo sistema de seguranca. De acordo com essas informacoes,
o parametro A deve variar, pelo menos, no intervalo:

22 w3 o)

50
20

d) [8,10]. e) [11,13].

Logo, (r): ¥ X.

2
2
3
2
20 2
] ﬂ"f.h — —
50 2
2
Logo, (s):y = < X

Portanto, A varia no intervalo

ii‘
£ 21

Resposta: alternativa b.

22. (Uerj) Sabedoria egipcia

Hd mais de 5 000 anos os egipcios observaram que a sombra no
chao provocada pela incidéncia dos raios solares de um gnémon
(um tipo de vareta) variava de tamanho e de direcdo. Com medidas
feitas sempre ao meio-dia, notaram que a sombra, com o passar dos
dias, aumentava de tamanho. Depois de chegar a um comprimento
mdximo, ela recuava ateé perto da vareta. As sombras mais longas
coincidiam com dias frios. E as mais curtas, com dias quentes.

sol

Um estudante fez uma experiéncia semelhante a descrita no tex-
to, utilizando uma vareta OA de 2 metros de comprimento. No
inicio do inverno, mediu o comprimento da sombra OB, encontran-
do 8 metros. Utilizou, para representar sua experiéncia, um sistema
de coordenadas cartesianas, no qual o eixo das ordenadas (y) e o
eixo das abscissas (x) continham, respectivamente, os segmentos
de reta que representavam a vareta e a sombra que ela determi-
nava no chao. Esse estudante pdde, assim, escrever a seguinte
equacao da reta que contém o segmento AB:

a) y=8 —4x. C) x=8—4y
b) x =6 — 3y. d) y=6—3x
As coordenadas de Ae Bsao A(0,2) e B(8, 0). Entdo:

| x y 1

0 2 1|=0=+8y-16=0=x=8—4y

g8 0 1

Resposta: alternativa c.

50 1

20

______

L

50

T
1

vareta

camprimento da
saombra ao meio-diz

Inicio do COutono ou Iniciodo
verao (sombra primavera inverno (sambra
mais curta) mais longa)

Adaptado de: Revista Galileu, janeiro de 2001.
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23. (Ufes) Numa regiao plana e horizontal, um jovem encontra-se em um ponto J distante 30 metros de um cavalo que
esta em um ponto C. Um fumante encontra-se em um ponto F distante 20 metros do ponto C. A distancia do pon-
to J & reta que passa pelos pontos C e F mede 15v/3 cm.

A distancia, em metros, entre o jovem e o fumante é:

a) 9+/3. b) 8+/5. c) 10/5. d) 106 . e) 10v7.

(30 = (15v3)° + 2 =900 = 675 + x> = x = 15
P = (5P + (15¥3)" = JF = 25 + 675 = JF = 700 = JF = 107

Resposta: alternativa e,

24. (Uesc-BA) Os pontos A, B, Ce D representam, no sistema de coordenadas Ly
cartesianas, a localizacao de quatro cidades, e a poligonal ABCD repre-
senta a trajetoria de um automovel que vai de A até D, passando por B
e C. Sabe-se que B é o ponto médio do segmento AC, cuja reta-suporte . 8
ér.y =—3(x — 1), e que a reta-suporte do segmento AD faz com o 1350
eixo das abscissas um angulo # = 135°. Com base nessas informacoes, ol o
pode-se concluir que a distancia de A até D é dada por um numero:

01) divisivel por 20. 03) divisor de 20. 05) irracional.
02) divisivel por 12. 04) divisor de 12.

Do texto, temos:

Ry =— V3(x — 1)

Portanto, B(0, 3 ).

Como B é ponto médio de AC, temos y, = 2 i3 .
Assim, h = 243 .

Da figura, temos:

PR . AN TR ST ..

AD J2 AD J2

Resposta: alternativa 05.

=2 \-'IE
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25. (Furg-RS) Dada uma reta r cuja equacao é y = —x + 4, seja s uma reta que nao intercepta r e passa pelo ponto
(3, —1). Entao, a equacao da reta s é dada por:

a)y=2x-1. b) y=x—4. C]y==22% F+ 5 d) y= —3x + 8. e} y=—x+2.
(r):y=—-x+4
Se s ndo intercepta r,entaor//se(s):y=—x + k.

Como (3, —1) € 5, temos:
1==-3+k=k=2

Logo, (s):y = —x + 2.

Resposta: alternativa e.

26. (Ufam) Considere as equacoes:

. 2% = p—5=10 I.5x + 2y +4=0 H.5x —2y +4=0 V.4x -2y +7=0
Qual das afirmacoes é verdadeira?
a) Il e lll representam retas coincidentes. d) | eV representam retas paralelas.
b) I e lll representam retas perpendiculares. e) lelll representam retas paralelas.
c) Il e lll representam retas paralelas.
Condicio de retas coincidentes: - = 21 = &

: a; b, c;

« Vamos verificar se Il e lll s3o coincidentes:

| P O )

5 —2 4

i e S

1 1
Logo, ndo sao coincidentes.

« Vamos verificar se | e lll sao retas perpendiculares: m, - m;; = —1.
m, = E = 2
b

oy = =

Il 2

Portanto,m,-m,;; =5+ —1.
Logo, ndo sao perpendiculares.
» Vamos verificar se Il e lll s3o retas paralelas: my,; = my,.
il et
my F E
iy = i

2

Portanto, m, &= my,.
Logo, nao sao paralelas.
« Vamos verificar se | e IV sdo paralelas: m, = m,.
=2
iy = .
Logo, sao paralelas.
» Vamos verificar se | e lll s3o paralelas: m, = my,.
m =2
My = =
2
Portanto, m, # my,.
Logo, ndo sao paralelas.

Resposta: alternativa d.
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GEOMETRIA ANALITICA: A CIRCUNFERENCIA

Defini¢ao Equagdo reduzida da circunferéncia
Uma circunferéncia com centro O(a, b) (x —a)* + (y — b)* = r*

e raio r € o conjunto de todos os pontos _ . L
P(x, y) do plano equidistante de 0,ou Equacao geral da circunferéncia

seja: xX*4+yt—2ax—2by+ (@ +b2—r)=0

Posicoes relativas entre Ponto pertence a circunferéncia
ponto e circunferéncia

P

dPCO)=rox-a+(y-b'=rreox-a’+(y-b'-r=0

Ponto interno a circunferéncia

diEel=r={x - af iy bi=rfrecile aF il b <l

Ponto externo a circunferéncia

dPC)>rex—al+{y-b>rPex-af+(y-b*-r>0




Posicoes relativas entre Reta secante a circunferéncia Reta exterior a circunferéncia
reta e circunferéncia t

dlo,f)<r do,t)=r

Reta tangente a circunferéncia

PosicoOes relativas de Secantes Externas

duas circunferéncias | .

—nl<dlG,G)<n+n dlG,G)>n+r

Tangentes externas Internas

dG.G)=n+r d(G, G) < |f'1 = le

Tangentes internas Concéntricas

d(G, G) = In — 12 G=G,d(G,C) =0




Exercicios

s

(PUC-RS) Trés dardos sao jogados em um plano car-
tesiano e acertam uma circunferéncia de equacao
(x —9)? + (y + 4)* = 25. Um quarto dardo é jogado
e acerta o centro desta circunferéncia. Entao, as
coordenadas do ultimo dardo sao:

a) (—3,2). c) (9, —4).
b) (3, -2). d) (-9, 4)
Seja, P(xo, o) 0 centro da circunferéncia dada. Entdo, x; = 9e
Yo = —4,

Logo, C(9, —4).

Resposta: alternativa c.

e) (=5, —5).

2. (UFRR) Qual é o volume de uma esfera que possui

circulo maximo no plano xy descrito pela equacao
x=22+(y-1)=1

1 4

a) —m ) —m e)
3 3

b) i d) L.
4 4

Da equacao da circunferéncia, temos:

“R.=1

V=Rt v= %w

Resposta: alternativa c.
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3. (PUC-RS) A distancia entre o centro da circunferéncia

de equacdo (x — 2)* + (y + 5)° = 9 e a reta de equacao
2y +5x=06é:

a) —b. c) 2. e) 9.
b) O. d) s.
Da equacao da circunferéncia, temos: C(2, —5). Assim:
|15-2 — 5-3
d..= =0
' V29

Resposta: alternativa b.

. (UFSJ-MG) No plano cartesiano, a reta de equacao

2y = x + 2 intercepta o eixo y no ponto C. Aequacado
da circunferéncia que tem centro em C e raio 2 é:

a)x*+y —-2x-3=0.

b) x* +y*—2y—3=0.

o xXX+y*+2y—3=0.

d) x* +y*+2x—3=0.

Se x = 0, entao:

y=1l=y=1

Logo, C(0, ).

Portanto:

+ly-10=4=2x+y-+1=4=22+y -ly-3=0

Resposta: alternativa b.



5. (UFPR) Qual das seguintes retas passa pelo centro da

circunferénciax* + y* + 4y — 3 = 0?

a)x+2y=4 d) x — 5y = -2
b) 5x —y =2 e) 2x+y=17
) x+y=0

Obtendo o centro:

XX+ +dy+a4=3+4=x+(y+2)*=17
Logo, C(0, —2).

Resposta: alternativa a.

6. (Uece) O centro da circunferéncia x> + 2x + y* =1

pertence a reta r e esta reta é perpendicular a reta
x + y = 8. Um ponto pertencente a reta r € o ponto:

a) (3, 5). q (3, 4).
b) (2, 4). d) (5, —5).

Obtendo o centro C da circunferéncia:
X+x+1+y=1+1=2k+1P+y =2

Logo, C(—1,0).

Sejasaretax + y=8.Entao,m; = —1.ComosLr.temosm,=1.
Mas,r:y = a + be como C pertence a reta, temos:
O0=-1+b=b=1

Logo, r: y = x + 1e os pontos (x, x + 1) pertencem a reta.

Resposta: alternativa c.

Ty

(Uespi) Suponha que x e y sao reais e satisfazem
x* + y* = 6x + 6y — 10. Qual o valor maximo de x + y?
a) 6 b) 7 c) 8 d) 9 e) 10
X+6x+9+)y —6y+9=-10+9+9=
=x-3F+(y—3)=8

logo, (3,3)er =8 .

Se k for o valor maximo de x + y,entdo x + y = k & uma reta que
tangencia a circunferéncia dada. Nessas condicoes a distancia do
centro a reta € o raio:

¥ Lk e =6—k=+v8 -2 =26—k=4=

II‘|..:'_-|:-|
b—k=4= k=2
= ou
6—k=—-4=k=10

Assim, x + y maximo é 10.

Resposta: alternativa e.

(EsPCEx-SP) O ponto da circunferéncia

x* + y* + 2x + 6y + 1= 0 que tem ordenada maxi-
ma é:

a) (0, —6).

b) (-1, —3). d) (2,3)

x+1P+y+3)=—1+1+9=(x+1P+(y+30=9
Logo, C(—1, —3)er=13.

Adicionando-se o valor do raio 4 ordenada do centro, temos (-1, 0).

q (-1,0). e) (2, -3)

(—1.0)

Resposta: alternativa c.
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9. (Fatec-SP) A area do quadrilatero determinado pelos 1. (FGV-SP) No plano cartesiano, a reta de equacao

pontos de interseccao da circunferéncia de equacao x = k tangencia a circunferéncia de equacao

(x + 3)* + (y — 3)* = 10 com os eixos coordenados, (x — 2)* + (y — 3)* = 1. Os valores de k sao:

em unidades de area, é igual a: a) —2ouO. c) Oou 2. e) 2 ou 4.
a) 4. c) 8. e) 12. b) —1oul. d) Tou 3.

h) 6. d} 10. As retas do tipo x = k sao verticais. A circunferéncia dada tem

centro (2, 3) e raio 1. Assim:
« Para x = 0 temos:

(y —3F=1=2y—-3=x1=y=4ey=2
'FEFEJJF:'DIEITICIS:

(x +3)=1=x+3=Fx1=x=-2ex=—4 J
Logo: (1,3) (3,3)

A= ':4 - 2; —~A=8-2=A=6ua.

Resposta: alternativa b.

A reta vertical que passa por (1,3) e x = 1e a que passa por (3,3) é
x =3,
Resposta: alternativa d.

10. (IFMG) O lado do quadrado circunscrito a circunferén- 12. (UEL-PR) Determine a equacdo da circunferéncia cen-
ciade equacdox’ + y* —4x —5=0é: trada no vértice da parabola y = x> — 6x + 8 e que
a) 3. b) 4. c) 5. d) 6. passa pelos pontos em que a parabola corta o eixo x.

Pty -ax-5=0=(k-21+y=9 8] b=+ =4 =14
Logo, C(2,0)er = 3. b) (x =32+ (y+1)*=2
gl o= lp—3)*=37
d) (x+ 12+ (y—3P2=+2
e) (x—22+(y—37=4

Da parabola temos:

(yv = =1

l|..-:"i"l,-' = 3
£f=2-3=6 Logo, o centro da circunferéncia é (3, —1).
Resposta: alternativa d. Para y = 0, temos:

W—6x+8=0=x"=d4ex =2

Assim, a circunferéncia (x — 3)* + (y + 1)* = r* passa por (4,0) e
(2, 0). Portanto:

4-3F+0+WW=r=r=2
Logo,(x =3\ + (y + 1)’ =2
Resposta: alternativa b.
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13. (FGV-SP) Considere a circunferéncia de equacao 14. (UFTM-MG) Sabe-se que M, ponto médio do segmen-

x* — y* = 7. A quantidade de pontos (x, y) de coor- to AB, é centro de uma circunferéncia que passa pela
denadas inteiras que estao no interior dessa cir- origem (0, 0). Sendo A(—1, 4) e B(5, 2), conclui-se que
cunferéncia é: o raio dessa circunferéncia é igual a:

a) 25. b)21. <14 d7 e) 28. a) 45 ) 44/2. e) V13
Comor =7 e+f7 < 3, os valores inteiros contidos em cada eixo b] 3@, d} Jﬁ

sao —2,-1,0,1, 2.

A 'Y 1 LR I M » .
Logo, 25 pares (x, y) sao formados com esses valores. Como Xa e ym = 3, temos M(2,3)

Entretanto, 4 deles (-2, —2),(—2,2),(2, —2), (2, 2) estdo no Entao: b
exterior da circunferéncia. 0-2P+{0-3)V==2r'=4+9=r=13=r=+13
Portanto, 21 pares estao no interior dela. Resposta: alternativa e.

Resposta: alternativa b.

15. (Unifran-RS) Considere o triangulo de vértices A(1, 4), B(0, 2) e C(6, 2) e a circunferéncia de centroem Ce cujoraio é a
metade do lado BC. A equacao da reta que passa por A e pelo ponto da circunferéncia que tem a maior ordenada é:

a) y=x+4, b) y = 0,2x + 3,8. ) y=2x+4. d y=x+338. e) y=02x + 4.
dsc=(6— 00+ (2+ 2 =dsc =6

Entdo, r = 3.

Assim, C(6, 2).

Logo, o ponto de maior coordenada sera (6, 5). Portanto, a equacao da reta pedida é:

X y 1
1 4 1|=0=—x+5y—19=0=5y=x+19=y=02x+38
(&) 2 1

Resposta: alternativa b.
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16. (UFU-MG) Iniumeras pinturas e desenhos em tela fazem uso de sobre-
posicao de formas circulares, conforme ilustra a figura ao lado.
Para a representacao grafica desses trabalhos artisticos, faz-se neces-
saria a determinacao de elementos geomeétricos associados. Suponha
que, relativamente a um sistema de coordenadas cartesianas x0Oy,
duas circunferéncias, presentes no desenho, sejam dadas pelas equa-
¢oesx’+y*—6y+5=0ex*+y*—6x—2y = —6.
Assim sendo, a reta que passa pelos centros dessas circunferéncias
pode ser representada pela equacao:

a) 2x + 3y =9. ) x+2y=4

b) 2x + 3y = —9. d) x+2y= -4

Apx® + (y - 3) = 4-G(0,3) Pinturas circulares. Robert Delaunay.

At (x = 3) + (y — 1) = 4 - G(0,3) Disponivel em: cwww.google.com.brz.

Logo, a reta que passa por Gy e C; é: Acessoem: 19 jul. 2002,
X y 1

A

1 |=0=x+3y—9=0=2x+3y=5
3 1 1

Resposta: alternativa a.

17. (ESPM-SP) No plano cartesiano de origem O, a reta de equacdo 2x + y — 10 = 0 intercepta a circunferéncia de
equacdo x* + y* = 25 nos pontos A e B. A area do tridangulo OAB é igual a:

a) 10. b) 12. c) 8. d) 5. e) 15.

X+ y=1M=y=10—-2x
Substituindo na equacao da circunferéncia, temos:
X+(0-2%P=25=x"+100—40x + 4’ =25=5x —40x + 15 =0=x'—8x+15=0=x"=5ex" =3
« Para x' = 5, vem:
y=10-10=0
Portanto, (5, 0).

« Para x" = 3, vem:

y=10-6=4
Portanto, (3, 4).
Logo:
'I 0 0 1 ;
ﬁ‘-‘l——z" 5 3 1 —E'ED|—1DU.3_
3 4 1

Resposta: alternativa a.
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18.

19.

(FGV-SP) No plano cartesiano, o ponto C(2, 3) € o cen-
tro de uma circunferéncia que passa pelo ponto meé-
dio do segmento CP, em que P é o ponto de coorde-
nadas (5, 7). A equacao da circunferéncia é:

a) 4x* + 4y* —16x — 24y + 27 = 0.
b) ¥t +y*—aAx—6y+7=0,
¢} 4x* + 4y* —16x — 24y + 29 = 0.
dy e+ —Ax—~6p+8=0
e) 4x* + 4y* —16x — 24y + 31= 0.

Seja M o ponto médio de CP.Entdo, M |% 5|| .Logo:

g .Il

|IIr - +B-W=rars 2 4= 22

\ 5 .- 4

Mas:

[x — 2} + [y — 3) %Jx“’—dx+d-+y”—6y—9 24—5_:-

=4 —dx+4+y'—6y—9)=25=
16x + 24y + 27 =10

Resposta: alternativa a.

= 4x* — 4y

(UFC-CE) Em um sistema cartesiano de coordenadas,
o valor positivo de b tal que areta y = x + b é tan-
gente ao circulo de equacao x* + y* = 1é:

a) 2. ) V2. e) 3.
1
b} 1. d) ik

y=x+b=x-y+b=0
¥+ y'=1-C(0,00er=1
Como a distancia do centro a reta é o raio, temos:

D e = T ] = T b 2
= - = 1 =5 = — = =1
v+ F

Resposta: alternativa c.

20. (Unir-RO) Uma circunferéncia tem centro (a, b) no pri-

meiro quadrante e raio r tangente aos eixos coorde-
nados. Nessas condicoes, é correto afirmar:

a) a=b. c) a<b. e)a*+ bi=r
b) a > b. d) a’*+ b =r.

Se a circunferéncia é tangente aos dois eixos, temos que:
@—ayf+b-0)=@-0F+b-bf=b=a'=b=a

(a circunferéncia se encontra no primeiro quadrante)

Resposta: alternativa a.

21. (UFSM-RS) A massa utilizada para fazer pastéis fo-

lheados, depois de esticada, é recortada em circulos
(discos) de igual tamanho. Sabendo que a equacao
matematica da circunferéncia que limita o circulo &
x*+ y*—4x — 6y — 36 = 0 e adotando ™ = 3,14, 0
diametro de cada disco e a area da massa utilizada
para confeccionar cada pastel sao, respectivamente:

a) 7e113,04. c) 12e113,04. e) 14 e 153,86.

b) 7 e 153,86. d) 14 e 113,04.
(x— 2+ (y— 3 =49

Entao:

r=4=r=1

Logo, d = 14.

Portanto:
A=mr’=A=314-49 = 153,86

Resposta: alternativa e.
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22. (PUC-RS) Observe o logotipo da Biblioteca Central da PUC-RS a seguir:

A circunferéncia inscrita no quadrado que circunscreve o logotipo tem equacao:

a) ( x—2+(y—-27*=4 Qx—2+ (y—2=8. e) (x+4)°+ (y + 47 =8.
b) (x + 2 + (y + 2> = 4. d)(x+ 2)*+ (y+ 2)°=8.

Da figura temos que r = 2 e C(2, 2). Portanto, a equacao pedida é:

x—2P+(y—2°=4

Resposta: alternativa a.

23. (UFRN) Uma praca, em formato retangular, tem uma fonte luminosa de forma circular no seu centro. Suponha que
as coordenadas dos cantos da praca sejam (0, 0), (40, 0), (O, 60) e (40, 60) e que o raio da circunferéncia da fonte

seja r = 3. Em relacao aos pontos P(22, 32) e Q(17, 29), pode-se afirmar:

a) Pesta fora da fonte e Q esta dentro. c) Pesta dentro da fonte e Q esta fora.
b) P esta dentro da fonte e Q também. d) Pesta forada fonte e Qtambém.

Ssendo C(20,30) e r = 3, temos:
(x — 20)* + [y — 30)* =
Substituindo P, temos:
4+4<9

Portanto, P esta dentro.

Substituinde Q, temos:
9+1>9
Portanto, O esta fora.

Resposta: alternativa c.
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24. (UFSM-RS) A construcao da cobertura de um palanque usado na campanha politica,
para o012 turno das eleicoes passadas, foi realizada conforme a figura ao lado. Para fixa-
cao da lona sobre a estrutura de anéis, foram usados rebites assim dispostos: 4 no pri-

meiro anel, 16 no segundo, 64 no terceiro e assim sucessivamente.
Se, no plano cartesiano, a equacao da circunferéncia externa do anel externo da figu-
raé x> + y* — 12x + 8y + 43 = 0, entao o centro e o raio dessa circunferéncia sao,

respectivamente:

a) (6, —4) e 3. c) (6, —4)e9. e) (6,4) e 3.
b) (—6,4)e9. d) (—6,4)e3.

X —12x+36+ ) +8y+16=-42+36+16=>(x— 6+ (y +4) =9

Logo, C(6, —4)er = 3.

Resposta: alternativa a.

25. (UFSM-RS) Um terreno retangular que mede 30 m na frente e nos fundos e 40 m nas laterais esta sendo preparado
para receber uma feira de produtos organicos. Inicialmente o terreno foi cercado por muros, e a unica entrada € um
portao com 10 m de largura localizado numa das extremidades de sua frente. A fim de viabilizar e organizar o tra-
fego de pessoas e mercadorias, decidiu-se demarcar, no terreno, uma circunferéncia e duas retas perpendiculares.
A circunferéncia tem raio 7 m, e seu centro esta situado a 15 m da frente do terreno e a 10 m da lateral imediata-
mente proxima ao portao de entrada. As duas retas passam pelo centro da circunferéncia, e uma delas se inicia no
ponto médio do vao do portao. Considerando o terreno perfeitamente plano, desprezando as espessuras dos
muros e do portao e sabendo que cada unidade dos eixos corresponde a 1 m, identifique, no plano cartesiano, a
figura que melhor representa o terreno com a circunferéncia e as retas nele demarcadas.

a) 4 b) ) d]f e 4

40 40 40 40 40

15 1--- L -

10 1

-

P

& 45 30 10 20 30

10 25 30
O centro da circunferéncia esta a 15 m do portao de 10 m de largura, com uma das retas perpendiculares passando pelo ponto medio do portao

e pelo centro da circunferéncia.

Resposta: alternativa a.
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26. (Ufpel-RS) No chamado meio ambiente urbano, as pracas publicas
sao bens de uso comum, contribuindo para o embelezamento das
cidades, auxiliando sobremaneira na melhoria das condicoes sanita-
rias e higiénicas dos nucleos urbanos e promovendo o intercambio
social e cultural. Na figura ao lado, observa-se que algumas ruas atra-
vessam a praca, outras atangenciam em um unico ponto e outras nem
passam por ela. Considere uma praca circular delimitada por uma cir-
cunferéncia de equacao x* + y* — 4x + 8y — 16 = 0 e uma das ruas
representada pela equacao 4x + 3y — 4 = 0. De acordo com o texto e
seus conhecimentos, é correto afirmar que a rua representada pela
equacao acima:

a) tangencia a praca no ponto A(2, —4). d) tangencia a praca no ponto A(—2, 4).
b) tangencia a praca no ponto A(—4, 8). e) atravessa a praca.
) nao atravessa a praca.

Da equacao da circunferéncia, obtemos:
(x— 2+ (y + 4)* = 36
Logo, C(2, —4)er = 6.

A distancia do centro (2, —4) a reta dada é;

|4 -2+ 3(—4) - 4| _u_i—'l,ﬁ
Va2 +(-3)? 5

—8
25
Como 1,6 < 6, a reta atravessa a praca.

Resposta: alternativa e.

27. (Unicamp-SP) A figura ao lado apresenta parte do mapa de uma cidade, \y PO

no qual estao identificadas a catedral, a prefeitura e a camara de vere- s e B R S
adores. Observe que o quadriculado nado representa os quarteirdes da 4 WO R N SRR SO SS
cidade, servindo apenas para a localizacao dos pontos e retas no plano A
cartesiano.
Nessa cidade, a Avenida Brasil € formada pelos pontos equidistantes da o JRN S S
catedral e da prefeitura, enquanto a Avenida Juscelino Kubitschek (nao V) O
mostrada no mapa) é formada pelos pontos equidistantes da prefeitura , T
e da camara de vereadores. O ponto de intersecao das avenidas Brasil e i SN R R

, . ] - . catedral |preféitura : ! :
Juscelino Kubitschek pertence a regiao definida por: s T s o

2 2 | ]

2) (x=2)"+(y—8B) =1 c):.x€ 1.3, y € ]4.6[ ——— =
b) (x — 1)+ (y—5° =2 d) x=2,y€[57]

A Av. Juscelino Kubitschek & a mediatriz do segmento prefeitura-camara. O ponto de interseccao das avenidas pertence a reta x = 2, portanto
é do tipo (2, o) e pertence a mediatriz, portanto equidista da prefeitura e da camara. Logo:

R+IF+{a-1=2-5V+(la—-3)V=21+a‘—-2a+1=9+a’'—6at+tI=2da=162a=4

Portanto, o ponto de interseccao é (2, 4).

Logo:
a0+ 4=1(F)
b)1+1=2(V)
c) (F)
d) (F)

Resposta: alternativa b.
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28. (UFSM-RS) Uma luminaria foi instalada no ponto C(-5, 10). Sabe-se que a circunferéncia iluminada por ela é tan-
gente a reta que passa pelos pontos P(30, 5) e Q(—30, —15). O comprimento da linha central do passeio correspon-
dente ao eixo y, que é iluminado por essa luminaria, é:

a) 10 m. b) 20 m. c) 30 m. d) 40 m. e) 50 m.

A reta mencionada é dada por:

X y 1
30 5 1|=0=220x—60y—300=0=x—-3y—15=0
—30 12 1

O raio da circunferéncia é a distancia do centro a reta:

o 118 + (3)-0+15] _|-50| o
i J1+9 ~ Vo 7

Portanto, raio = 5410 .

Assim, a equacao da circunferéncia é:

(x + 5)° + (y — 10)* = 250

Os pontos onde a circunferéncia corta o eixo y (x = 0) sdo:

25+ —20y+ 100 =250 =" — 20y+ 125 =0=y' = 25e )" = —5§
Logo:

» para y' = 25, temos (0, 25)

» para )" = —5,temos (0, —5)

Entao, o comprimento do eixo y “iluminado” é:
d=25—(-5=d=30m

Resposta: alternativa c.

29. (UFCG-PB) Uma piscina na forma circular sera construida em um terreno na forma de 4
um trapézio, segundo o desenho ao lado. Sabe-se que num sistema de coordenadas
em que o ponto O € a origem e o ponto D esta sobre o eixo x, a equacao da reta que
passa pelos pontos Ae Bé 3x — 4y + 6 = 0, com as variaveis x e y medidas em metro.
Dessa maneira, o raio r e o centro C da piscina sao, respectivamente:

6 6 6 3 A

a}r=?mef[?. ?) c) r=09meC(1,1). e}r=1,1meff{?. 1].

6 piscina
b}r=1,2mef(? 1]. d) r=10mec(1,1). \.

O 0

De acordo com os dados, o centro é da forma («, o) e 0 raio é a. Fazendo a distancia do centro a reta dada ser igual ao raio, temos:
3 — oy 4 E|
1';32 - (—4)? =6 — a| =S5«

separa® — a = 0= a = 6,temos:
b-—a=5a=a=1

«para b - a= 0= a=6,temos:
3 i i
-6—a=Sa=a= 3 (nd3o convém)

Resposta: alternativa d.
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30.(UFSM-RS) A equipe de arquitetos e decoradores que fez o projeto de um shopping by
deseja circunscrever uma circunferéncia ao quadrado maior Q,, que possui lado de p B
10 m. Se as coordenadas do centro da circunferéncia forem dadas pelo ponto (10, 8)
e se forem usadas a parede da porta de entrada (x) e a lateral esquerda (y) como

eixos coordenados referenciais, a equacao da circunferéncia sera: ] .
a) X+ y? — 20x — 16y + 139 = 0, d) X2 + 2 — 20x — 16y — 36 = 0.
b) X + y — 20x — 16y + 64 = 0. e) x* + y? — 16x — 20y + 139 = 0. D &
c) X2 + y2 — 20x — 16y + 114 = 0. 10 -

Como C(10, 8), entao:

d= (N2 =2d=102

Logo, r = 5+/2.

Portanto:
(x—10)F+(y—8F=50=x+y—200—16y+114=0

Resposta: alternativa c.

31. (PUC-RS) Uma formiga caminha sobre um plano onde esta localizado um referencial cartesiano. Inicia seu desloca-
mento S em um ponto sobre a curva de equacio x* + y* = 1(x e y em c¢m) na qual esta se movimentando, e NAO
passa por um mesmo ponto mais de uma vez. Entao, S € um numero real tal que:

a) 0=5=<2m b) m=5=2m. 0=S=m d) 0=5<2m e) m=S5<2m.

A formiga se movimenta na circunferéncia e nao passa pelo mesmo ponto duas vezes. Entao:
D0=S<2ur=0=5§<1m
Resposta: alternativa d.
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32. (Insper-SP) Num show de patinacao no gelo, o casal que se apresenta esta ini- by

cialmente sobre o ponto A indicado na figura. Ambos partem de A ao mesmo

tempo, o rapaz sobre a reta de equacao y = 1+ 0,5x e a moca sobre a reta de 7

equacao y = 1+ 2x, os dois no sentido dos valores positivos de x e y. Com ve- 61

locidade maior, o rapaz se desloca sobre a reta até chegar no ponto de tangén- 5

cia de sua trajetoria com a circunferéncia de equacao (x — 5)*+ (y — 6)* = 5. 4

A partir dai, ele passa a patinar sobre o perimetro desta circunferéncia, a cami- 3

nho do ponto em que sua nova trajetoria tangencia a reta sobre a qual patina N

a sua parceira, onde ambos se encontram novamente. Neste plano cartesiano, | 1A

a distancia que foi percorrida pela moca nesta performance foi: : 1 d
a) V3. b) 2+5. c) 35. d) 2v6. e) 3V6. el 2348 e
De acordo com o texto, a moga se desloca até o ponto de tangéncia com a circunferéncia dada. Vamos obter esse ponto:

y= 14 2x(I)

(x = 5P+ (y — 6)2 = 2(l)

Substituindo (1) em (I1), temos:

(' —10x + 25) + (4" — 20x + 25) =5=5x' — 30 + A5 =0=2x' - 6x+9=0=x=Sey=7
Portanto, o ponto é (3,7).

A moca patina de A(0,1) a P(3, 7). Ento:

F=3+6=2d=9+36=d"=45=d =35

Resposta: alternativa c.

33. (Unifor-CE) Considere a circunferéncia de equacao x* + y* — 4x + 3 = 0. Entdo podemos afirmar que uma das retas
que é tangente a circunferéncia e que passa pela origem tem como equacao:

a) y=x. b) y = —x. c}y=%x. d)y=£x. e) y = 2x.

Completando-se os quadrados obtemos a equacao reduzida da circunferéncia:
(x—2P+y'=-3+4=(x-2l+y" =1
Logo, C(2,0)er =1.

Como r passa pela origem, vem:
y=mx=mx—y=0

Logo:
2m -0 — ; i : . e 3
F.l.. I =1=]2m|=vm" +(-1) = 2miP=m+1=4m’=m +1=23m’=1=2m’=— =m= Ot
Jm? + (=1)? 3 3
Portanto, y = \'IITE ou y = —%.

Resposta: alternativa c.
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GEOMETRIA ANALITICA: SECCOES CONICAS

Parabola Elementos

- ponto F: foco da parabola;

- reta d: diretriz da parabols;

« ponto V: vértice da parabolz;

- reta que passa por F, perpendicular a diretriz d: eixo de simetria da parabola;

- medida de FD: parametro da parabola (2¢).

Definicdo
Parabola é o lugar geométrico dos pontos do plano que distam igualmente de uma reta
fixa d, a diretriz, e de um ponto fixo F, nao pertencente a diretriz, o foco.

Equacgoes da parabola com veértice na origem

12 caso 32 caso

x=—c
'

Q—cy) {1k




Parabola Equacodes da parabola com vértice em um ponto qualquer

12 caso 32 caso

[y~ gn) =dacle=~x;) (y — ¥ )} = —4clx — x,)

22 caso 42 caso

d
-

=t

(x —x, ) =4cly — y.)

Elementos

- F; e Fy: focos da elipse; distancia focal igual a 2¢;
« A4, : eixo maior da elipse cuja medida é 2aq;
- B1B; : eixo menor da elipse cuja medida é 2b;

- O: centro da elipse.
Excentricidade da elipse
c
e=0=e<1]
Definicao
Elipse € o lugar geométrico dos pontos de um plano tais que a soma de suas distancias

a dois pontos fixos, F, e F;, denominados focos, seja constante, igual a 2a e maior que a
distancia entre os focos (2a = 2¢).




Equacodes da elipse com centro na origem
12 caso

Equacodes da elipse com centro em um ponto qualquer

12 caso 22 caso

by




Hipérbole Elementos

» F, e Fy: focos da hipérbole; distancia focal igual a 2¢;
« A, e A;: vertices da hipérbole, sendo A\A; = AF, — AiFy = 2a;
+ O: centro da elipse.

Excentricidade da elipse

E=%{E}1,p0i5£‘}ﬂ}

Definicao

Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos P(x, y) de um plano tais que a diferenca
(em modulo) de suas distancias a dois pontos fixos, Fi e F,, é constante (2a < 2c), com
FiF; = 2¢c.

Equacoes da hipérbole com centro na origem

12 caso




Hipérbole

Equacdes da hipérbole com centro em um ponto qualquer

12 caso 22 caso

by Ly

Assintotas da hipérbole




Exercicios

1. (UFPA) A distancia do vértice da parabolay =1— x*areta3x +4y—2=0¢:
1 3 4

2
a) < b) T c) < d) < e) 1.

Do enunciado, temos:
xXX=1-y
Mas a equacao da parabola é da forma:
x' = —4cly - yo)
Logo,
s b %U" Yo)
Assim, V(0, 1).
Vamaos calcular a distancia entre ponto e reta:
13-0 +4-1 - 2]
 J9+ %6

| axg + by + |
-Jﬂ2+-b2

Resposta: alternativa b.

d(P,r) = = d{P, r)

= d(P,r) = %

2 2 2
X+ —qe X+ X

2. (UEPB) Sendo e, e e; as respectivas excentricidades das elipses de equacoes

25 4 25 16
0 quociente entre e; e e, é:
a) g b) g C % d) % e) V21.

Na elipse 1, temos:

A=25=g=5

b=4=b=12

=P +d=25=4+3=2=N=c= 21

Entao:
_ € i
gy = a =8 = —5

Na elipse 2, temos:

a*=25=ag=>5

P=16=2b=4
a=b+=238=16+c=3=9=c=3

Entao:
L
By = T =&y = —
Logo:
V21
E] 5 E] ".I'I'ﬁ
— _:,. —
E2 i o) 3
5

Resposta: alternativa b.
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3. (Uema) A elipse com focos nos pontos F(—4, 0) e F,(0, 4) tem excentricidade e = 0,8. Dessa forma, os pontos
P(x, y) sobre essa curva satisfazem a equacao:

a) X2+ 16y —x—y—25=0. d) 4x* +16y* — xy + 16 = 0.
b) 25x* + 9y* — 225 = 0. e) X*+y’—2x—6y—6=0.
C) 9x* + 25y — 225 = 0.

Sendoc=4ee =028 temos:

c 4
=3 E_:.DJS F—l‘-‘[] 5

Assim:
=P +=225=pV+16=b=9=b=3

Entao:

3 2 ] 2

X" ¥ X ¥y 2

—t+ = =1=m—+=—=1=9x" + 25y — 225=0
a’ h? 25 g y

Resposta: alternativa c.

_ 3 . x =5 cos (i)
4. (UEPB)Set€&EIRei=+—1,asequacdes paramétricas _ representam:
y =isen(t)
a) duas retas paralelas. d) duas retas concorrentes.
b) uma circunferéncia. e) uma hipérbole com centro na origem.

¢) uma parabola com vértice na origem.

x* = 25cos’t

Y

2 = —gan’t

2 i |
2 X Yy

x:-i = }I,.I-?' 25 {__GE.’ 4 EEH;' I = X _Jll.f2 = J5 = > 75 = | {f]ipér‘hcrle com centro na ﬂrigtrﬂ}

Resposta: alternativa e.
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5. (EsPCEx-SP) A representacao no sistema cartesiano /. (Unimontes-MG) As conicas representadas pelas

ortogonal da equacdo 9x* — y* = 36x + 8y — 11 ¢é equacoes x’ + 2y’ =lex’ + y° = 2:
dada por: a) interceptam-se em dois pontos.

a} duas retas concorrentes. b} nao se interceptam_

b) uma circunferéncia. c) interceptam-se em quatro pontos.
c) uma elipse. d) interceptam-se em trés pontos.

d) uma parabola. o

Xyl =2 - (-)

t2yt =1
e) uma hipérbole.

Ox’ =)y’ —36x -8y +N=0=29x-2 - (y+4) =9= yi= -1
2 — 4)2
5 HaN .. S 1 (hipérbole)
1 3 Resposta: alternativa b.
Resposta: alternativa e.

Nao ha valor possivel para y. Logo, as conicas nao se interceptam.

6. (Ibmec-RJ) As equacdes y* — x* + 1= 0, 8. (UEPB) A excentricidade da elipse, denotada por “e”,
'+ x*—1=0ex? — 2x + y> = 0 representam no de equacdo 16(x — 3)* + 25(y — 4)? = 400 é dada por:
lano, respectivamente:
P pECtV | 4& c}e=i. E}E=%.

a) uma elipse, uma hipérbole e uma parabola.

} 5 5

b) uma hipérbole, uma elipse e uma circunferéncia. b) e = 2z e e

c) uma parabola, uma elipse e uma circunferéncia. > 5
)

: ; 16(x —3)* 25y —4) 400
d) uma reta, uma parabola e uma elipse. - 1 Pyt
e) uma hipérbole, uma parabola e uma elipse. -3 (y-4)? 400
- : _
L Y= +1=0=) — x¥ = —1=3 x2 — y* = 1 (hipérbole) 25 16 400
y? Entao:
- ST SR . ; . - O R ;
.2y + x* —1=0=22y + X' =1= 3 x = 1(elipse) il ansk
2 bl=16=b=4
.=+ Yy =0=(0 -+ +y=1=x-1)V+y =1 Fupitd=oBal+td=ul=r=3
(circunferéncia) Entso:
Resposta: alternativa b. € i
= a = E = 5

Resposta: alternativa c.

Geometria analitica: secgdes conicas A



9. (UFCG-PB) Um projétil é lancado do solo e sua trajetoria é descrita por uma parabola y = ax* + bx + ¢, a partir do
lancamento no ponto de abscissa x = 1, onde o solo é representado pelo eixo das abscissas do sistema cartesiano
de coordenadas. O projétil alcanca a sua altura maxima no ponto de coordenadas (2, 2) e atinge o solo no ponto de
abscissa x = 3. Com esses dados, a trajetoria do projetil € descrita pela equacao:

a) y=2x*+ 8x— 6. c) y=x*+ 8x — 6. e) y=—2x*+ 8x— 6.
b) y = 2x*-8x + 6. d) y = —x* + 8x +6.

« Para (1,0), temos:

at+b+c=0

 Para (2, 2), temos:
da+2b+c=12
« Para (3, 0), temos:
9a +3b+c=0
Entao:
a+b+c=0=c=-a—-b{l)
ida+2b+c=2 ()
|~9a +3b+c=0 (1)
Substituindo (1) em (1) e (111), termos:
i'd-u-lb a—b =2 3a +b =2 |—6a — 2b = —4

| — — 4
|9 +3b—a—b = 0 Ba +2b =0 8a +2b =0

da=—-4=a=-2
a+b=2=3-0+b=2=b=8

Logo:
c=—-a—b=c=—6
Portanto, a equacdo éy = —2x’ + 8x — 6.

Resposta: alternativa e.

10. (UEPB) Uma antena parabdlica, interceptada por um plano que contém o centro da antena e o eixo de simetria,
oferece a equacao de uma parabola, dada por y = 12x. Deste modo, a distancia, em metros, do foco da antena ao
vértice da parabola sera de:

a) 12. b) 3. ) 6. d) 24. e) 18.

= dex [
: dex = x=d4c=1RN=¢c=3

¥ =12x |

Logo, a distancia entre o foco e o vértice é de 3 m.

Resposta: alternativa b.
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12. (Vunesp-SP) Suponha que um planeta P descreva uma orbita

(PUC-RS) Existe, em um ponto privilegiado do museu, um jogo de
volei virtual. Ao observar o jogo, percebemos que o trajeto percorrido
pela bola, quando “rebatida”, pode ser determinado por uma funcao
real representada geometricamente por uma parabola. Dentre as
expressoes abaixo, aquela que representa uma parabola é:

a) y*+2+x=0. d) y=2x - 5.
b) y* = 4x* — 2x + 8. e) y = x(x* — 6x + 5).
Q) x*—y*—4=0.
a) Verdadeiro.
Y=—dox=y =-dcx+ )=y = 4'%[-*-"3}_?}’3'*‘"3:{}

b) Falso, pois para ser parabola apenas x ou apenas y pode estar ao quadrado.
c) Falso. Idem a alternativa b.

d) Falso, pois ou x ou y deve estar ao quadrado.

e) Falso, pois x esta elevado ao cubo.

Resposta: alternativa a.

4 ¥y (milhodes de km)

eliptica em torno de uma estrela O, de modo que, consideran- B = (0,5)
do um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, sendo P
a estrela O a origem do sistema, a orbita possa ser descrita -
xg yz E]
aproximadamente pela equacao = =1,comxey o A= (10,0)

100
em milhoes de quildometros. A figura representa a estrela 0, a

orbita descrita pelo planeta e sua posicao no instante em que

A - (figura fora de escala)
o angulo POA mede pE A distancia, em milhoes de km, do

planeta P a estrela O, no instante representado na figura, é:

a) 245, b) 2410 c) 5v2. d) 102 e) 510

Como o angulo POA mede %,Pegtj na bissetriz do 12 quadrante, e portanto é da forma P(¢, ¢). Assim:
i &

= 1= 25x° + 100y = 2500
100

Substituindo P na equacao de elipse, temos:
25/2 +100/2=2500=125¢{=2500= 2 =20= =245

i

Como sen £ - iJentﬁﬂ:
4 2
r |.'_ e . - | fa —
sen = = Ve o243 =2 -d=45 =d= df ; vi . LB
4 o 2 d J2 V2 2

Resposta: alternativa b.

=
X (milhdes de km)

Geometria analitica: secgdes conicas | 19
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13. (Ufla-MG) Uma bolinha de ténis, apos se chocar com o solo, no
ponto O, segue uma trajetéria ao longo de quatro parabolas, como
pode ser observado no grafico. A altura maxima atingida em cada uma

; Y i3 g 2 : .
das parabolas é -y do valor da altura maxima da parabola anterior.

Sabendo-se que as distancias entre os pontos onde a bolinha toca o
solo sdo iguais e que a equacao da primeira parabola é y = —4x* + 8x,
a equacao da quarta parabola é:

27
Q) y= 3= x—6)x—8)

my=—(%ﬁx—mw—m,

a) y =x*—14x + 48.

b) y = —x* — 14x + 48.

Na 12 parabola, temos:
8

Xy = — Ay = =]

2a 2(—4)
cyy=y(1) = —4(12 +8-1=4
Logo, o vértice da parabola é V(1,4).
Assim, temos os vertices:

= da 22 parabola: ¥(3, 3);

* da 32 parabola: V| > 7 J;

+ da 42 parabola: V5, %' .

Achando ¢ na 42 parabola, temos:

6-=acfo- F)as1=2 5=
'- 16 4 27
Entdo, a equacao da 42 parabola é dada por:
) 16 | 27 ) 2 16 16 3
X—=1r)= = Xx"— x + 48 = +1= =X"=-l4x + 48 = -
===~ %6 i 217

Resposta: alternativa c.
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14. (UFPB) Em certo sistema maritimo de navegacao, duas estacoes de radio, lo-
calizadas na costa, nos pontos A e B, transmitem simultaneamente sinais de
radio para qualquer embarcacao que se encontre no mar, na area de alcance ) =
dessas estacoes. Sendo P o ponto onde esta localizada uma embarcacao que '
recebe esses sinais, o computador de bordo da embarcacao calcula a diferen-

15.

ca, PA — PB, das distancias da embarcacao a cada uma das estacoes.

Um navio que estava ancorado no mar recebeu o sinal da estacao localizada
em B e, 120 microssegundos (p.s) depois, recebeu o sinal da estacao localiza-
da em A, conforme a figura ao lado. Considere as estacoes de radio e o pon-
to P onde esse navio estava ancorado como pontos de um plano cartesiano,

Esta:;ﬁﬂ
transmissora 1 -

60 km

transmissora 2 *p

onde a unidade de comprimento é o quilémetro e A(—30, 0) e B(30, 0).

Dados:
+ 15 =10° ps;
- a velocidade do sinal de radio é de 300 000 km/s.

Nesse contexto, € correto afirmar que a hipérbole com focos nos pontos A e B e que contém o ponto P tem como

equacao a expressao:

) X2 . % . 3 x? - % i ) x2 - y? B
324 576 ' 5716 324 ) 289 625 ‘
DR A A N
361 676 ' 676 361 '
y = L Bl ) —3-10° = PA - PB — PA — PB = 36 Logo, a equacao da hipérbole é dada por:
tempo 10-10 ® " 2 : 2
a b’ 324 576
PA—PB=2a=20=36=a=18 g
Resposta: alternativa a.
Comoa = 18, ¢ = 30, temos:

C=a*+ b =900=324+ b = =5T6=hb=24

(UFPB) Um arquiteto fez o projeto de uma praca em formato eliptico, com quadras poliesportivas, um anfiteatro
e alguns quiosques, e desenhou a planta dessa praca em um plano cartesiano, tendo o metro como a unidade
de comprimento. Nos focos da elipse que contorna a praca, estao dois quiosques, representados pelos pontos
A(2, 80) e B(2, —80). Um terceiro quiosque, sobre a elipse, esta representado pelo ponto C(2, —100). Nesse con-

texto, a equacao dessa elipse é:

1. e)

10 000 6 400

e

(x — 2)? 5 (x — 2)° v

3 “g200 10000 " 9 0000 F 62000 "
=21 y’ e—2it y’

b) 3600 " 10000 ~ " 9 3600 6400

lemos:

« Centro (2, 0)

« g =100

« ¢ = 80

Ent3o:

=0 +=10000=9Fp+6400= b= 3600

Assim, podemos determinar a equacao da elipse:

e=mal’ oWl -2 ¥
b* a’ - 3600 10000
Resposta: alternativa b.

.
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16. (Unimontes-MG) Na abertura dos Jogos Olimpicos de 1992, em Bar- i
celona, Antonio Rebollo, o arqueiro que havia ganho uma medalha
de bronze, acendeu a pira olimpica com uma flecha em chamas.
Rebollo atirou a flecha a uma altura de 2 m acima do nivel do solo e
a 30 m de distancia da pira olimpica de 23 m de altura.

nimcnte’2012

{

2dmi

2m

Hm

¥ =

Unimonta/2012

3£Elrr1

60 m

Se ele queria que a flecha alcancasse a altura maxima, exatamente 1 m acima do centro da pira, entao a parabola
descrita pela flecha em chamas tinha a equacao:

PO I
TS 15
11 22
D) Y = — e X+ oo
450 15
A equacio é da forma (x — xg)*
Assim, no ponto (0, 2), temos:
[x — xg)? 4cly — yo) = (0
Logo:
. A 253 | et
(X — 30) 4 ——(y — 24)
Py,

Resposta: alternativa d.

—_ X+ 2.

X -2,

N 22
e 2
() y=—x"——x— 2.
Y~ 450 15
11 22
Jy=——x"+—x+2.
450 15
), entao devemos encontrar ¢ para determina-la.
O ‘:_II.
24) = 900 = 88¢ = ¢ 300 5
' B8 22
- \ . - o Ix 22X g
450(y — 24) = 450y 1Tx° + 660x + 900 = ) a5C . £
450 1

17. (UFRN) Em uma antena parabdlica, os sinais vindos de muito longe, quando incidem

Resposta: alternativa c.
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De acordo com o texto, apenas a alternativa c é correta.

c) so pode tangenciar a parabola em um ponto.

d) tangencia a parabola em dois pontos distintos.

a) intercepta a parabola em pelo menos um ponto.
b) s6 pode interceptar a parabola em um ponto.

em sua superficie, refletem e se concentram no foco F, conforme a figura ao lado.

Com base nesse principio, se C & uma circunferéncia qualquer, com centro no foco F
da parabola, e correto afirmar que a circunferéncia C:



18.

19.

(UFPB) Uma empresa de telefonia celular mapeou
sua area de cobertura em certa cidade, utilizando o
plano cartesiano. Devido as caracteristicas do rele-
vo e do planejamento urbano da cidade, na regiao
exterior a circunferéncia de equacao x* + y* = 81
nao ha recepcao de sinal e, nas demais regioes, a
recepcao do sinal ficou classificada conforme a fi-
gura ao lado.

Nesse contexto, identifique as afirmativas corretas:

LEGENDA

% Recepcao boa

Recepcao media

@ Recepcao ruim

lll. Alocalidade delimitada pela regiao retangular de vértices (4, 6), (4,10), (12,10) e (12, 6) esta parcialmente contida
na regiao de recepcao boa.

.. O ponto (1, 1) esta na regiao de recepcao boa.

Il. O ponto (5, 1) esta na regido de recepc¢ao ruim.

IV. A localidade delimitada pelo quadrado de vértices (1, —1), (-1, —1), (=1, 1) e (1, 1) esta totalmente contida na regiao
de recepcao boa.

V. A localidade delimitada pelo retangulo de vértices (-1, 1), (1, 1), (-1, 8) e (1, 8) possui pontos de recepcao boa,
recepcao media e recepcao ruim.

. Verdadeiro.
1. Falso.
l1l. Falso.
IV. Verdadeiro.
V. Verdadeiro.

Resposta: |, IVe V.

(Uerj) Uma bola de beisebol € lancada de um ponto O e, em seguida, toca o solo nos pontos A e B, conforme repre-
sentado no sistema de eixos ortogonais:

A y(m)

D

0 A 35 B % (m)

Durante sua trajetoria, a bola descreve duas parabolas com vértices C e D. A equacao de uma dessas parabolas
2

& x 2x - & u - - £ =

ey =—"">¢ + R Se a abscissa de D é 35 m, a distancia do ponto O ao ponto B, em metros, é igual a:

a) 38. b) 40. c) 45. d) 50.

Para y = 0, temos:

=0 to O
/_x (ponto O)

x = 30 (ponto A)

0 = x- , ix ?xl- X |2}—t:|
15 5 5V 15 -

Na 22 parabola, o eixo da simetria é x = 35. Como A(30, 0), entao B(40, 0).
Assim, OF = 40.

Resposta: alternativa b.
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NUMEROS COMPLEXOS

Forma algébrica de z
Z = q + bi

Poténcias de i

Parte real de z
Re(z) = a

Parte imaginaria de z
Im(z) = b

Unidade imaginaria i, tal que i? = —1

- i" = iF, em que p é o resto da divisao de n por 4.

Conjugado de um numero complexo (Z)

Sez=a+ bi,entaoz = g — bi.

Operagoes com

numeros complexos
Sejazy=a+ biez; =c+di.

Adicao
Z+z=(@+c)+ (b+di

Subtracao
Z—23=(@—c)+ (b—4d)i

Multiplicacao
Z,+ 23 = (ac — bd) + (ad — be)i

Divisao

zZ 2,2,
3—1 =——.,comz; 70

Z zfz




Representacao
geomeétrica

= L

O ponto P(a, b) é o afixo do numero
complexo z = a + bi.

Forma trigonomeétrica

ou polar de z
z =|Zz|(cos @+ i-sen d)

Interpretacdo geométrica do conjugado

Ay z=(a,b)=a+ bi

' 7={a,—b) =a — bi

Modulo de um numero complexo

Pla, b) ou
, afixodez =g + bi

1z| =Va? + b?

Argumento de z (0)

c056=i e sen @ = b comO0=60=2n
| 2] | Z|

Multiplicacao

2123 =|24|| 22| [cos (8, + 62) + i -sen (8, + 6,)]

Divisao

j—; — 21 [cos (8, — 0,) +i-sen(h; — 6))]
£

Potenciacao (12 formula de De Moivre)
7" = |Z|"[cos (nB) + i - sen (nO)]

Radiciacao (22 formula de De Moivre)

As n raizes enésimas de z sao dadas por:
+ —
wi = 72| (cns & 2kt + /- sen 4 an)
n n
comk=0,12..0—1.




Exercicios

50
; : ; . S e 49 | 50
1. (UFPE) Se @ € um numero real e o nimero complexo 3. (UEG-GO)AsomaS= X I/ =i®+i'+ 2+ . +i%+]
: j=0
a-—> .
T real, qual o valor de a? em que i € um nimero complexo, é igual a:
a-5 S5+i Sa-25i+ai-52 Sa+5-25i+ai a) 1+ b) —i ) 1-i d) i.
5 — i S5+ 5 —jf 26 i'+i*+ i’ + i’ = 0, 0u seja, de i' até i*® a soma é 0, pois é o maior
5a+5 i 25 . divisor de 4 menor que 50. Logo:
= I
26 26 P4+i¥+if=1+i4+(-1)=i
Como o numero a é real, entao a parte imaginaria e igual a zero. Resposta: alternativa d.
Logo:
8=5 wp=a=25
26

Resposta: a = 25.

2. (Unimontes-MG) O valor da poténcia i’" "', onde 4. (UEPB) O valor da expressao
ll.. + =
nelN, é: (2 + 3i)(4 — 2i) + k| s' + i éigual a:
a) iou—i. c) Tou 1. =
b) i. i) =0 a) 13 — 14i. c) 13 + 14i. e) i.
Zn + 1é sempre impar. Assim: b} 14 + 131. d} Tzl
At == L(24+3)(4-20=8-4i+12i+ 6 =14+ 8i
i SO , B5+8 _6+8 1+i 6+6i+8i-8 . _
o M ey C1-i =i 1+i 1+1 - |
Resposta: alternativa a. I, i = 0. 3 = (90 o
Entao:
I+ 1+ =14 +8i—-1+7i—i=13 + 14i

Eespnsta: alternativa c.
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5. (Unifor-CE) Seja z um numero complexo dado por z =

(3 + 4i)- (1 + i)

. Considerando as aproximacoes

(3 — 3i)°

log 2 = 0,30 elog 3 = 0,48, o valorde log |z| é:
a) 0,02. b) 0,04. c) 0,06. d) 04. e) 0,6.
(-1+i)=({(1+)F=0-2+)=0-2i-1P=(-20)=4i"= -
Entao:
,-Bra)(-4) _ 12-16 _6+8 9 _ S4it72 _ it _8 6

(3 — 3i)? 18i 9j 9j 81 81 " g 9
Logo:
o = flﬂ L 36 _ ||'1DD _10
S 1 g1V 8 9
Portanto:

log |z Img% = log10 —2log3 = log|z|=1—-2+0,48 = 0,04

Resposta: alternativa b.

6. (Unimontes-MG) Dados os nimeros complexos

zZ=3+iew=

-, se w € o complexo conjugado

3—1
de w, entao:
a)z=w. 0zZ=w.
b) z = w. d) z =w.
10 3+i 30 + 10i 30 + 10i
W= = NN - = W = — — k= - — - =h
3—i 3+i 9 — j? 10
= W=3 4|
Logo, z = w.

Resposta: alternativa c.

(UFCG-PB) Um ntiimero complexo z é tal que z = a + 3i,
sendo a um numero real. O valor de a para que um

. m +
dos argumentos de z seja 5 sera:

a) 3v3. b) 27. c) 9. d) 3. e) 3.

F

b --------:
f real
a =
sen f = 1 - = FE = - .3... = |z: i
7 2 |2

a 3 a
Cos f = = =2 g=343
|z| 2 6

Resposta: alternativa a.
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8.

2 ]

82

(UFRGS-RS) O argumento do numero complexo z

: ; : . g,
é —, e oseumodulo é 2. Entao, a forma algébrica

6
de z é:
a) —i. ) V3i. e) V3 +i.
b) i. d) V3 —i.
.::=2-|:;1:|c::*51 -isen'—T.]:Z-['Jg_ IL]=ﬁli
6 6 2 '3

Resposta: alternativa e.

X £y
(EsPCEx-SP) Seja o numero complexo z = T ;
|
com x e y reais e i = —1.Se x* + y* = 20, entdo o
modulo de z é igual a:
a) 0. c) g e) 10.
b) 5. d) 4.
XMW I -4 Ix—-Ad+ I - Ay
Y T 37— (4i)2
_ Ix+4y  (3y — 4x)i
25 25
[(3x+ay ¥ (3y —axy¢  [250 + y?)
o "u'[ 25 ]+[ 25 ] T %7
. I|'ﬁ B 245
V25 5

Resposta: alternativa c.

Caderno de estudo

10. (Ifal) O valor da poténcia (1 — i)' é:

a) M. c) —32i. e) 1 - 5i.
b) 5i. d) —50i.
-i=N-iFF=N-2i+PF=N-2i+1F =[-2i)’ = -32i

Resposta: alternativa c.

1. (FGV-SP)Sendoi =+ —1a unidade imaginaria do con-

junto dos nimeros complexos, o valor da expressao
(i+1%—=(1-i)°é:

a) 0. c) —le. e) —16i.
b) 16. d) 16i.

(i + 18 =[(+1°F =[1+2i + ¥P = (2i) = &° = —8i
Analogamente, (i — 1)° = (—2i)* = —8i® = 8i.

Entao:

(i +1)° = (i — ) = —8i —8i = —16i

Resposta: alternativa e.



12. (UFMT) Aimagem do niimero complexo z = 5 + iv/3 é um vértice de um hexagono regular com centro na origem. O
outro vertice desse hexagono, que também esta localizado no primeiro quadrante, € aimagem do numero complexo:

13.

a) 2 +3iV3. b) 1+ 2i/3. ) 2+ 2iV3. d) 1+ 3iv/3. e) 3 + 3iV3.
' | ' T i T | 3 1 f3 5 / il 3 5.3
. sen [ + —| = sen @ cos — + sen — - cos #=>sen [0 + —| = S+ I e senff+ I = e+ ‘J.- =
L i T 3 V3] T 2 2 V3] AT 4T
] v | B3 3v3
= sen |A + —| — -
\ L ¥ 47 24T
Llogo, b = 3+/3.
Il. cos* #=1—sen* @ ‘I—{Eﬁﬁ-} ol B gy B8 o B
2T 4-17 28 28
Logo,a = 1.
Portanto:
z=a+bi=z=1+ 33
Resposta: alternativa d.
LY

(Vunesp-SP) A figura ao lado representa, no plano complexo, um semicirculo de centro na
origem e raio 1. Indique por Re(z), Im(z) e |z| a parte real, a parte imaginaria e o madulo de
um numero complexo z = x + yi, respectivamente, onde i indica a unidade imaginaria. A
unica alternativa que contém as condicoes que descrevem totalmente o subconjunto do
plano que representa a regiao sombreada, incluindo sua fronteira, é:

a) Re(z2)=0,Im(z2) =0ez| =1. d) Imz2)=0e|z| =1.

b) Re(z) =0,Im(z) =0e|z| =1. e) Re(z) =0elz| =1

c) Re(z)=0elz|=1.

Regido destacada z = (x, y),talquex=0ex’ + )y’ =1 |:.x =0eqx’+y? = 'I-] —Re(z)=0elz| =1

Resposta: alternativa e,

NI
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14. (UFPB) Um percurso feito por um atleta, em uma regiao plana, pode ser representado no plano cartesiano por um
segmento de reta AB. Sabendo-se que os pontos A e B sdo as representacdes geométricas dos niumeros complexos

2 + 4i® oo : , :
n="—3_. exn= 4 + 3i, é correto afirmar que esse percurso, em unidades de comprimento, mede:
a) 6. b) 4,5. o e d) 5. e) 6,5.

2 + 4% 2 — 4 2—4i 3+i 10 — 10i §aa
— - = = . - =¥l
g 3 i — 4 3 : = £ 3 | 3 i = £ '|[:=| i |
Pontos no [J|;-JI'I£J cartesiano:
4 |:1J _1}
¥ .E; = {4,3]

Dy, =+(1-4P2+(-1-3) = D,, = /9+16 = D,, =5u.c.

Resposta: alternativa d.

15. (UEM-PR) Seja z = 3(1:05 STW +isen 5—“) um nu- 16. (Unimontes-MG) Se z = 2(::05 % 44 sen%}entén
-
) : [
mero complexo. E correto afirmar que o conjugado o conjugado de z” vale:
dezé: a) —4i. d =2 +/2i.
N _ = 3 :
a) Z =3(1+i3). d)z = = (-1+1V3). b) V2 + 2. BT =2
i 3 : _ . _
b}3=3{1+| 3L Ejf=3[1_'\/3_)- z:—lz[msj-i-iﬁenf-l] — 7' = 4(cos 90° + i sen 90°) =
- 3 _ = 2 =4i=7 = —4i
E} Z= E(dl B I\{lg) Resposta: alternativa a.
z=3(1+i=2 | T B
5 2 2 2 .

Resposta: alternativa b.
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I7. (Cefet-PR) Considere todos os numeros complexos

z=x+ yi. O lugar geomeétrico de todos os numeros
complexos que possuem modulo 1 é dado pela

18. (UEPB) Um nimero complexo z esta escrito na forma

7= (cos 70+ isen76) - (cos 70— isen 76). O valor de
Z"é:

equacao: a) i, c) e e) 2.
a) x> +y’=1. d x+y=1. b) —I. d) 1.
b} x =1. E] X +y2 +1=0. z=(cosTO+ isenTf)(cos7H —isenT0)=

<) y=1 = z=(cos’T0—i*-sen*78) =z = cos’ TH + sen’ 78 =
=Z2=1=2"=1=1
|

Z|=1=4x+ y! =1=3x+y=V=x'+y =1 Resposta: alternativa d.

Resposta: alternativa a.

19. (UFPB) Considere, no plano complexo de Argand-Gauss, um reldgio cujo centro coincide 4
com a origem do plano e que, em determinado instante, a extremidade do ponteiro dos
minutos esta sobre o ponto do plano correspondente ao nimero complexo 2+/3 + i. —
, . ; : : N
Nesse contexto, exatamente cinco minutos apos esse instante, a extremidade desse \‘w | .
ponteiro estara sobre o ponto do plano correspondente ao numero complexo: —¥3 5
a) V3 +1i. ) -1+ 3. e) 1+ /31
b) —v3 —i. d) —1-+3i.
’ { eyl
P=P+\¥3) =4=|z|=2
Como sen 1 = % ecos fl = '_‘vf;'__ entao & = 150°.

Em 5 min, o ponteiro varia 30° no sentido horario. Assim, passamos a ter a seguinte condicdo:

~J20"

|

1 , .3 =
w = 2(cos120° + isen 120°) = w 1[—£ + i iﬂ—J = w=—1++3]
Resposta: alternativa c.
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POLINOMIOS

Definicao
pix)=ax"+a,_x"" 1+
+ ﬂn_gxn_l o T ﬂzxz + g + dp

Polindmio
identicamente nulo

Polindmio cujos coeficientes sao
todos nulos.

Assim, p(x) = a,x" + @y - x" "' +

+ 0y X" 4+ .+ ax + ax + ag
é polindmionulo<=a, =a,-1=
=@p_-2=..=h=m=0ap=0,

ou seja, p(x) =0.

Valor numérico de um
polindmio

O valor numérico de p(x) para x = «
é p(a).

Ilgualdade de polindbmios

p(x) = glx) = pla) = g(a), V @ € C.

Divisao de polindomio

Observacgoes

* Qp, O - 7, p - 2, .-, A3, Gy, Ay SA0 NUMeros complexos denominados coeficientes.
+ n € um numero inteiro positivo ou nulo.

- O maior expoente de x, com coeficiente nao nulo, € o grau do polinémio.

Observacao
Nao se define grau para esse polinémio.

Observacoes

- Se pla) = 0, entdo a é a raiz de p(x).

+ Se @ = 1, 0 valor numérico de p(x) € a soma dos coeficientes.
» Se a = 0, o valor numérico de p(x) é o termo independente.

Observacao

p(x) — g(x) deve ser um polindmio identicamente nulo, assim todos os
coeficientes dos termos de mesmo grau de p(x) e g(x) sao todos iguais.

Método da chave

P [P0, )= bt gt + i

rix) qlx)

Observacodes

» p(x) é o dividendo.

« h(x) é o divisor.

- g(x) é o quociente.

« r(x) é o resto.

- O grau de r(x) deve ser menor do que o grau de h(x) ou r(x) = O.

Divisao por (x — a): dispositivo pratico de Briot-Ruffini

termo constante do coeficientes de x do termo constante do
divisor, com sinal trocado dividendo p(x) dividendo p(x)

coeficientes do resto

quociente

Teorema do resto
O resto da divisao de um polinémio p(x) por (x — a) é p(a).

Teorema de D’Alembert
Um polindmio p(x) é divisivel por (x — a) se, e somente se, a é raiz de p(x), isto &,
pla) = 0.

Teorema do fator

Se ¢ é uma raiz de um polinémio p(x), de grau n = 0, entao (x — c) é um fator de p(x).




EQUACOES POLINOMIAIS OU ALGEBRICAS

Definicao
X"+ 8y X" Tt @y "2+ L+ aax? + ax + ap= 0 (com a, # 0)

Teorema fundamental da Algebra
Toda equacao algébrica p(x) = 0 de grau n (n = 1) possui pelo menos uma raiz complexa (real ou nao).

Decomposicdao em Multiplicidade da raiz

fatores de 12 grau E 0 nimero de vezes que uma mesma raiz aparece.
1vez: raiz simples.

px) = an(x = X)X = Xx5)(x = x3) *..© 2 vezes: raiz dupla ou multiplicidade 2.

+ (x - Xn)s A e s dep(x) 3 vezes: raiz du pla ou multiplicidade 3.
e a, & o coeficiente de x,,. :

n vezes: raiz de multiplicidade n.

Relacoes de Girard Na equagao do 2° grau
ax? + bx + ¢ = alx — x;))(x — x,)
b E

.X1+5m1=n-7;. 'Hﬂﬁ==];

Na equagao do 32 grau

ax® + bx? + cx +d = alx — x)(x — x3) (x — x3)
b

C
R i XX XX R XX T

a

Na equacao do 4° grau
X' Fie Fox tde t e=alx ol 6lx  x)

b
-x1+x1+x3+x4= "?

g
« X1X2 + XiX3 + XXy + XoX3 + XXy + X3Xa = =
d
'Jﬁxﬂ@r+iﬁxyq-Fxp@x44-xﬂﬁx1==_.?;
e

* X1X2X3X4 = 7

Na equacao de grau n

ax"+ a,_x" '+ a,_x""? + .+ a:x* + ax + ap = 0de raizes xy, X2, X3, Xa, ...,

Xn, sao validas as seguintes relacdes de Girard entre as raizes e os coeficientes:

an —

B)Asomadasraizesé:x;+x; + X3+ ..+ X, = — "ﬂ 1
n

B
22) O produto das raizes é: x;Xx3 * ... * X, = (—1) a_ﬂ
n

32) A soma dos produtos das raizes, quando tomadas:
Gn-2

a) duas a duas, é: xx; + XiX3 + ... + Xy 1X, = 5
f

o
b) trés a trés, &: XxiXaXs + XiXoXa + oo + Xp— 32Xy — 1K = — — :

Gn
An—4

c) quatro a quatro, é: x;xaX3Xg + X1XaX3Xs + ... + X 3% — 2Xn - 1Xn = =
n

Raizes complexas nao reais em uma equacao algebrica

Se uma equacao polinomial de coeficientes reais admite como raiz o numero complexo a + bi,com b # 0, entao o
complexo conjugado a — bi também é raiz dessa equacao.




Exercicios

1.

(IFSC) Dada a funcao polinomial f(x) = x* + x* + x +1,
ovalor de f(—3) + f(0) + f( f(—1)) &

a) —20. ] =16 e) 16.
b) —18. d) 20.
fl-3)=-27+9-3+1=-20

fl0) =1

fl==-141-1+1=0
A1) = f0) =1

Entao:
fA-3)+fAO)+AFA-1)=-20+1+1=-18

Resposta: alternativa b.

(UEPB) O polinémio

P(x) = (2x + 1)(2x + 1)*(2x +1)* ... (2x + 1)'°° é de grau:

a) 505. c) 5030.
b) 5 050. d) 5020.

O grau do polindmio sera a soma de todos os expoentes de (2x + 1),
ou seja, a soma de 1até 100, o que forma uma PA de razdo 1. Por
soma dos termos de uma PA, temos:

_ ¢ (1+100)

e) 5000.

5 e {ﬂl +* ﬂn]'”

- 100 =5 =5050

Portanto, o polinémio & de grau 5 050.
Resposta: alternativa b.
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3. (Cefet-PR) Se os polinémios p, r e s sao de graus 2, 3

e 4, respectivamente, pode-se afirmar que o grau de
p+r—s:

a) nao pode ser determinado. d) éiguala9.
b) éigualal. e) éigual a 2.
c) éigual a 4.

Na soma de polinémios, o grau do polindmio formado é igual ao
do polinémio de maior grau dentre os que estao sendo somados.
MNeste caso,p + r — s tem grau 4 (maior grau é o de s).

Resposta: alternativa c.

4. (UFTM-MGQ) Dividindo-se o polindbmio
plx) = 3x* — 2,2 + mx + 1 por (x — 1) ou por (x + 1),
os restos sao iguais. Nesse caso, o valor de m € igual a:

aj —2. c) 1. e) 3.

bjo—; d) 2.

Pelo teorema dos restos, p(1) = p(—1). Entao:
I—2+m+1=34+2-m+i1=22m=4=m=2
Resposta: alternativa d.



5. (FGV-SP) O quociente da divisdo do polinémio

P(x) = (x* +1)*- (x> + 1)’ por um polinémio de grau 2
€ um polinémio de grau:

a) S. c) 13. e) 18.
b) 10. d) 15.
Considere:

« (x*+ 1) = grau 8
« (¥ + 1P = grau 9

Assim:
grauP(x)=8+9=17

Entdo:
grauQ(x) =17 —-2=15

Resposta: alternativa d.

6. (UEL-PR) Nadivisdodo polinémiox* + x> —7x* + x + 9

por x* + 2x + 1 pode-se afirmar que:
a) o quociente é —x* + x + 6.

b) o quociente é x> — x + 6.

¢) oresto da divisao é 15.

d) o resto da divisao € 14x + 15.

e) a divisao é exata, isto é, o resto é 0.

Pelo método da chave:

X+ ¥ — I+ x+ 9 [P+
» - e x! X —x—6
— - 8 + x+ 9
Ff + B3¢+ X
-6f + 2+ 9
r6if + 12x + 9

Td4x + 15

Resposta: alternativa d.

5

8.

(UFRGS-RS) Se 2 é raiz dupla do polindmio
p(x) = 2x* — T + 3x* + 8x — 4, entdo a soma das
outras raizes é:

a) —1. c) 0. e 1.
b) —0,5. d) 0,5.
soma das raizes = x, + x; + 2 + 2 = soma dasraizes = x; + x; + 4
Mas:
)

7
_—_f}+fg+4=‘.-3_x]+}:’2T'ﬂ-:&ﬂ':—x;_a.s—drﬁ
-ﬂr_;

= X1+ X3 = _{],5

Resposta: alternativa b.

(ESPM-SP) O resto da divisdo do polindmio x> — 3x* + 1
pelo polindmio x* — 1é:

a) x—1. c) 2x — 1. e) x — 2.
b) x + 2. d] -2k
Sabendo que:

X —=1=x+1)-(x—-1

vrix)=ax+ b

Temos:

X =3 +1=(x+1):(x—1)-qlx)+ax+b
Entao:

vp(-1)=—-3=—-a+b

cp()=-1=a+b

Logo:
J7tf+ b= —3
| 4 +b=-1

b=—-4=b= -2
a+b==-1=ag-2=-1=a=1
Portanto:

x)=ax+b=rx)=x—-12

Resposta: alternativa e.
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9. (Cesgranrio-R)) Se x* — 2x* + 5x — 4 = 0 tem uma 1. (UFRN) Se 2 € uma raiz de multiplicidade 3 da equacao

raizx =1, entdo as outras duas raizes da equacao sao: x* — 9x° 4+ 30x* — 44x + 24 = 0, entdo seu conjunto
a) complexas nao reais.  d) negativas. solucao e:
b) racionais. e) reais de sinais opostos. a) 1, 2}. c) 12,3 e) 1, 2,3, 4},
c) positivas. b) {1, 3}. d) {1, 2,3}
Como x = 1,entdo o polinémio é divisivel por x — 1. Pela soma das raizes, temos:
a
Por Briot-Ruffini, temos: - H—1 X\t2+2+2=29=x+6=x=3
]

111 -2 5.—-4 Assim, o conjunto solucao é {2, 3}.

11 4; O Resposta: alternativa c.

. 1% /-1
x'—x—d—{}:«x——: =

1+ 15 1—iv15
=X = — X
2 2
Logo, as outras duas raizes sdo complexas nao reais.
Resposta: alternativa a.
10. (PUC-SP) Sabe-se que —1é raiz do polindmio 12. (Furg-RS) O polindmio x* — 7x* + 16x — 12 tem:

— 2 _ . ic rai A . sy

f=x*+ x> — 2x — 2. Asdemais raizes desse polindmio a) uma raiz real com multiplicidade 3.

sa0 NUMeros: : o
b) uma raiz real com multiplicidade 2.

a) irracionais. 3 . s
) ) raizes reais e distintas.

b) nao reais. ;
d) uma raiz complexa.

¢) racionais nao inteiros. ;
e) duas raizes complexas.

d) inteiros positivos. . |
Possiveis raizes reais: {+1: +2: +3: +4. +6: +121.

e) inteiros e opostos entre si. Testando uma a uma, encontramos que 2 é uma das raizes.
5e —1éraiz de f,entdo é divisivel por x + 1. Por Briot-Ruffini, P
temos: 2|11 -7 %.-2
111 -21-2 [1-5 6! ©
10-2,; 0 X=5x+6=0=2x=2ex;=3
—2=0=x=+2 ex=—2 Assim, o polindmio tem uma raiz real com multiplicidade 2.
Portanto, as demais raizes sao irracionais. Resposta: alternativa b.

EESPBHE: alternativa a.
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13. (Unifor-CE) Uma das raizes do polindmio f(x) = x> — 6x* + 5x + k, em que k € R, é igual a soma das outras duas.
Nessas condicoes, & correto afirmar que f é divisivel por:

a) x — 4. bjat:—1; ¢ w2, d) x + 3. &) x + 4
Temos:
" X4 } Xa + X3 = _F?.I._

g

. Jﬁ _ x; -1 x;
Entao:

dy
g
Sendo 3 uma das raizes de fix), temos:

27T—54+15+k=0=k=12

in = = lg=60=2x=13

Entdo, filx) = x° — 6x° + 5x + 12 é divisivel por x — 3.

Por Briot-Ruffini, temos:

3|1 -6 5112
1-3 4.0
¥ —3x—4=0=x;=4ex;=—1

Logo, fix) é divisivel por x — 4.

Resposta: alternativa a.

14. (Uespi) Para qual valor do real k, as raizes da equacao 15. (FEI-SP) A soma das raizes da equacao
x* + 6x* + kx — 10 = 0 s3o termos de uma progressao X —Tx*+2x=08é:
aritmeética? a) 7 b) 3. 0 4. d) 8. e) 0.
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 %
X1t X+ X3=— — =X+ X+ X3=17
Raizes em PA: (x — r, x,x + 1. ‘:‘_'”
Somadasraizesix —r+x+x+r=— ?. TP A .
Entso: |
Ix=-6=x=—12

Sendo —2 uma das raizes, podemos encontrar k:
X +6x+kx—10=0=>-8+24-2%—-10=0=>2k=6=
=K=3

Resposta: alternativa c.

Polinémios e Equagdes polinomiais ou algébricas o1



16. (PUC-MG) No polindmio P(x) = x*> — x* + 4x — 4 uma 17. (ITA-SP) Sendo 1e 1+ 2i raizes da equacao

das raizes é 2i. Entao, a raiz real de P(x) é: X' + ax*+ bx + ¢ = 0,em que g, b, e c s3o niUmeros
a) —2. b) —1. c) 0. d) 1. e) 2. reais, entao:
Se 2i é raiz, entdo —2i também é. a)b+c=4 g b+c=2 e)b+c=0.

Logo, as raizes s30: 2i, —2ier b) b+ c=3. db+c=1

A soma das raizes é: S g : ot !
Se 1+ 2iéraiz,entaol — 2i também é. Pela soma das raizes,

ﬁ+vﬁw¢~—ﬂ;——t}f14ww temos:

g a
n+xaty=——=21+1+2i+1-2i=-a=

Portanto,araizreal e l. 1 . 3 ag

Resposta: alternativa d. =-—-a=3=a= —3

Como x = 1também é raiz da equacao, vem:
1+a4+b4+c=0=21-3+b+c=0=2b+c=2

Resposta: alternativa c.

18. (Uerj) Para fazer uma caixa sem tampa com um Unico pedaco de papelao, utilizou-se um retangulo de 16 cm de
largura por 30 cm de comprimento. De cada um dos quatro cantos desse retangulo foram retirados quadrados de
area idéntica e, depois, foram dobradas para cima as abas resultantes. Determine a medida do lado do maior
quadrado a ser cortado do pedaco de papelao, para que a caixa formada tenha:

a) area lateral de 204 cm?; b) volume de 600 cm’.

a) 230 —2x) x+2(16 —2x) ' x =204 =60x —4x* + 32x — 4%’ — 204 = 0= 8x  —92x + 204 =0=2¢ — 23x+ 51 =0 =
23 = 11

= X = — x = 8,5 (ndo convéem)ex = 3

Assim, a medida a ser cortada e 3 cm.

b) (30 — 2x) - (16 — 2x) - x = 600 = (480 — 60x — 32x + 4x?) - x =600 = 4x° — 92x* + 480x — 600 =0=x° — 23x* + 120x — 150 = 0
Possiveis raizes reais: {£1; £2; £3; £5; 6]
Por tentativa, temos que 5 e raiz. Entao:
511 —23 120,-150

1 -18 EDE 0
: 18 + 24/51

Bx+30=0=x= > =), = 9 4 «.J'ﬁ-—-lﬁ,i{nﬁnﬂervejexg:‘a +51 =185

X

Logo, a medida a ser cortada é {9 ﬂ'ﬁ} cm.

Respostas: a) 3 cm
b) {9 - -J;:ST} cm
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19. (IFMG) Uma fabrica utiliza dois tanques para armazenar combustivel, sendo seus niveis expressos, respecti-
vamente, por:
Hy(t) = 250t* — 190t + 10

H,(t) = 150¢° + 210t + 10, sendo t o tempo em horas.
O nivel de combustivel deles se iguala em t = 0 e também para:
a) t=1,0. b) t =1,5. c) t=20. d) t=25.
lgualando os niveis, temos:
Hy(t) = Hi(t) = 250 — 190t + 10 = 150> + 210t + 10 = 100 — 400t =0=100t({t’ - 4)=0=
(100t =0=t=0
It —4=0=2t=4t=2et,=-2
Portanto, os niveis também se igualam quando t = 2.

Resposta: alternativa c.

20. (Uneb-BA) Em uma maratona de conhecimentos, o vencedor da prova sobre expressoes algébricas encontrou cor-
retamente o resto da divisdo do polinémio x'° + x* + x* +.. + x — 9 por x* — 1. Esse resto é:

01) 5x — 4. 02) 4x + 5. 03) —5x. 04) 9. 05) 0.
Sabendoquex* —1=(x +1) - (x — 1) e que r(x}) = ax + b, temos:
X'+ + X + +x=9=[x+N)-(x—1)-gi(x) +ax+ b
P)=1+1+1+..+1-9=ag+b=1
M-P=1-1+1-.-1-9=—a+b=—-9
Entao:
a+b=1
a4+ b ==9

2b —8=b=—4
a+b=1=a=1+4=a=5
Entao, o resto da divisao por x? — 1sera:
rix) =ax+b=r(x)=5—4

Resposta: alternativa 01.
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21. (Ufac) Numa sala de aula de uma determinada escola, um professor insistia em ensinar Matematica deixando de
fundamentar os conceitos que ali tratava. Dentre algumas “verdades” usadas por ele, listadas nos itens abaixo, qual
é a que nao afronta as propriedades ou definicoes matematicas?

a) O motivo pelo qual V36 = 6 é que 6% = 36.

b) Se a e b sdo numeros reais vale que vab =+a -b.

¢) x> + 2x + 5 é uma funcéao do 22 grau.

d) f(x) = x* + 4x* + 21 é um polinémio de grau 3 e a variavel x pode ser considerada em IR.

e) Uma funcao f é par se, e somente se, seu dominio esta contido em IR e para todo nimero real x temos
fix) = fl=x).

a) Falso, pois v36 = 6, mas 6 = 36e (—6)? = 36.

b) Falso, pois a e b devem ser reais nao negativos.

c) Falso, pois para ser funcao deve haver um y em funcao de x.
d) Verdadeiro.

e) Falso, pois deve especificar que o namero real x esta contido no dominio.

Resposta: alternativa d.

22. (Ufal) Em um evento gastronémico realizado em Maceid, sofisticados chefs da culinaria francesa usaram na elabo-
racao de seus pratos, além de outros ingredientes, cacau, castanha e pequi. Curiosamente foi observado que esses
trés ingredientes |hes foram fornecidos em quantidades que, em quilogramas, eram numericamente iguais as

raizes do polindmio 4x* — 29x* + 55x — 12. Se eles receberam % kg de pequi e, entre os trés ingredientes, a quan-

tidade maior era de castanha, a quantidade de cacau, em quilogramas, era:

a) 15. b) 2. c) 2,5. d) 3. e) 3,5.
) R b e B 1

Se Y é raiz, o polinémio é divisivel por x T,

Assim:

L) 29 55 : 2

1 I4 .ZIE 1
4 —28 48, 0

4x' —28x+48=0=x"-Tx+1R2=0=2x=4ex; =3
Logo, sao 3 kg de cacau.

Resposta: alternativa d.
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23.(Uerj) Para fazer uma caixa, foi utilizado um quadrado de
papelao de espessura desprezivel e 8 dm de lado, do qual

foram recortados e retirados seis quadrados menores de S gjx

lado x. Em seguida, o papelao foi dobrado nas linhas ponti-
lhadas, assumindo a forma de um paralelepipedo retangulo,
de altura x, como mostram os esquemas. Quando x = 2dm,
o volume da caixa € igual a 8 dm®. Determine outro valor de
X para que a caixa tenha volume igual a 8 dm’.

Ja+3x=8=2a=8-3x=a= ~ ;x
Se 2 & uma das raizes, ent3do o polinédmio é divisivel por x — 2.
Ent3o:
8 — ix 5 :
Vix) B_}[ 5 )-(E—Er}-x 8=(32—-8x—12x+3x) - x=8=3x"—20x"+32x—8=0

2|3 -20 32, -8
3 —14 4°' 40
—b + A 14 + 2+/37 7 + /37 7 — /37

I —Mx+4=0=2x= —— = Xy = ———— (nao convém) e x;
2a 5] 3 3

7-37
Resposta: T\ dm.

24. (UEG-GO) Jodo gosta de brincar com nimeros e fazer operacoées com eles. Em determinado momento, ele pensou
em trés numeros naturais e, em relacdo a esses numeros, observou o seguinte:
+ a soma desses numeros é 7;
+ 0 produto deles é §;
- a soma das trés parcelas resultantes dos produtos desses nimeros tomados dois a dois € 14.

Assim, os trés numeros pensados por Jodo sao raizes da equacao:

a) X*=7x*+14x-8=0. c) x> —7x*—14x—8=0.
b) x>+ 7x* — 14x + 8 = 0. d) x* + Tx* —14x — 8 = 0.
Considerando a, b e ¢ raizes, temos:
a+b+c=-2

do
PR PR )

o

a-b+b-c+a-c = ——

Como ay = 1, vem:

& _
Ly

| I —
Iﬂ“

i I '
Ly

Como esses trés numeros sao raizes da equacao, temos:
g’ +tapl +tax+a=0=2x"-Tx"+14x-8=0

Resposta: alternativa a.
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25. (Ufpel-RS) O estudo e o desenvolvimento dos métodos de resolucao de equagoes de graus superiores a 2 tiveram
grande impulso nos séculos XV e XVI, com grupos de matematicos italianos. O primeiro a encontrar um método
para determinar a resolucao de equacoes do 32 grau foi Scipione Del Ferro. Outro matematico italiano, conhecido
como Tartaglia, também desenvolveu um método de resolucao para equacao do 32 grau. As formulas de Tartaglia
s30 as mais célebres da Algebra, sendo conhecidas como férmulas de Cardano.

Considerando o polinémio do 32 grau t* — 4t* + t + 6, é correto afirmar que a soma dos modulos das raizes desse
polindmio é:
a) 4. b5, c) 6. d) 3. e) 1.
Possiveis raizes reais: {*1; £2; =£3; £ 6}
Por tentativa, achamos que 2 é raiz, portanto o polinémio é divisivel por x — 2.
Assim:
2/1-4 1.6
13-2 -3:0

Como resultado da divisao, temos:

¥-2xx—-3=0=2x:=3ex;=—1

Logo, a soma dos modulos das raizes sera:
2|+ ]3| +]-1=2+3+1=6

Resposta: alternativa c.

26. (UFSM-RS) Motoristas de uma determinada cidade que, durante 5 anos, ndo cometeram infracdo de transito serdo
agraciados com um “mimo” que devera ser embalado numa caixa, sem tampa, na forma de um paralelepipedo
regular, construida a partir de uma folha retangular de cartolina de 30 cm de largura e 50 cm de comprimento.
Para isso, sera removido dos cantos da folha um quadrado de lado x cm, e a folha sera dobrada.

O volume, em cm?, dessa caixa é dado pela funcao polinomial V(x) = , Cuja soma S das raizes é
Complete com a alternativa que preenche corretamente as lacunas.

a) 4(x* — 40x? + 375x); 40 d) 4(x® + 80x* — 375x); 60

b) 4(x* + 40x* — 375x); 80 e) 4(x* + 80x* + 375x); 60

c) 4(x*> — 80x? + 375x); 40

Vix) = (30 — 2x) - (50 — 2x) - x = V(x) =(1500 — 60x — 100x + 4x°) - x = V(x) = 4x° — 160x* + 1500x = V(x) = 4(x’ — 40x* + 375x)
A soma das raizes € dada por:

a 40
i+ Xt Xy = —— =Xt X+ X = — =X+ X+ x; =40
ﬂl_-l

Resposta: alternativa a.
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1.

(OBM) O grafico de y = x* — 5x + 9 é rodado 180° em torno da origem. Qual é a equacao da nova curva obtida?
a) y=x>+5x+9 qQy==x*+5x-9 e) y==x—5x—9
b)y=x*—5x—9 dy=-x—5+9

Ao girar o ponto P(x, y) em torno da origem, obtemaos P'(—x, —y).

Assim, para obtermos a equacio da nova paribola basta substituirmos o x por —x e o y por —y na equacao da parabola dada, y = x* — 5x + 9.
Portanto:

y=x-%x+9=-y=(-x-5(-x)+9=y=-x"-5x-9.

Resposta: alternativa e.

2. (OBM) Qual é o menor valor que a expressaox* + 1 + J(y —x)}+4+ J{z = ¥ k]~ J[m —z)* + 9 pode

assumir, sendo x, y e Z reais?

a) 7 b) 13 ) 4 ++109 d) 3+ v2 +J90 e) V149

Considere os pontos 00, 0), X(x, 1), ¥(y, 3), Z(z, 4) e A(10, 7) do plano cartesiano.

A expressao Ixi+1 + ny —x) +4 + \l'[[-? - ¥R +1 4+ «,f{}D — z)* + 9 representa a soma dos comprimentos dos segmentos OX, XY, Y

e ZA, conforme ilustra a figura a seguir:

Vy

X
-—

- '
0| X ¥ z 10
Usando a desigualdade triangular, a expressdo dada é maior ou igual a OA = /10* +7* = /149 . Portanto, o valor minimo da expressao é +149 .

Resposta: alternativa e.
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3. (OBM) Um polinémio p(x) é par quando p(—x) = p(x), para todo x real. Qual & o nimero maximo de solucdes reais
da equacao p(x) = k, sendo p um polinédmio par nao constante com coeficientes nao negativos e k um real fixado?

a) o0 b) 1 c) 2 d) 4 e) n,emque n € o grau de p(x)
Como p(x) é par, temos:

plx) = azx®™ + @35 - 2" "2+ ... + ap® + ap, cOM Gy -3,y G =0

Logo:

« Para x = 0: p € uma funcao crescente de x.
» Para x << 0: p € uma funcao decrescente de x.

Entao, p(x) = k pode ter no maximo duas solugdes (uma nao negativa e outra negativa).

Resposta: alternativa c.

4., (OBM) A soma das raizes reaisde x® + 3x* +3x —1=0¢:
a) -3. b) 1-32. o1 d) ¥2 -1. e) 3.

X+ +Ix—1=0=2+3+3x—14+2=2=2x"+32+3x+1=2=2x+1)P=2=x= {2 -1
Como 2 — 1é a (nica raiz real da equac3o, é também a soma de suas raizes reais.

Resposta: alternativa d.
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5. (OBM) Seja P(x) = d;000x> %% + dy999x' % + @199 7% + ... + ayx + dp. ENt30 G000 + Gr99s + Grggs + ... + dp € igual a:

a) P(0) _: ) c) P(2000) + P(1998) + ... + P(0).
gy L0 +;["” , d) P(0) - P().
Considere:

e P(1) = 0300017 + 019091 %% + Gyoeg]' ™2 + . + a1 + 0 = P(1) = G3000 + Grogs + Dygeg + ... + 07 + Ap

¢ P(—1) = G3000(—1)**° + @1599(—1)""*" + @1905(—1)"*** + .. + &4(—1) + @ = P(1) = G2000 — G1909 + Braes — ... — 1 + Gp
Adici g | {P{'l:l:ﬂ';m +ﬂ'*rggg +E]g.gg+ s +E'|+E|;|
dicionando membro a membro as igualdades R e = e i ™ o~ , obtemos:
P(1) + P(—1)
P“} + P[_“ = 2- {ﬂznnﬂ+ 31 go08 + 99 + o + 3 + ﬂﬂ.}=} ﬂ]mg‘f‘ d1g998 <+ 31 gag + ...+ 3 + dg = 2

Resposta: alternativa b.

e) P(=1) - PQ).

6. (OBM) Sejam a, b, c numeros reais. Prove que pelo menos uma das trés equacoes:

xX*+@—-bx+((b-c)=0
X*+b-cx+(c—a)=0
xX*+c—ax+(@—»b =0
possui solucao real.

Aleatoriamente, suponhamos que as duas primeiras equagoes nao tenham solucao real (outras possibilidades podem ser tratadas de modo

analogo). Portanto, seus discriminantes, A, e A;, sdo negativos, isto é:
A=(a-b)-ab-c)<0

{ﬁz ={b—c) —4ic-a)<0

Adicionando membro a membro as desigualdades, temos:

@—b+b—ciP<4-(b—a)

Como a, b e c sao numeros reais, entao:

O<lga-bP+b-c)<d-{b-a)=4-b-a)=0=4a-b<0

O discriminante A; da terceira equacdo é: A; = (c — a)* — 4(a — b).

Mas:
sfc—a)i=0
«4la—b)<0
Logo:

c—a)i=0=4@-bl=(c-alf=4a-b=(c-a-Ha-b>=0=2A;=>0

. Caderno de estudo



7. (Obmep) Sobre a equacdo 2 007x°* + 2 006x? + 2 005x = 0 é certo afirmar:
a) Nao possui raizes. c) Tem 2 raizes iguais. e) Tem 3 raizes positivas.
b) Tem 3 raizes reais distintas. d) Tem apenas uma raiz real.

Colocando x em evidéncia, temos:
2007 + 2006x* + 2005x =0 =x(2007x* + 2006x + 2005)=0=x=00u2007x*+ 2006x + 2005=0

Considere g = 2 006.

Assim, a equacao 2 007x’ + 2 006x + 2 005 = 0 pode ser escrita:
[@a+1N)x*+ax+{@a-1)=0

A=a*—4a+1) -(g-1N)=a"—4a°+4=-3a"+4

Logo, A << 0, pois para a = 2 006, tem-se:

—-3:2006°+4<0

Portanto, a Unica raiz real da equagao dada é 0.

Resposta: alternativa d.

8. (OCM-PB) No inicio, os numeros complexos nao eram vistos como nameros, mas sim como um artificio algébri-
co util para se resolver equacdes. Descartes, no século XVII, os chamou de nameros imaginarios. Abraham de
Moivre e Euler, no século XVIIl comecaram a estabelecer uma estrutura algébrica para os numeros complexos.
Em particular, Euler denotou i* = —1. Baseado nisso, quantovaleasoma: S =i +i' + i? + i + ... +i*"®

a) 1 b) -1 C) i d) —i e) O
As primeiras quatro poténcias de expoente inteiro e nao negativo de i sao:
«i=1
i'=1
2= —1
i = -
Entao:
C+i'+P+PF=14+1+(-1+(-1)=0
Como as poténcias inteiras e nao negativas de i sdo ciclicas de 4 em 4, se agruparmos as parcelasdasoma § =i’ +i' +i* + i’ + ... + i*"" (de

2 013 parcelas) de 4 em 4, teremos sempre blocos de soma nula.

Como 2013 = 4 - 503 + 1, podemos reescrever a soma S como a soma de 503 blocos de soma 0 mais a parcela i ™, Logo:
(= jeoz _ 1

Eespnﬁta: alternativa a.
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9. (OMRN) Com relacao a equacdo: x* — (J_ +3 + J_)xz ( 6 + 10 +15)x — /30 = 0, podemos afirmar que:
a) possui apenas uma raiz real. d) possui uma raiz real negativa.
b) possui trés raizes reais. e) todas as suas raizes complexas tém maodulo igual a 2.
) nao possui raizes reais.

Considere a, b e ¢ as raizes do polindomio:

px) = — (@ + b + ¢)x* + (ab + ac + bc)x — abc

Entao:

plx) = — (N2 + 43 +5)x + (V6 + 10 +J15)x — 30 =

:p[}—x—{_df_+q"_+u’—_}x—[_x-"_ V3 4245 443 5 —V2 3 5

Logo, as raizes do polindmio p(x) = x* — (V2 + 3 + V5 )x* + (V6 + 10 + +/15)x — +/30 sdo os numeros reais v2,+3 e+/5.

Resposta: alternativa b.

10. (OMRN) Dado f(x) = x* + x* + x* + x + 1, o resto da divisio de f(x*) por f(x) é:
a) 1. b) x> +1. c) Xt +1. d). 5, e) 3.

Considere:
ﬂﬂ‘f]=X4"‘Xa+xz"'-X-I-1=}~f|[x5]=xm+x“*xm-x5—1
Mas temos que:

5
: N -
X+ + X+ x+1=
' ol

) =X XX+ X 1= =N E KN F KO =1+ —T)+5

=x—-1=x-1)-(xX+x+x+x+1)=x-1-flx

Entao;

X0 1= (XP - = (=T KO+ Y= (=) O+ D= (=1 () () = (x— 1) f) - ¢+ 1) (K0 + 1) = fx) - galx),
comgy(x) =(x—1)+ [ +1)+(x+1)
XE—1=(P—-P=( =0 "+ +0)=(x—1)-fx) (0 + % + 1) = flx) - galx), com gs(x) = (x — 1) - (¥ + x° + 1)

XV =1=(xX)-VY=-N)-+NY=(x—-1)-fx) - { + 1) = fix) - galx).com galx} = {x — 1) - {* + 1)

Logo:

JOE) =0 = 1)+ B® = 1)+ (0 = 1) + (¢ = 1)+ 5= flx) - gilx) + fx) - galx) + flx) - galx) + (x = 1) - fx) + 5 =

= flx) - [91{}{.] .~ gd{;:f-}.l_rgiﬁx} F(x _l_}] F5=flx) glx) +5

qix}
Portanto, o resto da divisdo de f{x°) por f{x) é igual a 5.
Resposta: alternativa d.
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11. (OMRN) Seja p(x) um polindmio de grau n, com coeficientes reais, tal que p(k) =

T f_ % parak=0,12,..,n

Determine p(n + 1).
Temos:

- X
=5

Portanto, os nimeros 0,1, 2, ..., n sdo as raizes do polinémio de grau n + 1definido pela relacio g(x) = (x + 1) - p(x) — x.

=x+1)-plx)—x=0

Assim, podemos escrever o polinémio g(x) em sua forma fatorada da seguinte maneira:

gix)=x+1)-plx) —x=a,-(x—0)-(x—1)-(x—2)-...- (x — n),onde a, é o coeficiente dominante (coeficiente do termo de maior grau)
Substituindo x = —1naidentidade(x +1)-p(x) —x=a,-(x —0) - (x = 1) - (x — 2) - ... - (x — n), temos:

1 N l‘_-l}ﬂ+'l

1=a,-(-0)-(-2)- .- [-(n+ V] =a,-(-"""-(n+ Y =a,=

(=) (n+ ) (n+ !
Finalmente, fazendo x = n + 1naidentidade: (x + 1) - p(x) ~x=a,- (x —0) - (x = 1) - {x — 2) - ... (x — n), obtemos:
{r.l+1]-p[n+1]-(ﬂ+1}=—£{:n-]3~;—:j}--[n+1]-r.'-(nFr'r}-...-1f1;‘-[ﬂ+1]-p[n+1]— [n+1]=~%il_]|-;:j—;--[n+1]!::~
= pln+7) = 22
Resposta: p(n + 1) = A 1;_5?11]”“ :

12. (OMRN) Sejam a, B e ynumeros reais taisque o’ + pa+q=0; B>+ pB+qg=0e v + py+ g = 0,0ondep, g sao

numeros reais. Mostreque a + B+ y= 0.

Os nimeros a, B e ysao as raizes da equacao x* + px + g = 0.

Portanto, pelas relacoes de Girard, temos que a« + g+ ¥ = 0.




13. (OPM-SP) Num jogo, pontos sao ganhos somando-se os valores obtidos ao se jogarem
dois dados em forma de tetraedro regular, cujas faces sao numeradas 1,2,3e 4.0
valor obtido é aquele que esta na face voltada para baixo. Observe a figura ao lado.

a) Desenvolva: (x' + x2 + x* + x*) - (x' + X2 + x° + X°).

b) Mostre que o numero de maneiras de se obter n pontos utilizando estes dados é igual
ao coeficiente de x" no desenvolvimento de (x' + x* + x> + x*) - (x' + x* + x* + XY).
Por exemplo, o coeficiente de x° é 3 e ha trés maneiras distintas de se obter 6 pon-
tos:24+4;34+ 3244+ 2

c) Por defeito de fabricacao, um jogo veio com um dado numerado 1, 2,2 e 3 eooutro, 1, 3, 3 e 5. Ao receber o jogo
para substituicao, o dono da fabrica, que era matematico, argumentou que o jogo nao mudaria mesmo utilizan-
do os dados defeituosos, isto &, que o numero de maneiras de se obter n pontos, 2 = n = 8, com os dados defei-
tuosos e com os dados normais era o mesmo. Ele tinha razao? Expligue.

a) (X + X2+ + X)W+ )= T3 A+ I+ 28+ ¥

b) Quando efetuamos a multiplicacao (x' + x* + x° + x*) - (x' + x> + x* + x*), obtemos parcelas do tipox' - x' = x/ '
Assim, o coeficiente de x" representa o nimero de maneiras distintas de obtermos o termo x", ou seja:

X '=x"=j+i=n

Por isso o coeficiente do x" corresponde ao numero de maneiras distintas de se obter n pontos utilizando os dados oferecidos pelo
enunciado.

c) Para os dados defeituosos o polinémioseria(x' + x* + x* + x*) - (X' + x* + X + x*) =x" + 2x" + 3x® + 4x° + 3x* + 2x° + x', 0 mesmo
polinédmio obtide a partir dos dados "normais” (conforme o item a).

Como os coeficientes destes polindmios representam o numero de maneiras de se obter n pontos utilizando os dados, temos que no jogo
com os dados defeituosos o nimero de maneiras de se obter n pontos, 2 = n = 8, é o mesmo que o numero de maneiras de se obter
n pontos com os dados normais.

14. (OPM-PB) Determine todos os polindbmios p(x) que satisfazem as seguintes condicdes:
.. p(0) = 0;

. p(°" + 1) = [p(x)]*°" + 1, para todo x € R.

Considere p o polinémio procurado. Logo:

«Parax =0:p(0°™ + 1) = [p{O)F" +1=2p() =0*" + 1= p(1) =1

sParax=1p(MP "+ 1) =[pMF" +1=p2) =17"+1=p(2) =2

s Parax = 2:p(22%" + 1) = [p()P " + 1= p(2) = 22M" + 1= p(227 + 1) = 220" 41

« Parax = EL‘ o -l:lﬂ{l:zﬂ,"ﬂ g 1}.’-!3'1 + -I} s |’P|:2" om + 1}]3‘3‘-1 4+ = ,t:l{l[f on -I}?'II"1 4+ -I‘J - {E?UT 4 -|:|2' omn 1

Prosseguindo dessa mesma forma iremos obter uma lista infinita de nidmeros complexos « tais que p(a) = «. Mas, definindo o polinémio f por
fix) = plx) — x, temos que todos 0s nameros « dessa lista infinita sao zeros do polinomio f.

Assim, o polinémio f possuira infinitos zeros reais, desde que seja identicamente nulo, uma vez que um polinémio que nao é identicamente
nulo possui uma quantidade finita de raizes. Logo:

fiX)=0=px)—x=0=px)=x,VxEC
Portanto, o Unico polinémio p que cumpre as condicoes impostas pelo enunciado é o polinémio p(x) = x.
Resposta: p(x) = x.
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15. (Omerj) Quantas raizes reais possui a equacdo x” — 5x°> + 1= 0?
Considerando x° = y, temos:
Yy —5+1=0
Mas o polinémio p(y) = y* — Sy + 1 = 0 é tal que:
sp(—3)<0ep(—-2)=0
»p(0) =1ep(l) =0
«p(2) <<0ep(3) =0

Portanto, pelo teorema de Bolzano, o polindmio p possui uma raiz real em cada um dos intervalos, ou seja, existem trés valores de y para os

quais y® — 5y +1=0.

Como x° = y, para valor de y podemos, entado, determinar um unico valor real de x (e dois valores complexos nao reais).

Resposta: 3 raizes reais.

16. (OMRS)

a) Mostre que o grafico cartesiano da funcaoy = x + L (definida para x = 0) nao tem nenhum ponto com

X
ordenada < 2.

b) Deduza do item anterior que, para quaisquer numeros reais positivos (a, b, ¢, d, e), vale:

l“ + ab) + i“ + bc) +l(1 + ac) +l(1 + de) + l(1 + de) =10.
a b c d e

a) Como x = 0, temos que:
- i = [}
X
» Para numeros reais positivos a média aritmética é sempre maior ou igual que a média geométrica.

Logo:
1

..:":"'
. =in P
P X X

_ . - .
Portanto, quando x > 0 a fungaoy = x + i nao possui nenhum ponto de ordenada menor que 2.

b) Considere:

'iﬂlﬁ'b]=ilb -iﬂ:-mr]l=l~a -l{l-dE}=ilﬂ'
a a c c - o
1 1 1 1

e —(1+b)=—+ e —(1+de)=— +
b{ c) ol d{ e) -t

Adicionando membro a membro as cinco igualdades acima, obtemos:
1 1
C d 3

i{‘l—.—ab]l—l[‘l+bc}+l{1+ﬂc}+l{‘l+dE‘]-5-l|[‘t+d-E*}———b+—+c+l+a+l+e+i—d—
a b c d e a b

=('i.ﬂ].{%.b]|[i-r;']|%|d]:[%;e):azlz-zlzlhm
Ou seja:

(14 ab) + —(1+ be) + —(1 + ac) + —(1 + de) + —(1 + de) =10
a c d e

Desafio
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17.

18.

(OMRS) Dados n numeros reais positivos ay, as, ..., a,, tais que a, * a; * ... - @, = 1 mostre que:
(M+ad)-(1+a)..0+a,)=2"

Como ay, gy, ..., d, Sa0 nUmeros reais positivos e a média aritmética de nameros reais positivos nunca é menor que a média geométrica, temos:
1+ q
2

=fl-a =1+ a,=2a, ,comi=i=n

Aplicando a altima desigualdade acima n vezes, obtemos:

N+a) N+a) .- +a)=2Ja, -2Ja; +..-24a, =2" Ja,'a;:..a, =2"- 1 =2"=01+a)-(1+a)..1+a,)=2"

(OMSC) Dados um ponto F e uma reta d, chama-se de parabola o conjunto dos pontos equidistantes de F e d (figura 1).

Figural Figura 2

Na figura 2, P e Q sao pontos da parabola e P'e Q' pontos da reta d tais que a reta PQ é paralela a d, as retas PP’ e
QQ’ sao perpendiculares ade P', Fe Q sao colineares. Sabendo que a distancia de Fad € igual a1cm, calcule a area

—_—

do retangulo PP'Q'Q.
Considere FQ = QQ' = x.

Comao PQ é paralelo a d, pela simetria da parabola, temos que FP = PP' = x, conforme p 0
ilustra a figura ao lado. 2
X

Os triangulos P'FE e P'QQ' sao semelhantes, logo: X

F
i e i = X = 2 X X
X 2X
Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo P'QQ', temos: X 2
PQ=QQ?+PQ*=4=2+PQ*=PQ =23
Apgor =243 -2=443 a . Q

Resposta: NED

106 cCaderno de estudo



19. (OMRN) Na cantina Peso Honesto ha uma balanca de pratos que nao esta bem regulada, de

modo que, ao colocarmos um peso de 1,0 kg em cada um dos seus pratos, a balanca fica
desequilibrada para uma dos seus lados conforme ilustra a figura ao lado.
Um dia, o Sr. José vai a cantina Peso Honesto comprar um quilograma de acucar que é pe-
sado diante dos seus olhos na bendita balanca defeituosa. No dia seguinte, o Sr. José retor-
na a cantina Peso Honesto para comprar mais um quilo de acucar, mas, desconfiado sobre
a honestidade da balanca, ele exige que as posicoes do pacote de acucar e do peso de 1,0 kg
usado para fazer a pesagem sejam invertidas em relacao a posicao do dia anterior. Diga,
justificando, se, ao final dos dois dias, o Sr. José levou para casa exatamente 2,0 kg, menos
de 2,0 kg ou mais de 2,0 kg de acucar.

Pondo massas m; e m; em cada um dos pratos da balanca, ela ficara equilibrada quando m, - @ = m; - b,em que g e b 530 0s comprimento dos
bracos da balanca em cada um dos seus lados.

Assim, para manter a balanca em equilibrio no primeiro dia, temos:

»12dia:x -a = b-1,em que x = verdadeira massa de acucar posta no primeiro dia, em kg.
«22dia:1-a-y-b,emquey = averdadeira massa de acucar posta na balanca no segundo dia, em kg.
Logo:

bt > b > X(by)=b=xy =1 :-y—i
1-a=y-b a = by X

A massa total de acicar adquirido pelo 5r. José nos dois dias foi, entao:
1
XTry=N+—
4 X

Mas, x + ey = 2,V¥x = 0, pois pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos:

1
X+ —

|
X = II__:,,;- F i — l = 2
2 \ X X

Mas, a igualdade ocorre se, e somente se:
1

xX=—=x'=1=x=1poisx>0
X

MA=MC=

Como x # 1, pois a balanca ndo é honesta (entdo a massa de aclcar comprada no primeiro dia nao era 1,0 kg), temos:
1

X+ —2>2
X

Resposta: Mais de 2,0 kg de acucar ao final dos dois dias.
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20.(0OMSC)

a) Verifique que, para todo nimeroreal y <0,y + =2,

+
b) Utilizando o resultado anterior, verifique que, para x =1 il =2,

" Wx?+x =2

1
a)y>0=—=>0
)y -

Sabendo que a média aritmética de dois numeros reais positivos é sempre maior ou igual a média geométrica desses mesmos nimeros,

obtemos:
Jn'”rl
ma=mMc —L = [y. L oy 1=
2 y y
b) Temaos:

2x +1 x++x-1) X+2

xX-=1
e - S _-_— ) ——
x4 x-—2 o+ x—2 Axt+x-—2 x4 x-2

; X +2 _ g~ B e b ed O 4 R 0
vxl+x—-2 JIxl+x-2 x2+x-2 x4+ x—2
Logo:
X +2 & 1
i +x-2 X —1
. [ Jraep—"-
Assim,sex>l,entiox+2>0,x+2>0ex*+x—2>0.
Fazendo a mudanca de variaveis y = . ,temos que y > O e:
Jit 4 x -2
x+2 2 1 - 1
vxl+x-2 B o N ¥
x'+a-1
Portanto:
Jx + 1 - X+ 2 n x -1 » x -1 & 1—1 =y+l31
;x3+x-1 3x1+xw1 3x3+x-2 3x1+x-2 R st S50 y

x4+ x -2
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21. (OPM-PB) Seja p(x) o polinémio de grau 2 011, com coeficientes reais, dado por:

2T
- + =
P{X} [x >eh ( 201 ) €03 ( 20N

20m
)] . Determine o resto da divisao de p(x) por d(x) = x* + 1.

. [ 2 YOV
1011) + Cos ‘m]J pelo polinémio d(x) = x* + 1

tem, no maximo, grau 1, ou seja: r{x) = ax + b. Assim, pelo algoritmo da divisao, podemos escrever:

. 2
Como o polindmio d(x) = x* + 1é de grau 2, o resto da divisao do polinémio p(x) = [e‘f sen ( =

pi) = [ xsen (55 )+ cos ()| =0+ 0-q @+ ax

Considerando x = iex = —i,e aplicando a férmula de Moivre, temos:

z=plcos « + isena)=2" = p"[cos (na) + isen (na) ], com n natural

Portanto:

. iEEﬂ[ETr ]+cﬂ5(. ET ')JECII]_{-.-'+~I} {] b _I_ '+b
] 2011/ L20M, ; qix) tax+tb=1=a-i

' isen{;;dl)lms[l%ﬂ ={(-i);+1)-qgIx)+ax+b=1=a-(-i)+b

h

Ou seja:

a:1+b=1 —ag=0eb=1=rx)=ax+b
—-a-1+b =1

Logo, r(x) = 1.

Resposta: r(x) = 1.

22.(Usamo) Sabendo que uma raiz da equacao polinomial 2x* + rx + s = 0, com r e s reais € o numero 3 + 2i,
com i* = —1, entao o valor de s é:

a) indeterminado. b) 5. c) 6. d] =3, e) 26.

Como os coeficientes da equacdo 2x* + rx + s = 0 sdo, por hipdotese, reais, segue que o conjugado do numero complexo 3 + 2i também é uma
raiz da referida equacdo. Como a equacao 2x° + rx + s = 0 é do segundo grau, segue que as suas raizes sao 3 + 2i e 3 — 2i. Portanto, o produto
das raizes € dado por:

(3+2i)-(3 Ei}=%:;~s=2-{31 (2))=2-13=26

Resposta: alternativa e.
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23.(Usamo) Uma reta r “passa” pelo ponto A(—a, 0) no plano cartesiano e forma com os eixos coordenados no segun-
do quadrante um tridangulo de area T. A equacao cartesiana desta reta é:

a) 2Tx + a’y + 2aT = 0. ) 2Tx + a’y — 2aT = 0. e) —2Tx + a’y + 2aT = 0.
b) 2Tx — a’y + 2aT = 0. d) 2Tx —a’y — 2aT = 0.
Suponha que a reta r intersecta o eixo y no ponto B(0, b).
Assim:
ab 2T

—=T=ab=2T=b=—
z a

Mas a equacao da reta que “passa” pelos pontos A(—a, 0) e B[O, b) é:

X 4
e e e 'I _b _ = IE]
e b = —bxtay=a

Entao, como b = E temos:
)

bx + ay = ab = -E-I‘K-GJE:H';I-—} 2Tx+a’y—2Ta=0=2Tx—a’y+ 2Ta=0
a a

Resposta: alternativa b.

24. (Usamo) Se y = (x — a)* + (x — b)?, com a e b constantes reais, para qual valor de x o valor de y sera minimo?

a+b \ja1+b2 a+b
a) : b) a+b c) vab d) - e) =5

Aequagaoy = (x — a)’ + (x — b)* é a equacao cartesiana de uma parabola que pode ser reescrita como:
y=(x—a) + (x = by = 2x* = (2a + 2b)x + (@’ + b’

. " s (2a+2b) a+b
J'-"-.ESIFT], | EQUH{;EG assume o seu valor minimo quandn X = Xy = 3.3 = 5 i

EESPI’JStH: alternativa a.
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25. (Usamo) Se n é multiplode 4, asoma S =1+ 2i + 3i* + .. + (n + 1)i", onde i* = -1, é igual a:

a) 1+1. c)%-(n—l—E—ni}. E}%-(nl—l—s—tlni)*
) 5 - (n+2). d) > - ln+7)-0-0)+ 2.

Multiplicando a expressdo S =1+ 2i + 3i* + ... + (n + 1)i" pela unidade imaginaria, obtemos:
S=1+2i+3*+ .. +(n+7i"
Si=li+2'+3 + . +(n+Ni""!

Subtraindo membro a membro, temos:

e+l

| " =i =1

P JE R Uy g T UBORT LS M b | 11}——{n+1}i"“=:-5[1—i]= =
| — w5

Mas sabemos por hipotese que n é multiplo de 4. Portanto, i" = 1, logo:

o g B .
TS it ol QRTINS 1 I ...

§=1 i—1 =1
Entao:
5=1_f”+1}':}5=1_f"+1}i+1+T:,,5=l(n+2_ni}

1-—i 1-=1 1+i F)

Resposta: alternativa c.

26. (OIM-CAN) Se z = a + bi,com i* = —1é um numero complexo tal que 2% =3 + 4ie 2% =1 -

que z é igual a:

i, podemos afirmar

1 7. 3 1. 11 13
a}—2+2|. c) 5 gl e) 5|
7 1. 1 3 3
b}—2+2|. d) 2+2|.
PO o RO Lot O o (08 oa GO L N oo R, O
Tl 1-i 1—i 1+ = E 22

Resposta: alternativa a.




27. (OMA) Um polindmio p de grau 2 e coeficientes reais é tal que toda permutacao dos seus coeficientes determina
um polindmio com as mesmas raizes que p. Determine as raizes de p.

Considere p(x) = ax* + bx + ¢. O nimero 0 nao pode ser raiz de p, pois também seria raiz do polindmio py(x) = cx* + bx + a, 0 que
implicaria @ = 0. Mas, nesse caso, o polindmio p nao seria de grau 2, o que contraria as condicoes impostas pelo enunciado.

Além disso, p ndo pode possuir uma raiz dupla. Caso contrario, poderiamos escrever p(x) = a(x — r)* = ax* — 2arx + ar’, sendo r a (nica raiz de p.

Assim, permutando-se o termo de 12 grau e o termo constante obteriamos p;(x) = ax® + ar'x — 2ar, que, pelas condicdes impostas pelo
enunciado, também admitiria r como raiz, ou seja:

pl{r}—ﬂ—:aar‘]'+ﬂrlr—lﬂr— O=arlr+r-2=0=rP+r—-2= 0,parar+0
Mas:
rr+r—2=0=r=—2our=1,0que éum absurdo, pois estariamos supondo que o polindmio tem uma tnica raiz.
Entdo, p tem duas raizes distintas (e nao nulas), sendo uma delas « = 1, que, pelas condicoes impostas pelo enunciado, sera raiz do polinomio
original p(x) = ax* + bx + c e também dos polinédmios g(x) = bx* + ax + c e s(x) = ax’ + cx + b. Portanto:
aa’ +ba+c =0
ba! +aa+c=0
ae’ +ca+b =0
Subtraindo as duas primeiras equacoes, temos:
ala—1)-(a—-b)=0=a=b
E subtraindo a primeira da terceira equacao, obtemos:
[@—N)-(b—¢c)=b=c
Entao, podemos concluir que b = ¢ = a. Portanto:
pixy=ax* +bx+c=ax* +ax=a=alx* + x +1)

Finalmente:
px)=0=a( +x+N)=0=2x"+x+1=0=3x= ] ; V3i
Resposta: x = 1 3 :
2
|
28.(OMA) Mostre que o polindmio p(x) = x* — 2x* + ax — 3 nao pode ter todas as suas raizes positivas, qualquer que

seja o numero real a.

Suponha que o polinémio p(x) = x* — 2x* + ax — % admita trés raizes reais positivas r, s e t. Pelas relacces de Girard, temos:

r+s+t=2
it = —
3
Lembrando que a média geométrica de trés nimeros reais e positivos € sempre menor ou igual a média aritmética dos mesmos trés nimeros,
obtemos:
Irst = % =5 3”'% = % = % < % = 27 = 24,0 que seria um absurdo.

T e R 5 F A g e )
' U s | U - == = ? I | ird.
Portanto, a suposicdo inicial de que o polinémio p(x) = x* — 2x* + ax tivesse trés raizes reais e positivas nao pode ser verdadeira

112 Caderno de estudo



29. (OMA) Dois alunos colocam alternadamente numeros inteiros nos “lugares vazios” dos coeficientes da equacao
abaixo (um coeficiente por vezl):

XCH()+()x+()=0

Neste jogo um aluno sera considerado vencedor se na sua ultima jogada a equacao final tiver trés raizes inteiras.
Mostre que o primeiro a jogar sempre podera ganhar o jogo.

O primeiro a jogar pde um 0 (zero) na posicdo do ultimo parénteses, deixando a equacdo com a forma x® + ( )x* + ( Jx + 0 = 0,que ja
admite 0 (zero) como uma das suas raizes,

Se o segundo jogador colocar o inteiro n numa das duas posicdes que restam, a equacdo assumira uma das formas:

3 4+n-x*+()x=0

v+ ()X +nx=0

Em qualquer dos dois casos, o primeiro a jogar pode na rodada final colocar o nimero (—n — 1) em uma das posigdes que restam e a soma dos
coeficientes serd 0 (zero), o que implicara que 1 & uma das raizes.

Meste ponto, a equacdo ja possui duas raizes inteiras: 0 e 1. E, pelas relacbes de Girard, a terceira raiz também é inteira, uma vez que a soma das
raizes sera inteira nas duas equacoes:

X +n-x+(x=0
x4+ () x*+nx=0

Desse modo, o primeiro a jogar sempre pode vencer o jogo.

30.(OBMJ-ROM) Seja @ um real positivo tal que a® = 6(a + 1). Prove que a equacao x* + ax + a’ — 6 = 0 nao possui
solucao real.

Considere:

ﬂ3=6{ﬂ—1}=65+6=:-ﬁ3—5&=6;‘*H{HE—5]=6=:-{32=£+EI
[}

Como a == 0, temos L ] <2 0. Entao, @’ = 6. Portanto:
o

l_g)=6<a'=a'-a-6<0=-2<a<3

ala
Logo:

a < -JE < =4 = -J"E <g<3

e " b " :
Substituindo na equacdo em x, (@* — 6) por —, teriamos como raizes:

—g + Jaz _ 2
x 'ﬁ
2z
. = = i g 24
Mas estas raizes nao sao reais, pois a” — < 0, uma vez que:
]
d=6lag+N<63+1)=MU=d<M=d< 24 — 24 =0
i o

Assim, se a® = 6(a + 1), entdo a equacdo x* + ax + a@* — 6 = 0 ndo possui raizes reais.
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p(x) = ax"" + bx'® + 1.

se g(x) = x* — x — 1for um fator do polinémio

p(x) = ax" + bx'® + 1, temos como raizes do polinémio

gix)=x*-x—1
.y = T_JS_

2
sy J5

2

Mas « e B também serdo raizes do polindémio

plx) = ax" + bx"® + 1. Assim:

aa” + ba® +1=0

{aﬁ” + b +1=10

Para isolarmos o valor de a, basta multiplicarmos a primeira
equacao por 3 e a segunda por «'°. Logo:

{cm-” Fba® +1=20 » aa"8"% + ba™8% + g% =0
ap” +bp"* +1=10 aB"a’™ + bB*a'® +a® =0

Subtraindo as duas ultimas equacoes, obtemos:

16 616 16 16 e ]5‘-5
aa ' pila—p)+ B —a" =0=a= a®B%(a — B)

32.(MIT-EUA) No plano cartesiano, um quadrilatero
convexo é determinado pelos pontos de intersecao

das curvas x* + y* = 100 e xy = 4; determine a
medida da sua area.

Pela simetria imposta pelas equacoes dadas, o quadrilatero é
um retangulo com eixos de simetria, sendo as retas de equacoes
y=xey=—x

Considerando o ponto A(a, b) o vértice do retangulo que fica no
primeiro quadrante, a sua area pode ser calculada por:

rqmtingulu . I,r\"fz_{ﬁ o b}] {'\El{ﬂ' + b}} —EEH-’ = b.’} =2 {a;:- . b;;-};;. e

= 2Jg* + b* —2a%b? =2,/100 -2 -4 =417

Resposta: 417 .
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31. (OIM-ING) Determine o namero inteiro a para que o polindémio g(x) = x* — x — 1seja um fator do polinémio

Como « e 3 530 zeros do polindmio g(x) = x* — x — 1, temos
ab = —1. Entao:

W ﬂ'IE- s JBH-. P ”m o ﬂm
a'®B%(a — B) (x — B)
Portanto:

i T BETP e
a—B=+5 =a E{ﬂ' £'%)

Aplicando a férmula de Binet para o n-ésimo termo da sequéncia
de Fibonacci, obtemos, entao:

£, = 4'15_ [{1 I;“E]ﬂ __[1 ;’?J”}_} ”:%{un_“ﬁﬂ}

Mas:

g= ':I,.]—; (2 — B®)=a=f

Portanto:
fr=11,1,2,3,5,8,13, 21, 34,55, 89,144, 233, 377, 610, 987, ...)
Logo, a = 987.

Resposta: a = 987.

33.(HU-EUA) Mostre que —1 — /6 é uma raiz da equa-

ciox*+3x+3x+7=0.
E+3+3x+7=0=2(¥+3x2+3x+1)+6=0=
=x+1)V=-6=x=—-1+36 =2x=—-1- 16



34.(0IM-URSS) Mostre que @® + b* + & — 3abc = (a* + b* + ¢ — ab — ac — bc).
Considere a, b e ¢ as raizes do polinémio p(x) = x* — (@ + b + c)x* + (ab + ac + be)x — abc.
Logo:
spla) =0=a’—(a+b+a’+ (ab+ac+ bd)a—abc=0
«plb)=0=b"—(a+ b+ c)b* + (ab + ac + bc)b — abc = 0

cple)=0=c—(a+ b+ c)c + (ab+ ac + be)e — abc =0

Adicionando membro a membro as igualdades a direita, temos:
F+bh+c—-(a+b+o)-l@+b+c)+(abtac+bd-(a+b+c)—3abc=0=
=g +bP+-3abc=la+b+c)-@+bP+)—-{ab+ac+b)-la+b+c)=

sa+bP+E—-3abc=(a+b+c)-(@+b +c—ab—ac— bd

35. (CMF-PRT) Qual destas representacdes graficas corresponde ao conjunto de todas as solucées da equacao
(x=IxD)*+ (y = lyD)* =42

a) by b) by c) by d) Vy e) 4y

1 ~ - /‘

B

s g
_1\5 o [1 x —2 0 2 x -2 0 2 x —1\@

1 -1

Considerando x = 0 ey = 0,temos | x| = xe | y| = y. Entao:
(x—|x]P+lv—|yP=x-—x+y-y)?=0+4
Portanto, a curva (x — | x|)* + (¥ — | ¥|)* = 4 nao possui pontos no primeiro quadrante.
Logo:
»Sex<0ey=0,temos |x| = —xe|y| = y.Entdo:
x—|x)P+y—|ylf=4=-(—x)+y—yf=4=4x=4=x= —1(poisx <0)
Logo, no segundo quadrante, a representacao grafica € uma semirreta vertical que passa pelo ponto de abscissa x = —1.
»Sex<0ey<0,temos |x| = —xe|y| = —y. Entdo:
=IxP+ly =y =d=-(-x)+ - () =4=4C +4y = 4= x +y' =1
Logo, no terceiro quadrante, a representacao grafica € um arco de circunferéncia.
«Sex>0ey<0,temos |x| =xe|y| = —y. Entao:
x=|x|P+ly=|yP=4=2k-xP+{y- (- =4=24y=4=y=—1(poisy <0)
Logo, no quarto quadrante, a representacdo grafica é uma semirreta horizontal que passa pelo ponto de ordenada igualay = —1.
Resposta: alternativa a.
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36.(AHSME) Quatro nimeros complexos sao os vértices de um quadrado no plano complexo. Trés desses nimeros sao:
1+ 21, —2 + e —1—2i. 0 quarto vértice &
a) 2+i. b) 2 —i. c) 1-2i. d) -1+ 2i. e) =2 —i.
Identificando o plano complexo e o plano cartesiano, as coordenadas dos vértices do quadrado seriam:
«1+ 2i:A(1, 2)
+ =2 +i:B8[—2.7)
« —1-2i:¢(-1,-2)
« a + bi: D(a, b)

Dispondo os pontos A, B e C no plano cartesiano, é facil perceber que os pontos A e C sao vértices diametralmente opostos do quadrado.
Entdo, o ponto M(xu, ¥u), médio da diagonal AC, pode ser obtido da seguinte forma:

Xy + X; 14 (=T)

St e it
+ 2 +{~1
'Jl*"-u=yﬂ'2'yc = lE }=D
Assim M(0, 0).
Mas este ponto M(0, 0) também é o ponto médio da diagonal BD. Logo:
A G + A -3 + 3 7
Xm=""5 = 5 = g
.ylu_g—}ﬂ_u—}b__1

Como a + bi representa o ponto D(a, b), segue que o quarto vértice do quadrado é o nimero complexo 2 — i.

Resposta: alternativa b.

43 S1-WE
2 Y 2
i = —1, entdo entre as alternativas assinale aquela

que nao ¢ correta:

37. (AHSME) O diagrama abaixo mostra alguns niumeros 38.(AHSME) Se x =
no plano complexo. O circulo unitario esta centrado
na origem. Um destes niumeros € o inverso de F. Qual?

4 Im
f a) x +y> = -1 d) x" +y" = 1.
£ 1 D b) x* + y" = —1. e) x¥ +yB =1,
- 9 o
2 . QX +y’=-.
5 A Reescrevendo x e y, temos:
X = ﬂ N + ﬁi— cos 120° + i - sen 120°
Fi 2 2
a) A b) B s | d) D e) E | 5
 =1-i3 1 v3 B

_ = — = - — 4 5 |1 =cos240° + i - sen 240

Considere: 2 2
. 1 1 .
z = plcos @ + i sen a) = reia F(Em (—a) + isen (—a)) Assim, para qualquer inteiro n:
Como F é um nimero complexo localizado na parte externa do * X" = cos (n -120°) + i sen(n - 120%)
circulo unitario, temos: « y" = cos (n - 240°) + i - sen (n - 240°)
p>1= l} <1 Quando n assume os valores 5,7, 9,11 e 13 podemos perceber que
R . R e : apenas nocason = 9 nao ocorre x" + y" =-1.

0 que significa que p inverso de F esta no interior do circulo
unitirio. Resposta: alternativa c.

Mas o argumento de F € um angulo cuja medida p > 1. Entao,

! = 1é tal que 0 < a < - "

) 2
Logo:
- % < —a < 0 (42 quadrante)

Assim, o inverso de F esta no interior do circulo unitario e no 42
quadrante, que corresponde apenas ao ponto C.

Resposta: alternativa c.
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39.(AHSME) Para qualquer nimero complexo w = a + bi, |w| é definido como sendo o nimero real va’ + b*.
Se w = cos 40° + i - sen 40°, entdo |w + 2w? + 3w?® + .. + 9w’| ' éigual a:

1 2 1 1 1
a) g sen 40°, b) 5 ' sen 20°, c) g oS 40°, d) 18 o5 205 e) 1g oS 80°.

Considere:

S=w+ 2w + 3w + .. + W

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por w, obtemos:
wSs=w'+ 2w + 3nt + .+ 9w’

Assim, temos:
5=w+2w? + 3w’ + dw* + ... + 9w’
ws=w?+2w?+3wt+ . +8w? +ow®

Subtraindo membro a membro as igualdades acima, temos:

M-ws=w+w+w + .. +w —ow’

Mas: ,
wrwi+w . +wt= W )

w — 1
Entdo:

w=cos40°+i-send0°=w=1cos(9-40°)+i-sen(9-40°)=w=cos360°+i-sen360°=w=1
Logo, w? — 1= 0. Assim:

9 _
MI-ws=w+w+wW+.+w —9’=(1-w)s= """:_1“ — P =(1-w)s=0-9w"" = (1— w)s=—9w"
Entdo:
1 1—w
(1— w)s| =|-9w"| = =
(0S| = 1=9wWR= T = o wr®
Como w = cos 40° + i - sen 40°, entdo |w| = 1. Portanto:
[1— wl 1 — wl
_-I= s
Mas:
w=cos40° + i-send40°=1— w = (1— cos 40°) — i - sen 40°
Entao:

[1—w|= +(1—cos 40°) + sen® 40° = J]—Icnsd-l]“-l—p:s* 40° + sen? 40° = 2 —2c05 40° =
i

= 2 — 2(1— 2sen? 20°) = y/4sen? 20° = 2 sen 20°

Finalmente, temos:
I — wl

517" = =:-|w+2w’+3w3++.++9w9|“‘=—;senm"

Resposta: alternativa b.
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Significado das siglas

Acafe-SC

AHSME

AIME

Cefet-PR
Cesgranrio-RJ

CMF-PRT
EsPCEx-5P

ESPM-SP

Fatec-SP
FEI-SP

Fepecs-DF

FGV-5P
Furg-R5

Fuvest-SP
HU-EUA
Ibmec-R)

Ifal

IFMG
IFSC
Insper-SP
ITA-SP
MIT-EUA
OBM
Obmep

OBMJ-ROM

OCM-PB
OIM-CAN
OIM-ING
OIM-URSS
OMA
Omerj
OMRN

OMRS
OMSC
OPM-PB
OPM-5P
PUC-MG

* * ® ¥ b+ * ¥ P B+ B » * + » i

Associacdo Catarinense das Fundacoes
Educacionais (Santa Catarina)

American High School Mathematics
Examination (Exame Norte-Americano de
Matematica do Ensino Médio)

American Invitational Mathematics
Examination (Exame Norte-Americano de
selecao de Matematica)

Centro Federal de Educacao Tecnologica do
Parana

Centro de Selecao de Candidatos ao Ensino
Superior do Grande Rio (Rio de Janeiro)
Canguru Matematico sem Fronteiras (Portugal)
Escola Preparatoria de Cadetes do Exército (Sao
Paulo)

Escola Superior de Propaganda e Marketing
(Sao Paulo)

Faculdade de Tecnologia (Sao Paulo)

Centro Universitario da Faculdade de
Engenharia Industrial (S3o Paulo)

Fundacao de Ensino e Pesquisa em Ciéncias da
Saude

Fundacao Getulio Vargas (Sao Paulo)
Fundacao Universidade Federal do Rio Crande
(Rio Grande do Sul)

Fundacao Universitaria para o Vestibular (530
Paulo)

Harvard University (Universidade de Harvard
— Estados Unidos da América)

Faculdades do Instituto Brasileiro de Mercado
de Capitais (Rio de Janeiro)

Instituto Federal de Alagoas

Instituto Federal de Minas Gerais

Instituto Federal de Santa Catarina

Instituto de Ensino e Pesquisa (Sao Paulo)
Instituto Tecnoldgico de Aeronautica (Sao
Paulo)

Massachusetts Institute of Technology
(Instituto de Tecnologia de Massachusetts —
Estados Unidos da Ameérica)

Olimpiada Brasileira de Matematica
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas

Olimpiada Balcanica de Matematica Pentru
Juniori (Olimpiada Balcanica Janior de
Matematica — Roménia)

Olimpiada Campinense de Matematica
(Paraiba)

Olimpiada Internacional de Matematica
(Canada)

Olimpiada Internacional de Matematica
(Inglaterra)

Olimpiada Internacional de Matematica (Uniao
das Republicas Socialistas Soviéticas)
Olimpiada Matematica Argentina (Olimpiada
de Matematica da Argentina)

Olimpiadas de Matematica do Estado do Rio de
laneiro

Olimpiada de Matematica do Rio Grande do
Norte

Olimpiada de Matematica do Rio Grande do Sul
Olimpiada de Matematica de Santa Catarina
Olimpiada Pessoense de Matematica (Paraiba)
Olimpiada Paulista de Matematica (Sao Paulo)
Pontificia Universidade Catélica de Minas
Cerais
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PUC-RJ
PUC-RS

PUC-SP
Udesc
Uece
UEFS-BA

UEG-GO
UEL-PR
Uema
UEM-PR
UEPB
Uerj
UERN
Uesc-BA
Uespi
Ufac
Ufal
Ufam
UFC-CE
UFCG-PB

Ufes
UFF-R)

UFG-GO
Ufla-MG
UFMT
Ufop-MG
UFPA
UFPB
UFPE
Ufpel-RS

UFPR
UFRGS-RS
UFRN
UFRR
UFSJ-MG

UFSM-RS
UFTM-MG
UFU-MG
Uneb-BA
Unemat-MT
Unicamp-5P
Unifor-CE
Unifran-RS
Unimontes-MG
Unir-RO
Unisa-SP
Unisc-RS

UPE
Usamo

Vunesp-5P

Pontificia Universidade Catélica do Rio de
Janeiro

Pontificia Universidade Catélica do Rio Grande
do Sul

Pontificia Universidade Catdlica de Sao Paulo
Universidade do Estado de Santa Catarina
Universidade Estadual do Ceara

Universidade Estadual de Feira de Santana
(Bahia)

Universidade Estadual de Goias

Universidade Estadual de Londrina (Parana)
Universidade Estadual do Maranhao
Universidade Estadual de Maringa (Parana)
Universidade Estadual da Paraiba
Universidade do Estado do Rio de Janeiro
Universidade do Estado do Rio Grande do Norte
Universidade Estadual de Santa Cruz (Bahia)
Universidade Estadual do Piaui

Universidade Federal do Acre

Universidade Federal de Alagoas
Universidade Federal do Amazonas
Universidade Federal do Ceara

Universidade Federal de Campina Grande
(Paraiba)

Universidade Federal do Espirito Santo
Universidade Federal Fluminense (Rio de
Janeiro)

Universidade Federal de Goias

Universidade Federal de Lavras (Minas Gerais)
Universidade Federal de Mato Grosso
Universidade Federal de Ouro Preto (Minas Gerais)
Universidade Federal do Para

Universidade Federal da Paraiba

Universidade Federal de Pernambuco
Universidade Federal de Pelotas (Rio Grande do
Sul)

Universidade Federal do Parana

Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Universidade Federal do Rio Grande do Norte
Universidade Federal de Roraima
Universidade Federal de Sao loao del-Rei
(Minas Gerais)

Universidade Federal de Santa Maria (Rio
Grande do Sul)

Universidade Federal do Triangulo Mineiro
(Minas Gerais)

Universidade Federal de Uberlandia (Minas
Gerais)

Universidade do Estado da Bahia
Universidade do Estado de Mato Grosso
Universidade Estadual de Campinas (Sao Paulo)
Fundacao Edson Queiroz Universidade de
Fortaleza (Ceara)

Centro Universitario Franciscano (Rio Grande
do Sul)

Universidade de Montes Claros (Minas Gerais)
Universidade Federal de Ronddnia
Universidade de Santo Amaro (Sao Paulo)
Universidade de Santa Cruz do Sul (Rio Grande
do Sul)

Universidade de Pernambuco

USA Mathematical Olympiad (Olimpiada de
Matematica dos Estados Unidos da America)
Fundacao para o Vestibular da Unesp (Sao
Paulo)
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