B y?s FUVEST

IMAATEMATICA

Na figura abaixo, a reta r tem equagdoy = 2 V2x+1
no plano cartesiano Oxy. Além disso, os pontos B, B|,

B,,B;estao naretar, sendo B, = (0,1). Os pontos Aj, A,
A,, A; estdo no eixo Ox, com Ay=0=(0,0). O ponto

D, pertence ao segmento A;B,, para 1 <i<3.

r

Os segmentos A B, A,B,, A;B; sdo paralelos ao eixo

Oy, os segmentos B)D,, B,D,, B,D; s@o paralelos ao
eixo Ox, e a distancia entre B; e B, , € igual a 9, para
O=<i<?2.

Nessas condigoes:

a) Determine as abscissas de A, A,, A;.

b) Sendo R; o retangulo de base A; A, e altura
A. D.

i+1Dj;1» para 0 <i =<2, calcule a soma das dreas dos

retangulos R, R, e R,.

Resolucéao
a) Se areta (r) tem equacao y = 2\/5 .X + 1, entdo seu

coeficiente angular é m =tg 6 = 2V2.
Considerando o triangulo retangulo B,D,B,, temos:

BlDl )
BODI

tg9=2\/_=

s = B,D, =6V2eBD, =3.
B,B, =9

2 2 _ 2
B,D?+B)D}=BB? J

A partir das informacoes do enunciado, como
B)D, = B,D, =B,D; = 0A, = A /A, = A)A; =3,
visto que os triangulos B)D,B,, B,D,B, ¢ B,D;B;
sao congruentes, conclui-se que as abscissas de A,
A, e A, sdo, respectivamente, 3, 6 ¢ 9.
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b) Sendo OB, = 1,A,B, =1+ 6V2 e A,B, =1+ 12V2,
a soma das areas dos retangulos R, R; ¢ R,, resul-

ta:
R0+R1+R2=3.(1+1+6\/E+1+12\/E)=

=3.3+18V2)=9+54.V2

Respostas: a) 3,6 ¢ 9
b) 9+54.V2
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Na figura, estdo representadas a circunferéncia C, de
centro O e raio 2, e os pontos A, B, P e Q, de tal modo
que:

1. O ponto O pertence ao segmento PQ.

2.0P=1,0Q=V2.
3. A e B s@o pontos da circunferéncia, AP L 172 e
BQ L PQ.

b
Assim sendo, determine:
a) A drea do tridngulo APO.

b) Os comprimentos dos arcos determinados por A e B
em C .

¢) A drea da regido hachurada.

Resolucao

a) Aplicando-se o Teorema de Pitagoras no triangulo
retangulo APQO, temos:

22= (AP2+12= AP= V3.

Assim, a area do triangulo APO é:

\/3.1=\/§

Sapo = 2 )

b) 1°) Aplicando-se o Teorema de Pitagoras no trian-
gulo BQO, temos:

22 = (V2)? + (BQ)? = BQ = V2 e portanto
BOQ = 45°, pois BQ = 0Q = V2.
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2°) No triangulo APO, temos:

tg AOP = g — AOP = 60° portanto
AOB + 60° + 45° = 180° = AOB = 75°.
3°) Sendo C, e C,, respectivamente, as medidas do

menor € maior arcos determinados por A e B
em C, temos:

L T® 5w
1—3600.715.—6 e
C,=2m.2- 2 _Drm
N o lal

¢) A area S da regiao hachurada é:

S =S,p0 * Spgo + Ssetor AOB =
Sn

V3. V2v2 o 6
= + +

2 2 2

VY5~ = <

V3 - Sn 3V3+6+5n
2

S5n 19
Respostas: a) ﬁ

3\/§+6+5n

c) c
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Considere o sistema de equacgdes nas varidveis x e y,
dado por

{ 4x +2m?y =0
2mx + 2m - 1)y =0
Desse modo:

a) Resolva o sistema param = 1.

b) Determine todos os valores de m para os quais o sis-
tema possui infinitas solugdes.

¢) Determine todos os valores de m para os quais o siste-
ma admite uma solugdo da forma (x, y) = (a, 1),
sendo o um nuimero irracional.

Resolucao
a) Para m = 1 o sistema passa a ser

4x+2.12.y=0
2.1.x+2.1-1).y=0
o |4x+2y=0
2x+y=0

do tipo (k; — 2k), VK.

b) O sistema possui infinitas solucoes se, e somente se,
4 2m?

2m 2m-1)

<> 2x + y = 0, cujas solucoes sao

=0=4.C2m-1)-4m’=0<

scdm3-8m+4=0em’-2m+1=0<
sm-Dm?+m-1)=0<

-1+V5 -1-V5
—_—0u B ——

2 2

¢) Para que o sistema homogéneo admita solucio da
forma (x; y) = (a; 1), sendo o um nimero irracio-
nal, o sistema devera ser possivel e indeterminado.
Os possiveis valores de m para que isso ocorra sao
os obtidos no item b.
Assim, vejamos:

em=1,m=

Para m = 1 a soluc¢iio nio é da forma (o; 1) com a

irracional, pois 40 +2.12.1=0 < o =- % que
é racional.
Para m = ﬂ a solucao é da forma (a; 1)
2
com ¢, irracional, degde que
4a+2.<ﬂ> 1=0<
2

1 ( 1£2V5+5 ) 3xV5
S0 == e — = —

2 4 4

que é irracional.

Respostas: a) V = {(k; — 2k), Vk}
-1+V5 -1-Vs
ou
2 2

b) 1,
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O triangulo ABC da fi-

gura ao lado € eqiiilatero

C
de lado 1. Os pontos E, F
G e G pertencem, respecti-
vamente, aos lados @,
AC e BC do tridngulo.
F P . A

« AlAem dlss?, os angulos
AFE e CGF sdo retos e

A E B

a medida do segmento
AF é x.

Assim, determine:
a) A drea do tridngulo AFE em funcao de x .

b) O valor de x para o qual o angulo FEG também ¢ reto.

Resolucao

a) No triangulo AFE, temos:

tg 60° = % =\V3= % = EF=x\3

Assim, a area do triangulo AFE é:

(AF) . (EF) x.xV3 V3
SArE = 3 = 2 = 2

b) 1°) Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo
AFE, temos:
(AE)? = (AF)? + (EF)2 = x2 + (x\/3)2 =
=> AE = 2x e portanto, BE = AB - AE =
=BE=1-2x

A A
2% Se FEG ¢€ reto, entao GEB = 60° e portanto, o
triangulo GEB ¢ equilatero.
Assim, EG = BE =1 - 2x.

3°) No triangulo FEG, temos:

EF V3 x\3

tg30°= — = = =
& EG 3 1-2x
= 3—2x\/§=3x\/§$x=%

2 1
XZVE b T
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b

A soma dos cinco primeiros termos de uma PG, de razao

1 P . »
negativa, é — . Além disso, a diferenga entre o sétimo
2

termo e o segundo termo da PG € igual a 3.
Nessas condigdes, determine:

a) Arazao da PG.
b) A soma dos trés primeiros termos da PG.
Resolucao
1)a,—a,=3=>a,.q°-a,.q=3=2,.q(¢°-1)=3=
3
=a .(g°-1)= =
14 q
S-1
2) S, = a,@-D _ 1
q-1 2
3) De 1) em 2), tem-se:
3
—_— 2— —_ = - ]
PICES =2q°-q-6=0=q=30uq 2
4) Se q <0 entdo q = -2
3 1
- M _— 5— _— — - —_
5) Em 1), tem-se: ; . ((-2)°-1) (_2)=31 3
1 2
6)az=al.q=>az=§.(—2)=—ﬁ
1 4
::13=al.q2=a3=ﬁ,(_2)2=ﬁ

1 2 4 _ 3
Doty =~ Y 3 "

3

Respostas: a) — 2 b) 35
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Um apreciador deseja adquirir, para sua adega, 10 garra-
fas de vinho de um lote constituido por 4 garrafas da
Espanha, 5 garrafas da Itdlia e 6 garrafas da Franca,
todas de diferentes marcas.

a) De quantas maneiras € possivel escolher 10 garrafas
desse lote?

b) De quantas maneiras € possivel escolher 10 garrafas
do lote, sendo 2 garrafas da Espanha, 4 da Itdlia e 4 da
Franca?

¢) Qual € a probabilidade de que, escolhidas ao acaso, 10
garrafas do lote, haja exatamente 4 garrafas da Itdlia
e, pelo menos, uma garrafa de cada um dos outros
dois paises?

Resolucao

O lote de garrafas é formado por 4 garrafas de vinho

espanhol, 5 de vinho italiano e 6 de vinho franceés.

Assim sendo:

a) O numero de maneiras de escolher 10 garrafas

deste lote de 15 garrafas é:
1
Cs10= 15! _ 15.14.13.12.11 = 3003
’ 5110! 5.4.3.2.1

b) O nimero de maneiras de escolher 2 da Espanha,
4 da Itilia e 4 da Franca é:
Cyp:C54.C44=6.5.15=450

¢) O numero total de maneiras de escolher exata-
mente 4 da Itilia e pelo menos 1 de cada uma dos
outros paises é

C54(Croe-1)=5.(210-1) = 1045

A probabilidade pedida é, pois:

1045 _ 95 = 348%

3003 273

Respostas: a) 3003 b)450 ¢ >

= 34,8%
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No plano cartesiano Oxy, a circunferéncia C tem centro
no ponto A = (-5, 1) e é tangente a reta t de equagao
4x — 3y — 2 =0 em um ponto P. Seja ainda Q o ponto de
intersec¢do da reta t com o eixo Ox.

Assim:

a) Determine as coordenadas do ponto P.

b) Escreva uma equacio para a circunferéncia C.

c¢) Calcule a drea do triangulo APQ.

Resolucao

a) m, =4/3
>
t LAP

}=> m,,=-3/4

<>
A equacao da reta AP é dada por:
3
y—1=—T(x+5)¢>3x+4y+ll=0

<>
O ponto P é a intersecciio das retas (t) e AP, logo:

4 - —2= = —
{ x-dy-2=00 {" 1 opet;-2)
3x+4y+11=0 y=-2

b) O raio da circunferéncia € a distancia do ponto A a
reta (t), entao:

r= |_20_3_2| =r=5

V16 +9

A equacao da circunferéncia é:
x+52+(@y-12%=25

¢) O ponto Q ¢ a interseccio do eixo x com a reta t:
4x-3y-2=0 x=1/2

<
y=0

= Q (1/2; 0)
y=0

A area do tridngulo A(-5; 1), P(-1; -2) e
Q (1725 0) é:
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-5 1 1

-1 =2 1
1/2 0 1
ApapQ = > =
25
2 25

Respostas: a) P(— 1; - 2)
b) (x+ 52+ (y-1)%2=25
c) A, APQ = 6,25(ua)
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Para cada nimero real m, considere a fun¢do quadratica
f(x) = x%2 + mx + 2.

Nessas condigdes:

a) Determine, em funcdo de m, as coordenadas do vérti-
ce da pardbola de equagdo y = f(x).

b) Determine os valores de m € R para os quais a
imagem de f contém o conjunto {y ER : y = 1}.

¢) Determine o valor de m para o qual a imagem de f é
igual ao conjunto {y E R : y = 1} e, além disso, f &
crescente no conjunto {x €E R : x = 0}.

d) Encontre, para a fun¢do determinada pelo valor de m
do item c) e para cada'y = 2, o tinico valor de x > 0 tal
que f(x) =y.

Resolucéao

Se f(x) = x2 + mx + 2 entdo

b m
Dxg=—— =21
) Xy 3
v __ A _ m?-8§ _ §-m?
V7 4a 4.1 4

2) Im(f) = {yER/yz S‘Tmz}

8 — m?

YOOy ER/y2 = S0 <1
s-m?+4<0<m=<-2oumz2
8 — m?

HIm)={yeR/yz1}= —— =1

s m=-2oum=2
S)fécrescenteem{xeR/sz}a—%sOa
<mz=0

6) De 4) e 5) tem-se m = 2 = f(x) = x2 + 2x + 2
AY

Paray=2ex=0tem-sef(x) =y < x> +2x+2=y <

2+V22-4.2-y)
=

e x2+2x+2-y=0=>x=
2.1

=>X=Vy—1—1
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8 — m2
2’ 4

bpm=-2oum=2

Respostas: a) (— m .

com=2

dx=Vy-1-1
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Seja x no intervalo ]O, %[ satisfazendo a equagdo

3
tg X + — sec X = ——. Assim, calcule o valor de
Vs

T
a) sec X. b) sen (x+ T)

Resolucéao
T 2 3
a)SeXE]O;T],th+ T -Sec X = —-—
5
e sec? x = 1 + tg? x, temos:

3
sec?x =1+ (— -

2
sec x| <>
z )

Vs

@sec2x=1+%—

.sec X + — .sec’x <

5

5

<> SeCc X = =

5
o
[y

+ — —_—

=
P

Vs
2
5 5

Vs 2

b) Sendo sec x = —— , temos cos X = v e
5

1
senx= —.
Vs

Portanto:

sen (X+——|=sen X .Co0S — + cos xsen — =
4 4 4

1.\/5

N 2+ \/E
5

S

5
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Respostas: a)

Vs
2

b) 3.V10
10
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A figura representa uma piramide ABCDE, cuja base € o
retangulo ABCD. Sabe-se que

V3
AB=CD=—

2
AD=BC=AE=BE=CE=DE=1
AP =DQ !

= =
Determine:

a) A medida de BP.
b) A érea do trapézio BCQP.

¢) Volume da piramide BPQCE.
Resolucéao

A
a) Sendo 6 a medida do angulo agudo BAE, no trian-

gulo EAB, tem-se:

2
12=12+(g) —2.1.?.0%9@&)56:@

e no triangulo PAB, tem-se:

2 2
(BP)2=(%) +(§) —2.%.@ .cos 0
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Assim:

1 3 Vi \3 5
2 - 42 A8 %
(BP)—4+4 T.T<1>(BP) 8@
<:>BP=_'10

4

b) Sendo h a altura do trapézio isésceles BCQPe S a
sua area, tem-se:

BC+QP).h

2°) S= 3

Assim:

(1+%).%
S=— 2 % &s§=_

Sendo M e N os pontos médios dos segmentos BC e

(i’, respectivamente, tem-se:
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MN: =%,EM=

Assim, pode-se concluir que o triangulo NME é
retangulo em N, pois (EM)? = (EN)2 + (NM)?, uma
vez que

2 2 2
(?) =(%) + (g) e, portanto, EN ¢ a al-

tura da piramide BPQC, pois EN é perpendicular
ao PQ.

Logo, o volume V dessa piramide é dado por:

1 1 9 V3 _ 33

V=?'S'EN=T'F T ca
Respostas:
a) @ unidades de comprimento
b) 2 unidades de area
16
c) % unidades de volume
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