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GEOMETRIA PLANA
ALGUNS CUIDADOS ESPECIAIS

Ao trabalhar com questdes de Geometria Plana, € importante que vocé nao incorra em determinados er-
ros muito comuns. Vamos destacar dois deles.

NUNCA PARTICULARIZE UMA FIGURA

Se vocé vai esbocar a figura relativa a um dado problema, ela deve
ser a mais genérica possivel.

Imagine, por exemplo, que um certo problema se refira a um
guadrilatero ABCD, sem classifica-lo em uma categoria especifica. Vocé
nunca deve desenhar um quadrado, ou um retangulo, ou um
paralelogramo ...

Desenhe de preferéncia um quadrilatero com lados e dngulos
diferentes, como o da figura.

Suponha que uma determinada questéo faca referéncia a um certo
tridngulo ABC, sem especificar o tipo do tridngulo. Nunca esboce um
triangulo eqilatero (3 lados iguais) ou isdsceles (2 lados iguais) ou retan-
gulo (1 angulo reto). Faga um triangulo genérico, como o da figura.

Nunca tire conclusdes a partir do "jeitdo" da figura.

E comum um problema de Geometria Plana vir acompanhado da figura
correspondente. E muito importante lembrar que a figura € uma mera

conclua que se trata de um triangulo equilatero s6 porque os seus lados "pa-
recem" ser iguais.

Da mesma forma, ndo conclua que o triangulo MNP da figura é retangu-
lo porque um de seus angulos "parece" ser reto.

Particularidades a respeito de uma figura devem constar do enunciado
do problema ou ser deduzidas a partir dos seus dados; nunca devem ser
tiradas por "insinuac&o" da figura. M
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ilustracdo, que serve para facilitar o raciocinio e a visualizacdo das relacdes
existentes.
No entanto, é preciso ter cuidado.
Se num problema aparece, por exemplo, o triangulo ABC da figura, nédo
A C
N
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O PONTO, A RETA E O PLANO

Os entes geométricos fundamentais sdo o ponto, a reta e o plano.

Esses conceitos ndo se definem, conforme ja vimos anteriormente. O ponto ndo tem dimenséo. Para
perceber intuitivamente o conceito de ponto, podemos imaginar a extremidade da ponta de um lapis muito bem
apontado. A reta € infinita e ilimitada. Podemos imagina-la como um fio de cabelo completamente esticado, tédo
fino quanto possivel e de dimens&o infinita. O plano é também infinito e ilimitado. A superficie de um lago de
dimensdes infinitas pode ser associada a idéia de plano.

Os pontos, as retas e 0s planos costumam ser representados por letras e figuras .

r

Ponto P  Retar Plano o

Para os pontos, utilizaremos letras latinas mailsculas (A, B, C,...); para as retas, letras latinas minusculas
(a, b, c,...); para os planos, letras gregas minusculas ( [0 OO0

SEMI-RETAS E SEGMENTOS

Observe a figura, que apresenta uma reta r e trés pontos distintos A, B e C pertencentes a r. Considera-
remos como intuitiva a afirmacao de que o ponto B esté entre os pontos A e C.

T
A B C

Consideremos, numa reta r, dois pontos A e B (figura). Chamamos segmento de reta AB ou simplesmente
segmento AB o conjunto constituido pelos pontos A e B e por todos os pontos de r situados entre A e B.

X

=}
Y
S

Os pontos A e B sdo os extremos ou as extremidades do segmento AB. Os demais pontos sdo os
pontos interiores ao segmento. Na figura, X é ponto interior ao segmento AB. A reta AB =r é a reta suporte do
segmento AB.

Se A e B coincidem, o segmento AB é o segmento nulo, reduzido a um ponto.

E claro que AB e BA s&o 0 mesmo segmento.

Consideremos agora, sobre uma reta r, trés pontos A', O e A, com O compreendido entre A' e A, conforme

mostra a figura.
/
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N

O ponto O divide a reta r em duas partes. Cada uma delas é chamada semi-reta e elas tém em comum
apenas o ponto O, que é a origem das duas semi-retas. Chamamos semi-reta OA aquela que tem origem O e
passa pelo ponto A. Chamamos semi-reta A’O a que tem origem O e passa pelo ponto A'.

As duas semi-retas OA e OA' se dizem opostas. Cada uma delas é o prolongamento da outra. Aretar é a
reta suporte de cada uma das semi-retas OA e OA'".



Segmentos consecutivos, colineares, congruentes e adjacentes.

Dois segmentos sdo ditos consecutivos se, e somente se, tém um extremo comum e ndo tém nenhum
ponto interior comum.

Ex:
AB e BC sao consecutivos AB e BC sao consecutivos AB e CD nao sdo consecutivos
B
A =} " A B C D
a 1] & i T —e 9
c 3 b a b

Dizemos que dois segmentos sdo colineares se, e somente se, ttm a mesma reta suporte.

Ex: para os dois primeiros é a reta suporte r.

CD e EF séao colineares CD e DE sao colineares AB e BC néao séao colineares
B
——————a—a————--- | ——— - - —
4] C | 1] 0
| a b C

Dizemos que dois segmentos sdo congruentes se ambos tiverem a mesma medida.
Ex:

no caso AB é congruente a CD. AB ~ CD , cujo o simbolo de congruéncia é dado por” ~".

Dois segmentos sdo chamados adjacentes se, e somente se, S0 consecutivos e tém a mesma reta
suporte. S&o adjacentes, por exemplo, os segmentos AC e CB da figura, ja que tém em comum apenas o
extremo C e possuem a mesma reta suporte r.

Semi-planos e angulos



Uma reta r contida em um plano divide este plano em duas regides denominadas semi-planos (figura). Os
dois semi-planos tém em comum apenas a reta r, chamada origem ou contorno dos dois semi-planos.

O semi-plano de origem r que contém o ponto M pode ser chamado semi-plano (rM); o outro é o semi-plano
(rN). Dizemos que o ponto M é interior ao semi-plano (rM). Dois semi-planos de um mesmo plano, com a mes-
ma origem r. tais como os da figura, se dizem opdstos. Cada um deles é o prolongamento do outro.

Consideremos agora, duas semi-retas distintas e ndo-opostas OA e OB, de mesma origem O, contidas em
um plano (figura).

Elas dividem o plano a em duas regides que possuem em comum apenas as semi-retas OA e OB.

Cada uma dessas regifes é chamada angulo. As semi-retas OA e OB séo os lados e o ponto O é o
vértice dos dois angulos. Chamamos angulo concavo AOB aquele que contém os prolongamentos dos lados
OA e OB. O ponto N é interior ao angulo cdncavo AOB. Chamamos angulo convexo AOB aquele que ndo
contém os prolongamentos dos lados OA e OB. O ponto M & interior ao angulo convexo AOB.

Classificacdo dos angulos em funcéo de suas medidas

A melhor forma de se entender essa classificacao é a partir de vetores, que diga-se de passagem € muito
usada em fisica 1.

—_ Dﬂ
Um éngulo o énulo < o =0° 0=
B A C
=i
C
Um angulo o éreto < a =90° a=4a0°
B A
a=180°
Um angulo o éraso< « =180°
’ C ¥ g A
Pt & =




a=360°
A C
Um angulo o é completo < o = 360°
C
Um angulo o é agudo < 0°< ¢ <90°
o =60°
B A
Um angulo o é obtuso & a=140°
90° < @ <180°
A
B

Angulos consecutivos e angulos adjacentes

Dizemos que dois &ngulos de um mesmo plano séo consecutivos se, e somente se, ttm um lado comum e
compartilham do mesmo vértice. Veja os exemplos a baixo:

B

1

os angulos [ lel [l lcompartilham o mesmo segmento AB e vértice A.

O conceito de angulos consecutivos nos permite definir a soma e a diferenca de angulos.

Considerando ainda a figura 1, podemos escrever:

0+ 0=BACouBAC-0O=[.



Dizemos que dois dngulos séo adjacentes se, e somente se, eles sdo consecutivos e ndo tém pontos
internos comuns.

=

Angulos opostos pelo vértice

Dois angulos convexos se dizem opostos pelo vértice se, e somente se, os lados de um deles séo os
prolongamentos dos lados do outro.

c B
y=108.43°

a

a=71.467"

§=108.43°

Os angulos AOB e A'OB' da figura, por exemplo, s&0 opostos pelo vértice, ja que os lados OA' e OB' do
angulo A'OB' sdo os prolongamentos dos lados OA e OB do angulo AOB.

Bissetriz de um angulo

Chama-se bissetriz de um angulo a semi-reta contida no angulo, de origem em
seu vértice, que o divide em dois angulos congruentes.

E ainda, a bissetriz é o lugar geométrico dos pontos do plano eqidistante dos lados do angulo.

Na figura a semi-reta AD ¢ bissetriz do angulo A.
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Angulos Complementares, Angulos Suplementares e Angulos

Replementares

Angulos complementares
Dois angulos sdo complementares quando a soma € igual a 90°.
Angulos suplementares
Dois angulos séo suplementares quando a soma € igual a 180°.
Angulos replementares

Dois angulos séo replementares quando a soma é igual a 360°.

Observacéo
angulo « : complemento 90° - «
angulo « : suplemento 180° - o
angulo « : replemento 360° - &

O grau como unidade de medida de angulos

Apesar de a unidade de medida de angulos ser arbitraria, existe uma unidade de uso universal: o grau

(simbolo °).

O grau pode ainda ser subdividido em minutos (simbolo ) e segundos (simbolo "). S&o as seguintes as

equivaléncias entre as unidades de medida de &ngulos:
1 raso =180°

1°:60
1’ =60"

Assim, a medida de um determinado angulo [1[poderia ser indicada, por exemplo:
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f =56°23'40"

Isso significa que a medida de [ /[ 1€ igual a 56 graus, 23 minutos e 40 segundos.

Operando com medidas de dngulos

O grau é subdividido na base sexagesimal e ndo na base decimal, como costuma ocorrer com as unidades
de medida da maioria das grandezas. Por isso, as operacdes usuais com as medidas de angulos fogem dos
padrdes operacionais usuais.

A forma mais eficaz de se aprender a operar com angulos é a partir de exemplos, logo:

Exemplos:
01) Simplifiqgue as medidas:

a) 65°39' 123"
b) 30° 56' 240"

02) Determine:

a) 30°40' + 15° 35'
b) (31°32' 45" :3
c) 2x (10° 35' 45")
d) 90° 15' 20" - 45° 30' 50"

Resolucdo do exemplo dois.

a) (30° 40" + 15° 35") : facga a conta de forma normal como se fosse uma conta com virgula, de forma
gue o grau fiqgue abaixo do grau e o minuto abaixo do minuto.

30°40°
+15°35°
=45°75 simplificando o resultado obtemos o valor final como 46°15’

b) (31° 32'45") : 3 Vocé deve transformar os valores para que a divisdo dé exata. Primeiro vocé passa
0s 2' para a casa dos segundos - lembrando de somar 60 quantas vezes voceé tirou da casa anterior)

31° 30" 165" ( 2' equivale a 120" somado com os 45" tem-se 165")
Vocé deve fazer isso com os graus passando para minutos, aplicando a mesma regra)

30° 90' 165" ( Como 1 grau vale 60 min) Agora vocé pode dividir normalmente:
30°90' 165" : 3 =10° 30" 55"

C) 2x (10° 35' 45") : a multiplicacéo deve ser feita de forma normal e no final simplificado se for o caso.
Logo: 2 x 10°=20°,2 x 35'=70" e 2 x 45"= 90" assim o resultado fica sendo 20° 70’ 90”
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simplificando 21° 11’ 30”.

d) A subtracéo e feita da mesma forma que a soma casa abaixo de casa, logo:

repare que a subtracéo nao é possivel pelo valor acima ser menor g o abaixo logo deve se arrumar o angulo
pra efetuar a conta.
90° 15' 20”
- 45° 30' 50"
logo o angulo 90° 15’ 20 “ deve ficar da forma 89° 75’ 80” para q possa ser feito a conta de forma correta.
Assim:
89° 75’ 80”
- 45° 30’ 50”

44° 45’ 30”. Lembrando que o angulo ja se encontra simplificado.

03) As bissetrizes de dois angulos adjacentes formam um Angulo de 46°. Se um deles mede 32°, qual é a
medida do outro?

04) O complemento da terca parte de um angulo excede o complemento desse dngulo em 30°. O angulo vale:

RETAS CONCORRENTES E RETAS PARALELAS

Duas retas distintas de um plano podem ocupar duas posicdes relativas.
Suponhamos duas retas r e s contidas em um plano ¢ .Podem ocorrer dois casos:

19 re s tém apenas um ponto comum. Dizemos entdo que r e s s&o concorrentes. E dizemos quer /s ={P}.

29 r e s ndo tém ponto comum. Neste caso, dizemos que r e s sdo paralelas. No caso temos roms=¢

[s4
X /r 8
r /ﬁ
Escrevemos r//s para indicar que r é paralela a s. Dizemos que duas semi-retas ou dois segmentos séo
paralelos se suas retas suportes sdo paralelas.

ANGULOS EM RETAS PARALELAS

Se duas retas r e s de um plano séo interceptadas por uma reta t do plano, dizemos que t é transversal
emrelacdoares.

Uma reta t transversal em relacdo a duas retas r e s forma, com estas, oito &ngulos convexos que tém
denominacdes especiais (figura) e serdo essas denominacdes especiais que abordaremos adiante a partir da
figura.
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Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, pode-se demonstrar que 0s oito angulos
convexos formados séo, dois a dois, congruentes ou suplementares.
Primeiramente devemos identificar os angulos e o significado de suas nomenclaturas, assim:

Angulos correspondentes s&o os angulos congruentes que se situam na mesma posi¢do em relacdo as
paralelas. Na figura eles sé@o representados pelos pares:

Os angulos internos se situam entre as paralelas. Na figura séo representados pelos angulos.

1) c,d,e,f

Os angulos externos se situam no exterior das paralelas. Na figura sdo representados pelos angulos.
1) a,b,g,h

Os angulos alternos sé@o dados pela comparacgéo entre os angulos congruentes situados a direita da
transversal com os que estédo situados a esquerda, e sao classificados de duas formas:

Alternos internos, onde seus pares sao os angulos:

Alternos externos, onde seus pares sdo os angulos:

1) a,h
2) b,g

Os angulos colaterais se encontram do mesmo lado da transversal e sdo suplementares( a soma é
igual a 180°). Também sao classificados de duas formas:
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Colaterais internos, onde os pares sao os angulos:

Colaterais externos, onde os pares séo os angulos:
1) a.,g
2) b,h
Lembrando que a comparacao entre os angulos séao feitos de uma paralela para a outra.
Exemplos:

1) Sendo a// b, vamos determinar o valor de x na figura:

N
2x — 10°

oL

3x+40°

solucdo: por correspondéncia podemos dizer que o angulo 2x — 10° € suplemento do angulo 3x + 40° logo a
soma deles é 180° assim 2x — 10° + 3x + 40° = 180°;

5x + 30° =180°

5x = 150° logo x = 30° substituindo o valor de x temos 3(30)+40 = 130° ,como o angulo [ & alterno ao angulo 3x
+ 40° assim [ 130°

RETAS PERPENDICULARES

Dizemos que dois segmentos ou duas semi-retas sado perpendiculares se, e somente se, formam
guatro angulos retos. Podemos dizer também, nesse caso, que cada uma delas é perpendicular a outra.

Indicamos F L.sSous_L r

-]
L]
w

Na figura, temos duas retas perpendiculares, sendo & = b=c=d=90°

Dizemos que dois segmentos ou duas semi-retas sdo perpendiculares se suas retas suportes sdo per-
pendiculares.
Se duas retas concorrentes ndo sdo perpendiculares, dizemos que elas séo obliquas. E o caso das retas ae b
da figura.
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~_ a
S

b

Mediatriz de um segmento

Chama-se mediatriz de um segmento AB a reta m perpendicular a AB passando pelo seu ponto médio.

Na figura, sendo AM = MB e m L AB, a reta m & mediatriz de AB.
Dizemos, neste caso, que cada um dos pontos A e B é simétrico do outro em relagdo a reta m.

FEIXE DE RETAS PARALELAS

Feixe de retas paralelas € um conjunto de retas distintas de um plano, paralelas entre si. As retas a, d e
¢ da figura constituem um feixe de retas paralelas.

JAN

7

r S

Transversal ao feixe de retas paralelas é um reta do plano do feixe que intersecta todas as retas do
feixe. Na figura, as retas r e s séo transversais aos feixes.

A e A’ sdo pontos correspondentes. Também s&o correspondentes aos pontos Be B, Ce C', A'B' e AB s3o
segmentos correspondentes. Igualmente BC e B'C'assim como também AC ¢ A'C"
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TEOREMA DE TALES

\ Um feixe de paralelas determina, em duas transversais quaisquer segmento proporcional.

Em decorréncia das propriedades das propor¢des, valem também as igualdades:

AL AT AT AT AB AB
AB AB ,, BC BC _, BC BC
Exemplos :
1) Nas figuras as retas r, s e t sdo paralelas. Vamos determinar o valor de x :
a) N T
,//’ V; s b] / \
/* — r
— "/‘; - - N -1 / \3 s
’//// )\/‘ 7 C
/ 3x+7 \5
5 \
1
1 / \

Solucgéo:

a) pelo teorema de tales temos que:7 / 2 = (x+4) / X,
2X + 8 = 7x,

5x=8,

x=8/5

b) de mesma forma: (2x-1)+ (3x+4) /2x—-1=9/ 3,
5x+3)/2x—-1=3,

5x+3=6x-3,

X=6

2) Observe a planta de um loteamento:
12m X v Rua Pitdgoras

2 e =l | Tente responder a esta pergunta: Quais sdo as medidas aproximadas das
. Loe2 | s frentes dos lotes 2 e 3?

1350m
15,40 7~ _ p
16,30 m 2 Galojs

—
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POLIGONOS

O conjunto constituido de n segmentos consecutivos e ndo adjacentes de um plano: AgA1 , AjAp, AsAg, ...,
An-1An € chamado linha poligonal.

(&) Linha poligonal simples

A figura mostra uma linha poligonal ABCDEFG. Os pontos A, B, C, D, E, F e G séo os vértices, os
segmentos AB,. BC. CD, DE, EF e FG sao os lados e os pontos A e G séo as extremidades da linha.

Uma linha poligonal na qual dois dos lados ndo consecutivos nunca se cortam fora dos vértices € uma linha
poligonal simples.

C

E (b) Linha poligonal ndo-simples

A linha poligonal da figura (a) é simples. A linha poligonal ABCDE da figura (b) ndo é simples, porque os
lados ndo-consecutivos AB e DE se interceptam em um ponto distinto dos vértices.

Se as extremidades de uma linha poligonal coincidem, ela é chamada linha poligonal fechada.

Na figura ( ¢ ), vemos uma linha poligonal simples e fechada MNPQRSM.

(c) Linha poligonal simples fechada

Toda linha poligonal simples e fechada divide seu plano em duas regifes, uma interior e outra exterior.

Na figura (c), o ponto X pertence a regido interior e o ponto X' pertence a regido exterior da linha poligonal.

Chamamos poligono o conjunto constituido dos pontos de uma linha poligonal fechada simples e dos
pontos da regiéo interior a essa linha poligonal.

D (d) Poligono ABCDE

A figura (d) mostra um poligono ABCDE de 5 lados (AB, BC, CD, DE, EA) e 5 vértices (A, B, C, D, E).
Um poligono é dito convexo se ele esta todo contido num mesmo semiplano em relacao a reta suporte de
qualquer de seus lados. Em caso contréario, ele é um poligono céncavo.



B
A
I c
(e) Poligono convexo (f) Poligono céncavo
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O poligono da figura (e) é convexo. O da figura (f) € concavo; observe que partes do poligono MNPQR es-

tdo contidas em ambos 0s semiplanos determinados pela reta r, suporte do lado PQ.
POLIGONOS CONVEXOS
J& vimos a definicao de poligono convexo.

A figura mostra um poligono convexo que possui, n vértices e n lados.

Em funcéo de seu nimero de lados, um poligono convexo pode receber nomes
especiais:

a) 3 lados: triangulo

b) 4 lados: quadrilatero
¢) 5 lados: pentagono
d) 6 lados: hexagono

e) 7 lados: heptagono
f) 8 lados: octégono

g) 9 lados: eneagono

h) 10 lados: decagono
i) 11 lados: undecagono
j) 12 lados: dodecagono
1) 15 lados: pentadecagono
m) 20 lados: icosagono

A partir de agora, quando nos referirmos a um poligono convexo, vamos chama-lo simplesmente
“poligono”.

Assim, no pentadgono da figura, os angulos 1, 2, 3, 4 e 5 sdo os angulos
internos e os angulos 6, 7, 8, 9 e 10. sdo o0s, angulos externos respectivos.
Convém lembrar que um angulo interno e seu angulo externo respectivo sao

adjacentes e, portanto, suplementares.

Um poligono que tem todos os lados congruentes e todos os angulos internos
congruentes é chamado poligono regular.

E claro que o triangulo regular é o triangulo equilatero e o quadrilatero regular é o F
guadrado.
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A soma dos lados de um poligono é chamada perimetro do poligono.

Soma dos angulos internos e externos de um poligono

A soma dos angulos internos de um poligono é funcao apenas do seu nimero de lados. Sendo n o
numero de lados de um poligono, a soma Si de seus angulos internos é dada por

S, =(n—2)-180°

Cada angulo externo do poligono é o suplemento do respectivo adngulo interno. Assim, chamando de Se a
soma dos angulos externos de um poligono.

S, =360°

Observe, portanto, que a soma dos angulos externos de um poligono (um em cada vértice) é constante e igual
a 360°, ou seja, independe do numero de lados do poligono.

a R . a R .
Chamando-se de ' cada angulo interno e de "¢ cada angulo externo de um poligono regular.

180°(n-2) 360°
a = a =

1 €

n n

Exemplos

1) Qual é a soma dos angulos internos de um pentagono (n =5) ?

S, =(n—2)-180°

Solugdo: apenas usando a formula
guestao, basta substituir.

e ja sabendo o numero de lados do poligono em

S=(5-2)180°
S =(3)180°
S =540°

2) Descobrir a categoria dos poligonos cuja soma dos angulos internos € 1440°.

3) Cada um dos angulos externos de um octégono regular (n = 8) é dado por ?

Diagonais de um poligono
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Cada um dos segmentos que tem como extremos dois vértices ndo-consecutivos de um poligono é cha-
mado diagonal do poligono.

Na figura, os segmentos AC, AD, BD, BE e CE sao as diagonais do pentagono ABCDE.

B C

E
E claro que o nimero de diagonais de um poligono é funcéo do seu nimero de lados.

O tridngulo ndo tem diagonais, ja que seus trés veértices sado dois a dois adjacentes.
Exemplos :
1) Qual o nimero de diagonais de um pentagono (n=5)?
Solucgéo:

O poligono em questé@o é um pentagono. Logo vamos demonstrar a formula:

Repare que o vértice A nédo pode formar trés diagonais. um com o vértice
B, um com vértice E, e um com ele mesmo, assim ndo podemos utilizar 3 vértices do poligono, como as
diagonais sdo dadas em fungdo do numero de vértices que no caso € o mesmo que o numero de lados,
temos no final a formula: D = (N — 3)N, N — 3 é multiplicado por N pelo fato de que todos os vértices devem
ser utilizados. Para finalizar a formula devemos dividi-la por 2 pelo fato de que todos os vértices serao
contados duas vezes, como o segmento ( exemplo AD = DA ) logo a formula é:

D={(N-3]N
2

onde N é o numero de lados ou vértices.
Finalmente resolvendo o exercicio temos g N = 5 logo:

D=5
2) Descobrir a categoria dos poligonos que tém 9 diagonais.
3) Num poligono, o niumero de diagonais € o triplo do nimero de lados.Calcular a soma de seus angulos

internos.
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4) Qual é o poligono convexo em que a soma das medidas dos angulos internos € igual a dos externos:

a) triangulo

b) quadrilatero
C) pentagono
d) hexagono

5) Os nimeros de lados de trés poligonos convexos sao consecutivos. A soma dos angulos internos desses
trés poligonos é 2700°. Determine quantos lados tem cada poligono.

a)6,7e8
b)7,8e9
c)56e7
d)8,9e10

6) (UFES) Um poligono regular tem por soma dos angulos internos 2 340°. Quantas diagonais tem esse
poligono?

a) 15
b) 90
c) 45
d) 30
e) 20

7) (UFPA) Se a medida de &ngulo interno de um poligono regular € 150°, a soma dos &ngulos internos desse
poligono é:

a) 1240° d) 2 240°
b) 3240° e) 1800°
c) 3600°

TRIANGULO

Chama-se triangulo todo poligono de trés lados. Na figura, temos um tridngulo ABC de lados AB, BC e AC
e vértices A, B e C e angulos internos (I elll].

A soma dos lados é o perimetro do tridangulo e costuma ser representado por 2p.
Portanto:

2p=AB+AC+BCou2p=a+b+c
Angulos internos ou simplesmente angulos do tridngulo s&o os angulos convexos.

LIL], [ e [0



21

Cada angulo adjacente a um angulo interno € um angulo externo do triangulo. Em cada vértice ha dois
angulos externos opostos pelo vértice e, portanto, congruentes.

(04

Na figura, destacamos e ﬂ angulos externos relativos ao angulo

interno A.

E claro que Xy A= 00000O00180°01 isto €, cada angulo externo de um triangulo & suplemento do
angulo interno a ele adjacente.

ANGULOS NO TRIANGULO

A soma dos angulos internos de um tridngulo é constante é igual a 180°.

Todo angulo externo de um tridngulo é igual a soma dos dois angulos internos nao-adjacentes.

.Num triangulo ABC,costumamos dizer que os lados AB, AC e BC s&o opostos, respectivamente, aos vértices
ou aos angulos C, B e A e vice-versa (figura).

E comum representarmos a medida de cada lado pela letra mindscula que corresponde ao seu vértice
oposto.
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Exemplo:

1) Em um triangulo ABC, sabe-se que A = 3B e que o Angulo B ultrapassa em 3° o complemento de C.
Determinar os trés angulos desse triangulo.

Resolucgéo:
Como A =3B e o0 angulo B = 3 + complemento de C que chamaremos de P
Entdo B=P + 3°e ainda A+ B + C=180° e C + P =90° ,fazendo a substituicdo temos que:
3B +B +90°-P =180°
3B+B+90-B-3°=180°
3B =93°

B =31°
CLASSIFICANDO OS TRIANGULOS

Em funcao da comparacéo entre seus lados, um triangulo pode ser chamado de:
a) escaleno se, e somente se, ndo tem lados congruentes;
b) isbésceles se, e somente se, tem dois lados congruentes ;
c) equilatero se, e somente se, tem os trés lados congruentes .

No caso do triangulo isésceles, sendo AB = AC, o terceiro lado BC é chamado base e os dngulos Be C
sdo os angulos da base. O angulo A, oposto a base, é chamado dngulo no vértice.

A A
A
B////\\ )
C B 77 C B o)
triangulo escaleno tridngulo isosceles triangulo equilatero

Observe que todo tridngulo equilatero é isdsceles, podendo qualquer de seus lados ser considerado como
base.

Sendo a soma dos angulos internos de um tridngulo igual a 180°, é claro que um tridngulo pode ter no
méximo um angulo reto ou um angulo obtuso.

Em funcéo da natureza de seus angulos, um triangulo pode ser classificado como :
[ acutangulo, se, e somente se, tem trés angulos agudos;
[ retdngulo, se, e somente se, tem um angulo reto (e conseqientemente dois &ngulos agudos);

[ obtusangulo, se, e somente se, tem um angulo obtuso (e consequentemente dois angulos agudos),
BN
B

oA c A C\\\IHHHHHHHHHHHHH\ A c
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(1[I triangulo acutangulo triangulo retangulo triangulo obtusangulo

(]
No triangulo retangulo, sendo A = 90°, é claro que B + C =90°, ou seja, os angulos agudos sao

complementares.

O lado BC do triangulo retangulo, oposto ao angulo reto, € chamado hipotenusa; os outros dois lados
séo chamados catetos.

Para os tridngulos retangulos, vale o seguinte caso especial de congruéncia: se dois triangulos
retdngulos tém a hipotenusa e um cateto respectivamente congruentes, entdo eles sdo congruentes.

A respeito dos triangulos isésceles, podemos destacar alguns fatos importantes:

Num tridngulo isdsceles:
[los angulos da base sao congruentes;
Oa mediana relativa a base é também altura e bissetriz interna.

SEGMENTOS E PONTOS NOTAVEIS EM UM TRIANGULO.

Além dos lados, existem no tridngulo outros segmentos de grande importancia:

As medianas, as bissetrizes tanto internas quanto externas e as alturas,também temos as mediatrizes que
ndo sdo segmentos, mais o encontro das trés sdo um ponto notavel no triangulo. Estudaremos a seguir esses
segmentos e o0 encontro de cada um originando seus respectivos pontos notaveis.

A mediana:

Chama-se mediana de um tridngulo qualquer segmento que tem como extremos um vértice e o ponto
médio do lado oposto do tridngulo. Na figura, o segmento AM é a mediana relativa ao vértice A (ou ao lado BC).

A

B 77 M A C

Todo tridngulo tem trés medianas, cada uma relativa a um vértice (ou a um lado) e o encontro das trés
medianas recebe o nome de baricentro que também é o centro de equilibrio do triangulo.

HY
[0
O ponto G é o baricentro

Ainda em relag&o ao baricentro podemos afirmar pelo seguinte teorema que:
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O baricentro de um triangulo dista de cada vértice 2/3 da mediana correspondente.

BG = 2/3 BM

A bissetriz:

Bissetriz interna

Chama-se bissetriz interna de um tridngulo, qualquer segmento de uma bissetriz de um angulo interno
gue tem como extremos o Vértice do angulo e o ponto onde a bissetriz corta o lado oposto. Na figura, o
segmento AM é a bissetriz interna relativa ao angulo A (ou ao lado BC).
A

B , C
M

Todo tridngulo tem trés bissetrizes internas, cada uma relativa a um angulo (ou a um lado). as trés
bissetrizes internas concorrem em um mesmo ponto, equidistante dos lados e denominado incentro do
triangulo. Esse nome é dado pelo fato de que o incentro é o centro de uma circunferéncia inscrita no triangulo.
Veja figura.

O ponto D é o incentro.

E ainda o incentro é um ponto equidistante dos lados do tridngulo; basta lembrar que cada bissetriz € o
lugar geométrico dos pontos do plano equidistante dos lados do dngulo. Essa afirmacéo nos permite calcular a
area do triangulo em fun¢éo do raio da circunferéncia, caso que veremos em breve em area das figuras planas.

Ja a bissetriz externa...

B

Chama-se bissetriz externa de um tridngulo qualquer segmento de uma bissetriz de um angulo externo
gue tem como extremos o vértice do angulo e o ponto onde a bissetriz corta o prolongamento do lado oposto.
Na figura, o segmento AM € a bissetriz externa relativa ao angulo A (ou ao lado BC).

Altura:
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Chama-se altura de um tridngulo qualquer segmento perpendicular a um de seus lados que tem como
extremos o vértice oposto a esse lado e o pé da perpendicular sobre o suporte do lado. Todo triangulo tem
trés alturas, cada uma relativa a um vértice (ou a um lado). As retas suportes das trés alturas de um triangulo
concorrem em um mesmo ponto, denominado ortocentro do tridngulo.

B

Na figura, o segmento AH ¢é a altura relativa ao vértice A (ou ao lado BC).

Nas figuras a seguir, os segmentos AF, BE e CG sao as alturas do tridngulo ABC, relativas
respectivamente aos lados BC, AC e AB. Elas concorrem no mesmo ponto D, que é o ortocentro do triangulo.

O ortocentro de um tridngulo pode ser
a) interior ao tridngulo, se ele é acutangulo;

b) exterior ao tridngulo, se ele é obtusangulo;
¢) coincidente como vértice do angulo reto, se ele é retangulo.

Acutangulo.

Retangulo.

Obtusangulo.

Mediatriz:

Apesar da mediatriz ndo ser um segmento notavel do triangulo, a interse¢do das trés mediatrizes € um
ponto notavel, e de muita importancia. As mediatrizes dos trés lados de um tridngulo concorrem em um
mesmo ponto, eqiidistante dos vértices e denominado circum-centro do triangulo, (veja figura)
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O ponto D é o circum-centro.

A
Exemplos:
1) Na figura, AB = AC e BC = CD. Sendo A =20°, vamos calcular = 0.

5 C
_ ) D

Resolucéo: sendo os triangulos ABC e BCD isdsceles temos que 0s angulosB=CeP’
=D logo, B+ C + A=180° como A = 20° temos
2B =180° - 20°,

B = 80° lembrando que B = C. o angulo C para o triangulo ABC tem seu suplemento para o triangulo BCD
sendo C’, logo C + C’ = 180° logo, C’ = 100° como B’ =D, temos B’ + D + C’ = 180°, 2B’ = 80°, B’ = 40° com os
valores, temos que:

[1+ B+ B =180°assim [I[/[11160°

2) Seja ABC um triangulo isésceles de vértice A. Se A = 40°, vamos determinar o
angulo formado pela altura BH e a bissetriz interna BM. H

DESIGUALDADES NO TRIANGULO

A respeito dos lados e angulos de um triangulo, podem-se demonstrar certas desigualdades importantes.

Dois lados de um tridngulo sdo desiguais se, e somente se, 0s angulos opostos a esses dois lados
séo desiguais; ao maior lado se opde o0 maior angulo.

Ib-cl<a<|b+c|
la-c/<b<|a+c|

la-bjl<c<|a+b

Podemos concluir, a partir desse teorema, que a hipotenusa de um triangulo retdngulo é maior que
gualquer dos catetos.
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Cada lado de um triangulo € menor que a soma é maior que a diferenca (em modulo) dos outros dois.

Essas relagdes sdo conhecidas como desigualdades triangulares.

Exemplo:

1) Se dois lados de um tridngulo medem 3 cm e 7 cm, qual medida X do terceiro lado ?

2) Podem os trés lados de um tridangulo medir 6 em, 8 em e 15 cm? Justifique.

3) Se 4, 9 e x sdo naturais que representam, em metros, as medidas dos lados de um tridngulo, determine
0s possiveis valores de x em cada caso:

a) O triangulo é isosceles.

b) O triangulo é escaleno.

4) Um tridngulo escaleno tem 13 cm de perimetro e um de seus lados mede 5 cm. Determine as medidas

dos outros dois lados, sabendo que elas sdo, em cm, nimeros inteiros.

SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Dois tridngulos sdo semelhantes se, e somente se, possuem o0s trés angulos ordenadamente
congruentes e os lados homoélogos proporcionais.

I

R
O W >

A
AABC~AA'B'C'<{B
C

I

a

B bR = E =Kk(cosntante de proporcionalidade)
c

TEOREMA FUNDAMENTAL DA SEMELHANCA

Toda reta paralela a um lado de um triangulo que intersecta os outros dois lados em pontos distintos
determina outro triangulo semelhante ao primeiro.



28

/ \‘—\,7‘
_Dp j‘\ f,__\?g = rif B£
/ , rnAB={D} : = AADE~AABC
/ . N
Bz._i____m,,,,, Ty rnAC ={E}
Exemplos:
1) A figura mostra um quadrado PQRS inscrito num triangulo ABC. Sendo BC = 24 cm e a altura relativa a

essa base igual a 16 cm, vamos calcular a medida do lado desse quadrado.

16 —x

24

2) Uma reta paralela ao lado BC de um triangulo determina sobre o lado AB segmentos de 2 cm e 8 cm.
Calcular os segmentos que esta reta determina sobre o lado AC = 15 cm.

3) Dois tridngulos T e T' sdo semelhantes. Os lados do triangulo T medem 18 cm, 22 cm e 30 cm. Achar os
lados do triangulo T' sabendo-se que tem 175 cm de perimetro.

4) As bases de um trapézio medem 8 dm e 12 dm. Os lados néo paralelos medem 3 dm e 5 dm. Prolongam-se
os lados nao paralelos até se encontrarem. Calcular os dois lados dos incognitos do menor triangulo assim
obtido.

5) As bases de um trapézio medem 12 m e 16 m e altura 9 m. Achar as distancias do ponto de intersecédo das
diagonais as bases do trapézio.

RELACOES METRICAS NO
TRIANGULO RETANGULO

Todo triangulo retangulo possui dois angulos agudos complementares e um angulo reto, ao qual se

opde o seu maior lado, chamado hipotenusa os outros dois lados sdo denominados catetos.
A

a: hipotenusa
b, c : catetos



A perpendicular a BC | tracada por A, é a altura h, relativa a hipotenusa do triangulo.
BH =n e CH =m séo as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa.

n m

a=n+m

Observando as medidas dos angulos, concluimos que os trés triangulos formados sdo semelhantes.

A

AABC ~ AHAC ~ AHBA

Considerando a semelhanca entre os dois primeiros tridngulos:

c b a cm = hh
—_—=— b® = ma
h m b ch'=ah

Pela semelhanca entre o primeiro e o terceiro triangulo:
c b a ch'=nb
— — — < I:”:I = hla
n h ¢ c=na

Considerando agora a semelhanca entre os dois ultimos tridngulos, podemos escrever:
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" m b h® = mn
—=—=— mc' = b'h
n h ¢ h'c' = h'n

Assim, podemos afirmar que em todo tridngulo retangulo:

() O quadrado de cada cateto vale o produto da sua projecao sobre a hipotenusa pela hipotenusa.
(1 O produto da hipotenusa pela altura relativa a ela vale o produto dos catetos.

({1 O quadrado da altura relativa a hipotenusa vale o produto entre as proje¢des dos catetos sobre a
hipotenusa.

Lembrando que a = m + n e considerando ainda as rela¢des (l), temos:
am=0’
) +
an=c_C

am+an=Db’+¢?

=a(m+n)=b*+c* = a’=b’+c

Esta Ultima — é muito importante — relagdo é conhecida como teorema de Pitagoras e € assim interpretada:
Em todo triangulo retdngulo o quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos.
Exemplos:

1) Considerando que os catetos AB e AC medem, respectivamente, 3 cm e 4 cm, determinar a medida da
altura relativa a hipotenusa.

2) Sejam 2cm e 3 cm as medidas das projecfes dos catetos de um tridangulo retdngulo sobre a hipotenusa.
Calcular as medidas dos catetos.
QUADRILATEROS CONVEXOS
Quadrilatero convexo é todo poligono convexo de quatro lados.
Todo quadrilatero tem 2 diagonais.
Na figura, vemos o quadrilatero ABCD, de diagonais AC e BD.

A soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°. D

Alguns quadrilateros, por possuirem propriedades muito especificas, recebem denominagdes especiais.

PARALELOGRAMO

Chama-se paralelogramo todo quadrilatero cujos lados sé@o dois a dois paralelos.

AD//BC
AB//DC

}<:> ABCD e paralelogramo
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Os paralelogramos possuem as seguintes propriedades
1) Os lados opostos sdo congruentes: AB =DC e AD =BC.
2) Os angulos opostos sédo congruentes:
3) Os angulos ndo-opostos sdo suplementares:

4) As diagonais se cortam ao meio:  AM = MC e BM = MD.

\ Se um quadrilatero tem dois lados opostos paralelos e congruentes, entédo ele € um paralelogramo.

D C

ABCD é um paralelogramo
(AB A B =DCeAB// DC).

RETANGULO

Chama-se retangulo todo paralelogramo que tem os quatro angulos congruentes (figura)

D C E claro que, sendo A + B + C + D = 360°, teremos, necessariamente, para o
(LW e o .
A Il  retangulo:
N — =~ =
3 “ A=B=C=D=90°
A B

Em outras palavras, retangulo é todo paralelogramo que tem os quatro angulos retos.
Além de o retangulo ter as propriedades dos paralelogramos, pode-se provar que

As diagonais de um retangulo sdo congruentes : AC=BD

Como as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio, podemos concluir, ainda observando a
figura, que AM = MC = MB = MD.

A partir dai, podemos enunciar o seguinte teorema:

Num tridangulo retadngulo, a mediana relativa a hipotenusa é a metade da hipotenusa.

De fato, na figura, ABD é um triangulo retangulo de hipotenusa BD e AM é a mediana relativa a
hipotenusa. E claro que, sendo AM = MD = MB.

LOSANGO

Chama-se losango todo paralelogramo que tem os quatro lados congruentes.
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Na figura, o paralelogramo ABCD é um losango, pois AB = BC = CD = DA.

Além de o losango ter as propriedades dos paralelogramos, vamos provar o teorema:

As diagonais de um losango sé&o perpendiculares e sédo bissetrizes dos angulos internos.

QUADRADO E
Chama-se quadrado todo paralelogramo que tem os quatro angulos
congruentes (retos) e os quatro lados congruentes. A >c
A=B=C=D=90°
&
AB = BC = CD = DA, donde ABCD é um quadrado. D

Um quadrado é, ao mesmo tempo, retangulo e losango. Valem, portanto, para o quadrado, todas as
propriedades vistas para o paralelogramo, o retangulo e o losango.

E claro que o Unico tipo de quadrilatero regular é o quadrado.

TRAPEZIOS

Chama-se trapézio todo quadrilatero que tem dois lados opostos paralelos e os outros dois lados nao--
paralelos.

Os lados paralelos séo as bases e a distancia entre eles é a altura do trapézio.

Na figura, sendo AB // CD e AD néo-paralelo a BC, o quadrilatero ABCD é um trapézio de bases AB e CD e
altura CH.

Se um dos angulos de um trapézio é reto, ele é chamado trapézio retdngulo (figura); neste caso, havera

necessariamente um outro angulo reto no trapézio e o lado adjacente aos dois angulos retos (AD, no caso) é
altura do trapézio.

D C
ol
A B
trapézio retangulo trapézio isosceles

Se os lados ndo-paralelos de um trapézio sdo congruentes, ele € chamado trapézio isdsceles; € o caso do
trapézio da figura, em que AD = BC.

Propriedades dos trapézios isosceles:
a) as diagonais sdo congruentes (AC =BD);

b) os &ngulos de uma mesma base sdo congruentes (A =B e C =D).

Um trapézio ndo-isosceles pode ser chamado trapézio escaleno.
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BASES MEDIAS

Chama-se base média de um tridngulo todo segmento cujos extremos

séo os pontos médios de dois de seus lados. A
D E
Na figura, sendo AD = BD e AE = CE, o segmento DE é base média do
triangulo ABC, relativa a base BC. c
Toda base média de um tridangulo é paralela a respectiva base e é a metade dessa base.
BC
DE//BCe DE= —
2
o - _ D C 5
Chama-se base média de um trapézio o segmento cujos extremos sao os pontos
médios dos lados n&o-paralelos do trapézio.
M N
. . A B .
Na figura, sendo AM = MO e BN = NC, o segmento MN ¢é a base média do

trapézio ABCD. A respeito da base média de um trapézio, pode-se provar o0 seguinte teorema:

A base média de um trapézio é paralela as bases e é a média aritmética das bases.

AB+CD

MN//AB e MN = T
Exemplo:
1. Na figura ABCD é um paralelogramo, AE é bissetriz de A e EB = EC. D £ M C  calcule o
angulo C.

78°
POLIGONOS REGULARES INSCRITOS NA CIRCUNFERENCIA A B

Introducéo

Nas figuras abaixo h& dois poligonos regulares (todos os lados e todos os angulos congruentes entre si)
inscritos, cada um, num circunferéncia.

Célculo da medida do lado e do ap6tema de um poligono regular em func¢ao do raio da circunferéncia

Quadrado inscrito em uma circunferéncia
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E D
o
a P
F TR i' G
—r rv2
a) Lado |4 rv2 a, :i
b) Apo6tema 2
Exemplo:
1) Calcular o lado e o ap6tema de um quadrado inscrito numa circunferéncia de 30 cm de raio.
Hexagono regular inscrito em uma circunferéncia
E_——D
A : B
I
=r
a) Lado 6

b) Apétema 2
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Exemplo:
2) Calcular o lado do apétema de um hexagono regular inscrito numa circunferéncia

Tridngulo equilatero inscrito em uma circunferéncia
C

a)
r
a; =—
5 2
b) Apodtema
Exemplo:
3) Calcular o lado e o apétema de um tridngulo equilatero inscrito numa circunferéncia de 35 cm de
lado.

Circunferéncia e circulo
Angulos na circunferéncia

Angulo central

Angulo central é o angulo que tem o vértice no centro da circunferéncia. A medida de um angulo
central é igual & medida do arco correspondente

A

£

o

O - AB = AOB

obs : tome cuidado pois ndo confunda comprimento de arco, com angulo do arco, pois comprimento é dado
pelo angulo multiplicado pelo raio da circunferéncia!!!

Angulo inscrito

Angulo inscrito é o angulo cujo vértice € um ponto da circunferéncia e os lados sdo secantes a
circunferéncia. A medida de um angulo inscrito é a metade da medida do arco correspondente.

A

Observactes
a) Os angulos inscritos num mesmo arco Sdo congruentes.
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b) Todo angulo inscrito numa semi-circunferéncia é reto.

a,pbe = . ~ )
a) Bey s&0 congruentes pois estdo inscritos no mesmo arco AB.

Exemplos

b) independentemente do ponto em g se encontre A na circunferencia o angulo formado por esse vértice
sempre sera um angulo reto.( desde que o lado oposto ao angulo passe pelo centro dessa circunferéncia!

Angulo semi-inscrito (ou angulo de segmento)

Angulo semi-inscrito € um angulo que tem o vértice na circunferéncia, um lado secante e o outro
tangente a circunferéncia. A medida do angulo semi-inscrito € a metade da medida do arco correspondente.

a=AB/2

Quadrilatero inscrito

Em todo quadrilatero inscritivel, os angulos opostos sdo suplementares.

o+ p=180°
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Segmentos tangentes

Se de um ponto P tracarmos duas tangentes a Uma circunferéncia, sendo A e B 0s pontos de tangéncia,
entdo PA = PB.

-

A

B

Quadrilatero circunscrito

Em todo quadrilatero circunscritivel, a soma de dois lados opostos € igual a soma dos outros dois.
B

D

AB + CD = BC + AD
RELACOES METRICAS NA CIRCUNFERENCIA

1) Se duas cordas AB e CD de um circunferéncia se cortam num ponto P, entdo o produto dos segmentos
PA e PB da primeira corda é igual ao produto dos segmentos PC e PD da segunda corda.
D
A

B
C

AB e CD — cordas PA . PB =PC.PD

2) Se os prolongamentos de duas cordas AB e CD se cortam em um ponto P exterior a uma circunferéncia,
o produto dos segmentos PA e PB é igual ao produto dos segmentos PC e PD.

AB e CD — cordas
PB e PD — secantes

PA.PB=PC.PD

3) Se uma secante AB e uma tangente a uma circunferéncia num ponto T se cortam externamente num
ponto P, a medida do segmento PT € igual a média geométrica dos segmentos PA e PB.
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PT2=PA.PB
Exemplos:

1) Calcule o valor de x na figura abaixo:

2) Na figura, AB é perpendicular ao didmetro EC do circulo de centro O, CD =4 cm e ED =9 cm. A
medida da corda AB, em cm, é

m

D,

a)8
b) 10
c) 12

d)24/13
e)2\17

3) Na figura abaixo, onde T é o ponto de tangéncia e O € o centro da circunferéncia , determine o valor
de DE.
Dados: PT =16, PA=CD=8,BD =4

T
P ,ﬂ
D ‘,i,
A o] /
/

E

AREA DAS FIGURAS PLANAS

A) RETANGULO

A area A de um retangulo é o produto da medida da base pela medida da altura.

A h A=b-h

B) QUADRADO
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O quadrado é um retangulo; logo, sua area A é o produto da medida da base pela medida da altura.

A |a A=a’

C) PARALELOGRAMO

A area do paralelogramo de base b e altura h é igual a area de um retangulo de base b e altura h.

Observe a figura:
h /i h
‘ | A=Db-h

O triangulo sombreado no paralelogramo é congruente ao tridngulo pontilhado; assim, se o
colocarmos no lugar pontilhado, obteremos um retangulo de base b e altura h. Logo a area A do
paralelogramo é o produto da medida da base pela medida da altura.

D) TRIANGULO

Consideremos o triangulo MNP cuja base MN mede b e a altura relativa a essa base mede h.

Tragando por P uma reta paralela & base e por N uma reta paralela ao lado MP , obtemos o paralelogramo
MNQP. A area do triangulo MNP é a metade da area do paralelogramo, ou seja, a area do triangulo é a
metade do produto da medida da base pela medida da altura.

@ CASOS PARTICULARES:

TRIANGULO RETANGULO: a area do triangulo retangulo vale metade do produto dos catetos.
B

A C A:b_c
2

TRIANGULO EQUILATERO:

ao®
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AREA DO TRIANGULO EM FUNGAO DE DOIS LADOS E DO ANGULO COMPREENDIDO ENTRE ELES

(FORMULA TRIGONOMETRICA DA AREA):

_a-b-sena
2

AREA DO TRIANGULO EM FUNCAO DOS TRES LADOS (FORMULA DE HERON)

A

B

‘ A=./p(p—afp-b)p-c)

A C _a+b+c
b 2

AREA DO TRIANGULO EM FUNGCAO DO RAIO DA CIRCUNFERENCIA INSCRITA (BISSETRIZ E
INCENTRO)

EXEMPLOS:

1) (UFRN) Um terreno de 72 m2 de area é formado por 8 quadrados congruentes, conforme mostra a
figura. Quanto mede a cerca que delimita o terreno?

2) (Unicamp-SP) Um fio de 48 cm de comprimento € cortado em duas partes, para formar dois quadrados,
de modo que a area de um deles seja quatro vezes a area do outro
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a) Qual deve ser o comprimento de cada uma das partes do fio?
b) Qual sera a area de cada um dos quadrados formados?

3) Determine a area de um quadrado inscrito:
a) em uma circunferéncia de raio 2 cm;
b) em uma semi-circunferéncia de raio 2 cm.

4) Se aumentarmos em 20% o lado de um quadrado, sua area aumentara 20 cm?2. Determine o lado do
guadrado original.

5) Uma parede retangular de 4,5 m de comprimento por 3 m de altura deve ser completamente revestida
com azulejos quadrados de lado 15 cm. Quantos azulejos serdo necessarios?

6) (UFPR) Uma circunferéncia de raio 5 cm tangencia um lado de um quadrado e passa pelos vértices que
nao pertencem a esse lado, conforme a figura. Calcule a area desse quadrado.

7) Em um tridngulo retangulo, um dos catetos mede 11 cm e a hipotenusa tem medida excedendo 4 cm a
medida do outro cateto. Determine a area do triangulo.

8) Considere o tridangulo ABC:
A

15cm 13 cm

14 cm

a) Determine a medida h da altura AH
b) Calcule a area desse triangulo.
¢) O sébio grego Heron, que viveu em Alexandria no século | d.C., provou que a &rea A de um tridngulo

cujos lados medem a, b e ¢ é dada por A= \/p(p —a)p-bfp—c) em que p é o semi-perimetro, isto &,
a+b+c

2 . Usando a féormula de Heron, calcule a area do triangulo ABC.

E) LOSANGO

Construindo um retangulo de dimensdes D e d, obtemos oito tridangulos retdngulos congruentes. A
area ocupada pelo losango vale a metade da area ocupada pelo retangulo. Portanto, a area do losango é
igual & metade do produto das medidas das diagonais.
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F) TRAPEZIO

Tracando a diagonal QN, dividimos o trapézio em dois tridngulos de altura h em relacéo as bases b
e B. A area do trapézio serd igual a soma das areas dos tridngulos MNQ e NPQ.

G) CIRCULO

O perimetro do circulo é 2xrr. basta multiplicar o raio do circulo pelo angulo dado por uma volta completa em
radianos no caso 2.

2mr
0
r “"-v.____
. —=e_, 2
B B 2mr B A=rr

Coroa circular:

A=7(R?-1?)
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Setor circular:
Em cada circulo, a regido limitada pelos lados de um angulo central € chamada de setor circular.

Area do setor circular em func&o do raio r e do angulo a.

B
o em graus: [I[Jem radianos:
360° > nr2
a® > A Resolvendo aregra de trés temos: |21/[1 > [r?
A _ﬂ LOOO0O-=> A resolvendo a regra de trés
360° temos:

ro
A=

Area do setor circular em funcgéo do raio r e do comprimento do arco c.

A resolvendo uma simples regra de trés, com o comprimento total da
circunferéncia 2[r estando para o comprimento C do arco e a area total da circunferéncia [Ir? estando para
a area do setor circular em cinza, temos:

2[ir>C
[Ir* > A.logo: A=Cr/2
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Extras:
Demonstracdo da formula de heron:
Considere um triangulo ABC:

aplicando o teorema de pitagoras aos triangulos AHB e AHC, respectivamente , obtemos:
c2=hz2+m2eb2=h2+ (a—-m)2donde m=a2z +c2- b2/ 2"

Em h2 = ¢2 - m?, substituindo o valor de m obtido anteriormente, vem:

hz=c2-(a2+c2-b2/2a)

fatorando esta ultima expressao , podemos escrever:

hz2=(a+c+b)a+c—-b)(b+a-c)(b—a+c)/4a?

denotando por 2p = a + b + ¢ o perimetro do triangulo ABC, o semiperimetro do referido triangulo é dado por
p=(a+b+c)/2

e dai,
atc—-b=a+b+c-2b=2p-2b=2(p-Db)
analogamente,

b+ta-c=2(p-c¢)

b-a+c=2(p-a)

substituindo esses valores na ultima expressao de h2, vem:
hz2=2p2(p-b) 2(p—c) 2(p—a)/ 4a2

donde:

1
h = ai2yplp - alip - b)ip - ¢
designando por S a area do triangulo ABC teremos:

S=ah=3.2 Jom a0 bin-o)
= a\"plip a)ip - b)ip - )

1
finalmente temos: S = \'llp(p - allp - bip - <]
fonte: guia do tutor 2, projeto entre jovens, caed.
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Sessao Leitura

Area da superficie corporal

Vocé sabia que os dermatologistas definiram urzna férmula para calcular, aproximadamente, a area da
superficie corporal de uma pessoa? A area (em m®) é calculada em funcéo da massa (m) do individuo:

2

A=0.11.m°

Por exemplo, uma pessoa com massa igual a 70kg possui a area da superficie corporal aproximadamente
igual a:

. 11 3 2 2
A=0,11N70"m
O valor resultante é Gtil para determinar a quantidade de calor perdida através do suor.

A Origem do Grau

45

Angulcs em graus

Em qualquer livro de matemética encontramos afirmacdes de que o angulo reto mede 90° e que o angulo
raso mede 180°. Mas qual é a razdo para os valores serem justamente 90 e 180.

Para entendermos isso, retornaremos ao ano de 4000 a.C., quando egipcios e arabes estavam tentando
elaborar um calendario. Nessa época, acreditava-se que o Sol girava em torno da Terra numa 6rbita que
levava 360 dias para completar uma volta. Desse modo, a cada dia o Sol percorria uma parcela dessa
oOrbita, ou seja, um arco de circunferéncia de sua o6rbita. A esse arco fez-se corresponder um angulo cujo
vértice era o centro da Terra e cujos lados passavam pelas extremidades de tal arco. Assim, esse angulo
passou a ser uma unidade de medida e foi chamado degrau ou &ngulo de um grau.

Pode-se concluir, entdo, que para os antigos egipcios e arabes o grau era a medida do arco que o Sol
percorria em torno da Terra durante um dia.

Hoje, sabemos que é a Terra que gira em torno do Sol, mas, contudo, manteve-se a tradicdo e
convencionou-se dizer que o arco de circunferéncia mede um grau quando corresponde a 1/360 dessa
circunferéncia.
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O que séo os fractais?

Nao é facil entender nem definir essas formas, que mais parecem pinturas psicodélicas e séo fruto de uma
verdadeira revolucdo em dois ramos da matematica: a geometria e a estatistica. Desde o século IV a.C. até
poucas décadas atras, o estudo das figuras geométricas se baseava em formas puras como os circulos, os
quadrados e os triangulos, que aprendemos ainda no primério. E a chamada geometria euclidiana, que
deve seu nome ao matematico egipcio Euclides. Formas exatas e perfeitas como essas sado abstracées
impossiveis de serem encontradas na natureza. E € justamente na natureza que estava oculta a geometria
fractal, descoberta entre as décadas de 60 e 70 tanto nos estudos das variacdes climaticas pelo
meteorologista americano Edward Lorenz quanto nas estatisticas visualizadas em computador pelo

matematico polonés Benoit Mandelbrot, o homem que deu nome as fractais.

O que elas mostravam é que processos aparentemente irregulares como a ramificacdo de uma arvore ou o
recorte geografico de um litoral seguem, na verdade, um padrdo - que, por sua vez, obedece a uma férmula
matematica. Ai esta a caracteristica principal da geometria fractal, batizada de autosimilaridade: sédo formas
cujas partes sempre reproduzem o todo. "N&o existe uma definicdo precisa, mas podemos dizer que uma
figura & um fractal quando ela é formada por diversas partes, que lembram, cada uma, o desenho da figura
inteira", diz o mateméatico americano Michael Frame, da Universidade Yale, nos Estados Unidos, co-autor,
junto com Mandelbrot, do livro Chaos Under Control: The Art and Science of Complexity ("Caos sob

controle: a arte e a ciéncia da complexidade™), que explora esse tema.

"Os estudos iniciais sobre Geometria Plana estdo relacionados a Grécia Antiga, também pode ser
denominada

Geometria Euclidiana em homenagem a Euclides de Alexandria (360 a.C. - 295 a.C.), grande matematico
educado na cidade de Atenas e frequentador da escola fundamentada nos principios de Platao.

Os principios que levaram a elaboracado da Geometria Euclidiana eram baseados nos estudos do ponto, da
reta e do plano. O ponto era considerado um elemento que ndo tinha definicdo plausivel, a reta era definida
como uma sequéncia infinita de pontos e o plano definido através da disposicdo de retas.

As definicdes tedricas da Geometria de Euclides estdo baseadas em axiomas, postulados, definicbes e
teoremas que estruturam a construcdo de variadas formas planas. Os poligonos sao representagdes planas

que possuem definicdes, propriedades e elementos."

Texto retirado do site -http://www.brasilescola.com/matematica/geometria-plana.htm"




FIXACAO

01.Simplifique as medidas:

a) 30°70'
b) 45° 150"
c) 110° 58' 300"

02.Determine as somas e diferencas:

a) 10° 30" 45" + 15° 29' 20"
b) 20°50' 45" - 5° 45" 30"
c) 31°40' - 20° 45’

d) 90° - 50° 30" 45"

03.Determine os produtos e as divisdes:
a) 5x(6°15' 30"

b) (46°48' 54" : 2
c) (52°63'42"):5
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04. Dois segmentos AB e BC sao adjacentes, sendo M o ponto médio de AB e N o ponto médio de BC. Se

AB = 4cme CM =12 cm, determine a medida de CN.

05. As hissetrizes de dois dngulos consecutivos formam um angulo de 38°. Calcule a soma dos dois
angulos.

06. Determine a medida em graus do angulo formado pelas bissetrizes de dois &ngulos adjacentes.

07. Na figura OC é bissetriz do &ngulo AOB. Se =5x - 13° e = 2x + 8°, calcule, em graus, a medida do
angulo AOB.

_ [e) 1 n
08. Considere os angulos de medidas o - 67°, ﬂ =46° 28', e y =34°46'40 . Calcule:

aa+p+y
b)a —y
c)3B-y

—_ n_1A70
09. Na figura a=3a+3% p=a-13 . Calcule a

_ fe) 1 (1]
10. Encontre o complemento e o suplemento do angulo & = 37°21'39

11. Dois angulos sdo complementares e o suplemento do maior deles é 7 vezes o menor. Calcule esses
angulos.

12. Determine, em graus, a medida do angulo da figura:



Bx +3°

4x + 39°

13) Calculexey:

a)
b)
3x - 15° 60° 2x - 30° y
y 3x + 20°

14) Ser /s, determine os angulos indicados pelas letras:

o
120 t
1 - /
45° < > X B S

15) Sabendo que r //s, determine x:

A

 J

»
A
\><<
A
\\?

v

b) t c) /t
a) \ 5x - 30° -
< B [
<X 15° ]
2X

A

'
N
X
3\2
X

 J

A

-+ )

\-;s

16) Sabendo que r //s, determine os angulos indicados pelas letras:

a) t

> t
y = Berg®
X > - y -10°

17) Sabendo que r //s, determine x:
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v

80°

S < 20°

¢

P
—>

18) Sabendo que r //s, determine x:

49

b)
c)

A y
7/
y i

100°
120°
130°
140°

20) Na figura, r € paralela a s. As medidas dos angulos indicados por a, b e ¢ séo, respectivamente:

4t
- 70°
70°,70° e 25° =~ T A —- 7
70°, 110° e 45°
110°, 70° e 45° b
110°, 110° e 25° - 23 >
/ "
21) Considere as retas r, s, t e u todas num mesmo plano, com r //u. O valor em graus de
(2x+3y) é:
/ |
500° = T o =T
5200 \27//
580° -2 >u
660° /x}\;



50

22) Sendo a paralela a b, entdo o valor de x :

a) 45° u
b) 90° - / ,a

c) 18° 135°
d) 60°30'10” o L

23) Na figura, r// s // t . Determine a medida do segmento AB .

24) Na figura, r // s // t. qual é o valor de xy?

FAR——

:V‘:,,_......_.\/.,......
8\ /12

10
y | )

SN iL — ,__ —

/

25) Trés terrenos tém frentes para a rua A e para a rua B, como na figura. As divisas laterais séo
perpendiculares a rua A. Qual a medida de frente para a rua B de cada lote sabendo que a frente
total para essa rua tem 180 m?

Rua B S By | "

aom | 30m 20m|
Rua A

26) Na figura,a reta DE é paralela ao lado BC do triangulo ABC. Calcule o valor de x.

27) As medidas dos trés angulos internos de um tridngulo sdo 2x + 6°, x - 12° e 3x + 24°. Calcule a
medida do &ngulo externo adjacente ao maior dos angulos internos.

28) Os angulos internos A, B e C de um tringulo séo tais que A - B = 35 e B = 2C. Calcule o
complemento de B.
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29) Na figura, AB = AC e BAM = GAM. Assinale as afirmativas VERDADEIRAS.

a)B=C

A
b) MB = MC
c)AM L BC
d)AM < AB

3x
A
c) AM & bissetriz de BAC

B M c
A
<y
?OD A A
d) A BP e CP séo bissetrizes deB eC
B C
A
B c D :
A
B c

31) De cada um dos vértices de um dado poligono regular, podem-se tracar 9 diagonais distintas.
Calcule a medida de cada &ngulo externo e de cada angulo interno desse poligono.

32) Determine o niumero de diagonais de um poligono regular cujos &ngulos externos medem 40° cada
um.

33) Se um poligono tem 44 diagonais, calcule a soma de seus angulos internos.

34) Num poligono regular, o nimero de diagonais ultrapassa em 3 unidades o nimero de lados.
Calcule a medida de cada um de seus angulos internos.

35) Num tridngulo reténgulo, a altura e a mediana relativas a hipotenusa formam um angulo de 40°.
Calcule as medidas dos angulos agudos do triangulo.

36) Determine, em graus, a medida do angulo BOC da figura, sendo O o incentro do triangulo.
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37) Calcule a altura relativa a hipotenusa e as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa no triangulo
retdngulo de catetos 8 cm e 12 cm.

38) Calcule as medidas b, ¢ e h indicadas no tridngulo retangulo a seguir:

39) Dado um triangulo equilatero de lado a, calcule sua altura.

9

40) Num tridngulo retangulo, a razdo entre as proje¢8es dos catetos sobre a hipotenusa é 16
Sabendo que a hipotenusa mede 10 cm, calcule a medida dos catetos.

41) Dado um quadrado de lado a, calcule a medida das diagonais desse quadrado.

42) Durante um treinamento, dois maratonistas partem de uma mesma cidade em direcéo reta; um em
sentido leste e outro em sentido norte. Determine a distancia que os separa depois de 2 h sabendo
gue as velocidades dos atletas séo de 20 km/h e 25 km/h, respectivamente.

43) Uma torre de televisdo de 40 m de altura vai ser sustentada por trés cabos de mesmo comprimento.
Os cabos serdo presos na torre a 25 m de altura e os trés ganchos no solo para prender os cabos
estardo a 6 m da base da torre. Quantos metros de cabo, aproximadamente, serdo necessarios
para a sustentagdo da torre?

44) Determine o valor de X, y, z e w no tridngulo retangulo abaixo.

Numa circunferéncia de 10 cm de raio, calcule as medidas do lado e do apétema de um :

Triangulo equilatero inscrito;
Quadrado inscrito
Hexagono regular inscrito
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44) Um tridngulo equilatero de lado 5 cm esta inscrito numa circunferéncia de raio r. Qual a medida do
didmetro dessa circunferéncia ?

45) Determine o perimetro do hexagono regular inscrito numa circunferéncia de raio igual a 5 cm.

46) Determine a razdo entre 0 apétema de uma quadrado e o lado de um tridngulo equilatero, ambos
inscritos numa circunferéncia de raio igual a 6 cm.

47) Para fins beneficentes, foi organizado um desfile de modas num saldo em forma de circulo, com 20
m de raio. A passarela foi montada de acordo com a figura, sendo as passarelas CA e CB os lados que
correspondem a um triangulo equilatero inscrito na circunferéncia. No espaco sombreado, ocupado pela
platéia, foram colocadas cadeiras, sendo uma cadeira por metro quadrado e um ingresso para cada cadeira

. Adotando V3=173 determine quantos metros cada modelo desfilou, seguindo uma Unica vez o roteiro BC,
CA, AO, OB.

e

*o
i

i

e o

48) A distancia entre dois lados paralelos de um hexagono regular é igual a 243 cm. A medida do lado
desse hexagono, em centimetros, é:

a3
b)2
€)2,5
d)3
e)4

49) O lado de um quadrado inscrito em um disco de raio R é a — b e o lado do triangulo equilatero

b

inscrito no mesmo disco é a + b. Entdo @ vale:

a)5- ZJE
7
b)§

)5+ 26
d)V13

50) Um quadrado cujo perimetro mede 8 m esta inscrito num disco. A altura do triangulo equilatero
inscrito no mesmo disco mede, em metros:

a)3/2/2
b)3/3/2
c)2212
d)2/3/3
BYNA]
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51) (PUC-SP) Na figura, AB é diametro da circunferéncia. O menor dos arcos (AC) mede:

c

AlzT40°

a) 100° b) 120° c) 140° d) 150° e) 160°

52) (Cesgranrio) As semi-retas PM e PN sado tangentes ao circulo da figura e o comprimento do arco (MGN)
€ 4 vezes o do arco (MFN). O angulo MPN vale

T~ M

L N

F .
=P
//

f_—

N a) 76° b) 80° c) 90° d) 108° e) 120°

53) Na figura abaixo, O é o centro do circulo, a = 20° e b = 80°. Ent&o, podemos afirmar que:
a) x = 30°

b) x> a

c)x=b-a

d) AD = AP

e) PA=AB

54) Na figura, MN = OB. Se AOB = x, ent&o angulo
MBO =Y é: (O é o centro do circulo.)

a} 4x/7 b)x/2 c)3x/5 d)5x/6 e)2x/3

55) De um ponto M, exterior a um circulo de centro O, tracam-se as tangentes MA e MB. Se a corda AB é
lado de um pentagono regular inscrito nesse circulo, a medida do dngulo AMB é

~

a) 144° b) 108° c) 100° d) 96° e) 72°

56) (Fuvest-SP) Numa circunferéncia, esta inscrito um triangulo ABC; seu lado BC é igual ao raio da
circunferéncia. O &ngulo BAC mede

a) 15° b) 30° c) 36° d) 45° e) 60°

57) (UFMG) Na figura, o circulo esté inscrito no triangulo ABC cujos lados medem AB = 9 cm, BC = 8 cm,
AC =5cm e M é o ponto de tangéncia. A medida de MB é :
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B
a)5cm b)55cm c)6cmd)6,5cme) 7cm

58) (FEI-Adaptacdo) Se AB = 10 cm, entdo o perimetro do triangulo AMN vale (E, B e T sdo pontos de
tangéncia)

a) 10cm b)15cm c)20cm d) 30 cm

59) ABCD é um quadrilatero circunscrito a um circulo. AB =7 e CD = 10 sao lados opostos. O perimetro de
ABCD mede

a)26 b)28 c)32 d)34 €)36

60)(EPUSP) As bases de um trapézio isGsceles
circunscrito a uma circunferéncia medem 9 m e 6 m. Cada um dos outros dois lados do trapézio mede

a)4,5m b)6émc) 7,5md) 8 m e) N.RA.

61) (Cesgranrio) Um quadrilatero convexo esta inscrito em um circulo. A soma, em radianos, dos angulos
& ¢ B mostrados na figura é

\ N
l ATy T o)l 43l e2?

62) (UFGQ) Se a corda AB da figura € um lado de um tridngulo equilatero inscrito na circunferéncia de
centro em O, a medida do angulo a, em radianos, é

.
B

63) Dois circulos de centros A e B sdo tangentes exteriormente e tangenciam interiormente um circulo de
centro C. Se AB=12m, AC=17m e BC=13m, determine a soma das medidas dos raios desses trés circulos.

a)27/3 b)37/2 ¢)37/4 d) 7 /3 e) 7/6

Nota
Quando dois circulos séo tangentes, os centros e o ponto de tangéncia séo colineares.
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a) 30m b) 31 m c) 32m d)33m

64) Os circulos da figura séo tangentes dois a dois e seus centros sao vértices do triangulo ABC. Se AB =
1l4cm, BC = 12cm e AC = 10cm, determine a soma dos raios dos circulos.

R

a) 16cm b) 18cm c¢) 20cm d) 22cm

65) Duas circunferéncias sao secantes, sendo 20 cm a distancia entre seus centros. Sabendo-se que o raio
da menor mede 11 cm, determine os possiveis valores do raio da maior, sabendo-se que é um ndmero
multiplo de 9.

a) 18cm e 27cm

b) 27cm e 36cm

c) apenas 18cm

d) 18cm, 27cm e 36cm

66) (Diamantina-Adaptacdo) Observe a figura.

Nessa figura, o circulo de centro O esta inscrito no tridngulo retangulo; AC = 8 cm e BC = 10 cm. Calcule a
medida do raio do circulo.

a)lcm

b) 2cm

c)3cm

d) 4cm

67) Na figura abaixo, ABCD é um quadrado e CED um tridngulo equilatero. Quanto vale o suplemento do
angulo BFE?

A{'—"—Ejr B
LA
L/
|/ \
D;L‘ “““““ —C o o o o
a) 30° b) 120° c) 60° d) 45
Gabarito
a) 51,62,65, b)55,56,64,66 ¢)57,58,60,61,67 d)52,53,59,63 e)54

68) Determine a medida x indicada na circunferéncia a figura abaixo.
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4

69) Na circunferéncia da figura abaixo, determine a medida x indicada.

(X

70) Determine a medida x indicada na circunferéncia da figura abaixo.

-,

1

71) Determine a medida x indicada na circunferéncia da figura abaixo.

e

72) Determine a medida x, do segmento de reta tangente, indicada na circunferéncia da figura abaixo.

e
8,1

73) Na figura seguinte, determine as medidas x e y indicadas.

74) Determine a medida r do raio da circunferéncia da figura abaixo.

77N
/.

\
ro| o \
o

18 /

75) Na figura abaixo, PA =3x, PB=x + 1, PC = x e PD = 4x - 1. Nessas condi¢des, ndo importando a
unidade, determine:
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a) a medida x
b) o comprimento de cada urna das cordas

76) O raio de uma circunferéncia é 6 cm. De um ponto P externo, tracamos uma tangente e uma
secante a essa circunferéncia. A secante, que encontra a circunferéncia nos pontos A e E, passa pelo
centro e é tal que o seu segmento externo mede 8 cm. Determine a medida do segmento da tangente que
foi tracada do ponto P.

77) Uma corda AB, que mede 18 cm, corta urna corda CD de tal forma que os segmentos determinados
sobre CD medem X e 2x cm, respectivamente. Sabendo que a corda CD mede 12 cm, calcule as medidas
dos segmentos determinados sobre a corda AB.

78) Por um ponto P, distante 18 cm do centro de uma circunferéncia, traga-se uma secante que determina
na circunferéncia uma corda AB, que mede 8 cm. Se o comprimento do raio da circunferéncia € 12 cm, de-
termine:

a) O comprimento do segmento de secante tragada do ponto P
b) O comprimento do segmento externo dessa secante

79) De um ponto P, situado a 3 cm de uma circunferéncia, traca-se um segmento de tangente PC cuja
medida é 9 cm. Nessas condi¢bes, determine o comprimento do raio dessa circunferéncia.

80) De um ponto P, externo a uma circunferéncia, tragamos urn segmento de tangente PA e um segmento
de secante. O segmento externo da secante mede 4 cm e o segmento interno tem a mesma medida que o
segmento PA. Nessas condic¢des, fazendo V5 - 2,23, determine:

a) a medida do segmento PA
b) o comprimento do segmento de secante

81) Numa circunferéncia de centro O e raio 6 cm, traca-se uma corda AB. Sobre essa corda, toma-se um
ponto M de tal forma que AM =5 cm e OM =4 cm. Determine a medida do segmento MB.

82) Na figura abaixo, temos que PO = 20 cm e o comprimento do raio da circunferéncia é 16 cm. Nessas
condicdes, determine a medida do segmento PT.

83) Observe a figura.
k p

Nessa figura, o circulo tem centro O e raio OP = 16. A reta PT é tangente ao circulo em T e 0 segmento TQ
€ perpendicular a reta OP.
Assim sendo, o comprimento do segmento QP é :

a) 13,75 b) 13,85 c) 14,25 d) 14,5

84)(UFMG-1994) Observe a figura,
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Nessa figura, o segmento AB é didmetro da circunferéncia de centro O e raio 12, o segmento OC é
perpendicular ao segmento AB, e 0 segmento DE é paralelo ao segmento AB e M é ponto médio do
segmento OC.

A medida DC é:

a) 8 b) 9 )10 d)1l e)12

85) Que comprimento deve ter o lado de um quadrado para que a sua area seja igual a de um retangulo
cujas dimensbes sao, respectivamente 24m e 12m?

86) Calcular a &rea do triangulo cujos lados medem, respectivamente 10m, 17m e 9m.
87) Calcular a area de um quadrado cuja diagonal mede 8m.
88) Calcular a area do losango, cujo lado tem 5 m e a distancia entre dois lados paralelos é de 4,8 m.

89) Um retangulo esta inscrito num circulo de raio 5 m. O perimetro do retangulo é de 28m. Determinar a
area desse retangulo.

90) Dois lados contiguos de um paralelogramo medem, respectivamente, 3m e 6m, e formam um angulo de
450 . Determinar a area desse paralelogramo.

91) A area de um tringulo retangulo é de 24m?2 e a hipotenusa tem 10m. Determinar os catetos desse
triangulo.

92) Calcular a &rea do hexagono regular, cujo apétema tem V3 m.
93) Calcular a area do triangulo equilatero circunscrito a uma circunferéncia de raio 1m.

94) Determinar o comprimento de uma circunferéncia, sabendo-se que a area do hexagono regular inscrito
vale 10,392m?2.

95) Calcular a area do triangulo equilatero inscrito numa circunferéncia de raio 5m.

96) Calcular a area do triangulo equiilatero inscrito num circulo cuja area é de 50,24m2.

97) A area de um hexagono regular tem 10,392m2. Calcular o raio do circulo circunscrito.

98) Calcular as bases de um trapézio cuja altura tem 12m, sabendo que o produto das bases, que €é igual a

area, vale 150m2.

99) Calcular a area de um trapézio isosceles cujas bases tém, respectivamente, 14dm e 6dm e o lado 5dm.

100) As bases de um trapézio tém 10m e 20m. Determinar o comprimento de uma paralela que divida o
trapézio em duas partes equivalentes.

101) Calcular as dimensfes e a area de um retangulo, sendo seus lados respectivamente iguais as

2

diagonais de um losango cuja area mede 24m< e o lado 5m.

102) Os lados de um triangulo sdo nameros inteiros e consecutivos e sua area mede 84m2. Determinar
os lados desse triangulo.



GABARITO
01-a)31°10'.  02-a) 26°5". 03-a)31°17'30".  04-5cm  05- 76°
b) 47° 30", b) 15° 5' 15", b) 23°24' 27",
c) 111° 3" c) 10° 55", c) 10° 36' 44,4”.
d) 39° 29' 15",
06-90°  07-44°  08-a) 148° 14' 40". c) 104° 37' 20",
b) 32°13'20".  d)6° 47" 40",

09- 24°30'. 10- complemento: 52°38'21" ,suplemento: 142°38'21".
11- 15° e 75°.  12-69°

13. a)x=25°ey =120° 15)a)21° 16)a)x=35°ey = 145°

b) x = 38°e y = 46° b) 30° b) x=8°ey=26°
c) 30°

14) a) 45° d) 30° 17) 100° 18)a 19)a 20)a 21)a 22)c
b) 60°

C)x=40°ey=40°
d)a=75°e x=105°

23) 3,5 24)320 25)80m,60me 40m 26)9

60

27) 75° 28) 32° 29)todas verdadeiras 30) a) 30° b) 22°30" c) 36° d) 125° e) 36° f)

18°
31) angulo interno = 150° externo = 30° 32) 27

33) 1620° 34) 120° 35) 25° e 120° 36) 115°



37) - 203 1643

13 7 13
L= 36413
13
38) b =1045,0 =10, h =53
39) a3 £96 cm e 3 om

2
a0) a2 Glaprox.6d km
A1) aprow 772 km

43)a) 17,32cme 5cm
b) 14,14 cm e 7,07 cm

c) 10cm e 8,66 cm

44) 5,77 cm 45) 30 cm 46) V6/3 47) 109,2 m 48) b 49) a 50) a

68)6 69)10 70)8 71)9 72)9 73)X=12EY=7

74)9\2 75)a)4b)AB=17CD=19 76)2V6 77)16cm e2cm

78)a) 18 cmb) 10cm 79) 12cm 80) a) 6,46 cm b) 10,46 cm

8l)4cm 82)12cm 83)a 84)e

85) 16,9m  86)36m2 87)32m2 88) 24m2  89) 48m?2 90) 12,72m?2
91) 6m e 8m 92) m2 93) 5,196m2 94) 12,5664m2 95) 32,475m2 96) 20,78m2

97) 2m 98) 10m e 15m 99) 30dm2 100) 15,81m 101) 8m, 6m, 48m2

102) 13, 14 e 15 metros

61
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REVISAO:
1) Analise as proposicoes:

I. Dois segmentos adjacentes séo colineares.
II. Dois segmentos que tém apenas um ponto em comum S&0 consecutivos.
lll. Se MA = MB, entao M é ponto médio de AB.

Podemos afirmar que

a) apenas | é verdadeira.

b) apenas Il e lll sdo verdadeiras.
c) apenas | e lll sdo verdadeiras.
d) apenas lll é verdadeira.

e) todas séo verdadeiras.

3) Sejam AB = 12 cm e BC = 20 cm segmentos adjacentes e sejam M e N pontos médios de AB e AC,
respectivamente. Podemos afirmar que a medida de MN é

a)10cm b)12cm c)16cm d)18cm e)20cm

4) Sejam O, A, B e C quatro pontos de uma reta, dispostos nessa ordem, tais que OA =3 cm, OB =5 cm,
4AB + AC - 2BC = 6 cm. A medida de OC, em centimetros, é

a)ﬂ
3 b2 ¢)6 d)9 e)10

1 3

5) Considere os pontos A, B, C e D, tomados nessa ordem sobre uma reta. Se BC = 2 AB, CD = 4 Bce
AD =12, entdo AB mede

a)32 b)40 )60 d)62 e)64

MA 3

6) Seja M um ponto interior a um segmento A8, de modo MB = 7 _ Sendo AB =5, a diferenca MB - MA
sera

a)10 b)15 c)20 d)25 e)3,0

7) (UFMG) Se a medida de um angulo é 26° 40' 51 “, sua terga parte mede
a)8°13' 17"
a)8° 13" 37"
c)8° 33" 37"
d)8° 53" 17"

8) (UFMG) As bissetrizes de dois angulos consecutivos formam um angulo de 46°. Se um dos angulos
mede 32°, a medida do outro é

a) 23° b)39° c)55° d)60° e)62°

9) (UFMG) Na figura, BE LED, AE LEC e AED =144° . O angulo BEC mede:
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a) 30°
b) 32°
c) 34°
d) 36°
e) 54°

10) (UFMG) Na figura, OC é a bissetriz do angulo AOB, BOD = 50° e AOD = 22°. A medida do angulo OOC
é:

a) 36° B

b) 28°

c) 22° C

d) 16° O

e) 14 D
A

11) (UFMG - Adaptacéo) Na figura, OM, ON e OP s&o bissetrizes dos angulos AOB, BOC e COD,
respectivamente. D. O e A sdo alinhados

A soma POD + MON é igual a
a)120°
b) 90°
c) 75°
d) 60°
e) 45°

12) Dois angulos adjacentes medem (3x -10°) e (2x + 20°).
A diferenga dos dois angulos é

a)12° b)10° c)8° d)6° e)4°

13) (U.F.Uberlandia) Dois angulos consecutivos sdo complementares. Entdo, o angulo formado pelas
bissetrizes desses angulos é

a)20° b)30° c)35° d)40° e)45°
14) O suplemento de um angulo excede o préprio angulo em 50°. O complemento desse angulo mede
a)65° b)50° c)45° d)35° e)25°

15) A diferencga entre o complemento de um angulo e a nona parte de seu suplemento é de 6°. A medida
desse angulo é

a)36° b)45° ¢)67° d)72° e)80°

16) Dois angulos x e y sdo adjacentes. Se o suplemento de x € igual ao complemento de y, entdo o dngulo x
€ igual a

a)3y b)2y c)y+60° d)120° e)150°

2
17) O complemento do angulo agudo AOB supera em 6° 0os 5 de seu suplemento. A medida de AOB é

a)20°  b)44° c)64° d)60° e)70°
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18) Dois angulos opostos pelo vértice medem, em graus, (4m + 10)° e (2m + 30)°. O complemento de cada
um desses angulos é

a)30° b)40° c)50° d)70° e)80°

19) (Cesgranrio) Duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, de modo que a soma de dois dos
angulos agudos formados vale 72°. Entdo, qualquer dos angulos obtusos formados mede :

a)142° b)144° c)148° d)150° e)152°

20) (UFGO) Na figura abaixo, as retas r e s sao paralelas.A medida do angulo b é:

a) 100° A

b) 120° A 4x
c) 110° X
d) 140° b

e) 130°
/U1 20° S

21) As retas r e s sdo paralelas. Entao, o valor de x é:

—r
a) 100° 200 <0

b) 120°

c) 110°

d) 140° 500 X

e) 130° s

22) As retas r, s e t da figura abaixo sé@o paralelas entre si. Sendo x, y, e z as medidas, em graus, dos
angulos indicados, a soma x +y + z é igual a

a) 180°
b) 200°
c) 240° 30° 72N x
d) 300° Y

E) 360° \ig)
t

23) Na figura abaixo, AB e DE sdo segmentos paralelos. Para D = 160°, podemos afirmar que a soma das
medidas dos angulos B e C é igual a

a) 160° A B

b) 180° b

c) 200°

d) 210° 1605~ SL>C
e) 360 E =

24) (PUC-SP) Considere a sentenca:
“Num plano, se duas retas sao ..., entdo toda reta ... a uma delas ¢é ... a outra.”

A alternativa que preenche CORRETAMENTE as lacunas é

a) paralelas - perpendicular - paralela

b) perpendiculares - paralela - paralela

C) perpendiculares - perpendicular - perpendicular
d) paralelas - paralela - perpendicular

e) perpendiculares - paralela - perpendicular
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25) Considere o segmento AB = 12 cm e seja M um ponto do prolongamento de AB. Calcule a medida de
MA

MB para que arazdo MB seja 25.
26) Calcule a medida do menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio quando estd marcando

a) 10 horas e 35 minutos;
b) 3 horas e 40 minutos.

27) Nafigurar // s . Calcule X,ye€z .

r 300
A\ X
y 2

110°
2\

o

28) Calcule na figura, sabendo quer// s

r
52°
s
120 30

29) Numa cidade do interior, & noite, surgiu um objeto voador nao
identificado, em forma de disco, que estacionou a 50 m do solo, aproximadamente. Um helicéptero do
Exército, situado aproximadamente 30 m acima do objeto, iluminou-o com um holofote, conforme mostra a
figura. Pode-se afirmar que o raio do disco voador mede, em metros, aproximadamente:

50 m

sombra

fe—1
16m

a)30 b)35 )40 d)45 €50

30) (UE-RJ) Unindo-se os pontos médios dos lados do triangulo ABC, obtém-se um novo triangulo
A’B'C’, como mostra a figura.
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o]
B
A c B
S
Se S e S’ s0, respectivamente, as areas de ABC e A'B'C’, arazdo S  equivale a:

3
a)4 b)2 c) V3 d) 2
31)(PUC-RS) Para medir a altura de uma arvore, foi usada uma vassoura de 1,5 m, verificando-se que, no
momento em que ambas estavam em posicdo vertical em relacdo ao terreno, a vassoura projetava uma
sombra de 2 m e a arvore, de 16 m. A altura da arvore, em metros, €:

a) 30 b)8,0 c)12,0 d)155 e) 16,0

32) (UF-MA) O angulo agudo de um losango mede 60° e sua diagonal maior tem medida 32 m. Nessas
condicdes, a medida do lado do losango é:

a)2m
b)3m
c)v2m
d)~/3m
e)v/bm
33)(Mackenzie-SP) Na figura, se o triangulo ABC é isésceles, a medida de AE é
4
a —
) 3
i ﬁ V5 B b)\/§
7T 2
- a2
j el ) 3
S E T
. d)v2
- e e)§
c 2V5 D 3

N

PR T

) ~—_7

i 5 T

o I S
X 4

a) 415 b)1 ¢)725 d)5 e)4

35)Na figura abaixo, o segmento AB ¢ paralelo ao segmento DE. O valor de x é:

. 1A 2 .8 .2 8
L 2 1 — b= ¢c)= d)- el
, a5 b7 o d)- e
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36) Se num triangulo retangulo a medida da mediana relativa a hipotenusa é 5 cm, entdo a hipotenusa
mede:

a)8cm b)9cm c)10cmd) 11 cm e) 12 cm

PB 1
37) Na figura abaixo, Ezg . Se PA = 12 cm, o perimetro do tridangulo APC, em cm, é igual a:
a)6/3 £
b)6(2+J§)
c)12(3+J§)
d)24(1+J§) AG—Fp
e)48\/§ B

38) A circunferéncia da figura tem centro no ponto O e M é o ponto de interse¢do das cordas PP, é QQ, .
se PM =4em MP, :(k+1)cm’ QM =3cm , MQ, =(3k—7)cm

, entao a corda QQ, , em cm, mede:

a) 5 b)s c) 11 d) 14

39) (UF-GO) Uma fonte luminosa a 25 cm do centro de uma esfera projeta sobre uma parede uma som-
bra circular de 28 cm de diametro, conforme figura abaixo.

,/,(

_ ‘ﬁ? cﬁ
fonte | M ] |28 em
luminosa \\ i 1
_.J

Fommmmmmme-

25cm

Se o raio da esfera mede 7 cm, a distancia (d) do centro da esfera até a parede, em centimetros é:

a) 23 c) 28 e) 35
b) 25 d) 32

40) (UF- RN) Uma escada de 13,0 m de comprimento encontra-se com a extremidade superior apoiada
na parede vertical de um edificio e a parte inferior apoiada no piso horizontal desse mesmo edificio, a uma
distancia de 5,0 m da parede. Se o topo da escada deslizar 1,0 m para baixo, o valor que mais se aproxima
de quanto a parte inferior escorregara é:

a)l,0m c)2,0m
b) 1,5 m d) 2,6 cm
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41) (Ucsal- BA) Na figura abaixo tém-se dois lotes de terrenos planos, com frentes para duas ruas e
cujas divisas sdo perpendiculares a rua Bahia.

Se as medidas indicadas sdo dadas em metros, a area da superficie aproximada dos dois lotes, em metros
quadrados é:

a)350 b)380 c)420 d)450 e) 480

42) Considere todos os retangulos inscritos no tridngulo retangulo ABC, dispostos da maneira
como mostra a figura abaixo:

A

B Cc

Se AB = 24 cm e BC = 18 cm, o maior valor q pode obter para a &rea de tais retdngulos, em metros
guadrados, é:

a)96 b) 108 ¢)116 d)128 €) 136
43) (Fuvest -SP) Na figura, ABC é um tridngulo retadngulo de catetos AB = 4 e AC = 5. O segmento DE é

paralelo a AB, F é um ponto de AB e o0 segmento CF intercepta DE no ponto G, com CG = 4 e GF = 2.
Assim, a area do tridngulo CDE é:
c

D & E
;. \ N\ a)E b)§ c)g d)4—0 e)7—0
A F B 3 6 8 9 9
44) (Vunesp-SP) Um observador situado num ponto O, localizado na margem de um rio, precisa

determinar sua distancia até um ponto P, localizado na outra margem sem atravessar o rio. Para isso
marca, com estacas, outros pontos do lado da margem em que se encontra de tal forma que P, O e B estédo
alinhados entre si e P, A e C também. Além disso, OA é paralelo a BC, OA=25m,BC =40 m e OB =30 m,
conforme figura.
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A distancia, em metros, do observador em O até o ponto P, é:

a)30 b)35 )40 d)45 e)50

45) (UF- PI1) Trés cidades, P, Q e R, estéo localizadas em um mapa formando um tridngulo retadngulo,
cuja hipotenusa é PR A distancia real entre Q e R é 3 km e a distancia no mapa entre Pe Q é 4 em. Se a

escala usada no mapa é 1 : 100000, a distancia real, em quildmetros, entre P e R é:

a)7 b)6 c¢)5 d)4 e)3

46) (Fuvest-SP) Na figura abaixo, tem-se AC = 3, AB =4 e CB = 6. O valor de CD é:
A

[T,

G D
a)E b)g c)é d)é e)g
12 12 12 12 12

47) (Unit-SE) Na figura abaixo temos o losango BDEF inscrito no triangulo ABC.

B

c

Se AB=3cm,BC =6 cm e AC =4 cm, o perimetro do losango, em cm, é:

a 2 c)6 e) 10
b) 4 d)8

48) (Fuvest-SP) Em uma semicircunferéncia de centro C e raio R, inscreve-se um tridngulo equilatero ABC.
Seja D o ponto onde a bissetriz do angulo ACB intercepta a semicircunferéncia. O comprimento da corda
AD é:

a)R\2-+3
b)RVV3-+2

ORYVZ -1 Rt
d)Ry\3-1 \ R
RV 2 =

49) (UF-RN) Um grande vale € cortado por duas estradas retilineas, Eq e Ep, que se cruzam

perpendicularmente, dividindo-o em quatro quadrantes. Duas arvores que estdo num mesmo quadrante tém
a seguinte localizacdo: a primeira dista 300 m da estrada E1 e 100 m da estrada E5, enquanto a segunda

se encontra a 600 m de E4 e a 500 m de E».
A distancia entre as duas arvores é:

a) 200 m
b) 300m
c) 400 m
d) 500 m
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50) (Umesp-SP) O perimetro do quadrilatero BDEF € igual a:
A

B F &

a) 12 b)10 c)16 d) 20 €)24

51) (Mackenzie-SP) No retdngulo ABCD da figura, de area 60 cm2, o ponto O é o encontro das diagonais,
EF=4cme GH=3cm.

[ F

F A area do retangulo AFGD, em cm? é:

a) 42 c) 55 e) 64
b) 49 d) 36
52)

(Fuvest-SP) Na figura, ABC e CDE sao triangulos retangulos, AB = 1, BC = e BE = 2DE. Logo, a
medida de AE é:

53) (U. F. Vicosa-MG) Para determinar o comprimento de uma lagoa, utilizou-se o esquema indicado

B

pela figura ao lado, onde os segmentos AB e CD séo paralelos.
Sabendo-se que AB =36 m, BP =5 m e DP =40m, o comprimento CD da lagoa, em metros é:

a) 188 c) 248 e) 288
b) 368 d) 208
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54) (UF-PI) Na figura, os segmentos de reta RP e TP medem respectivamente 8 cm e 16 cm.
Al

Se TP é tangente a circunferéncia em T, entdo a medida do raio, em centimetros, é:
a) 12 b)14 c)16 d) 18 e) 20

55) (UF- RO) A férmula que determina a altura H de uma pilha de tubos, todos com forma cilindrica circular
reta e com raio externo R, conforme a figura, é:

a) H=R(\/3+2)

b) H=3R(/2 +1)
) H=2R\3

d) H=2R(/3 + 1)
e) H=R(/2 +3)

56) (Mackenzie-SP) No triangulo retangulo ABC da figura, AM é a mediana e AH é a altura, ambas rela-
tivas a hipotenusa.
Se BC = 6 cm, a &rea do triangulo AMH, em centimetros quadrados, é:

B 30° v FH c

57) (Cefet-MG) Em um tridngulo isésceles, seja a a medida de seus lados iguais, b a medida do terceiro
lado e h a medida de sua altura, relativa ao lado b. Se h, b e a formam, nessa ordem, uma progressao
aritmética, entdo a area do tridngulo sera igual a:

J3b? b)ﬁhz b? 15b%> . 8h?2

A= 2 O V=% o

58) (Cefet-MG) No triangulo ABC, um segmento M paralelo a BC, divide o tridngulo em duas regides
mesma &rea, conforme representado na figura.

A

AM
g c - a)l b)ﬁ C)E d)ﬁ e)—\/i-’_l
A razdo AB a 2 2 2 3 3
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GABARITO
a) 1,3, 16, 19, 20
b) 11, 17, 18
c) 6, 23

d) 4, 8,9, 15, 21, 22
e)5,7,10, 12,13, 14, 24

25)0,5cm 26)a) 107° 30" b) 130° 27)x =30°, y=70° e z=80°

28) 22°40'

29) a

30)a 31)c 32)e 33)e 34)b 35)d 36)c 37)c 38)c 39)a 40)c 4l)a 42)b 43)d 44)e 45)c 46)e
47)d 48)a 49)d 50)d 51)a 52)c 53)e 54)a 55)d 56)c 57)e 58)b

PINTOU NO ENEM

Questédo 01 - (ENEM/2010)

Um professor dividiu a lousa da sala de aula em quatro partes iguais. Em seguida, preencheu 75% dela
com conceitos e explica¢des, conforme a figura seguinte.

Algum tempo depois, o professor apagou a lousa por completo e, adotando um procedimento
semelhante ao anterior, voltou a preenché-la, mas, dessa, vez, utilizando 40% do espago dela.

Uma representacéo possivel para essa segunda situacéo €

a)

b)

c)

d)

Questéo 02 (ENEM/2011)

Em uma certa cidade, os moradores de um bairro carente de espacos de lazer reivindicam a
prefeitura municipal a constru¢cdo de uma praca. A prefeitura concorda com a solicitacdo e afirma que
ird construi-la em formato retangular devido as caracteristicas técnicas do terreno. Restricbes de
natureza orcamentaria impdem que sejam gastos, no maximo, 180 m de tela para cercar a praca. A
prefeitura apresenta aos moradores desse bairro as medidas dos terrenos disponiveis para a
construcéo da praca:

Terreno 1: 55 m por 45 m
Terreno 2: 55 m por 55 m
Terreno 3: 60 m por 30 m
Terreno 4: 70 m por 20 m
Terreno 5: 95 m por 85 m
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Para optar pelo terreno de maior area, que atenda as restricdes impostas pela prefeitura, os moradores
deverédo escolher o terreno

a)
b)
c)
d)
e)

agrONE

Quest&o 03 - (ENEM/2009)

O governo cedeu terrenos para que familias construissem suas residéncias com a condi¢cao de que no

minimo 94% da area do terreno fosse mantida como area de preservagcao ambiental. Ao receber o
BC A . o

terreno retangular ABCD, em que ABzT, Antbnio demarcou uma area quadrada no vértice A, para a

construcdo de sua residéncia, de acordo com o desenho, no qual AE:% é lado do quadrado.

B Cc

—

A E D

Nesse caso, a area definida por Antonio atingiria exatamente o limite determinado pela condi¢céo se ele

a) duplicasse a medida do lado do quadrado.

b) triplicasse a medida do lado do quadrado.

c) triplicasse a area do quadrado.

d) ampliasse a medida do lado do quadrado em 4%.
e) ampliasse a &rea do quadrado em 4%.

Quest&o 04 - (ENEM/2009)

Ao morrer, o pai de Jodo, Pedro e José deixou como heranga um terreno retangular de 3 km x 2 km que
contém uma area de extracdo de ouro delimitada por um quarto de circulo de raio 1 km a partir do canto
inferior esquerdo da propriedade. Dado o maior valor da area de extracao de ouro, os irmdos acordaram
em repartir a propriedade de modo que cada um ficasse com a terca parte da area de extracao,
conforme mostra a figura.

3 km

Jodo
Pedro
2 km

1km José

1 km

Em relacdo a partilha proposta, constata-se que a porcentagem da area do terreno que coube a Jodo

V3

corresponde, aproximadamente, a (considere ?:0,58)

a) 50%. c) 37%. e) 19%.
b) 43%. d) 33%.
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Quest&o 05 - (ENEM/2009)

O mapa ao lado representa um bairro de determinada cidade, no qual as flechas indicam o sentido das
maos do trafego. Sabe-se que esse bairro foi planejado e que cada quadra representada na figura é um
terreno quadrado, de lado igual a 200 metros.

LA

— — — =

LN
HUNINCE

—r > —» —F

mfmiinn

Desconsiderando-se a largura das ruas, qual seria o tempo, em minutos, que um 6énibus, em velocidade
constante e igual a 40 km/h, partindo do ponto X, demoraria para chegar até o ponto Y?

a) 25 min.
b) 15 min.
c) 2,5min.
d) 1,5min.
e) 0,15 min.

Quest&o 06 - (ENEM/2009)

Uma pousada oferece pacotes promocionais para atrair casais a se hospedarem por até oito dias. A
hospedagem seria em apartamento de luxo e, nos trés primeiros dias, a diaria custaria R$ 150,00, preco
da diaria fora da promocéo. Nos trés dias seguintes, seria aplicada uma reducéo no valor da diaria, cuja
taxa média de variacéo, a cada dia, seria de R$ 20,00. Nos dois dias restantes, seria mantido o prego
do sexto dia. Nessas condi¢Bes, um modelo para a promocao idealizada é apresentado no grafico a
seguir, no qual o valor da diaria é fun¢éo do tempo medido em namero de dias.

4valor da diaria

150 \\
|

L
||
—

1 2 3 4

6 7 8 tempo

De acordo com os dados e com o modelo, comparando o preco que um casal pagaria pela hospedagem
por sete dias fora da promogéo, um casal que adquirir 0 pacote promocional por oito dias fara uma
economia de

a) R$ 90,00.
b) R$110,00.
c) R$130,00.
d) R$ 150,00.
e) R$170,00.
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Questdo 07 - (ENEM/2009)

As figuras a seguir exibem um trecho de um quebra-cabecas que esta sendo montado. Observe que as
pecas sdo quadradas e ha 8 pecas no tabuleiro da figura A e 8 pecas no tabuleiro da figura B. As pecas
séo retiradas do tabuleiro da figura B e colocadas no tabuleiro da figura A na posi¢cao correta, isto é, de
modo a completar os desenhos.

»Tgca=m

>

» T gca@=m

w

Peca 1 Peca 2
Disponivel em: http://pt.eternityii.com. Acesso em: 14 jul. 2009.

E possivel preencher corretamente o espaco indicado pela seta no tabuleiro da figura A colocando a
peca

a) 1 apos gira-la 90° no sentido horario.

b) 1 apos gira-la 180° no sentido anti-horario.
C) 2 apos gira-la 90° no sentido anti-horario.
d) 2 ap0s gira-la 180° no sentido horario.

e) 2 apos gira-la 270° no sentido anti-horario.
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Questdo 08 - (ENEM/2009)

Em Florenga, Itdlia, na Igreja de Santa Croce, € possivel encontrar um portdo em que aparecem 0S
anéis de Borromeo. Alguns historiadores acreditavam que os circulos representavam as trés artes:
escultura, pintura e arquitetura, pois elas eram tdo préximas quanto inseparaveis.

Scientific American, ago. 2008.

Qual dos esbocgos a seguir melhor representa os anéis de Borromeo?
—

a) @

b) O

N\
o (\()/

%%

e
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Quest&o 09 - (ENEM/2009)

Suponha que, na escultura do artista Emanoel Araljo, mostrada na figura a seguir, todos os prismas
numerados em algarismos romanos sao retos, com bases triangulares, e que as faces laterais do
poliedro Il sdo perpendiculares a sua propria face superior, que, por sua vez, € um triangulo congruente
ao tridngulo base dos prismas. Além disso, considere que os prismas | e lll sdo perpendiculares ao
prisma IV e ao poliedro Il.

Disponivel em: www.escritosriodearte.com.br. Acesso em: 28 jul. 2009.

Imagine um plano paralelo a face o do prisma |, mas que passe pelo ponto P pertencente a aresta do
poliedro I, indicado na figura. A intersec¢éo desse plano imaginario com a escultura contém

a) dois tridngulos congruentes com lados correspondentes paralelos.

b) dois retangulos congruentes e com lados correspondentes paralelos.

c) dois trapézios congruentes com lados correspondentes perpendiculares.

d) dois paralelogramos congruentes com lados correspondentes paralelos.

e) dois quadrilateros congruentes com lados correspondentes perpendiculares.

Questdo 10 - (ENEM/2009)

A rampa de um hospital tem na sua parte mais elevada uma altura de 2,2 metros. Um paciente ao
caminhar sobre a rampa percebe que se deslocou 3,2 metros e alcangou uma altura de 0,8 metro.

A distancia em metros que o paciente ainda deve caminhar para atingir o ponto mais alto da rampa é

a) 1,16 metros.
b) 3,0 metros.
c) 5,4 metros.
d) 5,6 metros.
e) 7,04 metros.

Quest&o 11 - (ENEM/2009)

Rotas aéreas sao como pontes que ligam cidades, estados ou paises. O mapa a seguir mostra 0s
estados brasileiros e a localizacdo de algumas capitais identificadas pelos nimeros. Considere que a
direcao seguida por um avido Al que partiu de Brasilia — DF, sem escalas, para Belém, no Para, seja
um segmento de reta com extremidades em DF e em 4.

MAPA DO BRASIL E ALGUMAS CAPITAIS



78

Manaus 10 Rio de Janeiro
Boa Vista 11 S&o Paulo
Macapa 12 Curitiba
Belém 13 Belo Horizonte
Séo Luis 14 Goiania
Teresina 15 Cuiaba
Fortaleza 16 Campo Grande
Natal 17 Porto Velho
Salvador 18 Rio Branco

DONOUEWN =

SIQUEIRA, S. Brasil Regides. Disponivel em:
www.santiagosiqueira.pro.br. Acesso
em: 28 jul. 2009 (adaptado).

Suponha que um passageiro de nome Carlos pegou um avido All, que seguiu a dire¢do que forma um
angulo de 135° graus no sentido horario com a rota Brasilia — Belém e pousou em alguma das capitais
brasileiras. Ao desembarcar, Carlos fez uma conexdo e embarcou em um avido Alll, que seguiu a
diregdo que forma um angulo reto, no sentido anti-horario, com a diregdo seguida pelo avido All ao
partir de Brasilia-DF. Considerando que a dire¢do seguida por um avido € sempre dada pela semirreta
com origem na cidade de partida e que passa pela cidade destino do avido, pela descricdo dada, o
passageiro Carlos fez uma conexao em

a) Belo Horizonte, e em seguida embarcou para Curitiba.
b) Belo Horizonte, e em seguida embarcou para Salvador.
c) Boa Vista, e em seguida embarcou para Porto Velho.

d) Goiania, e em seguida embarcou para o Rio de Janeiro.
e) Goiania, e em seguida embarcou para Manaus.

Quest&o12 - (ENEM/2009)

A vazéo do rio Tieté, em Sdo Paulo, constitui preocupac@o constante nos periodos chuvosos. Em
alguns trechos, sdo construidas canaletas para controlar o fluxo de agua. Uma dessas canaletas, cujo
corte vertical determina a forma de um trapézio isdsceles, tem as medidas especificadas na figura |.
Neste caso, a vazio da agua é de 1.050 m¥s. O calculo da vazdo, Q em m?s, envolve o produto da
area A do setor transversal (por onde passa a agua), em m?, pela velocidade da agua no local, v, em
m/s, ou seja, Q = Av.

Planeja-se uma reforma na canaleta, com as dimensfes especificadas na figura Il, para evitar a
ocorréncia de enchentes.

30m
Figura | ‘\ l
25m
20m
Figura Il
49m

41m
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Disponivel em: www2.uel.br.

Na suposicdo de que a velocidade da agua nédo se alterara, qual a vazao esperada para depois da
reforma na canaleta?

a) 90 m%s.
b) 750 m*/s.
c) 1.050 m%s.
d) 1.512m?s.
e) 2.009 m%s.

Questé&o 13 - (ENEM/2010)

A figura a seguir € a representacdo de uma regido por meio de curvas de nivel, que sdo curvas
fechadas representando a altitude da regido, com relacdo ao nivel do mar. As coordenadas estédo
expressas em graus de acordo com a longitude, no eixo horizontal, e a latitude, no eixo vertical. A
escala em tons de cinza desenhada a direita esta associada a altitude da regiao.

Dﬁmm
[CJroom

N

.2(X)m
D+L
.KX}m

s

Um pequeno helicéptero usado para reconhecimento sobrevoa a regido a partir do ponto X = (20; 60).
O helicéptero segue o percurso:

0,8°L—+0,5°N—0,2°0—->0,1°S - 0,4°N — 0,3 °L.
Ao final, desce verticalmente até pousar no solo.

De acordo com as orientacdes, o helicoptero pousou em um local cuja altitude é

a) menorouigual a 200 m.

b) maior que 200 m e menor ou igual a 400 m.
c) maior que 400 m e menor ou igual a 600 m.
d) maior que 600 m e menor ou igual a 800 m.
e) maior que 800 m.

Questdo 14 - (ENEM/2010)

A loja Telas & Molduras cobra 20 reais por metro quadrado de tela, 15 reais por metro linear de
moldura, mais uma taxa fixa de entrega de 10 reais.

Uma artista plastica precisa encomendar telas e molduras a essa loja, suficientes para 8 quadros
retangulares (25 cm x 50 cm). Em seguida, fez uma segunda encomenda, mas agora para 8 quadros
retangulares (50 cm x 100 cm). O valor da segunda encomenda sera

a) o dobro do valor da primeira encomenda, porque a altura e a largura dos quadros dobraram.
b) maior do que o valor da primeira encomenda, mas néo o dobro.

c) ametade do valor da primeira encomenda, porque a altura e a largura dos quadros dobraram.
d) menor do que o valor da primeira encomenda, mas ndo a metade.

e) igual ao valor da primeira encomenda, porque o custo de entrega sera 0 mesmo.
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Questdo 15 - (ENEM/2010)

Em canteiros de obras de construcéo civil € comum perceber trabalhadores realizando medidas de
comprimento e de angulos e fazendo demarcacdes por onde a obra deve comecar ou se erguer. Em
um desses canteiros foram feitas algumas marcas no chao plano. Foi possivel perceber que, das seis
estacas colocadas, trés eram vértices de um tridngulo retangulo e as outras trés eram os pontos
médios dos lados desse tridngulo, conforme pode ser visto na figura, em que as estacas foram
indicadas por letras.

N C

A regido demarcada pelas estacas A, B, M e N deveria ser calgcada com concreto.
Nessas condi¢fes, a area a ser calcada corresponde

a) amesma area do triangulo AMC.

b) & mesma érea do triangulo BNC.

c) ametade da érea formada pelo triangulo ABC.

d) ao dobro da area do triangulo MNC.

e) ao triplo da area do triangulo MNC.

Questéo 16 - (ENEM/2010)

O jornal de certa cidade publicou em uma péagina inteira a seguinte divulgacdo de seu caderno de
classificados.

26 mm
. —_

4%
xmm| | outros
jornais

96%
Pessoas que consultam 400 mm
nossos classificados

260 mm

Para que a propaganda seja fidedigna a porcentagem da area que aparece na divulgacdo, a medida do
lado do retangulo que representa os 4%, deve ser de aproximadamente

a) 1mm.
b) 10 mm.
c) 17 mm.
d) 160 mm.

e) 167 mm.
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Questdo 17 - (ENEM/2010)

Um baldo atmosférico, langado em Bauru (343 quildbmetros a Noroeste de Sdo Paulo), na noite do

Gltimo domingo, caiu nesta segunda-feira em Cuiaba Paulista, na regido de Presidente Prudente,

assustando agricultores da regido. O artefato faz parte do programa Projeto Hibiscus, desenvolvido por

Brasil, Franca, Argentina, Inglaterra e Italia, para a medicdo do comportamento da camada de ozénio, e
sua descida se deu apés o cumprimento do tempo previsto de medicéo.

Disponivel em: http://www.correiodobrasil.com.br.

Acesso em: 02 maio 2010.

Balao

60° 30°
1,8 km A 3,7 km B

Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o baldo. Uma estava a 1,8 km da posi¢éo vertical do
baldo e o avistou sob um angulo de 60°; a outra estava a 5,5 km da posicéo vertical do baldo, alinhada
com a primeira, € no mesmo sentido, conforme se vé na figura, e o avistou sob um angulo de 30°.

Qual a altura aproximada em que se encontrava o baldo?

a) 1,8km
b) 1,9km
c) 3,1km
d) 3,7km
e) 5,5km

Questédo 18 - (ENEM/2010)

As sacolas plasticas sujam florestas, rios e oceanos e quase sempre acabam matando por asfixia
peixes, baleias e outros animais aquaticos. No Brasil, em 2007, foram consumidas 18 bilhes de
sacolas plasticas. Os supermercados brasileiros se preparam para acabar com as sacolas plasticas até
2016. Observe o gréafico a seguir, em que se considera a origem como o ano de 2007.

N° de sacolas (em bilhdes)
A

18%,

0 9 N° de anos (apés 2007)

LUCENA, M. Guerra as sacolinhas. Galileu. n® 225, 2010.

De acordo com as informacgdes, quantos bilhdes de sacolas plasticas serdo consumidos em 2011?

a) 4,0
b) 65
c) 7,0
d 8,0

e) 10,0
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Questdo 19 - (ENEM/2010)

O Pantanal é um dos mais valiosos patriménios naturais do Brasil. E a maior area imida continental do
planeta — com aproximadamente 210 mil km? sendo 140 mil km? em territério brasileiro, cobrindo
parte dos estados de Mato Grosso e Mato Grosso do Sul. As chuvas fortes sdo comuns nessa regiao.
O equilibrio desse ecossistema depende, basicamente, do luxo de entrada e saida de enchentes. As

cheias chegam a cobrir até % da area pantaneira.

Disponivel em: http://www.wwf.org.br. Acesso em: 23 abr. 2010 (adaptado).
Durante o periodo chuvoso, a area alagada pelas enchentes pode chegar a um valor aproximado de

a) 91,3 mil km®.
b) 93,3 mil km®.
c) 140 mil km?.
d) 152,1 mil km?
e) 233,3 mil km®.

Questéo 20 - (ENEM/2010)

Para dificultar o trabalho de falsificadores, foi langada uma nova familia de cédulas do real. Com
tamanho variavel — quanto maior o valor, maior a nota — o dinheiro novo tera varios elementos de
seguranca. A estreia sera entre abril e maio, quando comecam a circular as notas de R$ 50,00 e R$
100,00.
As cédulas atuais tém 14 cm de comprimento e 6,5 cm de largura. A maior cédula serd a de R$ 100,00,
com 1,6 cm a mais no comprimento e 0,5 cm maior na largura.

Disponivel em: http://br.noticias.yahoo.com. Acesso em: 20 abr. 2010 (adaptado).

Quais serdo as dimensdes da nova nota de R$ 100,00?

a) 15,6 cm de comprimento e 6 cm de largura.
b) 15,6 cm de comprimento e 6,5 cm de largura.
c) 15,6 cm de comprimento e 7 cm de largura.
d) 15,9 cm de comprimento e 6,5 cm de largura.
e) 15,9 cm de comprimento e 7 cm de largura.

Questéo 21 - (ENEM/2010)

Certo municipio brasileiro cobra a conta de é%ua de seus habitantes de acordo com o gréafico. O valor a
ser pago depende do consumo mensal em m~.

Conta de agua

RS,

25

15
10

-
» m

0 10 15 20
Se um morador pagar uma conta de R$ 19,00, isso significa que ele consumiu

a) 16 m°de agua.
b) 17 m®de agua.
c) 18 m®de agua.
d) 19 m®de agua.
e) 20 m®de agua.
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83

Um mecénico de uma equipe de corrida necessita que as seguintes medidas realizadas em um carro
sejam obtidas em metros:

a)
b)

distancia a entre os eixos dianteiro e traseiro;
altura b entre o solo e o encosto do piloto.

b = 160 cm

a =2 300 mm

Ao optar pelas medidas a e b em metros, obtém-se, respectivamente,

0,23 e 0,16.
2,3el,6.

23 e 16.

230 e 160.

2 300 e 1 600.

Questédo 23 - (ENEM/2011)

Disponivel em: http://www.diaadia.pr.gov.br. Aesso em: 28 abr. 2010.

O poligono que d& forma a essa calcada é invariante por rotagBes, em torno de seu centro, de

a)
b)
c)
d)
e)

45°.
60°.
90°
120°.
180°.

Questdo 24 - (ENEM/2011)

Para determinar a distancia de um barco até a praia, um navegante utilizou o seguinte

procedimento: a partir de um ponto A, mediu o angulo visual o fazendo mira em um ponto fixo P da
praia. Mantendo o barco no mesmo sentido, ele seguiu até um ponto B de modo que fosse possivel ver
0 mesmo ponto P da praia, no entanto sob um &ngulo visual 2o. A figura ilustra essa situagao:

P

@ 20 Trajetoria do barco
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Suponha que o navegante tenha medido o angulo o = 30° e, ao chegar ao ponto B, verificou que o
barco havia percorrido a distdncia AB = 2 000 m. Com base nesses dados e mantendo a mesma
trajetdria, a menor distancia do barco até o ponto fixo P sera

a) 1000 m.
b) 10003 m.
c) 2000? m.
d) 2000m.
e) 200043 m.

Quest&o 25 - (ENEM/2011)

O atletismo é um dos esportes que mais se identificam com o espirito olimpico. A figura ilustra uma
pista de atletismo. A pista € composta por oito raias e tem largura de 9,76 m. As raias sdo numeradas
do centro da pista para a extremidade e sdo construidas de segmentos de retas paralelas e arcos de
circunferéncia. Os dois semicirculos da pista séo iguais.

84,39m

BIEMBENGUT, M. S. Modelacdo Matemética como método de ensino-aprendizagem
de Matematica em cursos de 1.° e 2.° graus. 1900. Dissertagdo de Mestrado.
IGCE/UNESP, Rio Claro, 1990 (adaptado).

Se os atletas partissem do mesmo ponto, dando uma volta completa, em qual das raias o corredor
estaria sendo beneficiado?

a)
b)
c)
d)
e)

Oo~NOA~ PR

Questédo 26 - (ENEM/2011)

Um técnico em refrigeracdo precisa revisar todos os pontos de saida de ar de um escritdrio com
varias salas.

Na imagem apresentada, cada ponto indicado por uma letra é a saida do ar, e 0s segmentos sdo as
tubulacgdes.
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Iniciando a revisdo pelo ponto K e terminando em F, sem passar mais de uma vez por cada ponto, 0

caminho sera passando pelos pontos

a) K/ leF.

b) K, JI,G LeF.
¢c) KLG,I,JHeF
d K JHIG,LeF
e) K LG, ILH JeF

Quest&o 27- (ENEM/2011)

A resisténcia das vigas de dado comprimento € diretamente proporcional a largura (b) e ao
quadrado da altura (d), conforme a figura. A constante de proporcionalidade k varia de acordo com o

material utilizado na sua construcao.

Considerando-se S como a resisténcia, a representagdo algébrica que exprime essa relagéo €

a) S=kbd
b) S=b.d’
c) S=kb.d?
k.b
d) = d_2
k.d?
S=_"_
e) .

Questéo 28 - (ENEM/2012)

— 2 —>

+b—

A Agéncia Espacial Norte Americana (NASA) informou que o asteroide YU 55 cruzou o espaco entre a
Terra e a Lua no més de novembro de 2011. A ilustracdo a seguir sugere que o asteroide percorreu
sua trajetéria no mesmo plano que contém a 6rbita descrita pela Lua em torno da Terra. Na figura, esta
indicada a proximidade do asteroide em relagdo a Terra, ou seja, a menor distancia que ele passou da

superficie terrestre.

O asteroide se aproximara
o suficiente para que cientistas
possam observar detalhes

de sua superficie

<

Asteroide YU 55
Tamanho: 400m
de diametro,
equivalente ao
tamanho de um
porta-avides

Terra

O

Proximidade
da Terra
325 mil km

Passagem:

8 de novembro

as 21h28min
(horario de Brasilia)

Fonte: NASA

Disponivel em: http://noticias.terra.com.br (adaptado).
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Com base nessas informag@es, a menor disténcia que o asteroide YU 55 passou da superficie da Terra
éigual a

a) 3,25 x 10° km.
b) 3,25 x 10° km.
c) 3,25 x 10% km.
d) 3,25 x 10° km.
e) 3,25 x 10° km.

Quest&o 29 - (ENEM/2012)

O losango representado na Figura 1 for formado pela unido dos centros das quatro circunferéncias
tangentes, de raios de mesma medida.

Figura 1

Dobrando-se o raio de duas das circunferéncias centradas em vértices opostos do losango e ainda
mantendo-se a configuragdo das tangéncias, obtém-se uma situagédo conforme ilustrada pela Figura 2.

Figura 2

O perimetro do losango da Figura 2, quando comparado ao perimetro do losango da Figura 1, teve um

aumento de
a) 300%.
b) 200%.
c) 150%.
d) 100%.
e) 50%.

Questéo 30 - (ENEM/2012)

A capacidade minima, em BTU/h, de um aparelho de ar-condicionado, para ambientes sem exposicao
ao sol, pode ser determinada da seguinte forma:

600 BTU/h por m?, considerando-se até duas pessoas no ambiente;
+  para cada pessoa adicional nesse ambiente, acrescentar 600 BTU/h;
* acrescentar mais 600 BTU/h para cada equipamento eletrénico em funcionamento no ambiente.

Sera instalado um aparelho de ar-condicionado em uma sala sem exposicdo ao sol, de dimensdes 4 m
X 5 m, em que permane¢am quatro pessoas e possua um aparelho de televisdo em funcionamento.

A capacidade minima, em BTU/h, desse aparelho de ar-condicionado deve ser
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a) 12 000.
b) 12 600.
c) 13200.
d) 13 800.
e) 15 000.

Questéo 31 - (ENEM/2012)

Um forro retangular de tecido traz em sua etiqueta a informacdo de que encolhera apés a primeira
lavagem mantendo, entretanto, seu formato. A figura a seguir mostra as medidas originais do forro e o
tamanho do encolhimento (x) no comprimento e (y) na largura. A expressao algébrica que representa a
area do forro apoés ser lavado é (5 — x) (3-Y).

Nessas condi¢8es, a area perdida do forro, apds a primeira lavagem, sera expressa por:

a) 2xy

b) 15-3x
c) 15-5y
d) -5y-3x

e) 5y+3x—xy
Questdo 32 - (ENEM/2012)

Para decorar a fachada de um edificio, um arquiteto projetou a colocacdo de vitrais compostos de
quadrados de lado medindo 1 m, conforme a figura a seguir.

B

D

Nesta figura, os pontos A, B, C e D sao pontos médios dos lados do quadrado e os segmentos AP e
QC medem 1/4 da medida do lado do quadrado. Para confeccionar um vitral, sdo usados dois tipos de
materiais: um para a parte sombreada da figura, que custa R$ 30,00 o m?, e outro para a parte mais
clara (regides ABPDA e BCDQB), que custa R$ 50,00 0 m®.

De acordo com esses dados, qual e o custo dos materiais usados na fabricagédo de um vitral?

a) R$22,50
b) R$ 35,00
c) R$40,00
d) R$ 42,50

e) R$ 45,00
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Questdo33 - (ENEM/2012)

Jorge quer instalar aquecedores no seu saldo de beleza para melhorar o conforto dos seus clientes no
inverno. Ele estuda a compra de unidades de dois tipos de aquecedores: modelo A, que consome 600
g/h (gramas por hora) de gas propano e cobre 35 m? de area, ou modelo B, que consome 750 g/h de
gas propano e cobre 45 m? de area. O fabricante indica que o aquecedor deve ser instalado em um
ambiente com area menor do que a da sua cobertura. Jorge vai instalar uma unidade por ambiente e
quer gastar o minimo possivel com gas. A area do saldo que deve ser climatizada encontra-se na
planta seguinte (ambientes representados por trés retangulos e um trapézio).

| 9m |

F—5m——

Avaliando-se todas as informacgdes, serdo necessarios

a) quatro unidades do tipo A e nenhuma unidade do tipo B.
b) trés unidades do tipo A e uma unidade do tipo B.

¢) duas unidades do tipo A e duas unidades do tipo B.

d) uma unidade do tipo A e trés unidades do tipo B.

e) nenhuma unidade do tipo A e quatro unidades do tipo B.

GABARITO
1)C 13)D 25) B
2)C 14)A 26)A
3)C 15)B 26)C
4)E 16)E 27)C
5)D 17)D 28)D
B6)A 18) C 29)E
7)C 19) E 30)D
8) 20)C 31)E
9)E 21)C 32)B
10)A 22)B 33)C
11)D 23)B

12)B 24)D
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Geometria Espacial

1) Poliedros convexos

Observe os sdlidos abaixo cujas faces sdo poligonos convexos.

Podemos observar que:

Vértice

Face = —

_)

<« Aresta

a) Cada aresta € comum a duas e somente a duas faces
b) Duas faces nunca estdo num mesmo plano
c) O plano de cada face deixa as demais faces ho mesmo semi-espago.

Aos sélidos que satisfazem essas condi¢des chamamos poliedros convexos.
Assim, um poliedro possui

1.1) Classificacéo

» Faces (sao poligonos convexos)

% Arestas (sdo os lados do poligono)
% Vértices (sdo os vértices do poligono)

» Superficie (é a unido das faces do poliedro)

90

Classificamos um poliedro de acordo com o nimero de faces. O nUmero minimo de faces de

um poliedro convexo sao quatro.

Veja alguns exemplos:
< Tetraedro : 4 faces
< Pentaedro : 5 faces
< Hexaedro : 6 faces
Heptaedro : 7 faces
Octasedro : 8 faces
Decaedro : 10 faces

R/
0.0

R/
0.0

R/
0.0

R/
0.0

R/
0.0

Icosaedro: 20 faces

1.2) Teorema de Euler

Dodecaedro : 12 faces

a)

Hexaedro

Octaedro

Eneaedro

Num poliedro convexo, se V, A e F sdo 0os nimeros respectivamente, de vértices, de

arestas e de faces, entéo vale a seguinte relacéo:

V-A+F=2
Veja:

Poliedro convexo \ A F V-A+F
Hexaedro 8 12 6 8-12-6=2
Heptaedro 10 15 7 10-15+7=2
Decaedro 12 20 10 12-20+10=2
Dodecaedro 20 30 12 20-30+12=2
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1.3) Poliedros regulares

Um poliedro é regular se, e somente se, forem obedecidas as seguintes condicées:

« Todas as suas faces séo poligonos regulares e congruentes entre si
«» Todos os seus angulos poliédricos sdo congruentes entre si.

Exemplos

a) Um poliedro convexo tem 22 arestas. O nimero de vértices € igual ao ndmero de faces.
Calcular o nimero de vértices desse poliedro

Solugao:

apenas utilizando a formula resolvera o exercicio logo V — A + F = 2 como 0 numero de
vértices é igual ao numero de faces temos:

2V-A=2,
2V =2+22,
V=12

b) Um poliedro convexo tem cinco faces quadrangulares e duas faces pentagonais. Calcular o
namero de arestas e o niumero de vértices.

2) Prismas

O prisma é um sdélido delimitado por faces planas, conforme verificamos nas figuras
seguintes.

2.1) Elementos principais

« Bases: formada por poligonos

% Arestas das bases: lados das bases

Faces laterais: formadas por paralelogramos

Altura : distancia H entre os planos das bases

Superficie lateral: conjunto de todas as faces laterais
Superficie total : unido da superficie lateral com as duas bases

7 7
EX R X4

e

%

e

%

Base,

Aresta lateral «——— i | ,; { Altura (h)
Face lateral ' ’

~ Aresta da base
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2.2) Classificagéo:

Podemos classificar um prisma de acordo com o nimero de lados das duas bases.
Prisma triangular: bases : triangulos

Prisma quadrangular : bases : quadrilateros

Prisma pentagonal : bases: pentagonos

Prisma hexagonal: bases: hexagonos

5

%

X3

8

X3

8

X3

8

Se as bases sao poligonos regulares, o prisma é chamado regular.

Prisma reto | h
Prisma triangular Prisma hexagonal Prisma cbliquo
(bases sdo triangulos) (bases s3o hexagonos) (quadrangular)

Um prisma é reto se as arestas laterais forem perpendiculares as bases; caso
contrario, o prisma é dito obliquo .

2.3) Paralelepipedos

Denomina-se paralelepipedo o prisma no qual as seis faces sdo perpendiculares.

(Paralelepipedo obliquo) (Paralelepipedo reto)

As dimensbes sdo chamadas comprimento, largura e altura, cujas medidas sao
indicadas por a, b e c, respectivamente.

2.4) Cubo

E um paralelepipedo cujas arestas sdo congruentes entre si. O cubo é também
chamado hexaedro regular.
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2.5) Diagonal

Chamamos diagonal D de um prisma todo segmento de reta cujas extremidades séo
vértices que ndo pertencem a uma mesma face desse prisma.
O paralelepipedo a seguir apresenta as arestas de medidas a, b, e c.

E

e
D =+a*+b?+c? AP 71
T F—— Sl " il

~‘s D 1

c i f
5 b -~--...__-..-- ..‘~ /r

A 4 B

Considerando o cubo um caso particular, temos todas as arestas iguais e de medida a.
D=+a’+b?+c’

| U

; D=+va’+a’+a’

2.6) Areas

Como a superficie lateral de um prisma é a reunido de suas faces laterais,
entdo a area dessa superficie € a soma das areas das faces laterais, indicamos a area da
superficie lateral por A_ .

A_ =soma das areas das faces laterais
AL = 2pH, onde 2p é o perimetro da base e H é a altura do prisma.

Observacéo

Superficie total de uma prisma € a reunido das suas faces laterais com as suas bases.
Indicamos a &rea da superficie total por At .

A=A +2A

Devemos considerar dois casos particulares:

KD

< No paralelepipedo as arestas a, b e ¢, temos como faces

e Dois retangulos de area: a .b P T
e Doisretangulos de area: a . ¢ ' : :
& ¢
A2 = a. . C \P' ﬁb_ -G: v
5 g
b

A
o
v
e
*
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e Dois retangulos de drea:b.c

Logo temos

A =2(ab+ac+hc)

7

< No cubo de aresta de medida a, temos

A =2(aa+aa+aa)

A =2(a*+a’+a’) == dc=a
U L Fiaey
A =6a’ s e PPb=a
a
2.7) Volume

Todo soélido ocupa uma por¢éo do espacgo. Essa porcéo é o volume desse sélido.
O volume V de um prisma é igual ao produto da &rea de sua base Az pela medida da
sua altura H.

V=AH

K2

« Para um paralelepipedo, devemos considerar a &rea da base como sendo o
produto a . b e a altura a aresta c. Logo

V =ab.c

<+ No caso de uma cubo, as arestas de medida a, o volume é

V =a®

Exemplos:

1) Determinar a érea total, o volume e a diagonal do paralelepipedo de dimensdes 3cm, 4
cmeb5cm.

2) O volume de um cubo mede 27 cm?®. Calcule.
a) sua area total

b) sua diagonal da face

c) sua diagonal

3) Um prisma regular triangular tem arestas laterais de 6 cm e arestas de base de 4 cm.
Obter:

a) O seuvolume
b) A sua area lateral
c) A sua area total
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3) Piramide

A piramide é um sdélido delimitado por faces planas. Sua base é um poligono e suas
faces laterais sdo triangulos.
Observe as figuras seguintes:

3.1) Elementos principais

KD
£X4
7
N
7
N

7
N

7
N

KD
0‘0

K2
0‘0

K2
0‘0

Base: formada por poligono

Vértice: ponto V

Arestas da Base : lados do poligono da base

Faces laterais : formada por triangulos

Arestas laterais: lados dos triangulos das faces laterais, com excec¢édo dos lados
do poligono da base

Altura: distancia H do ponto V ao plano da base

Superficie lateral: conjunto de todas as faces

Superficie total : unido da superficie lateral com a base

Face lateral

Aresta lateral

Aresta da base

3.2) Classificagao

Podemos classificar uma piramide de acordo com o tipo de poligono que constitui a sua base.

7
°

7
°

7
°

7
°

Pirdmide triangular: base triangulo
Pirdmide quadrangular: base quadrilatero
Piramide pentagonal :  base : pentagono
Piramide hexagonal : base : hexadgono

Piramide triangular Piramide hexagonal
(base é um triangulo) (base é um hexagono)

Se a base é um poligono regular, a piramide € chamada regular. As arestas laterais sé@o
congruentes entre si e as faces laterais sdo triangulos isdsceles congruentes entre si.
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3.3) Dimensd®es lineares da piramide

v Na figura a seguir, temos uns piramide regular, na
qual vamos destacar alguns segmentos importantes. A
medida de cada um estara sendo representada por uma
letra.

3

*

Aresta da base (b)
Apé6tema da base (m)
Raio da base (r)

Altura (h)

Aresta lateral (a)
Apé6tema da piramide (g)

3

*

3

*

¢

R/
*

m
o &

R/

*

¢

R/

*

Chama-se ap6tema de uma piramide regular cada uma das alturas de suas faces
laterais, relativas as arestas da base.

Os triangulos VOM, VOB e VMB séo retangulos. Aplicando-se o teorema de Pitagoras,
obtemos algumas relacdes importantes entre as dimensdes lineares citadas anteriormente.
Vejamos:

< No triangulo VOM : g° = H® + m?

< No triangulo VOB : a® = H> +
< No triangulo VMB : a® = g° + (b/2?

3.4) Areas

Superficie Lateral é a reunido das faces laterais. Ja a Superficie Total € a reunido das faces
laterais com a base.

\

i

J;‘
{ Base
k.

Indicando por Ag, A_ e Ar, respectivamente, as areas da base, da superficie lateral e da
superficie total de uma piramide, temos:

A=A+A

A; = (dependeréa do poligono da base)
A = soma das areas das faces laterais
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3.5) Volume :

O volume de uma piramide € a terca parte do volume de um prisma de base e altura
iguais as da piramide. Assim temos :

v H
3

Exemplo:

1) Determinar o volume, a area lateral e a area total
de uma piramide hexagonal regular cujo apétema

da base mede +/3cm e o ap6tema da piramide
mede 6 cm.

2) Uma piramide quadrangular regular de altura 4 cm tem Y
aresta da base medindo 6 cm. Determinar: ]
a) O seuvolume
b) O seu ap6tema
c) A sua area total

3) Numa piramide regular de base quadrada, a area da base é 16cm? e a altura mede 8 cm.
Determinar:

a) A aresta da base

b) O apo6tema da base

c) O apétema da piramide
d) A aresta lateral

e) A érea lateral

f) A érea total

g) O volume




3.6) Tetraedro Regular
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Chama-se tetraedro regular o tetraedro que possui as seis arestas congruentes entre si. Nesse

caso, todas as faces sao triangulos equilateros. O tetraedro € uma piramide triangular.

Tetraedro Tetraedro regular

Para o célculo da area total, da altura e do volume de um tetraedro regular, utilizamos

_aVv6

3

A =a’\3 H

Exemplo:

V

_a\2

12

1) Dado um tetraedro regular de aresta 12 cm, calcular a medida H da altura, a area total

e o volume.

3.7) Tronco de piramide

Dada uma pirdmide e uma secéo transversal qualquer
paralela a base, chama-se tronco de piramide a regido entre a
base e essa sec¢édo transversal.

Nesse caso, podemos dizer que as piramides VABCD e
VA'B'C'D’ sdo semelhantes. Portanto ocorrem, entre seus
elementos, relagdes muito importantes, que podem ser
demonstradas utilizando semelhanca de triangulos.

Logo, nas duas pirdmides, temos:

% A razdo entre dois segmentos correspondentes (alturas,
arestas das bases, arestas laterais,...) é igual a uma
constante k.

VA A'B'

H_VA_ B
T h

igual a k°.

k2 — AAABCD

AAA'B'C'D'

% Arazdo entre duas areas correspondentes (areas das bases, areas laterais, areas totais) é
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R/

% Arazéo entre seus volumes € igual a K

K3 = Vseco

VAA'B'C'D'

Exemplo:
1) Uma piramide hexagonal regular de altura 15 cm e volume igual a 320 cm?® é
seccionada por um plano paralelo a base, a uma distancia 3 cm do vértice. Determinar
a area da secao e o volume do tronco obtido.

4) Cilindro

4.1) Classificagcdo e elementos

Um cilindro pode ser classificado em:
« Cilindro reto
Quando as geratrizes sé@o perpendiculares as bases. Nesse caso, a sec¢do meridiana é um
retdngulo. Num cilindro reto, a geratriz e a altura sado iguais (g = h)

< Cilindro obliquo
Quando as geratrizes sao obliquas as bases. Nesse caso, a sec¢ao meridiana € um
paralelogramo.

Raio
Cilindro obliquo Cilindro reto

« Cilindro equilétero

Se a altura do cilindro for igual ao diametro da base, ou seja, h = 2R,
entdo a sec¢ao meridiana € um quadrado e o cilindro recebe o nome de cilindro
equilatero.

Observacéo:
O cilindro também recebe o nome de cilindro de revolugéo, porque pode ser
pensado como um retangulo que gira em torno de um dos seus lados.

Veja a figura a seguir:
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O
oo
- Eixo - Cilindro

4.2) Area da base, area lateral, area total e volume do cilindro reto

Consideremos um cilindro de raio R e altura h.

4.2.1) Area da base

A area da base de um cilindro reto € um circulo cuja area é definida por :

A = 7r?

4.2.2) Area lateral
A area lateral do cilindro é a reunido de todas as suas
geratrizes.

Desenvolvendo-se a superficie lateral, obtém- enR

se um retangulo cuja base mede 27f, e cuja altura é

h. assim,

A =base x altura = 2zrh

4.2.3) Area total
A é&rea total do cilindro € dada por

A=A +2A;
U
A.=27Rh + 27R?

U
A =2zR(h+R)

4.2.4) Volume
O volume do cilindro reto é dado pelo produto da area da base pela altura ou pela
geratriz.

V=A -h=7zR*-h
V =7R*-h
Exemplo :

1) Um retangulo de dimensdes 3 cm e 6 cm gira segundo um eixo que contém seu maior
lado. Obter o volume do solido gerado.

———
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2) Num cilindro circular reto, a area lateral € o dobro da area da base, e sua altura é igual a 5
cm. Obter a area de sua sec¢do meridiana.

3 Secgdo . 3
' meridiana base medindo 5 cm. Ele é

b paralelo ao seu eixo, a uma
um retangulo cuja area mede
volume desse cilindro.

Considerando O o centro da

3) Um cilindro apresenta o raio da (
seccionado através de um plano [ 28
distancia de 4cm. A secc¢éao obtida é ‘I =
240 cm” . Obter a area total e 0 t
Observar a figura dada.
figura, temos: OB =R =5cm

4) Obter a razdo entre os volumes
inscrito e 0 segundo circunscrito a um

de dois cilindros: o primeiro
cubo de aresta a.

Na figura, temos um cilindro inscrito num cubo de aresta a

5) Cone

5.1) Conceito

Consideremos um circulo de centro O e raio r, situado num plano « , e
um ponto V fora de « . Chama-se cone circular, ou cone, a reunido dos
segmentos com uma extremidade em V e a outra em um ponto do circulo.

5.2) Elementos
Considerando o cone representado a seguir, temos:
v O ponto V é o vértice do cone:

v' O circulo de raio r é a base do cone;

v" Os segmentos com um extremidade em V e a outra nos pontos da
circunferéncia da base séo as geratrizes do cone;

v Adistancia do vértice ao plano da base é a altura do cone

Seccdo transversal de um cone é qualquer intersecdo nao

vazia do cone com um plano paralelo a base (desde que geratriz

este ndo passe pelo vértice); trata-se de um circulo.

\
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segao
transversal

5.3) Classificagao
Um cone pode ser classificado conforme a
inclinagéo da reta VO sendo O o centro da base,
em relacdo ao plano da base:

v" O cone circular é obliquo
obliqua a base;

v" O cone circular é reto
perpendicular a base

guando a reta VO é

¥
cone reto guando a reta VO é

cone obliquo

Observacéao

O cone circular reto € também chamado cone de revolugdo . Ele gerado pela rotagdo de um
tridngulo retdngulo em torno de um de seus catetos.

No cone de revolugédo a reta VO é o eixo, e vale a relacédo

r’ +h*=g?

5.4) Areas

5.4.1) Area da base

A area da base de um cone é a
circulo de raio r.

5.4.2) Area Lateral : A1
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A planificagdo da superficie lateral (ou a reunido das geratrizes) de um cone nos d4 um setor
circular com as seguintes caracteristicas:
v" Raio : g ( geratriz do cone)

v Comprimento do arco : 27zr (perimetro da base)

A area lateral do cone é dada por:

A =nrg

5.4.3) Area total: A(

A superficie total de um cone é a
reunido da superficie lateral com o circulo da
base. A area dessa superficie é chamada area

 [A=A+A

U superficie lateral
| A =rrg+ 7r?
U
A=rr(g+r)
Exemplos:

1) O raio de um setor circular de 150°, em papel, mede 10 cm; o setor vai ser utilizado na
confeccao de um cone. Vamos determina a &rea lateral e a area total desse cone.
5.5) Volume:

O volume de um cone vale um terco do produto da area da base pela altura:

V = 17rr2h
3

Exemplo:
2) Seja um cone reto de geratriz de 10 cm e altura de 8 cm. Vamos determinar o seu volume.

5.6) Secdo meridiana e cone equilatero

Secdo meridiana de um cone € a intersec¢do dele com um plano que contém o eixo.
A secdo meridiana de um cone reto é um triangulo equilatero.

secao meridiana

| A
2r

cone reto secdo meridiana

cone equilatero
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Cone equilatero é um cone cuja secdo meridiana € um triangulo equilatero.

5.7) Tronco de cone

Tronco de cone de bases paralelas é a reunido da base de um cone com uma secao
transversal e com o conjunto dos pontos do cone compreendidos entre os planos da base e da
secao transversal.

o paralelo a base

5.7.1) Elementos

v" A base do cone é a base maior do tronco, e a se¢do transversal é a base menor.
v" A distancia entre os planos das bases é a altura do tronco.

base menor

5.7.2) Areas

Areas das bases: ABA\)

A area da Base maior é a area de um circulo de raio R. Logo:

A, =R’

A area da base menor € a 4rea de outro circulo, de raio r. Logo:

A =nr?

base maior

Area lateral : A superficie lateral de um
tronco de cone reto deraiosreR e
geratrizes g € equivalente a um trapézio de

bases 2zr e 27R e altura g. Logo:
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A =7Z’(R+I’)g

Areatotal : A

A area de um tronco de cone é a soma da area lateral com a area da base maior e com a area
da base menor:

A=A+A+A

5.7.3) Volume

O volume de um tronco de cone de bases
paralelas é obtido pela diferenca dos volumes
de dois cones. Logo:

V:%h(R2+Rr+r2)

Exemplo :
3) Calcular a é&rea lateral, a &rea total, o volume de um tronco de cone reto de bases

paralelas, cuja geratriz mede 7 cm, e os raios das bases medem 3 cm e 5 cm.

6) Esfera

6.1) Conceitos

A esfera € o solido de revolugéo gerado pela rotacao
completa de um semicirculo em torno de um eixo que
contém um didmetro.

6.2) Superficie esférica

Superficie esférica de centro O e raio é 0
conjunto dos pontos P do espago que
distam r do ponto O.
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dop=T
A superficie gerada pela rotacdo de uma semicircunferéncia em torno de um eixo que contém o
didmetro é uma superficie esférica.

6.3) Secdo da esfera

Toda secao plana de uma esfera é um circulo.
Sendo r o raio da esfera, d a distancia do plano secante ao centro e s o raio da secéo, vale a
relacéo:

2

s’+d*=r

Se o plano secante passa pelo centro da esfera, temos como se¢do um circulo maximo da
esfera.

6.4) Partes da esfera.

6.4.1) Fuso esférico
Se uma semicircunferéncia com as extremidades num eixo, ela gira « graus (0° < a <360°)
em torno do eixo, ela gira uma superficie que é chamada fuso esférico.

| fuso esférico

arco
equatorial

6.4.2) Cunha esférica
Se um semicirculo com
a graus (0° < «a <360°%)em

um solido que é chamado

didmetro num eixo gira
torno do eixo, ele gera
cunha esférica.

I cunha esférica

arco
equatorial

Exemplo:

1) Suponha que se consiga cortar uma
laranja esférica de doze gomos idénticos, de
modo que aparega, T como resultado do
corte, um gomo completo. Calcule o volume e &rea da superficie esférica obtida.
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6.5) Areas e volume

6.5.1) Area da superficie esférica
A area de um superficie esférica de raio r é igual a :

A=A47r?

6.5.2) Volume da esfera
O volume de uma esfera de raio r é igual a :

V=ﬂ7Z'I’3
3

Exemplo :
2) Uma esfera é seccionada por um plano a 8 cm do centro, a se¢do obtida tem area 36 7

cm®. Determinar a area da superficie da esfera e seu volume.

6.5.3) Area do fuso

v’ Para «a em graus:

_ 2
v' Para o em radianos: Afuso - 2r 24

6.5.4) Volume da cunha

3
V nra
v Para «a em graus: cunha — 270
3
vV 2r'oa
v' Para a em radianos: cunha — 3
Exemplo:

. s . .
3) Calcular a area total e o volume de um cunha esférica de E radianos, retirada de uma

esfera de 10 cm de raio.
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SESSAO LEITURA

Geometria Espacial da Idade Média

Depois de um longo tempo onde os estudos sobre Geometria Espacial ficaram estancados
nas teorias da Geometria grega, foi durante o periodo denominado historicamente de
“Renascimento” que ocorreu o resgate ao estudo de toda ciéncia adormecida até aquele
momento. Diversos matematicas como Leonardo Fibonacci (1170-1240) retomam os
estudos sobre Geometria Espacial e em 1220 escreve a “Practica Geometriae”, uma
colecdo sobre Trigonometria e Geometria (abordagem nas teorias de Euclides e um
analogo tridimensional do teorema de Pitagoras).

Em 1615 Joannes Kepler (1571-1630) rotula o “Steometria”(stereo-volume/metria-medida) o
célculo de volume. A palavra volume vem de volumen que é a propriedade de um barril
(vinho, azeite,etc.) de rolar com facilidade.

No ano de 1637 surge a Geometria Analitica desenvolvida pelo fildsofo e matematico
francés René Descartes (1596-1650), misturando Algebra e Geometria ensina a transformar
pontos, retas e circunferéncias em nimeros, demonstrando como fazer contas com as
figuras geométricas. Em 1669 o fisico Inglés Isaac Newton (1642-1727) desenvolve o
célculo diferencial e integral. Desta forma torna-se possivel calcular a area e o volume de
gualquer figura geométrica,independente de sua forma. Antes disso os célculos se
limitavam a descoberta de formulas diferentes para cada tipo de figura.

Ler mais: http://informatematica.webnode.com.br/news/geometria-espacial/

FIXAGAO
1) (UFPA) Um poliedro convexo tem 6 faces e 8 vértices. O nimero de arestas é:
a) 6 b) 8 c) 10 d) 12
2) (PUC-SP) O numero de vértices de um poliedro convexo que possui 12 faces triangulares é:
a)6 b)8 c) 10 d) 12

3) (Cesgranrio) Um poliedro convexo é formado por 80 faces triangulares e 12 pentagonais. O
numero de vértices do poliedro é:

a) 80 c) 50
b) 60 d) 48

4) (Acafe-SC) Um poliedro convexo tem 15 faces triangulares, 7 faces pentagonais e 2 faces
hexagonais. O nimero de vértices desse poliedro é:

a) 25 c)73
b) 48 d) 96

5) (Puccamp-SP) O “cubo octaedro” € um poliedro que possui 6 faces quadrangulares e 8
triangulares. O nimero de vértices desse poliedro é:

a) 16 c) 12
b) 14 d) 10

6)Calcule a area total dos prismas retos das figuras.



http://geometriaespacial2.blogspot.com/2008/01/geometria-espacial-da-idade-mdia.html
http://informatematica.webnode.com.br/news/geometria-espacial/?utm_source=copy&utm_medium=paste&utm_campaign=copypaste&utm_content=http%3A%2F%2Finformatematica.webnode.com.br%2Fnews%2Fgeometria-espacial%2F
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|15 cm

:‘—Gm—b:

7)Um prisma reto com 1,5 m de altura tem seccdo transversal como mostra a figura.
Determine a area total desse prisma.

8)Um prisma pentagonal regular tem 20 cm de altura. A aresta da base do prisma mede 4 cm.
Determine a sua &rea lateral.

9)Num prisma quadrangular, a aresta da base mede a = 6 m. sabendo que a &rea lateral do
prisma é 261 m?, calcule a medida h da altura do prisma.

10)Um prisma reto tem por base um triangulo isdsceles com medidas 8dm de base e altura 3
dm.

Sabendo que a altura do prisma €é igual a 1/3 do perimetro da base, calcule a area da
superficie total do prisma.

11)(UFPA) Num prisma regular de base hexagonal a area lateral mede 36 m? e a altura € 3 m.
A aresta da base é:

a) 2m b) 4 m c)6m d) 8m e) 10 m

12)(UFCE) As dimensdes de um paralelepipedo retangulo sdo proporcionais a 3, 5 e 7.
Sabendo que a diagonal mede 4 cm, calcule o volume do paralelepipedo.

13)(UFPel-RS) De um reservatorio de forma cubica cheio de agua forma retirados 2 litros
dessa agua. Verificando-se que houve uma variagdo de 5 cm no nivel do liquido, calcule
guanto mede a aresta interna da caixa-reservatério.

14)(Unicruz-RS) Se a soma das arestas de um cubo € igual a 72 cm, entdo o volume do cubo é
igual a:

a) 100 cm3 d) 16 cm3
b) 40 cm3 e) 216 cm3
c) 144 cm3
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15)(UEPG-PR) As medidas internas de uma caixa d’agua em forma de paralelepipedo
retdngulo séo: 1,2 m, 1 m e 0,7 m. Sua capacidade é de:

a) 8 400 litros d) 8,4 litros
b) 84 litros e)n.d.a
c) 840 litros

16)0 volume do paralelepipedo retangulo cuja diagonal mede 7 cm e duas de suas dimensées
medem, respectivamente, 2 cm e 3cm €

a) 6 cm3 c) 36 cm3
b) 7 cm3 d) 49 cm3

17)(UFMG) As dimensdes de um paralelepipedo retdngulo sdo trés numeros inteiros e
consecutivos. Se a diagonal desse paralelepipedo retangulo é cm, entao seu volume, em cm3,
é:

a) 6 c) 36
b) 24 d) 60

18)(Mack) A figura abaixo mostra um reservatério de agua, totalmente cheio (medidas em
metros). Apos terem sido consumidos 12 litros de égua, o nivel d’agua tera abaixado

b

a) 3dm c) 17 cm
b) 3cm d) 17 dm

19)(Cesgranrio) Ao congelar-se, a agua aumenta de 1/15 o seu volume. O volume de agua a
congelar, para obter-se um bloco de gelo de 8 dm x 4 dm x 3 dm, é

a) 80 dm3 c) 95 dms3
b) 90 dm?3 d) 100 dm3

20)(Fuvest) Um tanque em forma de paralelepipedo retdngulo tem por base um retangulo
horizontal de lados 0,8 m e 1,2 m. Um individuo, ao mergulhar completamente no tanque, faz o

nivel da dgua subir 0,075 m. Entéo o volume do individuo, em m3, é:

a) 0,066 c) 0,096
b) 0,072 d) 0,600

21)(FGV) O acréscimo de volume do paralelepipedo retangulo de aresta de medidas a, b e c,
guando aumentamos cada aresta em 10%, é:

a) 30% c) 21%
b) 33,1% d) 10%

22)(UFMG) O volume de uma caixa cubica é 216 litros. A medida de sua diagonal, em
centimetros, é:

a) 6 c) 60
b) 60 d) 900
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23)(Mack) Na figura, cada cubo tem volume 1. O volume da pilha, incluindo-se os cubos
invisiveis no canto, é:

a) 6 b)8 ©) 9 d) 10

24)Um prisma reto de base um hexagono regular de lado 6 cm. Cada face tem érea igual a
»\/§vezes a area da base. Sua altura, em cm, é:

a) 15 b) 18 c) 24 d) 27

25)Num prisma regular de base hexagonal, a area lateral mede 36 m? e a
altura € 3 m. a aresta da base é:

a) 2m b)dm <c) 6cm d)8m

26)Dado um prisma hexagonal regular, sabe-se que sua altura mede 3 cm e que sua area
lateral é o dobro da area de sua base. O volume deste prisma, em cm® | é:

a)13\3 d) 273
b)17+/3 e) 54/3

27) Se a area da base de um prisma diminui 10 % e a altura aumenta 20%, 0s
seu volume:

a) Aumenta 8%
b) Diminui 10%
¢) Aumenta 15%
d) Na&o se altera

28)Um reservatorio tem a forma de um prisma , cuja base reta é um triangulo ABC, retangulo
em A. As medidas, em metros, estdo indicadas na figura. A capacidade do reservatério, em
litros é:

a) 14000
b) 14 050
c) 14500
d) 15000

29) Um prisma de altura h = 1,2 m tem por base um triangulo equilatero de lado 40 cm. O
volume desse prisma, medido em litros, é:

a)96+/3 d) 3643
b)48/3 e) 243
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30)(UFPA) Uma piramide regular cuja base é um quadrado de diagonal 6cm e a altura é igual a
2/3 do lado da base tem area total igual a:

a) 288 cm? ) 238 cm?
b) 252 cm? d) 202 cm?

31) O volume de uma piramide regular quadrangular VABCD é 27«/5 m3. Se a altura da
piramide é igual a aresta da base, entdo a area do tridngulo VBD vale, em m2,

Obs.: (B e D sao vértices opostos da base ABCD)
2 27£/§ ) 9f o 9f " 27;/5

32)(UFMG) A area total de uma piramide regular, de altura 30 mm e base quadrada de lado
80 mm, mede, em mm?,

a) 14 400 c) 56 000
b) 44 000 d) 65 000

33)(ITA) A area lateral de uma piramide quadrangular regular de altura 4 m e de area da base
64 m2 vale:

a) 128 mz c) 135 m?
b) 642 me d) 60 /5 m?

34)(UFGO) A base de uma piramide é um triangulo equilatero, cujo lado mede 4 cm. Sendo a
altura da piramide igual a altura do triangulo da base, o volume da piramide, em cmz, é:

a) 4 b) 6 c) 8 d) 10

35)0 volume do tetraedro, conforme a figura, é:

2
2
2

24
N

c)?

2

3

a)

b)

d)

36)(UFPR) O volume de um tetraedro regular de 10 cm de altura é, em cmg,

a) 125 ¢) 250
b) 125 d) 375

37) Uma pirdmide, que tem por base um quadrado de lado 4 cm, tem 10 cm de altura. A que
distancia do vértice deve passar um plano paralelo as bases, de modo que a secgao
transversal tenha uma area de 4 cm2?

a) 2cm c)4cm
b) 3cm d)5cm
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38)(PUC-MG) Cortando-se uma piramide de 30 dm de altura por um plano paralelo a base e
distante 24 dm do vértice, obtém-se uma sec¢do cuja area mede 144 dm2. A medida da area
da base de tal piramide, em dm2, é:

a) 225 c) 200
b) 212 d) 180

39) (Fatec) Sejam Al e A2 duas piramides semelhantes. Sabe-se que a area da base de Al é

doze vezes maior que a area da base de A2. Se o volume de A2 é V, entdo o volume de Al
é:

a) 92V Q) 1242V
b) 24 \f3V d) 12 3V

40)(UFBA) Uma piramide regular cuja base é um quadrado de diagonal medindo 6 chm e

2
a medida a altura é igual a 5 da medida do lado da base tem area total igual a:

a) 96 «Ecmz d) 84 «Ecmz
b) 252 cmz e) 576 cm?
c) 288 cm?2

41)(UEPG-PR) A aresta lateral e a aresta da base de uma pirdmide quadrangular regular séo
iguais e medem \/Ecm . Qual a altura da piramide, em cm?

a) V2 d) 242
b) 4 e)2
c) 1

42)(PUCC-SP) Um octaedro regular é um poliedro constituido de 8 faces triangulares
congruentes entre si e angulos poliédricos congruentes entre si, conforme mostra figura
abaixo.

Se o0 volume desse poliedro é 72 \/Ecm?’, a medida de sua aresta, em centimetros, é:

V2 b33 3 D62 e 643

43)(PUCC-SP) Uma reta tem altura de 30 cm e base de area B. Intercepta-se essa piramide
por um plano paralelo a sua base, obtendo-se uma outra piramide, semelhante a primeira.
Se esse plano dista 20 cm da base da piramide, a area da base da nova piramide é:

B 2B 4B B 2B
a)— b)— c¢)— d)— e)—
)9 ) 9 ) 9 )3 ) 3

44)(PUC-SP) Um tronco de pirAmide de bases quadradas tem 2 814 cm3 de volume. A altura
do tronco mede 18 cm e o lado do quadrado da base maior mede 20 cm. Entdo, o lado do
guadrado da base menor mede:
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a) 8cm d) 12 cm
b) 6 cm e)ldcm
c) 3cm

45)(PUC-SP) Quantos litros comporta, aproximadamente, uma caixa d’agua cilindrica com 2 m
de didmetro e 70 cm de altura?

a) 1250 c) 2 450
b) 2 200 d) 3 140

46)(PUC-RS) Dois cilindros, um de altura 4 e outro de altura 6, tém para perimetro de suas
bases 6 e 4, respectivamente. Se V1 é o volume do primeiro e V2 o volume do segundo,
entdo:

a) V1 = V2
b) V1 = 2V2
c) V1 = 3V2
d) 2V1 = 3V2

47)(UFGO) Para encher um reservatério de agua que tem forma de um cilindro circular reto,
sdo necessarias 5 h. Se o raio da base € 3 m e a altura 10 m, o reservatorio recebe agua a
razéo de:

a) 18 7 mdh c) 20 7z m3h
b) 30 7z m3/h d) 6 7 m3h

48)(PUC-SP) Quantos mililitros de tinta podem ser acondicionados no reservatorio cilindrico de
uma caneta esferografica, sabendo que seu didmetro é 2 mm e seu comprimento é 12 cm?

a) 0,3768 c) 0,03768
b) 3,7678 d) 37,68

49)(UCPR) Temos dois vasilhames geometricamente semelhantes. O primeiro é uma garrafa
das de vinho, cuja altura é 27 cm. O segundo é uma miniatura do primeiro, usado como
propaganda do produto, e cuja altura € 9 cm. Quantas vezes seria preciso esvaziar o
contelido da miniatura na garrafa comum, para enche-la completamente?

a) 3 b) 9 c) 18 d) 27
50)(UFMG) Dois cilindros tém é&reas laterais iguais. O raio do primeiro é igual a um terco do
raio do segundo. O volume do primeiro é V1. o volume do segundo cilindro, em funcao de

V1, éiguala:

a) V1/3 c) 2v1
b) 3V1/2 d) 3v1

51)(Fatec) Um cilindro reto tem volume igual a 64 dm? e area lateral igual a 400 cm2. O raio da
base mede:

a) 16 dm c) 32.dm
b) 24 dm d) 48 dm

52)(UFRN) Se um cilindro equilatero mede 12 m de altura, entdo o seu volume em m3 vale

a) 144 « c)432 &«
b) 200 « d)480 7«
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53)(PUC-SP) Se triplicarmos o raio da base de um cilindro, mantendo a altura, o volume do
cilindro fica multiplicado por:

a) 3 b) 6 c)9 d) 12

54)(UFCE) O raio de um cilindro circular reto € aumentado em 20% e sua altura é diminuida
em 25%. O volume deste cilindro sofrerd um aumento de :

a) 2% b)4%  c)6% d)8%

55)(UFPA) Um cilindro equilatero esta inscrito em um cubo de volume 27 cm3. O volume do
cilindro mede, em cm3,

a) 9/l c)27 /4
b) 27 7 /8 d 27«

56)(UFMG) Num cilindro reto cuja altura é igual ao didametro da base, a area de uma seccéo
perpendicular as bases, contendo os centros dessas, é 64 m2. entdo a area lateral desse
cilindro, em m2, é:

a) 8« c)32 &
b) 16 « d) 64

57)(ITA-SP) Num cilindro circular, sabe-se que a altura h e o raio da base r séo tais que os
nimeros 7 , h, r, formam, nessa ordem, uma PA de soma 6 7z . O valor da area total deste
cilindro é:

a) 7 d) 207°
by 27° e) 307°
C) 1572’3

58) (Fuvest) O volume do cilindro é 7,086 cm3.0 volume do cone é, portanto,
em mms,

i e e e

a) 23,62 c) 3543
b) 35,43 d) 2362

59)(Unirio) Uma tulipa de chope tem a forma cbnica, como mostra a figura ao lado. Sabendo-se que sua
capacidade é de 100 7z ml, a altura h é igual a:
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10 cm
|
! .
h
a)20cm c)12cm
b) 16 cm d) 8 cm

60)(ITA) Sabendo-se que um cone circular reto tem 3 dm de raio e 15 7z dm? de area lateral, o valor de
seu volume, em dms, é:

a) 97w c)20 &
b) 12 7 d) 367

61)(PUC-RS) Num cone de revolugdo, a area da base é 36 7 m? e a &rea total € 96 7 m2. A altura do
cone, em m, € igual a:

a) 4 b) 6 c)8 d) 10

62) (UFOP) um cone circular reto tem por base uma circunferéncia de comprimento igual a 6 77 cm e sua

altura é 2/3 do diametro da base. Posto isto, sua area lateral, em cm?, é:

a) 57w col2rxw
by 97 d 15 7

63)(UEL-PR) O didmetro da base de um cone circular reto mede 12 cm. Se a area da base € 3/8 da area
total, o volume desse cone, em cm3, é:

a) 48 1 c)l44 1
b) 96 7 d) 1987

64)(UFPA) Um cone equilatero tem a area da base 4 £ cm2. A sua lateral, em cm2, é:

a) 27w c)8

b) 4 7w d)167

65)(Mack) Um cone e um prisma quadrangular regular retos tém bases de mesma area. O prisma tem
altura 12 e volume igual ao dobro do volume do cone. Entdo a altura do cone vale:

a) 36 b) 24 c) 18 d)9

66) (UFMG) Um cone circular reto tem raio da base igual a 3 e altura igual a 6. A razdo entre o volume e a
area da base é:

a) 3 b) 1,5 c)2 d) 4
67) (Fatec) Suponham-se dois cones retos, de modo que a altura do primeiro é quatro vezes a altura do

segundo e o raio da base do primeiro € a metade do raio da base do segundo. Se V1 e V2 sao,
respectivamente, os volumes do primeiro e do segundo cone, entao:

a) V1 = V2
b) V1 = 2v2
c) 2V1 = 3V2
d) 3V1 = 2v2

68)(UFMG) Considerem-se dois cones. A altura do primeiro é o dobro da altura do segundo; o raio da
base do primeiro é a metade do raio da base do segundo. O volume do segundo é de 96 77 . O volume
do primeiro é:
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a) 487 c) 1287w
b) 647 d) 144 7

69)(UFMG) Um reservatorio de agua tem foram de um cone circular reto, de eixo vertical e vértice para
baixo. Quando o nivel de 4gua atinge a metade da altura do tanque, o volume ocupado é iguala 7 . A
capacidade do tanque é:

a) 27w c)61
b) 4 & dy8rxr

70)(UFMG) Um tanque de agua tem a forma de um cone circular reto, com seu vértice apontado para
baixo. O raio do topo é igual a 9 m e a altura do tanque é de 27 m. pode0-se afirmar que o volume V
da agua no tanque, como fungédo da altura h da agua é:

h
zh? zh?
a V= —— oV=——
27 3
zh?
b) V= 9 dV=37xzh?

71)(Fuvest)lUm copo tem a forma de um cone com altura 8 cm e raio da base 3 cm. Queremos enché-lo
com quantidades iguais de suco e de agua. Para que isso seja possivel, a altura x atingida pelo
primeiro liquido colocado deve ser:

8

a) gcm

b) 6cm

c)4\/§cm
d) 6»\/_ cm
e) 43/_cm

72) E dada uma esfera de raio 10 cm. Um plano « secciona essa esfera a uma distancia de 6
cm do centro da mesma. Calcule o raio da seccéo.

73)Calcule a area de uma superficie esférica de raio R = 3 cm.

74)Uma seccdo feita numa esfera por um plano é 2 7cm. A distancia do centro da esfera ao

plano o e 2\/2. Calcule a medida r do raio da esfera.
75)Sabendo que a area de uma superficie esférica é 8 7 cm?, calcule o raio da esfera.

76)A figura mostra uma esfera inscrita num cubo de aresta 4 cm (note que o plano de cada
face do cubo é tangente a esfera). Calcule a area da superficie esférica.
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L’ 4cm

4cm
77)(Faap-SP) A area da superficie de uma esfera e area total de um cone reto séo iguais.
Determine o raio da esfera, sabendo que o volume do cone é 12 7dm? e o raio da base é 3
dm.

78)Qual a area da superficie esférica gerada pela rotacdo completa do semicirculo da figura

em torno do seu didametro AB ?
AO=5cm

79)Um plano secciona uma esfera de raio 20 cm. A distancia de centro da esfera ao plano é
12 cm. Calcule a area da seccéao obtida.

4
80)(Unicamp-SP) O volume V de uma bola de raio r é dado pela formula V = gm‘?’ .

a) Calcule o volume de uma bola de raio r = Z cm. Para facilitar os célculos vocé deve

22

substituir 7z pelo numer07.

b) Se uma bola de raio r = Z cm é feita com um material cuja a densidade volumétrica

(quociente da massa pelo volume) é de 5,6 g/cm3, qual ser4 a sua massa?

81)Um reservatério em forma de uma semi-esfera tem 18 m de didmetro. Qual o volume de
agua que cabe nesse reservatorio?

82) O recipiente da figura é feito de madeira com densidade 0,7 g/m3 e tem a forma de uma
semi-esfera com raio externo de 20 cm e raio interno de 17 cm. Calcule a massa, em
quilogramas, desse recipiente.
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83). (UMC-SP) Um joalheiro fundiu uma esfera de ouro de raio 6 mm para transforma-la num
bastao cilindrico reto, cujo raio da base era igual ao da esfera. Calcule o comprimento do
bastéo.

84) Uma esfera é seccionada por um plano « distante 12 cm do centro da esfera. O raio da
seccao obtida é 9 cm. Calcule o volume da esfera.

85) (Unitau-SP) Uma esfera esta inscrita em um cubo de aresta 4 cm. Calcule a area da
superficie esférica e o volume da esfera.

P
'

p L/
v
’
’
s

86) Uma esfera esta inscrita num cilindro equilatero de raio a. Qual é a razdo entre o volume
V1 da esfera e o volume V2 do cilindro?

87)(UnB-DF) Um sorveteiro vende sorvetes em casquinhas de biscoito que tém a forma de
cone de 3 cm de didmetro e 6 cm de profundidade. As casquinhas séo totalmente
preenchidas se sorvete e, ainda, nelas € superposta uma meia bola de sorvete de mesmo
didmetro do cone. Os recipientes onde é armazenado o sorvete tém forma cilindrica de 18
cm de didmetro e 5 cm de profundidade. Determine o numero de casquinhas que podem ser
servidas com o sorvete armazenado em um recipiente cheio.

sorvete recipiente

88)(UFPE) A figura ilustra a esfera de maior raio contida no cone reto de raio da base igual a 6
e altura igual a 8, tangente ao plano da base do cone. Qual o inteiro mais proximo da
metade do volume da regido do cone exterior a esfera?

7%

89)(UFRJ) Ping Oin recolheu 4,5 m3 de neve para construir um grande boneco de 3 m de
altura, em comemoracédo a chegada do verdo no Pdélo Sul. O boneco ser4 composto por
uma cabeca e um corpo, ambos em forma de esfera, tangentes, sendo o corpo maior que a
cabeca, conforme mostra a figura. Para calcular o raio de cada uma das esferas, Ping Oin
aproximou por 3.
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Calcule, usando a aproximacao considerada, os raios das duas esferas.

90)Calcule, aproximadamente, a capacidade em mililitros do recipiente indicado na figura.
Adote 7 = 3,14.

6cm,

Pl

10cm —— cilindro

91)(UFSC) Um recipiente de forma cilindrica medindo 12 cm de raio interno € preenchido com
agua até uma altura h. Uma bola (esfera) de raio 12 cm é colocada no fundo desse
recipiente e constatamos que a agua recobre exatamente o nivel da bola. Quanto mede a
altura h (em centimetros)?

92)Ache a area de um fuso esférico de 45°, contido numa circunferéncia de raio 8 cm.

93) Calcule o volume de uma cunha esférica de raio 6 cm, cujo adngulo diedro mede:

/4
a) 60° b) Z rad

T
94)A éarea de um fuso esférico mede 25 iz cm2. Sabendo que o &ngulo do fuso mede E rad,

calcule o raio da superficie esférica.

GABARITO
1)D 2)B 3)B A 5)C 6) 7) 8) 9) 10)

11) 12) 13) 14) 15) 16) 17) 18) 19) 20)

21) 22) 23) 24) 25) 26) 27) 28) 29) 30)A
31)D 32)A 33)B 34)C 35)B 36)B 37)D 38)A 39)B 40)C
41)C | 42)D | 43)A | 44)C 45)B 46)D 47)A 48)A 49)D 50)D
51)C | 52)C | 53)A | 54)C | 55)D 56)C 57)C 58)D 59)C 60)B
61)C | 62)D | 63)B | 64)C | 65)C 66)C 67)A 68)A 69)D 70) D
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32z
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91)8 | 92)32 | 93)A- | 94)5
CM T CM2 48 i1 CM
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367
M3
REVISAO

1) Um cubo de base ABCD tem volume 216 m>. Os pontos P e Q dividem a diagonal BE em
trés segmentos congruentes, como mostra a figura ao lado. A distancia do ponto P a base
ABCD é:

E a)242 m
b)4 m

c)3\/§ m
d)3J3 m

7C  e)bm

2) Um cubo e um hexagono regular estdo representados na figura ao lado. Os vértices do
hexagono sdo pontos médios de arestas do cubo. Se o volume do cubo é 64 cm®, entéo a
area da regido sombreada é:

a)6\/§
b)4+/10
c)6/8
d)6+/10
e)124/3

3) A soma das areas totais de dois cubos é 150 cm?
Se a aresta do menor mede 3 cm, o valor da
soma das diagonais destes cubos, em centimetros é:

a)5\/§
b)7/3
)35
d)547
e)24/11
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4) O lado, a diagonal de uma face e o volume de um cubo s&o dados, nessa ordem, por trés
ndmeros em progressao geométrica. A area total desse cubo é:
a) 20 b) 48 c) 24 d) 18 e) 12
5) Na figura a aresta do cubo maior mede a, e os outros cubos foram construidos de modo
gue a medida da respectiva aresta seja a metade da aresta do cubo anterior. Imaginando
gue a construgdo continue indefinidamente, a soma dos volumes de todos os cubos sera:
a)o
3
a
b)—
2
7a’
c) —
8
8a’
d)—
7
e)2a’
. : 1 < : .
6) Arazao entre as Aretas de dois cubos é 5 . A razao entre o volume do maior e do menor é:
1
a)—
9
1
b)=
3
c)3
d)9
e)27
7) Considere um pedacgo de cartolina retangular de lado menor 10 cm e lado maior 20 cm.

Retirando-se 4 quadrados iguais de lados x cm (um quadrado de cada canto) e dobrando-
se na linha tracejada conforme mostra a figura, obtém-se uma pequena caixa retangular
sem tampa. O polinémio na variavel x que representa o volume desta caixa, em cm?, é:

20 cm

10 cm

e) x? — 15x% + 50x
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a)4x® —60x* +200x
b)4x> —60x + 200
c)4x® —60x* + 200
d)x® —30x” + 200x
e)x® —15x° +50x

8) Observe a piscina ao lado. Ela representa um piscina retangular com 10 m de comprimento
e 7 m de largura. As laterais AEJD e BGHC sé&o retangulos, situados em planos
perpendiculares ao plano que contém o retangulo ABCD. O fundo da piscina tem uma area
total de 77 m® e é formado por dois retangulos, FGHI e EFI1J. O primeiro desse retangulos
corresponde a parte da piscina onde a profundidade é de 4m e o segundo, a parte da
piscina onde a profundidade varia entre 1 m e 4 m. A piscina, inicialmente vazia, recebe
agua a taxa de 8 000 litros por hora. Assim sendo, o tempo necessario para encher
totalmente a piscina é de:

. 10m
A
e
YR
1mi |7 “NFo
J

a) 29h e 30 min
b) 30he 15 min
c) 29h e 45 min
d) 30h e 25min

9) Na figura tem-se o prisma reto ABCDEF, no qual DE = 6cm , EF = 8 cm e DE é
perpendicular a EF. Se o volume desse prisma é 120 cm® , a sua area total, em
centimetros quadrados, é:

a) 144

b) 156 F
c) 160

d) 168 A

e) 172

10) Um prisma reto é tal que sua base é um triangulo

equilatero cujo lado mede 4+4/3 cm e o E seu volume é

igual ao volume de um cubo de aresta medindo  4+/3 cm. A &rea total desse prisma, em
centimetros quadrados é:
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a)24/3

b)192+/3
€)204+/3
d)21643
€)2283

11) Um recipiente em forma de prisma hexagonal regular contém um liquido até certo nivel.
Colocando-se nesse recipiente um cubo, o nivel do liquido aumenta 2 dm. Sabendo-se que
a aresta da base do recipiente mede 3 dm, conclui-se que a aresta do cubo mede, em dm:

a)232
b)3\2
c)3%/3
d)3¢/6
e)3§/§ ;
12) Dado um prisma hexagonal regular, sabe-se % | @ _ o gue sua altura

mede 3 cm e que sua area lateral é o dobro ' da area de sua
base. O volume desse prisma , em cm?®:

a)27/3

b)134/2
)12

d)5443
e)1745

13) Um tanque tem a forma de um prisma reto de base quadrada e esta totalmente cheio
d’dgua. Se a aresta de sua base mede 2 m e a altura mede 0,9 m , quantos litros d’agua

devem ser retirados do seu interior para que o liquido restante ocupe os g se sua

capacidade?
a) 120 b) 240 c) 1200 d) 2400 e) 12000

14) Uma folha de papel colorido, com a forma de um quadrado de 20 cm de lado, ser4 usada
para cobrir todas as faces e a base de uma pirdmide quadrangular regular com altura de 12
cm e apétema da base medindo 5 cm. Apés se ter concluido essa tarefa, e levando-se em
conta que nao houve desperdicio de papel, a fracdo percentual que sobrara dessa folha de
papel corresponde a:

a) 20%
b) 16%
c) 15%
d) 12%
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e) 10%

15) O tetraedro regular ABCD esta representado na figura ao lado. M é o ponto médio da
aresta BC e N é o ponto médio da aresta CD. O cosseno do angulo NMA é:

16) Seja uma pirAmide regular de base hexagonal e altura 10 m. a que distancia do vértice

1
devemos corta-la por um plano paralelo a base de forma que da pirdmide obtida seja — do

volume da pirdmide original?
a 2m
b) 4m
c) 5m
d 6m
e) 8m

17) O volume do sélido da figura ao lado é:
Dados: CAB = DAC = 30°,BCD =60° AC L. DC"

51)1—«/2§

N
18
V3
20
V3
24
B3

N3
36

b)

—

c)

d)

e)

18) Observe a figura . Ela representa um prisma de base triangular. O plano que contém os
vértices B, D e F divide esse prisma em dois sélidos: DACFB, de volume V; e DEFB, de

volume V, . Assim sendo, a razao

é:
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a)l
3
b) 5

)2

5
d)=
)2

19) Um técnico agricola utiliza um pluvidmetro na forma de piramide quadrangular para
verificar o indice pluviométrico de um certa regido. A agua, depois de recolhida, é
colocada num cubo de 10 cm de aresta. Se, a piramide, a agua atinge uma altura de 8
cm e forma uma pequena piramide de 10 cm de apdtema lateral, entdo a altura
atingida pela dgua no cubo é de :

a) 2,24cm
b) 2,84 cm
c) 3,84cm
d 4,24cm
e) 6,72cm

20) Aumentando-se o0 raio de um cilindro em 4 cm e
mantendo-se a sua altura, a area lateral do novo cilindro é igual
a area total do cilindro original. Sabendo-se que a altura do cilindro original mede 1 cm,
entéo o seu raio mede, em cm:

(¢
~
RN

21) Uma fabrica precisa produzir embalagens cilindricas para acondicionar um de seus
produtos, todavia pretende investir na apresentacéo e na economia do material a ser
gasto. Nesse sentido foram pensados dois tipos de embalagens cilindricas (figura 1 e
2). O material gasto no revestimento de cada embalagem corresponde as suas areas

r
totais S; e S, , respectivamente. Considerando I, =I e I, = > h=reh,=2r,um

técnico conseguiu detectar que:

a)s, =S, -4
2
b)S, > S, @

c)S, <S,
S h
e)S, =% 1
P2 N

Figura 1 Figura 2

22) O raio de um cilindro de revolugao mede 1,5m. Sabe-se que a area da base do cilindro
coincide com a area da secao determinada por um plano que contém o eixo do cilindro.
Entao, a area total do cilindro, em m?, vale:
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3’
a_
) 4

97r(2+7r)
4
) (2+7)

b)

2

V4
d)Z—
)2

0 371'(72r+1)

23) Um tanque para depdsito de combustivel tem a forma cilindrica de dimensdes: 10m de
altura e 12 m de diametro. Periodicamente é feita a conservagdo do mesmo, pintando-
se sua superficie lateral externa. Sabe-se que com uma lata de tinta pintam-se 14m® da
superficie. Nessas condi¢Bes, € verdade que a menor quantidade de latas que sera
necessdria para a pintura da superficie lateral do tanque é:

a) 14
b) 23
c) 27
d 34
e) 54

24) Na figura , os pontos A e B esté@o nos circulos das bases de um cilindro reto, de raio
15
da base — e altura 12. Os pontos A e C pertencem a uma geratriz do cilindro e o0

V3
arco BC mede 60 graus. Qual a menor distancia entre a e B medida sobre a superficie

do cilindro? ) o
\
a) 10 C B
b) 11
c) 12
d) 13
e) 14
\L/,/

A

25) Uma lata de forma cilindrica, com tampa, deve ser construida com 60 cm? de folha de
aluminio. Se r é o raio da Bse e h é a altura da lata que proporcionam o volume

r
maximo, entdo o valor de H é:

a) 1
b) 2
C) 1
2
d) 1
3
e) 1
4
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26) Um aquario cilindrico, com 30 cm de altura e area da base igual a 1200 cm?, esta com
agua até a metade de sua capacidade. Colocando-se pedras dentro desse aquario, de
modo que fiquem totalmente submersas, o nivel da agua sobe para 16,5 cm. Entéo, o

volume das pedras é:

1200 cm?
2100 cm?
1500 cm?
1800 cm?
2000 cm2

27) O raio de um cilindro circular reto € aumentado de 25%; para que o volume permaneca
0 mesmo, a altura do cilindro deve ser diminuida de k%. Entéo k vale:

a)
b)
c)
d)
e)

25
28
30
32
36

28) O volume de um cilindro circular reto é 36«/6% cm®. Se a altura desse cilindro mede

a)72x
b)84r~
€)927
d)96x

6+/6 cm, entfio a area total desse cilindro, em cm? , é:

29) O setor circular da figura é a superficie lateral de um cone cuja base tem didmetro 4 e

area igual a k% da area total do cone. Entao k vale:

20
25
30
35
40

<P

30) Num cone circular reto, a altura é a média geométrica entre o raio da base e a geratriz.

A razdo entre a altura e o raio da base é:
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a)1+\/§
2

b) ~1+5

2

[

C) —

1+3/§

3

1+\/§

2

d)

e)

31) Um cone circular reto tem altura de 8 cm e raio da base medindo 6 cm. Qual é, em
centimetros quadrados, sua &rea lateral?

a)20xz
b)307z
C)407
d)50xz
e)60x

32) Uma caixa d’agua, com capacidade de 810 m? de volume, te a forma de um cone
circular reto invertido, conforme a figura. Se o nivel da agua na caixa corresponde a

1
— da altura do cone, o volume de agua existente, em

litros, é:

a) 10000
b) 20000
c) 30000
d) 40000
e) 50000

33) Uma taca perfeitamente cdnica foi colocada sob uma torneira que estava pingando. Em
20 minutos o nivel da agua atingia a metade da altura da taga. A continuar nesse ritmo,
a taca estard completamente cheia em mais:

a) 20 minutos

b) 40 minutos

c) 1 hora e 20 minutos
d) 2 horas e 20 minutos
e) 3horas

34) Na figura, a base do cone reto esté inscrita na face do cubo. Supondo 7 =3, se a
area total do cubo é 54, entdo o volume do cone é:
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81
a_
)2

27
o) Pl
)2

9
C_
)4

27
d)=—
)4
81
e_
)4

35) A altura de um cone circular reto mede o t5riplo da medida do raio da Bse. Se o

comprimento da circunferéncia dessa base é 87 cm, ent&o o volume do cone, em
centimetros cubicos, é:

a)64r
b)487z
€)32x
d)167z
e)dr

36) O raio da base de um cone circular reto é igual & média aritmética da altura e a geratriz
do cone. Sabendo-se que o volume do cone é 1287 m?, temos que oraio daBse e a
altura do cone medem, respectivamente, em metros:

a) 9e8

b) 8e6

c) 8e7

d 9e6

e) 10e8

37) Calculou-se o volume de um cone reto de geratriz 1 e a area lateral k. O maior valor
inteiro que k pode assumir é:

a) 2
b) 3
c) 4
d 5
e) 6

38) O volume da esfera A é § do volume de uma esfera B. Se o raio da esfera B mede 10,

entao o raio da esfera A mede:

a) 5

b) 4

c) 25
d 2

e) 1,25

39) Sendo S uma esfera de raio r, o valor pelo qual deveriamos multiplicar r, a fim de
obtermos uma nova esfera S’ , cujo volume seja o dobro do volume de S, é:



a)d2
b)232
)2
d)3

e)3

40)

41)

42)

a)
b)
c)
d)
e)

43)
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Na famosa cidade de Sucupira, foi feito um monumento de concreto com pedestal em
forma de uma esfera de raio 5m, em homenagem ao anti-heroi “Zeca Diabo”. O
cidadao “Nezinho do Jegue” foi informado de que, apesar de o prego do metro cubico
do concreto ser 260 reais, o custo total do concreto do pedestal, feito com dinheiro
publico, foi de 500 mil reais. Nezinho do Jegue verificou, entdo, que houve um

superfaturamento: (use 7 =3,14)

Menor que 50 mil reais
Entre 50 e 200 mil reais
Entre 200 e 300 mil reais
Entre 300 e 400 mil reais
Acima de 400 mil reais

Derretendo uma peca macica de outro de forma esférica, quantas pe¢cas da mesma
forma se pode confeccionar com esse ouro, se 0 raio das novas peg¢as € um terco do
raio da anterior? Admita que nao houve perda de ouro durante o derretimento:

3
9
18
21
27

As cidades de Quito e Cingapura encontram-se proxima a linha do equador e em
pontos diametralmente opostos no globo terrestre. Considerando o raio da Terra igual
a 6 370 km, pode-se afirmar que um avido saindo de Quito. Voando em média 800
km/h, descontando as paradas de escala, chega a Cingapura em aproximadamente:

16 horas
20 horas
25 horas
32 horas
36 horas

Um plano seciona uma esfera determinando um circulo de 167z cm® de area.
Sabendo-se que o plano dista 3 cm do centro da esfera. Entdo o volume da esfera é
igual a:

a) —102” cm?®

b) 1257 cm?
3

¢)1507 cm®

ol)—50??7r cm®

e)2007 cm®
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44) Na figura estdo representados trés solidos de mesma altura h — um cilindro, uma semi-
esfera e um prisma — cujos volumes séo V,, V, e V3, respectivamente.
A relacédo entre V,, V, e V3 é:

a)V, <V, <V,
b)V, <V, <V,
CV, <V, <V,
dV, <V, <V,
eV, <V, <V,
45) Uma esfera de raio 2 cm € mergulhada num copo cilindrico de 4 cm de raio, até

encostar no fundo, de modo que a &gua do copo recubra exatamente a esfera. Antes
de a esfera ser colocada no copo, a altura da agua era:

27
a)—cm
8

b)gcm
6

18
c)—cm
5

d)gcm
3

e)zcm

46) Um fabricante de brinquedos recebeu o projeto de uma caixa que devera conter cinco
pequenos solidos, colocados na caixa por uma abertura em sua tampa. A figura
representa a planificagdo da caixa, com as medidas dadas em centimetros. Os sélidos
sdo fabricados nas formas de:

)] Um cone reto de altura 1

cm e raio da base 1,5 cm

1)} Um cubo de aresta 2 cm 4

) Uma esfera de raio 1,5 ( """""""" 1 _

cm

V) Um paralelepipedo
retangular  reto,  de 6
dimensbes 2 cm, 3 cm e
4 cm

V) Um cilindro reto de altura
3 cm e raio da base 1 cm.

____:__
o

5
O fabricante ndo aceitou o projeto, L ___________ J
pois percebeu que, pela abertura 4
dessa caixa, sO poderia colocar os
solidos dos tipos:




133

I, 1ell
L 1leV
LILIVeV
n, Ivev

47) Dois cones retos C; e C, tém alturas iguais e raios da base de medidas r; cm e r, cm,

respectivamente. Se I} = g I,, entdo a raz&o entre os valores de C; e C,, nessa ordem, é:

24
a)—
25

) 2
25

48) Considerando um lustre de formato cdnico com altura e raio da base igual a 0,25 m, a
distancia do chao (H) em que se deve perdura-lo para obter um lugar iluminado em forma

de circulo com area de 2577 cm? é de:

a)
b)
c)
d)
e)

49) Na figura tem-se, apoiado no plano «, um cone
circular reto cuja altura mede 8 cm e cujo raio da base
mede 4 cm. O plano S é paralelo a « e a distancia
entre os dois planos é de 6 cm. O volume do cone que
estd apoiado no plano £ é, em centimetros cubicos

igual a:

12m
10 m
8m
6m

5m H (distancia)
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T
a)—
)3
T
b) =
)2

27
C_
)3

3z
d) 2L
)4

A
e_
)5

50) Um copo de chope é um cone (oco) suja altura é o dobro do didmetro. Se uma pessoa
bebe desde que o copo esta cheio até o nivel da bebida ficar exatamente na metade da
altura do copo, a fracdo do volume total que deixou de ser consumida é:

3
a_
)4

1
b) =
)2

2
c)—
)3
3
d)—
)8
1
e)=
)8

51) Um cone circular tem volume V. Interceptando-o0 na metade de sua altura por um plano
paralelo a base, obtém-se um novo cone cujo volume é:

Vv
a_
)2

\Y
b) —
)3

\
c)—
)4
Vv
d)—
)8

Vv
e R
)16

52) Um cone tem altura 12«/3 2 CM e estéa cheio de sorvete. Dois amigos véo dividir o sorvete
em duas partes de mesmo volume, usando um plano paralelo a base do cone. Qual devera
ser a altura do cone menor assim obtido?
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a)l2 cm

b)12\/§ cm
c)lZﬁ cm
d)lO«ﬁ cm
e)lO\/§ cm

53) Uma piramide hexagonal regular, com a aresta da base 9 cm e aresta lateral 15 cm, foi
seccionada por dois planos paralelos a sua base que dividiram sua altura em trés partes
iguais. A parte da piramide compreendida entre esses planos, tem volume, em cm? , igual
a:

a)106+/3
b)110/3
c)1164/3
d)120+/3
€)12643

54) Uma piramide tem altura H. A que distancia do vértice deve-se passar um plano paralelo a
base para dividi-la em duas partes de mesmo volume?

a) H
H
b) JH
2
¢)3VH
H
d)g

H
e_
)2

55) Considere o tronco de uma pirdmide regular de bases quadradas representado na figura.

Se as diagonais das bases medem 10«/5 cm e 4\/5 CMm, a area total desse tronco, em
centimetros quadrados, é:

a) 168
b) 186
c) 258
d) 266
e) 284

56) Uma piramide regular tem altura 6 e lado da
base quadrada igual a 4. Ela deve ser cortada por um plano paralelo a base, a uma
distancia d dessa base, de forma a determinar dois sélidos de mesmo volume. A distancia
d deve ter:
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a)6-332
b)3- 3Y4
2
c)6-334
d)6-232

57) O proprietario de uma fazenda quer construir um silo com capacidade para 770 m?, para
armazenamento de grdos. O engenheiro encarregado do projeto mostrou-lhe o esquema
do silo, composto de um cilindro acoplado a um tronco de cone, como mostra a figura. Se,

em seus calculos, o engenheiro considerou 7 = 7 entéo a altura H do silo, em metros,

é:

a) 15
b) 16
c) 17
d) 18
e) 19
58) Considere que cada vértice de um cubo de aresta 1 cm € também o centro de uma esfera

1
de raio E cm. O volume da regido do espaco interna ao cubo e externa as oito esferas é

igual a:

12—-7 4
cm
12

b)?’_—”cm3
3

a)

X
59) Cada vértice de um cubo de aresta x é o centro de uma esfera de raio E O volume da

parte comum ao cubo e as esferas é:
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3

X
a_
)12
3

X
b_

)8
X3
C_

)6

3

X
d) =2
)4

X3
e R
) 2

60) Um lenhador empilhou 3 troncos de madeira num caminhdo de largura 2,5 m, conforme a

figura. Cada tronco é um cilindro reto, cujo raio mede 0,5 m. Logo, a altura h , em metros,
é:

1+\/7

) T
b)1+3:ﬁ

h
C)1+\ﬁ

4
d)1+£
3
J7

7
e)l+—
) 4

PINTOU NO ENEM

1) (ENEM 2005) Um patio de grandes dimens@es vai ser revestido por pastilhas
guadradas brancas e pretas, segundo o padrdo representado ao lado, que vai ser repetido em
toda a extensdo do pétio. As pastilhas de cor branca custam R$ 8,00 por metro quadrado e as
de cor preta, R$ 10,00. O custo por metro quadrado do revestimento sera de

a) R$ 8,20.

b) R$ 8,40.
c) R$ 8,60.

d) RS$ 8,80.

e) R$ 9,00.




2) (ENEM 2006).
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HWem

Na figura acima, que representa o projeto de uma escada com 5 degraus de mesma

altura, o comprimento total do corrim&o e igual a:
a) 18m.
b) 1,9m.
c) 2,0m.
d 2,1m.

e 2,2m.

3) (ENEM 2008)

O tangram € um jogo oriental antigo, uma espécie de quebra-cabeca, constituido de sete
pecas: 5 triangulos retangulos e isésceles, 1 paralelogramo e 1 quadrado. Essas pecas sao

obtidas recortando-se um quadrado de

acordo com o esquema da figura 1. Utilizando-se todas as sete pecas, € possivel representar

uma grande diversidade
de formas, como as exemplificadas nas figuras 2 e 3.

Figura 1 Fiqura 2 Figura 3

d) 14 cma2

e) 16cm2

Se o lado AB do hexagono
mostrado na figura 2 mede 2
cm, entdo a area da figura 3,
que representa uma “casinha”, é
igual a:

a) 4cmz

b) 8cmz2

c) 12cm2



139

3.1)(ENEM 2008) Fractal (do latim fractus, fracdo, quebrado) — objeto que pode ser

dividido em partes que possuem semelhanca com
o objeto inicial. A geometria fractal, criada no século XX, estuda as propriedades e o
comportamento dos fractais —objetos geométricos formados por repeticGes de padrées
similares.

O tridngulo de Sierpinski, uma das formas elementares da eometria fractal, pode ser

obtido por meio dos seguintes
passos:

1. comece com um triangulo equilatero (figura 1);

2. construa um tridngulo em que cada lado tenha a etade do tamanho do lado do
triangulo anterior e
faca trés cépias;
3. posicione essas copias de maneira que cada triangulo enha um vértice comum com
um dos vértices de cada m dos outros dois triangulos, conforme ilustra a figura 2;
4. repita sucessivamente os passos 2 e 3 para cada Opia dos triangulos obtidos no passo

3 (figura 3).

Figura 1 Figura2 Figura 3

De acordo com o procedimento descrito, a figura 4 da eqiiéncia apresentada acima é

a)‘ﬁ‘

Ah
.

d)
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e)

4) (ENEM 2009)

a8 x Um fazendeiro doa, como incentivo, uma area retangular

b | %”ﬁ de sua fazenda para seu filho, que esta indicada na

e X figura como 100% cultivada. De acordo com as leis, deve-
tegel ) | seterumareservalegal de 20% de sua area total. Assim,

0 pai resolve doar mais uma parte para compor a reserva
para o filho, conforme a figura.

De acordo com a figura acima, o novo terreno do filho cumpre a lei, apos acrescentar uma faixa
de largura x metros contornando o terreno cultivado, que se destinara a reserva legal (filho). O
dobro dalargura x da faixa é

(A) 10%(a + b)? (C) va+b~(a+b) (E) ¥(a+bY+ab+ (a+b)

(B) 10%(a- b)? (D) V(a + bf+ab=(a +b)

5) (ENEM 2010)



Em canteiros de obras de construgao ciwil @€ comum
perceber trabalhadores realizando medidas de
comprimento e de angulos e fazendo demarcagdes por
onde a obra deve comecar ou se erguer. Em um desses
canteiros foram feitas algumas marcas no chéo plano.
Foi possivel perceber que, das seis estacas colocadas,
trés eram vertices de um triangulo retangulo e as outras
trés eram os pontos medios dos lados desse triangulo,
conforme pode ser visto na figura, em que as estacas
foram indicadas por letras.

B

A \.

N C

A regido demarcada pelas estacas A, B, M e N deveria
ser calgada com concreto.

Nessas condigbes, a area a ser calgada corresponde

D amesma area do triangulo AMC.

& a mesma area do triAngulo BNC.

@ a metade da area formada pelo tridngulo ABC.
 ao dobro da area do tridngulo MNC.

3 ao triplo da area do triangulo MNC.

6) (ENEM 2010)
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O jornal de certa cidade publicou em uma pagina inteira
a seguinte divulgacéo de seu caderno de classificados.

26 mm
—

4%
¥ mm | | outros
jornais

400 mm

-
L 3

260 mm

Para que a propaganda seja fidedigna a porcentagem
da area que aparece na divulgagdo, a medida do
lado do retangulo que representa os 4%, deve ser de
aproximadamente

1 mm.
10 mm.
17 mm.
160 mm.
167 mm.

PEOO



7) (ENEM 2010)

Uma metallrgica recebeu uma encomenda para fabricar,
em grande quantidade, uma pega com o formato de um
prisma reto com base triangular, cujas dimensdes da
base sdo 6 cm, 8 cm e 10 cm e cuja altura € 10 cm. Tal
peca deve ser vazada de tal maneira que a perfuracédo
na forma de um cilindro circular reto seja tangente as
suas faces laterais, conforme mostra a figura.

O raio da perfuragédo da pega & igual a

o 1cm.
O 2cm.
G 3cm.
© 4cm.
@ S5cm.
8) (ENEM 2011)
Um mecénico de uma equipe de corrida necessita que as seguintes medidas
realizadas em um carro sejam obtidas em metros:
a) distancia a entre os eixos dianteiro e traseiro;
b) altura b entre o solo e 0 encosto do piloto.

a =2 300 mm
Ao optar pelas medidas a e b em metros, obtém-se, respectivamente,
a) 0,23 e 0,16.
b)2,3e1,6.
c) 23 e 16.
d) 230 e 160.

e) 2 300 e 1 600.

143
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9) (ENEM 2005)

Os trés recipientes da figura tém formas diferentes, mas a mesma altura e 0 mesmo diametro
da boca.

Neles séo colocados liquido até a metade de sua altura, conforme indicado nas figuras.
Representando por V1, V2 e Vs o0 volume de liquido em cada um dos recipientes, tem-se:

Wy V> Vs
(A) Vi=Vz2=V3
(B) Vi< Vs< V2
(C) Vi=Vs< V2
(D) Va< Vi< V2

(E) Vi<Vz2=Vs

10 (ENEM 2006)

Uma artesa confecciona dois diferentes tipos de vela ornamental a partir de moldes feitos com
cartoes de

papel retangulares de 20 cm x 10 cm (conforme ilustram as figuras abaixo). Unindo dois lados
opostos do cartao, de duas maneiras, a artesa forma cilindros e, em seguida, os preenche
completamente com parafina.

Supondo-se que o custo da vela seja diretamente proporcional ao volume de parafina
empregado, o custo da

vela do tipo I, em relagdo ao custo da vela do tipo Il, sera

A) o triplo.

B) o dobro.

C) igual.

D) a metade.

E) a terca parte.

11) (ENEM 2006)
Eclusa e um canal que, construido em aguas de um rio com grande desnivel, possibilita

a navegabilidade, subida ou descida de embarcacoes. No esquema abaixo, esta
representada a descida de uma embarcacao, pela eclusa do porto Primavera, do nivel

mais alto do rio Parana ate o nivel da jusante.
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Camara Enguanto a valvula de enchimento esta
fechada & ade dreno, aberta, o fluxo de
agua ocome no sentido indicado pelas selas,
esvaziands a cimara até o nivel da

Jusante. Quando, no interior da cAmara, a
agua atinge o nivel da jusante, a porta 2é&
aberta, & a embarcagcio pode continuar
navegando no abaixo.

A camara dessa eclusa tem comprimento aproximado de 200 m e largura igual a 17 m. A vazao
aproximada da agua durante o esvaziamento da camara e de 4.200 m3 por minuto. Assim,
para descer do nivel mais alto ate o nivel da jusante,uma embarcacao leva cerca de

A) 2 minutos.  C) 11 minutos.  E) 21 minutos.

B) 5 minutos. D) 16 minutos.

12) (ENEM 2007)

A figura ao lado mostra um reservatério de agua na forma de um cilindro circular reto, com 6 m
de altura. Quando esta completamente cheio, o reservatério é suficiente para abastecer, por
um dia, 900 casas cujo consumo médio diério é de 500 litros de 4gua. Suponha que, um certo
dia, ap6s uma campanha de conscientizacdo do uso da agua, os moradores das 900 casas
abastecidas por esse reservatdrio tenham feito

economia de 10% no consumo de 4gua. Nessa situacao,

&

A) a quantidade de 4gua economizada foi de 4,5 m3.

B) a altura do nivel da agua que sobrou no reservatorio, no final do dia, foi igual a 60 cm.

C) a quantidade de agua economizada seria suficiente para abastecer, no maximo, 90 casas
Cujo consumo

diario fosse de 450 litros.

D) os moradores dessas casas economizariam mais de R$ 200,00, se o custo de 1 m3 de agua
para o

consumidor fosse igual a R$ 2,50.

E) um reservatoério de mesma forma e altura, mas com raio da base 10% menor que o
representado, teria

agua suficiente para abastecer todas as casas. 6 m
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13) (ENEM 2010)

Alguns testes de preferéncia por bebedouros de agua
foram realizados com bovinos, envolvendo trés tipos
de bebedouros, de formatos e tamanhos diferentes. Os
bebedouros 1 e 2 t8m a forma de um tronco de cone
circular reto, de altura igual a 60 cm, e didmetro da base
superior igual a 120 cm e 60 cm, respectivamente. O
bebedouro 3 & um semicilindro, com 30 cm de altura,
100 cm de comprimento e 60 cm de largura. Os trés
recipientes estao ilustrados na figura.

120 cm &0 cm
—
Bebedouro 1 Bebedouro 2

B0 cm

100 ¢ 30 &m

Bebedoura 3

A escodha do bebedowro. in: Biotemas. V. 22, n". 4, 2000 {adaptada).
Considerando que nenhum dos recipientes tenha tampa,

qual das figuras a seguir representa uma planificagdo
para o bebedouro 37

60 cm
e
100 em r

Lal

1
60 cn 00 cm

100 em
I > 60 an

—

e
60cm ; ;

G 100 cm
100 cm

- 0o (2
—

14) (ENEM 2010)



Uma fabrica produz barras de chocolates no formato
de paralelepipedos e de cubos, com o mesmo
volume. As arestas da barra de chocolate no formato
de paralelepipedo medem 3 cm de largura, 18 cm de
comprimento e 4 cm de espessura.

Analisando as caracteristicas das figuras geométricas
descritas, a medida das arestas dos chocolates que tém
o formato de cubo & igual a

3 5cm.
O 6cm.
@ 12cm.
O 24cm.
2 25cm.

15) (ENEM 2010)
A siderdrgica “Metal Nobre" produz diversos objetos
macicos utilizando o ferro. Um tipo especial de peca feita
nessa companhia tem o formato de um paralelepipedo
retangular, de acordo com as dimensdes indicadas na
figura que segue.

Metal Nobre

i 25m !

O produto das trés dimensfes indicadas na peca
resultaria na medida da grandeza

massa.
volume.
superficie.
capacidade.
comprimento.

QOO
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16) (ENEM 2010)
Dona Maria, diarista na casa da familia Teixeira, precisa
fazer café para servir as vinte pessoas que se encontram
numa reunido na sala. Para fazer o café, Dona Maria
dispfe de uma leiteira cilindrica e copinhos plasticos,
também cilindricos.

8 cm
-~

&4 cm

20 cm —
aIlicm

Com o objetivo de ndo desperdicar café, a diarista
deseja colocar a quantidade minima de agua na leiteira
para encher os vinte copinhos pela metade. Para que
isso ocorra, Dona Maria devera

N encher a leiteira até a metade, pois ela tem um
volume 20 vezes maior que o volume do copo.
encher a leiteira toda de agua, pois ela tem um
volume 20 vezes maior que o volume do copo.
encher a leiteira toda de agua, pois ela tem um
volume 10 vezes maior que o volume do copo.
encher duas leiteiras de agua, pois ela tem um
volume 10 vezes maior que o volume do copo.
encher cinco leiteiras de agua, pois ela tem um
volume 10 vezes maior que o volume do copo.

o 2 @ O
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17) (ENEM 2010)

No manejo sustentavel de florestas, € preciso muitas
vezes obter o volume da tora que pode ser obtida a partir
de uma arvore. Para isso, existe um método pratico, em
que se mede a circunferéncia da arvore & altura do peito
de um homem (1,30 m), conforme indicado na figura. A
essa medida denomina-se “rodo” da arvore. O quadro a
sequir indica a férmula para se cubar, ou seja, obter o
volume da tora em m? a partir da medida do rodo e da
altura da arvore.

O volume da tora em m?
& dado por

V =rodo® » altura = 0,06

O rodo e a altura da
arvore devem ser
medidos em metros. O
coeficiente 0,06 foi obtido
experimentalmente.

Um técnico em manejo florestal recebeu a missdo de
cubar, abater e transportar cinco toras de madeira, de
duas espécies diferentes, sendo

+ 3 toras da espécie |, com 3 m de rodo, 12 m de
comprimento e densidade 0,77 toneladas/m?;

+ 2 toras da espécie Il, com 4 m de rodo, 10 m de
comprimento e densidade 0,78 toneladas/m?.

Apds realizar seus célculos, o técnico solicitou que
enviassem caminhdes para transportar uma carga de,
aproximadamente,

29,9 toneladas.
31,1 toneladas.
324 toneladas.
35,3 toneladas.
41,8 toneladas.

Qo6 O
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18) (ENEM 2010)

Uma empresa vende tangues de combustiveis de
formato cilindrico, em trés tamanhos, com medidas
indicadas nas figuras. O prego do tanque & diretamente
proporcional & medida da area da superficie lateral do
tanque. O dono de um posto de combustivel deseja
encomendar um tangue com menor custo por metro
clbico de capacidade de armazenamento.

&m Bm

——
6m
) ) [

Qual dos tanques deverd ser escolhido pelo dono do
posto? (Considere n = 3)

0 |, pela relacio areacapacidade de amazenamento
de 1.
3
G |, pela relagdo arealcapacidade de armazenamento

de _4

3
@ |, pela relagdo area/capacidade de armazenamento

de _3

4
© |Ill, pela relagdo area/capacidade de armmazenamento

de 2_ .
3

@ |, pela relagdo area/capacidade de amazenamento
de L.
12
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19) (ENEM 2010)
A ideia de usar rolos circulares para deslocar objetos
pesados provavelmente surgiu com os antigos egipcios
ao construirem as piramides.

BOLT, Brian. Atividades matemddicas Bd. Gmdiva.

Representando por R o raio da base dos rolos cilindricos,
em metros, a expressdo do deslocamento horizontal y do
bloco de pedra em fungio de R, apds o rolo ter dado
uma volta completa sem deslizar, é

o r=R

O r=2R.
o v=xR.
& vy=2rR.
O v =4=R.

20) (ENEM 2010)
Emumcasamento, osdonos dafesta serviamchampanhe
aos seus convidados em tagas com formato de um
hemisfério (Figura 1), porém um acidente na cozinha
culminou na quebra de grande parte desses recipientes.
Para substituir as tagas quebradas, utilizou-se um outro
tipo com formato de cone (Figura 2). No entanto, os
noivos solicitaram que o volume de champanhe nos dois
tipos de tagas fosse igual.

Considere:
Ve =g 1R o Voone =4 7 R

Sabendo que a taga com o formato de hemisfério &
servida completamente cheia, a altura do volume de
champanhe que deve ser colocado na outra taga, em
centimetros, é de

1,33.
6,00.
12,00.
56,52.
113,04.

QEOB
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21) (ENEM 2010)

Um porta-lapis de madeira foi construido no formato
clbico, seguindo o modelo ilustrado a sequir. O cubo de
dentro & vazio. A aresta do cubo maior mede 12 cm e a
do cubo menor, que é interno, mede 8 cm.

O volume de madeira utilizado na confeccdo desse
objeto foi de

12 cmi.
B4 cmi.
896 cmi.
1216 cm3.
1728 cm?.

22) (ENEM 2011)

Uma industria fabrica brindes promocionais em
forma de piramide. A piramide & obtida a partir de quatro
cortes em um sélido que tem a forma de um cubo. No
esquema, estdo indicados o sélido original (cubo) e a
piramide obtida a partir dele.

miclofols)

4

A B

Os pontos A, B, C, D e O do cubo e da piramide séo os
mesmos. O ponto O & central na face superior do cubo.
Os quatro cortes saem de O em direcdo as arestas

AD, BC, AB e CD, nessa ordem. Apos os cortes, sdo

descartados quatro sélidos.

Os formatos dos sdlidos descartados sao

A) todos iguais.

B) todos diferentes.

C) trés iguais e um diferente.

D) apenas dois iguais. E) iguais dois a dois.

152
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23 (ENEM 2012)

Maria quer inovar em sua loja de embalagens e decidiu
vender caixas com diferentes formatos. Nas imagens
apresentadas estao as planificagdes dessas caixas.

Quais serdo os soélidos geométricos que Maria obtera a
partir dessas planificagbes?

Cilindro, prisma de base pentagonal e piramide.
Cone, prisma de base pentagonal e piramide.

Cone, tronco de pirdmide e piramide.

Cilindro, tronco de piramide e prisma.

Cilindro, prisma e tronco de corne.

WO@OO

24) (ENEM 2012)

Alguns objetos, durante a sua fabricagéo, necessitam
passar por um processo de resfriamento. Para que isso
ocorra, uma fabrica utiliza um tanque de resfriamento,
como mostrado na figura.

25 cm

40 cm

O que aconteceria com o nivel da agua se colocassemos
no tanque um objeto cujo volume fosse de 2 400 cm?®?

O nivel subiria 0,2 cm, fazendo a agua ficar com
20,2 cm de altura.

O nivel subiria 1 cm, fazendo a agua ficar com
21 cm de altura.

O nivel subiria 2 cm, fazendo a agua ficar com
22 cm de altura.

O nivel subiria 8 cm, fazendo a agua transbordar.
O nivel subiria 20 cm, fazendo a agua transbordar.

@0 @ © o



25) (ENEM 2012)
Jorge quer instalar aquecedores no seu saldo

de beleza para melhorar o conforto dos seus clientes
no inverno. Ele estuda a compra de unidades de dois
tipos de aquecedores: modelo A, que consome 600 g/h
(gramas por hora) de gas propano e cobre 35 m? de area,
ou modelo B, que consome 750 g/h de gas propano e
cobre 45 m? de area. O fabricante indica que o aquecedor
deve ser instalado em um ambiente com area menor do
que a da sua cobertura. Jorge vai instalar uma unidade
por ambiente e quer gastar o minimo possivel com gas.
A area do salao que deve ser climatizada encontra-se
na planta seguinte (ambientes representados por trés
retangulos e um trapézio).

| am |

X

Il 1 v

affl O O | O |

O 8m

F—35m—

Avaliando-se todas as informacfes, serao necessarios

quatro unidades do tipo A € nenhuma unidade do tipo B.
trés unidades do tipo A e uira unidade do tipo B.
duas unidades do tipo A e duas unidades do tipo B
uma unidade do tipo A e trés unidades do tipo B.
nenhuma unidade do tipo A e quatro unidades do tipo B.

POPOO
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26) (ENEM 2012)

Para decorar a fachada de um edificio, um arquiteto
projetou a colocacgado de vitrais compostos de quadrados
de lado medindo 1 m, conforme a figura a seguir.

B

Nesta figura, os pontos A, B, C e D sdo pontos médios
dos lados do quadrado e os segmentos AP e QC medem
1/4 da medida do lado do quadrado. Para confeccionar
um vitral, sdo usados dois tipos de materiais: um para a
parte sombreada da figura, que custa R$ 30,00 o m?, e
outro para a parte mais clara (regides ABPDA e BCDQB),
que custa R$ 50,00 o m?,

De acordo com esses dados, qual € o custo dos materiais
usados na fabricagdo de um vitral?

R$ 22,50
R$ 35,00
R$ 40,00
R$ 42,50
R$ 45,00

PP
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27) (ENEM 2012)

Jodo propds um desafio a Bruno, seu colega de
classe: ele iria descrever um deslocamento pela piramide
a seguir e Bruno deveria desenhar a projecdo desse
deslocamento no plano da base da piramide.

E

B

O deslocamento descrito por Jodo foi. mova-se pela
pirémide, sempre em linha reta, do ponto A ao ponto E,
a seguir do ponto E ao ponto M, e depois de M a C.

O desenho que Bruno deve fazer é
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28) (ENEM 2012)
O losango representado na Figura 1 foi formado pela
unido dos centros das quatro circunferéncias tangentes,
de raios de mesma medida.

Figura 1

Dobrando-se o raio de duas das circunferéncias centradas
em vértices opostos do losango e ainda mantendo-se
a configuragdo das tangéncias, obtém-se uma situagéo
conforme ilustrada pela Figura 2.

Figura 2

O perimetre do losango da Figura 2, quando comparado
ao perimetro do losango da Figura 1, teve um aumento de
O 300%.

O 200%.

® 150%.

® 100%.

@ 50%.
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29) - (ENEM/2009)

Um artesdo construiu pecas de artesanato interceptando uma piramide de base
quadrada com um plano. Apods fazer um estudo das diferentes pecas que poderia
obter, ele concluiu que uma delas poderia ter uma das faces pentagonal.

Qual dos argumentos a seguir justifica a conclusdo do arteséo?

a) Uma piramide de base quadrada tem 4 arestas laterais e a interse¢éo de um plano
com a piramide intercepta suas arestas laterais. Assim, esses pontos formam um
poligono de 4 lados.

b) Uma piramide de base quadrada tem 4 faces triangulares e, quando um plano
intercepta essa piramide, divide cada face em um triangulo e um trapézio. Logo,
um dos poligonos tem 4 lados.

¢) Uma piramide de base quadrada tem 5 faces e a intersecdo de uma face com um
plano € um segmento de reta. Assim, se o plano interceptar todas as faces, o
poligono obtido nessa intersecdo tem 5 lados.

d) O ndmero de lados de qualquer poligono obtido como intersecdo de uma
pirdmide com um plano é igual ao nimero de faces da pirdmide. Como a
piramide tem 5 faces, o poligono tem 5 lados.

e) O numero de lados de qualquer poligono obtido interceptando-se uma piramide
por um plano é igual ao ndmero de arestas laterais da piramide. Como a
piramide tem 4 arestas laterais, o poligono tem 4 lados.

30) - (ENEM/2009)

Uma empresa que fabrica esferas de aco, de 6 cm de raio, utiliza caixas de madeira,
na forma de um cubo, para transporta-las.

Sabendo que a capacidade da caixa é de 13.824 cm®, ent&o o n(imero méaximo de
esferas que podem ser transportadas em uma caixa € igual a

a) 4.
b) 8.
c) 16
d) 24.
e) 32.

31) - (ENEM/2009)

Uma fabrica produz velas de parafina em forma de pirdmide quadrangular regular
com 19 cm de altura e 6 cm de aresta da base. Essas velas sdo formadas por 4 blocos
de mesma altura — 3 troncos de piramide de bases paralelas e 1 pirdmide na parte
superior —, espagados de 1 cm entre eles, sendo que a base superior de cada bloco é
igual a base inferior do bloco sobreposto, com uma haste de ferro passando pelo
centro de cada bloco, unindo-os, conforme a figura.
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6 cm

Se o dono da fabrica resolver diversificar o modelo, retirando a pirdmide da parte
superior, que tem 1,5 cm de aresta na base, mas mantendo o mesmo molde, quanto
ele passara a gastar com parafina para fabricar uma vela?

a) 156 cm®.
b) 189 cm?®.
c) 192 cm?®,
d) 216 cm®.
e) 540 cm®,
32) - (ENEM/2009)

A cisterna € um recipiente utilizado para armazenar dgua da chuva. Os principais
critérios a serem observados para captacdo e armazenagem de agua da chuva sdo: a
demanda diaria de dgua na propriedade; o indice médio de precipitacdo (chuva), por
regido, em cada periodo do ano; o tempo necessario para armazenagem; e a area de
telhado necessaria ou disponivel para captacao.
Para fazer o célculo do volume de uma cisterna, deve-se acrescentar um adicional
relativo ao coeficiente de evaporacdo. Na dificuldade em se estabelecer um
coeficiente confiavel, a Empresa Brasileira de Pesquisa Agropecuaria (EMBRAPA)
sugere que sejam adicionados 10% ao volume calculado de agua.
Desse modo, 0 volume, em m®, de uma cisterna é calculado por V¢ = Vg x Ngia, €m
que Vy = volume de demanda da &gua diaria (m®), Ngia = nimero de dias de
armazenagem, e este resultado deve ser acrescido de 10%.
Para melhorar a qualidade da &gua, recomenda-se que a captacdo seja feita somente
nos telhados das edificaces.
Considerando que a precipitacdo de chuva de 1 mm sobre uma area de 1 m? produz
1 litro de &gua, pode-se calcular a area de um telhado a fim de atender a necessidade
de armazenagem da seguinte maneira: area do telhado (em m?) = volume da cisterna
(em litros)/precipitacéo.

Disponivel em: www.cnpsa.embrapa.br.

Acesso em: 8 jun. 2009 (adaptado).

Para atender a uma demanda diaria de 2.000 litros de agua, com periodo de
armazenagem de 15 dias e precipitacdo média de 110 mm, o telhado, retangular,
devera ter as dimens6es minimas de

a) 6 metros por 5 metros, pois assim teria uma area de 30 m>.

b) 15 metros por 20 metros, pois assim teria uma area de 300 m?.

c) 50 metros por 60 metros, pois assim teria uma area de 3.000 m?.
d) 91 metros por 30 metros, pois assim teria uma area de 2.730 m.
e) 110 metros por 30 metros, pois assim teria uma area de 3.300 m?.
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33) - (ENEM/2010)

Para construir uma manilha de esgoto, um cilindro com 2 m de diametro e 4 m de
altura (de espessura desprezivel), foi envolvido homogeneamente por uma camada
de concreto, contendo 20 cm de espessura.

Supondo que cada metro cubico de concreto custe R$ 10,00 e tomando 3,1 como
valor aproximado de , entdo o prego dessa manilha é igual a

a) R$ 230,40.
b) R$ 124,00.
c) R$104,16.
d) R$54,56.
e) R$ 49,60.
34) - (ENEM/2010)

A disparidade de volume entre os planetas é tdo grande que seria possivel colocé-
los uns dentro dos outros. O planeta Mercdrio € o menor de todos. Marte é o
segundo menor: dentro dele cabem trés Mercurios. Terra é o Unico com vida: dentro
dela cabem sete Martes. Netuno é o quarto maior: dentro dele cabem 58 Terras.
Jupiter é o maior dos planetas: dentro dele cabem 23 Netunos.

Revista Veja. Ano 41, n° 26, 25 jun. 2008 (adaptado)

Seguindo o raciocinio proposto, quantas Terras cabem dentro de Jupiter?

a) 406

b) 1334

c) 4002

d) 9338

e) 28014
35) - (ENEM/2010)

Para confeccionar, em madeira, um cesto de lixo que compord o ambiente
decorativo de uma sala de aula, um marceneiro utilizar, para as faces laterais,
retdngulos e trapézios isdsceles e, para o fundo, um quadrilatero, com os lados de
mesma medida e angulos retos.

Qual das figuras representa o formato de um cesto que possui as caracteristicas
estabelecidas?

A

a)

y 4

b)
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c)
y 4
d)
,J’
)

36) - (ENEM/2010)

A figura seguinte ilustra um saldo de um clube onde estdo destacados os pontos A e
B.

Nesse saldo, o ponto em que chega o sinal da TV a cabo fica situado em A. A fim
de instalar um teldo para a transmissédo dos jogos de futebol da Copa do Mundo,
esse sinal deveréa ser levado até o ponto B por meio de um cabeamento que seguira
na parte interna da parede e do teto.

O menor comprimento que esse cabo deveréa ter para ligar os pontos A e B podera
ser obtido por meio da seguinte representacdo no plano:

b) X

d) *A
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B

.\
e) ey

37) - (ENEMY/2010)

Numa feira de artesanato, uma pessoa constréi formas geométricas de avides,
bicicletas, carros e outros engenhos com arame inextensivel. Em certo momento,
ele construiu uma forma tendo como eixo de apoio outro arame retilineo e rigido,
cuja aparéncia € mostrada na figura seguinte:

B C E

F
b [
A G~

Arame rigido

Ao girar tal forma em torno do eixo, formou-se a imagem de um foguete, que pode
ser pensado como composicdo, por justaposicdo, de diversos solidos basicos de
revolucéo.

Sabendo que, na figura, os pontos B, C, E e F sdo colineares, AB = 4FG, BC =
3FG, EF = 2FG, e utilizando-se daquela forma de pensar o foguete, a decomposicéo
deste, no sentido da ponta para a cauda, é formada pela seguinte sequéncia de
solidos:

a) piramide, cilindro reto, cone reto, cilindro reto.

b) cilindro reto, tronco de cone, cilindro reto, cone equilatero.
c) cone reto, cilindro reto, tronco de cone e cilindro equilatero.
d) cone equilatero, cilindro reto, piramide, cilindro.

e) cone, cilindro equilatero, tronco de piramide, cilindro.

38) - (ENEM/2010)

Uma empresa de refrigerantes, que funciona sem interrupcdes, produz um volume
constante de 1 800 000 cm?® de liquido por dia. A maquina de encher garrafas
apresentou um defeito durante 24 horas. O inspetor de producdo percebeu gque o
liquido chegou apenas & altura de 12 cm dos 20 cm previstos em cada garrafa. A
parte inferior da garrafa em que foi depositado o liquido tem forma cilindrica com
raio da base de 3 cm. Por questdes de higiene, o liquido ja engarrafado ndo sera
reutilizado.

Utilizando n = 3, no periodo em que a maquina apresentou defeito,
aproximadamente quantas garrafas foram utilizadas?

a) 555
b) 5555
c) 1333
d) 13333
e) 133333
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39) - (ENEM/2010)

O administrador de uma cidade, implantando uma politica de reutilizacdo de
materiais descartados, aproveitou milhares de tambores cilindricos dispensados por
empresas da regido e montou kits com seis tambores para o abastecimento de agua
em casas de familias de baixa renda, conforme a figura seguinte. Além disso, cada
familia envolvida com o programa ir4 pagar somente R$ 2,50 por metro clbico
utilizado.

40 cm

Uma familia que utilizar 12 vezes a capacidade total do kit em um més pagara a
quantia de
(considere t = 3)

a) R$ 86,40.
b) R$21,60.
c) R$8,64.
d) R$7,20.
e) R$1,80.

40) - (ENEM/2010)

Devido aos fortes ventos, uma empresa exploradora de petréleo resolveu reforcar a
seguranca de suas plataformas maritimas, colocando cabos de aco para melhor
afixar a torre central.

Considere que os cabos ficardo perfeitamente esticados e terdo uma extremidade no
ponto médio das arestas laterais da torre central (piramide quadrangular regular) e a
outra no vértice da base da plataforma (que € um quadrado de lados paralelos aos
lados da base da torre central e centro coincidente com o centro da base da
pirdmide), como sugere a ilustracao.

Torre Central

rd

Base da Plataforma




164

Se a altura e a aresta da base da torre central medem, respectivamente, 24 m e 62
m e o lado da base da plataforma mede 19/2 m, entdo a medida, em metros, de cada
cabo serd igual a

a) 4288
b) 313
c) 4328
d) Jaoo
e) /505

41) - (ENEM/2010)

Um arquiteto esta fazendo um projeto de iluminacdo de ambiente e necessita saber
a altura que deverd instalar a luminaria ilustrada na figura.

luminaria
b4

Sabendo-se que a luminéaria dever4 iluminar uma &rea circular de 28,26 m?
considerando 7 = 3,14, a altura h serd igual a

a) 3m.
b) 4m.
c) 5m.
d 9m.
e) 16m.

42) - (ENEM/2010)
Uma fabrica de tubos acondiciona tubos cilindricos menores dentro de outros tubos

cilindricos. A figura mostra uma situacdo em que quatro tubos cilindricos estao
acondicionados perfeitamente em um tubo com raio maior.

Suponha que vocé seja o operador da maquina que produzird os tubos maiores em
que serdo colocados, sem ajustes ou folgas, quatro tubos cilindricos internos.



165

Se o raio da base de cada um dos cilindros menores for igual a 6 cm, a maquina por
vocé operada devera ser ajustada para produzir tubos maiores, com raio da base
igual a

a) 12cm

b) 12 2cm

c) 24J2cm

d) 6(L+ v2)cm
e) 12(1+ v2)cm

43) - (ENEM/2010)

Um fabricante de creme de leite comercializa seu produto em embalagens
cilindricas de didmetro da base medindo 4 cm e altura 13,5 cm. O r6tulo de cada
uma custa R$ 0,60. Esse fabricante comercializard o referido produto em
embalagens ainda cilindricas de mesma capacidade, mas com a medida do didmetro
da base igual a da altura.

Levando-se em consideracdo exclusivamente o gasto com o rétulo, o valor que o
fabricante devera pagar por esse rotulo é de

a) R$ 0,20, pois haverd uma reducdo de = na superficie da embalagem coberta

w|N

pelo rétulo.

b) R$ 0,40, pois havera uma reducdo de = na superficie da embalagem coberta

w|-

pelo rétulo.
c) R$0,60, pois ndo havera alteracdo na capacidade da embalagem.

1

d) R$ 0,80, pois havera um aumento de s na superficie da embalagem coberta

pelo rétulo.

e) R$ 1,00, pois havera um aumento de < na superficie da embalagem coberta

w | N

pelo rétulo.
44) - (ENEM/2010)

Certa marca de suco é vendida no mercado em embalagens tradicionais de forma
cilindrica. Relancando a marca, o fabricante pds a venda embalagens menores,
reduzindo a embalagem tradicional a terca parte de sua capacidade.

Por questbes operacionais, a fabrica que fornece as embalagens manteve a mesma
forma, porém reduziu a metade o valor do raio da base da embalagem tradicional na
construcdo da nova embalagem. Para atender a solicitacdo de reducdo da
capacidade, apo6s a redugdo no raio, foi necessario determinar a altura da nova
embalagem.

Que expressdo relaciona a medida da altura da nova embalagem de suco (a) com a
altura da embalagem tradicional (h)?

h
a) a=1
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h
b) azg
2h
C) az?
4h
d) a=—
e) a:ﬂ

45) - (ENEM/2011)

O dono de uma oficina mecénica precisa de um pistdo das partes de um motor,
de 68 mm de didmetro, para o conserto de um carro. Para conseguir um, esse dono
vai até um ferro velho e la encontra pistdes com didmetros iguais a 68,21 mm;
68,102 mm; 68,001 mm; 68,02 mm e 68,012 mm.

Para colocar o pistdo no motor que esta sendo consertando, o dono da oficina
ter4 de adquirir aquele que tenha o didmetro mais proximo do que precisa.

Nessa condi¢do, o dono da oficina devera comprar o pistdo de didmetro

a) 68,21 mm.
b) 68,102 mm.
c) 68,02 mm.
d) 68,012 mm.
e) 68,001 mm.

46) - (ENEM/2011)
Uma industria fabrica brindes promocionais em forma de piramide. A piramide é

obtida a partir de quatro cortes em um sélido que tem a forma de um cubo. No
esquema, estdo indicados o sélido original (cubo) e a piramide obtida a partir dele.

Os pontos A, B, C, D e O do cubo e da piramide sdo 0os mesmos. O ponto O é
central na face superior do cubo. Os quatro cortes saem de O em dire¢do as arestas
AD, BC, AB e CD, nessa ordem. Apds os cortes, sédo descartados quatro sélidos.

Os formatos dos sélidos descartados sao

a) todos iguais.

b) todos diferentes.

c) trésiguais e um diferente.
d) apenas dois iguais.

e) iguais dois a dois.

47) - (ENEM/2011)
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A figura seguinte mostra um modelo de sombrinha muito usado em paises
orientais.

Disponivel em: http://mdmat.psico.ufrgs.br. Acesso em: 1 maio 2010.
Esta figura é uma representacdo de uma superficie de revolucdo chamada de

a) piramide.

b) semiesfera.

c¢) cilindro.

d) tronco de cone.
e) cone.

48) - (ENEM/2011)

E possivel usar agua ou comida para atrair as aves e observa-las. Muitas pessoas
costumam usar dgua com acucar, por exemplo, para atrair beija-flores. Mas é
importante saber que, na hora de fazer a mistura, vocé deve sempre usar uma parte
de acucar para cinco partes de agua. Além disso, em dias quentes, precisa trocar a
agua de duas a trés vezes, pois com o calor ela pode fermentar e, se for ingerida
pela ave, pode deixa-la doente. O excesso de agucar, ao cristalizar, também pode
manter o bico da ave fechado, impedindo-a de se alimentar. Isso pode até mata-la.

Ciéncia Hoje das Criancas. FNDE; Instituto Ciéncia Hoje, ano 19, n. 166, mar. 1996.

Pretende-se encher completamente um copo com a mistura para atrair beija-flores.
O copo tem formato cilindrico, e suas medidas sd&o 10 cm de altura e 4 cm de
diametro. A quantidade de agua que deve ser utilizada na mistura é cerca de (utilize
n=23)

a) 20mL.
b) 24 mL.
¢) 100 mL.
d) 120 mL.
e) 600 mL.
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Se pudéssemos reunir em esferas toda a agua do planeta, os diametros delas seriam:

Toda 4gua do planeta
1,39 bilhdes de km?
1385 km
‘ Agua doce do planeta
35,03 milhdes de km®
406 km
‘ Aig.xa doce subterrinea
0,53 milhdes de km®
272 km
4 ua doce superficia
58 km 104,59 mil km

Guia do Estudante: Atualidades e Vestibulares+ENEM. Abril: Sdo Paulo, 2009.

A razdo entre o volume da esfera que corresponde a agua doce superficial e o

volume da esfera que corresponde a agua doce do planeta é

a P
) 343
1
b)
1
C) -
29
4 %
e) @
203

50) - (ENEM/2012)

A cer@mica possui a propriedade da contragdo, que consiste na evaporagdo da dgua
existente em um conjunto ou bloco ceramico submetido a uma determinada
temperatura elevada: em seu lugar aparecendo “espacos vazios” que tendem a se

aproximar. No lugar antes ocupado pela &gua vao ficando

lacunas e,

consequentemente, o conjunto tende a retrair-se. Considere que no processo de
cozimento a ceramica de argila sofra uma contracdo, em dimensdes lineares, de

20%.

Disponivel em: www.arg.ufsc.br. Acesso em: 30 mar. 2012 (adaptado).
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Levando em consideracéo o processo de cozimento e a contracdo sofrida, o volume
V de uma travessa de argila, de forma cubica de aresta a, diminui para um valor que
é

a) 20% menor que V, uma vez que o volume do cubo é diretamente proporcional
ao comprimento de seu lado.

b) 36% menor que V, porque a area da base diminui de a® para ((1 — 0,2)a)°.

c) 48,8% menor que V, porque o volume diminui de a® para (0,8a)°.

d) 51,2% menor que V, porque cada lado diminui para 80% do comprimento
original.

e) 60% menor que V, porque cada lado diminui 20%.

51) - (ENEM/2012)

O globo da morte é uma atracdo muito usada em circos. Ele consiste em uma
espécie de jaula em forma de uma superficie esférica feita de aco, onde
motoqueiros andam com suas motos por dentro. A seguir, tem-se, na Figura 1, uma
foto de um globo da morte e, na Figura 2, uma esfera que ilustra um globo da
morte.

A
Figura 1 Figura 2

Na Figura 2, o ponto A esta no plano do chdo onde esta colocado o globo da morte
e 0 segmento AB passa pelo centro da esfera e é perpendicular ao plano do chéo.
Suponha que ha um foco de luz direcionado para o chdo colocado no ponto B e que
um motoqueiro faca um trajeto dentro da esfera, percorrendo uma circunferéncia
que passa pelos pontos A e B.

Disponivel em: www.baixaki.com.br. Acesso em: 29 fev. 2012.

A imagem do trajeto feito pelo motoqueiro no plano do chao é melhor representada
por

b)
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52) - (ENEM/2012)

Em exposicOes de artes plasticas, é usual que estatuas sejam expostas sobre
plataformas giratdrias. Uma medida de seguranca é que a base da escultura esteja
integralmente apoiada sobre a plataforma. Para que se providencie 0 equipamento
adequado, no caso de uma base quadrada que sera fixada sobre uma plataforma
circular, o auxiliar técnico do evento deve estimar a medida R do raio adequado
para a plataforma em termos da medida L do lado da base da estatua.

Qual relacdo entre R e L o auxiliar técnico deverd apresentar de modo que a
exigéncia de seguranca seja cumprida?

a) Rx=L/2
b) R=2L/n
C) RxL/Vr
d R=L/2

e) R>L/(2V2)
53) - (ENEM/2012)

A resisténcia mecanica S do uma viga de madeira, em forma de um paralelepipedo
retangulo, é diretamente proporcional a largura (b) e ao quadrado de sua altura (d) e
inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre os suportes da viga, que
coincide com o seu comprimento (x), conforme ilustra a figura. A constante de
proporcionalidade k é chamada de resisténcia da viga.

A expressao que traduz a resisténcia S dessa viga de madeira é

.b-d? k-b-d
a) S:k bzd b) S= .
X X
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h.d2 k-b-2d

d) S:k~b2-d

54) - (ENEM/2012)

Alguns objetos, durante a sua fabricacdo, necessitam passar por um processo de
resfriamento. Para que isso ocorra, uma fabrica utiliza um tanque de resfriamento,
como mostrado na figura.

5 ch

25cm

- 30 cm

40 cm

O que aconteceria com o nivel da agua se colocassemos no tanque um objeto cujo
volume fosse de 2 400 cm®?

a) O nivel subiria 0,2 cm, fazendo a agua ficar com 20,2 cm de altura.
b) O nivel subiria 1 cm, fazendo a 4gua ficar com 21 cm de altura.

c) O nivel subiria 2 cm, fazendo a agua ficar com 22 cm de altura.

d) O nivel subiria 8 cm, fazendo a agua transbordar.

e) O nivel subiria 20 cm, fazendo a agua transbordar.

Gabarito enem:

1) e 2)d3)b4)c5)e6)d7)b8)b9)b10)b

11)d 12) b 13) e 14) b 15) b 16) a 17) a 18) d 19) d

20) b 21) d 22) e 23) a 24) ¢ 25) ¢ 26) b 27) ¢ 28) e

29) ¢ 30) b 31) b 32) b 33) d 34) b 35) ¢ 36) e 37) ¢ 38) b
39) b 40) d 41) b 42) d 43) b 44) d 45 )e 46) e 47) e 48 )c

49)a50)c 51)e52)ab3)abd)c
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GEOMETRIA ANALITICA

Teoria

Distancia entre Dois Pontos

Sejam 0s pontos A(xa, ya) e B(xs, y8) e sendo d(A, B) a distancia entre eles, temos:
Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo ABC, vem:

v

[d (A, B)P =(AC)>+(BC)

[d (A B)2=(Xb-Xa)? +(Yb - Ya)2

d(A B)= (xb-xa)2+,(/vb-va)2
Exemplos
1) SédodadosA(3,-1),B(1,1)eC(5,5)

a) Calcule o perimetro do triangulo ABC.
b) Mostre que ABC é um triangulo retangulo

2) Obtenha o ponto P do eixo das ordenadas que dista 10 unidades do ponto Q (6, -5).

3) Qual é o ponto P, pertence ao eixo das abscissas, que dista 13 unidades do ponto Q (-8,
5)?

Ponto Médio

Dados os pontos A(Xa, Ya), B(Xg, ¥g) € P, que divide AF ao meio, temos:

‘Y

Note que o ponto P é o ponto médio do
segmento AB, com isso suas coordenadas
serdo as coordenadas médias dos pontos A B
e B. Veja:

(x +x y +y )
A B A B
P| 2— —2—|
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Exemplos

1) Determine o ponto médio do segmento com
extremidades A (4, 6) e B (8, 10)

2) Determine o simétrico de A (3, 8) em relagao ao ponto Q (-2, 1)

3) Dois vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD séo os pontos A (2, 3) e B (5, 4). O
ponto de intersecdo das diagonais AC e BD é Q (4, 6). Obtenha C e D. (sugestédo: o ponto
comum as diagonais de um paralelogramo é ponto médio de cada uma delas)

Baricentro de um tridngulo

Seja o triangulo com vértices A, Be C, em que M, N

e P sdo os pontos médios dos lados AB.BCeCa .
respectivamente. Portanto, AN, BP eCM séo as
medianas desse triangulo:

Chamamos de baricentro, e denotamos por G, o encontro das medianas de um
triangulo. As coordenas do ponto G sdo dadas por:

I .
[x +x +x y +y +y |

GI 4 E 3 . 3- | ] P
L 3 = )

Exemplos

B
1) Encontre as coordenas do baricentro de um triangulo que tém como codrdenadas os
pontos A(1, 2), B(-2, 5) e C(5, -3).

Condigdes de alinhamento de trés pontos e Area de um Triangulo

Dados trés pontos quaisquer, A(xa, Ya), B(xs, yB) € C(Xc, Yc) no plano cartesiano, ocorre
apenas uma das duas situagoes:

| — Os trés pontos estéo alinhados Il — S8o Vértices de um tridangulo

Se os pontos estiverem alinhados temos que :

Xo Yo 1
D=x; yg 1=0
x y 1

C C

Por outro lado, se os pontos ndo estiverem alinhados, a &rea do triangulo determinado
por eles é dada por:

A= £|D|
2
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1) Verificar se os pontos A (2, 5), B (3, 7) e C (5, 11) sdo ou néo colineares.

2) Determinar a de modo que os pontos A(4, 2), B(5, 8) e C(3, a) sejam colineares.
3) A area do triangulo cujos vértices séo (1, 0), (3, 4) e (4, -1) é igual a:

4) Um valor de K, de modo que a area do tridangulo determinado pelos pontos A(O, 1), B(-2, 4)

e C(K, K—1) seja 10 unidades é:

5) Determine a area da regiao do plano limitada pelas retasy =3x,x+y=4ey=0.

Coeficiente Angular

Dada uma reta r qualquer, definimos como coeficiente angular dessa reta, a tangente

do angulo formado entre a reta e o eixo das abscissas.

¥y

m = tgo

&

r
/_
TR

No caso mostrado acima se tem que m é positivo, mas também podem ocorrer as seguintes

situacdes:

0° < < 30°, #% agudo 90°< #< 180°, #¢ obtuso

m=0 A, y m<=0
g
9 X
£ ) P
~ - 3 o | ™~
0T s

#=80F nao existe m 4

AY

' —h

o

Para determinar o coeficiente angular de uma YE,
reta, precisamos de dois pontos que
pertencam a esta reta, para assim termos
que: Y

=




175

m=tgo=J2"Yx
Xg = Xa

Exemplos

1) Determine a inclinacéo da reta que passa pelos
pontos A (3, 7) e B (5, 9).

2) Calcule o coeficiente angular da reta AB em cada
um dos seguintes casos:

a)A (2, 6)e B (4, 14)
b)A(-3,5)eB (1, -1
c)A (5. -1) e B(-3, - 4)
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Baricentro de um tridngulo Q
Seja o triangulo com vértices A, B e C, em que M, N

e P séo os pontos médios dos lados AB,BCeCa ,
respectivamente. Portanto, AN, BP eCM séo as

medianas desse triangulo:

Chamamos de baricentro, e denotamos por G, o0 encoritro c
tridangulo. As coordenas do ponto G sao dadas por:

I “
[x +x +x y +y +y |
Gl 4 & £ = : 3- : |
\ 3 = J

Exemplos

Encontre as coordenas do baricentro de um tridngulo que tém como coordenadas os pontos
A(1, 2), B(-2, 5) e C(5, -3).

Condicdes de alinhamento de trés pontos e Area de um Triangulo

Dados trés pontos quaisquer, A(Xa, Ya), B(xg, yB) € C(Xc, Yc) no plano cartesiano, ocorre
apenas uma das duas situagdes:

| — Os trés pontos estéo alinhados Il — S&o Veértices de um triangulo

Se o0s pontos estiverem alinhados temos que :

Xy Yo 1
D=x, y; 1=0
x y 1

C C

Por outro lado, se os pontos ndo estiverem alinhados, a area do triangulo determinado
por eles é dada por:

A=1ID|
2

Exemplos

1) Verificar se os pontos A (2, 5), B (3, 7) e C (5, 11) sdo ou néo colineares.

2) Determinar a de modo que os pontos A(4, 2), B(5, 8) e C(3, a) sejam colineares.
3) A area do triangulo cujos vértices sao (1, 0), (3, 4) e (4, -1) é igual a:

4) Um valor de K, de modo que a &rea do triangulo determinado pelos pontos A(O, 1), B(-2, 4) e
C(K, K—1) seja 10 unidades é:

5) Determine a area da regido do plano limitada pelas retasy =3x,x+y=4ey=0.
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Dada uma reta r qualquer, definimos como coeficiente angular dessa reta, a tangente
do angulo formado entre a reta e o eixo das abscissas.

m =tgo

yi

h
r
// _
TR

No caso mostrado acima se tem que m é positivo, mas também podem ocorrer as seguintes

situacdes:

0° < 4 90°, £ agudo

m=0 V.
&
x

F u ¥
F=80 nao existe m

A7

o

Para determinar o coeficiente angular de uma YB

reta, precisamos de dois pontos que
pertencam a esta reta, para assim termos
que: ¥

900 #1807, £¢ obtuso

0

r

¥ m<0
N )
| S T
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Exemplos

1) Determine a inclinacdo da reta que passa pelos pontos A (3, 7) e B (5, 9).

2) Calcule o coeficiente angular da reta AB em cada um dos seguintes casos:

a)A (2, 6) eB (4, 14)
b)A(-3,5) e B (1,-1)
c)A (5, -1) e B (-3,-4)

Equacdo Fundamental da Reta

Agora buscaremos uma equacéo que represente uma reta, para tal utilizaremos a
equagédo fundamental da reta, que é obtida através do coeficiente angular.

Seja r uma reta de coeficiente angular m. Sendo P(Xg, Yg), um ponto conhecido da retar e
Q(x, y) um ponto qualquer de r diferente de P, podemos escrever:

m=Y o
X —Xo
(Y-=Yo)=m(x—Xo)
Utilizaremos a equacao acima como referéncia para obter uma equacédo qualquer de uma reta.
Exemplos
1) Determ3inar uma equacgédo da reta r que passa pelo ponto P(-2, 1) e tem coeficiente angular
m=- 3.

2) Determinar uma equacéo da reta r do grafico.
3) Obtenha uma equacéo da reta que passa pelo ponto A(2, 5) e B(4, 1)

Y i

e

4

135°

=
~N T x

Observagédo: Duas retas importantes no estudo da geometria analitica séo as bissetrizes,
dos quadrantes pares e dos quadrantes impares.
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Equacédo Reduzida da Reta
A equacéo reduzida da reta é aquela que se encontra na forma:

y=mx+n

Essa equacao é importante pois, além de representar a reta analiticamente deixa
explicito os valores de m e n, onde:

- m é o coeficiente angular da reta, ou seja, a tangente que a reta forma com o eixo
X.

-n go‘chamado coeficiente linear e sua interpretagdo geométrica é o ponto onde a
reta intercepta o eixo das ordenadas.

n m=196

N6 _

®

Equacgéo Geral da Reta

A equagdo geral da reta, ndo possui € importante devido a sua aplicabilidade em
nenhuma interpretagdo geométrica relevante, mas algumas expressdes analiticas, sua forma:

AXx+By+C=0

Exemplos
1) Determinar a equacao reduzida e geral da reta que passa pelos pontos A e B nos casos:

a) A(-2, 3)eB(7, 1)
A2, 6) e B(- 4, 1)

Retas Concorrentes

Dadas duas retas em um plano, temos que podem ocorrer dois casos basicos de
posicéo de uma reta em relacdo a outra:

- Asretas sdo concorrentes - As retas séo paralelas

No primeiro caso, o fato de elas serem concorrentes implica que elas possuem um
ponto em comum, que chamamos de ponto de intersecdo das retas, um resultado
interessante em Geometria Analitica é a obten¢do desse ponto, veja a figura:

Para obtermos o tal ponto P, ¥ &
devemos resolver um sistema em que as r
equacdes sdo as equacdes das retas
concorrentes, assim P € a solugdo do s .
sistema:

%fo+By+C=O =
[A'X+B'y+C'=0
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Exemplos

1) Obtenha o ponto de intersecdo das retas de equacbes 2x —y—-5=0e3x+y-10=0

2) Obtenha o ponto de intersecao das retas r e s do gréfico

Y 4

™

-

-3 0 5>~ g

3) Encontre a intersecédo da reta —3x + 2y = 12 com o0s eixos coordenados.

Retas Paralelas

A outra posicgéo relativa entre duas retas € o paralelismo, isso ocorre quando as duas
retas ndo tém nenhum ponto em comum, ou seja, ndo se interceptam.

Y A [

Veja que nesse caso, o fato das retas ndo se interceptarem
acarreta o fato dos seus coeficientes angulares sem os /
mesmos, visto que o angulo formado com o eixo dos x é o /
mesmo.

61

Com isso podemos concluir que: se duas retasre s Tk
sao paralelas, seus coeficientes angulares serdo iguais, ou B
seja,

m =m
r s

Exemplos
1) S&o dadas as seguintesretas: r:y=3x+5;s:y=3x—-2;t:6x—2y+10=0; u: y = 5x
Descrever a posicao relativa entre
ajres b)ret c)seu

2) Paraquevalordeaasretasr:3x+2y—1=0es:ax +5y+ 3 =0 sdo paralelas?

3) Obter uma equacao da reta r que passa pelo ponto P(5, 2) e é paralela a reta s do grafico.
¥
i

N
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Retas Perpendiculares

Um caso especial de concorréncia entre retas é
que, quando elas séo perpendiculares, ou seja, formam
um angulo de 90° , além de possuirem umponto P de
intersecdo entre elas, existe uma importante relacdo
entre seus coeficientes angulares.

Ser e s sdo retas perpendiculares, entdo:

mr.ms = —1

y b = r

~ ™

Exemplos

1) Obter uma equacao geral da reta s que passa pelo ponto P(2, -3) e é perpendicular a reta
rx+2y+5=0

2) Qual é a equacao reduzida da mediatriz do segmento AB, dados A(3, 9) e B(1,5)?

Determinar o simétrico do ponto P(5, 2) emrelacdo aretar: 2x +y+2=0

Distancia de Ponto a Reta

Seja_um ponto P({xz.¥:) e uma reta r de equagéo dx+By+C=0 ..temos que a
distancia do ponto P areta r & dada por:

. Ax + By +
qcp = X, B e

A¢ +B¢
1) Calcular a distancia do ponto P(2, 1) aretar: 3x —4y+8=0
2) Calcular a disténcia entre as retas r: 12x+ 5y +38=0es: 12x + 5y +25=0

3) Considere os pontos A(0, 0), B(2, 3) e C(4, 1). O comprimento da altura do triangulo ABC,
relativa ao lado BC, vale:
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Angulo formado por duas Retas

P
v A r

s [{ M)

™

Definimos o &ngulo formado por duas retas, como sendo o menor angulo gerado por
sua intersecdo. Sendo assim dadas duas retas r e s, de coeficientes angulares m, e mg,
respectivamente, o angulo o formado por r e s é calculado por:

o |
m —m

Ro=y mr.mr N e

A CIRCUNFERENCIA

O Lugar Geométrico

Circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos de um plano que estdo a uma
mesma distancia r de um ponto C fixado, chamado centro da circunferéncia
Isso significa que se um ponto qualquer P(x, y), movimentar-se sobre a circunferéncia,
sua coordenadas variardo, mas a distancia de P ao centro da circunferéncia serd sempre
igual a medida do raio.

Equacdo Reduzida da Circunferéncia

Assim, sendo C(a, b) o centro e P(X, y) um ponto qualquer da circunferéncia, a
distancia de C a P, denotada por d(C, P), é o raio dessa circunferéncia. Entdo:
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d(P.C)d (x —a): +(y —-bp &

J(x—avl: +(y =b): =re= b
(x—a)2 +(y—b)z2 =r2 K
P(x.y)

i} a

Com isso definimos a equagéo reduzida da circunferéncia, como sendo:

(-a) +(y-5) =1

Onde C(a, b) € o centro da circunferéncia e r € o raio da circunferéncia.
Exemplos
1) Obter a equacéo reduzida da circunferéncia de centro C e raio R, nos caso:

a) C4,6)eR=3

2) Determinar o centro e o raio da circunferéncia que tem por equagéo:

a) (x—6) "+ (y-2)*=16 b) (x+4)2 +(y-1)2 =3
3) Obter a equacao reduzida da circunferéncia de centro C(3, 2) e que passa pelo ponto (0,
6)

Equacéo Geral da Circunferéncia

A equacdo geral da circunferéncia € obtida ao efetuarmos os produtos notaveis
presentes na equacéo reduzida e organizando os termos da forma:

x2 +y? +2ax+2by+a? +b% -2 =0

a=2a, f=2b e y=a’ +b? —r? temos,
Fazendo:
x? +y? tox + By 4y =0
Exemplos

1) Obtenha a equagéo geral da circunferéncia que passa pelos pontos A(3, 6) e B(4, -1), cujo
centro pertence ao eixo das ordenadas.

2) Transforme a equacao geral abaixo em equacao reduzida e obtenha centro e raio.

A.x° 4y - 20+4y_4=0 DY xi4yi, =0

g 3x43yi-3x +6y+3=0 d) 25x *+ 25y *=10 x=50y +1. =0

3) Determine a equacéao da circunferéncia que passa pelos pontos A(0, 5) e B(1, 0), cujo centro
pertence a reta bissetriz dos quadrantes impares.
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Identificando uma Equacdo como uma Circunferéncia

Para que uma equacéo represente uma circunferéncia ela deve respeitar dois
requisitos basicos:

- Os coeficientes dos termos quadraticos devem ser iguais.

- O raio obtido deve ser maior que zero.

Exemplos

1) Qual é o conjunto dos pontos (X, y) do plano cartesiano tal que
(x—-2) +(y-3) =-16

2) Qual das equacdes a seguir representa uma circunferéncia?
3 3

a)x —p +3x—6y+8=0 b) 2x2 +3y2 —2x+4y+1=0
R S WO d) 3x2 +3y2 —6x+24y+24=0

3) (UFRS)A equacdo ;_i_ v ‘1‘+ 4x— 6v+m=0 representauma circunferéncia se, e
somente se: )

am=0 bym=0 cym=13 dym=-13 eym=0

Posicdo Relativa entre um Ponto e uma Circunferéncia

Seja uma circunferéncia A de centro C, raio r e um ponto P do plano cartesiano, temos
que:

Sed(C,P)=reP el

Sed(C,P)<r <Pinteriorar y P.
Sed(C,P)>r <Pexteriorar Q . Q

Ppertence al. Pestiinterioral P estidexterioral

Posicdo Relativa entre uma Reta e uma Circunferéncia

Seja uma reta r e uma circunferéncia A ,podem ocorrer as seguintes situacdes:

a) Serni=Ccr externaad Y i
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Y A
b) Serni={P}<r tangentea i P

) Sermni={A B}<r secantear ¥ A

m

"y

Note que dada uma reta e uma circunferéncia, elas podem ter um ponto de intersec¢éo,
dois ou nenhum ponto de interse¢ao. Um resultado importante € determinar se elas
sdo tangentes, secantes ou externas. Para tal devemos resolver um sistema em que as
equagbes sdo a da reta e a da circunferéncia e, dai:

- Se o sistema tiver uma Unica solucao, reta e circunferéncia séo tangentes. -

Se o sistema tiver duas solugfes, reta e circunferéncia sdo secantes.

- Se o sistema nao tiver solugdes, reta e circunferéncia sdo externas.

Exemplos

1) Diga qual é a posigdo relativa e encontre o ponto de intersecdo entre a reta e a
circunferéncia, se existir

a) Ax+4y+4=0e (x-1)2+(y—2)2 =1
b) x—-y+1=0e (x—2)2 +(y-3)2 =2
2) (UFPA) A reta de equacgdo x + 2y = 0 intercepta a circunferéncia

X2 + y 2 41 2x+4 y—20=0 de centro C, nos pontos A e B. Determine:

a) ospontos A, BeC.A(4,-2),B(-4,2) e C(-1, -2)
b) A é&rea do triangulo ABC. 10

3) (UFRS) O eixo das abscissas determina na circunferéncia X 2 +Y 2 _6x +4 y—7 =0 uma
corda de comprimento:

a) 25 b) 5 c) 6 d)7 e)8

Posicao Relativa entre Duas Circunferéncias
Sejam A € p duas circunferéncias, temos que:
- Se 1 Mn p =& = as circunferéncias estardo externa ou interna uma a outra.

EXTERNAS INTERNAS



Se A m p ={P} = circunferéncias estdo tangentes, internamente ou as externamente

EXTERNAS INTERNAS

Se A n p ={A, B} = as circunferéncias sdo secantes.
A

B
SECANTES
Exemplo

1)  Diga se as circunferéncias de equagbes (x—2) *+(y-3) ‘=2 e
2 2
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X +y —6x+4y-7=0, sdo tangentes, secantes ou externas e encontre o ponto de

intersecao.
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Sessao Leitura

Nos todos andamos em circulo e ndo sabemos porque.

\)

/7
7 W
g9, "y nn\‘\\\\\\ﬁ&
0p1 | oL\

Uma pesquisa do Instituto Max Placnk de Cibernética Biolégica mostrou que, quando ndo ha
um ponto fixo de referéncia, nos andamos em circulos e, inevitavelmente, acabamos nos
perdendo.

Se caminharmos em uma neblina densa, em uma noite sem estrelas, por exemplo, ndo
conseguimos, de jeito nenhum, manter uma trajetéria reta — lembrando, novamente, sem usar
nenhum ponto de referéncia.

Isso porque, normalmente, temos uma tendéncia inexplicavel a andar mais para um lado do
que para o outro (e o lado varia de pessoa para pessoa). Alguns acreditam que a pessoa anda
mais para o lado do cérebro que é dominante. Outros acham que o motivo € mecanico, ja que
uma perna é sempre mais curta do que a outra.

Seja la qual for o motivo, ndo se aventure em um deserto ou uma floresta escura sem uma
bussola.
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"As folhas tantas do livro de matematica,
um quociente apaixonou-se um dia doidamente por uma incognita.
Olhou-a com seu olhar inumeravel e viu-a, do apice a base.
Uma figura impar olhos romboides, boca trapezoide,
corpo ortogonal, seios esferoides.
Fez da sua uma vida paralela a dela até que se encontraram no infinito.
"Quem és tu?" - indagou ele com ansia radical.
"Eu sou a soma dos quadrados dos catetos,
mas pode me chamar de hipotenusa”.
E de falarem descobriram que eram o que, em aritmética,
corresponde a almas irmas, primos entre si.
E assim se amaram ao quadrado da velocidade da luz
numa sexta potenciacao tragando ao sabor do momento e da paix&o retas,
curvas, circulos e linhas senoidais.
Nos jardins da quarta dimensao,
escandalizaram os ortodoxos das formulas euclidianas
e 0s exegetas do universo finito.
Romperam convenc¢des Newtonianas e Pitagoricas e, enfim,
resolveram se casar, constituir um lar mais que um lar,
uma perpendicular.
Convidaram os padrinhos:
o0 poliedro e a bissetriz, e fizeram os planos, equacdes e diagramas para o futuro,
sonhando com uma felicidade integral e diferencial.
E se casaram e tiveram uma secante e trés cones muito engragadinhos
e foram felizes até aquele dia em que tudo, afinal, vira monotonia.
Foi entdo que surgiu 0 maximo divisor comum,
frequentador de circulos concéntricos viciosos,
ofereceu-lhe,

a ela, uma grandeza absoluta e reduziu-a a um denominador comum.
Ele, quociente percebeu que com ela ndo formava mais um todo, uma unidade.
Era o triangulo tanto chamado amoroso desse problema,
ele era a fragdo mais ordinéria.

Mas foi entdo que Einstein descobriu a relatividade
e tudo que era espurio passou a ser moralidade,
como, alias, em qualquer Sociedade ..."

http://tudodageometrianalitica.blogspot.com.br/

Fixacéo

1) (CESGRANRIO) A é&rea do tridangulo, cujos vértices sao (1,2), (3,4) e (4,-1), é igual a: a) 6 b)
8c)9d)10e) 12

2) (CESGRANRIO) O ponto Q é o simétrico do ponto P(x,y) em relagao ao eixo dos y. O ponto
R é o simétrico do ponto Q em relacdo a reta y=1. As coordenadas de R séo:

a) (x, 1-y) b) (0, 1) c) (x, 1-y) d) (-x, 2-y) e) (v, x)
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3)(UEL) Seja AC uma diagonal do quadrado ABCD. Se A =(-2,3) e C =(0, 5), a area de
ABCD, em unidades de area, é:

a) 4 b) 42 c)8 d). 82 e) 16
4) (UNESP) Seja A a interseccao das retas r, de equacao y = 2x, e s, de equacdo y = 4x-2. Se
B e C sdo as interseccdes respectivas dessas retas com o eixo das abscissas, a area do
triangulo ABC é:

a) ¥ b) 1 c) 2 d) 3 e) 4

5) (PUC) Os pontos A (-1; 1), B (2; -1) e C (0; -4) séao vértices consecutivos de um quadrado
ABCD. A equacéo da reta suporte da diagonal BD, desse quadrado, é:

a)x+5y+3=0 b)x-2y-4=0 c)x-5y-7=0
dx+2y-3=0 e)x-3y-5=0

6) (UNITAU) A equacao da reta que passa pelos pontos (3,3) e (6,6) é
a)y=xb)y=3x C)y = 6x d) 2y = x e) 6y = x

7)Y(UNICAMP) Calcule a e b positivos na equacgéo da reta ax + by = 6 de modo que ela passe
pelo ponto (3,1) e forme com os eixos coordenados um tridngulo de area igual 6.

8) ( CESGRANRIO) A equacédo da reta mostrada na figura a
seqguir é: 4

a)3x+4y-12=0 b)3x-4y+12=0 C)4x+3y+12=0 /

d)4x-3y-12=0 e)4x-3y+12=0 ////3

-~
9) (UFES) Dados no plano cartesiano os pontos A (-2,1) e B (0,2), determirfe:

a) uma equacao da reta que passa por Ae B; Resp.:y=1/2x + 2

b) uma equacao da reta que passa por A e é perpendicular ao segmento AB. Resp.: y
=-2x-3

10) (FATEC) Se A (-1,3) e B (1,1), entdo a mediatriz do segmento AB encontra a bissetriz dos
guadrantes pares no ponto:

a) (-1,1) b) (-3/4, 3/4) ) (-2,2) d) (-1/2, 1/2)  e) (-1/4, 1/4)

11) Considere o triangulo cujos vértices sdo os pontos A(0,0), B(2,2) e C(2,-2). Seax + by =c
€ a equacéo cartesiana da reta que contém a altura deste triangulo relativa ao lado AB, entédo
5b/a é:

a)2 b)5 ¢)7 d1 e)4

12) (UEL) Considere os pontos A(0;0), B(2;3) e C(4;1).A equacao da reta paralela a reta AC,
conduzida pelo ponto B, é:

a)x-4y+10=0 b)x+4y-11=0 C)x-4y-10=0
d2x+y-7=0 e)2x-y -1=0
13) (UFJF) Dada a equacdo daretar: y = x — 2, a area da regido limitada pela reta r, pelo eixo
das ordenadas e pela reta s perpendicular & reta r no ponto (3, 1), é:

a)10u. a b)9u.a c)18u.a d)12u.a e)16u.a
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14) (UFJF) A maior altura de um triangulo retangulo isésceles, inscrito numa circunferéncia de
centro no ponto (0, 0), mede 5 cm. A equacédo dessa circunferéncia é:

a)x2 +y2 =25 b)x2 +y2 =50 c)x2+y2:5
d) 2x2 +2y* =25 e) 4x% +4y? =25
15) (UFJF) O triangulo AOB, cujos vértices estao sobre os eixos coordenados, como mostra a

figura abaixo, é isGscele e tem area 18 cm2. A equacao da reta que passa pelos pontos A e B
séo dadas por:

ax-y+6=0 b)x+y+6=0 c)2+2y—-6=0
dx+y-6=0 e)x—-y—-6=0

y &

B

al A "

i | anci des X 4 (y-1) =2 ey=
16) (UFJF) Considere a circunferéncia e a reta de equacdes +1Yy =c ey=x+1,
respectivamente. Podemos afirmar que:

a) areta é tangente a circunferéncia
b) areta ndo intercepta a circunferéncia
C) areta é secante a circunferéncia

d) areta passa por trés pontos da circunferéncia

2 2 ~
17) (UFJF) O raio e o centro da circunferéncia de equagdo X *Y —4x+6y-12=0 sao,
respectivamente:

a) 5, (2, 3) b) 2/3,(-3,2)¢)5, (-2, 3) d) 23,2 -3)

18) (UFJF) Sendo A, B e C os vértices de um tridngulo de coordenas (1, 2), (5, 5) e (8, 9),
respectivamente, entéo esse triangulo é:

a) retangulo e ndo isosceles

b) retangulo e isésceles
c) equilatero
d) iso6sceles e ndo retangulo

3 1
19) (UFV) O gréfico da equacédo yra —w=_ consiste de:
a) duas retas e uma parabola
b) duas parabolas e uma reta
¢) dois circulos e uma reta
d) duas retas e um circulo

e) um circulo e uma parébola
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20) (UFJF) A equagéo da circunferéncia no ponto (2, - 4) e tangente ao eixo das ordenadas é
dada por:

ajlw.‘c;" +4x -."'-_:L"E Sy =16 b) vi 4y +}.2 Sy =4

c)x2—4x+yz +8y=-16 d) x —4x+y +8y=16

- -

21) (URJF) Consideramos as circunferéncias C1 e C2 de equacgOes

Co—dx-2y+l=0 2 3
X +)y e X +y —4x+6yv-4=0

e , respectivamente. E correto afirmar
que:

a) C1 étangente ao eixo das abscissas
b) C1 e C2 se intersectam em um Unico ponto
c) C1 e C2 seintersectam em dois pontos

d) C1e C2nao se intersectam

=_-2x+2.5e P (Q:c V)
22) (UFJF) Consideramos a reta 00 b g0 ponto dessa reta mais
préximo da origem dos eixos coordenados, entéo podejmos afirmar que:

a) x=2 b) ¥ :é g Xy P = dy xi+y =
¢ | o b 5 0 i 5

23) (UFJF) Sejam r e s as retas cujas equagdes sao, respectivamente, y=-x+3 ey = (3/2)x +
3. A 4rea da regido sombreada na figura abaixo, em unidades de é&rea, é:

a) 55
b) 3,5
c) 11
d 7

24) (UFV) Considere a equacao X 2 +Y 2 _6x +4 y +p =0 . O maior valor inteiro de p para
gue a equacgdo acima represente uma circunferéncia é:

a) 12 b) 13 c) 14 d) 8 e) 10

25) (UFJF) A uma tela de computador esta associado um sistema de coordenadas cartesianas,
com origem no canto inferior esquerdo. Um certo programa grafico pode ser usado para
desenhar na tela somente retas de inclina¢des iguais a 0°, 30°, 45° e 90° em relacéo ao eixo
horizontal. Entdo, considerando-se os pontos a seguir, 0 Unico que nao pode estar sobre uma
reta , a partir da origem, desenhada por este programa é:

a)_(0,10J3) b)_(10/3,0) o) (18/3.16/3)
4 (18/3.5/3) ).(1033,10)

26) (UFJF) Considere, no plano cartesiano, uma circunferéncia de raio 3, intersectando o eixo
X, tangente a reta y = 4 e cujo centro pertence a reta x = 5. A soma das abscissas dos pontos
de intersecado dessa circunferéncia com o eixo x € igual a:

a) 6 b)5+/8 )10 d) 10 + /8 e) 12



27) (UFJF) Sobre os conjuntos de pontos de intersecdo da circunferéncia =~
comaretamx—y+2=0, onde m é real, podemos afirmar que:
a)contém um Unico ponto

b)é o conjunto vazio

c)contém dois pontos

d)contém trés pontos

e)depende de m

2

X —¥ '+x+y=g
28) (UFJF — Adaptada) Os pontos (X, y) que satisfazem a equacéo
Estdo melhor representados:

a) uma circunferéncia

b) duas retas perpendiculares
c) duas retas paralelas

d) um quadrado

€) uma hipérbole

29)(UFJF) Dada_a reta de equacip 5x_— 3y + 8 = 0 e a circunferéncia de equacio

x +¥ i +2x—4v+1 =0, aequagio dareta perpendicular & reta dada, contendo o centro
da circunferéncia, &:
a)dx+5y-7=0 b)—2x+3y-2=10 c)3x+5y—-4=0
dijdx+6=0 el-2x+3y+5=10

30) (UFJF) As posicbes relativas dos pontos A(- 1, 2), B(2, 1)e C(1,1), em relacdo a
circunferéncia de equacdo (X + 2) + (y-1) g 9, sdo:
a) A e B saointernos e C esta contido na circunferéncia
b) Os trés pontos estdo contidos na circunferéncia
c) A éinterno, B é externo e C esta contido na circunferéncia
d) A é externo, B é interno e C esta contido na circunferéncia

e) A, B e C séo externos a circunferéncia

31) (UFJF) Dados os pontos A(1, 3) e B(2, -1), pode-se afirmar que a mediatriz do segmento
AB intercepta o eixo Ou no ponto de ordenada igual a:

a) 2 b) % c)5/8 d) o e) 2/3
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32) (UFJF) Sejamy =ax + b ey = cx + d as equacfes de duas retas, que se interceptam no
ponto P, pertencente ao eixo X, representadas no plano cartesiano abaixo:

a) a>ceb<d g g

b) a>ceb>d %b
c) a<ceb<d P >

d a<ceb>d %

e) a=ceb<d

33) (Cesgranrio) Considere os pontos M(0, 0), N(4, 3) e P(-3, 4) do plano xOy. O menor
angulo positivo formado pelas retas MN e MP é:

a) 75° b) 80° c) 85° d) 90°

34) (UFMG) Na figura, A = (2, 3) e BC= V10 . A equacédo da reta AB é:
a)x+4y—-14=0

b)x—4y +14=0 4y
c)4x+y—-14=0 — A
d)4x—y+14=0 . ™
1 I__’;‘ '
0 3 6 x

35) (Fuvest) Uma reta r determina, no primeiro quadrante do plano cartesiano, um tridngulo
isésceles, cujos veértices sdo a origem e 0s pontos onde a reta intercepta os eixos Ox e Oy. Se
a area desse triangulo é 18, a equacao de r é:

ax—-y=4
byx+y=4
C)x+y=2
dx+y=6

36) (Cesgranrio) As retas y = — 3x + 3 e y = (- x/2) + 2 mostradas na figura. A area da regiao
colorida é:
A '}"

a) 2,9 b) 3,0
¢) 3,1 d) 3,2

2z

0 ~ T g

37) (Mack-SP) A reta r, determinada por A(2, -5) e

B(3, k), tem coeficiente angular 2k. A equacéo da reta s paralela a reta r e que passa pela
origem é:

a)10x+y=0
b)x-10y=0
c)10x-y—-25=0
d) y = 10x



38) (UFPE) Qual a area da regiéo no plano cartesiano, determinada pelas desigualdades
y=0 x+y=10 3x-y=6 ,

a) 24 b) 30 c) 35 d) 60

39) (Santa Casa-SP) Seja 3x —4y + 4 = 0 a equacao da reta suporte de um dos lados de um
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triangulo equilatero. Se um dos vértices desse tridangulo é o ponto (1, —2), 0 seu perimetro é:

a) 23 b) 43 ¢) 62 d). &3

40) (UFAL - Adaptagdo) Sejam o ponto P(2, 1) e o ponto Q, de abscissa 4, localizado no 1°

guadrante. Se a distancia de Q a P é igual a distancia de Q ao eixo das abscissas, entdo Q é
um ponto de ordenada:
a) 2 by2 2 c) 5/2 d) 3
41) (UFES) A area do triangulo limitado pelasretasy = x, y =2x e x + y = 6 vale:
a) V2 b)3 ¢)32 d)2
42) (PUC-SP) Os pontos A(-1, 1), B(2, —1) e C(0, —4) sao vértices consecutivos de um
guadrado ABCD. A equacéo da reta suporte da diagonal BD desse quadrado é:
a)x+5y—-3=0
byx—2y-4=0
C)x—-5y—-7=0
e) x+2y-3=0
GABARITO
1la 2)b Ja ED 5)c 6)a 7) a=1;b=2
8)b 9) a- 10)a 11)b 12)a 13)b 14)d
y=1/2x+2
b- y=-2x-3
15)d 16)c 17)a 18)d 19)d 20)c 21)d
22)d 23)a 24)a 25)d 26)c 27)c 28)b
29)a 30)c 31)c 32)d 33)d 34)a 35)d
36)a 37)d 38)a 39)c 40)c 41)b 42)c
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PINTOU NO ENEM
Questédo 1 - (ENEM/2010)
Um foguete foi lancado do marco zero de uma estacdo e apds alguns segundos atingiu a

posicéo (6, 6, 7) no espaco, conforme mostra a figura. As distancias sdo medidas em
quildmetros.

-
g
S
.,
.,

Considerando que o foguete continuou sua trajetoria, mas se deslocou 2 km para frente na
direcdo do eixo-x, 3 km para tras na direcdo do eixo-y, e 11 km para frente, na direcdo do
eixo-z, entdo o foguete atingiu a posicao

a) (17,3, 9).
b) (8,3, 18).
¢) (6,18, 3).
d) (4,9 -4).
e) (3,8,18).

Quest&o 2 - (ENEM/2011)

Um bairro de uma cidade foi planejado em uma regido plana, com ruas paralelas e
perpendiculares, delimitando quadras de mesmo tamanho. No plano de coordenadas
cartesianas seguinte, esse bairro localiza-se no segundo quadrante, e as distancias nos
eixos sdo dadas em quildmetros.
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A reta de equacdo y = x + 4 representa o planejamento do percurso da linha do metrd
subterraneo que atravessara o bairro e outras regides da cidade. No ponto P = (-5, 5),
localiza-se um hospital publico. A comunidade solicitou ao comité de planejamento que
fosse prevista uma estacdo do metr6 de modo que sua distancia ao hospital, medida em
linha reta, ndo fosse maior que 5 km.

Atendendo ao pedido da comunidade, o comité argumentou corretamente que isso seria
automaticamente satisfeito, pois ja estava prevista a constru¢do de uma estacéo no ponto

a) (=5,0).

b) (=3, 1).

Q) (-2 1).

d) (0, 4).

e) (2, 6)
GABARITO

1) B

2) B
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