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Matematica

Modulo 1. Radiciacao

acR_;beR ene N ParaaeR),be R  em,n, pe N, temos:
¥ [ s

P -ﬁ—ni
|a€R::beRi;neN‘enéimpar 2 35 =D

Importante: B, :" VamP =1an

57— |a| n

an = Yam

Modulo 2. Racionalizacao de denominadores

A_A Va2 A __ A Na-b
Ja_ Ja \a Ja+vb Ja+vb Ja-+b
A A Yarm A A Ja+b
Yam _ Yam Yanm Ja-vb Ja-+b Ja++b

Modulo 3. Razoes trigonométricas no triangulo
retangulo (I)

catetooposto b
sengl=—————— = —

c hipotenusa a
s = catetoadjacente _ ¢
hipotenusa a
catetooposto b seno
b g(x = = g(x =
o' oo™ catetoadjacente ¢ cos o
e
Ca\ hipotenusa a
;___\ €0seCo = —————— = — = C0Seco. =
catetooposto b senao
B Cateto adjacente o o hipotenusa a
c seCol=————— ———=— = Seco =
catetoadjacente ¢ coso.
catetoadjacente ¢ 1 cos oL
cotgoo = —————=—=cotgo. = ——=
catetooposto b tgo.  seno
seno =cosf
o+ =90°= {seca =cosecf
tgo =cotg
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Modulo 4. Razoes trigonométricas no triangulo
retangulo (II)

45°
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Matematica

Modulo 5- Identidades trigonomeétricas

1
<—> cosseco = ‘—'<—' cossec? o = 1 + cotg? o <—'

COos o 1
sen2 o+ cos? o, = 1 cotg o0 = ——
sen o tga

<—> seca:cola <—><—> sec?a=1+tg2 o <—'

Modulo 6- Medidas de arcos e angulos

e Medida de um arco em graus
e (Os submdltiplos do grau

e Adigdo e subtracdo de medidas de arcos em graus, minutos e sequndos
e Medida de um arco em grados

e Medida de um arco em radianos
e Conversdes de unidades de medidas de arcos
e As velocidades dos movimentos dos ponteiros de um relégio

Modulo 7- Seno, cosseno e tangente
no ciclo trigonomeétrico

Ciclo trigonométrico

Seno Cosseno Tangente
sen o,
y . ‘ rtg o
! o -~
P P P R s
// ‘ﬂiii\ // *\ 1 // \/<
P + 0\ 1,’ = +1\f ‘- R \ 0
4 N ! L ycosa .
\ ] \\ + /I \ 1
\\\ B B // AN B / \ ’ 4
- ’1/ \\\‘ > \\§ _’//
-1
—co<tgo <+ o
—-1<senoa=<1 -1<cosa<1 g
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Matematica

Modulo 8- Reducao ao primeiro quadrante

Py (m—o)

,
.
- ——— =

sen (T - o) = sen o
cos (T - o) = - cos a
tg(m-o)=tga

sen (T + o) = - sen o
cos (T + o) = - cos o
tg (m+0)=tg o

sen (2n - o) =-sen o

cos (21 - o) = cos o

tg(2n-0)=-tg o
ou

sen (-o) = - sen o

cos (-a) = cos o

tg (-o) =-tg o

Lembrar:

[ (=
sen(z - oc) = cos o,

tg(% - oc) = cotgo

T
sec (E - (X) = coseco
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Matematica

Modulo 9- Equacoes trigonométricas na primeira volta

I. Equacdo na forma sen x = a II. Equacdo na forma cos x = a III. Equacdo na forma tg x = a

1 4 senx I g x
a
o
-0 o o
A
] [
> > 0 >
0 -1 0 al 1.cos X
T+ o
2n—o
-1
X=0 X=0 X=0
senx=a< { ou cosx=a<e | ou tgx=a< { ou
X=T—0 X=2T— 0 X=T+o

Modulo 10- Adicao e subtracao de arcos

sen (@a+b)=sena - cosh+senb - cosa
sen (a-b)=sena - cosh-senb - cosa

cos(@a+b)=cosa-cosb-sena-senb
cos(@a-b)=cosa-cosb+sena-senb

tga+tgb tga—-tgb
tg(aer)=1—gtga-gt’gb tg(a_b)z1ftga~(‘;‘gb

Modulos 11/12- Arco duplo

tga+tga 2tga
sen (a+a)=sena-cosa+sena-cosa=2sena - cosa tg(a+a)= g ga _ g

1-tga-tga 1-tg?a
|sen (2a)=2sena - cosa|
2tga
tg (2a) =
2 2 1-tg? a
cos(a+a)=cosa - cosa-sena - sena=cos?a-sen?a
Importante:
| cos (2a) = cos? a - sen?a |

cos (2a)=cos?a-sen?a=1-2sen?a=2cos?a-1

Modulo 13- Transformacao em produto

a+b=p + -
—a=2T9 o p-P74
a-b=q 2 2
sen a+ = en -cos +se -cosa sen a+ = en -cos +se -cosa
+
sen(a—b) = Sena-cosb —sefth - cosa

“Isen(a-b)=sena-cosb-serb-cosa

sen(a+b)—sen(a—b)=2senb-cosa

p+q).cos(p—q) senp—senq=2-sen(p_q)-cos(p+q)
2 2 2 2

sen(a+b)+sen(a—b)=2sena-cosh

senp +seng = 2-sen(

Enem e Vestibular Dose Dupla LY



Matematica

Modulo 14 - Arcos trigonométricos: determinacao

1. Como achar a 12 determinacao
® Arco em graus
e Arco em radianos

2. Expressao geral dos arcos

® Com extremidade em M e Com extremidade em M e N (dia-

¢ Com extremidade em P,, P,,..., P
, metralmente opostos)

(vértices de um poligono regular)

/NA . y F’3 N P2
o) / & Py / \FH

kJ Ao . -

x=o+2kmn, ke Z

x=o+kn, ke Z

x=(x+k~2—n,keZ
n

Modulo 15- Equacoes trigonométricas em R

Equacoes da forma

4senx

™y
NAEAN

ttg X

o
cos X 7
> 4
.
.
z »
e
e
7 /
.
.
T+ao

! */g/
Q

x=to+k-2m

x=o+k-2m
ou
x=(m-o)+k- 2m
keZ

ke Z

x=o+k-m
ke Z
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Modulo 16 - Inequacgoes trigonométricas em R

=1 1
senx = sen x> -

51 2\ T 51 T xeR/E+k~2n<x<5—n+k~2n
S TTNE 6 > 6 6 6

xeR/—§+k~2n<x<§+k~2n

xeR/%+kn<x<§+kn

Modulo 17- Funcoes trigonométricas

1. Funcao seno T 3n
0 > T ? 21
Aky
1 0 -1 0 1

\ 1 T /\
t t t > Dominio —» R

Imagem — [-1; 1]
Periodo — 21t
Senoide Fungdo par — cos (-x) = cos X
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Matematica

3. Funcao tangente

2

| a
)

T
Dominio —» R 2 2
Imagem — [-1; 1]
Periodo — 27

Funcdo impar — sen (-x) = -sen x Tangentoide

2. Funcao cosseno

} 2 Dominio — R—{E+kn}kez
- 0 X 2
U U \ Imagem —» R
—14 P

Cossenoide Periodo —» &t

0 z 2
> T I

0 b 0 i 0

Funcédo impar — tg (- x) =-tg x

Modulo 18- Funcgoes trigonométricas: generalizacao

Graficos de fungoes trigonométricas
Periodo = 21

1) Funcdo f(x) =
) uncio (x) a+senx{lmagem=[a_1,a+1]

2
Periodo = ‘_n‘
3) Funcdo f(x) = sen (mx) m
Imagem = [- 1, 1]

t Deslocam-se by
a unidades

1 - Modifica-se o
RN periodo
X «— —

o
N e REC T
a
Q
3
=¥
~
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2) Funcao f(x) = b sen x Periodo = 2r
Imagem = [- b, b]

Modifica-se a imagem

4) Funco £(x) ( ) Periodo = 2r
uncdo f(x) =sen (x +n
¢ Imagem = [- 1, 1]

11 <+ Deslocam-se n
unidades

2n—n

5) Funcdo f(x) =a+bsen (mx+n) (b#0em=0)

2n
m

Imagem=[a-b,a+Dh]

Periodo =

6) Funcdo f(x) =a + b cos (mx +n) (b=0em=0)

2n
m

Imagem=[a-b,a+bh]

Periodo =

7) Funcédo f(x) =a + b tg (mx +n)

Dominio = {xeR/mx+n¢g+kn,keZ}

Periodo = |
m
Imagem =R

Modulos 19/20- Principio fundamental da contagem (I)

1. Fatorial
Sendo n um nimero natural maior que 1, a funcdo fato-
rial de n(n!) é o produto de todos os naturais de n até 1.
Assim,n!=n-(n-1)-n-2)-..-3-2-1
0 simbolo n! também pode ser lido como n fatorial.
Em particular, definimos:
0l=1ell=1

2. Propriedade do fatorial
n!=n-. (n-1)!
nl=n-mn-1) - (n-2)!

3. Principio fundamental da contagem

Se um acontecimento pode ter o nimero de possibili-
dades de ocorréncia analisado em etapas sucessivas e inde-
pendentes, de modo que:

n, = n° de possibilidades de ocorréncia da 12 etapa,

n, = n® de possibilidades de ocorréncia da 22 etapa,

n, = n° de possibilidades de ocorréncia da 32 etapa,

ny = n2 de possibilidades de ocorréncia da k-ésima eta-
pa, entdo o acontecimento poderd ocorrer de
n, - n, - Ny - ... - 0 modos diferentes.

4. Principio da preferéncia

Para evitar impasses no calculo do nimero de possi-
bilidades, devemos sempre priorizar o estudo das etapas
com maiores restri¢des, isto é, com menores nimeros de
possibilidades.

5. Exercicios caracteristicos de contagem

1° tipo - Formacao de nimeros

e 0 nimero com n algarismos que comeca por zero, na
verdade, tem (n - 1) algarismos.

® Quando as condicdes impostas geram impasses na
contagem, devemos dividir o problema em dois ou mais ca-
S0S.

e Numeros miltiplos de 5 tém unidade 0 ou 5.

e Nameros multiplos de 3 tém algarismos com soma
miltipla de 3.

® Quando estamos contando os nimeros com pelo me-
nos dois algarismos repetidos, é mais facil contar todos os
nameros com ou sem repeticdo e subtrair a quantidade de
nameros com algarismos distintos.

20 tipo - Comissées com cargos definidos
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Modulo 21- Principio fundamental da contagem (II)

1. Principio fundamental da contagem

Se um acontecimento pode ter o ntimero de possibili-
dades de ocorréncia analisado em etapas sucessivas e inde-
pendentes, de modo que:

n, = n de possibilidades de ocorréncia da 12 etapa,

n, = n® de possibilidades de ocorréncia da 22 etapa,

n, = n? de possibilidades de ocorréncia da 32 etapa,

n, = n2 de possibilidades de ocorréncia da k-ésima eta-
pa, entdo o acontecimento poderd ocorrer de
n, - N, - Ny - ... - 0, modos diferentes.

2. Principio da preferéncia
Para evitar impasses no calculo do ntimero de possi-
bilidades, devemos sempre priorizar o estudo das etapas

com maiores restri¢des, isto é, com menores nimeros de
possibilidades.

3. Exercicios caracteristicos de contagem

3¢ tipo - Anagramas sem repeticao de letras

e Para calcular o nimero de anagramas de uma palavra
de n letras, sendo que x dessas letras permanecem juntas
numa determinada ordem, devemos considerar as x letras
como uma Unica letra e, assim, permutar (n - x + 1) letras.

® Para calcular o nimero de anagramas de uma palavra
de n letras, sendo que x dessas letras permanecem juntas,
devemos considerar as x letras como uma tnica letra e, em
sequida, considerar a permutacdo das x letras. Assim, o
total serd (n - x + 1)! - x!.

Modulo 22- Principio do desprezo da ordem (I)

1) n elementos podem trocar de ordem de n! modos.

2) 0 principio fundamental da contagem (PEC) prevé a
troca de ordem de todos os elementos.

3) Para desprezar a troca de ordem de n elementos,
considerada no PFC, devemos dividir por n! o namero
obtido com o PEC.

Exercicios caracteristicos de contagem

40 tipo — Anagramas com repeticdo de letras

® Quando a palavra da qual desejamos contar os anagra-
mas apresenta letras repetidas, consideramos inicialmente
como se a ela ndo tivesse repeticdo; em sequida, desprezamos
a troca de ordem das letras que se repetem, usando o PDO.

59 tipo - Ocupacdo de lugares definidos

e Para efetuar a contagem, podemos utilizar dois ra-
ciocinios: escolher elementos para os lugares ou escolher
lugares para os elementos.

® Quando houver mais lugares do que elementos para
ocupar os lugares, complementamos os elementos com fan-
tasmas e, depois de utilizarmos o principio fundamental
da contagem, desfazemos as trocas de lugares dos fantas-
mas, usando o principio do desprezo da ordem.

Modulo 23 - Principio do desprezo da ordem (II)

- n elementos podem trocar de ordem de n! modos.

- 0 principio fundamental da contagem (PFC) prevé a
troca de ordem de todos os elementos.

- Para desprezar a troca de ordem de n elementos, con-
siderada no PFC, devemos dividir por n! o nimero obtido
com o PFC.

Exercicios caracteristicos de contagem

6° tipo — Comissoes sem cargos definidos

e Na contagem das comissdes em que os integrantes
ndo tém cargos definidos, inicialmente consideramos
como se a ordem no agrupamento ficasse associada a al-
gum cargo e, posteriormente, desprezamos a troca de or-
dem (PDO), pelo fato de os cargos ndo existirem.

7° tipo - Distribuicao em grupos

e Para estudar o numero de modos pelos quais n ele-
mentos podem ser distribuidos em grupos, imaginamos os
n elementos em fila e os associamos a ordem na fila dos
grupos que queremos formar. Ndo podemos nos esquecer de
utilizar o principio do desprezo da ordem em duas situa-
¢des: nos grupos em que os elementos ndo ocupam cargos e
nos grupos iguais que ndo se diferenciam por cargos.

8¢ tipo - Figuras geométricas
¢ Quando agrupamos pontos para formar figuras geo-
métricas, devemos ficar atentos a necessidade ou ndo da
utilizagdo do principio do desprezo da ordem.
Assim: AB e BA sdo semirretas diferentes.
AB e BA sdo as mesmas retas.
AABC e ABCA sdo os mesmos tridngulos.
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Modulo 24 - Formulas de contagem

1. Arranjos 3. Permutacoes
Sdo agrupamentos que diferem pela natureza e pela or- Sdo agrupamentos que diferem apenas pela ordem de
- seus elementos: P, = n!
dem de seus elementos: A = :
? (n-p)!

Ao=1

2. Combinacoes
Sdo agrupamentos que diferem apenas pela natureza de

An,p n!

seus elementos: C, | = ="
/P 1 1 ]
p! (n-p)-p!

C

1'1,0=1

Modulo 25 Nameros binomiais

1. Definicao 3. Relacao de Stifel
n n! n n n+1
(P)_(n—p)!p! () (P)+(P+J—(p+1)
Note que: (n) =Cyp 4. Igualdade
P n n
Se( )z[ ] entdo:
2. Nameros binomiais complementares P

n n
» = n-p P=q ou p+g=n
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5. Triangulo de Pascal

<+— Coluna 1
<+— Coluna 2
<+— Coluna 3
«+— Coluna 4
— CoIL_ma 5

Linha 0—

o o «—Coluna 0

-

Linha 1—

-
N——

o

/_\/_\/_‘_(:)\/_\/_\

Linha 2—

- N
e—— ~—
pe—————
N N
~———

Linha 3— (3 3)\(3
JE)E)
Linhad— (4)(4)\(4\(4)(4
o)) )3
Linha 5— (5

o

hhhﬂhh
e N

S o
N———
—
BOSIS)
N——
/N
M)
N——
Yoummny
RIS
N——

e HEEEE

- «—Coluna 0
<+— Coluna 1
<+— Coluna 2
<«— Coluna 3
«+— Coluna 4
«+— Coluna 5

Linha 0—
Linha1— 1 1

Linha2— 1 2 1
Linha3— 1 3 3 1
Linhag— 1 4 6 4 1

Linhas— 1 5 10 10 5 1
|

6. Propriedades

P,) Em qualquer linha, dois binomiais equidistantes
dos extremos sdo complementares e, portanto, iguais.

Consideremos, como exemplo, a linha 5.

HH[HHIW]H
PILL

5 10 10 5 1

[

<«— Colunan

P,) A soma de dois binomiais consecutivos de uma
mesma linha é igual ao binomial situado imediatamente
abaixo do binomial da direita.

o

1
0

1
1

2
0

o) {
o) 1)
o) (1
o) 1)
) )

;
)0
-
;

4IHEHIN

4
o) 1
5
0

5

1 2

1

2 1
3+T°|’ 1
4 6 4+1

I
5 10 10 &5 1

P;) A soma de todos os binomiais da linha n do
tridngulo de Pascal é 2n.

0 — 1=20
0

(6)() e
000 .
QoRE e
(g] m (:] (g) (i) —» 1rarG44+1=24
AEOAEE

P,) A soma dos elementos de uma coluna do tridangulo
de Pascal (comecando no primeiro elemento da coluna)
é igual ao elemento que esta avancado uma linha e uma
coluna sobre a Gltima parcela.

HH U UL DL ey

ou

()
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Matematica

Modulo 26- Binomio de Newton

1. Desenvolvimento do binomio

n n n n

(x+a)t=| |x"a®+| |x"la+|_|x"2a?+..+| |x0an
0 1 2 n

L L NS

T T

1 3 n+1

(x+a) = i (2) apx1-P

p=0

2. Observacoes

No desenvolvimento do binémio (x + a)®, segundo expo-
entes decrescentes de x, temos:

12) o0 desenvolvimento de um bindmio de grau n tem
n + 1 termos;

22) a soma dos expoentes de a e x, em qualquer termo,
é o grau n do bindémio;

32) 0 expoente de x, no primeiro termo, é n e vai
decrescendo, de um em um, até atingir zero no dltimo termo;

42) 0 expoente de a, no primeiro termo, é zero e vai
crescendo, de um em um, até atingir n no altimo termo;

52) os coeficientes dos termos extremos sdo iguais a um

GHC)

62) 0 coeficiente de qualquer termo é um nimero
binomial de “numerador” n e “denominador” igual ao
nimero de termos precedentes. Assim, o coeficiente do 62

(n
termo é 5 )

72) os coeficientes do desenvolvimento de (x + a)" sdo
os elementos da linha n do tridngulo de Pascal;

82)a soma dos coeficientes do desenvolvimento de
(x+a)ré2n.

3. Desenvolvimento de um
binémio segundo Newton

n n n n

(x+a)r = |x"a%+| |xPlal+..+ xtan1+| |x0an
0 1 n-1 n

_ _

T T

1 2 n n+1

4. Termo geral (com expoentes
decrescentes para x)

n
Tk+1 = (k) Xn_kak

Modulo 27- Probabilidades: conceito

1. Conceitos iniciais
® Experimento aleatério
® Espaco amostral
e Evento de experimento

2. Tipos de eventos
e Evento elementar
® Evento certo
e Evento impossivel
e Evento complementar

3. Probabilidade teorica e
probabilidade estatistica

4. Probabilidade teérica de um evento A

_ n(A) numero de casos favoraveis a A
n(U) ntimero de casos possiveis

P(A)

5. Propriedades das probabilidades
P1) Probabilidade de um evento impossivel: P(J) =0
P2) Probabilidade de um evento certo: P(U) = 1
P3) Valores possiveis de probabilidade de um evento A:
0<P(A)<1
P4) Probabilidade de nédo acontecer um evento A:
P(A) =1-P(A)

Modulo 28 - Probabilidades: adicao

1. Probabilidade da uniao

U
A B

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)

2. Eventos mutuamente exclusivos

Se AN B =¢, dizemos que A e B sdo eventos mutua-
mente exclusivos, e entdo:

P(A U B) = P(A) + P(B)

3. Probabilidade num espaco
amostral nao equiprovavel

Sejam U = {a;, a,, a3, ..., a,} e P(a;), P(a,), ..., P(a,)
probabilidades de ocorréncia dos resultados a;, a,, ..., a,
respectivamente.

P(a;) +P(a,) + ... + P(a,) =1
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Modulo 29 - Probabilidades: multiplicacao

1. Probabilidade condicional Consequéncia:
Notacdo: P(A/B) = probabilidade de ocorrer o evento 4, n(ANB)
dado que o evento B ja ocorreu. n(v) n(ANB)
= P(A/B)=
P/B = ) = | PAm =0
U n(v)
A B 2. Probabilidade da interseccao
P(A N B) = P(A) - P(B/A)

ou ainda
P(A N B) =P(B) - P(A/B)

3. Eventos independentes

Dois eventos sdo independentes se, e somente se:

_n(ANB) P(A/B) =~P(A) e P(B/A) = P(B)
P(A/B)= n(B) Observacéo:
Se A independe de B, é imediato que B independe de A.

Assim: | P(A N B) =P(4) - P(B) |
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