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CAPITULO 1

1. Asnogoes (conceitos, termos, entes) geométricas sao estabelecidas por meio
de definigbes. Em particular, as primeiras nog¢oes, 0s conceitos primitivos (no-
¢Oes primitivas) da Geometria, sdo adotadas sem defini¢do.

Adotaremos sem definir os conceitos de:

PONTO, RETA ¢ PLANO.

[ B

O ponto A4. A reta r. O plano «.

Do ponto, da reta e do plano temos um conhecimento intuitivo decorrente da
experiéncia ¢ da observacio.

O espago € o conjunto de todos os pontos. Nesse conjunto desenvolvere-
mos a Geometria Espacial.
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2. As proposigoes (propriedades) geométricas sio aceitas mediante demons-
tragoes. Em particular, as primeiras proposicoes, as proposigoes primitivas ou
postulados sdo aceitos sem demonstragio.

Assim, iniciamos a Geometria com alguns postulados, relacionando o pon-
to, a reta e o plano.

Postulado da existéncia
a) Existe reta e numa reta, bem como fora dela, ha infinitos pontos.

b) Existe plano e num plano, bem como fora dele, ha infinitos pontos.

Postulado da determinacao

a) Dois pontos distintos determi- re AR
nam uma unica reta que passa por eles.
b) Trés pontos ndo colineares de-
terminam um Unico plano que passa por
eles. ¢
a = (A, B, C)

Postulado da inclusdo
Se uma reta tem dois pontos dis-
tintos num plano, entdo ela estd conti-

da no plano. (A%Br=ABAE«BEa =r1Ca

Retas concorrentes — defini¢cdo
Duas retas sdo concorrentes se, e P

somente se, elas tém um unico ponto

comum. g s

7. Retas paralelas — definicdo
Duas retas sdo paralelas se, e so-

mente se, ou sao coincidentes ou sio co-
planares e nao tém ponto comum.

(aCabCaeaNb=y0)=a/b
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1. Demonstre que num plano existem infinitas retas.

Solu¢ao
Consideremos um plano « e nele Desse modo podemos construir em
- . . p -
dois pontos distintos 4 ¢ B. Estes o ‘‘tantas retas quantas quiser-
p . L
pontos determinam uma reta r, que mos’’, isto €, ‘‘Infinitas’’ retas.

estd contida em «, pois tem dois
pontos distintos em «. Considere-
mos em « € fora de r um ponto C.
Os pontos A e C determinam uma
reta s, que estd em «. Os pontos B
e C determinam uma reta f que es-
td em a.

Quantas retas hd no espago? Demonstre.

Quantas e quais sao as retas determinadas por pares de pontos A, B, C e D, dois
a dois distintos, se:

a) A, B e C sdo colineares. b) A, B, C e D nio sdo coplanares.
Quantos s3o os planos determinados por quatro pontos distintos dois a dois?

Trés retas, duas a duas concorrentes, nao passando por um mesmo ponto, estdo
contidas no mesmo plano.

Solugao

Sejam r, s e ¢ as retas tais que
rUs={Cl,rUt=[B,sUt={A]
e A, B e C néo colineares.

Pelo postulado da determinagio existe o plano o = (4, B, C).

Pelo postulado da inclusio, temos: (A # B; A, B € a) = t C a.
Analogamente temos: A C aer C a.

6. E comum encontrarmos mesas com 4 pernas que, mesmo apoiadas em um piso
plano, balangam e nos obrigam a colocar um calgo em uma das pernas se a quiser-
mos firme. Explique, usando argumentos de geometria, por que isso ndo acontece
com uma mesa de 3 pernas.
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8. Existem quatro modos de determinar planos.

12 modo: por trés pontos nio colineares.

2° modo: por uma reta € um ponto fora dela.
3% modo: por duas retas concorrentes.

4° modo: por duas retas paralelas distintas.

O primeiro modo € postulado € os demais s30 os trés teoremas que seguem.

9. Teorema 1

Se ~raretae ...nonto sdo tais que o pontond.|] ~ ceare .
entdo ¢.2s € . .n " . um unico plano que os conté

Hipdtese Tese
Pég¢Ern = @lalPEaw e 1rCa
Demonstracdo
Sendo um problema de existéncia e unicidade, dividimos a demonstra¢ao
nestas duas partes.
12 parte: Existéncia

a) Construgio:

Tomamos em r dois pontos distintos, 4 ¢ B.

Os pontos 4, B e P, ndo sendo colineares (4, B € r ¢ P & r), determi-
nam um plano «.

b) Prova de que o € o plano de r e P.

- a = (A, B, P)
a=(A,B,P) = PEa«a A%B A BECE: = 1 C o

Logo, existe pelo menos o plano « construido por r e P. Indicaremos por
a = (r, P).
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22 parte: Unicidade

Provemos que « é o tnico plano
determinado por r e P.

Se existissem « € o’ por r e P, te-
riamos:

(@=(@PyABEN = a=(ABP) ) _ .

(@ =@, PyA BEN = o =(A B, P)

Logo, ndo existe mais que um plano (r, P). (2)
Conclusdo: ((1) e (2)) = FlalPE€E o ¢ 1 C a.

Teorema 2

Se 1asretassdocc " - -,entdo ¢ I B R
no ¢ * as contém.

Hipdtese Tese
tNs=[P) = @lalrCa e sCa)

Demonstracdo

12 parte: Existéncia

a) Construgdo:

Tomamos um ponto 4 em r € um ponto B em s, ambos distintos de P.

Os pontos A, B e P, nio sendo colineares (4, P € re B €& r), determi-
nam um plano «.

b) Prova de que « € o plano de r ¢ s.

(¢ =(A,B,P); A,PET; A#P) = rCa

(e =(A,B,P); B,PEs;B#P) = sCa

Logo, existe pelo menos o plano « construido, passando por r e s. Indica-
remos por a = (r, §). (1)
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22 parte: Unicidade

Se existissem « € «”, por r ¢ s con-
correntes, teriamos:

(¢ =(,s); A,PETRBEs) = o= (A,B,P) ,

= o =«
@ =@ s AAPELBES) = o« = (A", B, P)
Logo, ndo existe mais que um plano (r, 5). (2)
Conclusdo: (1) e (2)) = FalrC o e s C a.
11. Teorema 3
Se duas retas sdo iaralelas entre si e @~ e "~ (€ ¢ ni-

nam um tnico plano que as contém.

Hipdtese Tese
(t)s,r#s) = @lalrCa e sCa)

Demonstrag¢ao
12 parte: Existéncia

A existéncia do plano o = (r, 5) é conseqiiéncia da defini¢cdo de retas pa-
ralelas (ou da existéncia dessas retas), pois:
s, T1#s) = @alrCa,sCa e rNs= Q).

Logo, existe pelo menos o plano « (da defini¢do), passando por res. (1)
22 parte: Unicidade

Vamos supor que por r € s passam
dois planos o e a’ € provemos que eles
coincidem.

Se existissem « € ', por r e s pa-
ralelas e distintas, tomando-se 4 e B dis-
tintos em r ¢ P em s, teriamos:

(a=(,s); A, BERP&Es) = o=(A, B,P) — ,
¢ =@, s A,BERPESs) = o = (A, B, P)

Logo, ndo existe mais que um plano (r, 5). (2)

Conclusdo: () e (2)) = Jlalr C o e s C a.
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7. Quantos sdo os planos que passam por uma reta?

10.

Solugio
Infinitos.
a) Construgao:

Seja r a reta. Tomamos um ponto
A forader. Aretareoponto A
determinam um plano «. Fora de «,
tomamos um ponto B. Aretareo
ponto B determinam um plano 3.
Fora de « ¢ 3, tomamos um ponto
C. Areta re o ponto C determinam
um plano «.

Desse modo podemos construir, por

1
1
I
|
|
|
|
|
1
|
t

2

|~
%\,'w

N\

r, tantos planos quantos quisermos, isto é, construimos infinitos planos.

b) Prova:

Todos os planos assim construidos passam por r, que com 0s pontos corres-

pondentes os estd determinando.

Quantos planos passam por dois pontos distintos?

Prove que duas retas paralelas distintas e uma concorrente com as duas sdo co-

planares.

Se duas retas sdo paralelas e distintas, todo plano que contém uma delas e um pon-

to da outra, contém a outra.

Solucao

Sejam r e s as duas retas, P um pon-
to de s e @ 0 plano (r, P). As retas
re s determinam um plano «'. Te-
mos, entao:

(@ =(,s), PEs) = o =(, P)

= a’

= .

Se @ = a' contém s, entdo o plano o contém a reta s.
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Num plano « hd uma reta r e um ponto P ndo pertencente a r. Prove que: se con-
duzimos por P uma reta s, paralela a r, entdo s estd contida em «.

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Trés pontos distintos determinam um plano.

b) Um ponto e uma reta determinam um tnico plano.

¢) Duas retas distintas paralelas e uma concorrente com as duas determinam dois
planos distintos.

d) Trés retas distintas, duas a duas paralelas, determinam um ou trés planos.

e) Trés retas distintas, duas a duas concorrentes, determinam um ou trés planos.

Retas reversas — definicao

Duas retas sdo chamadas retas reversas se, e somente se, nao existe plano
que as contenha.

a e b reversas r reversa com §
ndo existe plano (a, b) e ndo existe plano (r, s) €
aNb=9© rNs =

Quadrildatero reverso — defini¢cdo

Um quadrilatero é chamado quadrildtero reverso se, e somente se, nio
existe plano contendo seus quatro vértices.

Lo o

= (A4, B, D) ¢ C € «, entio ABCD ¢ quadrilatero reverso.
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14. Observacdo

Chamamos figura a todo conjunto de pontos. Uma figura é plana quan-
do seus pontos pertencem a um mesmo plano, e os pontos sdo ditos coplana-
res; caso contrario, a figura é chamada figura reversa e os pontos, ndo
coplanares.

Posicoes relativas de duas retas

Em vista de defini¢des anteriores, dadas duas retas ¢ 1 asres,
ou elas sdo concorrentes, ou paralelas ou reversas. Essas p~ ug0es podem
ser sintetizadas da seguinte forma:

restém ponto comum —= r € S§ concorrentes

res
res coplanares ou
- P r e s nao tém ponto comum —> r e s paralelas
distintas
ou
r e s reversas
res tém ponto comum —= r e s S30 concorrentes
res o r ¢ s coplanares — r ¢ s sdo paralelas
distintas r e s nio P P

ou

tém ponto comum ~ -
po u r ¢ s ndo coplanares — r e s sdo reversas

Se as retas r e s sao coincidentes (ou iguais), elas sdo paralelas.

13. Prove a existéncia de retas reversas.

Solu¢io
a) Construgdo:

Consideremos uma reta » e um ponto P fora de r. A reta re o ponto P deter-
minam um plano a = (r, P).
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Tomemos fora de @ um ponto X.
Os pontos distintos Ii_gX determi-

nam uma reta s =, PX.

b) Prova de que r e s sdo reversas:

Se existe um plano 3 = (r, s), temos:

(rCcB e PER = =0P) = B=ua
(8 = a,s C B,X € s)= X € «(oqueéabsurdo, pois tomamos X & «).

Logo, nao existe um plano contendo r e s.

Assim, obtivemos ‘duas retas r e s, reversas.

Prove que um quadrilatero reverso ndo é paralelogramo.
As diagonais de um quadrildtero reverso sao reversas.
Duas retas distintas r e s, reversas a uma terceira reta f, sao reversas entre si?

Duas retas reversas e uma concorrente com as duas determinam dois planos distintos.

Solu¢io

Sejam r ¢ s duas retas reversas e /
uma reta concorrente com r € con-
corrente com .

As retas concorrentes r e s determi-

nam um plano «a.
As retas concorrentes s e f determi- _
nam um plano 3.

Os planos « e 3 sao distintos pois,

sea = (3, asretas r(de o) e s (de B)

estariam neste plano o = 8, 0 que

¢ absurdo, pois contraria a hipdte-
© se de serem reversas.

10
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18. Classilique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Duas retas ou sdo coincidentes ou sdo distintas.

b) Duas retas ou sdo coplanares ou sao reversas.

¢) Duas retas distintas determinam um plano.

d) Duas retas concorrentes tém um ponto comum.

e) Duas retas concorrentes tém um tnico ponto comum.
f) Duas retas que tém um ponto comum $30 concorrentes.
g) Duas retas concorrentes sao coplanares.

h) Duas retas coplanares sdo concorrentes.

i) Duas retas distintas nao paralelas sao reversas.

j) Duas retas que nao tém ponto comum sdo paralelas.

k) Duas retas que nao tém ponto comum sdo reversas.

) Duas retas coplanares ou sdo paralelas ou sdao concorrentes.
m) Duas retas ndo coplanares sdo reversas.

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a)rNs =@ => ressao reversas.

b) ressdaoreversas = rNs = Q.

c)rNs =@ = ressao paralelas.
d)rf/s,r#s = 1Ns=O.

e) A condicdo r N s = @ € necessdria para que r € § Sejam reversas.
f) A condi¢do r N s = @ é suficiente para que r e § sejam reversas.

g) A condigdo r N s = & ¢é necessaria para que duas retas distintas r e s sejam
paralelas.

h) A condi¢do r N s = & é suficiente para que duas retas r e s sejam paralelas.

16. Postulado da intersec@o

Se dois planos distintos tém um ponto comum, entdo eles tém pelo me-
nos um outro ponto comum.

(«#ZB,PEa e PER = AQIQ#P, Q€ ae QEP

17. Teorema da intersec@o

Hipdtese Tese
(x#B8,PEa,PER = (@AlilaNB=1¢ PEI

11
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Demonstragdo
12 parte: Existéncia
(a#B,PEa,PEP = @Q#P, Q€ a e QENP

a#B, PEa PER
Q#P,Q€E o, QER

A reta i determinada pelos pontos
Pe Q ¢é comum aos planos o ¢ .

22 parte: Unicidade <
Da 12 parte concluimos que todos o
os pontos de / estdo em « e em (. Para

provarmos que i é a intersecdo de @ €
8, basta provarmos que todos os pon-

tos que estdo em « € em 3 estdo em |. <

} — @ili=PQ,ica e icCp

E o que segue:

Se existe um ponto X tal que
XE aq, XEB e XE& i, temos:
XEi = 3lyly=(3X)

(Co,XEav=(30X) = ¥
(CBXEBy=0X) = v

Il
Q
———
l
Q
Il
@

Il
@

Os planos « e 8 coincidem com o plano v = (i, X), o que é absurdo, pois
contraria a hipotese de que o # S.

Logo, i é a interse¢ao de o ¢ (.
Planos secantes — definicdo

Dois planos distintos que se interceptam (ou se cortam) sao chamados pla-
nos secantes (ou concorrentes). A reta comum ¢ a interse¢do desses planos ou
o traco de um deles no outro.

Observacdes

12) Para se obter a intersecdo de dois planos distintos, basta obter dois
pontos distintos comuns a esses planos.

22) Para se provar que trés ou mais pontos do espago sdo colineares, basta
provar que eles pertencem a dois planos distintos.

12
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20. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

23.

a) Se dois planos distintos tém um ponto comum, entdo eles tém uma reta comum
que passa pelo ponto.

b) Dois planos distintos que tém uma reta comum, s30 secantes.

¢) Se dois planos tém uma reta comum, eles sdo secantes.

d) Se dois planos tém uma unica reta comum, eles s3o secantes.

e) Dois planos secantes tém intersecdo vazia.

f) Dois planos secantes tém infinitos pontos comuns.

g) Dois planos secantes tém infinitos pontos comuns.

h) Se dois planos tém um ponto comum, eles tém uma reta comum.

-—> >

Num plano « ha duas retas AB ¢ CD concorrentes num ponto O. Fora de « ha
um ponto P. Qual ¢ a intersecdo dos planos 8 = (P, A, Bye v = (P, C, D)?

Solucao

Os planos B e v s3o distintos ¢ P

pertence a ambos. )
ABNCD = (0] = .

OEAB = 0O€ER
0€eCD = O€ ¥ Logo, 8 N v = OP.

Num plano « ha dois segmentos de reta AB e CD, contidos em retas ndo paralelas
e, fora de o, hd um ponto P. Qual é a intersecdo dos planos 8 = (P, A, B) ¢
vy = (P, C, D)?

Um ponto P ¢ o trago de uma reta » num plano «. Se 8 é um plano qualquer que
passa por r, 0 que ocorre com a interse¢do o N 8 = i?

Solucio

PeErnrcp = Peg

(a#xB,PE,PER = PEI

Logo, a interse¢@o de 3 com « passa por P.

13
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14

Duas retas r e s sdo reversas. Em r ha um ponto R e em s hd um ponto S. Qual
¢ a interse¢do dos planos o = (r, S) e 8 = (s, R)?

Qual ¢ a interse¢ao de duas circunferéncias de raios congruentes, centros comuns
e situadas em planos distintos?

As retas que contém os lados de um tridngulo ABC furam um plano « nos pontos
©, P e R. Prove que O, P e R sio colineares.

- -
Os tridngulos ndo coplanares ABC e A’B’C’ sdo tais que as retas AB e A’B’ sdo

- #} - -~ <—>, -
concorrentes em O; AC e A’C’ sdo concorrentes em P; BC e B'C’ sdo concorren-
tes em R. Prove que O, P e R sdo colineares.

Solugio

Sendo @ = (A, B, C)e o’ = (A', B, C'), temos:
- ——— - T
ABN A'B' =[0] = O ABe O € A'B’
(O€E ABLABCa) = O € «
- 3

(OEA'B',A'B' Ca’') = 0O€E

O ponto O pertence a o e «’ distin-

tos. Analogamente, P € o ¢

PE o, REaeRE .

Os pontos O, P e R, sendo comuns

a o e o distintos, sdo colineares,

pois pertencem & interse¢do desses
planos, que é uma unica reta.

Teorema dos trés planos secantes

Se trés planos o, 8 e v sdo distintos e dois a dois secantes, segundo trés retas a,
bye(BN~y=aaNy=>b,aN B = c), estude essas trés retas.

Solu¢ao .
12 caso: \

Por uma reta passam infinitos

planos. 3

Entdo, por @ = b = ¢ passam

o, Ben. \J
As retas a, b e ¢ podem ser coinci-

dentes.



INTRODUCAO

2°? caso:

Supondo que as retas @, b e ¢ sdo duas a duas distintas (@ # b, a # c,
b # ¢), para estudarmos as trés, comegaremos por duas delas: a e b. Essas
duas retas (a e b) sdo distintas e coplanares (¢ C - ¢ b C ) pela hipodtese.
Entdo, ou a e b sdo concorrentes, ou g € b sdo paralelas.

19) a e b sdo concorrentes:

Supondo, entdo, que existe P tal que ¢ N b = {P} e usando as igualdades
a=bN~y b=oN+yeanfB =c para substituicdes, temos:

aNb=FP = BNynN@ny
= (@NPHNy=(P = cNy

P} =anNpnNy=[P =
P} = PE€Ec

Logo,sea N b = (P}, entdo a N b N ¢ = {P}.

17 conclusdo: Se trés planos
sdo distintos e dois a dois se-
cantes, segunc  rés retas dis-
tintas, e duas de - etas s3o
concorrentes, e: ‘'ac = das as
trés incidem 1 - . mesmo /

ponto. y

2%) a e b sdo paralelas (distintas):

Estudemos as retas @ e ¢. As re-
tas a e ¢ distintas sio coplanares
(a, ¢ C B) por hipotese.

Sed QlaNn c={Q], temos, pe-
lo item anterior:

aNc=[Q = anNbnNc=[Q]

o que é absurdo, por contrariar a hipétese em estudo (a ¢ b ndo tém ponto
comum).

15
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16

Logo, a € ¢ sdo paralelas.

Considerando b e ¢, de modo anélogo, concluimos que b e ¢ sd@o paralelas.

27 conclusdo: Se trés planos sdo distintos e dois a dois secar :s, se-
gundo trés retas distintas, e duas dessas retas sdo paralelas, todas as
trés sao paralelas (duas a duas).

Reunindo as conclusdes, temos o teorema dos trés planos secantes:

Se trés planos distintos sdo dois a dois secantes, segundo trés retas,
Ou essas retas passam por um mesmo ponto ou sdo par. .. ; duas a
duas.

Se dois planos que se cortam passam respectivamente por duas retas paralelas dis-
tintas (cada um por uma), a intersecdo desses planos é paralela as retas.

Duas retas distintas @ e b estdo num plano « e fora de & hd um ponto P. Estude
a interse¢do dos planos 8 = (a, P) e vy = (b, P) com relag¢do as retas g ¢ b.

Complete:

a)@a=Ny,b=aNy,c=aNBeaNc={P]) =
b)@a=8N~y,b=aNy,c=aNB e ajfc =
g@a=8N04yb anp) =

Il
It
Il

a Ny, ¢



CAPITULO I

20. Postulado das paralelas — postulado de Euclides

Por um ponto existe uma #nica reta paralela a uma reta dada.

21. Transitividade do paralelismo de retas

Se duas retas sdo par: elas a um1i .erceira, entdo elas sdo para .. s |
entre si.

Hipdtese Tese
(@fc,bfc) = (a/b)
Demonstracdo
Consideremos o caso mais geral: @ # b, a # ¢, b # cea, b, ¢ no co-

planares:

1. Pelo postulado das paralelas concluimos que ¢ ¢ b nao tém ponto
comumi.

2. As retas a e ¢ determinam um plano 8; b e ¢ determinam um plano
aec=alf.

17



PARALELISMO

Tomemos um ponto P em b e teremos v = (a, P).

- N

Os planos distintos « € y tém o ponto P comum, entdo tém uma reta co-
mum que nomearemos de x (ndo podemos dizer que € b para ndo admitirmos
a tese).

@=Ny,x=aNy,c=aNB eafc) = (afx e cfx)

O ponto P pertence, entdo, as retas b e x e ambas sdo paralelas a reta c.
Logo, pelo postulado das paralelas, x = b.

Comoa/x e x = b, vem que a/ b.

Os pontos médios dos lados de um quadrilatero reverso sdo vértices de um parale-
logramo.

Num quadrilatero reverso ABCD, os pontos M, N, P, Q, R e S sao respectivamen-
te pontos médios de AB, AD, CD, BC, BD e AC. Prove que MNPQ, MSPR ¢
NSQOR sdo paralelogramos.

Considere um quadrildtero reverso e trés segmentos: o primeiro com extremidades
nos pontos médios de dois lados opostos, o segundo com extremidades nos pontos
médios dos outros dois lados opostos, o terceiro com extremidades nos pontos mé-
dios das diagonais. Prove que esses trés segmentos se interceptam num ponto.

18
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Definicao
Uma reta é paralela a um plano

(ou o plano ¢é paralelo a reta) se, e so-
mente se, eles ndo tém ponto comum.

affawaNa=0

Teorema da existéncia de retas e planos paralelos

a) Condic¢ao suficiente

Seume ~ >~~~ , s e e SR ~
plano, en* ~ela é parr 2la acp~

Hipdtese Tese
(a¢g a,a/b,bCa) = aje

Demonstragao

(af/b,anNb=@) = I8 =_(a,b)

bCoa,bCBazpf) = b=aNnpg —

o —
/>
N/

Se a e o tém um ponto P comum, vem:
(PEaacCcpP = PeS]

comP € BeP € «,decorre P € b. Entdio P € ae P € b, o que é absurdo
visto que a N b = .

Logo ¢ € o ndo tém ponto comum, isto é, @/ a.

19
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Observagoes

12) Outro enunciado do teorema acima:

Se duas retas sio paralelas e distintas, todo plano que contém uma e nao
contém a outra, é paralelo a essa outra.

2?) O teorema acima dda a seguinte condigd@o suficiente:

Uma condig¢ao suficiente para que uma reta, ndo contida num plano, seja
paralela a esse plano é ser paralela a uma reta do plano.

b) Condi¢ao necessaria

Se uma reta é paralela a' -t .10, ~~ ¥ ela é paralela a uma reta
de: -o.

Hipdtese Tese
aja = (AbCala/b)

L 7T

aNa=0 b=pNg«

Demonstracdo

Conduzimos por @ um plano 8 que intercepta o em b.

As retas a e b sdo coplanares, pois estdo em 3, € ndo tém ponto comum,
pois:

@aNaoa=3J,bCa) = anNb=yY
Logo, a// b.

20
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Observacoes

12) Outros enunciados do teorema anterior:

Se dois planos s3o secantes e uma reta de um deles é paralela ao outro,
entdo essa reta é paralela a intersegio.

BNa=b,acCB,afa) = aj/b

Se uma reta dada ¢ paralela a um plano dado, entdo qualquer plano que
passa pela reta € intercepta o plano dado, o faz segundo uma reta paralela a
reta dada.

@fa,8Da,B8Na=b) = bja

22) Condi¢do necessaria e suficiente:

Uma condig¢ido necessdria e suficiente para que uma reta (@), nao con-
tida num plano («), seja paralela a esse plano, é ser paralela a uma reta
(b), contida no plano.

Uma reta e um plano podem apresentar em comum:

1?) dois pontos distintos:

a reta esta contida no plano.
aCao,aNa=a a o

2%) um unico ponto:

a reta e o plano sdo concorrentes

ou
a reta e o plano sido secantes.
anNa=(P

3?) nenhum ponto comum:

a reta e o plano sdo paralelos.
aNa=0Q

21
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22

Construa uma reta paralela a um plano dado.

Construa um plano paralelo a uma reta dada.

Se uma reta ¢ paralela a um plano e por um ponto do plano conduzimos uma reta
paralela a reta dada, entdo a reta conduzida esta contida no plano.

Solu¢io

Hipotese Tese
@afa,PEa,PEDb,bJa) = bCa

Demonstra¢do

O plano (@, P) = 3 intercepta o
plano o numa reta x que passa por
P e é paralela a reta a, pois ¢ // «.

(BNa=x,aCB aja) = ajx

Pelo postulado das paralelas, as retas x ¢ b coincidem, pois passam por P
e sao paralelas a reta a.

Logo: x = b.
Entago: (x = b,x =8Na) = b=Na = bCa

Se uma reta é paralela a dois planos secantes, entdo ela é paralela & intersegéo.

Se duas retas paralelas sao dadas e uma delas ¢ paralela a um plano, entdo a outra
é paralela ou estd contida no plano.

Dadas duas retas reversas r e s, construa por s um plano paralelo a r.

Duas retas r e s sao reversas. Prove que as retas paralelas a r, conduzidas por pon-
tos de s, sdo coplanares.

Construa por um ponto uma reta paralela a dois planos secantes.



PARALELISMO

Problemas que se referem a duas retas reversas (r e §) e a um ponto (P)
devem ser analisados em trés possiveis hipdteses:

1?2 caso: O ponto pertence a uma das retas.
p p

2? caso: O ponto e uma das retas determinam um plano paralelo a outra
reta.

Por exemplo: o = (r, P) ¢ «a/s.

32 caso: O ponto e qualquer uma
das retas determinam um plano nio pa-
ralelo a outra.

a = (r, P) € a nio paralelo a s e
B = (s, P) e B ndo paralelo a r.

23
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43. Construa por um ponto Puma reta que se apdia em duas retas reversas r ¢ s dadas.

Solucao

1? caso: O ponto pertence a uma

das retas. Por exemplo: P € r.
O problema tem infinitas solugdes.
Sao as retas determinadas por P e
pelos pontos de s, tomados um a
um. /
| \

2? caso: O ponto e uma das retas
determinam um plano paralelo &
outra.

Por exemplo: o = (r, P) e a//s.

O problema ndo ten solucao, por-
que qualqguer reta x, que passa por
Pese apdia em r, estd em « e sor
1ss0 ndo pode se apoiar em §, visto
que s N a = .

3% caso: « = (r, P), @ ndo parale-
loaseB = (s, P), 5§ ndo paralelo
ar.

O problema admite uma unica so-
lucao, que ¢ a reta x intersecdo de

a e B.

X é concorrente com r, pois x € r s30
coplanares (estao em «) € ndo sao
paralelas (pois » ndo é paralela a 8).

X é concorrente com S, pois x € r sdo
coplanares (estdo em 3) e ndo sao
paralelas (pois s ndo é paralela a «).

A reta x é unica, pois se existisse outra reta x', distinta de x, nas condigoes

pedidas, teriamos o plano (¥, x’) com r C (x, X') e 5§ C (x, X'), 0 que é
absurdo.

24
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Construa por um ponto P um plano paralelo a duas retas reversas r e s dadas.

Dadas duas retas reversas, existem pontos P pelos quais ndo passa nenhuma reta
que se apdie em ambas?

Dadas duas retas reversas, prove que o plano paralelo a uma delas, conduzida pela
outra, ¢ unico.

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Uma reta e um plano que tém um ponto comum $3o concorrentes.
b) Uma reta e um plano secantes tém um Unico ponto comum.
¢) Uma reta e um plano paralelos ndo tém ponto comum.
d) Um plano e uma reta secantes tém um ponto comum.
e) Se uma reta estd contida num plano, eles tém um ponto comum.
f) Se uma reta é paralela a um plano, ela é paralela a qualquer reta do plano.
g) Se um plano é paralelo a uma reta, qualquer reta do plano € reversa a reta dada.
h) Se uma reta é paralela a um plano, existe no plano uma reta concorrente com
a reta dada.
i) Se uma reta e um plano sdo concorrentes, entio a reta ¢ concorrente com qual-
quer reta do plano.
j) Se uma reta é paralela a um plano, ela é paralela a infinitas retas do plano.
k) Se duas retas distintas sdo paralelas a um plano, ent3o elas sdo paralelas entre si.
1) Uma condigao necessaria e suficiente para uma reta ser paralela a um plano
é ser paralela a uma reta do plano e ndo estar nele.
m) Por um ponto fora de um plano passam infinitas retas paralelas aoc plano.
n) Por um ponto fora de uma reta passa um unico plano paralelo a reta.

48. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Dadas duas retas reversas, qualquer reta que encontra uma, encontra a outra.
b) Dadas duas retas reversas, sempre existe reta que se apdie em ambas.
¢) Dadas duas retas reversas, qualquer plano que passa por uma, encontra a outra.
d) Por qualquer ponto é possivel conduzir uma reta que se apdia em duas retas
reversas dadas.
Definicdo
Dois planos sio paralelos se, € so-
mente se, eles ndo t€ém ponto comum ou ya
sdo iguais (coincidentes). / )
' s
afB & (@aNB=3 ou a=20) ‘

25
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Teorema da existéncia de planos paralelos

a) Condi¢ao suficiente

Se um plano contém duas retas concorrentes, ambas paralelas a um
outro plano, entdo esses planos sdo paralelos.

Hipdotese Tese
(@acpgbCcBBanNnb=©Oajfe,bja) = afB

Demonstra¢do

Os planos « e 3 sdo distintos. Provemos que eles sdo paralelos, pelo mé-
todo indireto de demonstragdo.

Se existisse uma reta i tal que i = a N G, teriamos:

(@fa,aC B, i=aNB) = aji
bfa,bC B, i=aNP) = byi

O fato de a e b serem concorrentes € ambas paralelas a i/ ¢ um absurdo,
pois contraria o postulado das paralelas (postulado de Euclides). Logo, « e 8
ndo tém ponto comum e, portanto, « /3.

b) Condicao necessaria e suficiente

E imediata a condi¢do necessaria: Se dois planos distintos sdo paralelos,
entdo um deles contém duas retas concorrentes, ambas paralelas ao outro. Dai
temos a condi¢do que segue:

Uma condi¢do necessaria e suficiente para que dois planos distintos
sejam paralelos ¢ que um deles contenha duas retas concorrentes, ambas
paralelas ao outro.

26




PARALELISMO

Dois planos podem ocupar as seguintes posi¢des relativas:

19) coincidentes 2°) paralelos 3°) secantes
(ou iguais)

aNB=a=24 aNB=yJ aNB =i

Se dois planos distintos sdo paralelos, toda reta de um deles é paralela ao outro.
Por um ponto P, fora de um plano «, construa um plano paralelo a «.

Se dois planos sdo paralelos € uma reta é concorrente com um deles, entdo essa
reta é concorrente com O outro.

Se dois planos sdo paralelos, todo plano que encontra um deles, encontra o outro.

Se dois planos paralelos interceptam um terceiro, entdo as interse¢des sao paralelas.

Solucao Hipdotese Tese
(@fByaNy=2apBN~y=0Db) = (ajb)
Demonstra¢ido

1. Se o = 3, temos:
a=f3 = a=b = a/b

2. Sea N B = J, temos:
aNB=C,aCa,bCB)=aNnNb=0 \ '/
@aNb=0,aCybCy) =a/b L" —
4
Como «q e b estdo em v, vem que a / b. \,

27
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Dois planos paralelos distintos determinam em retas paralelas distintas segmentos
congruentes.

Se dois planos sdo paralelos, toda reta paralela a um deles é paralela ou esta conti-
da no outro.

“eorema da unicidade

t P, 1 oo tnfora de um plano passa um unico p.. . naralelo ao plano dado.

Sol _;d0

Sejam P e « os dados, P € a.

A~

!

Se existissem dois planos distintos 3 e 3’ passando por P e ambos paralelos
a «, teriamos:

1) 8 e 8’ interceptam-se numa reta i/ que é paralela a «.

2) Tomamos em « uma reta @, ndo paralela a i. A reta a e o ponto P deter-
minam um plano a.

3) O plano « intercepta 8 em uma reta b (distinta de /) paralela a reta a.
O plano v intercepta 3° em uma reta b’ (distinta de /) paralela a reta a.

4) Asretas b e b’ sdo concorrentes em P e ambas paralelas a reta a, o que
é um absurdo, pois contraria o postulado das paralelas (postulado de Eu-
clides).

Logo, o plano paralelo a «, passando por P, é tnico.
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Prove a fransitividade do paralelismo de planos, isto €, se dois planos sdo parale-
los a um terceiro, entdo eles sao paralelos entre si.

Se dois planos sdo, respectivamente, paralelos a dois planos que se interceptam,
entdo eles se interceptam e sua interse¢do € paralela a interse¢do dos dois primeiros.

Dadas duas retas reversas, existem dois planos paralelos, e somente dois, cada um
contendo uma das retas.

Conduza uma reta, que encontra uma reta dada a, seja paralela a um plano « e
passe por um ponto P dado fora do plano e da reta dada. Discuta.

Problemas que se referem a trés retas (r, s, f), duas a duas reversas, de-
vem ser analisados em duas hipdteses possiveis:

1? caso: Nio existe plano parale-
lo as trés retas.

O plano conduzido por uma das
retas, paralelo a outra delas, nio é pa-
ralelo a terceira reta.

2° caso: Existe plano paralelo as
trés retas.

O plano conduzido por uma das
retas, paralelo a outra delas, é paralelo
a terceira reta.

NN
\

61. Dadas trés retas r, s e £, reversas duas a duas, construa uma reta x, paralela a ¢,
concorrente com r € concorrente com s.

29
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65.

30

Dados dois planos secantes o e 8 e duas retas reversas r € s, construa uma reta
x paralela a « e a 8 e concorrente com r ¢ s.

Construa uma reta que se apoie em trés retas r, s e ¢, reversas duas a duas.

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a)
b)
<)

d)
e)

f)
g
h)
i)
i)
k)
D
m)
n)

0)

Se dois planos sdo secantes, entdo qualquer reta de um deles é concorrente com
0 outro.

Se dois planos s3o secantes, entdo uma reta de um deles pode ser concorrente
com uma reta do outro.

Se dois planos sdo secantes, entdo uma reta de um deles pode ser reversa com
uma reta do outro.

Dois planos distintos paralelos tém um ponto comum.

Se dois planos distintos sao paralelos, entdo uma reta de um deles ¢ paralela
ao outro.

Se dois planos distintos sdo paralelos, entio uma reta de um e outra reta de
outro podem ser concorrentes.

Se dois planos distintos sdo paralelos, entao toda reta de um deles ¢ paralela
a qualquer reta do outro.

Se dois planos distintos sdo paralelos, uma reta de um e uma reta do outro
sao reversas ou paralelas.

Se uma reta é paralela a dois planos, entdo esses planos sdo paralelos.

Se dois planos sao paralelos a uma reta, entdo sao paralelos entre si.

Se um plano contém duas retas paralelas a um outro plano, entao esses planos
sdo paralelos.

Se um plano contém duas retas distintas paralelas a um outro plano, entao es-
ses planos sdo paralelos.

Uma condigao suficiente para que dois planos sejam paralelos é que duas retas
distintas de um sejam paralelas ao outro.

Se duas retas de um plano sdo, respectivamente, paralelas a duas retas concor-
rentes do outro plano, entdo esses planos sdo paralelos.

Se dois planos distintos sdo paralelos, entdo toda reta que tem um ponto co-
mum com um deles, tem um ponto comum com O outro.

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a)
b)

<)

d)

Se trés retas sdo, duas a duas, reversas € ndo paralelas a um mesmo plano, en-
tdo por qualquer ponto de uma passa uma reta que se apéia nas outras duas.
Se trés retas sao, duas a duas, reversas e paralelas a um mesmo plano, entdo
por qualquer ponto de uma passa uma reta que se apoia nas outras duas.
Dadas trés retas, duas a duas reversas, uma condi¢ao necessaria e suficiente pa-
ra que por qualquer ponto de uma sempre passe uma reta que se apdia nas ou-
tras duas € as trés serem paralelas a um mesmo plano.

Dadas trés retas, duas a duas reversas, sempre existe uma reta paralela a uma
delas e que se apdia nas outras duas.
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Postulado da separacdo dos pontos de um plano

Uma reta r de um plano « separa esse plano em dois subconjuntos &' e
o'’ tais que:

Ao Na' =g
b) o’ e &'’ sd0 convexas
) AEa',BE') = ABNrI # &

Os subconjuntos o’ ¢ a’’ sdo cha- >
. . o
mados semiplanos abertos e os conjun-
' o= /B
tosr U o' er U ¢’ sdo chamados se-
miplanos. A reta r é a origem de cada Ao
o

um desses semiplanos.

Angulo de duas retas quaisquer — definicdo

Um angulo é chamado 4ngulo de /
duas retas orientadas quaisquer se, € SO-

mente se, ele tem vértice arbitrario e seus
lados tém sentidos respectivamente con-
cordantes com os sentidos das retas.

_ Na figura ao lado o angulo plano
aOb ¢ o dngulo das retas reversas (orien-
tadas) r e s.

34. Observagbes

1?) A definicdo acima visa, principalmente, estabelecer o conceito de an-
gulo de duas retas reversas.

22) Se duas semi-retas tém sentidos concordantes (ou discordantes), elas
estdo em retas paralelas.

32) A arbitrariedade do vértice é garantida pelo teorema que segue:
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Teoremas sobre Gngulos de lados respectivamente paralelos

a) Se dois dngulos tém os lados com - _.
‘ cordantes, entdo eles sdo congruentes.

Hipdtese
O v A t' . ALe
a e Ola, t?m sen fdos concordantes — (@0b = 2'0'b’)
Ob e O'b’ tém sentidos concordantes

Demonstragdo
Vamos considerar o caso mais geral: Oa e Ob nao sido coincidentes nem
opostas € os angulos a¢Ob ¢ a’O’'b’ ndo sdo coplanares.

(=) [="/

Notemos que os planos « e o’ dos angulos aOb e a’O’'b’ sdo paralelos.
a, BE b, A" € @’ ¢ B € b’ tais que:

Tomemos os pontos A €

OA=0A e OB=OB. (1)

. ’ ’ . . —> —
O quadrildtero OAA’O’ é paralelogramo, pois as semi-retas OA e O’ A’
tém sentidos concordantes e os segmentos OA e O’ A’ sdo congruentes. Logo,

OO0 | AA" e OO0 = AA’. (2)
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L Anal_ogamente, temos que OBB'O’ ¢é paralelogramo ¢ dai 00’ / BB’ ¢
OO0’ = BB'. (3)

(2)e(3)) = (AA'/BB ¢ AA’ = BB’) = AA’'B'Bé paralelogramo =
= AB=A'B" (4
(He(®) = AAOB= AA'O'B = AOB= A'0'B’ = aOb = a’0'b’

b) Se dois angulos tém os lados
com sentidos respectivamente discor- / "
o

.

dantes, entdo eles sdo congruentes.

,, . - \bl
E uma aplicagdo do teorema an-

terior e angulos opostos pelo vértice.

¢) Se dois angulos sdo tais que um 3
lado de um deles tem sentido concordan- B ——
te com um lado do outro e os outros / o’ /
dois lados tém sentidos discordantes, en- a /

tdo eles sdo suplementares.

0’ b’
8’

Hipdtese Tese
(Oa e O'a’ tém sentidos concordantes) - ( alb e a’O’b’ >

Ob e O'b’ tém sentidos discordantes sd0 suplementares
Demonstragdo

Tomando a semi-reta Ob’* oposta & semi-reta Ob, temos alb"”" = a'O'b'.
Como aOb e aOb'’ sdo suplementares, vem que aOb e @' O'b’ sdo suplementares.

Resumindo as conclusdes acima, temos:

Se " "~ ’ . ’ > ’ a1 The
.0 cong oo e ‘
a) ac : \ ) ! N ) r
nooce ) . o
i e T A S R .
330 C " s€eo0s v~ ‘ vy 7 A
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Retas ortogonais — definicdo

Duas retas sdo ortogonais se, € So-
mente se, sao reversas € formam angu-
lo reto.

Usaremos o simbolo L para orto- s s
gonalidade.

Se duas retas a e b formam angu-
lo reto, entdo elas sdo perpendiculares
ou ortogonais. Nesse caso usaremos a
seguinte indicacdo: @ L b.

r')r

alb < (aLb ouadlb)

Das defini¢des acima, conclui-se que: se duas retas formam angulo reto,
toda reta paralela a uma delas forma adngulo reto com a outra.

(@alb,bjfc) = alc (@alb,afc)y = blc

66. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Duas retas perpendiculares sdo sempre concorrentes.

b) Se duas retas formam angulo reto, entdo elas sdo perpendiculares.

¢) Se duas retas sao perpendiculares, entdo elas formam angulo reto.

d) Se duas retas sdo ortogonais, entdo elas formam angulo reto.

e) Duas retas que formam angulo reto podem ser reversas.

f) Duas retas perpendiculares a uma terceira sdo perpendiculares entre si.

g) Duas retas perpendiculares a uma terceira sdo paralelas entre si.

h) Se duas retas formam angulo reto, toda paralela a uma delas forma angulo reto
com a outra.
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CAPITULO III

Definicao

Uma reta e um plano sao perpen-
diculares se, € somente se, eles tém um

ponto comum ¢ a reta é perpendicular \ / a
a todas as retas do plano que passam por \ /
esse ponto comum. 7 \*_'

/ \

Se uma reta a € perpendicular a
um plano « (ou o plano « ¢ perpendi-
cular a reta @), o traco de @ em « € cha-
mado pé da perpendicular.

alaouwa L a

Uma reta e um plano sdo obliquos se, e somente se, sd0 concorrentes e

nio sao perpendiculares.

Conseqtiéncia da definicdo

Se uma reta é perpendicular a um plano, entio ela forma angulo
reto com qualquer reta do plano.
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=

De fato, sendo a perpendicular a o em O e x é uma reta qualquer de «,
temos dois casos a considerar:

1? caso: x passa por O.
Neste caso, pela defini¢do, ¢ L x. (1)

2?2 caso: x ndo passa por O.

Neste caso, tomamos por O uma reta x', paralela a x. Pela defini¢do,
a 1L x' e, entdo, a | x.

De(l)e (2) vem: (a L o, x C @) = a L x.

Teorema fundamental — condicdo suficiente

Seumaretaép menc' ™" ad . . .as. Sy 1
e "0 ela & perpendicular . , p

Hipotese Tese
(@aLtb,algbNe=OhbCacCa) = ala

Demonstracao

1?) Para provarmos que ¢ L «,
devemos provar que a é perpendicular ~ 7
a todgs as retas de o que passam por 0. /o \c
Para isso, basta provarmos que a é per- b
pendicular a uma reta x genérica de «, o
que passa por O.
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2?%) Tomemos em a dois pontos
A e A’, simétricos em relagdo a O:
OA = 0A’".

Tomemos ainda um ponto B € b
e um ponto C € ¢, tais que BC inter-
cepta x num ponto X (basta que Be C
estejam em semiplanos opostos em re-
lagao a x).

Notemos que, nessas condi¢des, b
é mediatriz de AA’, ¢ é mediatrizde A4’
e por isso: AB= A'Be AC = A'C.

Notemos, ainda, que para chegar-
mos a tese, basta provarmos que x é me-
diatriz de AA".

3°) (AB = A’B, AC = A'C, BC

comum) = AABC= AA'BC =

S 2N LED

= ABC = A'BC = ABX = A’'BX
— N, —

(AB = A’'B, ABX = A’'BX, BX co-

mum) = AABX = AA'BX =
> XA = XA’

4%) XA
triz de

XA’ = x ¢é media-

AA" = x L a = a 1l x

. = a l «
x genérica, x C o, O € X

Observagoes

PERPENDICULARIDADE

a

1?) Conseqiiéncias do teorema fundamental

a) Num plano (o) hd duas retas (b
e ¢) concorrentes (em P). Se uma reta
(a) € perpendicular a uma delas (b em
O) e ortogonal a outra (¢), entdo essa re-
ta (a) é perpendicular ao plano («).

%
o
b c
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Hipotese Tese
(@albemO,alcbNece=PhbCaocCa) = ala
Demonstragio

Conduzindo por O uma reta ¢’ /¢, temos @ L ¢’. Entdo:
(@alb,alLc,bNc¢ =0ObCac Ca) = adla.

b) Se uma reta é ortogonal a duas retas concorrentes de um plano, entao
ela é perpendicular ao plano.

Hipotese Tese
(@alb,atcbNe=[PhbCacCa = ala

Demonstra¢ao

19) De que a e « 530 concorrentes.

De fato, se ¢/« ou ¢ C «a, con-

duzindo por P uma reta ¢’ paralela a re- \F’/
ta a, teriamos um absurdo: num plano

(), por um ponto (P), duas retas dis- b/ \C
tintas (b e ¢) perpendiculares a uma re- -
ta (a’).

Logo, a ¢ o sdo concorrentes. Se-
ja O o ponto tal que ¢ N o« = {O].

2%) De que ¢ 1L «.

Conduzindo por O uma reta b’ /b e uma reta ¢’ J/c, temos a L b’ e
a L ¢'. Entdo:

(alb,alc;bbNc =0;bCac Ca = adloa.
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2%) Generalizacao do teorema fundamental

Em vista das conseqgiiéncias acima, vale o teorema:

Se uma reta forma dngulo reto com duas retas concorrentes de um
plano, entdo ela é perpendicular ao plano.

alb,alc alb,alc alb,alc

(@alb,alcbNc={0:;bCacCa = aloa.

37%) Condi¢do necessdria e suficiente

O teorema enunciado acima e a conseqiiéncia da defini¢do de reta e pla-
no perpendiculares nos ddo a seguinte condi¢do necessaria e suficiente:

1

Uma condi¢ao necessdaria e suficiente para que uma reta seja per- |
pendicular a um plano ¢ formar dngulo reto com duas retas concorrentes
do plano.

67. Um tridngulo ABC, retangulo em B, e u(m_)par(a_lflogramo BCDE estdo situados
em planos distintos. Prove que as retas AB e DE sdo ortogonais.
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68. a, b e ¢ sdo trés retas no espago taisque ¢ L b e c L a. Que se pode concluir a
propésito das posicoes relativas das retas b e ¢?

Solu¢ao
As retas b e ¢ podem ser:
concorrentes, caso em que a é perpendicular ao plano (b, ¢);

paralelas, caso em que a, b e ¢ sdo coplanares; ou
reversas, caso em que b e ¢, sendo perpendiculares a reta a, ndo sao coplanares.

[ ><<) T —" - ~

~
~—~—c

concorrentes paralelas reversas
Dois tridngulos ABC e BCD sio retingulos em B. Se o cateto AB é ortogonal a

hipotenusa CD, prove que o cateto BD é ortogonal a hipotenusa AC.

Os tridngulos ABC e DBC séciiiéscsle;s,.de base BC, e estdo situados em planos
distintos. Prove que as retas AD e BC sdo ortogunais.

Solu¢io

retas AM e DM sdo concorrentes,

pois os planos (A4, B, C) e (D, B, A

C) sdo distintos. B

AABC isosceles = BC L AM N
=

ADBC isésceles = BC L DM

A
Sendo M o ponto médio de BC, as /

- -~ B e o3
= BC L (A, M, D) = BC L AD
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Num quadrilatero reverso de lados congruentes entre si e congruentes as diago-
nais, prove que os lados opostos sao ortogonais, assim como as diagonais também
s40 ortogonais (em outros termos: prove que as arestas opostas de um tetraedro
regular sdo ortogonais).

Teorema das trés perpendiculares

e T3 o T
oI por U i
P da.. "T.a.~

Solugio
Hipdtese Tese

alaoanNa=|{0]

bCa, O&D -

cCa O€EC = SR Lb o Py
¢cLlb,cNb={R] c

S€E€a o b_- R/

Demonstracdo

Seja 8 o plano determinado por a e c.

@labCa) = alb
biLablcanNc=[0;acBcCfB = blg
(b 18 bNB=R,SRcB = biLSR = SR Lb.

2 - -
Caso s = O, entdo SR = ¢; como ¢ L b, vem que SR L b.

Uma reta a é perpendicular a um plano & num ponto O. Uma reta b de o ndo passa
por O e uma reta ¢ de o passa por O e é concorrente com b em R. Se S é um ponto
qualquer de @ e a reta SR ¢ perpendicular a reta b, entdo b é perpendicular a c.
(Reciproca do teorema das trés perpendiculares.)

Seja P o pé da reta r perpendicular a um plano 8 e s uma reta de 8 que ndo passa
por P. Tragando-se por P uma perpendicular a s, esta encontra s em um ponto
Q. Se A é um ponto qualquer de r, diga qual é o dngulo de AQ com 5. Justifique.
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78.

42

Uma reta e um plano perpendiculares a uma reta em pontos distintos sao paralelos.

Duas retas ndo paralelas entre si sdo paralelas a um plano. Toda reta que forma
angulo reto com ambas, é perpendicular ao plano.

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a)

b)
<)

d)
€)
f)

2)

Para que uma reta e um plano sejam perpendiculares é necessario que eles se-
jam secantes.

Uma reta perpendicular a um plano é perpendicular a todas as retas do plano.
Uma reta perpendicular a um plano forma angulo reto com qualquer reta do
plano.

Se uma reta ¢ perpendicular a duas retas distintas de um plano, entado ela ¢
perpendicular ao plano.

Se uma reta é perpendicular a duas retas paralelas e distintas de um plano, en-
tdo ela estd contida no plano.

Se uma reta é ortogonal a duas retas distintas de um plano, entéo ela é perpen-
dicular ao plano.

Uma reta ortogonal a duas retas paralelas e distintas de um plano pode ser pa-
ralela ao plano.

Dadas duas retas distintas de um plano, se uma outra reta é perpendicular a
primeira e ortogonal a segunda, entdo ela é perpendicular ao plano.

Se uma reta forma angulo reto com duas retas de um plano, distintas e que
tém um ponto comum, entdo ela é perpendicular ao plano.

Duas retas reversas sdo paralelas a um plano. Toda reta ortogonal a ambas
¢ perpendicular ao plano.

Duas retas ndo paralelas entre si sdo paralelas a um plano. Se uma reta forma
angulo reto com as duas, entao ela é perpendicular ao plano.

Uma reta e um plano sdo paralelos. Toda reta perpendicular a reta dada é per-
pendicular ao plano.

Uma reta e um plano sdo perpendiculares. Toda reta perpendicular a reta dada
¢ paralela ao plano ou estd contida nele.

Uma reta e um plano, perpendiculares a uma outra reta em pontos distintos,
sdo paralelos.

Existéncia e unicidade do plano perpendicular a reta por um ponto

Solu¢iao

12 caso: P & a 2% caso: P € a

12 parte: Existéncia
No 19 caso (P € a).
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a) Construcao:

1?) Tomamos o plano 8 = (a, P) e um plano v, contendo a reta a, distinto
de (.

2?) Em B, pelo ponto P tracamos a reta b perpendicular a reta a. Seja O
a intersecdo de b com a.

Em ~, construimos a reta ¢, passando por O, perpendicular a reta a.
3%) As retas b e ¢ determinam um plano « = (b, ¢) pedido.
b) Prova:
1?) O plano a = (b, ¢) passa por P, pois a reta b foi conduzida por P.
2% (@ Lt b,atcgbNe=0;bCa,cCa) = ala.

Logo, existe pelo menos um plano («) passando por P, perpendicular a reta a.

No 29 caso (P € a), a construgdo é andloga, sendo § e v planos distintos
quaisquer contendo a reta a.

2% parte: Unicidade
No 19 caso (P € a).

Se existissem dois planos distintos « € o’ perpendiculares a reta a, por P,
teriamos:
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44

~

1) o e « interceptam-se em uma reta /.
2) A reta a e o ponto P determinam um plano 8 que nao contém i.

3) O plano § intercepta o em uma reta b, perpendicular a reta ¢. O plano
B intercepta «" em uma reta b’, perpendicular a reta a.

4) Em (3, as retas b e b' sao concorrentes em P e ambas perpendiculares a
reta a, o que é absurdo, pois num plano, por um ponto, passa uma unica
reta perpendicular a uma reta dada.

Logo, o plano perpendicular & reta @ passando por P é tnico.

No 2?2 caso (P € a), o procedimento é anédlogo, sendo 3 um plano qualquer
que passa por a.
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79. Existéncia e unicidade da reta perpendicular ao plano por um ponto

Solucio
12 caso: P & o 2% caso: P € «

12 parte: Existéncia
No 19 caso (P ¢ ).

a) Construcdo:

7

P

1°) Tomamos em « duas retas b e ¢ concorrentes num ponto O.

2?) Consideremos por P os planos 8 perpendicular & reta b e v perpendicu-
lar a reta ¢ (como ensina o exercicio anterior).

3?%) Os planos 3 € vy sdo distintos (pois sdo respectivamente perpendiculares
a duas retas b e ¢ concorrentes) e tém o ponto P comum. Logo, eles se
interceptam segundo uma reta a, que ¢ a reta pedida.
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b) Prova:
A reta a passa por P, pois ¢ a interse¢do dos planos 3 e y conduzidos por P.
blLBacCcpB = bdla (cLy,aCy) = cLa

L
(@lib,altcbNe=0OhbCaocCa = aLla

Logo, existe pelo menos uma reta () passando por P, perpendicular ao pla-
no «.

No 2° caso (P € ), a construgdo ¢ analoga, bastando tomar em « as retas
b e ¢ concorrentes no ponto P.

22 parte: Unicidade
No 19 caso (P € ).

Se existissem duas retas distintas a e a’ perpendiculares a o, por P, teriamos:

1) Essas retas determinam um plano 8 = (a, a’).

2) O plano B intercepta o em uma reta i.

3) Em 8 temos duas retas distintas a e a’, passando por um ponto P ¢ per-
pendiculares a uma reta i, o que ¢ absurdo.

Logo, a reta perpendicular ao plano «, passando por P, é tnica.

No 29 caso (P € a), o procedimento ¢ idéntico ao executado para P € o.
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80. Relacionamento entre paralelismo e perpendicularismo

a) Se dois planos sdo perpendiculares a uma mesma reta, entdo eles sao paralelos
entre si.

b) Se dois planos sdo paralelos, entdo toda reta perpendicular a um deles é per-
pendicular ao outro.

Solugao

Hipdotese Tese
(«fB,a Ll a) = alfp

Demonstragcao

1°) Se /B, sendo & = B3, temos: (¢ = B, a L «) = a L 3.
2°) Se /B, sendo ¢ N B = &, vem:

1. A reta a que intercepta o num ponto 4, também intercepta 3 num ponto B.
2. Consideremos um plano vy passando pela reta a. O plano vy intercepta «
numa reta b e intercepta 8 numa reta y e ainda b/ y (pois a / 8).

Consideremos outro plano 6, distinto de v, passando pela reta a. O pla-
no & intercepta « numa reta ¢ e intercepta S numa reta z ¢ ainda ¢/ z
(pois « // 8).
3.(alaoaemA;bCa,AEDb;jcCao,AEC) = (albealLc).
4. Em v, temos: (a L b, b/y) = a Lly.

Em §, temos: (a L ¢c,c/z) = a 1l z.
S.(aly,alz;yNz=ByCB,zCfB = alg.

¢) Se duas retas sao paralelas, entdo todo plano perpendicular a uma delas é per-
pendicular a outra.

d) Se duas retas sido perpendiculares a um mesmo plano, entdo elas sao paralelas
entre si.

Duas retas, respectivamente perpendiculares a dois planos paralelos, sdo paralelas.

Dois planos, respectivamente perpendiculares a duas retas paralelas, sdo paralelos.
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Definicao

Um plano « é perpendicular a um plano 3 se, e somente se, a contém
uma reta perpendicular a 3.

A existéncia de um plano perpendicular a outro baseia-se na existéncia
de uma reta perpendicular a um plano.

Teorema
e cLas T e e e RN e a e e
I S R I G S § U Loaf R T
- or N
Hipotese Tese
(a L B,i=aNBrCaorli) = r1rL1Lp
Demonstragio

Sea 1 f,entdo o contém uma re-
ta a, perpendicular a 3. Essa reta a é,
entdo, perpendicular a /.

Ema, temos: (@ L i,r L i) =
= ajr.

Agora, se a/f/r e sendo a 1 8,
vem que r L 3.

Observagoes

12) Pela defini¢do, se uma reta é
perpendicular a um plano, qualquer ou-
tro plano que a contenha ¢ perpendicu-
lar ao primeiro.

(ala fDa = B 1L«
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22) Condigdo necessaria e suficiente:

Reunindo os resultados acima, podemos formular o seguinte enunciado:

_...ce 1dicdo necessd .aes - : ST S
se a— verpe culareséque -~ T ne -
s~7 *~, seja perpendi~ '~ ao outro.

39) Planos obliquos:

Dois planos secantes, ndo perpendiculares, sdo ditos planos obliquos.

Se um plano « contém uma reta a, perpendicular a um plano §, entdo 8 contém
uma reta perpendicular a «.

Se uma reta @ esta num plano «, perpendicular a uma reta b, entdo a reta b tam-
bém esta num plano perpendicular a reta a.

Se dois planos sao perpendiculares entre si e uma reta perpendicular a um deles
tem um ponto comum com o outro, entao essa reta estd contida nesse outro plano.

Solu¢io

Hipdtese Tese
(@ LB,aLB3PEGPEw = acCa
Demonstra¢@o
Consideremos em «, por P, a reta

x, perpendicular a interse¢do i de o
e 3. Notemos que x C a.

(e LBi=aNB xCaxLi)=x138
P€aalBPEXxxLP = a=x
(a=x,xCa) = aCua
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Se dois planos sdo perpendiculares entre si, toda reta perpendicular a um deles ¢
paralela ou esta contida no outro.

Se dois planos sdo paralelos, todo plano perpendicular a um deles é perpendicular
ao outro.

Se uma reta ¢ e um plano « sdo paralelos, todo plano 3, perpendicular a reta a,
também € perpendicular ao plano a.

Existéncia e unicidade

Porumaretarnido -~ - ¢ 1o~ ~0~, ~g' "~ - ¢
+ mendicular a a.

Soluciio

12 parte: Existéncia
a) Construgao:

r obliqua a « rf o rC a

R

A \ J A

19) Por um ponto P de r conduzimos a reta @ perpendicular ao plano a.

2°) As retas a e r sdo concorrentes (@ L o € r L «) e entdo determinam
um plano 8. O plano 8 = (a, 7) é o plano construido.

b) Prova:

O plano § contém a reta a €, como a é perpendicular ao plano «, resulta
que o plano 8 = (a, r) é perpendicular ao plano «.
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parte: Unicidade

Se existissem dois planos distintos 8 ¢ ', perpendiculares a «, por r, teriamos:

y)

2

Uma reta a, perpendicular a o por um ponto P de r, estd contida em 3
eem (.
Duas retas a e r concorrentes em P estdo determinando dois planos dis-

tintos 8 € 3’, o que é absurdo, pois contraria um teorema de determina-
¢do de plano.

Logo, o plano perpendicular ao plano «, passando por uma reta r ndo per-
pendicular a «, € unico. ‘

Se um plano é perpendicular a dois planos secantes, entdo ele é perpendicular a
intersecdo desses planos.

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a)
b)
c)
d)
€)
f)
g)
h)

i)

=
~

Se dois planos sdo secantes, entdo eles sdo perpendiculares.

Se dois planos sdo perpendiculares, entdo eles sdo secantes.

Se dois planos s@o perpendiculares, entdo toda reta de um deles é perpendicular
ao outro.

Se uma reta é perpendicular a um plano, por ela passa um tinico plano, perpen-
dicular ao plano dado.

Dois planos perpendiculares a um terceiro sdo perpendiculares entre si.

Se dois planos sdao perpendiculares a um terceiro, entdo eles sdo paralelos.
Se dois planos sao perpendiculares, entao toda reta perpendicular a um deles
¢é paralela ao outro ou esta contida neste outro.

Se dois planos sdao paralelos, todo plano perpendicular a um deles é perpendi-
cular ao outro.

Uma reta e um plano sdo paralelos. Se um plano é perpendicular ao plano da-
do, entdo ele é perpendicular a reta.

Por uma reta passa um plano perpendicular a um plano dado.

Se dois planos sao perpendiculares, entdo toda reta de um deles forma angulo
reto com qualquer reta do outro.
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CAPITULO IV

Projecdo de um ponto
Defini¢cdo

Chama-se proje¢do ortogonal de
um ponto sobre um plano ao pé da per-
pendicular ao plano conduzida pelo
ponto. O plano ¢ dito plano de proje-
¢ao e areta ¢é a reta projetante do ponto.

Projecdo de uma figura

Definicdo

Chama-se projecdo ortogonal de
uma figura sobre um plano ao conjun-
to das projecdes ortogonais dos pontos
dessa figura sobre o plano.
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Projecdo de uma reta

Com base na defini¢do anterior.
temos:

a) Se a reta é perpendicular ao
plano, sua projecdo ortogonal sobre o
plano € o trago da reta no plano.

b) Se a reta ndo é perpendicular
ao plano, temos a particular defini¢ao
seguinte:

Chama-se projecdo ortogonal de
uma reta r, nao perpendicular a um pla-
no «, sobre esse plano, ao traco em o,
do plano 8, perpendicular a «, condu-
zido por r.

a € o plano de projecdo e 8 € o pla-
no projetante de r.

APLICACOES

P = proj,r

Projecdo de um segmento de reta

Defini¢cdo

Chama-se projecao ortogonal so-
bre um plano o de um segmento AB, con-
tido numa reta ndo perpendicular a «,
ao segmento A'B’ onde A’ = proj, A
e B’ = proj, B’.

r' = proj, r
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Se um segmento de reta ¢ paralelo a um plano, entdo a sua proje¢do ortogonal
sobre o plano é congruente a ele.

A projegao ortogonal de um segmento obliquo a um plano, sobre esse plano, é

menor que o segmento.

Solu¢ao

Hipdtese Tese
(AB obliqua a &, A'B’ = proj, AB) = (A'B’ < AB)

A/ 3 ‘B

(=7 (&7

Demonstragdao

D
Por A conduzimos uma reta paralela a reta A’B’ que intercepta a reta pro-
jetante de B em B,

AA'B'B’’ € retangulo = A’B’' = AB” AF < AB
—_— —_— =

ANAB”'B é retingulo em B° = AB'" < AB,

Se uma das extremidades, por exemplo A, pertence ao plano de projecao,
temos:

AAB'B é retangulo em B© = AB’ < AB = A'B’ < AB.
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94. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) A proje¢do ortogonal de um ponto sobre um plano é um ponto.

b) A proje¢do ortogonal de uma reta sobre um plano é uma reta.

¢) A projecdo ortogonal de um segmento sobre um plano é sempre um segmento.

d) A projecdo ortogonal de um segmento obliquo a um plano, sobre o plano, é
menor que o segmento.

e) A projecdo ortogonal, sobre um plano, de um segmento contido numa reta,
ndo perpendicular ao plano, ¢ menor que o segmento ou congruente a ele.

f) Se um segmento tem proje¢do ortogonal congruente a ele, entao ele é paralelo
ao plano de projegdo ou esta contido nele.

g) Se dois segmentos sdo congruentes, entio suas projeg¢des ortogonais sobre qual-
quer plano s3o congruentes.

h) Se dois segmentos ndo congruentes sao obliquos a um plano, entao a projegao
ortogonal, sobre o plano, do maior deles é maior.

1) A projecdo ortogonal de um tridngulo, sobre um plano, é sempre um tridngulo.

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Se as proje¢Oes ortogonais de duas retas, sobre um plano, sdo paralelas, entao
as retas sio paralelas.

b) Duas retas paralelas ndo perpendiculares ao plano de proje¢do tém projecoes
paralelas.

¢) Se os planos projetantes de duas retas nao perpendiculares ao plano de proje-
¢do sdo paralelos, entdo as projegoes dessas retas sao paralelas.

d) Se dois planos sdo perpendiculares, as projecdes dos pontos de um deles sobre
o outro é o traco dos planos.

e) A projecao ortogonal de um angulo sobre um plano pode ser uma semi-reta.

f) A proje¢do ortogonal de um angulo sobre um plano pode ser um segmento
de reta.

g) A proje¢do ortogonal de um angulo sobre um plano pode ser uma reta.

Quais as posigdes relativas das proje¢des ortogdnais, sobre um plano, de duas
retas concorrentes?

Quais sdo as posigdes relativas das projegdes ortogonais, sobre um plano, de duas
retas reversas?

98. Se duas retas formam angulo reto, uma delas € paralela ou estd contida no plano
de projegédo e a outra nédo ¢ perpendicular a esse plano, entdo as proje¢des orto-
gonais das retas, sobre o plano, sdo perpendiculares.

Solugao
Hipdtese Tese

rts;s/a ouscCa
r ndo é perpendicular a o; | => (r' L s)

'

r' = proj, 1, s’ = proj, s
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Demonstra¢cio i

(s/a ou s Ca, s =proj,s) = s /s
(s"/s,rLs) = rLs

Sendo i a interse¢do dos planos projetantes

de r e de s, temos: o
ilas Ca = ils
(s £ r,s" L1, reiconcorrentes) = s L (r,1i)

Sendo 5" L (r, i), entdo 8" L r' C (r, i) e r' é concorrente com s".

Se as projecoes de duas retas, sobre um plano, sdo perpendiculares, uma delas
¢ paralela ou esta contida no plano de proje¢do e a outra nao é perpendicular
aquele plano, entdo as duas retas formam angulo reto.

Se duas retas formam angulo reto, suas proje¢des ortogonais, sobre um plano,

sdao perpendiculares e uma delas é obliqua aquele plano, entdo a outra ¢ paralela
ou esta contida no plano.

Se por um ponto P nao pertencente a um plano « conduzimos 0s segmentos

P_P’, Iﬁ, P_B, PC, PD, ..., o primeiro perpendicular e os demais obliquos a «,
com as extremidades P’, A, B, C, D, ... em «, entdo:

1°)

O segmento perpendicular é menor que qualquer dos obliquos.
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Demonstracio

De fato, PP’ é cateto de tridngulos retangulos, que tém, respectivamente,
PA, PB, PC, PD, ... como hipotenusa.

Logo, PP’ < PA, PP’ < PB, PP’ < PC, PP’ < PD, ... .

29)

a) Segmentos obliquos com projecdes congr 2.tes sA0 congruentes.

|

P’A=PB = PA = PB
Demonstracao
— PR PR
(PP’ comum, PP’A = PP’'B, P’A = P'B) = APP'A = APP'B =
=> PA = PB.

b) Segmentos obliquos congruentes tém projecées congru » 2s.

PA=PB — P'A=PB
Demonstracdo
N —
m, PP’A = PP'B, PA = PB) = APP'A = APP'B =
P'A = P'B.

(PP’ comu
=
39)

a) De dois segmentos obliquos de proje¢des* . °tes, de
maior projerdo é maior.

PC>PA = PC>P

Demonstracdo
Considerando A° € P'C tal que P'A’ = ﬁ, temos:
P'A’=PA — PA'=PA

O angulo PA’C ¢ obtuso por ser dngulo externo do /PP’ A’ em que PP’ A’
¢ reto. Logo, no triangulo PA'C, temos: PA'C > PCA’ e, como ao maior
angulo estd oposto o maior lado, vem que PC > PA’, ou seja, PC > PA.
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—

De dois segmer .. <.’
Jjecao maior.

. 1o iocc .

PC > PA = P'C>PA

Demonstragcdo

Se P'C < P’ A, por casos anteriores, teriamos PC < PA, o que contraria
a hipotese. Logo, P'C > P'A.

4?)

« Dedoissegme osobl'g o.: 32 n SN
» | pro,. 30 um dngulo menc "

N N P P
PD > PC = PDP’' < PCP’
Demonstragdo

PD > PC = PD > P'C

Tomando um ponto €' € P'D tal que P'C' = P'C, temos:
N P
APP'C = APP'C’ e dai PCP’ = PC'P’.

No tridngulo PC'D vem PBC’ < P@P’, pois, em qualquer tridngulo,

um angulo externo é maior que qualquer um dos angulos internos nao adja-
centes a ele.

Dai, entao:

P N N P P N
PDC’ < PC'P* = PDP’ < PC'P" = PDP’' < PCP".

! b) ): N - o B ( L I I . ) - Lo B ; . . L( n |
co as . : A S
N N JR— JR—
PDP’' < PCP' = PD > PC
Demonstragdo

Se PD < PC, por congruéncia de tridngulos ou pelo item anterior, terfa-
mos: PDP’ > PCP’, o que contraria a hipétese. Logo, PD > PC.

Nota: E importante ressaltar que nas propriedades acima todos os seg-
mentos tém uma extremidade em P e a outra em «.
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Distancia entre dois pontos

Definicdo

Chama-se distdncia entre dois pontos distintos 4 e B ao segmento de reta
AB ou a qualquer segmento congruente a AB. Se A = B, a distincia entre

A e B ¢ nula.
Indicagdo: d, z = distdncia entre A e B.

Distancia entre um ponto e uma reta

Defini¢dao

Chama-se distancia entre um ponfo e uma reta a distincia entre esse pon-
to e o pé da perpendicular a reta conduzida pelo ponto.

o P P
» r r
P’ P=P
distancia entre Per = dpp P € r, distancia nula
(dp, = dpp) (dp . € nula)

Nota: E fundamental diferencar o conceito de distancia entre o ponto P
e a reta r da distancia entre o ponto P e um ponto da reta r.

Distancia entre duas retas paralelas

Definicio

Chama-se distancia entre duas retas paralelas a distdncia entre um ponto
qualquer de uma delas e a outra reta.

P P

distdncia entre r e s = distancia entre Pe s = d,p r = s, distincia nula
(dy = dps = dpp) (d,, é nula)
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A defini¢do anterior ¢ justificada pela seguinte propriedade:

De fato, tomando dois pontos dis-

tintos A ¢ B em r ¢ achando as distan- f‘ 8 r
cias AA’' entre A es,e BB entre Be s, o '

‘. A AT — DD’ !
retdngulo AA'B’'Bnos da: AA’ = BB’, :
. h 1 — s
isto é,d, s = dy,. e B

No caso de as retas serem coincidentes, todas as distancias acima sdo nulas.

Distancia entre ponto e plano
Definicdo

Chama-se distancia entre um ponto e um plano a distancia entre esse ponto
e o pé da perpendicular ao plano conduzida pelo ponto.

oP P

distdncia entre P e a = dpp P € q«, distancia nula
(dpo = dpp) (dp, € nula)

A distancia entre um ponto P e um plano « é o segmento de reta PP’,
perpendicular ao plano, com uma extremidade no ponto P ¢ a outra P’ no plano
« ou qualquer segmento congruente a PP’. O segmento PP’ (ou qualquer seg-
mento congruente a ele) é indicado para ser a distdncia entre P e «, porque
de todos os segmentos com uma extremidade em P e a outra em «, PP’ é 0

menor. Logo, a distancia entre o ponto P e o plano « é a menor das distancias
entre o ponto P e os pontos de «.
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Distancia entre reta e plano paralelos
Definicdo

Chama-se distancia entre uma reta ¢ um plano paralelos a distancia entre
um ponto qualquer da reta € o plano.

r r

+

L) (e

A defini¢do acima é justificada pela propriedade que segue:

Se uma reta e um plano sao B_r
paralelos, os pontos da reta estao A
a igual distancia (sdo eqtiidistan-
tes) do plano.

AA’B’B éretangulo = AA’ = BB’ =
= dA,cx = dB,cx

Nota: Se uma reta estd contida num plano, a distancia entre eles € nula.
Distancia entre planos paralelos
Defini¢do

Chama-se distancia entre dois planos paralelos a distancia entre um pon-
to qualquer de um deles e o outro plano.

a = B,d,; ¢ nula
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A propriedade que justifica a de-

fini¢do é: B
A//
.o p o U LsTL -
- ¢"zlos « oL 1 B

S5a0 €. 0 C .27 s [ T

(A%BABER = r=ABCS K///

Recai-se no item anterior,

Distdncia entre duas retas reversas
Definicdo

Chama-se distincia entre duas retas reversas a distancia entre um ponto
qualquer de uma delas e o plano que passa pela outra e € paralelo & primeira.

Nota: Para se achar a distancia de duas retas reversas (r € s) é suficiente
conduzir por uma delas (por exemplo s) um plano («) paralelo a outra (r) e
obter a distincia entre esta outra reta () e o plano (o).

A defini¢do acima ¢ justificada pelas propriedades que seguem:

19) Existéncia da perpendicular comum a duas retas reversas

D el " . v AR -
Mo YL A asfl 0 x

-
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a) Construgdo da reta x

Por s conduzimos um plano « pa-
ralelo a r.

Por r conduzimos um plano 8 per-
pendicular a ¢ e seja @ N B = 1.

/o, rCB,BNa=1t) = 1/t
(rft, resreversas; t C o, s C @) =
= s e ! sa0 concorrentes.

Seja A o ponto de concorréncia de s ¢ ¢.

Por A conduzimos a reta x perpendicular a r e chamamos de B a interse-
¢do dessas retas.

b) Provadeque x L r e x L s.

A reta x é perpendicular a r por construcdo. Falta provar que x L s. E
0 que segue:

Em (3, temos: (r/t,x L r) = x L t.

Agora,

(L Byt=aNP,xCBXxLt) = xLa
xLa,sCaxNs=[A}) = x L semA.

29) Unicidade da perpendicular comum a duas retas reversas

Dadas uuas retas re’erua € § | a, perper .
essasre € n. .

Nota: Usaremos nomenclatura € conclusdes do item anterior.

Se existe outra reta x’, distinta de x, perpendicular comum a r € s com
rNx" ={BlesNx'" = [A"], temos dois casos a considerar:

1% caso: A = A" ou B = B'.
Neste caso teriamos, por um ponto (4 = A’, por exemplo), duas retas
distintas x e x perpendiculares a uma reta (r), o que é absurdo, pois as trés

retas (x, x’ € r) estdo num mesmo plano (3).
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2%caso: A # A" e B#B
Dex" L rex' L svem:
X'Lr,tfr = x" Lt
(x'L£t,x" Ls) = x" L (1)
= X' 1l a

(X' Lo, X La = x/x.

Asretas x e x', sendo paralelas e distintas, determinam um plano que con-
tém r (pois contém B e B’) e contém s (pois contém A4 e A'), o que ¢ absurdo,

pois r e § sd0 reversas.

Logo, a reta x, perpendicular comum a r e s reversas, é unica.

PErpe’ wicd' 4, ¢ Y m.

32) Dadasc asre” ..... .
tém uma e ..;remic. de em cada .

Nota: Usaremos nomenclatura e conclusdes dos dois itens anteriores.

Seja AB o segmento da perpendi-

cular comum e A’B’ outro segmento nas
condi¢des do enunciado.

Provaremos que AB < A'B'.

Demonstracdo
1°caso: A = A" ou B= B

Neste caso, A’'B’ ¢ hipotenusa de
um tridngulo retangulo que tem AB por
cateto, entdo AB < A'B’.
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2% caso: A # A' e B # B’
Conduzindo 5_6 L tcomC€E€ ¢ ﬁ
BC La e CB = AB
I?E 1l a = ﬁ—é L C(/_: ==
= x\._B’CA’éreténgulo em C =
= CB' < A'B’
(CB’ < A'B’, CB' = AB) =
= AB < A'B’.

49) A distdncia entre r e « € igual a distdncia entre A e B

De fato, pela defini¢do de distancia entre reta e plano paralelos e sendo
-~
x = AB perpendicular a «, vem:

d., = dB,a = dB,A

ro
Observacoes

1?) Com construg¢des analogas podemos concluir que a distdncia entre
s e o plano por r, paralelo a s, ¢ igual a distancia entre A e B, o que completa
a justifica¢do da defini¢do dada.

2%) A distdncia entre as retas reversas s € r ¢ também a distancia entre
A e B, em que A e B sdo as intersegoes de s € r com a reta x, perpendicular
comum a r € s. '

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Se PA é um segmento obliquo a um plano «, com A em «, entdo a distancia
entre P e A é a distincia entre P ¢ «.

b) A distancia entre um ponto e um plano € a distancia entre o ponto e qualquer
ponto do plano.
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66

c) A disténcia entre um ponto e um plano € a reta perpendicular ao plano pelo
ponto. »
d) A distdncia de um ponto P a um plano « é a distancia de P ao ponto P’ de
interse¢do de « com a reta r, perpendicular a « por P.
e) A distancia entre uma reta € um plano paralelos é a distdncia entre um ponto
qualquer do plano e a reta.
f) A distancia entre uma reta e um plano paralelos é a distancia entre um ponto
qualquer da reta e um ponto qualquer do plano.
g) A disténcia entre reta e plano paralelos € a distdncia entre um ponto qualquer
da reta e o plano.
h) A distancia entre dois planos paralelos ¢ a distancia entre um ponto qualquer
de um e um ponto qualquer do outro.
1) A distancia entre dois planos paralelos distintos € igual & distancia entre uma
reta de um deles e o outro plano.
]) A distancia entre duas retas reversas ¢ a distancia entre um ponto qualquer
de uma e a outra reta.
k) A distancia de duas retas reversas é a reta perpendicular comum a essas retas.
- - ]
Solucio
Hipotese Tese
(AM=MB,M € a) = (d,, = d,g)
Demonstracdo
1°) @ D AB.
AB Ca => d,, = d,z = distancia nula
P
M
Al — _’,L _/
L
a 1
7
A
»
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2°) o P AB e o ndo é perpendicular a AB.

Conduzindo os segmentos A4’ e BB’ perpendiculares a o, com A’, B’ € q,
e observando os tridngulos coplanares A4°’M e BB'M, temos:

(A’ = B’ (reto), AMA’ = BMB’ (opostos pelo vértice)) = A =B

PN P [ —_ A
(AMA’ = BMB', AM = BM, A = B) = ANAA'M = ABB'M =
"= BB = d

2

= d. g

@A

3°) o L AB por M.

Neste caso A’ = B = M e entdo AA’ = BB, ou seja, doq = d,p

Todo plano eqtiidistante dos extremos de um segmento passa pelo ponto médio
do segmento?

Dados dois pontos distintos 4 e B e uma reta r, construa um plano que passa
por r e é eqlidistante de A e B. Discuta.

Solugio

-~
1? caso: r e AB sao concorrentes. )

a) Se r passa pelo ponto médio
do segmento AB, qualquer . . : /
plano que contém r € solugao do
problema. Infinitas solug¢des.

b) Se r ndo passa pelo ponto médio do segmento AB, a solu-
-
¢do é o plano o = (r, AB). « passa .por r e tem distancia
nulaa A ea B.
2% caso: r e ;17? sdo paralelas

O problema admite infinitas solu¢des, pois qualquer plano « que passa
-~ -
por r ¢ eqiiidistante de A e B, visto que ABj/a ou AB C a.

3? caso: r e AB sao reversas. A
\ B
O problema admite duas solugdes.
1) O plano « determinado por r
e pelo ponto médio M de AB. —_
2%) O plano 8 que passa por r ¢
> 8

paralelo a reta AB.

67



APLICACOES

. Dados dois pontos distintos A e B e uma reta r, construa um plano eqiiidistante
de A e B e que seja paralelo a reta r.

Dados dois pontos distintos A € B e uma reta r, construa um plano eqiiidistante
de A e B e que seja perpendicular a reta r.

Dados dois pontos distintos A € B € um plano «, construa um plano eqliidistante
dos dois pontos e que seja paralelo ao plano dado. Discuta.

Dados dois pontos distintos 4 ¢ B e um plano «, construa um plano eqtiidistante
dos dois pontos que seja perpendicular ao plano dado. Discuta.

Dados trés pontos nao colineares A, B e C, determine os planos tais que cada
um deles seja equidistante dos trés pontos dados.

Dados trés pontos nédo colineares A, B e C, construa por um ponto P, um plano
eqiiidistante de A, Be C.

Dados quatro pontos nao coplanares A, B, C e D, determine os planos tais que
cada um deles seja eqiiidistante dos quatro pontos dados.

n
Definicdao ( )
Chama-se angulo de uma reta e
um plano obliquos ao dngulo agudo que
a reta forma com a sua proje¢ao orto-
gonal sobre o plano. : i
. n ;. a
Na figura ao lado o angulo rr’ é ! -
o angulo entre r ¢ a.
. J/

O éangulo de uma reta € um plano perpendiculares é reto.

Se uma reta é paralela ou estd contida num plano, o dngulo da reta com
o plano ¢ nulo.

A propriedade que justifica a definicdo de dngulo de reta com o plano
¢ a que segue:
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Teorema
7 ’ . 1
Seumaretaéobliquag- .- r .eoj t.epta. A
¢ _--~agudodercc 1suaprojeg: o. .~ T, T o -
oang - dercomc .~~~ - *-1retade - -~z 1
Hipdotese Tese

rNa={Al, r = proj, r
r ndo é perpendicular a « => (rr’ (agudo) < rs (agudo))
AE€s, sCa

Demonstracao

Seja P’ = proj, P e B um ponto
de s tal que AB = AP'. P/

e
A
\'B\/

r

Notemos que PP’ < PB, pois PP’
¢ perpendicular a « € PB obliquo a «a.

Dos triangulos PAP' ¢ PAB, vem:
(AP comum, AP’ = AB, PP’ < Iﬁ) =
N\ N\
PAP' < PAB =

= 11’ (agudo) < 73 (agudo).

61. Definicao
Se dois planos « e 8 sdo obliquos, toda reta de « perpendicular a interse-
¢do dos planos ¢ chamada reta de maior declive de o em relagdo a 3.

A propriedade que justifica a definicdo acima é a que segue:
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Teorema

{odsprosa o Tl L T oes TLoe

dr "2, dac;ert: o
€L, . TaT 1 A, S B
1

Hipotese Tese

r = a N B, « ndo é perpendicular a B, ~ s
(aCa,bCa,aﬂb:{P},a_Lr,PEEr — (@8> 0B

Demonstracio

a) Se areta b € paralela a reta r,
entdo areta b é paralela a 3. Neste caso
o angulo 5B € nulo e temos dB > 5B.

b) Se b ndo é paralela a r, sen-
do anr=1{A4] e bNr = (B}, no
tridngulo PAB retangulo em A, temos
PA < PB.

Os segmentos PA e PB sdo obliquos a o, com A e B em «, entio o me-
nor deles, PA, forma com a sua projecdo um angulo maior. Logo, sendo
P = proj, P, vem;

[ — AN P A A
PA < PB = PAP’' > PBP’' = af > bf.

Por um ponto P, de um plano «, construa uma reta que forme um angulo 6 (agu-
do, dado) com o plano «.

Por um ponto P, ndo pertencente a um plano «, construa uma reta que forme
um angulo 6 (agudo, dado) com o plano «.

Por um ponto P, ndo pertencente a um plano «, construa um plano 8, cuja reta
de maior declive forme um angulo § (agudo, dado) com o plano «.
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Definicao

Lugar geométrico ¢ um conjunto de pontos caracterizado por uma pro-
priedade.

Como todo conjunto definido por uma propriedade de seus elementos,
uma figura é um lugar geométrico se:
a) todos os seus pontos tém essa propriedade
(todo elemento do conjunto satisfaz a propriedade);
b) sO os seus pontos tém essa propriedade
(todo elemento que tem a propriedade pertence ao conjunto).

Circunferéncia — definicao

Dados um plano «, uma distancia
r, nao nula, e um ponto O € «, chama-
se circunferéncia de centro O e raio r o
conjunto:

MO, 1) = (P € aldy, = 1.

Assim, uma circunferéncia é um lugar geométrico. 7odos os seus pontos
e 50 eles tém a propriedade de distar r (raio) de um ponto O (centro) de seu plano.

Superficie esférica — definicao

P3
Dados um ponto O e uma distan- //\

cia r, ndo nula, chama-se superficie es- .
Jférica de centro O e raio r ao lugar geo-
métrico dos pontos que distam r de O. ‘

- .
SO, 1) = [Pldop = 1] . /
\/F’z

Subentende-se nesse caso que o0s
pontos P sdo do espago.
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Esquema pratico para lugares geométricos

Para se provar que uma figura F € o lugar geométrico dos pontos que
tém uma propriedade p, procedemos da seguinte forma:

12 parte: Prova-se que todos os pontos de F tém a propriedade p.
X)X E€EF = Xtem p)
22 parte: Prova-se que s6 os pontos de F tém a propriedade p.

12 modo: (vY) (Ytemp = Y € F)
ou
2° modo: (vZ) (Z € F = Z nio tem p).

Se o lugar geométrico pedido ndo for de ponto e sim de outro elemento
geométrico, adapta-se o procedimento acima, substituindo-se ponto pelo
elemento.

Exemplos

1°) Estabelecer o lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes de dois pon-
tos distintos 4 e B.

Solug¢io

Seja o o0 plano perpendicular ao
segmento AB pelo ponto médio M de
AB.

12 parte: Todos os pontos de « sdo ‘

equidistantes de 4 e B.
Hipdotese Tese A o |
(¥X) (X € a) = (dyn = dya) L/

Demonstra¢ao

Se X = M, temos:

(X = M,MA=MB) = XA =XB = dy, = dys
Se X # M, temos:

_ — A Do S —

(AM = BM, AMX = BMX, Mﬁcomﬂn) =

= AXMA = AXMB = XA =XB = dy, = dxs
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22 parte: S6 os pontos de o sdo
eqiiidistantes de 4 e B.

Hipotese Tese
(¢Y), (dyy = dyp) = (Y € a) A B
Demonstragdao

Se Y € E, temos:

(YEAB, YA=YB) = Y=M
¥ =MMEw = YE a
Se Y € AB, temos:

(YA = YB, AM = BM, YM comum) = AYMA = AYMB =
— YMA = YMB — YM L AB.

Sendo YM 1 AB e « perpendicular a AB por M, entdo Y € «.
Logo, o plano « ¢ o lugar geométrico pedido.

Notas
a) Plano mediador — definigao

Chama-se plano mediador de um segmento ao plano perpendicular ao seg-
mento pelo seu ponto médio.

b)
(0] : e e - A . ;
t- éo0: - - e ¢ |
™ C32S.

29) Estabelecer o lugar geométrico dos pontos equidistantes de trés pon-

tos A, B e C ndo colineares. i

Solu¢ao
Ci
Seja v 0 plano mediador de BC e v .
o plano mediador de AB. Como A4, B
s . h . A
e C ndo sio _col'me'flres, entdo o e vy sa0 : o~
secantes. Seja 7 a intersecdo de « ¢ v. -~ -
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12 parte

Hipdtese Tese
(X)) (X €1) = (dga = dxs = dxc)

Demonstragdo

o ¢ mediador de BC X.B X.C

(XEi,izamy):xeL .4 g
v é mediador de AB XA X,B

22 parte

Hipdtese Tese
*Y), (dY,A = dY,B = dv,c) = y &€l

Demonstracdo

dyp = dye = Y € o dya =dyy = vy E ¥
YEa YEyi=aNy) = yeEi

Logo, a reta i é o lugar geométrico procurado.

Observagdes

1?) Os pontos da reta I, sendo eqliidistantes de A e C, estdo no plano

B mediador de AC. Entio a reta i é a intersecdo dos planos mediadores dos
lados do trigngulo ABC, isto é, i = o« N B N ~.

2%) As intersecdes de o, 8 e v com o plano (4, B, C) sdo as respectivas
mediatrizes dos lados do tridngulo ABC. Essas mediatrizes interceptam-se num
ponto chamado circuncentro do tridngulo.

3%)
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Determinacdo da superficie esférica

Solucao

12 parte: Existéncia

Sejam i, e i, tais que: / \ c b
/ '

i, L (A, B, D) pelo circuncentro do AABD ~
i, L (B, C, D) pelo circuncentro do ABCD >

/
As retas i, e i, sdo coplanares, /
pois estdo no piano mediador de BD, e .
nao sao paralelas, pois 4, B, C e D ndo \
sdo coplanares. Logo /, e i, s30 concor-
rentes e O é o ponto de concorréncia.

O€i = doa =dop = dop —
O € = dog=doc =dop

= doa = dop = doc = do,D

Entdo o ponto O ¢ eqiiidistante de A, B, C e D, isto é, existe pelo menos
uma superficie esférica (a de centro O) que passa por A, B, C e D.

22 parte: Unicidade

Se existe outro ponto O’ eqiiidistante de 4, B, C e D, temos:

doa = dop = dop = O €]
dopg = doc =dop = O €1,
o €i,0€i,,i,Ni, ={0)) = O =0.

Logo, a superficie esférica que passa por A, B, C e D é unica.
Nota: Outros enunciados para o problema acima: ‘‘Quatro pontos nao
coplanares determinam uma unica superficie esférica” ou ‘‘Existe uma tnica

superficie esférica circunscrita a um tetraedro’’.
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Estabeleca o lugar geométrico dos pontos que véem um segmento A B, dado, sob
angulo reto.

£ ¢ao
X _———_
Seja ¥ o conjunto constituido da su- ) \‘ .
perficie esférica de didmetro AB me- e T ~.
nos os pontos A e B. A L B
Ta ' \/
Hipdtese Tese
(#X), (X € ¥) = (AXB ¢ reto)
Demonstragao X
O plano (X, 4, B) determina em ¥ S -l
uma circunferéncia de didmetro AB, Al e a
menos os pontos 4 e B, que contém I
X, logo AXB ¢ reto. /
22 arte
Hipdtese Tese

(+Y), (AYB éreto) = Y € Y,
Demonstracdo

O plano (Y, 4, B) determina em ¥ uma circunferéncia de didmetro AB,
menos os pontos A e B, que chamamos de A\, sendo A C ¥ .
No plano (Y, 4, B), com £ YB reto, vem que Y € X\,

YEMNCTYT) = YET
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Dados dois pontos distintos O e P, estabelega o lugar geométrico dos pés das per-

~

pendiculares conduzidas por P as retas que passam por Z%.

Solucio

Seja S a superficie esférica de didmetro OP: /\x

1% parte o \\
Hipdtese Tese 0 ‘ p

#X) (X € S) = (OX L PX)

Se X # OeX # P,oplano (X, O, P) determina em S uma circun’eréncia
A de didmetro OP, 4 qual X pertence.

(XENx#0,X #P) — OXPéreto — OX L Fx

7% parte
Hipotese Tese
#Y), (C' L ) = (Y €5)

O plano ( °, O, P) determita em . ama circunferéncia \ d¢ Jdidmeiro
-

OP. No plano (Y, O, P), com C 7 L PY, vem que Y € \.
(VEXNNCS) = Y &S,

Por O (ou por P) passam infinitas retas perpendiculares a reta JP; logo,
O ¢ P tém a propriedade do lugar.

Conclusdo

T,

O lugar geométrico pedido é a superficie esférica de didmetro

Dados dois pontos distintos O e P, estabeleca o lugar geométrico dos pés das per-
pendiculares conduzidas por P aos planos que passam por O.

Num plano «, ha um feixe de retas concorrentes em O. Fora de « e da perpendi-
cular o por O, ha um ponto P.

Estabelega o lugar geométrico dos pés das perpendiculares as retas do feixe, con-
duzidas por P.

Dados uma reta r e um ponto P fora de r. Estabeleca o lugar geométrico dos pés
das perpendiculares, conduzidas por P, aos planos do feixe que contém r.
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. _.ygino H. Domingues

Obviamente é impossivel precisar as origens da geometria. Mas
essas origens sem duvida sdo muito remotas e muito modestas. Nessa
longa trajetdria, segundo alguns historiadores, ~ geometria passou por
trés fases: (a) a fase subconsciente, em que, embora percebendo for-
mas, tamanhos e relagdes espaciais, gragas a uma aptiddo natural, o
homem néo era capaz ainda de estabelecer conexdes que lhe propor-
cionassem resultados gerais; (b) a fase cientifica, em que, embora em-
piricamente, o homem j& era capaz de formular ieis gerais {por exem-
plo, a razdo entre um- circunferéncia qualquer e seu didmetro é cons-
tante); (c) a fase demonstrativa, inaugurada pelos gregos, em que o
homem adquire a capacidade de deduzir result .dos gerais mediante ra-
ciocinios légicos.

C primeiro matemadtico cujo nome se associa a matemadtica de-
monstrativa € Tales de Mileto (c. 585 a.C.}. Tales teria provado algu-
mas poucas ¢ esparsas proposi¢des, como, por exemplo, ‘‘os dngulos
da base de um tridngulo isOsceles sdo iguais’’. Mas o aparecimento de
cadeias de teoremas, em que cada um se demonstra a partir dos ante-
riores, parece ter comecado com Pitdgoras de Samos (c. 532 a.C.) ou
na escola pitagorica.

Pitdgoras nasceu na ilha de
Samos, colonia grega situada 2 .
so6nia. Quando jovem viajou pelo
Zgito, pela Babildnia e, talvez, pe-
la ndia, onde, a par de conheci-
mento cientifico, certamente ab-
sorveu muito da religido e do mis-
ticismo desses iugares. Com cerc .
de 40 anos de idade fixou-se em
Crotona, tamt *m uma coldnia
grega, mas do sul da :tdli~, onde
fundou sua escola. Esta escola na
verdade tinha muito de uma co-
munidade reliz'osa, pois era er
meio a uma vida comunitaria, mis-
tica e ascética que se cultivavam a
filosofia e a ciéncia. Pita



Os ensinamentos na escola pitagorica eram transmitidos oralmente
e sob promessa de segredo (talvez a matematica fugisse a essas nor-
mas) e as descobertas acaso realizadas eram atribuidas ao lider — dai
nao se saber hoje quais as contribui¢deés do proprio Pitdgoras e quais
as de seus discipulos. De qualquer maneira, ndo restou nenhum docu-
mento original da matematica pitagorica, que, apesar de toda a influén-
cia que exerceu, sd é conhecida através de fontes indiretas.

Os pitagdricos atribuiam aos nimeros (para eles apenas os ele-
mentos de IN*) e as razdes entre esses nimeros um papel muito espe-
cial. Dail a afirmacdo de Aristoteles de que para eles os numeros eram
a componente ultima dos objetos reais e materiais. Essa valorizagdo
da idéia de nimero na concepg¢do do Universo (ditada pela propria ex-
periéncia), aliada a grande énfase que davam as investigacdes tedricas,
levou-os a criar a teoria dos nimeros (aritmética, como era chamada
por eles). Os calculos praticos, que para os gregos constituiam a /ogis-
tica, ndo interessavam aos pitagdricos.

A limita¢do das concepcdes numéricas dos pitagoricos iria aflo-
rar, curiosamente, através do teorema hoje conhecido pelo nome do
lider da escola, mas ja conhecido muito tempo antes dele: ‘‘o quadra-
do da hipotenusa de um tridngulo retangulo ¢ igual a soma dos qua-
drados de seus catetos’’. (O grande mérito de Pitdgoras, ou de sua es-
cola, estaria em ter provado pela primeira vez esse resultado.)

1 Entendendo que a diagonal de um qua-
drado de lado unitério deveria ser uma razdo
numérica r/s (em que r, s € IN* e, pode-se
supor, mdc(r, s)= 1), os pitagdricos obtiveram
/s . (r/sP=12+1=2. Dai r2=2s2. Logo, r? ¢
par ¢ portanto r também ¢ par, digamos
r = 2¢t. Dail (2t)) = 25s?, do que resulta
s? = 2t? e portanto s é par. Absurdo, pois
mdc(r, s)=1.

A crise gerada por essa contradi¢do levaria a matematica grega
a deixar os rumos da aritmética e a trilhar decididamente os da geome-
tria.




CAPITULO V

Diedro

Angulo diedro ou diedro ou dngulo diédrico ¢ a reunido de dois semipla-
nos de mesma origem nio contidos num mesmo plano.

A origem comum dos semiplanos

r
¢ a aresta do diedro e os dois semipla-
nos sdo suas faces. / \

Assim, « e 8 sdo dois semiplanos
i

de mesma origem r, distintos e ndo

OpOStos. | i
B =aUp / \J
Indica-se também o diedro o7 8 a/r\B =aUgp
por:

ar B, aB, af, di(arp), di (@Th), di (r).
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Interior e exterior de um diedro

Dados dois semiplanos ra e r3 de
mesma origem, distintos e ndo opostos,
consideremos os semi-espagos abertos \
(que ndo contém as respectivas origens)
&, &, &, € &, como segue:

o

&,, com origem no plano de ra e con-

tendo rf3; ‘
&;, oposto a &, > I
&,, com origem no plano de r@ e con- -/
tendo ra;
&}, oposto a &,. «TB = dB = di (a, B) = di (1)

1°) Interior
. . . O ~
Chama-se interior do diedro a5 a interse¢do de &, com §&;.
) ~
Interior de a8 = &, N &,.

O interior de um diedro € convexo.
Os pontos do interior de um diedro sdo pontos internos ao diedro.

A reunido de um diedro com seu interior € um setor diedral ou diedro
completo, também conhecido por diedro convexo.

2°) Exterior
. « /\ .
Chama-se exterior do diedro «f3 a reunido de &) ¢ &).
. /\ ! ’
Exterior de a8 = & U &;.

O exterior de um diedro é concavo.
Os pontos do exterior de um diedro sdo pontos externos ao diedro.

A reunido de um diedro com seu exterior é também conhecida por diedro
cbncavo.

71. Diedro nulo e diedro raso

Pode-se estender o conceito de diedro para se ter o diedro nulo (cujas fa-
ces sdo coincidentes) ou o diedro raso (cujas faces s@o semiplanos opostos).
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Seccdo de um diedro

(e} d

‘ R

Seccdo de um diedro é a interse-
¢do do diedro com um plano secante a
aresta.

Uma seccdao de um diedro é um
angulo plano.

. N ~, .
_~. Na figura, aRb ou ab ¢ secgdo de
arf.
Propriedade

De fato, as sec¢des sdo dois angu-
los de lados com sentidos respectiva-
mente concordantes, € entdo elas sao
congruentes.

_ Secgdo reta ou sec¢do normal

Secgao reta ou seccao normal de
um diedro ¢ uma sec¢do cujo plano é
perpendicular a aresta do diedro.

Se )81 € sec¢do reta do diedro de
aresta r, entdo o plano (xy) é perpendi-
cular a r, isto é,

X LreyLr.

Na figura, xﬁ)\ou Xy é seccao re-
ta ou normal de «'r 3.
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Propriedade

De fato, duas sec¢des normais de um mesmo diedro sao secgdes paralelas
e, portanto, sao congruentes.

Diedro reto

Um diedro é reto se, e somente se, sua sec¢do normal é um dngulo reto.
Diedro agudo

Um diedro ¢ agudo se, e somente se, sua seccdo normal é um dngulo agudo.
Diedro obtuso

Um diedro é obtuso se, e somente se, sua sec¢do normal é um dangulo
obtuso.

Diedros adjacentes

Dois diedros sao adjacentes se, e somente se, as seccoes normais sao an-
gulos adjacentes.

. Num plano perpendicular a r,
,\. | temos:
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Diedros opostos pela aresta

Dois diedros sdo opostos pela aresta se, e somente se, as secgdes normais
sdo dangulos opostos pelo vértice.

arfB e a'rB sdo diedros opos-

/ tos pela aresta, pois as sec¢0es normais

N AN, s -
Xxy e x'y' sdo opostas pelo vértice.

Congruéncia — defini¢do

Dois diedros sdo congruentes se, e somente se, uma sec¢ao normal de um
é congruente a uma sec¢do normal do outro.

N
> <

Se xy e x’ ¥’ sdo as respectivas sec¢oes retas dos diedros o r B e o' 7 G,
temos:

3

— Y] /\Zﬁ\l
arff=ar'f = xy=xy'.
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Bissetor de um diedro

Um semiplano é bissetor de um diedro se, e somente se, ele possui origem
na aresta do diedro e o divide em dois diedros adjacentes e congruentes.

No diedro Na sec¢do reta

/B\
r
“ y
\ Y
BRTSRRS R
R - . .
\ /
-7 X
v € bissetor do diedro o r 8 z ¢ bissetriz do angulo ,@

Medida de um diedro

Usando analogia com &dngulo plano podemos:

e definir soma de diedros; teremos:

“A seccdo normal do diedro soma (ou diferen¢a) de dois diedros é con-
gruente a soma (ou diferenca) das sec¢des normais dos diedros considerados’.

o definir desigualdade entre diedros; teremos:

“‘Se um diedro é maior (ou menor) que outro, a sec¢ao reta do primeiro
¢ maior (ou menor) que a sec¢do reta do segundo e reciprocamente’’.

Como

a congruéncia entre dois diedros é dada pela congruéncia de suas secgoes
retas,;
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aseccdoretado diedro somaé asoma das secgdes retas dos diedros parcelas;

a desigualdade entre dois diedros é dada pela desigualdade entre suas sec-
¢des retas,

podemos provar que

““todo diedro é proporcional a respectiva secg¢do reta’’
e daf sai que:

©

Assim, um diedro de 30° é um Um diedro reto mede 90°, pois
diedro cuja sec¢do normal mede 30°. sua sec¢do normal € um angulo reto.

>

Diedro de 30°. Diedro reto.

Diedros complementares — diedros suplementares

Dois diedros sdo complementares se, e somente se, suas secc0es normais
forem complementares (ou a soma de suas medidas for 90°).

Dois diedros sdo suplementares se, e somente se, a soma de suas medidas
for 180° (ou suas sec¢des normais sdo suplementares).
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Construa o plano bissetor de um diedro dado.

Solu¢io

1) Conduzimos uma sec¢io reta xy
do di (a r B) dado.

3) zerdeterminam o plano bisse-
tor do di (« r B).

2) Construimos a bissetriz z de Xy.

Se dois semiplanos sdo bissetores de dois diedros adjacentes e suplementares, en-
tao eles formam um diedro reto.

Solucao

Sendo a r 8 e 8 r y os diedros, o’ € 8’ os respectivos bissetores, num pla-
no perpendicular a r (que determina sec¢des retas nos diedros), temos a si-
tuagdo da figura abaixo.

Sendo a e b as medidas dos diedros indicados, vem:

No espago Na secc¢do reta
b - (8)
)
1l
Y // b a
4 b
. ,/ . {y) -2 (o)
Y ’ o

a+a+b+b=180° = a+b=90° = di(«B)¢reto.
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Que relagdo existe entre a medida de um diedro e a medida do 4ngulo determina-
do por duas semi-retas de mesma origem respectivamente perpendiculares as fa-
ces do diedro?

Soluc¢io

Sejam: a3 o diedro, Pa a semi-reta perpendicular a «, Pb a semi-reta per-
pendicular a 8, x a medida do diedro e y a medida do angulo aPb.

No espago Na sec¢do reta

0 B
[s3
B
A [0}
' P
A
No espaco Na seccao reta

p P

No plano (ab), que determina sec¢do normal no diedro, temos as situagdes
das figuras acima (dentre outras possiveis) e dai concluimos que:

X =Yy ou x +y = 180°
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Um diedro mede /00°. Quanto mede o 4ngulo que uma reta perpendicular 2 uma
das faces do diedro forma com o bissetor dele?

Solucao
Sejam a8 o diedro, y seu bissetor ¢ a reta r, perpendicular a «.

No espaco Na secgdo reta

7 ()

Os diedros ay ¢ v medem 50° cada um.
Na sec¢do reta que passa por r temos a situacio da figura acima a direita.
Sendo x a medida do dngulo pedido, temos:

X + 50° = 90° = x = 40°

Nota-se que o angulo pedido é o complemento da metade do diedro dado
independentemente da figura.

Dois semiplanos sao bissetores de dois diedros adjacentes e complementares. Quan-
to mede o diedro por eles formado?

Duas semi-retas Or e Os sdo respectivamente perpendiculares as faces o« e 8 de
. R A .
um diedro. Se o dngulo rOs mede 50°, quanto mede o diedro a3?

Uma reta perpendicular a uma face de um diedro forma um &ngulo de 50° com
o bissetor desse diedro. Quanto mede o diedro?

Prove que dois diedros opostos pela aresta sdo congruentes.

Dois diedros tém faces respectivamente paralelas. Conhecendo a medida a de um
deles, qual serd a medida do outro?
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90

Um diedro mede 720°. De um ponto situado no seu plano bissetor, a /2 cm da
aresta, tragam-se perpendiculares as duas faces e dos pés dessas perpendiculares
tragam-se perpendiculares a aresta do diedro. Calcule o perimetro do quadrilate-
ro assim formado.

Solu¢io

Sendo PB = 12 cm, temos:

PA

(v} = —
1) sen 60 PB = i
V3 PA
2 12 |
— PA =63 |
. AB \/
2) cos 60° = B = L/ '
1 _ AB B
= 5" — AB=S6

Da mesma maneira, BC = 6 cme PC = 6\'3- cm.
Portanto, o perimetro do quadrildtero PABC vale:
PA + AB + BC + CP = 6.3 + 6 + 6.3 + 6
isto é
(1243 + 12)cm ou 12(,3 + 1) cm.
Resposta: 12(\“_-’; + 1) cm,

Um diedro mede 720°. Um ponto P do plano bissetor desse diedro dista 10 cm
da aresta do diedro. Calcule a distancia de P as faces do diedro.

A distancia de um ponto M, interior a um diedro, as suas faces é de 5 cm. Encon-
tre a distancia do ponto M a aresta do diedro se o 4ngulo formado pelas perpen-
diculares as faces é de 120°.

Um ponto M dista 12 cm de uma face de um diedro reto, e /6 cm de outra face.
Encontre a distincia desse ponto a aresta do diedro.

Um ponto M de uma face de um diedro dista /5 cm da outra face. Encontre a
distancia de M a aresta do diedro, sabendo que a medida do diedro ¢ de 60°.
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Calcule o comprimento de um segmento AB do interior de um diedro reto com
A e B nas faces, sabendo que as proje¢des ortogonais AD e BC desse segmento

sobre as faces medem respectivamente 2/ cm e 25 ¢m e que a medida de CD é
15 cm.

Solucio

Na figura ao lado, temos:
AD = 21 cm, BC = 25¢cm, ¢

CD = 15 cm.

Os tridngulos ACD e BDC séo re-

tangulos. a .
Aplicando Pitagoras no ABDC, |'~

temos: \
BD? + CD? = BC? = BD? + 152 =
= 252 = BD = 20 cm.

Sendo di(af) = 90°, o AADB ¢ o D
AACB sido retangulos, portanto:
AD? + BD? = AB? = 21?2 + 20 =
= AB? = AB = 29.

Resposta: 29 cm.

U_m segmento AB de 75 cm tem as extremidades nas faces de um diedro reto. Sendo
A_D e BC as respectivas projecdes de AB sobre as faces do diedro, a medida de
AC igual a 50 cm e a de BD igual a 55 cm, calcule a medida do segmento CD.

Seja um diedro «8. A distancia de dois pontos de o ao plano 3 sdo respectiva-
mente 9 cm e 12 cm. A distancia do segundo ponto a aresta do diedro é 20 cm.
Encontre a distdncia do primeiro ponto & aresta do diedro.

Um plano « passa pela hipotenusa AB de um tridngulo retidngulo 4 BC; o forma
um diedro de 60° com o plano do tridngulo ABC. Encontre a distancia do vértice C

do tridngulo ao plano «, sabendo que os lados AC e BC medem respectivamente
6cme 8cm.

Um diedro mede 120°. A distancia de um ponto interior P as suas faces é de 10 c¢m.
Ache a distancia entre os pés das perpendiculares as faces conduzidas por P.
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141.

92

ABC e DBC sio dois tridngulos equilateros que tém um lado comum BC, € cujos
planos formam um diedro de /20°. Sabendo que o lado desses tridngulos tém

medidas iguais a m, calcule o segmento AD e a distancia do ponto D ao plano ABC.

Classifique em verdadeiro (¥) ou falso (F):

a) Os planos bissetores de dois diedros adjacentes suplementares sdo perpendi-
culares.

b) Os planos bissetores de dois diedros opostos pela aresta estdo num mesmo
plano.

¢) Se um plano é perpendicular a uma das faces de um diedro, entdo serd obriga-
toriamente perpendicular & outra face.

d) Se os planos bissetores de dois diedros adjacentes formam um &ngulo de 26°,
entdo a soma das medidas dos dois diedros vale 90°.

e) Se um plano ¢ perpendicular a aresta de um diedro, entdo sera perpendicular
as faces do diedro.

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Dois planos perpendiculares determinam quatro diedros retos.

b) Dois diedros opostos pela aresta sao congruentes.

¢) Dois diedros congruentes sao opostos pela aresta.

d) Duas sec¢bes paralelas de um mesmo diedro sdo congruentes.

e) Duas sec¢bes congruentes de um mesmo diedro sdao paralelas.

f) Duas sec¢des normais de um diedro sdo congruentes.

g) Toda sec¢do de um diedro reto é um angulo reto.

h) Um diedro reto pode ter uma sec¢do que é um angulo reto.

i) Dois planos secantes determinam quatro diedros.

j) Se um diedro é reto, suas faces estdo contidas em planos perpendiculares en-
tre si.

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) A soma de todos os diedros consecutivos formados em torno de uma mesma
aresta vale 4 retos.

b) Por um ponto qualquer da aresta de um diedro, considerando-se em cada face
a semi-reta perpendicular a aresta, obtém-se uma sec¢do reta do diedro.

¢) Sea = 90°e b = 30° sdao as medidas de dois diedros adjacentes, o dngulo
formado pelos bissetores desses diedros mede 60°.

d) Se dois diedros adjacentes sio complementares, os seus bissetores formam um
diedro de 45°.

e) O lugar geométrico dos centros das esferas tangentes as faces de um diedro
¢ o bissetor do diedro.

f) O lugar geométrico dos pontos do espago eqiiidistantes das faces de um die-
dro ¢ o bissetor desse diedro.
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Seccbes igualmente inclinadas ou sec¢bes de lados igualmente
inclinados — definicao

Duas secgdes de dois diedros (distintos ou ndo) sdo chamadas sec¢des igual-
mente inclinadas (secgdes ii), se, € somente se, os lados de uma formam ccm
uma mesma semi-reta da aresta correspondente angulos ordenadamente con-
gruentes aos dngulos que os lados da outra formam com uma mesma semi-reta
da aresta correspondente a essa outra.

Nas figuras acima

DU T o o
ab e a’'b’ sdo sec¢des igualmente inclinadas
o N — .

cd e ¢'d’ sdo secgdes igualmente inclinadas

~ S YIS AN A=
Notemos que as secg¢des ab e c/g, ab ecd, abecd,ab e C/D nao
sdo igualmente inclinadas.

86. Teorema

Se dois diedros sdo congruentes, entdo eles apresentam sec¢des igual-
mente inclinadas congruentes,

Notagdo:

afl, o' B — diedros
NN - . . .
ab, a’'b’ — secgOes igualmente inclinadas

’

AN ~
Xy, X'y’ — secgdes retas

Hipdtese Tese
AN\ A\

’

(B = a'B ou )@Exy’) = ab=db
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Demonstracdo

1? caso: Os lados das sec¢des ii formam angulos agudos (0s quatro) ou
obtusos (0os quatro) com uma mesma semi-reta da aresta correspondente.

(Vide ab e a/’l\)’ na figura.)

1) Consideremos em r e r' (arestas dos diedros), respectivamente, R e R’
tais que VR = V'R’
(V e V' sdo vértices das secgOes igualmente inclinadas e R # V).

. . AN .
2) Por R e R’ consideremos as sec¢des retas )?,\v e X'y’ que determinam
A€a, BEDb A €Ead ¢ B ED.

3) Chegamos a tese pela seqiiéncia de quatro congruéncias de tridngulos,
como segue:

AVRA = AV'R'A’ (caso ALA)
AVRB = AV'R'B’ (caso ALA)

AARB = AA’R’'B’ (caso LAL — note que f)\) = x/’}l’ por hipdtese)
AAVB = AA’V'B’ (caso LLL).

Dessa ultima congruéncia vem:

>

N N\
AVB = A'V'B" = 4b

li
I
(g
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22 caso: Dois lados, um de cada sec¢do, formam angulos agudos com uma
das semi-retas da aresta correspondente e os outros dois formam angulos ob}y-
sos (ou retos) com a mesma semi-reta da aresta correspondente. (Vide ab e a’b’
na figura.)

1) Consideremos em r e r', respectivamente, R e R’ tais que:
VR = V'R’ com R # V.

2) Artificio: consideremos as retas ze t por R, ez’ e ¢’ por R’, que inter-
ceptam, respectivamente, ae b, ea’ e b’ nos pontos A e B, e A’ ¢ B’, de forma
que:

AN AN AN N\
ARV = A'R'V’ (agudos) e BRV = B'R’V’ (agudos).

3) Chegamos a tese pela seqiiéncia de quatro congruéncias de tridngulos,
como segue:

AVRA = AV'R’A’ (caso ALA)
AVRB = AV’'R’B’ (caso ALA)

AARB = AA'R'B’ (C&io LAL — note que aplicamos o primeiro caso
ARB = A'R'B’)
AAVB = AA'V'B’ (caso LLL)

Dessa ultima congruéncia vem:

NN
AVB = A'V'B' — 4b = 4t

a'v’.
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Teorema — reciproco do anterior

C om0 Aeremasett o P - -

A0 ~sdoc S

Usando as mesmas notagdes e figuras do teorema anterior, temos:

Hipdtese Tese

AN /N
/b\ =a'b’
abe d'b' sio secgoes il

o5}

N AN
) = (xy =Xy ou aff = o'f’)
Demonstracao

12 caso: Usando as mesmas construgoes para obter V, V', R, R, A, A,
B e B’, chegamos a tese pela seqiiéncia de quatro congruéncias de tridngulos,
como segue:

AVRA = AV'R'A’ (caso ALA)
AVRB = AV'R’'B’ (caso ALA)
AAVB = AA'V'B’ (caso LAL — usando a hipotese)
AARB = AA'R'B’ (caso LLL)

. . AS VAN
Dessa ultima congruéncia: ARB = A'R'B’.

N\ /\ A A /N
ARB = A'R'B" = xy=Xx'y = «af

A\
0!'6’

22 caso: Usando as mesmas construgdes para obter V, V', R, R’ € 0 mes-
mo artificio para obter A, A’, B, B’ usados no 29 caso do teorema anterior,
chegamos a tese pela seqiiéncia de quatro congruéncias de tridngulos, como
segue:

AVRA = AV'R’A’ (caso ALA)
AVRB = AV'R’'B’ (caso ALA)
AAVB = AA'V'B’ (caso LAL — usando a hipdtese)
AARB = AA'R'B’ (caso LLL)
/N A
Dessa ultima congruéncia vem: ARB = A'R'B’.

N\ A
Sendo ARB ¢ A’R’B’ agudos, conforme artificio, e congruentes, recai-
mos no 192 caso. Dali sai a tese.
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Condicdo necessdria e suficiente

Resumindo os dois teoremas acima, temos:

143. Dados os pontos 4 e B, um em cada face de um diedro e nenhum na aresta, con-
duza por AB um plano que determina no diedro uma sec¢do que é um angulo reto.

Solucao

‘ : 3
a) Construgio: a X |
PR

Seja o diedro di(ar8), A € « !
e BE€ 8, M o ponto médio de
AB e v o plano determinado por A

Mer.

o

No plano v, com centro em M, | '_____ )
conduzimos uma circunferéncia de /
didmetro congruente a 4B.

O ponto X, intersecdo da circunferéncia com r, determina com A e B o
plano pedido.

O problema pode ter duas, uma ou nenhuma solugdo conforme posi¢do
relativa de r e da circunferéncia.

A\
b) Prova de que AXB € reto:

No tridngulo AXB, a mediana XM ¢ metade de AB, o que implica que o
N
tridngulo é retangulo em X. Logo AXB é reto.
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Dois tridngulos isésceles congruentes ACD e BCD tém a base CD comum. Seus
planos « e 8 sdo perpendiculares. Sendo M o ponto médio de AB, N o ponto
médio de CD, CD = 2x, e designando os lados congruentes dos tridngulos por a:
a) demonstre que MN ¢ perpendicular a AB e CD;

b) calcule, em funcdo de m e x, os comprimentos de AB e MN;

¢) para que valores de x, o diedro de faces CAB e DAB ¢é um diedro reto?

Solu¢ao

a) O tridngulo ABN ¢é retangulo isdsceles, pois AN = BN (medianas de dois
tridngulos congruentes).

A .
ANB é a s/e{:géo reta do diedro,
portanto ANB = 90°.

DC L NB| _ DC L (ABN) =
DC L NA = CD L MN

Dai concluimos que NM é per-
pendicular a 4B.

b) Célculo de AB e MN:

~

AB = 2 MN, pois o tridngulo ABN é retidngulo isosceles.

. _\2 2_‘:‘
AB = AN.2 = AB = \2@*~x) MN =-2E - MN - a0

c) Calculo de x:
Os tridngulos ACB e ADB sio também is6sceles, de base comum AB.

Para que a sec¢do reta do novo diedro seja um angulo reto, é necessario

que CMD = 90°, o que ocorre se MN = —CZA portanto:

a3
8

=)

> =x = 2(@*—x%) =4x* = x =

145. Uma condigdo necesséria e suficiente para que uma reta, ndo coplanar com a aresta
de um diedro, forme angulos congruentes com as faces do diedro e intercepte es-
sas faces em pontos equidistantes da aresta.
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Estabeleca o lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes de dois planos secantes.

Solu¢ao

Dados: « e 3 secantes em r

(N B =r.

Consideremos a reunido de dois

planos y e ' dos semiplanos (qua-

tro) bissetores dos diedros determi- ()
nados por « e 3.

Seja ¥ =y U~

Provemos que )} ¢é o lugar geo-
métrico. (8)

12 parte

Hipdtese Tese
®X), X € Yy = dx, = dxg
XE Y = (xE€vy ou x€%')

(a)
Demonstracdao \ R/

Se X € r, distancias nulas, entao: ~

dxa = dxp (ou dx, = dxp). B N

Se X € r, (XAB) determina sec- B
¢Oes retas nos diedros determina-

dos por « e 8.

Em (XAB) temos: (X € y ou X € y') = X pertence a bissetriz de

AN
ARB => dyx, = dyp (ou dy, = dxg).

22 parte

Hipdtese Tese \ /
(#Y), Ay o =dyp) = YE Y .

A 7 ~. B

Demonstracd

cao " / \ )
Sendo
dY,A' = dy,w dY.B’ = dv,,s, o pla-
no (Y, A’, B’) determina secgdes
retas A’R’B’ nos diedros determi- v
nados por « e f3.
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Em (Y, A’, B’) temos:

o
dys = dyp => Y pertence a bissetriz de A'R'B’ = y € y ou
ey Ty Ty

Conclusdo: *‘O lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes de dois planos
secantes ¢ a reunido dos quatro semiplanos bissetores dos diedros determi-
nados por esses planos”’.

Estabele¢a o lugar geométrico dos pontos eqgiiidistantes de trés planos dois a dois
secantes segundo trés retas distintas.

Solugao

Dados 6, v, o.

Sejam « e ' os planos dos bisse-
tores dos diedros determinados por
vedesejam e [ os planos dos
bissetores dos diedros determina-
dos por 6 e o.

8, v e o dois a dois secantes = 8 -~

@) B
= i, ikl iy=anNg h=aNg; ih=a NGi,=a N4.

Consideremos ¥, =i Ui, Ui;Ui,.

Provemos que Y, é o lugar geométrico.

12 parte
Hipotese Tese
XE€Y = dx,=dxs = dx,,
Demonstragdo
XEa ou XEa = dy; = dyx.

i {xegouxe5'=>d§';=d;:}=’Tese
22 parte

Hipdtese Tese

dy; = dy, =dy, = YE }

dig =y — X S XEa'}

Hipbtese = {d“ =dy, = XEB ou XEF

XCE N
Conclusao: ¥, = i, U i, U i; U i, é o lugar geométrico procurado.
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Definicao

Dadas trés semi-retas ¥, ¥, ¥, de
mesma origem V, ndo coplanares, con-
sideremos os semi-espagos &,, &, € &;,
como segue:

&, com origem no plano (bc) e
contendo V;

&,, com origem no plano (ac) e
contendo V;

&;, com origem no plano (ab) e
contendo V..

Triedro determinado por V,, V, e V. ¢ a intersec¢do dos semi-espagos &,,
&, e &,.

V(@ b,c)y=86N§g NE&

Sob uma outra orientagdo, o ente definido acima é chamado setor trie-
dral ou dngulo sdlido de trés arestas. Segundo essa orienta¢do, o triedro é a
reunido dos trés setores angulares definidos por ¥, ¥ ¢ V.
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90. Elementos v

V é o vértice, / \
V,, V,, V. sdo as arestas; / | \

A A A A A A
aVB, aVc e bVc ou ab, ac e bc a/w,‘,\,- -~ :\;
sdo as faces ou angulos de face.

di(a), di(b), di(c) sdo os diedros

do triedro; cada um deles é determina- |b
do por duas faces do triedro.

O tridngulo ABC com um tnico |a
vértice em cada aresta ¢ uma sec¢ao do
triedro.

Um triedro notavel é aquele cujas
faces sao angulos retos e cujos diedros c
sdo diedros retos. Esse triedro é chama- e
do triedro tri-ret@ngulo (ou triedro tri- b~
retangular).

Teorema

Em todo triedro, qualquer face ¢ menor que a soma das outras duas.

Demonstracdao

Supondo que d¢ é a maior face do triedro V(a, b, ¢), vamos provar que
/N AN N\
ac < ab + bc. (tese)

Vv
Para isso, construimos em ¢ um

angulo be tal que /
~ ~ B 4 \
|

b’c = be. (1)

C
Tomando-se um ponto B em b ¢ a/J-u e \

um ponto B’ em &', tais que VB = VB,
e considerando uma sec¢do ABC, como
indica a figura, temos:

Il

102




TRIEDROS

1?) Da congruéncia dos tridngulos B'VC e BVC, vem que B'C = BC;

29) No triangulo ABC,

AC < AB + BC = AB' + B'C < AB + BC = AB’ < AB.

De AB' < AB decorre, considerando os tridngulos B'VA e BVA, que
ab' < ab.  (2)

Somando-se as relagdes (2) e (1), temos:

N > O S ~ S N

ab’ + b’c < ab + bc = ac < ab + bc.

Sendo a maior face menor que a soma das outras duas, concluimos que
qualquer face de um triedro ¢ menor que a soma das outras duas.

Nota

Se f,, f> e f; sdo as medidas das faces de um triedro, temos:
fi<f,+f,. (1)

L<fi+f < f,—f <f

f—f1<f (2
f3<f1+f2<:>f3—fz<f1]© R

De (1) e (2) vem: f

Teorema

Asoma e r~°l¢ ¢ -~~~ - das ag - o
menor que 360°.

Demonstracao

Sendo a/l;, ace I;E as medidas das
faces de um triedro V(a, b, c), prove-
mos que:

ab + ac + bc < 360°. (tese)

Para isso, consideremos a semi-
reta Va' oposta a Va; observemos que
V(a', b, ¢) é um triedro e

N N
bc < ba’ + éa’. (1)

V\
C
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AN

P

95 angulos ab e ba’ sdo adjacentes e suplementares, o mesmo ocorrendo
com dc e ¢a’.

Entao:
P N A

= 0° ~ -, , AN A

ab+ba’=I80%) + 7B 1 4+ ba’ + G| =360° = ab + ac + be < 360°
ac + ca’ = 180 Lﬂ_J

Resumo

1) Em qualquer triedro:

Cada face é menor que a soma das outras duas e a soma
das medidas (em graus) das faces ¢ menor que 360°.

2) Uma condigdo necessdria e suficiente para que f;, f, e f; sejam me-
didas (em graus) das faces de um triedro é:

O° < f, < 180° , O°<f,<180° , O° < f; < 180°

fi+f +f,<360° e If,-f1 <f <f +f

Existem triedros cujas faces medem respectivamente:

a) 40°, 50°, 90° ¢) 200°, 100°, 80° e) 3°,5°,7°
b) 90°, 90°, 90° d) 150°, 140°, 130°
Solu¢io

a) Nio, pois, sendo | f, — f; | < f; < f, + f;, temos
1 50° —40° 1 < 90° < 50° + 40° (que ¢é falso).

b) Sim, pois

190°—90°1 < 90° < 90° + 90°; 90° + 90° + 90° < 360°; O° <90° < 180°,
c) Nao, pois O° < 200° < 180° (que ¢é falso).
d) Nao, pois 150° + 140° + 130° < 360° (que é falso).

e) Sim, pois
[7°—3°1 < 5° < 7°+ 3% 3° 4+ 5° + 7° < 360° O°< 3°< 180°
0° < 5° < 180°; O° < 7° < 180°.
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Duas faces de um triedro medem respectivamente /00°e 135°. Determine o inter-
valo de variagdo da terceira face.

Solu¢ao

Sendo x a medida da terceira face, temos:
0° < x < 180° (1) 100° + 135° + x < 360° = x < 125°
1135° = 100° | < x < 135° + 100° = 35° < x < 235°

M, @), B) = 35° <x < 125°

Num triedro duas faces medem respectivamente //0° e 140°. Determine o inter-
valo de variagdo da medida da terceira face.

Determine o intervalo de variagdo de x, sabendo que as faces de um triedro medem
fi = x, f, = 2x — 60°, f; = 30°.

Se um triedro tem suas faces iguais, entre que valores podera estar compreendida
cada uma de suas faces?

Prove que pelo menos uma face de um triedro tem medida menor que 720°.

Solucao

Se f, > 120°, f,> 120° e f; > 120°, entdo f; + f, + f3; > 360° (absurdo).

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Existe triedro cujas faces medem respectivamente 40°, 90° e 50°.

b) Existe triedro com as faces medindo respectivamente 70°, 90° e 150°.

c) Existe triedro com as trés faces medindo /20° cada uma.

d) Se num triedro duas faces medem respectivamente /50° e 120°, entdo a tercei-
ra face é obrigatoriamente a menor.

e) Se dois triedros sdo congruentes, entdo eles s3o opostos pelo vértice.

f) Trés semi-retas de mesma origem determinam um triedro.

g) Num triedro tri-retangulo cada aresta € perpendicular ao plano da face oposta.

Trés retas, r, s e ¢, coplanares e incidentes num ponto V, quantos triedros de-
terminam?
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Definicao

Um triedro é congruente a outro se, € somente se, € possivel estabelecer
uma correspondéncia entre suas arestas € as do outro, de modo que:

seus diedros sao ordenadamente congruentes aos diedros do outro e
suas faces sdo ordenadamente congruentes as faces do outro.

\ \

~
/N / O\

NN N N D
[abEa’b’,bCEbc,caEca

V@ b9 = Vi, b e dia) = di(a’), di(b) = di(b"), di(c) = di(c)

y
Por exemplo, dois diedros opos- z k X
tos pelo vértice, como V(x, y, 2) e \ /
V(x',y', ') da figura ao lado, sdo con- o
gruentes, pois: ' ' /
N N P .
Xy =Xy, X2=x7, yz=y7 vy
e /N
di(0) = dix), di(y) = di(y"), / .
di(z) = di(z"). S ST N
X o 2
Tipos de congruéncia
Existem dois tipos de congruéncia entre triedros.
1? tipo: Congruéncia direta — ‘‘quando os triedros podem ser superpos-
tos por movimento de rotagdo e translagdo’’.
2?2 tipo: Congruéncia inversa — ‘‘quando os triedros sdo congruentes (sa-

tisfazem a definigdo), mas ndo sdo superponiveis’’.
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Exemplos: Dois triedros opostos pelo vértice (ou simétricos em relagio
a um ponto) sdo inversamente congruentes.

Dois triedros simétricos em relagdo a um plano (um ¢ imagem especular
do outro) sdo inversamente congruentes.

v Ny
A AN

a‘-‘ o hw->c c’é-»wl \a’
\b ~ |

Via, b, ¢) e V'(a’, D', ¢") inversamente congruentes
V', b, c") e V'(a'’, b, ¢'") inversamente congruentes
V(a, b, c) e V'(a'’, b"’, ") diretamente congruentes

Observacgiao

Para descobrir qual o tipo de congruéncia entre os triedros V(a, b, ¢)
eV (a', b, '), consideram-se dois ‘‘observadores’’ identificados com as ares-
tas correspondentes Va e V'a’, com as ‘‘cabegas’’ voltadas para os vértices e
““olhando para dentro’’ dos triedros.

a) Se Vb esta a direita (ou a esquerda) do primeiro observador e V'b’
estd & direita (ou a esquerda) do segundo, a congruéncia ¢ direta.

b) Se Vb estd a direita (ou a esquerda) do primeiro e V'b’ estd a esquerda
(ou a direita) do segundo, a congruéncia €é inversa.

Definicao
Um triedro ¢ polar de outro se, e somente se:

19) tem mesmo vértice do outro,

2?) suas arestas sdo respectivamente perpendiculares aos planos das fa-
ces do outro e

39%) formam angulos agudos com as arestas correspondentes do outro.
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Assim, V(x, y, z) é polar de V(a, b, ¢) se, e somente se:

Vx, Vy, Vz sdo respectivamente perpendiculares aos planos (b, ¢), (a, ¢),

(a, b), ¢ ax, by e ¢z sdo agudos.
8 Y

«

m

w

V(m, n, 0) é polar de V(r, s, t) se, e somente se:

Vm, Vn, Vo sdo respectivamente perpendiculares aos planos (s, ¢), (r, ¢),

AN AN AN
(r, 8), € mr, ns, of sdo agudos.

Nota x=a

Notemos que, se o triedro V(a, b, ¢)
é tri-retangulo, entdo, pela unicidade da
perpendicular a um plano por um pon-
to, ele coincide com seu polar V(x, y, z).

O triedro tri-retangulo é au- 2=c¢
topolar. y | — -
y=>b
Propriedade
Sew ‘ried Ty ., 7€ oo T T enti ‘
triedro + \a, b, ¢, @ pole: & .prv=" 0" - | 2). i
Hipdtese Tese

V(, vy, z) é polar de V(a, b, ¢c) = V(a, b, ¢) é polar de V(x, vy, 2)
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Demonstracdo
4 Vx 1 Vb W
Vx L (b, ¢) = h = Va L (y, 2)
Vx 1 Ve
AN
Vy L Va
. Vy L (a, ¢) = “»= Vb L (x, 2)
Hip. = ﬁ Vy L Ve _ e ﬁ = Tese
Vz L Va JRINTSRN
Vz 1 (a, b) = e Se= Ve L (x, Y)
Vz 1L Vb~

NN AN L AN AN
(xa, xb e xc sao agudos) = (ax, by e ¢z sdo agudos)_/

Propriedade fundamental de triedros polares

Veremos a seguir trés itens que caracterizam os triedros polares: primei-
ro um /erna (teorema auxiliar) sobre diedros, depois um teorena, que € a pro-
priedade em si, e, por fim, as conseqiiéncias de aplicacdes praticas.

Lema

(Antes do enunciado, veja a primeira da: figuras de triedros polares,
notando 8, vy, ¥, 2, a e V.)

“‘Se por um ponto V da aresta a de um diedro (3+v) conduzimos as
semi-retas:

Vy, perpendicular a (3, situada no semi-espaco que contém v e tem ori-
gem no plano de 8, e

Vz, perpendicular a v, situada no semi-espa¢o que contém (3 e tem ori-
gem no plano de v,
entdo o angulo )/12 obtido é suplemento da sec¢do reta do diedro (8y) = di(a).”

Demonstragdo

Vamos demonstrar para o caso em que o diedro é obtuso. Nos outros
casos a demonstragdo é analoga.
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) Vy L8 = Vy 1L a - a
VZJ_'y=>VZJ_a

= al(y, 2) = mn=(y, 2NdiBy)

¢ seccdo normal do diedro (B).

2) No plano de y, z, m e n, temos:

AN A
Y + 92 + 7= 2 retos =>§\z+rr/%h=2 retos

my +yz=mz=1 reto - §z\+
ﬁ +n =§\n =1 reto
Logo, o angulo y/z\ ¢ suplemento da sec¢ao normal mn do diedro 8.

Teorema

‘ “‘Se dois triedros sao polares, cada face de um é suplementar da
i sec¢do reta do diedro oposto no polar.”

Identificando os diedros com suas sec¢des retas (notemos que a medida
do diedro ¢ a medida de sua sec¢do reta), temos:

Hipdtese Tese
92 + di(a) = 2r be + di(x) = 2r
yZ = -
(\{(a, bi c)e V(x, v, Z)) X + dib) = 2r 4 + di(y) = 2r
sdo polares %y + dic) = 2r 4b + di(z) = 2r

Demonstragdo

A primeira expressdo da tese )Q + di(a) = 2ré uma simples adaptacado

da expressdo yz + rin = 2 retos provada no lema. Pode-se dizer que ela é o
proprio lema.

As outras cinco expressoes tém demonstracdes andlogas a primeira, bas-
tando fazer as adaptacgdes de letras.
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Conseqtiéncias

1%) Se dois triedros sdo congruentes ¢. © s » "7, se .
também s3o congruentes entre si.

Hipdtese Tese
V(x, y, z) e V(a, b, ¢) sdo polares
Vi(x', y', 2") e V'(@’, b’, ¢’) sdo polares | = V(x,y,2) = V'(x, Yy, z')
V(a, b, ¢c) = V'(a’, b’, ¢')

Demonstracdo
Se V(a, b, c) = V'(a’, b’, ¢'), concluimos seis congruéncias (pela defi-
ni¢dao), uma das quais é:
di(a) = di(a’).

Dessa congruéncia entre diedros podemos concluir uma congruéncia entre
faces dos polares, como segue:

. 4y . . P VAP ASH
di(a) = di(a") = 2r —di(a) = 2r — di(da’) = y2 =y'z".
Ainda da congruéncia entre V(a, b, ¢) e V' (a', b’, '), outra das con-
gruéncias que concluimos é:
/\ /I\ I’
bc = b’c’.
Dessa congruéncia entre faces podemos concluir uma congruéncia entre
diedros dos polares, como segue:
A N, N O ; gt
bc =b'¢c’" = 2r—bc=2r—b'¢c’ = di(x) = dix’).
Assim, das seis congruéncias entre faces e diedros que saem de

Via, b, ¢y = V'(a’, b', ¢’), concluimos seis outras congruéncias entre diedros
e faces de V(x, y, 2), e V'(x', ¥', 2'). Logo, V(x, y, 2) = V'(x', ', 7).

1
z. L g .wuer: .. .o,am: " | .. diec. Y
mentad. -~ 1 - :raa : - .dosc:tos " .
Demonstragdo

Sejam d,, d, e d; as medidas (em graus) dos diedros de um triedro e
fi, f> e f; as medidas (em graus) das respectivas faces opostas no polar.
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Das relagdes entre as faces temos f; < f, + f;. Como f, = 180° — d,,

f, = 180° — d, e f; = 180° — d;, temos:

f,<f,+f, = 180°—d, <(180°—d,) + (180°—d;) = d, +d, < 180° + d, .
Logo, d, + d, < 180° + d,.

Analogamente: d, + d, < 180° + d,
d, + d, < 180° + d,

retos V20 e 6retcs T.07

ro

37 Asor (08d wul0S :i i 1fs s T3 . °

EENEEN o

2r < di(a) + di(b) + di(c) < 6r

Demonstracio

Pela defini¢do de triedro, cada diedro é menor que 2 retos, logo
di(a) + di(b) + di(c) < ér.
Considerando as faces Xy, ¥z e yz do polar, temos:

Xy + L2 + yz < 4r = [2r—di(c)] + [2r—di(b)] + [2r—di(a)] < 4r =>
— di(a) + di(b) + di(c) > 2r

Nota

Da relagao

I, -1 < f <f, + f

entre as faces de um triedro sai a relagdo

2r=1d,—d,| >d, > (d, + dy) — 2r

entre os diedros de um triedro.

De fato, considerando f,, f; e f; as faces do polar respectivamente opos-

tas a d,, d, e d;, temos:
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f,—f,1 < f, <f, + {;.

E, aplicando o teorema fundamental, vem:
[2r—=d,—-2r—-d)) I <2r—=-d; <2r—d, + 2r—d, =
= |2r—-d,-2r+d;I <2r-d, <d4r—-(d, + d;) =
= 1d;—-d, 1 <2r—-d, <4r—-(d, + dy) =

- 2r+ldy—dyl < —-d, <2r—(d, + d;) =
2r—1dy—d,I >d;, >—-2r + (d, + dy)

S
=



TRIEDROS

Pode haver triedro cujos diedros meg¢am 40°, 120° e 15°? Por qué?

Solu¢ao

Naio, pois, sendo d, = 40°, d, = 120° e d; = 15° no polar, temos:
Si=140° f,=60°e f;=165° ¢ 140° + 165° + 60° < 360° (que ¢ falso).

Existem angulos triedros cujos diedros medem respectivamente:

a) 90°, 90°, 90° e) 125°, 165°, 195°
b) 60°, 60°, 60° f) 175°, 99°, 94°
¢) 200°, 300°, 100° g) 100°, 57°, 43°
d) 120°, 200°, 15° h) 110°, 100°, 70°

Podem os diedros de um triedro medir respectivamente 40°, 50° e 60°? Por qué?

Se um diedro de um triedro é reto, entre que valores deve estar compreendida
a soma das medidas dos outros dois diedros?

Dois diedros de um triedro medem respectivamente 60° ¢ 110°. D& o intervalo
de variacao da medida do terceiro diedro.

Preliminar

1) A defini¢do de congruéncia de triedros da fodas as condigdes fun-

damentais que devem ser satisfeitas para que dois triedros sejam congruentes.
Essas condigdes (seis congruéncias: trés entre faces e trés entre diedros) sao to-
tais, porém existem condicdes minimas para que dois triedros sejam congruen-
tes. Estas condigdes minimas sao chamadas casos ou critérios de congruéncia.

Cada caso ou critério traduz uma condi¢@o necessaria e suficiente para

que dois triedros sejam congruentes.
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2°) Figura e elementos para as demonstracées
v

O\

v’ ; b’
a ««f\—NN’\‘ [ (2
b a’
Notagdo: T = V(a, b, ¢) T = V'@, b, c)
Ppolarde T P’ polar de T"

1° critério: FDF

Se dois triedros tém, ordenadamente congruentes, duas faces € o

diedro compreendido, entdo eles sio congruentes.
Hipotese Tese
ab = a'b’ (1)
di(b) = di(b") Q| = T=T
bc = b'c’ 3)
Demonstracio

As faces ace a'¢’ sdo sec¢Oes igualmente inclinadas ((1) e (3)) de diedros
congruentes (2); entdo, ac = a'¢’  (4).

As faces be e b'¢’ sdo seccoOes igualmente inclinadas ((1) e (4)) e congruen-
tes ((3)) dos diedros di(a) e di(a’), respectivamente. Entdo, di(a) = di(a’) (5).

As faces ab e d'b’ sio sec¢des igualmente inclinadas ((3) e (4)) e con-
gruentes (1) dos diedros di(c) e di(c"), respectivamente. Entdo, di(c) = di(c") (6).
(1), (2), 3), (4, (5), (6))

B

T=T

29 critério: DFD

““Se dois triedros tém, ordenadamente congruentes, dois diedros
e a face compreendida, entdo eles sao congruentes.’”’
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Demonstragio

Se T e T' tém DFD, pelo teorema fundamental, os polares P ¢ P’ tém
FDF e, pelo caso anterior, sdo congruentes. Ora, se P e P’ sio congruentes,
seus polares 7 e T’ também o sdo.

39 critério: FFF

“‘Se dois triedros tém, ordenadamente congruentes, as trés faces,
entdo eles s3o congruentes.”’

Hipdtese Tese
ab=ab (1)
‘bc = b'c’ Q| = T=T
ac=ac (3
Demonstragdo

‘As faces ac e a'¢’ sio sec¢Oes igualmente inclinadas ((1) e (2)) e congruen-
tes ((3)) dos diedros di(b) e di(b’), respectivamente.
Entdo, di(b) = di(b’) (4).
Analogamente: di(c) = di(a’)
di(c) = di(c")
@, @), 3), @, (5),(6) = T=T

4°9 critério: DDD

‘‘Se dois triedros tém, ordenadamente congruentes, 0s trés « 4~
entao eles sdo congruentes.’’

Demonstragdo

Se T e T’ tém DDD, pelo teorema fundamental, os polares P e P’ tém
FFF e, pelo caso anterior, sio congruentes. Ora, se P e P’ sio congruentes,
seus polares 7 e 7' também o sdo.

Nota

Para efeito de memorizagdo é bom comparar os casos FDF, DFD e FFF
com os casos de congruéncia entre tridngulos LAL, ALA e LLL.
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. . A .
It m triedro V(a, b, c) as faces ac e be n}\edem cada uma 45° e formam um die-
« 1 reto. Determine a medida da face ab.

Soiucao
Por um ponto P da aresta ¢ a uma
distancia { de V conduzimos uma
sec¢do reta do diedro di(c).

a 2
Sendo os tridngulos VPN e VPM )
retdngulos isdsceles, temos: /

LTe: TN = £2, G i

haso " "também € retingu-

a/ ¢ \b

01 Osceles e AN = £, 2.

Portanto, VM= VN = MN — AVMN equildtero, logo ab = 60°.

Um plano intercent: as are as de um iriedro tri-retdngulo, dcierminando um tridn-
gulo de lados a, b e c. Determine as distdncias dos vértices desse tridngulo ao vér-
tice do triedro tri-retdngulo.

¢ e e

A~ e e

Sendo " .7 T
tangulos, «cmos:

-+
~N
o

(H x4 = aﬂ‘
2 x ‘
G ¥+ e

s

l_
-

L a4+ bl a2 + b=
(4)—(3)”-:>>\—72 =>X—\ 5
R b+ gl T R
(4)—(1)=>Y“=~—27=>\=\ -
2 2 e 2 2
(4)—(2)=>22=a£+§ o =>z=wa+§ b
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A que distancia do vértice de um triedro tri-retangulo deve passar um plano para
que a sec¢do obtida seja um tridngulo equilatero de lado £?

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Em todo triedro tri-retangulo, cada aresta é perpendicular ao plano da face
oposta.

b) Se dois diedros de um triedro medem respectivamente 40° e 70°, o terceiro
diedro pode medir 70°.

¢) Se um plano intercepta as arestas de um triedro tri-retdngulo nos pontos A,
B, C eqiiidistantes de seu vértice V, a seccdo determinada é um tridngulo equi-
latero.

d) Se um plano intercepta as arestas de um triedro nos pontos 4, B, C eqiiidis-
tantes de seu vértice V, a sec¢do determinada é um tridngulo equilédtero.

e) Cada face de um triedro ¢ maior que a soma das outras duas.

f) Trés retas r, s e ¢ incidentes num ponto V determinam & triedros.

g) Trés retas r, s e £ ndo coplanares e incidentes num ponto V determinam 8
triedros.

h) Se dois triedros sdo opostos pelo vértice, entdo eles sao congruentes.

Demonstre que, se um triedro tem um diedro reto, o cosseno da face oposta ao
diedro reto € igual ao produto dos cossenos das faces que formam o diedro reto.
Seja um triedro de vértice V, cujos dngulos das faces medem 60° cada um. Consi-
dere os segmentos VA = VB = VC = 9 cm sobre suas arestas. Determine o

comprimento do segmento AP, sendo P o pé da perpendicular a face oposta
a aresta VA.

Um ponto A ¢é interior a um triedro tri-retdngulo. As distancias desse ponto as

arestas do triedro medem a, b e ¢. Calcule a distincia OA, sendo O o vértice
do triedro.

Solucao
Seja OA = d. ?
— ) A
Tracando AP, perpendicular a
uma face do triedro (vide figura),
. 0 M
temos:

2 2 — 42 :
X+ z- = a / 2

x}+ y2 =b*) =

Q
2 2 2 -
y '+ z2=c / » .
= x2+y2+22—M+_C2
2
— 2 ; 5
Seﬂdod:\‘x2+y2+zl=> d:\‘a+g+c
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Dado um triedro V(a, b, ¢), construa uma semi-reta ¥x que forme angulos con-
gruentes com as arestas do triedro.

Solucao
a) Construcio:

19) C_onstrufilos uma secgdo ABC, com A € «, B € b, C € cetal que
VA = VB = V(.

27) No triangulo ABC, consideramos o ponto O, a igual distincia dos vér-
tices: OA = OB = OC.

39) Construimos a semi-reta Vx passando por O.

b) Prova:

P AN P
ANOVA = ANOVB = AOVC = xVa = xVb = xVc¢

Logo, Vx forma dngulos congruentes com Va, Vb e Vc.

Os planos determinados pelas arestas de um triedro e pela bissetriz da face opos-
ta interceptam-se numa reta.

As bissetrizes internas de duas faces de um triedro e a bissetriz do angulo adja-
cente e suplementar a outra face sao coplanares.

Sendo «, 8 e y os planos conduzidos pelas arestas de um triedro e perpendicula-
res aos planos das faces opostas, prove que «, § € vy tém uma reta comum.

No plano de cada face de um triedro conduz-se pelo vértice a perpendicular a
aresta oposta. Prove que as trés retas assim obtidas sdo coplanares.
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Conceito e elementos

Dado um numero finiton (n > 3)
de semi-retas Va,, Va,, Va,, ..., Va,,
de mesma origem V, tais que o plano de
duas consecutivas (Va, ¢ Va,, Va, e
Va;, ..., Va, e Va,) deixa as demais
num mesmo semi-espago, consideremos
n semi-espagos £,, E,, E;, ..., E,, ca-
da um deles com origem no plano de
duas semi-retas consecutivas e conten-
do as restantes.

V@, 2, .., a) =E NE N ..NE

n

Angulo poliédrico convexo determinado por Va,, Va,, Va,, ..., Va, é
a interse¢do dos semi-espagos F,, E,, E;, ..., E

ne

O ponto V é o vértice, as semi-

retas Va,, Va,, Va,, ..., Va, sdo as n
~ N P s
arestas e os angulos a,a,, a,a;, ..., a,q,

sdo as n faces do angulo poliédrico. Ele
também possui n diedros, cada um de-
les determinado por duas faces conse-
cutivas.

Superficie de um angulo polié-
drico é a reunido de suas faces.

Secgdo é um poligono plano com um unico vértice em cada aresta.
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Notas

19) O angulo poliédrico convexo acima definido pode assumir outros
nomes: piramide ilimitada ou limitada ou dngulo solido.

2%} O triedro ¢ um angulo poliédrico convexo de 3 arestas.

Relacées entre as faces

Sdo generaliza¢des das duas propriedades validas para triedros:

I?)

““.um angulo poliédrico convexo, qualquer face é menor que a
soma das demais’’

Hipdtese Tese
 , . AN AN P
(a,a, é¢ a maior face) = (a,a, < a,a; + ... + a,a,)
Demonstragdo

Os planos (q,, a;), (a,, a,), ...,
(a,, a,_)) dividem o 4ngulo poliédrico v
em (n — 2) triedros. Aplicando a rela-
cao entre faces a cada um deles, vem:

aa2< a2a3 + aa3
aa3<a3a4+ aa4

P N AN

alan—l < an—la’n + alan
Somando membro a membro:

F N N AN
a2, < a,a; + a3, + ... + 4,3,

2%)

‘“Num angulo poliédrico convexo, a soma das faces é menor que
quatro angulos retos’’
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Hipdtese Tese
S P
(a/,\a2 + a,a; + ... +a,a =9S,) = S5, < 4r

Demonstracdao
Os planos (a,, a,) e (a;, a,) t€ém a reta x comum.

Consideremos:

O angulo poliédrico convexo
Via,, x, a,, ..., a,), cujas (n — I) faces /
somam S,-.
O triedro V{(a,, x, a;), em que
temos: k / P
A~ a,
) N
a,a; < ax + xa; (1)
e ainda a soma:
) P P N
a,a, + a;a, + a,a; + ... + a,a, = S,.
Com isso temos:
N
S, =S, + aa,
N AN
Si-i = S, + ax + xa,
e, em vista de (1), vem:
Sn < Sn—l
Repetindo-se o processo, vem:
Seo) < Sy € .l <S5

Entdo: S, < S; e, como §; < 4r, conclui-se que: §, < 4r.

Congruéncia
Dois dngulos poliédricos sao congruentes quando ¢ possivel estabelecer

uma correspondéncia entre as arestas de um e as do outro, de modo que as
faces e os diedros correspondentes sejam ordenadamente congruentes.

Angulo poliédrico regular

Um angulo poliédrico convexo é regular se, e somente se, as faces sdo
todas congruentes entre si.
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As faces de um 4ngulo poliédrico convexo medem respectivamente /0, 20°, 30°,
40° e x. Dé o intervalo de variagdo de x.

Solu¢ao

x < 10° + 20° + 30° + 40° = x < 100°

o
10° + 20° + 30° + 40° + x < 360° —> x<260°} = x< 100

As medidas das faces de um angulo tetraédrico convexo sao 120°, 140°, 90° e
x. D& o intervalo de variacdo de x.

Qual é o intervalo de variagdo de x para que 20°, 30°, 120° e x sejam as medidas
das faces de um angulo poliédrico convexo?

As faces de um angulo heptaédrico convexo medem respectivamente /0°, 20°,
30°, 40°, 50°, x e 160°. Entre que valores x pode variar?

Existem angulos poliédricos convexos cujas faces medem, respectivamente:
a) 40°, 60°, 30°, 150°

b) 100°, 120°, 130°, 70°

c) 4°, 5°, 6°, 7°, 8°

d) 60°, 60°, 60°, 60°, 60°

e) 108°, 108°, 108°

Quantos tipos de dngulos poliédricos convexos podemos formar:

a) com todas as faces iguais a 60°
b) com todas as faces iguais a 90°
¢) com todas as faces iguais a 120°

Qual é o nimero maximo de arestas de um angulo poliédrico convexo cujas faces
sdo todas de 70°?



CAPITULO VII

Superficie poliédrica limitada convexa

Superficie poliédrica limitada convexa é a reunido de um numero finito
de poligonos planos e convexos (ou regides poligonais convexas), tais que:

a) dois poligonos ndo estdao num mesmo plano;
b) cada lado de poligono ndo estd em mais que dois poligonos;

¢) havendo lados de poligonos que estdo em um s6 poligono, eles de-
vem formar uma unica poligonal fechada, plana ou ndo, chamada contorno;

d) o plano de cada poligono deixa os demais num mesmo semi-espago
(condi¢cdo de convexidade).

As superficies poliédricas limitadas convexas que tém contorno sao cha-
madas abertas. As que nao tém contorno sdo chamadas fechadas.

Elementos: uma superficie polié-
drica limitada convexa tem:

Jfaces: sao os poligonos;

arestas: sio os lados dos po-
ligonos;

vértices: sdo os vértices dos po-
ligonos;

angulos: sdo os dngulos dos po-
ligonos.
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Nota

Uma superficie poliédrica limitada convexa aberta ou fechada ndo ¢ uma
regido convexa.

Poliedro convexo

Consideremos um numero finito n (n > 4) de poligonos planos conve-
x0s (ou regides poligonais convexas) tais que:

a) dois poligonos ndo estdo num mesmo plano;
b) cada lado de poligono é comum a dois € somente dois poligonos;

¢) o plano de cada poligono deixa os demais poligonos num mesmo semi-
espago.

Nessas condigoes, ficam determi-
nados n semi-espagos, cada um dos
quais tem origem no plano de um poli-
gono e contém 0§ restantes. A interse-
¢ao desses semi-espagos ¢ chamado po-
liedro convexo.

Um poliedro convexo possui: fa-
ces, que sdo os poligonos convexos;
arestas, que sao os lados dos poligonos
e vértices, que sao os vértices dos po-
ligonos.

A reunido das faces é a superfi-
cie do poliedro.

Congruéncia

Dois poliedros sdo congruentes se, e somente se, € possivel estabelecer
uma correspondéncia entre seus elementos de modo que as faces e os angulos
poliédricos de um sejam ordenadamente congruentes as faces e angulos polié-
dricos do outro.

Da congruéncia entre dois pohedros sai a congruéncia das faces, ares-
tas, angulos e diedros.

Relacdo de Euler

F atod . »>’e.rocc .vexo, Ou para sua Supe.iic « -« >«
V—-—A+ F =2 \
em que V' é o numero de vértices, A € o numero de arestase Fé« . . o
de faces do poliedro. ‘
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Demonstra¢do

a) Por inducdo finita referente ao numero de faces, vamos provar, em
cardter preliminar, que, para uma superficie poliédrica limitada convexa aber-
ta, vale a relacéo:

em que
I/ € o nimero de vértices,
A, ¢ o nimero de arestas e
F, ¢ o nimero de faces

da superficie poliédrica limitada aberta.

Para o poligono abaixo

1) Para F, = 1.

Neste caso a superficie se reduz
a um poligono plano convexo de »n la- vV, =7
dos e, entdo, ¥, = n, A, = n. Temos:

V- A, +F,=n—-n+1=1= V—-A, +F =1
Logo, a relagdo esta verificada para F, = 1.

2) Admitindo que a relagdo vale para uma superficie de F’ faces (que
possui V' vértices e A" arestas), vamos provar que também vale para uma su-
perficie de F’ + 1 faces (que possui F' + I = F, faces, V vértices e A,
arestas).

Por hipodtese, para a superficie de F’ faces, A’ arestas e V' vértices vale:
Vi-A"+ F = 1.

Acrescentando a essa superficie (que é aberta) uma face de p arestas (Ja-
dos) e considerando que g dessas arestas (lados) coincidem com arestas ja exis-
tentes, obtemos uma nova superficie com F, faces, A, arestas e ¥ vértices tais
que:

F,=F + 1
A, =A"+p—q (g arestas coincidiram)
V=V +p—-(q+ 1) (g arestas coincidindo, g + I vértices

coincidem)
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Formando a expressdo V, — A, + F, e substituindo os valores acima,
vem:

VV-A,+F,=V +p-(@+ 1)-(A+p—q +F + 1) =
=V +p-q-1-A'-p+qg-F +1=V ~A" +F
Com VW — A, + F, =V — A" + F' provamos que essa expressao nao
se altera se acrescentamos (ou retiramos) uma face da superficie.
Como, por hipétese, V' — A" + F' = 1, vem que
V.- A, +F, =1
0 que prova a relacdo preliminar.

b) Tomemos a superficie de
qualquer poliedro convexo ou qualquer
superficie poliédrica limitada convexa
fechada (com V vértices, A arestas e F'
faces) e dela retiremos uma face. Fica-
mos, entdo, com uma superficie aberta
(com V, vértices, A, arestas e F, faces)
para a qual vale a relacido

V,-A,+F, =1
Como

V=V, A, =A¢eF,=F—-I1,vemV—-A+ (F— 1) = I, ou seja:

I

Nota: O teorema de Euler estad ligado a um conceito que engloba o de
poliedro convexo, razdo pela qual vale para este.

Exemplos

V-A+F=9-18+11=2 V-A+F=14-21+9=2
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Veja ao lado a figura de um po- S
liedro para o qual ndo vale a relagdo de 3 //
Euler. L/ /z_____;/_/

Note que ele possui: St

V=16A=32¢F = 16. o awa

~ /s 77/ 7 .

Entao: Z .

i Vg

V-A+F=16—-32+16=0. 7 ’

Poliedro euleriano

Os poliedros para os quais é valida a relacdo de Euler sdo chamados po-
liedros eulerianos.

Todo poliedro convexo é e eriano, masne "~ * ~p-iec ~¢ e-
riano é convexo.

Um poliedro convexo de onze faces tem seis faces triangulares e cinco faces qua-
drangulares. Calcule o numero de arestas e de vértices do poliedro.

Solu¢ao

Numero de arestas:

nas 6 faces triangulares temos 6 X 3 arestas e nas 5 faces quadrangulares
5 X 4 arestas.

Cada aresta ¢ comum a duas faces; todas as arestas foram contadas 2 ve-
zes. Entdo:

2A =6 X3 +5%Xx4 = 2A =38 = A =19

Numero de vértices:
com F=1leA = 19narelacio V— A + F = 2, temos:
V—-19 + 11 = 2, ou seja, V = I0.

Determine o niimero de vértices de um poliedro convexo que tem 3 faces triangu-
lares, I face quadrangular, / pentagonal e 2 hexagonais.
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Num poliedro convexo de /0 arestas, o nimero de faces ¢ igual ao nimero de
vértices. Quantas faces tem esse poliedro?

Num poliedro convexo o nimero de arestas excede o nimero de vértices em 6
unidades. Calcule o numero de faces desse poliedro.

Um poliedro convexo apresenta faces quadrangulares e triangulares. Calcule o
numero de faces desse poliedro, sabendo que o nimero de arestas ¢ o quadruplo
do numero de faces triangulares € 0 nimero de faces quadrangulares ¢ igual a 5.

Um poliedro convexo tem /7 vértices, o nimero de faces triangulares igual ao
numero de faces quadrangulares e uma face pentagonal. Calcule o niimero de
faces desse poliedro.

Calcule o niimero de faces triangulares e o nimero de faces quadrangulares de
um poliedro com 20 arestas e /0 vértices.

Um poliedro de sete vértices tem cinco dngulos tetraédricos e dois dngulos pen-
taédricos. Quantas arestas e quantas faces tem o poliedro?

Solugio

Arestas: O nimero de arestas dos 5 angulos tetraédricos é 5 X 4 e o nume-
ro de arestas dos 2 pentaédricos é 2 X 5; notando que cada aresta foi con-
tada duas vezes, pois é comum a dois dngulos poliédricos, temos:

2A =5x4+2X%x5 = 2A=30 = A = 15.
Faces: ComV=7eA =15emV—-A + F =2, vem F = 10.

Ache o numero de faces de um poliedro convexo que possui /6 angulos triedros.

Determine o numero de vértices, arestas e faces de um poliedro convexo formado
por cinco triedros, sete angulos tetraédricos, nove angulos pentaédricos e oito 4n-
gulos hexaédricos.

Um poliedro convexo possui I dngulo pentaédrico, 10 dngulos tetraédricos, € os
demais triedros. Sabendo que o poliedro tem: niimero de faces triangulares igual
ao numero de faces quadrangulares, /] faces pentagonais, € no total 27 faces,
calcule o numero de vértices do poliedro convexo.

O ‘“‘cubo-octaedro’’ possui seis faces quadradas e oito triangulares. Determine
o numero de faces, arestas e vértices desse sélido euleriano.

O tetraexaedro possui 4 faces triangulares e 6 faces hexagonais. Determine o nu-
mero de faces, arestas e vértices desse solido, sabendo que ele é euleriano.

Num poliedro convexo, 4 faces sdo quadrildteros e as outras tridngulos. O nume-
ro de arestas é o dobro do nimero de faces triangulares. Quantas sdo as faces?
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Um poliedro convexo possui apenas faces triangulares e quadrangulares. Saben-
do que os nimeros de faces triangulares e quadrangulares sdo diretamente pro-
porcionais aos numeros 2 € 3 e que o nimero de arestas é o dobro do numero
de vértices, calcule o nimero total de faces desse poliedro.

Um poliedro convexo possui, apenas, faces triangulares, quadrangulares e penta-
gonais. O numero de faces triangulares excede o de faces pentagonais em duas
unidades. Calcule o numero de faces de cada tipo, sabendo que o poliedro tem
7 vértices.

Um poliedro convexo de 24 arestas ¢ formado apenas por faces triangulares e
quadrangulares. Seccionado por um plano convenientemente escolhido, dele se
pode destacar um novo poliedro convexo, sem faces triangulares, com uma face
quadrangular a mais e um vértice a menos que o poliedro primitivo. Calcule o
nimero de faces do poliedro primitivo.

Ache o ntimero de vértices de um poliedro convexo que tem a faces de ¢ lados,
b faces de m lados e ¢ faces de n lados. Discuta.

Propriedade
A some .0s dngulos detc ™ asfaces¢ :u M0 € O é
S=" -2
emque Véo! 'n. . ... eseré.. ¢ .

Demonstracao

V, A e F sdo, nessa ordem, os numeros de vértices, arestas e faces do
poliedro. Sejam n,, n,, n;, ..., np 0s nimeros de lados das faces I, 2, 3, ...
F, ordenadamente. A soma dos dngulos de uma face é (n — 2) - 2r.

Para todas as faces, temos:

S=mn—-2)-2r+(m—-2):2r+ (n;—2):2r+ ... + np—2)-2r =
=mn -2r—4r + n,-2r—4r + ny - 2r —4r + ... + ng - 2r —4r =
=M + 0, +n;+ ... 4 np)-2r—dr—4r—..—4r

F vezes

Sendo
n,+n,+ n;+ ...+ np; =24
(pois cada aresta foi contada duas vezesem n;, + n, + n; + ... + ng),
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substituindo, vem:
S=2A:2r—F:-4r = S =(A—F):4r.

Como vale a relagdo de Euler,
V-A+F=2 = V-2=A-F.

Substituindo (2) em (1), temos:

[

Definicao
Um poliedro é chamado poliedro de Platdo se, € somente se, satisfaz
as trés seguintes condi¢des:

a) todas as faces tém o mesmo numero (n) de arestas,
b) todos os dngulos poliédricos tém o mesmo numero (m) de arestas,
¢) vale a relagdo de Euler (V—A + F = 2).

Propriedade

Existem cinco, € som« ..e cinco, classes de = .I'. ... . T

Demonstragio

Usando as condigdes que devem ser verificadas por um poliedro de Pla-
tdo, temos:

a) cada uma das F faces tem n arestas (n > 3), e como cada aresta estd
em duas faces:

n-F=2A — F =28

b) cada um dos V angulos poliédricos tem m arestas (m > 3), € como
cada aresta contém dois vértices:

m-V=2A = V=24
m
OV-A+F=2 (3
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Substituindo (1) e (2) em (3) e depois dividindo por 24, obtemos:
2A 2A 1 1 1 1

n m 2 n A

Sabemos que n > 3 ¢ m > 3. Notemos, porém, que se m ¢ n fossem
simultaneamente maiores que 3 teriamos:

1L
m 4

- A+

m>3=>m2>4->=

=

IS NS TS TS U T
n>3=n>4=ig% m n 2 m 2 n
n

0 que contraria a igualdade (4), pois A é um nimero positivo.

Concluimos entdo que, nos poliedros de Platio, m = 3oun = 3 (isto
significa que um poliedro de Platao possui, obrigatoriamente, triedro ou
tridngulo):

1°) Para m = 3 (supondo que tem friedro). *n

Em (4) vem: 3 | 3
3 4

1 1 _ 1 1 o1

n 6 A - ¢ —U"<é 3.3

Entdo,n =3 oun =4oun=35
(respectivamente faces triangulares ou quadrangulares ou pen-
tagonais).

2°) Para n = 3 (supondo que tem tridngulo). son
Em (4): 3 3
.3
1 1 1 1 1
— == — > = < 6.
m 6 A m_ 6 T 53

Entdo, m = 3oum=4oum=235

(respectivamente dngulos triédricos ou tetraédricos ou pentaé- !
1 T
dricos). 3 3
. 3

Resumindo os resultados encontrados no 1° e no 22, con- 3 5

cluimos que os poliedros de Platdo sdo determinados pelos pa- 3

res (m, n) da tabela ao lado, sendo, portanto, cinco, e somente 5 3

cinco. as classes de poliedros de Platio.
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Consegiiéncia

Para saber o numero de arestas 4, o numero de faces F e o numero de
vértices V de cada poliedro de Platdo, basta substituir em (4) os valores de m
e n encontrados e depois trabalhar com (1) e (2).

Exemplo

Uma das possibilidades encontradas para me n foim = 3en = 5.
Com esses valores em (4), temos:

11 1 _ 1 1 —
T 2 TS TA T 3" a AT
%=>V=2o.

Em (2): V

Il

Em (1): F 2'530 — F = 12.

Como ¢ o nimero de faces que determina nome, o poliedro de nosso
exemplo é dodecaedro.

Notemos que m = 3 significa angulos friédricos (ou triedros) e n = 5,
faces pentagonais.

Nomes dos poliedros de Platdo

Procedendo como indicamos no problema acima, temos, em resumo:

m n A \ F nome ‘
3 3 6 4 4 stracdro
3 4 12 8 6 xaedro

4 3 12 6 8 ctaedro

3 5 30 20 12 odecaedro

S 3 30 12 20 cosaedro |

Um poliedro convexo ¢ regular quando:

a) suas faces sdo poligonos regulares e congruentes,
b) seus dngulos poliédricos s3o congruentes.
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Propriedade

1

Existem cinco, e somente cinco, tipos de poliedros ,1' .es.

Demonstragcdo
Usando as condi¢des para um poliedro ser regular, temos:

a) suas faces sdo poligonos regulares ¢ congruentes, entdo todas tém o
mesmo numero de arestas;

b) seus dngulos poliédricos sdo congruentes, entio todos tém o mesmo
numero de arestas.

Por essas conclusdes temos que os poliedros regulares sao poliedros de
Platdo e portanto existem cinco e somente cinco tipos de poliedros regulares:
tetraedro regular, hexaedro regular, octaedro regular, dodecaedro regular ¢ ico-
saedro regular.

Tetraedro regular Hexaedro regular

Dodecaedro regular Icosaedro regular

Observacao

Todo poliedro regular é poliedro de Platdo, mas nem todo polie-
dro de Platdo ¢ poliedro regular.
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Um poliedro convexo de 15 arestas tem somente faces quadrangulares e pentago-
nais. Quantas faces tem de cada tipo se a soma dos dngulos das faces é 32 dngulos
retos?

Solugao

S=32r = (V—-2):4r=32r = V=10
A=15V=10,V-A+F=2) = F=7
x faces quadrangulares e y pentagonais, entio:

XxX+y=7
4x + S5y = 30

Calcule em graus a soma dos dngulos das faces de um:
a) tetraedro; b) hexaedro; c) octaedro; d) dodecaedro; e) icosaedro.

Um poliedro convexo de 28 arestas possui faces triangulares e heptagonais. Quantas
tem de cada espécie, se a soma dos angulos das faces é 64 retos?

A soma dos angulos das faces de um poliedro convexo é 720°. Calcule o nimero
de faces, sabendo que é os 2/3 do numero de arestas.

Primeira generalizag¢do das relagdes entre nimero de vértices, arestas e faces de
um poliedro euleriano.

Solucao

Seja um poliedro convexo em que:

F; representa o numero de faces triangulares,
F, representa o nimero de faces quadrangulares,
F; representa o numero de faces pentagonais,
F, representa o nimero de faces hexagonais,

Entdo F = F; + F, + Fs + Fg + ...
Sendo cada aresta comum a duas faces, teremos:
2A = 3F; + 4F, + SF; + 6F; + ...
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Um poliedro apresenta faces triangulares e quadrangulares. A soma dos adngulos
das faces € igual a 2 160°. Determine o numero de faces de cada espécie desse
poliedro, sabendo que ele tem /5 arestas.

Da superficie de um poliedro regular de faces pentagonais tiram-se as trés faces
adjacentes a um vértice comum. Calcule o nimero de arestas, faces e vértices da
superficie poliédrica aberta que resta.

Demonstre que, em qualquer poliedro convexo, é par o nimero de faces que tém
numero impar de lados.

Solugio

Tese {F; + Fs + F, + ... é par

De fato, da relagdao (2) temos:

3F; + 4F, + 5F; + 6F¢ + 7TF; + ... = 2A =
= F; + Fs+F, + .. =2A-2F; —4F, —4F; - 6F,— ... =
= F;+Fs+F, + ... =2A—-F;—2F,—2F, — 3F,—3F,— ..)

0 que prova a tese.

Segunda generalizacdo das relagdes entre nimero de vértices, arestas e faces de
um poliedro euleriano.

Solugiio

Seja um poliedro convexo em que:

V; representa o nimero de angulos triédricos,

V, representa o nimero de dngulos tetraédricos,
Vs representa o nimero de angulos pentaédricos,
Vs representa o nimero de dngulos hexaédricos,

Entio:

V=V, %V, + Vit Ve k... i

Se cada aresta une dois vértices, temos:
QA= AN AV SN Y A

Demonstre que, em qualquer poliedro convexo, é par o nimero de dngulos polié-
dricos que tém numero impar de arestas.

Demonstre que em qualquer poliedro convexo vale a relagédo:
2F = 4 + V, + 2V, + 3Vy + 4V + 5V, + ...
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Demonstre que em qualquer poliedro convexo vale a relagédo:
2V =4 + F, + 2F, + 3F; + 4F; + 6F, + ...

Solu¢ao

Tomando as relagdes (1) e (2) do exercicio 204, a relagdo de Euler e elimi-
nando A nessas relagdes, obtemos:

2V = 4 + F, + 2F, + 3F, + 4F, + ...

Em qualquer poliedro euleriano, a soma do ndmero de faces triangulares com
o numero de triedros é superior ou igual a 8.

Demonstre que os numeros F, V, 4, das faces, vértices e arestas de um poliedro
qualquer estdo limitados por:

a) A+ 6 <3F € 2A b) A + 6 < 3V < 2A

Numa molécula tridimensional de car-

bono, os &tomos ocupam 0s vértices 12 pentagonos
de um poliedro convexo com /2 faces / ) -fﬁ = 20 hexagonos
- Y.

pentagonais e 20 faces hexagonais re- . j

gulares, como em uma bola de BN .
futebol. j I L
Qual ¢ o numero de dtomos de carbo- o~ :
no na molécula? E o nimero de liga- . N P
¢Oes entre esses 4tomos? L L~



CAPITULO VIII

Definicao

Consideremos uma regiao poli- /
gonal convexa plana (poligono plano /
convexo) A, A, ... A, de nlados e uma / / /
reta r ndo paralela nem contida no pla- /’

no da regiao (poligono). Chama-se pris-

ma ilimitado convexo ou prisma conve-

xo indefinido a reunido das retas para-

. St '

lelas a r e que passam pelos pontos da J /

regido poligonal dada. /// oy
Se a regido poligonal (poligono) //// ’

A, A, ... A, for cOncava, o prisma ili-
mitado resultara coéncavo.

Elementos

Um prisma ilimitado convexo possui: n arestas, n diedros e n faces (que
sdo faixas de plano).
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Seccéoes

Secc¢do é uma regido poligonal plana (poligono plano) com um sé vérti-
ce em cada aresta.

Seccdo reta ou secg¢do normal € uma secgao cujo plano é perpendicular
as arestas.

Superficie

A superficie de um prisma ilimitado convexo € a reunido das faces desse
prisma. E chamada superficie prismdtica convexa ilimitada ou indefinida.

Propriedades

Yoy A eroemel e / /

Naal i i re ¢ o _ " ! /
! ! /
< 2ruentes. /

De fato, pelo paralelismo das ‘
arestas e pelo paralelismo dos planos de .
duas sec¢Oes, podemos concluir que es- '
tas seccoes tém lados congruentes (lados ’
opostos de paralelogramos) e dngulos /
congruentes (dngulos de lados respecti- ! / ) /
vamente paralelos). Logo, as sec¢des sao ] /
congruentes.

f . |
| 2 A -adc ¢ic v deumsr st a2 a0 7 vexo

tas € igual a (n — 2) - 2 retos.
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Demonstrag¢do

Sabemos que a soma dos angulos internos de um poligono convexo é
igual a (n — 2) - 2 retos.

Como a secgao reta do prisma ¢ um poligono convexo de n lados, e a
medida de cada dngulo desse poligono ¢ a medida do diedro correspondente,
pois o plano do poligono determina sec¢ao reta no diedro, entdo a soma dos
diedros ¢ igual a (n — 2) - 2 refos.

Definicdo

-

Consideremos um poligono con-
vexo (regido poligonal convexa) ABCD <0
... MN situado num plano « e um seg- /,‘}}’ ,;B/f'
mento de reta 1@, cuja reta suporte ﬁ/7/([,7_2(/%,/_,
intercepta o plano «. Chama-se prisma S
(ou prisma convexo) a reuniao de todos
0s segmentos congruentes e paralélos a A B
PQ, com uma extremidade nos pontos
do poligono ¢ situados num mesmo
semi-espaco dos determinados por .

/

Podemos também definir o prisma como segue:

Prisma convexo limitado ou prisma convexo definido ou prisma conve-
xo € a reunido da parte do prisma convexo ilimitado, compreendida entre os
planos de duas sec¢des paralelas e distintas, com essas secgdes.

1 !
. "

Prisma ilimitado Prisma
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Elementos

O prisma possui:

2 bases congruentes (as secgoes
citadas acima),

n faces laterais (paralelogramos),

(n + 2) faces,

n arestas laterais,

3n arestas, 3n diedros,

2n vértices e 2n triedros. Prisma (hexagona])

A altura de um prisma ¢ a distancia s entre os planos das bases.
Devemos observar que para o prisma ¢é valida a relacdo de Euler:
V-A+F=2n-3n+(n+2)=2 = V-A+ F =2,

Secgoes

Sec¢do de um prisma € a interse-
¢do do prisma com um plano que inter-
cepta todas as arestas laterais. Notemos
que a sec¢ao de um prisma ¢ um poli-
gono com vértice em cada aresta lateral.

Sec¢do reta ou sec¢do normal €

uma sec¢do cujo plano € perpendicular
as arestas laterais.

Superficies

Superficie lateral ¢ a reunido das faces laterais. A drea desta superficie
¢ chamada area lateral e indicada por A4,.

Superficie total é a reunido da superficie lateral com as bases. A area
desta superficie é chamada area total e indicada por A,.

Classificacdo

Prisma reto é aquele cujas arestas laterais sdo perpendiculares aos pla-
nos das bases. Num prisma reto as faces laterais sdo retdngulos.

Prisma obliquo ¢é aquele cujas arestas sdo obliquas aos planos das bases.
Prisma regular é um prisma reto cujas bases sio poligonos regulares.
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N
Prisma reto Prisma obliquo Prisma regular
(pentagonal) (heptagonal) (hexagonal)

Natureza de um prisma

Um prisma serd triangular, quadrangular, pentagonal, etc., conforme
a base for um tridngulo, um quadrildtero, um pentdgono, etc.

Ache a natureza de um prisma, sabendo que ele possui:

a) 7 faces; b) 8 faces; ¢) 15 arestas; d) 24 arestas.

Prove que a soma dos angulos de todas as faces de um prisma de » faces laterais
vale S = (n— 1) - 8r, em que r = 90°.

12 solucao

Se o prisma tem # faces laterais, sua base é um poligono convexo de » la-
dos, e a soma dos angulos internos desse poligono é dada por (n — 2) - 2r.

Cada face lateral ¢ um paralelogramo e a soma dos dngulos internos de
cada uma ¢é 4r.

Como o prisma possui 2 bases e n faces laterais, vem:
S=2-n—-2)2r+n4r=S=n-4r—-8r+n-4r=S=n-8r—8r =
=S =m-1)- 8.

22 solucdo
O prisma possui 2n vértices. Sendo a soma dos dngulos das faces dada por

S = (V—-2)- 4r, temos:
S=@2n—-2)-4r = S=Mn-1)-8r.
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Ache a natureza de um prisma, sabendo que a soma dos dngulos das faces é
72 retos.

Ache a natureza de um prisma, sabendo que a soma dos angulos das faces ¢é
32 retos.

Calcule a soma dos dngulos internos de todas as faces de um prisma obliquo, sa-
bendo que o prisma tem 8 faces.

A soma dos dngulos internos de todas as faces de um prisma é igual a 96r. Calcu-
le a soma dos dngulos internos de uma de suas bases.

Quantas diagonais possui um prisma cuja base ¢ um poligono convexo de n lados?

Solucao

Observemos que, quando nos referimos as diagonais de um prisma, nao
levamos em consideragdo as diagonais das bases ¢ das faces laterais do pris-
ma. Seja entdo um prisma cuja base ¢ um poligono convexo de n lados.

Unindo um vértice de uma das ba-
ses aos vértices da outra base, te-
mos (n — 3) diagonais (eliminamos
duas diagonais de face e uma
aresta).

Como existem »n vértices na base
tomada, o numero total de diago-
nais do prisma é n - (n — 3).

Prove que o ntimero de diagonais de um prisma ¢ igual ao dobro do nimero de
diagonais de uma de suas bases.

Calcule a soma dos angulos internos de todas as faces de um prisma que possui
40 diagonais.

Calcule a soma dos angulos diedros de um prisma que tem por base um poligono
convexo de n lados.
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Paralelepipedo é um prisma cujas bases sao paralelogramos. A superfi-
cie total de um paralelepipedo é a reunido de seis paralelogramos.

Paralelepipedo reto é¢ um prisma reto cujas bases sdo paralelogramos.
A superficie total de um paralelepipedo reto ¢ a reunido de quatro retdngulos
(faces laterais) com dois paralelogramos (bases).

Paralelepipedo reto-reténgulo ou paralelepipedo retdngulo ou ortoedro
¢ um prisma reto cujas bases sdo retangulos. A superficie total de um paralele-
pipedo retdngulo é a reunido de seis retangulos.

' o

Paralelepipedo Paralelepipedo Paralelepipedo
(obliquo) reto reto-retangulo

Cubo ¢é um paralelepipedo retdngulo cujas arestas sdo congruentes.

Romboedro ¢ um paralelepipedo que possui as doze arestas congruen-
tes entre si. A superficie total de um romboedro é a reuniao de seis losangos.

Romboedro reto ¢ um paralelepipedo reto que possui as doze arestas
congruentes entre si. A superficie total de um romboedro reto ¢ a reuniio de
quatro quadrados (faces laterais) com dois losangos (bases).
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Romboedro reto-retangulo ou cubo é um romboedro reto cujas bases
sao quadrados. A superficie de um romboedro reto ¢ a reuniao de seis qua-
drados.

| ) Sy .
IC—I/

Romboedro (obliquo) Romboedro reto Romboedro reto-retdngulo

Calcule a soma dos angulos das faces de um paralelepipedo.
Calcule a soma dos diedros formados pelas faces de um paralelepipedo.
Mostre que as diagonais de um paralelepipedo retdngulo sdo congruentes.

Mostre que as diagonais de um paralelepipedo retangulo interceptam-se nos res-
pectivos pontos médios.

Solugio

Pelas arestas opostas (BC ¢ EH,
AD e FG) passam planos diagonais
que determinam no paralelepipedo 7
secgdes que sao paralelogramos. As ) F -/
diagonais do paralelepipedo sao
diagonais desses paralelogramos. e .. /C
Como as diagonais de um parale- .°D s
logramo se interceptam nos respec- . e

tivos pontos médios, as diagonais A B

do paralelepipedo também o

fazem.

Mostre que a secgdo feita em um paralelepipedo, por um plano que intercepta
4 arestas paralelas, ¢ um paralelogramo.
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Dado um cubo de aresta «a, calcular sua diagonal d e sua area total S.

Solug¢éio
base (face)
D c D’
a
A a B D B

a) Cdlculo de d

Inicialmente calculemos a medida f de uma diagonal de face:
No ABAD: f2 = a> + a> = f2 =2a> = f = a,2.
No ABDD': d? = a> + f2 = d? = a + 2a? = d® = 3a® —

b) Ciélculo de S

A superficie total de um cubo é
a reunido de seis quadrados congruen-
tes de lado a. A area de cada um é a?. \ @
Entdo, a area total do cubo é: !
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Dado um paralelepipedo retangulo de dimensoes a, b e ¢, calcular as
diagonais f,, f; e f; das faces, a diagonal do paralelepipedo e sua drea total S.

Solucao
D’ c’ Base Seccao diagonal
, D c
! .
A B/ |¢ D B
—_— reTTTEEE s, '-I
D e e|-==)C b !
/, !
, b )
L — 4
A a B A a B D B

a) Calculo de f;, f, e f;.

Sendo f, a diagonal da face ABCD (ou A'B'C’'D’"), temos:

£ =al+b = f = a+ b

Sendo f, a diagonal da face ABB’A’ (ou DCC’D’) e f; a diagonal da
face ADD'A’ (ou BCC'B'’), temos:

fi=a+c = f,=Ja+ ¢ f2=b+c2 = f;=b2+ ¢

b) Cdlculo de d.

No ABDD’: d* = f1 + ¢2 = _ =d = (a2 + b2 + 2.

c) Calculo da area total S.

A dreatotal do paralelepipedo éa
soma das dreas de seis retangulos: dois de-
les (ABCD, A'B’C’'D") com dimensdes
a e b, outros dois (ABB'A’, DCC'D")
com dimensoes @ e ¢ e os ultimos dois A’
(ADD'A’, BCC'B’) com dimensoes b e
c. Logo,

S = 2ab + 2ac + 2bc = A
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Calcule a2 medida da diagonal e a drea total dos paralelepipedos, cujas medidas
estdo indicadas abaixo:

a) cubo b) paralelepipedo ¢) paralelepipedo
retdngulo retangulo

Represente através de expressdes algébricas a medida da diagonal e a drea total
dos paralelepipedos, cujas medidas estdo indicadas abaixo:

a) cubo b) paralelepipedo ¢) paralelepipedo
retangulo retangulo

\__._____.._.._.

Calcule a medida da aresta de um cubo de 36 m? de area total.

Calcule a diagonal de um paralelepipedo retangulo de dimensdes y, (y + I) e
=D

Calcule a medida da diagonal de um cubo, sabendo que a sua area total mede
37,5 cm?.

Calcule a medida da terceira dimens@o de um paralelepipedo, sabendo que duas
delas medem 4 ¢cm e 7 cm e que sua diagonal mede 310 cm.
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Calcule a medida da aresta de um cubo, sabendo que a diagonal do cubo excede
em 2 cm a diagonal da face.

Solu¢ao

Gl at =i e a\g—av‘z =2= a(\;g_\‘rz‘) =2>=a-= 2(\"3 Gl \3)
Resposta: 2({3 + {2) cm.

Sabe-se que a diagonal de um cubo mede 2,5 ¢cm. Em quanto se deve aumentar
a aresta desse cubo para que sua diagonal passe a medir 5,5 cm?

A aresta de um cubo mede 2 cm. Em quanto se deve aumentar a diagonal desse
cubo de modo que a aresta do novo cubo seja igual a 3 cm?

Em quanto diminui a aresta de um cubo quando a diagonal diminui em 3 (3 cm?

A diferenca entre as areas totais de dois cubos é /64,64 cm?. Calcule a diferenca
entre as suas diagonais, sabendo que a aresta do menor mede 3,5 cm.

Calcule a aresta de um cubo, sabendo que a soma dos comprimentos de todas
as arestas com todas as diagonais e com as diagonais das seis faces vale 32 cm.

Determine a drea total de um paralelepipedo retangulo cuja diagonal mede
252 cm, sendo a soma de suas dimensdes igual a 60 cm.

Solucao

Considerando o paralelepipedo de dimensdes a, b € ¢, com a diagonal
d =25 \"2:

/ )I‘ d=2a+b+ =

— (2520 =a’+ b+ =

| = a’+ b? + ¢ = 1250

Dados: a + b + ¢ = 60.
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Sabendo que (a + b + ¢)> = a* + b? + ¢ + 2(ab + ac + bc) e ob-
servando que @’ + b2 + ¢? = d*> e 2(ab + ac + bc) = S, temos:

(@a+b+cP=d+S.
Substituindo os valores, vem:
(60> = 1250 + S = S = 2350.
Resposta: A drea total do paralelepipedo é 2 350 cm?.

Determine a diagonal de um paralelepipedo, sendo 62 ¢m? sua 4rea total e 10 cm
a soma de suas dimensoes.

Prove que em um paralelepipedo retdngulo a soma dos quadrados das quatro dia-
gonais é igual 4 soma dos quadrados das doze arestas.

Dois paralelepipedos retdngulos tém diagonais iguais, ¢ a soma das trés dimen-
soes de um ¢é igual a soma das trés do outro. Prove que as areas totais de ambos
sdo iguais.

Determine as dimensdes de um paralelepipedo retdngulo, sabendo que sdo pro-
poreionais aos numeros /, 2, 3 e que a area total do paralelepipedo é 352 cm?.

Solu¢iao
1 2 3 5 5

S'=352 = 2(ab + ac + bc) = 352 = ab + ac + bc = 176 (2)

Substituindo (1) em (2), vem:
l1k-2k + 1k-3k +2k-3k =176 = 11k*=176 = k*=16 = k=4,

Retornando a (1), temos: @ = 4, b = 8ec = [2.

Resposta: As dimensées sdo 4 cm, 8 cm e 12 cm.

Calcule as dimensdes de um paralelepipedo retangulo, sabendo que sdo propor-
cionais aos numeros 5, 8, 10 e que a diagonal mede 63 cm.

As dimensdes de um paralelepipedo sdo inversamente proporcionais aos nume-
ros 6, 4 ¢ 3. Determine-as, sabendo que a area total desse paralelepipedo é
208 m?. :

As dimensdes x, y e z de um paralelepipedo retdngulo sdo proporcionais a a, b
e ¢. Dada a diagonal d, calcule essas dimensdes.
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Com uma corda disposta em cruz, deseja-se amarrar um pacote em forma de or-
toedro, cujas dimensdes sdo 71,40 m, 0,60 m ¢ 0,20 m. Se para fazer 0s nos
gastam-se 20 ¢m, responda: Quantos metros de corda serdo necessarios para amar-
rar o pacote?

As dimensoes de um ortoedro sdo inversamente proporcionais a r, s e {. Calcule
essas dimensdes, dada a diagonal d.

Solu¢ao

Sejam x, y e z as dimensoes:
X2+ y2 + 22 = d?

1 1 1
X = k y =—k z=—k =
r S t
t o= r /o N
- x == = L z = 25 ik
;S rst | frst ] (I‘S[ )

Mudando a constante para K =

x =stK y=rtK z=r1rsK
d
W$7t2 4 2+ ris?

2) em (1): K2(s2t2 + r2t2 + r?s) = d* = K =

Substituindo em (2), vem a resposta:
std . red
X = T 55— 5. a5 V=== 5=
V8PP 4+ ritt 4 ris? VS22 4 P+ gl
rsd
Js2t2 + rPt? + r3s?

zZ =

As dimensdes de um paralelepipedo retangulo sdo inversamente proporcionais a
r, s, t. Calcule essas dimensdes, sabendo que a area ¢ S.

As areas de trés faces adjacentes de um ortoedro estdo entre si como p, g € r.
A drea total é 202, Determine as trés dimensdes.

Se a aresta de um cubo mede /00 cm, encontre a distancia de um vértice do cubo
a sua diagonal.
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A razdo entre dois paralelepipedos retangulos de bases con-
gruentes ¢ igual a razdo entre as alturas.

Sejam P(a, b, h,) e P(a, b, h,) os paralelepipedos em que a, b, h, ¢ a,
b, h, sdo as respectivas dimensoes.

Trata-se de demonstrar que: % = Z—;

Demonstragdo

1° caso: h, € h, sdo comensurdveis

a
P(a, b, h)) P(a, b, hy)

Sendo A, e h, comensurdveis, existe um segmento x submultiplo comum
de h, e hy:

hy =p-x

h, =q-x h, q

Construindo os paralelepipedos X(a, b, x), temos:

P(a, b, h) =p-X
@bh)y=p-XI" " Pa@bh) _p

P(a, b, h,) = q - X P(a, b, h,) 4

P(@, b, h) _ h

De (1) e (2) vem: Pab hy) ~ b
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2? caso: h, e h, sdo incomensurdveis

Sendo 4, e h, incomensurdveis, nao existe segmento submultiplo co-
mum de A, e h,.
Tomemos um segmento y submultiplo de 4, (y ‘‘cabe’ um certo nume-
ro inteiro n de vezes em h,, isto é, h, = ny).
Por serem 4, e s, incomensurdveis, marcando sucessivamente y em #,,
temos que, chegando a um certo numero inteiro m de vezes, acontece que:
my < h, < (m + 1)y.

Operando com as relagdes acima, vem:

my<h,<(m+1)y}=> £<hl<m+l
ny = h, = ny n h, n

Construindo os paralelepipedos Y(a, b, y), temos:

mY < P(a, b, h)) < (m + l)Y} . m _ P@bh) m+1 .
nY = P(a, b, h,) = nY n P(a, b, h,) n
Ora, sendo y submultiplo de A,, pode variar, e dividindo y, aumenta-
mos n. Nessas condigdes,
m _m+ 1

€
n n

formam um par de classes contiguas que definem um dnico numero real, que ¢

Z—: pela expressio (3) e ;)22172::;;

Como esse nimero € unico, entdo:
P(a, b, h)) _ h

P, b, h,)  h,

pela expressao  (4).
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Volume de um solido ou medida do sélido € um numero real positivo
associado ao sélido de forma que:

19) solidos congruentes tém volumes iguais;

29) se um solido S é a reunido de dois sélidos S, e S, que nao tém
pontos interiores comuns, entdo o volume de S é a soma dos volumes de S,
com S,.

Os sélidos sdo medidos por uma unidade que, em geral, é um cubo. As-
sim, o volume desse cubo é /. Se sua aresta medir / ¢m (um centimetro), seu
volume serd I cm’ (um centimetro cubico). Se sua aresta medir / m, seu vo-
lume serd [ m?.

Dois sélidos sdo equivalentes se, e somente se, eles tém volumes iguais
na mesma unidade de volume.

Seja P(a, b, c) o paralelepipedo retangulo de dimensoes a, b e c.

Vamos medir esse paralelepipedo com o cubo unitario, isto é, com o
P(a, b, ¢)

aralelepipedo P(I, I, I). Para isso, estabeleceremos a razdo ,
paralelepip ( ) 1 T raz P01 1)

que serda o volume procurado.
P(a, b, ¢)
]

_ P(a, b, 0
P, LD
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Consideremos, entdo, os paralelepipedos P(a, b, ¢), P(a, b, 1), P(a, 1, I)
e P(1, 1, 1) em que / é a unidade de comprimento.

P(a, b, ¢)

Com base na propriedade do item anterior, temos:

P(a, b, ¢)

P(a, b, 1)

P(a, b, 1)

P(a, 1, 1)

P, 1, 1)

P(1, 1, 1)

—51:— bases (a, b) congruentes
= —tl)— bases (a, 1) congruentes
a

— bases (1, 1) congruentes

Multiplicando-se membro a membro (1), (2) ¢ (3):

P(a, b, C) . P(a, b) 1) . P(a’ 1’ 1) = ﬁ L i >

P(a,b, 1) PG, 1,1) P, 1,) 1 1 1
P@,b ¢ _a b c _ v_-2a. b ¢ _
P, 1, 1) 1 1 1 1 1

= V = (medida de @) - (medida de b) - (medida de ¢)
que serd representada simplesmente por

em que a, b e ¢ sdo as medidas das dimensdes do paralelepipedo retingulo na

unidade escolhida.
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- Conclusées

1?) O volume de um paralelepipedo retdngulo ¢ o produto das medidas
de suas trés dimensdes.

2%) Tomando como base a face de dimensdes a e b, indicando por B
a drea dessa base (B = a - b) e a altura ¢ por A, podemos escrever:

v

Isto é:

O volume de um paralelepipedo retangulo € igual ao produto da
drea da base pela medida da altura.

3?%) Volume do cubo

No cubo de aresta a, temos b = ae ¢ = a.

V=a-b-¢c = V=a-a-a = V =

Calcule a area total e o volume dos paralelepipedos, cujas medidas estdo indica-

das abaixo.
a) cubo b) paralelepipedo ¢) cubo
retdngulo
i
I ! :
t ; t
: 1 !
| ! i
! e e w = . - = -7
LR EE L7 , 4
. e 7/ 7/
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Represente através de expressdes algébricas a drea total e o volume dos paralele-
pipedos, cujas medidas estdo indicadas abaixo.

a) paralelepipedo b) cubo ¢) paralelepipedo
retangulo retangulo

Calcule a medida da aresta de um cubo de 27 m’ de volume.

Calcule a diagonal, a area total e o volume de um paralelepipedo retangulo, sa-
bendo que as suas dimensodes sdo S cm, 7 cm e 9 cm.

Determine as medidas da aresta e da diagonal de um cubo cujo volume é 1728 cm’.
Calcule o volume de um cubo cuja area total mede 600 cm?.
Determine o volume de um cubo de area total 96 cm?.

Quer-se confeccionar um cubo por meio de uma folha de zinco de 8,64 m?. Qual
serd o comprimento da aresta do cubo? Qual serd o volume do cubo?

Calcule a medida da diagonal, a area total e o volume de um cubo, cuja soma
das medidas das arestas vale 30 cm.

Calcule a medida da diagonal, a drea total e o volume de um cubo, sabendo que
a diagonal de uma face mede 52 cm.

Expresse a drea total e o volume de um cubo:

a) em fung¢do da medida da diagonal da face (f);
b) em funcdo da medida da sua diagonal (d).

Calcule as medidas da aresta e da diagonal de um cubo, sabendo que seu volume
¢ oito vezes o volume de um outro cubo que tem 2 ¢ de aresta.

Se aumentamos a aresta de um cubo em 2 {5 c¢m, obtemos um outro cubo cuja
diagonal mede 30 cm. Determine a area total e o volume do cubo primitivo.

Em quanto aumenta o volume de um cubo, em cm?, se a aresta de I metro é au-
mentada em / cm?

O que ocorre com a érea total e com o volume de um cubo quando:

a) a aresta dobra; c) a aresta é reduzida & metade;
b) a aresta é reduzida a 1/3; d) sua aresta ¢ multiplicada por 4.
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Enche-se um recipiente cibico de metal com dgua. Dado que um galao do liquido
tem um volume de 2/ 600 cn’ € sendo 120 cm a aresta do recipiente, calcule o
numero de galdes que o recipiente pode conter.

Calcule o volume de um cubo, sabendo que a distdncia entre os centros de duas
faces contiguas é de 5 cm.

Solucao
I . Sejam A e B os centros das duas
/ faces contiguas e C ponto médio da
L aresta comum as faces consi-
deradas.
-T T Aplicando a relagdo de Pitdgoras,
, / vem:
I — . a2 a\?
#= (3] + (3 =
a -
) = 227 _ 25 = a = 5.2
A C
a Volume:
_5cm 2 V=2a = V:('j"_')_)R =
'B = V = 250.2

Resposta: O volume do cubo é 250 \-2 cem’.

O segmento de reta que liga um dos vértices de um cubo ao centro de uma das
faces opostas mede 60 cm. Calcule o volume desse cubo.

Calcule o volume de um cubo, sabendo que quando se aumenta sua aresta em
1 metro a area lateral do mesmo cresce 164 m?.

A medida da superficie total de um cubo é 726 cm?. Quanto devemos aumentar
sua diagonal para que o volume aumente [ 413 c¢m??

Calcule a aresta e a drea total de um cubo de volume igual ao do ortoedro cujas
dimensdes sdo 8 cm, 27 cm e 125 cm.

Calcule o comprimento da aresta e a area total de um cubo equivalente a um pa-
ralelepipedo retdngulo, cujas.dimensdes sdo 8 cm, 64 cm e 216 cm.

O volume de um paralelepipedo retdngulo vale 270 dm?. Uma de suas arestas me-
de 5 dm e a razao entre as outras duas € 2/3. Determine a area total desse parale-
lepipedo.
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As dimensdes de um paralelepipedo retangulo sdo proporcionais aos numeros 3,
6 e 9. Calcule essas dimensdes, a area total e o volume do paralelepipedo, saben-
do que a diagonal mede 63 cm.

As dimensdes a, b e ¢ de um ortoedro sdo proporcionais a 6, 3 € 2. Sabendo que
a area total é 288 cm?, calcule as dimensdes, a diagonal e o volume do paralele-
pipedo.

A altura de um ortoedro mede /0 cm e as bases sao quadrados de diagonal
512 cm. Calcule a area da superficie lateral e o volume.

Determine a drea de uma placa de metal necessaria para a construg¢do de um de-
posito em forma de ortoedro (aberto em cima), sabendo que o depdsito tem 2 m
de largura, 1,50 m de altura e 7,20 m de comprimento.

A area de um paralelepipedo reto-retangulo é 720 ¢m?. Determine seu volume,
sabendo que a soma de suas dimensoes vale 34 ¢cm e que a diagonal de uma das
faces vale 20 cm.

Solu¢io

Sendo x, y e z as dimensdes, temos:
S=720 = xy + xz + yz = 360
X+y+z=234

2+ vy =1 = x2+ y! =400

De (2) vem:
X+ y+2?>=38 = x>+ v+ 2+ 2i(xy + xz + yz); = | 156.
400 360

Com (3) e (1), temos:

400 + 22 + 720 = 1156 = 7} =36 = 2z = 6.

Substituindo 7z = 6 em (2), ficamos com: x + y = 28.
x+y=28,x>+y>=400) = x=16ey=12(ux=12ev=16).
Volume: V=x-y:-z = V=12-16-6 = V =1 152.

Resposta: O volume é 1 152 cnr’.

Determine as dimensoes e o volume de um ortoedro, sendo a soma de suas di-
mensoes igual a 45 cm, a diagonal da base igual a 25 c¢m e a area total igual a
1 300 cm?.

Determine o volume e a area total de um paralelepipedo retdngulo, dada a soma
de suas dimensdes 43a, a diagonal 25a e a area de uma face 180a°.
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Calcule as dimensdes de um ortoedro cuja diagonal mede /3 ¢m, de érea total
192 ¢cm?, e sabendo que a drea da sec¢do por um plano por duas arestas opostas
é 60 cm’.

Determine o volume de um ortoedro de 90 ¢m? de superficie, supondo que qua-
tro faces do ortoedro sdo retdngulos congruentes e que cada uma das outras é
um quadrado de area igual a metade da drea do retangulo.

Um cubo e um ortoedro tém ambos soma das arestas igual a 72 cm. A dimensao
menor do ortoedro ¢ 2/3 da aresta do cubo e a dimensdo major do ortoedro ¢
4/3 da dimensdo menor do ortoedro. Determine a relagdo entre os volumes de
ambos os sélidos.

Uma banheira tem a forma de um ortoedro cujas dimensdes sao /,20 m de com-
primento, 0,90 m de largura e 0,50 m de altura. Quantos litros de agua pode con-
ter? Se toda a agua da banheira for colocada em um depdsito em forma de cubo
de 3 m de aresta, que altura alcangara a agua?

A altura 4 de um paralelepipedo retdngulo mede 60 cm, sendo a sua base um qua-
drado. A diagonal do paralelepipedo forma um angulo de 60° com o plano da
base. Determine o volume do paralelepipedo retdngulo.

C
Solu¢ao E—
Com os elementos caracterizados L
na figura ao lado, temos:
No triangulo ABC, vem h =60
o _ L 23 — ﬂ
sen 60° = d 2 T 4 -
= d =40 \_3 .‘ %
tg60°:%=;3=—6—f°—=>f=20\3' a A

Na base, temos: f = a\_2 = a\i = 20\_3 = a = 10.6.
Volume: V=B-h = V=a>-h = V = (10/6)2-60 = 36 000.

Resposta: O volume é 36 000 cm’.

Calcule a 4rea total S de um paralelepipedo retdngulo em fungio de seu volume
Ve do lado f de sua base, sabendo que a base é um quadrado.

Calcule as dimensdes de um paralelepipedo retdngulo, sabendo que a soma de
duas delas é 25 m, o volume 900 m’ e a area total 600 m°.

Determine o volume de um paralelepipedo retdngulo, sabendo que duas dimen-
sOes tém igual medida e que a diagonal mede 9 cm, sendo /44 cm? sua érea total.
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A 4rea da superficie total de um cubo é igual 4 de um ortoedro de area 216 cm?.
A altura do ortoedro ¢ de 3 ¢m e uma das dimensdes da base ¢ 1/3 da outra.
Determine a relacdo entre os volumes de ambos os sélidos.

Calcule a area total de um paralelepipedo retdngulo, sendo 192 ¢m® o seu volu-
me, a diagonal o triplo da diagonal de uma das faces de menor area, que € o tri-
plo da menor dimensdo do paralelepipedo.

Solucao

Sendo x, y e z (com x > y > z) as medidas das dimensdes, temos:
X y-z =192

d=3f = x2+y2+ 22 =3y + 22

f =3z = Jy>+ 22 =3z

B) = Y+ 22=92 = y =82 = y=2,22

Q2 = XX+yV+2=9*+7) = x*=T7222 = x=6.212
Substituindo y € x em (1), temos:

622-242z-2=192 = 247°= 192 = z = 2.

Temos, entdo: z = 2,y = 4\—2- e x = 12.2.
Area: S = 2(xy + xz + yz) = S = 2(96 + 8.2 + 24Vi) =
= S =643 + ,2).

Resposta: A drea total é 64(3 + \3) cm?.

Cinco cubos podem ser dispostos um sobre o outro, formando um ortoedro. Tam-
bém podemos dispor 6 cubos iguais aos anteriores, pondo 3 sobre 3, obtendo um
outro ortoedro. Determine a razao entre os volumes e a razao entre as dreas dos
ortoedros obtidos.

Com seis cubos iguais, construimos um ortoedro, dispondo os cubos um sobre
o outro de maneira que suas faces estejam exatamente superpostas. Determine
a relagao entre as areas do ortoedro e de um cubo, sendo os volumes dos cubos
0S MesSmos.

Dos ortoedros que podemos formar dispondo de oito cubos iguais, determine o
ortoedro de menor superficie.

Sobre a base quadrada de um ortoedro, constrdi-se exteriormente a ele um cubo
que tem por base o quadrado cujos vértices s3o os pontos médios da base do or-
toedro. Determine o volume e a area da superficie do sélido assim obtido, saben-
do que a altura do ortoedro é os 2/3 do lado da base e a soma de suas dimensoes
é de 16 cm.
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Calcule as medidas x e y das arestas de dois cubos, conhecendoasomax + y = ¢
(¢ dado) € a soma dos volumes V¥ (v é dado). Discuta.

Solucio

X +y=¢ X+ oy = VP

3
Q = G+NE-xy+y) =V = xX-xy+y =
{

D = x+yP=02 = x2+2xy +y>=1£

Fazendo (4) — (3), vem:
3 A — 3

R 7 S A , - TV
xy = ¢ T =Xy m

Sabendo a soma (S) e o produto (P) de x e y dados por (1) e (4), montamos

a equagio z° — Sz + P = 0, cujas raizes sdo x € y. Assim,

P3 — 3
3¢

32 + {304V} - 1) 38— 3 - 1)
6t cy=as 6¢

(com £ — v > 0)

z22—1{z + =0 = 3(2-3(2+ P-v1=0

Entao, x = z, =

Discussdo: 1) 30@v3i —03) > 0 = 43 -3 >0 = < vid
N PF=v>0 = f>v

Logo, v < I vidg.

Demonstre que:

a) em um cubo as arestas sdo igualmente inclinadas em relacdo a uma diagonal
qualquer.

b) em um cubo as projegdes das arestas sobre qualquer das diagonais sdo iguais
a terca parte da diagonal.

Sabendo que as faces de um cubo sdo inscritiveis em circulos de 7,297 cm? de
area, calcule:

a) a medida da sua diagonal;
b) a medida de sua drea total;
¢) a medida de seu volume.

Demonstre que, em todo paralelepipedo, a soma dos quadrados das areas das
sec¢oes, determinadas pelos seis planos diagonais, € igual ao dobro da soma dos
quadrados das areas das seis faces.

a) Entre todos os paralelepipedos retdngulos de mesmo volume, qual o de menor
superficie?

b) Entre todos os paralelepipedos retangulos de mesma superficie, qual o de maior
volume?
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A drea lateral (A,) de um prisma € a soma das areas das fa-
ces laterais.

Seja um prisma de aresta lateral
medindo @ e ¢, {,, ... £, as medidas dos
lados de uma sec¢do reta. Cada face la-
teral é um paralelogramo de base a e al-
tura igual a um lado da seccdo reta. / I

Assim,

A(=a€l+a£2+...+at’n=t(£’l+£’2+...+fn)J-a =

2p

~ |

em que 2p ¢ a medida do perimetro da sec¢do reta
a ¢ a medida da aresta lateral.

A drea total de um prisma ¢ a soma das areas das faces la- ]
terais (A4;) com as areas das bases (duas bases).

Assim,

A=A +2B = £ = .

em que B é a area de uma base.
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No prisma reto a aresta lateral é
igual a altura (@ = #) e a base é sec¢do
reta. Entdo:

A;=2p-a = A - I

A=A +2B= | A "~ -1+2B

No prisma regular, a aresta late-
ral é igual a altura (¢ = /) e a base, que
¢ seccdo reta, é um poligono regular.

Cdlculo da-drea de base B

A érea da base (B) é a soma de
n tridngulos de base ¢ (medida do lado)
e altura m (medida do ap6tema). Entdo:

mas,
nl = 2p = medida do perimetro

Dai,

Cdlculo da drea total: A,

Ar=2p-a = A;=2p-h

Il

A

A;+ 2B = A, =2p-h+ 2p

m = A, =2pth + m)

PRISMA
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Como introdugdo intuitiva, suponhamos a existéncia de uma coleg¢io fi-
nita de chapas retangulares (paralelepipedos retdngulos) de mesmas dimensoes
e, conseqlientemente, de mesmo volume. Imaginemos ainda a formacgéao de dois
solidos com essa cole¢do de chapas, como indicam as figuras 4 e B abaixo.

Sdlido A Sélido B

(pilhas de livros ou de folhas)

Tanto no caso A como no B, a parte de espaco ocupada (o ‘“‘volume
ocupado’’) pela colécdo de chapas é o mesmo, isto €, os sélidos 4 ¢ B tém o
mesmo volume.

Agora, imaginemos esses solidos com base num mesmo plano « e situa-
dos num mesmo semi-espago dos determinados por «.

Sélido A Sdlido B
pmmmm P
/ 2, - - -T== ’ {
s A o ~
’, 1 , 073
= o27)
A
02, 7A
;,/[’/;54
CITTTTILLTIoRNI
E = = [0
= —_—
EE‘ - — A ——— s
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Qualquer plano 3, secante aos sélidos A e B, paralelo a o, determina
em A e em B superficies de areas iguais (superficies equivalentes).

A mesma idéia pode ser estendida para duas pilhas com igual nimero
de moedas congruentes.

O fato que acabamos de caracterizar intuitivamente é formalizado pelo
principio de Cavalieri ou postulado de Cavalieri (Francesco Bonaventura Ca-
valieri, 1598-1647) que segue:

Dois sdlidos, nos quais todo plano secante, paralelo 2 . ..
dado plano, determina superficies de areas iguais (superficies equi-
valentes), sdo solidos de volumes iguais (solidos equivalentes).

A=A = V, =V,

A aplicagdo do principio de Cavalieri, em geral, implica a colocacao dos
sélidos com base num mesmo plano, paralelo ao qual estdo as secgdes de areas
iguais (que ¢ possivel usando a congruéncia).
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Consideremos um prisma P, de altura s e drea da base B, = B e um
paralelepipedo retidngulo de altura 4 e area de base B, = B (o prisma e o pa-
ralelepipedo tém alturas congruentes e bases equivalentes).

Suponhamos, sem perda de generalidade, que os dois sdlidos tém as
bases num mesmo plano « € estdo num dos semi-espagos determinados por «.

Qualquer plano 8 paralelo a «, que secciona P,, também secciona P,,
e as secgdes (B) e B;, respectivamente) tém 4reas iguais, pois sdo congruentes
as respectivas bases.

(Bi = B, B, = B;,, B, = B, = B) = B =B,

Entdo, pelo principio de Cavalieri, o prisma P, e o paralelepipedo P,
tém volumes iguais.

VP] = VP:

Como V;, = B,h, ou seja, Vp, = B - h, vem V, = B h; ou, resumi-
damente:

V =

Conclusao

O volume de um prisma é o produto da drea da base pela medida
da altura.

166



PRISMA

Observacao

Consideremos um prisma obliquo de drea da base B, altura 4 e aresta

lateral a. Seja o 0 plano da base e S uma sec¢do reta situada num plano v que
forma com « um diedro de medida 6.

Notemos que S ¢ a projeg¢do ortogonal de B sobre o plano v. Dai vem:
S =B:cosb.

O angulo entre a e h também ¢ 6 (Angulos de lados respectivamente per-
pendiculares). Donde sai:

h = a-cos 8.

Substituindo B e 4 na expressao do volume do prisma, vem:

V=B-h=>v:

+a cos a = =
COS o

Notando que a expressdo também ¢ valida para um prisma reto, em que
B = Sea = h, temos:

O volume de um prisma é o produto da area da secc¢do reta pela
medida da aresta lateral.
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Calcule a area lateral, a drea total e o volume dos prismas, cujas medidas estdo
indicadas nas figuras abaixo.

a) Prisma reto b) Prisma regular ¢) Prisma obliquo
(triangular) (hexagonal) (base quadrada)

)
}
|
t
I
1
t
- - -4

PR

Represente através de expressdes algébricas a 4rea lateral, a 4rea total e o volume
dos prismas, cujas medidas estdo indicadas nas figuras abaixo.

a) Prisma regular b) Prisma regular ¢) Prisma reto
(triangular) (hexagonal) (triangular)

DU
<

‘..—«__._

1

).__——_.

A base de um prisma de /0 ¢m de altura é um tridngulo retangulo isdsceles de
6 cm de hipotenusa. Calcule a 4rea lateral e o volume do prisma.

Calcule o volume ¢ a drea total de um prisma, sendo sua secgdo reta um trapézio

isdsceles cujas bases medem 30 cm e 20 cm e cuja altura mede 10 \'2 cme a
area lateral 640 cm?.

Determine a é4rea lateral e o volume de um prisma reto de 25 ¢m de altura, cuja
base ¢ um hexagono regular de apétema 43 cm.
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Determine a medida da aresta da base de um prisma triangular regular, sendo
seu volume &8 m’ e sua altura 80 cm.

Um prisma reto tem por base um hexdgono regular. Qual é o lado do hexdgono
e a altura do prisma, sabendo que o volume é de 4 m° e a superficie lateral de
12 m??

Num prisma obliquo a aresta lateral mede 5 c¢m, a secgdo reta € um trapézio isds-
celes cuja altura mede 8 cm e as bases medem 7 cm e 19 cm, respectivamente.
Calcule a 4rea lateral desse prisma.

Determine a area total de um prisma triangular obliquo, sendo a sua secg¢ao reta

um tridngulo equildtero de 16 3 cm? de area e um dos lados da seccdo igual &
aresta lateral do prisma.

Um prisma triangular regular tem a aresta da base medindo /0 dm. Em quanto
se deve aumentar a altura, conservando-se a mesma base, para que a 4rea lateral
do novo prisma seja igual a area total do prisma dado?

Solu¢io

Area de um tridngulo equilatero de lado a:

1 a3 a?|3 / j
A.L\ = 7 a: ; = A.f.’.‘:. = 4? -
/
Y A
a

Sejam A; e A, as dreas lateral e ?
total do prisma e A4; a drea late-
ral do novo prisma. h 1+ X
Sendo B a area da base, temos: J
= << <
102 '3 -
B = 4\ = 25.3. 10 10

Supondo que a altura £ do prisma teve um aumento x, vem:
A, =A; +2B = A =3(10-h)+2-25.3 = A =30h+ 50.3

Ay =3-(0-h) = A, =30-(h+x)
A, = A, = 30h +50.3 = 30(h + x) = 30x = 503 = x = °T3
Resposta: ; - dm.
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Um prisma tem por base um tridngulo equilatero cujo lado é a e a altura desse
prisma ¢ igual ao dobro da altura do tridngulo da base. Determine o seu volume.

A aresta da base de um prisma hexagonal regular é r e a aresta lateral é s. Saben-
do que esse prisma é equivalente a um outro triangular regular, cuja aresta da
base ¢é s e cuja aresta lateral é r, calcule a relagdo entre r e s.

Calcule o volume de um prisma hexagonal regular com 3 m de altura, sabendo
que se a altura fosse de 5 m o volume do prisma aumentaria em 6 m°.

A aresta da base de um prisma hexagonal regular mede 8 cm. Em quanto se deve
diminuir a altura desse prisma de modo que se tenha um novo prisma com area
total igual a drea lateral do prisma dado?

Calcule o volume de um prisma triangular regular de 5 \3 cm de altura, sabendo
que a area lateral excede a drea da base em 563 cm?.

A altura de um prisma reto mede /5 ¢m e a base é um tridngulo cujos lados me-
dem 4 c¢cm, 6 cm € 8 cm. Calcule a area lateral e o volume do sélido.

Calcule a medida da aresta lateral de um prisma cuja area lateral mede 72 dm?,
sendo os lados da secgdo reta respectivamente 3 dm, 4 dm e 5 dm.

A aresta lateral de um prisma reto mede /2 m; a base é um tridngulo retdngulo
de 150 m? de 4rea e cuja hipotenusa mede 25 m. Calcule a drea total e o volume
desse prisma.

Um prisma pentagonal regular tem 8 ¢m de altura, sendo 7 ¢m a medida da ares-
ta da base. Calcule a area lateral desse prisma.

. Calcule a area lateral do prisma obliquo, cuja sec¢do reta é um triangulo equilé-

tero de 43 m? de 4rea, sabendo que a aresta lateral é igual ao perimetro da
sec¢ao reta.

Calcule a area total e o volume de um prisma hexagonal regular de /2 m de aresta
lateral e 4 m de aresta da base.

Um prisma hexagonal regular tem a 4rea da base igual a 96 v3 ¢cm?. Calcule a
area lateral e o volume do prisma, sabendo que sua altura é igual ao apdtema
da base.
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A sec¢do reta de um prisma obliquo é um losango, cujas diagonais sdo direta-
mente proporcionais a 3 e 4. Calcule a drea lateral do prisma, sabendo que sua
aresta lateral mede 10 cm e que a area de sua sec¢do reta € igual a 54 cm?.

Solugiio

Sendo B a area, f o lado, d e D as diagonais do losango, temos:

¢
D _d _
4 3 o 4ké3k_54=>k__~3
B=254-B=—"
2

2 2 9 25k? 5k
R £ 2 2 2 &2 { = =~
e(2)+():e a2 = 2 x
! SR R ¢=12

2 2 2

Sendo A, a area lateral, temos:
Av=d (- a) — A=4-2--10 — A =300,

Resposta: 300 cm?.

Um prisma reto tem por base um losango em que uma de suas diagonais € os
3/4 da outra, e a soma de ambas é /4 cm. Calcule a drea total e o volume desse
prisma, sabendo que sua altura ¢é igual ao semiperimetro da base.

Calcule a area lateral de um prisma obliquo, sendo &8 ¢ a medida de sua aresta
lateral, a sec¢do reta do prisma um losango de /25 cm? de area e a razdo das dia-
gonais desse losango igual a 2/5.
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Determine a medida da aresta e a drea total de um prisma reto que tem por base
um tridngulo equilatero, sendo a altura do prisma igual a medida do lado do trian-

gulo equiltero, e o volume, 23 cm?.

Calcule o volume e a area total de um prisma cuja base é um tridngulo equilatero
de 6 dm de perimetro, sendo a altura do prisma o dobro da altura da base.

Calcule o volume de um prisma triangular regular, sendo todas suas arestas de
mesma medida e sua 4rea lateral 33 m?.

Um prisma de 3 m de altura tem por base um quadrado inscrito em um circulo
de 2 m de raio. Qual ¢ o seu volume?

Um prisma reto tem por base um quadrado inscrito em um circulo de 8 cm de
raio. Sabendo que o volume do prisma é de 768 cm?’, determine a drea total.

Calcule o volume de um prisma quadrangular regular cuja area total tem /44 m?,
sabendo que sua 4rea lateral é igual ao dobro da drea da base.

A base de um paralelepipedo obliquo ¢ um quadrado de lado ¢. Uma das arestas

laterais é b e forma um angulo de 60° com os lados adjacentes da base. Determi-
ne o volume do paralelepipedo.

Solugao

b b.3 : .
N (‘ -
b I
/ _ B 2 bl
, c . 2>
AL
/ b a A
[ — A
a B 2

V=B-h = V=2a-h

A aresta lateral AE = b é igualmente inclinada em relacdo aos lados
AB = ae AD = a da base. A altura EP = h tem extremidade P sobre
a diagonal AC da base. Conduzindo PQ perpendicular ao lado AD com
Q em AD, temos os tridngulos retdngulos AQE ¢ AQP ¢ EPQ (notemos
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que o plano (EQP) é perpendicular a AD).
No triangulo AQE, temos:

e e S O =AQ=L
L AE 2 b 2
EQ V3 EQ by
Ol v S N =
sen 60° = X o B EQ >
O tridngulo AQP ¢é isdsceles, entdo: QP = AQ = QP = ——g 5

Aplicando a relagdo de Pitdgoras no tridngulo EPQ, vem:

(EP? = (EQ? - (QP} = h? = (b—f—)z—(%) et = bf.

Substituindo em (1), temos:

[ 21|
V=a2-—b;2 = V=_al)2\2.
2ph [o
Resposta: O volume é . 12\2 .

Determine o volume de um prisma triangular obliquo, sendo a base um triadngulo
equilatero de lado @ = 4 dm e a aresta lateral de 4 dm, que forma um angulo
de 60° com a base do prisma.

Calcule o volume de um paralelepipedo reto, que tem por altura /0 ¢m e por base
um paralelogramo cujos lados medem & cm e 12 cm, sabendo que o 4ngulo entre
esses lados vale 60°.

Qual é o volume de um prisma reto no qual a base ¢ um octdgono regular de
2 m de lado e a superficie lateral ¢ 28 m??

Solugao 2 _~ 2
V=B:h /
Aj=28=8-2h=28=h=-—"
4 /
Célculo da drea da base: SN
/
Aacn’)gono = Aquadrado + 4A1ri:‘mgu|o ~
B =S5, + 45,
0
O angulo externo a, do octégono regular ¢é a, = % = 45°.
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Conseqiientemente, o dngulo interno a; vale:

a; = 180° —a, = a, = 180° —45° = 135°,

O lado x é obtido pela lei dos cossenos:

N2
2

X2 =22 +22-2.2-2c0s135° = xX=4+4+ 8- =

= x2=4Q +.2) = S, =42 + \2)

S, = -2-2-sen135°=>SZ:\,-i.

1
2
Substituindo, temos:

B=S +4S, = B =42+ 2)+4.,2 = B =282+ ).
Célculo do volume:

V=B-h — V=28(2+ 1)-% — V=142 + 1)

Resposta: O volume é 14(y2 + 1) n?.

Calcule o volume de um prisma regular cuja area lateral mede 240 m?, sendo a
base um dodecdgono regular de 2 m de lado.

Um prisma regular hexagonal é cortado por um plano perpendicular a uma ares-

ta de uma base, segundo um quadrado de diagonal 6 m. Calcule a area da base,
a drea lateral. a area total e o volume do prisma.

Solucao
Prisma Secgido Base
——-
N
/
h
’,
-/ 2a
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Célculo dos elementos (indicados na figura):

— [
s B ;
Doquadradovem:2a:h=l,: = hz\/j’ e a= \23 .
|
N
. o ey3
Do tridngulo equilitero OCD, vem: 5 = a = {=1].
1°) Area da base: B
1 1 J3 3.3
-6 — .- — 6= ] 2 -
B 6 > a = B=6 > 1 ) = B 5

2°) Area lateral: A4,
Ac=6-0-h = A;=6-1-y3 = A =63

3%) Area total: 4,

A = A +2B = A(=6\§+2-3;3 — A =09.3

4°) Volume
33 =
V=B-h = V=- .Vszvz%
R . B = 3\6 2. 3 2. 3 m2 9 3
esposta: = m% Ag=63m*% A =9y3m eV=7m-.

Calcule o volume de um prisma hexagonal regular, sabendo que o plano que con-
tém a menor diagonal da base e o centro do sélido produz uma sec¢do quadrada
de 2 m de lado.

Calcule o volume de um prisma hexagonal regular de drea total igual a 12 dm?,
sendo / dm a altura do prisma.

Calcule o lado da base e a altura de um prisma hexagonal regular, sendo A sua
area lateral e volume V.

Calcule o perimetro da base de um prisma hexagonal regular, sabendo que o pris-
ma € equivalente a um cubo de aresta a, cuja diagonal tem medida igual a altura
do prisma.
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Seccdo hexagonal do cubo /E _ = A
Consideremos o cubo ABCDEFGH o
(vide figura) e sejam M, N, O, P, Q e R 0s F
re_speclivos_ponto_s médios de EH, EF, I
AF, AB, BC ¢ CH. 0 e
1°) Os pontos M, N, O, P, Qe R ‘ o
pertencem ao plano mediador da diagonal ' /
DG. A B

Demonstracdo

Os segmentos

DM e GM, DN e GN, DO ¢ GO,
DP e GP, DQ e GQ, DR ¢ GR

sdo congruentes entre si por serem hipote-
nusas de tridngulos retingulos congruen-
tes entre si.

Por exemplo:
ADME = AGMH = DM = GM.
Portanto, os pontos M, N, O, P, Q ¢ R, sendo eqiiidistantes de D e G,
estdo no plano mediador de DG.
Note-se que esse plano ¢ perpendicular a diagonal do cubo pelo centro

dele.

2%) MNOPQR ¢ um hexagono regular.

Demonstra¢ao

Os lados sdo congruentes, pois a medida deles é metade da medida da
diagonal da face do cubo.

(Sendo « a aresta do cubo, temos MN = NO = OP = PQ = QR =

Ji a2
=RM =— a2 = ——.
5 s p )
Os angulos internos do hexdgono MNOPQR sdo todos congruentes en-
tre si por serem congruentes ao angulo externo do tridngulo equildtero ACE
(&ngulos de lados respectivamente paralelos).
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39) Fixado um cubo, como ele possui quatro diagonais, os planos me-
diadores dessas diagonais determinam quatro hexagonos regulares como sec-
¢ao no cubo.

a | |
<
L )

Outras seccbes planas do cubo

As secgdes planas de um cubo podem ser poligonos de 3, 4, 5 e 6 lados,
isto é, tridngulo, quadrilatero, pentdgono e hexdgono.

Vejamos isso nas figuras:

R '

R

’
7’

Tridngulo Trapézio Quadrado

A
o)

s
e

/ /
Retangulo (sec¢do diagonal)

S

f
y L/

Pentdgono Hexédgono
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Por duas arestas opostas e paralelas de um cubo de aresta ¢ passa um plano. De-
termine a natureza do poligono da sec¢do e calcule sua area.

Se a aresta de um cubo mede 6 m, calcule a drea da sua seccdo diagonal.

Secciona-se um cubo de aresta @ por um plano que contém duas arestas opostas,
obtendo-se um retangulo cuja area mede S. Exprima a drea total do sélido em
funcao da édrea da secgdo diagonal.

Calcule a drea do tridngulo que se obtém unindo-se o centro de uma face de um
cubo com as extremidades de uma aresta da face oposta, sabendo que a medida
da aresta do cubo vale 5 cm.

Solugao

Calculo dos elementos indicados na
’ figura:

d? =5 = d=5,2.

Do tridngulo ABP, em que P € o
centro de uma das faces opostas a

BC:
‘ 2
A 5 cm B £2=(i> b2
2
P -
2
= 32=(5‘2) + 5 =
2
d ¢
2
= =230 42 —
4
A 5 cm B 56
= ! = >
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Da seccdo BPC, temos:

? 5.6\2 5\2
. ( N ) = h + (i) —
2 2
5.6 5.6
2 o 2 = B0 gy 5
4 4
— b= 5V5
B 5 cm o 2
Cilculo da area do ABPC:
1 5.2 25,5
S = ) 5 5 = § = Y
25.5
Resposta: A drea da secc¢do € 4\ cm?.

A secgdo determinada por um plano em um cubo € um hexagono regular. Calcule
a razdo entre a drea desse hexdgono e a area do circulo circunscrito a ele.

Um cubo de area total igual a 31,74 cm? é cortado por um plano, de modo a se
obter uma sec¢do hexagonal regular. Calcule o lado do quadrado inscrito no tridn-
gulo equildtero de perimetro igual ao do hexdgono obtido.

Seja dado um cubo ABCDEFGH cuja aresta mede a. Pela diagonal BE de uma
das faces e o ponto médio P da aresta GH, paralela a essa face, faz-se passar
um plano.

a) Demonstre que a sec¢ao do cubo por esse plano é um trapézio isdsceles.
b) Calcule os lados do trapézio e a drea da sec¢do em func¢do da aresta do cubo.

Pelas extremidades de trés arestas que partem de um vértice 4 de um cubo traca-
mos um plano. Mostre que a sec¢do é um triangulo equildtero. Mostre também
que a diagonal do cubo que parte de A é perpendicular ao plano da sec¢ao e pre-
cise a posicdo do ponto onde ela € perpendicular. Calcule também a area do tridn-
gulo equilétero.
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Calcule os dngulos formados pelos pares de faces laterais de um prisma, cuja sec-
cdo reta é um tridngulo de lados respectivamente iguais a /3 m, 132 me 13 m.

Calcule a medida do menor dngulo diedro formado pelas faces laterais de um
prisma, sabendo que os lados da secgdo reta desse prisma triangular medem, res-

. I
pectivamente, 3 ¢m, 33 cm e 6 cm.

Calcule a medida do angulo que a diagonal de um cubo forma com:

a) as faces; b) as arestas.

Calcule o angulo que a diagonal de um prisma quadrangular regular de 64 2 m
de volume forma com as arestas laterais, sabendo que as arestas da base do pris-
ma medem 4 m.

Dado um prisma hexagonal regular de 2 m de aresta da base e 2 \ 3 m de altura,
considere duas diagonais paralelas de uma das bases e as diagonais da outra base
paralelas aquelas. Calcule o volume de um dos prismas triangulares em que fica
dividido o prisma hexagonal dado, quando sdo tragados os quatro planos diago-
nais definidos por pares daquelas quatro diagonais das bases.

Calcule o volume de um prisma triangular obliquo cujos lados da base medem
13a, 14a € 15a, uma aresta lateral mede 26a e sua projegdo sobre o plano da base
mede /0a.

Calcule o volume de um prisma quadrangular obliquo, sendo 20 cm a medida
de sua aresta lateral, sabendo que a seccao reta é um paralelogramo em que dois
lados consecutivos medem 9 ¢m e /12 cm e formam um angulo de 30°.

A seccdo de um paralelepipedo obliquo é um quadrilatero que tem um angulo
de 45° compreendido entre lados que medem 4 c¢m e 8 cm. O comprimento da
aresta lateral ¢ igual ao semiperimetro dessa secgdo. Calcule o volume do poliedro.

Calcule o volume de um prisma obliquo, sabendo que a base é um hexdgono re-
gular de lado R = 2 ¢m e que a aresta L, inclinada 60° em relacido ao plano da
base, mede 5 cm.

Determine o volume e a drea lateral de um prisma reto de /0 ¢m de altura e cuja
base ¢ um hexdgono regular de apotema 33 cm.
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Qual é a altura de um prisma reto cuja base é um tridngulo equildtero de lado
a, para que o seu volume seja igual ao volume de um cubo de aresta a?

Se um cubo tem suas arestas aumentadas em 50%, em quanto aumentard seu
volume?

Procura-se construir um cubo grande empilhando cubos pequenos e todos iguais.
Quando se coloca um certo nimero de cubos pequenos em cada aresta, sobram
cinco; se se tentasse acrescentar um cubo a mais em cada aresta, ficariam faltan-
do trinta e dois. Quantos s@o 0os cubos pequenos?

Os pontos J e I sdo os pontos médios
das arestas do cubo sugerido na
figura.

a) Calcule, em fungdo da medida e da
aresta do cubo, a distdnciade /a J.

b) Determine a medida 6 do angulo
P
IKJ.

. No cubo abaixo, faz-se um corte pelo
plano que passa pelos vértices A, C e
N, retirando-se o solido (ABCN) as-
sim obtido. Determine o volume do
solido restante em fung¢do de a, saben-
do que a é a medida do lado.

Considere um cubo ABCDEFGH de
lado 1 unidade de comprimento, co-
mo na figura. M e N sdo os pontos
médios de AB e CD, respectivamente.
Para cada ponto P da reta AE, seja
Q o ponto de intersecdo das retas PM
e BF.

a) Prove que o APQN é isosceles.

b) A que distdncia do ponto A deve
estar o ponto P para que 0 APQON
seja retangulo?
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Uma caixa d’agua com a forma de um paralelepipedo reto de / m x [ m de base

3 , - . . .
e \7 m de altura estd sobre uma laje horizontal com &dgua até a altura A.

Suponhamos que a caixa fosse erguida lateralmente, apoiada sobre uma das ares-
tas da base (que ¢ mantida fixa), sem agitar a 4gua. Assim sendo, a dgua comega-
ria a transbordar exatamente quando o angulo da base da caixa com a laje medis-
se 30°. Calcule a altura A.

Calcule as dimensdes de um paralelepipedo retangulo, sabendo que elas estao em
progressao aritmética, que a area total ¢ S e a diagonal ¢ d. Discuta.

A soma dos diedros formados pelas faces laterais de um prisma triangular com
uma de suas bases esta compreendida entre dois e quatro retos.

A soma dos diedros formados pelas faces laterais de um prisma convexo de n
faces com uma de suas bases é superior a 2 retos e inferior a 2(n — /) retos.

Se a secgdo reta de um prisma é um poligono equilatero, a soma das distancias
de um ponto, tomado no interior do solido as faces laterais e as bases, é constante.

A soma das distancias dos vértices de um paralelepipedo a um plano que nao o
intercepta € igual a & vezes a distancia do ponto de concurso de suas diagonais
a esse plano.

A soma dos quadrados das distancias de um ponto qualquer aos oito vértices de
um paralelepipedo ¢ igual a oito vezes o quadrado da distancia desse ponto ao
ponto de concurso das diagonais, mais a metade da soma dos quadrados das dia-
gonais.

Um cubo é seccionado por um plano que passa por uma de suas diagonais. Como
deverd ser tracado esse plano para que a drea da seccio seja minima?

E dado um cubo de aresta a. Secciona-se o cubo por um plano que forma um
angulo de 30° com uma das faces e passa por uma diagonal dessa face. Determi-
ne os volumes dos sélidos resultantes.

Na figura ao lado, os planos OAB ¢

OAC formam entre si um angulo de

30°. As retas OB e OC sédo perpendi-

culares a reta OA. O segmento OP, do

plano OAB, é unitério e forma um an-

guloaxcom OA4 (O < a < 90°). Seja B
ORS TQP o prisma assim construido:

T e S sdo as projegdes ortogonais de A

Psobre OA e OB; Qe R sao as proje- @
¢Oes ortogonais de P e S sobre o pla-

no OAC.

0]
a) Determine o volume do prisma em fungdo de a.
b) Qual o valor de 1g o quando o volume do prisma ¢ maximo?
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sooedicier o I 7 risiveis
Hygino H. Domingues

Ao inicio do século XVII, os métodos deixados pelos gregos pa-
ra calculos de dreas e volumes, apesar de sua beleza e rigor, mostravam-
se cada vez menos adequados a um mundo em franco progresso cier :i-
fico. Pois faltavam a eles operacionalidade e algoritmos para
implementa-los. E como ndo havia ainda condi¢Oes matemadticas de ob-
ter esses requisitos, os métodos entdo surgidos eram sempre passiveis
de criticas — como o mais famoso deles, a geometria dos indiv siveis,
de Bonaventura Cavalieri (1598-1647).

C milanés Cavalieri foi um dos matematicos mais influentes de
sua época. De familia nobre, Cavalieri seguiu paralelamer: z a carreira
religiosa e¢ a atividade cientifica. Discipulo de Galileu Galilei
(1564-1642), por indicac¢do deste ocupou desde 1629 a catedra de Ma-
temadtica da Universidade de Bolonha, a0 mesmo tempo que era o su-
perior do monastério de Sdo Jeronimo. Cavalieri foi também astréno-
mo, mas, se ainda é lembrado, isso se deve em grande parte ao método
dos indivisiveis que desenvolveu a partir de 1626.

Cavalieri nao definia, em
suas obras sobre o assunto, o que
vinham a ser os indivisiveis. Se-
gundo ele, porém, uma figura pla-
na seria formada por uma infini- ;
dade de cordas paralelas entre si -
e uma figura sé6lida por uma infi-
nidade de sec¢des planas paralelas
entre si — a essas cordas e a essas ' =
secgOes chamava de indivisiveis. !

Num de seus livros ‘‘explicava’ '
que um solido é formado de indi-
visiveis, assim como um livro é
composto de paginas. Do ponto de ot '
vista ldgico, essas idéias envolviam

uma dificuldade insuperavel. Co-

mo uma figura de extensdo finita

poderia ser formada de uma infi-

nidade de indivisiveis, tanto mais

que estes nao possuem espessura? Bonaventura Cavalieri,

—n
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O principio de Cavalieri, ainda bastante usado no ensino de geo-
metria métrica no espacgo, facilita bastante a areitacdo da idéia de "nc -

visivel: . . . A 5
““Sejam dois soli- m /\
dos A e B. Se todos os |

planos numa certa di- [ RN
recio, ao intercepta- "\j\' 4
rem + e B, determi- [’ b
nam sec¢oes (indivisi- | T /
veis) de areas iguais, !
entdo A ¢ B t€m mes- u N
mo volume” (fig. 1). (Fig. 1)

_ : alcance maior foram certos teoremas estabelecidos por Cava-
lier: relacionando os indivisiveis de um paralelogramo co: 1 aqueles dos
tridngulos determinados por uma de suas diagonais. Se « : 1dica gene-

‘icamente os primeiros e x os segundos (fig. 2), C: alier* ‘- -avor’’ que
A B .
T La=2Ex L& =3Exn .. 1)

‘ onde os somatdrios ndo tém o sentido atual (sdo

x infinitos e correspondem a idéia de ‘‘integrar’’ os

¢ indivisiveis para formar as figuras). Se o paralelo-

gramo ¢ um retdngulo de altura b, sua drea Y a
¢ gual ao produto ae um divisivel pelo ‘‘numero’’ b de indivisiveis,
isto é, Y a=ab. Jsando entdo a primeira das relagoes de {*;, obtém-se

o (Fig. 2)

a édrea do tridngulo: Y x = % D= % ab.
Yy y = X2 - R
.. segunda das relacées de ) permite

calcular a drea ¢ >mpreendida entre a curva
y=x7e 2 eixo x, de O até a (fig. 3). Segun-
do as idéias de Cavalieri, essa area vale ¥ x?,
pois cada um de scus indivisiveis (ordenadas)
vale x?. Mas, pela relacdo citada.

v = Loya
3

onde Y a’ é a drea do retinguo O~4BC.
{._ s essa area é dada também por ¢ - ¢’ =a’
(base vezes altura). Logo, a drea sombreada
é a3/3, resultado correto.

roram tantas as criticas que Cavalieri recebeu pelo seu método,
embora este funcionasse (como no exemplo anterior), que certe vez dis-
se: ‘O rigor ¢ algo que diz respeito a filosofia e ndo a matematica’’.

(Fig. 3)



Definicdo

Consideremos uma regiao poli-
gonal plano-convexa (poligono plano-
convexo) A, A, ... A, de n lados e um
ponto V fora de seu plano. Chama-se pi-

ramide ilimitada convexa ou piradmide

convexa indefinida (ou angulo poliédri-
co ou dngulo solido) a reunido das semi-
retas de origem em V e que passam pe-
los pontos da regido poligonal (poligo-
no) dada.

Se a regido poligonal (poligono)
A, A, ... A, for cdncava, a pirdmide
ilimitada resulta cOncava.

Elementos

CAPITULO IX

Uma piramide ilimitada convexa possui: n arestas, n diedros e n faces

(que sao angulos ou setores angulares planos).
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Seccao

E uma regido poligonal plana (poligono plano) com um sé vértice em
cada aresta.

Superficie

A superficie de uma pirdmide ilimitada convexa é a reunido das faces
dessa pirdmide. E uma superficie poliédrica convexa ilimitada.

Defini¢ao

Consideremos um poligono convexo (regido poligonal convexa) ABC ...
MN situado num plano « € um ponto V fora de «. Chama-se piramide (ou pi-
rdmide convexa) a reunido dos segmentos com uma extremidade em Ve a ou-
tra nos pontos do poligono.

V é o vértice e o poligono ABC ... MN, a base da piramide.
Podemos também definir a pirdmide como segue:

Piramide convexa limitada ou piramide convexa definida ou pirdmide
convexa é a parte da pirdmide ilimitada que contém o vértice quando se divide
essa pirdmide pelo plano de uma sec¢do, reunida com essa sec¢io.
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Elementos
Uma pirdmide possui:

1 base (a sec¢ao acima citada), n
faces laterais (tridngulos), n + I faces,
n arestas laterais, 2n arestas, 2n diedros,
n + 1 vértices, n + I angulos poliédri-
cos e n triedros.

Para uma pirdmide é valida a re-
lacdo de Euler:

V-A+F=n+1)-2n+(n+1)=2=
=>V-A+F=2

Altura

A altura de uma pirdmide € a distancia 4 entre o vértice e o plano da base.

Superficies

Superficie lateral é a reunido das faces laterais da piramide. A 4rea des-
sa superficie ¢ chamada drea lateral e indicada por A4,.

Superficie total é a reunido da superficie lateral com a superficie da ba-
se da pirdmide. A area dessa superficie ¢ chamada area total e indicada por A4,.

Natureza

Natureza de uma pirdmide: uma piramide sera triangular, quadrangu-
lar, pentagonal, etc., conforme a base for um tridngulo, um quadrilatero, um
pentagono, etc.

Piramide regular

Piramide regular ¢ uma pirdmide cuja base é um poligono regular € a
projecdo ortogonal do vértice sobre o plano da base é o centro da base. Numa
pirdmide regular as arestas laterais sdo congruentes € as faces laterais sdo trian-
gulos isdsceles congruentes.

Chama-se apdtema de uma pirdmide regular a altura (relativa ao lado
da base) de uma face lateral.
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Piramide regular hexagonal Tetraedro regular

Tetraedro

Tetraedro ¢ uma pirdmide triangular.

Tetraedro regular é um tetraedro que tem as seis arestas congruentes en-
tre si.

Nota

E comum encontrarmos referéncias a pirdmide reta para diferenciar de
piramide obliqua. Deve-se, entdo, entender que a pirdmide reta é aquela cuja
projecao ortogonal do vértice sobre o plano da base € o centro da base. Caso
a base seja um poligono circunscritivel, isto ¢, admita uma circunferéncia ins-
crita, o centro dessa circunferéncia (incentro do poligono), em geral, ¢ adota-
do como o centro da base.

Ache a natureza de uma pirdmide, sabendo que a soma dos angulos das faces
é 20 retos.

Ache a natureza de uma pirdmide, sabendo que a soma dos angulos das faces
€ 56 retos.

Calcule o numero de diagonais da base de uma pirdmide, sabendo que a soma
dos angulos internos de todas as suas faces é igual a 32 retos.
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Determine a soma dos dngulos internos da base de uma pirdmide, sendo 24 retos
a soma dos angulos internos de todas as faces dessa pirdmide.

Prove que a soma dos angulos de todas as faces de uma pirdmide de n faces late-
rais vale S = (n — 1) - 4r.

Solugio

A soma dos angulos (S) de todas as faces ¢ a soma dos angulos da base,
que é (n — 2) - 2r, com a soma dos angulos das faces laterais, que é n - 2r:
S=m=-2)-2r+n:-2r=2-n-2r—4r =(n-1):4r.

Calcule a soma dos angulos das faces de uma pirdmide cuja base € um poligono
convexo de n lados.

Ache a natureza de uma pirdmide que possui:

a) 6 faces b) & faces c) 12 arestas d) 20 arestas

Seccdo paralela G base de um tetraedro

Quando se secciona uma pirami-
de triangular (tetraedro) por um plano
paralelo a base:

1)

As arest lateraisea: -
ra ficam divididas na mesma razao.

D >

De fato, as retas A'H e AH

sdo paralelas, pois sdo interse¢des de

planos paralelos por um terceiro; logo,

os tridngulos VH’' A" e VHA s3o seme-
lhantes e portanto:

VA _ VH' _ W
VA VH ~ h
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2°)

A seccdo e a base sdo tridngulos semelhantes.

De fato, os Angulos da secgdo (AA'B’'C’) e os angulos da base (A ABC),
por terem lados respectivamente paralelos, sdo congruentes. Donde se conclui
que a sec¢do A'B'C’ e a base ABC sao tridngulos semelhantes.

’

h
, cComo segue:
h

A razao de semelhangas é

AVA'B' ~ AVAB — YA _ AB - AB b
VA~ AB AB  h
AB _ AC _ BC _ N
—_— = = =
AB ~ AC _ BC _ n

Portanto, os tridngulos A’B'C’' e ABC sao semelhantes, sendo a

razdo de semelhanga.
39)

A razdo entre as dreas da sec¢do e da base ¢ igual ao quadrado
da razdo de suas distancias ao vértice.

De fato, sendo B'D’ e BD duas respectivas alturas da sec¢ao e da base,
vale:

A’'B’ B'D’ B'D’ h'

= = .
AB BD BD h

1
] — (A'C") - (B'D’
Area (AA'B'C’) 2 ( ) - ) A'C’  B'D’
Logo = = . =

> Area (AABC) 1 (AC) - (BD) AC BD
2

Area (AA'B'CY) _ h' b _ (h')2
Area (AABC) h " h h

Equivaléncia de tetraedros

Duas pirdmides triangulares (tetraedros) de bases de dreas iguais
(bases equivalentes) ¢~ uras congruentes tém volumes igu. . (s30 ey -
| valentes).
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Sendo T, e T, os dois tetraedros, B, e B, as areas das bases e H, e H,
as alturas, temos, por hipotese:

B,=B, e H =H, = h.

B} % b
1
|
- A
, 1

Demonstragcdo

Podemos supor, sem perda de generalidade, que as bases equivalentes
estdo num plano « e que os vértices estdo num mesmo semi-espago dos deter-
minados por «.

Considerando qualquer plano secante (3, paralelo a «, distando 4’ dos
vértices e determinando em 7, e T, secgcOes de dreas B; e Bj, temos:

Sl vV Sl ey Il Ahh
—_— = —_— _— —_— = _ =
B, h B, h B, B,
Como B, = B,, da igualdade acima vem B; = Bj;.

Se as secgdes tém areas iguais (B; = Bj), pelo principio de Cavalieri os
solidos T, e T, tém volumes iguais (sao equivalentes), isto ¢, V; = Vi .

Decomposicdo de um prisma triangular

Todo prisma triangular é soma de trés pirdmides triangulares (te-
traedros) equivalentes entre si (de volumes iguais).
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Seja o prisma triangular ABCDEF.

D F D F
E
—_—
D F
v A c C
T, = C(DEF)
ou
T, = E(CDF)
A C
B \ E
A c
B
T, = E(ABC) T, = E(ACD)

Cortando esse prisma pelo plano (4, C, E), obtemos o tetraedro
T, = E(ABC) ¢ a piramide quadrangular E(ACFD).

Cortando a piramide £(ACFD) pelo plano (C, D, E), obtemos o tetrae-
dro 7, = C(DEF) [ou T, = E(CDF)] e T; = E(ACD).

Temos, entio:

Prisma ABCDEF =T, + T, + Ty = Vyjma = Vy, + Vo, + Vi

As pirdmides T, = E(ABC) e T, = C(DEF) tém o mesmo volume,
pois possuem as bases (ABC e DEF) congruentes ¢ a mesma altura (a do pris-
ma). Entdo, Vo = V. (1)

As pirdmides 7, = E(CDF) ¢ T; = E(ACD) tém o mesmo volume,
pois tém as bases (CDF e ACD) congruentes (note que CD ¢é diagonal do para-

lelogramo ACFD) ¢ mesma altura (distdncia de £ ao plano ACFD). Entao,
Vi, = Vo,

2
De (1) e (2) vem: Vy = Vo, = Vi
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Volume do tetraedro

Seja B a drea da base e 4 a medida da altura do prisma do item anterior.
Notemos que B é a area da base e # é a medida da altura do tetraedro 7,.

Em vista do teorema anterior e fazendo Vy = V¢ = Vo = Vp:

Vi + Vi, + Vi = Voo = 3Vy=B-h = | —B-h

Volume de uma pirdmide qualquer

Seja B a area da base e 4 a medi-
da da altura de uma pirdmide qualquer.
Esta piramide ¢ soma de (n — 2) te-
traedros.

:V:%(Bl +B,+..+B )h=

Conclusao

O volume de uma pirdmide ¢ um ter¢o do produto da drea da base
pela medida da altura.
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A édrea lateral de uma piramide é a soma das areas das fa-
ces laterais.

A, = soma das dreas dos tridngulos que sdo faces laterais.

A érea total de uma pirdmide é a soma das édreas das faces
laterais com a drea da base.

A = A, + B emque B = 4rea da base.
Piramide regular

Numa pirdmide regular, sendo:

2p = medida do perimetro da base

m = medida do apotema da base

m’ = medida do apdétema da pirdmide,
temos:
2p
< 1
Area lateral: A, = nA, = n- 5 fm’ = A el

Area total: A, = A, + B = A, = pm’ + pm = | A=m ™,

Volume:V:%B-h: \% . m - h

Relagdo: m'2 = h? + m2.

O angulo «a entre o apétema da base m e o apotema da pirdmide m’ é
o angulo que a face lateral forma com a base.
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Calcule a drea lateral, a drea total e o volume das pirdmides regulares, cujas me-
didas estdo indicadas nas figuras abaixo.

a) b)

De um tetraedro regular de aresta a, calcule:
a) a area total (4,)
b) a medida s da altura

¢) o seu volume (V)

Solu¢io

Tetraedro Face (base)
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X ‘3 =
a) Area total: A, = 4-B = Al=4(%.a.a_£_) = A, = a3
b) Calculo da altura:
c_ 2 2
AAGB = h?=al-(BG) = h2=a2—('a‘§'§') = r12=‘6§l =
: 2.3
= ou ainda h = 21\—3\—
2 /3
¢) Volume: V = %B h em que B = _a;3 e h = _a;6 , entdo
1 a? \\»\(3.\ a2 - \\g al \(—2—
= ~x— - . A V= —
Ve T 3 12
6 32
Resposta: A, = a>y3, h = a; e V = 31;

Sabendo que a aresta de um tetraedro regular mede 3 c¢m, calcule a medida de
sua altura, sua drea total e seu volume.

Determine a medida da aresta de um tetraedro regular, sabendo que sua superficie
total mede 93 cm?.

Calcule a altura e o volume de um tetraedro regular de area total /2 \3 cm?,

Determine a medida da aresta de um tetraedro regular, sabendo que seu volume
mede 182 m’.

Calcule a 4rea total de um tetraedro regular cujo volume mede /44 \3 .

Determine a medida da aresta de um tetraedro regular, sabendo que, aumentada
em 4 m, sua area aumenta em 403 m?.

Calcule a medida da altura de um tetraedro regular, sabendo que o perimetro
da base mede 9 cm.

Calcule a aresta da base de uma piramide regular, sabendo que o apdtema da
pirdmide mede 6 cm e a aresta lateral 10 cm.



PIRAMIDE

De uma pirdmide regular de base quadrada sabe-se que a area da base é 32 dm-
e que o apotema da pirdmide mede 6 dm. Calcule:

a) a aresta da base (f); d) a aresta lateral (a);
b) o apotema da base (/m); e) a area lateral (A,);
¢) a altura da pirdmide (4); f) a drea total (4,).
Solucao
\
\%
D C
a S EE—
\\ . .
\. .
> C / .
v 7
7/ 7/ 4
7/ 1 ’ /
/
A L‘ —B A~ B B c
a) aresta da base
=B = =32 = £=.32 = {=4,2dm
b) apoétema da base
{
ms=— = m= 42 m = 2.2dm
2 2
¢) altura da pirdmide
AVOM:h* = m™—m? = h®=6~- (2,2 = h=2.7dm
d) aresta lateral
2 ’ A% 2 2 4'\‘2 ¢ 11
AVMC: a*> = (m')* + ) = a’=6>+ oS = a=2,11dm

395.

e) area lateral

A(~=4-%i’-m’ = A,‘=4-%-4\5-6 = A, = 48,2 dm?

f) érea total
A =A+B = A =482+ 32 = A = 1632 + 2) dm?

A base de uma pirdmide de 6 ¢m de altura é um quadrado de 8 ¢m de perimetro.
Calcule o volume.
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Calcule a area lateral e a area total de uma pirdmide triangular regular cuja ares-
ta lateral mede 82 cm e cuja aresta da base mede 36 cm.

Calcule a area lateral e a area total de uma pirdmide quadrangular regular, sendo
7 m a medida do seu apotema e § m o perimetro da base.

Determine a drea lateral e a 4rea total de uma pirdmide triangular regular de 7 cm
de apotema, sendo 2 ¢cm o raio do circulo circunscrito a base.

Calcule a medida da 4rea lateral de uma pirdmide quadrangular regular, sabendo
que a area da base mede 64 m? e que a altura da pirdmide ¢ igual a uma das dia-
gonais da base.

Calcule o volume de um tetraedro tri-retangular, conhecendo os lados a, b, ¢,
da face oposta ao triedro tri-retangular.

Solugio

Sejam x, y e z as medidas das ares-
tas do triedro tri-retdngulo. O te-
traedro é uma pirdmide de altura
z e base um tridngulo retangulo de
catetos x e y.

1 1 /1
V=—B- V=—.— L7 =
3B h= 3 (ny) z

1
V = —— xy7
= = Xyz

Célculo de x, y e z:
X2+ y?t = ¢ X2+ 22 = b? v+ 22 = al
M+ +@ = 2x>+2y2+222=2a+Db+¢? =

a2 + b% + ¢?

=x2+y2+22=—2— )
2 2 2 £ 2 2
iz 2. atbbi=e S asEbaere
@ -1 = 7z G ey = z \, .
i) 2 (o
@ - — y2=a—b2+c_ — y=J%
L5 2 2 : iy 2 2
@) - (1) s x4=%b+c=x=\}_a—+2b_+9_
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Substituindo em (a), vem:

V= i J2(=a2 + b + @ - b + Al + b2 - )

Numa pirdmide triangular PABC, o triedro de vértice P é tri-retangulo. O trian-
gulo ABC da base é equilatero de lado 4 ¢m. Calcule o volume da pirdmide.

Uma pirdmide tem por base um retangulo cuja soma das dimensdes vale 34 cm,
sendo uma delas os 5/12 da outra. Determine as dimensdes da base e a drea total
da pirdmide, sabendo que a altura mede 5 c¢m e a sua projecdo sobre a base ¢
o ponto de interse¢do das diagonais da base.

Uma piramide tem por base um retangulo cujas dimensdes medem /0 cme 24 cm,
respectivamente. As arestas laterais sdo iguais a diagonal da base. Calcule a area
total da pirdmide.

Calcule a area da base de uma pirdmide quadrangular regular cujas faces laterais
sdo tridngulos equilateros, sendo 8/ 3 c¢m? a soma das areas desses tridngulos.

Calcule a 4rea lateral de uma piramide quadrangular regular, sabendo que uma
diagonal da base mede 3v2 ¢m e que o apdtema da pirdmide mede 5 cm.

Determine a 4rea lateral de uma piramide quadrangular regular, sendo 144 cm?
a area da base da pirdmide e 10 ¢m a medida da aresta lateral.

Determine a area da base, a drea lateral e a drea total de uma pirdmide triangular
regular, sabendo que a altura e a aresta da base medem /0 ¢m cada uma.

Calcule a drea lateral de uma pirdmide quadrangular regular, sabendo que a

diagonal da base da piramide mede 82 cm e a aresta lateral é igual a diagonal
da base.

Sendo 192 m? a érea total de uma pirdmide quadrangular regular e 3.2 m o
raio do circulo inscrito na base, calcule a altura da pirdmide.

Uma pirdmide regular hexagonal de /2 ¢m de altura tem aresta da base medindo
1043

cm. Calcule:

ap6tema da base (), apdtema da pirdmide (m’), aresta lateral (a), area da base
(B), érea lateral (A4;), area total (A,) e o volume (V).
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Solugao

a
Pirdmide Base Face lateral
€3 10,3 3
Apétema da base: m = \23 = m = 3\ . \2 = m = 5cm.

Apdtema da pirdmide: (m’)*=h>+m? = (m')*=12>+35> = m’ = 13cm.

-

"’ - ki bl 5 3 2
Aresta lateral: a’> = (m’)? + (E) = a =13+ (%) = a= %-\399cm.

1 10,3

> 3 S5=>B: 50.,3cm".

Areadabase:B=6-%fm=B=6~

'; -
10,3 13 = A, = 1303 cm?.

< \ , 1
Area lateral: A, = 6-—2—£’m = A = 6-3- 3

Area total: A, = A, + B = 130.3 + 50,3 = A, = 1803 cm.

Volume: V = %B-h -V = %-50;3-12 ~ V = 2003 cm’.

Calcule a area lateral e a drea total de uma pirdmide regular hexagonal cujo apoé-
tema mede 4 cm e a aresta da base mede 2 cm.
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Calcule a aresta lateral de uma pirdmide regular, sabendo que sua base ¢ um he-
xagono de 6 cm de lado, sendo 10 cm a altura da pirdmide.

A base de uma piramide regular é um hexdgono inscrito em um circulo de 12 cm
de didmetro. Calcule a altura da pirdmide, sabendo que a area da base ¢ a décima
parte da area lateral.

. Calcule a area lateral e a drea total de uma pirdmide regular hexagonal, sendo
3 em sua altura e 10 cm a medida da aresta da base.

Calcule a drea lateral e a area total de uma pirdmide regular hexagonal cujo apd-
tema mede 20 cm, sendo 6 ¢m a medida do raio da base.

Uma piramide regular de base quadrada tem o lado da base medindo 8 cm e a

area lateral igual a % da érea total. Calcule a altura e a drea lateral dessa pirdmide.

A aresta lateral de uma pirdmide quadrangular regular mede 15 ¢m e a aresta da
base /0 cm. Calcule o volume.

Calcule o volume de uma pirdmide de /2 ¢m de altura, sendo a base um losango
cujas diagonais medem 6 cm e 10 cm.

Se a altura de uma pirdmide regular hexagonal tem medida igual 4 aresta da base,
calcule o seu volume, sendo @ a aresta da base.

Determine a razdo entre os volumes de uma piramide hexagonal regular cuja aresta
da base mede a, sendo ¢ a medida de sua altura, e uma pirdmide cuja base é um
triangulo equilatero de lado « e altura a.

Calcule a razdo entre os volumes de duas pirdmides, P, e P,, sabendo que os vér-
tices sdo os mesmos e que a base de P, é um quadrado obtido ligando-se os pon-
tos médios da base quadrada de P,.

. A darea da base de uma piramide regular hexagonal é igual a 276 \§ m?. Deter-
mine o volume da pirdmide, sabendo que sua altura mede 16 m.

Determine o volume de uma pirdmide triangular regular, sendo 2 m a medida da
aresta da base e 3 m a medida de suas arestas laterais.

. O volume de uma pirdmide triangular regular é 64 3 ¢m’. Determine a medida
da aresta Jateral, sabendo que a altura é igual ao semiperimetro da base.
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Uma pirdmide triangular tem para base um triangulo de lados /3, /4 e 15; as ou-

tras arestas medem % Calcule o volume.

Solu¢ao

\%
As arestas laterais sendo congruen- N
tes, a proje¢ao ortogonal do vérti- 425 N
ce sobre o plano da base ¢ o cir- 8

cuncentro O {(centro da circunfe-
réncia circunscrita) do tridngulo
ABC. A altura é VO.

‘ 15 ] . C
v=-=_Lg.n A »
3 ) 14

Tomando o ¢ como unidade, vem: 13 .
B

Area da base:

B=p®-a0-b0-9) _, p_ 27.8.7.6 — B =84
a=13,b=14,c=15

Altura:

abc C13-14-15 _ 65
R=TFs = R=""Fg¢ = R=7
. (425\* (652 105
AVOA = h* = (—8 ) (8) => h ——2

Substituindo em (1), vem:

gq . 105 _

_L. =
Ve 5 V = 1470

Resposta: 1470.

426. Calcule o volume de uma pirdmide triangular regular, sabendo que o ap6tema
da base mede 4 cm e 0 apdtema da pirdmide 5 cm.

427. Uma piramide triangular regular tem as medidas da altura e da aresta da base
iguais a 6 cm. Calcule a area da base, a area lateral, a drea total e o volume dessa
pirdmide.
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Calcule a drea total e o volume de um octaedro regular de aresta a.

N
/ax

Solu¢io

_Area:

A drea de uma face (S) € a drea de um tridngulo equildtero de lado g;
2
a‘\3

portanto, S = T\

A superficie total é a reunido de & faces; entdo:

A =8-S = A[=8-% — A, = 2a%,3.

Volume:

O octaedro regular é a reunido de 2 pirdmides de base quadrada de lado
« e de altura igual a metade da diagonal do quadrado; entéo:
1 1 a 2 33 \ 2

- — B . = — . a%.— =
V—2(3Bh)=>V 233 2)=>V 3

Calcule a 4rea total e o volume de um octaedro regular de 2 cm de aresta.

Calcule o volume da pirdmide quadrangular regular, sabendo que sua base é cir-
cunscrita a um circulo de 6 ¢m de raio e que a aresta lateral mede 12 ¢cm.

Uma pirdmide regular de base quadrada tem lado da base medindo 6 cm e drea
lateral igual a 5/8 da area total. Calcule a altura, a area lateral e o volume dessa
piramide.

Calcule o volume de uma piramide hexagonal regular, sendo 24 ¢m o perimetro
da base e 30 cm a soma dos comprimentos de todas as arestas laterais.

Calcule o volume de uma pirdmide regular hexagonal, sendo 6 ¢m a medida da
aresta da base e /0 ¢cm a medida da aresta lateral.
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O volume de uma pirdmide regular hexagonal é 60 \E m?, sendo 4 m o lado do
hexdgono. Calcule a aresta lateral e a altura da pirdmide.

A aresta da base de uma pirdmide regular hexagonal mede 3 m. Calcule a altura
e o volume dessa pirdmide, sendo a superficie lateral /0 vezes a drea da base.

A base de uma pirdmide € um tridngulo cujos lados medem /3 m, [4 me 15 m.
As trés arestas laterais sao iguais, medindo cada uma 20 m. Calcule o volume
da pirdmide.

O volume de uma pirdmide é 27 m’, sua base é um trapézio de 3 m de altura,
seus lados paralelos tém por soma /7 m. Qual é a altura dessa pirdmide?

Determine o volume de uma pirdmide triangular cujas arestas laterais sdo de me-
didas iguais, sabendo que o tridngulo da base tem os lados medindo 6 m, 8 m
e 10 m e que sua maior face lateral é um tridngulo equildtero.

A area lateral de uma piramide triangular regular é o quadruplo da area da base.
Calcule o volume, sabendo que a aresta da base mede 3 cm.

Calcule as 4reas lateral e total de uma pirdmide triangular regular, sabendo que
sua altura mede /2 cm e que o perimetro da base mede /2 cm.

Determine a altura de uma pirdmide triangular regular, sabendo que a area total é
363 cm? e o raio do circulo inscrito na base mede 2 cm.

Calcule a medida do diedro formado pelas faces laterais com a base de uma pira-
mide regular, sabendo que o apétema da pirdmide mede o dobro do apdtema da
base.

Determine a medida da altura e da aresta lateral de uma pirdmide que tem por
base um triangulo equilatero de lado /6 cm, sabendo que as faces laterais for-
mam com o plano da base angulos de 60°.

Solucao
O apétema da base m é dado por

163 0.3
ms= —- =

3 2 6

em que ! = [6. Portanto, A
Lo 1613 8.3
6 3



PIRAMIDE

Calculo da altura A:

No tridngulo VGM, temos:

tg60°=% = h=m\ré = h =

Calculo da aresta lateral a:

12 modo:

O apétema m' da piramide ¢ dado por:

M) = h* + m? = (m')? =8 + (8‘3)' -

3

— (m’)2=64+%=7—38.
No AVMC, vem:
R I

1344 8.21
= = —_— = 3 =

\ 3

2?2 modo:
No AVGA, temos:
\ 2 1613\ 821 8.21
2_ 2 2 2 Q2 . _ —
a*=h’+ (AG): = a 8+(3 2) 5 = a 3

8.21

Resposta: A altura mede 8 cm e a aresta lateral cm.

Uma pirdmide tem por base um tridngulo equildtero de lado a. As faces laterais
formam com o plano da base diedros de 60°. Calcule a altura, o comprimento
das arestas e o volume da pirdmide.

Uma piramide tem por base um hexdgono regular de lado a, e cada aresta lateral
da pirdmide mede 2a.

a) Qual o dngulo que cada aresta lateral forma com o plano da base?

b) Calcule, em fung¢édo de @, a area lateral, a drea total € o volume da piramide.

Uma pirdmide quadrangular regular tem 4 ¢ de aresta da base e 2,5 ¢ de
aresta lateral. Calcule o angulo que a face lateral forma com a base.
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As faces laterais de uma pirdmide quadrangular regular de 6 m de aresta da base
formam 60° com o plano da base. Calcule o volume V' e a 4rea total dessa pirdmide.

Duas arestas opostas de uma pirdmide quadrangular regular medem 2 m e for-
mam, no interior do sélido, um angulo de 720°. Calcule o volume da piramide.

Determine o volume de uma pirdmide cuja aresta lateral forma um angulo de 60°
com a diagonal do retdngulo da base, sendo 28 m o perimetro desse retangulo
e 3/4 a razao entre suas dimensoes.

A base de uma pirdmide € um losango de lado 15 dm. A face lateral forma com
a base um angulo de 45°. A maior diagonal da base mede 24 dm. Determine o
volume da pirdmide.

Calcule o volume de uma piramide triangular cuja base tem os lados medindo
12 cm, 15 cme 9 cm, a aresta lateral /2,5 ¢cm e sabendo que a proje¢do do vértice
da pirdmide coincide com o circuncentro da base.

Calcule a aresta da base de uma pirdmide regular hexagonal, sendo 30,3 cm? a

area lateral e 2\7 ¢m a medida da aresta lateral.

Solu¢ao

B C
Piramide Base Face
A =30.3=6" f%—-ﬁnj =303 =fm =103=m' = 10f3

)\ 2 2 _
AVMC: (P + (3] =@ = )+ G = @UTP = 4R+ 2= 112

1200
2

4(10{5

2
0 ) + 02 =112 =

+ 02 =112 = #—-11202+ 1200 =0

Resolvendo a equagdo acima, obtemos: { = 23 ou = ]0.
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A solugao { — /0 ndo convém pois, sendo { = 10, o apdtema m’ =
=

- £.3
resulta m' = \3 e o apdtema da base m = \2 resulta m

I
w
~
w
o

com isso, teremos a hipotenusa m’ menor que o cateto m.

Resposta: A aresta da base mede 2 \.3 cm.

Calcule o volume de uma piramide triangular regular, sendo 20 cm a medida de
sua aresta lateral e 36 3 ¢cm o perimetro do tridngulo da base.

Consideremos uma pirdmide de base quadrada, em que uma aresta lateral é per-
pendicular ao plano da base. A maior das arestas laterais mede 6 ¢m e forma um
angulo de 45° com a base. Calcule a drea da base e o volume da piramide.

A dgua da chuva é recolhida em um pluvidémetro em forma de piramide quadran-
gular regular. Sabendo que a 4dgua alcanga uma altura de 9 ¢m e forma uma pe-
quena pirdmide de /5 cm de aresta lateral e que essa agua € vertida em um cubo
de 10 cm de aresta, responda: que altura alcan¢ara a dgua no cubo?

Calcule a superficie lateral, a superficie total e o volume de uma pirdmide que
tem por vértice o centro da face de um cubo de aresta a e por base a face oposta.

Uma pirdmide regular tem a base coincidente com uma das faces de um cubo de
aresta a e ¢é exterior ao cubo. Calcule a altura da pirdmide em fungdo da aresta
a do cubo, sabendo que o volume do cubo somado com o volume da pirdmide
é 3.

Um tetraedro regular SABC de aresta a é cortado por um plano que passa pelo
vértice A e pelos pontos D e E situados respectivamente sobre as arestas SB e SC.

Sabendo que SD = SE = % SC, ache o volume da pirdmide ASDE.

Solugio 1
=—-B-h () S
3 a a
/N
'I
4
B a Cc
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' g b(a) (ay a3 2
Area da base: B = 5 (4) (4) > = B = o

Altura: A altura de ASDE ¢ a distancia entre A e o plano SDE; entdo h
¢ igual a altura do tetraedro regular de aresta a, isto é,
a.6 a\3-.2

h = =
3 3

Substituindo B e hem (1), vem:
1 3-2;3 3\2'C3 33\2
—_ S — V =
3 64 3 AN 192

Uma piramide quadrangular regular tem as arestas laterais congruentes as ares-
tas da base. Determine a drea da secg¢do obtida nesse poliedro por um plano que
passa pelo vértice e pelos pontos médios de dois lados opostos da base, sendo
a a medida das arestas laterais.

Os lados da base de uma pirdmide triangular sdo AB = 20 cm, BC = 12 cm e
AC = 16 cm. As trés arestas laterais sdo VA = VB = VC = 10,2 cm. Faz-se
passar um plano secante pelo vértice 4 e pelos pontos médios M e P das arestas
VB e VC, respectivamente. Calcule 0s volumes das pirdmides de vértice 4 e de
bases VMP e MPCB, respectivamente.

Soluc¢ao

»

2

‘)I o
9 i
c B

(10,2 = 10*  (VQ) = (10,2)* - 6
VO = 10 VQ = 2.41
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Chamemos de V;, V, e V; os volumes das pirdmides VABC, AVMP e
AMPCB, respectivamente.

Calculo de V;:
V= %(Area AABC)-(VO) = V, =%(’é‘ 12 16) +10 = V, =320cm’

Calculo de A:
Distancia de A ao plano VBC.

Area AVBC = —;— (BC)(VQ) = Area AVBC = % 12:2 /41 = 12 {41em?

v, =%(AreaAVBC)-h 2 %-12<Il-h=320 Are
= h = 329_ = h = 8.9_ cm
441 J41

Célculo de V;:

Area AVMP = %— (Area AVBC) == Area AVMP = 3 Jd] cm?
J 1 e i30 3
V= = (Area AVMP)-h = V, = =341 - s V, = 80cm
A%

Calculo de V;:
V=V, -V, = V; =320-80 = V; = 240.

Resposta: Os volumes s3o respectivamente 80 cm’ e 240 cm’.

Calcule a area da seccdo determinada em um tetraedro regular, por um plano
que contém uma aresta do tetraedro e € perpendicular a aresta oposta, sabendo
que a area total do tetraedro vale 643 m?.

Seja um triedro de vértice S, cujos angulos das faces medem 60°. Tomamos
SA = aepelo ponto A tragamos um plano perpendicular a SA, que corta as ou-
tras arestas em B e C. Calcule as arestas do tetraedro SABC, sua area total e seu
volume,.
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A base de uma pirdmide de vértice V' é um hexédgono regular ABCDEF, sendo
AB = 6 cm. A aresta lateral VA ¢é perpendicular ao plano da base ¢ igual ao seg-
mento AD. Prove que quatro faces laterais sdo tridngulos retangulos e ache as
suas areas.

Solugao

12

a) Prova de que quatro faces laterais sdo tridngulos retdngulos:

VA 1 plano (ABCDEF) =

C pertence a circunfe-
. A AC L CD
réncia de didmetro AD c

VA L AB = AVAB é retdngulo em A -
VA 1 AF = AVAF é retangulo em A

VA L CD] _ CD L plano (VAC) =
A VCD é retangulo

Analogamente, A VED € retangulo em E.

b) Calculo das areas:

210

19) Os tridngulos VAB e VAF tém area igual a L. 612 = 36 cm”.

2

29) Os triangulos VCD e VED tém areas S iguais.

Calculo de S:
§=-1(CD): (VO) = $=3-(VQ) ()
TACD = (AU = 1P—6l = (ACY — 163
AVAC = (VCF = (VAP = (VO = 252 =» VC = 647
Substituindo em (1), vem: .
S.= 3 6T = .8 = 1847 cm
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Calcule o volume de uma piramide regular de altura 4, sabendo que essa pirdmi-
de tem por base um poligono convexo cuja soma dos dngulos internos é nw € a
relagdo entre a superficie lateral e a drea da base é k.

Se K é a medida da aresta de um tetraedro regular, calcule a altura do tetraedro
em funcdo de K.

A base de uma piramide reta de altura 3r é um hexdgono regular inscrito numa
circunferéncia de raio r. Determine o volume da pirdmide.

. Seja ABCD um tetraedro regular. Do vértice A traga-se a altura AH. Seja M o
ponto médio do segmento AH. Mostre que as semi-retas MB, MC e MD sdo as
arestas de um triedro tri-retdngulo.

A figura € a planificacdo de um po- A
liedro convexo (A = B = C = D;
E = F). Calcule seu volume. 5

z_
N

C

v
Lot

<

5.2

Seja ABCDEFGH um cubo no qual F
AB, AC, AD, EF, EG, EH sido seis de

suas /2 arestas, de sorte que A e E sdo r

vértices opostos. Calcule o volume do

solido BCDFGH em termos do com-

primento f das arestas do cubo.

m

A B

E possivel construir uma piramide regular de 7 vértices com todas as arestas con-
gruentes, isto é, da mesma medida? Justifique.

Calcule o volume de uma pirdmide P, quadrangular regular, dado o volume de
uma pirdmide P, igual a 48 m’ e sabendo que a base de P, é formada pelos pon-
tos médios das arestas da base de P,, e cujo vértice ¢ um ponto pertencente a
altura de P,, estando esse ponto situado a //3 do vértice de P,.
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Na figura, a pirdmide regular de base

ABCD e altura VH possui todas as
arestas medindo 4 m. Sabendo que V,
¢ ponto médio de VH e que M,, M,,
M; e M, sdo pontos médios dos lados
da base ABCD, fornega:

a) o valor do lado M, M,;
b) a area do poligono M, M,M;M;
¢) o volume da piramide VM, M,M;M,. A

Na pirdmide ABCDE, a base ¢ um retdngulo de 6 m por 4 m. A aresta DE é a
altura e mede 8 m. Prove que as quatro faces laterais sao tridngulos retdngulos
e calcule a area total da pirdmide.

Entre o volume V, a drea lateral 4, a drea total S de uma pirdmide quadrangular
regular existe a relacdo:

36 V2 = S(S — A)(2A - S).

Prove que o volume de um tetraedro ABCD ¢ a sexta parte do produto da menor
distdncia entre duas arestas opostas AB, CD, pela area do paralelogramo cujos
lados sdo iguais e paralelos a essas arestas.

Prove que o volume de um tetraedro € igual a ter¢a parte do produto de uma
aresta pela area do tridngulo, proje¢do do sélido sobre um plano perpendicular
a essa aresta.

Todo plano conduzido por uma aresta de um tetraedro e pelo ponto médio da
aresta oposta divide o tetraedro em duas partes equivalentes.

Sejam a, b, ¢ as arestas do triedro tri-retingulo de um tetraedro e 4 a altura rela-
tiva ao vértice desse triedro. Demonstre que:

Consideremos um triedro tri-retdngulo ABCD de vértice A, um ponto P interior,
cujas distancias as faces ABC, ABD, ACD sio a, b, c, e pelo ponto P fagamos
passar um plano que corta as arestas AB, AC, AD em M, N, Q.

b c .

a) Demonst a_ + =

) Demonstre que 40 AN AM I e reciprocamente.

b) Como deve ser escolhido esse plano para que o volume do tetraedro AMNQ

seja minimo?

Prove que o plano bissetor do dngulo diedro de um tetraedro divide a aresta oposta
em segmentos proporcionais as areas das faces do diedro.



PIRAMIDE

Demonstre que 0s segmentos que unem os vértices de uma pirdmide triangular
com os baricentros das faces opostas se interceptam em um ponto € se dividem
por esse ponto na relagdo /3.

Obtenha um ponto do interior de um tetraedro que, unido aos quatro vértices,
determine quatro tetraedros equivalentes.

Consideremos um tetraedro ABCD e um ponto P em seu interior. Tragamos AP,
BP, CP e DP, que cortam as faces opostas em M, N, R e Q. Demonstre que:

PM PN + PR N PQ _ |
AM BN CR DQ ’
Se dois tetraedros tém um triedro comum, seus volumes sdo proporcionais aos
produtos das arestas desse triedro.
1 1 1

AM + AN + AQ = cte.

Solu¢ao

Sejam S(A,B,C)) e S(A,B,C,) os
tetraedros com o triedro S comum.

C,C; = altura relativa a face SA,B,
C,C; = altura relativa a face SA4,B,
H = altura de SA,B, relativa a SA, A
h = altura de SA,B, relativa a SA, K

Volume S(A,B,C,) —;— (Area SA,B,) - C,C;

= -

Volume S(A B C ) % (Area SA,B,) - C C’

1 1
— SA)-H-CC

o A4 SA;, H GG
e Vi oSy S S
2 5 (SA,) - h - G,G; 2 2 22
Por semelhanca de tridngulo: M o e et
By o e S Ee
Substituindo <L ¢ 2 Cvem: . i SA,  SB, SC
Fse G50, Voo Shuh 250 <56,
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Seja uma piramide triangular regular ABCD e um ponto P situado na sua altura
AH. Por esse ponto passamos um plano qualquer que intercepta as arestas do
triedro de vértice A, sendo M, N, Q os pontos de interse¢do; entao:

A base de uma pirdmide ¢ um paralelogramo. Determine o plano que a divide
em dois sélidos de iguais volumes, sabendo que esse plano contém um dos lados
da base.

Prove que, em todo tetraedro de arestas opostas ortogonais:

a) os produtos das arestas opostas estdo na razio inversa das mais curtas distan-
cias entre essas arestas;

b) as somas dos quadrados das arestas opostas sdo iguais e a soma dos quadra-
dos dos produtos das arestas opostas ¢ igual a quatro vezes a soma dos qua-
drados das quatro faces;

c) a soma dos seis diedros e dos doze angulos formados pela interse¢ao de cada
aresta com as duas faces que ela corta ¢ igual a doze angulos retos.

Mostre que a sec¢do obtida da interse¢do de um plano com um tetraedro ¢ um
paralelogramo.

Prove que a soma dos volumes das pirdmides que tém por bases as faces laterais
de um prisma e por vértice comum um ponto O qualguer interior a uma das bases
é constante. Calcule o valor dessa constante, se o volume do prisma € V.

Consideremos um triedro de vértice P e sobre suas arestas os segmentos PA = a,
PB = b, PC = ¢, de maneira que a area lateral da piramide PABC seja igual
a 3 d?. Determine as medidas de a, b, ¢, de modo que o volume dessa pirdmide
seja maximo sabendo que BCP = a, CPA = 3 e APB = ¢.

Em um tetraedro:

a) a soma dos quadrados de dois pares de arestas ¢é igual a soma dos quadrados
das arestas opostas do terceiro par mais quatro vezes o quadrado da distancia
entre os pontos médios destas duas ultimas arestas;

b) a soma dos quadrados das seis-arestas é igual ao quadruplo da soma dos qua-
drados dos trés segmentos que unem os pontos médios das arestas opostas.

Se um tetraedro tiver trés faces equivalentes, a reta que une o vértice comum a
essas trés faces ao ponto de concurso das medianas da face oposta estara igual-
mente inclinada sobre os planos dessas trés faces e reciprocamente.

Seja um triedro de faces iguais, e consideremos os segmentos AM = AN =
= AP = a,todos partindo do vértice 4. Qual deve ser o valor comum do angu-
lo dessas faces para que:

a) a superficie lateral do tetraedro AMNP, de base MNP, seja maxima?
b) o volume desse tetraedro seja maximo?



CAPITULO X

Superficies regradas desenvolvi- /
veis cilindricas sdo superficies geradas
por uma reta g (geratriz) que se mantém

paralela a uma reta dada r (dire¢do) e /////

Ze(rgior:t?ig)s_ pontos de uma linha dada ///// ///
W
7y

g/r

7

Séo superficies regradas por serem geradas por retas e desenvolvidas por
poderem ser aplicadas, estendidas ou desenvolvidas num plano (planificadas)
sem dobras ou rupturas.

Como exemplos, temos:

e se a diretriz é uma reta ndo paralela a r, a superficie cilindrica gerada
¢ um plano.

e se a diretriz € um segmento de reta nao paralelo a r, a superficie cilin-
drica gerada é uma faixa de plano.

e se adiretriz € um poligono (linha poligonal fechada), cujo plano con-
corre com r, a superficie cilindrica gerada ¢ uma superficie prismdtica
ilimitada.
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e se a diretriz € uma circunjferéncia cujo plano concorre com r, a super-
ficie cilindrica gerada ¢ uma superficie cilindrica circular. E, ainda,
se o plano da circunferéncia € perpendicular a r, temos uma superfi-

cle cilindrica circular reta.

[/

Plano

7y,
7

Superficie prismatica

Superficie cilindrica de rotacdo
ou revolugdo € uma superficie gerada
pela rotagdo (ou revolugio) de uma re-
ta g (geratriz) em torno de uma reta e
(eixo0), fixa, sendo a reta g paralela e dis-
tinta da reta e.

Considera-se que cada ponto da
geratriz descreve uma circunferéncia
com centro no eixo e cujo plano é per-
pendicular ao eixo.

A superficie cilindrica de revolu-
¢ao de eixo e, geratriz g e raio r é o lu-
gar geométrico dos pontos que estdo a
uma distancia dada (r) de uma reta da-
da (e).
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Consideremos um circulo (regidao
circular) de centro O e raio r e uma reta
s ndo paralela nem contida no plano do
circulo.

Chama-se cilindro circular ilimi-
tado ou cilindro circular indefinido a
reunido das retas paralelas a s e que pas-
sam pelos pontos do circulo.

Definicao

Consideremos um circulo (regifo circular) de centro O e raio r, situado
num plano «, e um segmento de reta PQ, nao nulo, ndo paralelo e ndo contido
em «. Chama-se cilindro circular ou cilindro a reuniao dos segmentos congruen-
tes e paralelos a PQ, com uma extremidade nos pontos do circulo e situados
num mesmo semi-espa¢o dos determinados por «.

Podemos também definir o cilindro como segue.

Cilindro é a reunido da parte do cilindro circular ilimitado, compreen-
dida entre os planos de suas sec¢des circulares paralelas e distintas em relacao
a essas secgaes.
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Elementos

O cilindro possui:

2 bases: circulos congruentes si-
tuados em planos paralelos (as sec¢oes
citadas acima).

Geratrizes: sdo 0S segmentos
com uma extremidade em um ponto da
circunferéncia de centro O eraiore a
outra no ponto correspondente da cir-
cunferéncia de centro O’ e raio r.

r é o raio da base.

A altura de um cilindro € a distancia A entre os planos das bases.

Superficies
Superficie lateral é a reunido das geratrizes. A drea dessa superficie é
chamada drea lateral e indicada por A,.

Superficie total é a reunido da superficie lateral com os circulos das ba-
ses. A drea dessa superficie é a drea total e indicada por A4,.

Classificacdo
Se as geratrizes sdo obliquas aos planos das bases, temos um cilindro

circular obliquo.

Se as geratrizes sdo perpendiculares aos planos das bases, temos um ci-
lindro circular reto.

O cilindro circular reto ¢ também chamado cilindro de revolug¢do, pois
¢é gerado pela rotagdo de um retdngulo em torno de um eixo que contém um
dos seus lados.
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Cilindro de revolugdo

O eixo de um cilindro ¢ a reta determinada pelos centros das bases.

Sec¢do meridiana

Sec¢do meridiana é a intersegdo
do cilindro com um plano que contém
a reta OO’ determinada pelos centros
das bases.

A sec¢ao meridiana de um cilin-
dro obliquo é um paralelogramo e a sec-
¢do meridiana de um cilindro reto é um
retangulo.

Cilindro equilatero
Cilindro equildtero ¢ um cilindro

cuja sec¢do meridiana € um quadrado;
portanto, apresenta:

g =h = 2r.

Cilindro reto

2r

Sec¢do meridiana
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Area lateral

A superficie lateral de um cilin-
dro circular reto ou cilindro de revolu-
¢do € equivalente a um retangulo de di-
mensdes 2w r (comprimento da circun-
feréncia da base) e 4 (altura do cilindro).
Isso significa que a superficie la- PP
teral de um cilindro de revolu¢io desen-
volvida num plano (planificada) é um
retangulo de dimensdes 2xr e h.

Portanto, a area lateral do cilindro €

.

Nota: A deduc¢do mais rigorosa desta férmula encontra-se no final do
capitulo XII, no item 230.

Area total

A é&rea total de um cilindro ¢ a
soma da darea lateral (4,) com as areas

das duas bases (B = wr?); logo:

superficie lateral

A =A+2B=>A =2xrh + 271’ =

Consideremos um cilindro de altura 4 ¢ drea da base B, = B e um pris-
ma de altura 4 e drea da base B, = B (o cilindro e o prisma tém alturas con-
gruentes e bases equivalentes).
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Suponhamos que os dois solidos tém as bases num mesmo plano « ¢
estdo num dos semi-espacos determinados por a.

Qualquer plano 3 paralelo a «, que secciona o cilindro, também seccio-
na o prisma e as sec¢des (B; e Bj, respectivamente) tém dreas iguais, pois sao
congruentes as respectivas bases.

(Bi = B,, B, =B;, By =B, =B) = B =B

Entdo, pelo principio de Cavalieri, o cilindro e o prisma tém volumes
iguais.

\% =V

cilindro prisma

Co_mo Viorisma = By hyouseja, Vo, = B+ h, vem que Vg, = B - b
ou resumidamente:

Conclusao:

O volume de um cilindro é o produto da drea da base pela medida
da altura.

Se B = 7r?, temos: =

22}



CILINDRO

Calcule a area lateral, a drea total e o volume dos sélidos cujas medidas estao
indicadas nas figuras abaixo.

a) cilindro equilatero b) cilindro reto ¢) semicilindro reto

. I(:: ‘. -
X

Represente através de expressdes algébricas a drea lateral, a area total € o volume
dos cilindros cujas medidas estdo indicadas nas figuras abaixo.

a) cilindro equildtero b) cilindro reto ¢) semicilindro reto

Calcule o volume do cilindro obliquo
da figura ao lado em fungdo de g.

A drea lateral de um cilindro de revolugéo de 10 cm de raio é igual a reta da base.
Calcule a altura do cilindro.
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Calcule a medida da drea lateral de um cilindro circular reto, sabendo que o raio
da base mede 4 cm e a geratriz 10 cm.

O raio de um cilindro circular reto mede 3 ¢m e a altura 3 ¢m. Determine a drea
lateral desse cilindro. :

Determine o raio de um circulo cuja area € igual a area lateral de um cilindro
equildtero de raio r.

Demonstre que, se a altura de um cilindro reto é a metade do raio da base, a area
lateral é igual & 4rea da base.

Um cilindro tem 2,7 cm de altura e 0,4 cm de raio da base. Calcule a diferenga
entre a drea lateral e a drea da base.

Qual a altura de um reservatério cilindrico, sendo /50 m o raio da base e 900w m?
sua area lateral?

Constroéi-se um deposito em forma cilindrica de 8 m de altura e 2 m de didmetro.
Determine a superficie total do depdsito.

. Calcule a medida do raio da base de um cilindro equildtero, sabendo que sua drea
total mede 3007 cm? e a geratriz 40 cm.

Determine a medida da geratriz de um cilindro reto, sendo 250 cm? a medida
de sua drea lateral e /0 cm o raio de sua base.

A area lateral de um cilindro de I m de altura é 16 m?. Calcule o didmetro da
base do cilindro.

Calcule a area lateral, a area total e o volume de um cilindro equilatero de raio
igual a r.

Solugio

a) drea lateral
Ar = 27rrh} A¢ = 271 - 2r 7N

=
h =2r A; = 4nr?

b) érea total

A= Ap + ZB} A, = 4wt + 2712 :
=
B = wr? A, = 67r? T
¢) volume

V=ar’h=V =17r2-2r=V = 2713
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Determine a 4rea lateral de um cilindro equilatero, sendo /5 ¢m a medida de sua
geratriz.

Calcule a drea total de um cilindro que tem 24 cm de didmetro da base e 38 cm
de altura.

Determine a medida do raio de um circulo cuja érea ¢ igual a area total de um
cilindro equildtero de raio r.

Determine a drea lateral e o volume de um cilindro de altura /0 cm, sabendo que
a area total excede em 50 cm? sua area lateral.

Quantos metros cibicos de terra foram escavados para a constru¢do de um pogo
que tem /0 m de didmetro e /5 m de profundidade?

Um vaso cilindrico tem 30 dm de didmetro interior e 70 dm de profundidade.
Quantos litros de dgua pode conter aproximadamente?

O raio interno de uma torre circular é de 120 c¢m, a espessura 50 cm e o volume
145 @ m’. Qual ¢ a altura da torre?

Um pluvidmetro cilindrico tem um diametro de 30 cm. A dgua colhida pelo plu-
vidmetro depois de um temporal é colocada em um recipiente também cilindrico,
cuja circunferéncia da base mede 20 = cm. Que altura havia alcancado a dgua
no pluvidmetro, sabendo que no recipiente alcangou /80 mmn?

Qual o valor aproximado da massa de mercurio em quilogramas, necessaria para

encher completamente um vaso cilindrico de raio interno 6 cm e altura /8 cm,
se a densidade do mercirio é 13,6 g/cm’?

Soluc¢iao

a) Volume
V = #rh
V=x:-6-18=71-36-18 = 648 m cm?

b) Densidade

d=% = 13,6 = m = 881287

m
648 T
27 672, 192 = 27 672,2 ¢ = 27,672 kg

m = 8812,8-3,14

Calcule a area lateral, a area total e o volume de um cilindro reto de 5 ¢m de
raio, sabendo que a sec¢do meridiana é equivalente a base.
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O que ocorre com o volume de um cilindro quando o didmetro da base dobra?
E quando quadruplica? E quando fica reduzido a metade?

Determine o volume de um cilindro de revolugdo de /0 c¢m de altura, sendo sua
drea lateral igual a drea da base.

Determine o volume de um cilindro reto, sabendo que a 4rea de sua base ¢ igual
a sua area lateral e a altura igual a /12 m.

O desenvolvimento da superficie lateral de um cilindro é um quadrado de lado
a. Determine o volume do cilindro.

Determine a altura de um cilindro reto de raio da base r, sabendo que é equiva-
lente a um paralelepipedo retdngulo de dimensdes a, b e c.

A altura de um cilindro reto ¢ igual ao triplo do raio da base. Calcule a area late-
ral, sabendo que seu volume é 46 875 & cm’.

Qual ¢ a altura aproximada de um cilindro reto de 12,56 cm? de 4rea da base,
sendo a drea lateral o dobro da drea da base?

Determine a area lateral de um cilindro reto, sendo S a area de sua secgdo me-
ridiana.

Determine a razao entre a drea lateral e a drea da secgao meridiana de um cilin-
dro reto.

Calcule a 4rea lateral de um cilindro equilédtero, sendo 289 ¢m? a 4rea de sua sec-
¢do meridiana.

Determine o volume de um cilindro reto de raio r, sabendo que sua area total
¢ igual a area de um circulo de raio 5r.

Determine a area total de um cilindro, sabendo que a 4rea lateral é igual a 80 cm?
€ a sua sec¢ao meridiana ¢ um quadrado.

Determine a area total de um cilindro equilatero, sendo S a drea de sua sec¢do
meridiana.

Qual a razdo entre a érea total e a area lateral de um cilindro equildtero?

Uma pipa cilindrica tem profundidade de 4,80 dm. Determine a medida do seu
didmetro, sabendo que a sua capacidade é de 37 680 litros. (Adote = = 3,14.)

A altura de um cilindro é os 5/3 do raio da base. Determine a area da base desse
cilindro, sendo 64 & ¢m? sua area lateral.

A drea total de um cilindro de raio r e altura 4 é o triplo da area lateral de um
outro cilindro de raio 4 e altura r. Calcule r em fungio de A.
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Se a altura de um cilindro reto é igual ao raio da base, entdo a superficie lateral
¢ igual a metade da superficie total.

Calcule o raio da base de um cilindro reto em fun¢do do seu volume V e da sua
area lateral A4,.

Calcule a 4rea lateral de um cilindro de revolugdo, conhecendo seu volume Ve
seu raio da base r.

Determine a area lateral, a drea total e o volume de um cilindro equilatero de
altura A.

Num cilindro de revolugido com dgua colocamos uma pedra. Determine o volume
dessa pedra, se em virtude de sua imersdo total a dgua se elevou 35 cm, sendo
50 cm o raio da base do cilindro.

O desenvolvimento de uma superficie cilindrica de revolugdo é um retangulo de
4 c¢cm de altura e 7 cm de diagonal. Calcule a area lateral do cilindro.

Determine a area lateral de um cilindro reto de 30 7= cm? de area total, sendo o
raio da base 3/2 da medida da altura do cilindro.

Solucio

Sendo r o raio da base e 4 a altura, temos:

A, =307 = A;+ 2B =30r = 27rh + 2712 = 307 =

= rth +r2=15

h

9

= hi 4 R =15 =15k =60 =h =2

r=2
2

Comh =2c¢e r=%h, vem que r = 3.

Area lateral: A; = 2orh = A, =27-3-2 = A, = 127.
Resposta: 12 = cm?.

Determine a medida da altura e do raio de um cilindro reto, sendo 9/5 sua razéo,
nessa ordem, e 270 w cm? a 4rea lateral.

Calcule a area lateral de um cilindro, sabendo que a base estd circunscrita a um
hexagono regular de 30 ¢cm de perimetro e cuja altura é o dobro do raio da base.

Determine a medida da altura de um cilindro de 30 = m? de érea lateral € 45 & m°
de volume.
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Multiplica-se por & a altura e o raio de um cilindro de revolucdo. Como se modi-
fica a sua area lateral?

Determine a 4rea lateral de um cilindro, sendo /50 m cm? sua 4rea total e saben-
do que sua altura mede o triplo do raio da base.

Calcule a area lateral de um cilindro reto, sendo /2 m? sua area total e o raio
1/5 da altura.

Determine a medida da altura de um cilindro reto de raio da base igual a 5 cm,
sendo sua area total igual a 50 vezes a drea de um circulo cujo raio tem medida
igual a altura do cilindro.

O volume de um cilindro de revolugao é igual ao produto da area total pela quar-
ta parte da média harmonica entre o raio e a altura.

(Nota: Média harmdnica entre dois niumeros € o inverso da média aritmética dos
inversos desses numeros.)

Determine o raio da base de um cilindro equildtero, sabendo que a area lateral
excede em 4 m cm? a drea da secgdo meridiana.

Quanto se deve aumentar o raio da base de um cilindro reto de raio r e geratriz g,
de modo que a drea lateral do segundo cilindro seja igual a area total do primeiro?

Com uma folha de zinco de 5 m de comprimento e 4 m de largura podemos cons-
truir dois cilindros, um segundo o comprimento € outro segundo a largura. De-
termine em qual dos casos o volume serd maior.

Com uma prancha retangular de 8 cm de largura por /2 cm de comprimento po-
demos construir dois cilindros, um segundo o comprimento e outro segundo a
largura. Determine em qual dos casos o volume serd menor.

Um cilindro de revolugdo de raio da base r e um semicilindro de revolugao de
raio da base R sao equivalentes e tém dreas laterais iguais. Calcule a rela¢do entre
reR.

Solugao
V, = wr’h Vg = 4 +R2H
A, = 2wrh 2

(A
i
Ay, = 5 (@TRH) + 2RH

% sup. lat. retangulo

Sélido A Solido B Apm) = RH (7 + 2)
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V, = Vy = wr2h = %WRZH — 2r*h = R?H

A, = A, = 27rh = RH (1 + 2)
A B

) = @) = 2r’h  _ R2H . __R T
’ 2wrh RH(7 + 2) ™ T+ 2 R T+ 2

Um cilindro de revolugdo é dividido em dois semicilindros. Sendo 20 7 ¢cm? sua
area da base e 8 cm sua altura, determine a area total do semicilindro.

Determine a altura de um cilindro reto em fun¢do da altura # de um semicilindro,
sabendo que as dreas laterais sdo iguais e as bases equivalentes.

Calcule a altura de um cilindro em fun¢do de sua area lateral 4; e da area da
base B.

Calcule o raio da base de um cilindro de area total wa? e altura A.

A geratriz de um cilindro obliquo mede 8 c¢m e forma um angulo de 45° com a
base, que é um circulo de 3 ¢m de raio. Calcule o volume do cilindro.

Calcule o volume de um cilindro cujo raio da base mede 5 cm, sabendo.que as
geratrizes de 15 cm formam com o plano da base um angulo de 60°.

Quanto se deve aumentar a geratriz de um cilindro reto para que a area total do
novo cilindro seja o triplo da 4rea lateral do primeiro?

Dois cilindros tém a mesma drea lateral e raios de 9 cm e 12 cm. Calcule a rela-
cdo entre seus volumes € a relagdo entre suas dreas totais, sabendo que a altura
do primeiro é 10 cm.

A diferenca entre a area da base e a area lateral de um cilindro de raio r e altura
h é igual a area de um circulo de raio 4. Calcule a medida de r em fungao de A.

Solugiao

Dado: A. ~ Pede-se: r.

B—Ar = Adrwo = wr2—2nxrh = th? = rP—2hr—-h* =0 =
2+ Jan? + 4R r=(1 +2)h (resposta)

= o= ——2_ — ou

r=(—-4y2)h (esta ndo convém)

Resposta: r = (I + J})h.
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Com uma folha de cartolina em forma retangular, de base £ e altura A, construi-
mos a superficie lateral de um cilindro de altura 4 e volume V. Calcule ¢ em fun-
¢dode he V.

Determine a érea total A, de um cilindro reto, em func¢éo do seu volume V e da
sua altura A.

Calcule o raio, a altura e a 4rea total de um cilindro circular reto que tem volume
igual ao de um cubo de aresta a e area lateral igual 4 4rea da superficie do cubo.

Solugio

\% \Y

Agclindro = Arabo = 27rh = 62 = arh = 3a?

— = 2h = a3
cilindro — Y cubo 7rth = a

)+ Q@ = r=—;—a

Substituindo em (2): w% ah = 3a2 = h = % a.
Area total: A, = A, + 2B.
2 2
A, = 6a2 + 2w-%a2 — A, =—5‘“’ZA — A =%(27+ ma
Resposta: r = 1, h = 9_a’ A = 2 (27 + m)a’
3 T 9

Determine a razio entre o volume de um cilindro reto e um prisma triangular
regular, sendo a érea lateral do cilindro igual a area lateral do prisma e o raio
do cilindro o dobro da aresta da base do prisma.

Um prisma quadrangular regular e um cilindro circular reto tém mesma altu-

2y7

ra e mesmo volume. Sabendo que a é4rea lateral do prisma é cm?, cal-

cule a area lateral do cilindro.

Determine a razdo entre a drea lateral de um cilindro reto e a area lateral de um
semicilindro, sabendo que seus volumes e suas alturas sio iguais.

Determine a relagdo entre os volumes de dois cilindros retos, sabendo que suas
areas laterais sdo iguais e seus raios sdo, respectivamente, R e r.

Dados dois cilindros com altura igual a 5 ¢m, a diferenga entre os volumes € igual
a 400 = cn? e a diferenga entre os rajos € igual a 8 cm. Determine o raio do ci-
lindro de maior volume.
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Déo-se as dreas totais 18 = m? e 32 = m? de dois cilindros. Cada um tem por raio
e por altura, respectivamente, a altura e o raio do outro. Determine os dois
volumes.

Calcule a altura de um cilindro circular reto em fungdo de sua drea total 2 v S
e sua area lateral 2 7 A.

Calcule o volume de um cilindro de revolugéo de raio igual a 5 dm, sabendo que

esse cilindro cortado por um plano paralelo ao eixo e a uma distancia de 3 dm
desse eixo apresenta uma sec¢do retangular equivalente a base.

Solu¢io

-1
8
i
Cilindro Base Sec¢do
Area do retdngulo = Area da base = 8h = 5% = h = 2—85 .
Volume: V=B-h = V=w52,2_85ﬂ_ — V=%ﬂ-l

Resposta: 6—§5 w2 dm?.

Um cilindro equilatero de raio da base r é seccionado por um plano paralelo ao
seu eixo e a uma distancia d desse eixo. Calcule a medida da distancia d, se a
area da secgdo do plano com o cilindro é igual a area da base do cilindro.

Um plano secciona um cilindro paralelamente ao eixo ¢ forma um arco de 60°
com a base do cilindro. A altura do cilindro é de 20 cm. Determine a area da
seccdo, se a distancia do plano ao eixo é de 4 cm.

Dentre os cilindros de revolugdo de area total 2 7 a?, determine o raio da base
e a altura daquele de maior volume.
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Dentre os cilindros de revolugdo abertos em uma das bases, de area total 2 7 a2,
determine o raio da base e a altura daquele de volume maximo.

Dentre os cilindros de revolu¢ao equivalentes, determine o raio da base e a altura
daquele de menor area total.

Determine o volume de um cilindro de revolu¢ido em fungio de sua area total 27 S
e sua area lateral 2w A.

Trace um plano paralelo a base de um cilindro de raio r e altura h, de modo que
a base seja média proporcional entre as duas partes em que fica dividida a super-
ficie lateral.

Um suco de frutas ¢ vendido em dois tipos de latas cilindricas: uma de raio r cheia
até a altura 4 e outra de raio r/2 e cheia até a altura 2k. A primeira é vendida
por R¥ 3,00easegundapor RS§ I,60. Qual a embalagem mais vantajosa para
o comprador?

Um cilindro circular reto tem raio de base R e altura H. A média harmodnica entre
Re Hé4. A area total do cilindro é 54 w. Calcule o volume do cilindro e suas
areas da base e lateral.

Um produto é embalado em latas ci-
lindricas (cilindros de revolucdo).
O raio da embalagem A é igual ao dia-

metro de B e a altura de B é o dobro
da altura de A. Assim,

altura A
ilind
Cilindro A {raio da base 2R

altura 2h

Cilindro B Iraio da base R

(A)
a) Asembalagens sdo feitas do mesmo material (mesma chapa). Qual delas gasta
mais material para ser montada?
b) O prego do produto na embalagem A é RS 780,00 e na embalagem B ¢é
R§ 400,00. Qual das op¢des é mais econdmica para o consumidor, supondo-
se as duas latas completamente cheias?

Trés canos de forma cilindrica e de
mesmo raio r, dispostos como indica
a figura, devem ser colocados dentro
de outro cano cilindrico de raio R, de
modo a ficarem presos sem folga. Ex-
presse o valor de R em termos de r pa-
ra que isso seja possivel.
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Comecando com um cilindro de raio / e altura também /, define-se o procedi-
mento de colocar sobre um cilindro anterior um outro cilindro de igual altura
e raio 2/3 do raio do anterior. Embora a altura do sélido ficticio resultante seja
infinito, seu volume pode ser calculado. Faca esse calculo.

Uma garrafa de vidro tem a forma de dois cilindros sobrepostos. Os cilindros
tém a mesma altura 4 ¢m e raios das bases R e r, respectivamente.

Se o volume ¥ (x) de um liquido que atinge uma altura x da garrafa se expressa
segundo o grafico a seguir, quais os valores de R e de r?

4 Vix) (cm3)

44 -— - —-—-— |
| |
| | |
| | !
18f-- | | |
1 | ! |
b | ! [

| | | | >

0] 2 4 6 8 X {cm)

O sdlido da figura foi obtido seccionando um cilindro circular reto de /0 cm de
altura por um plano perpendicular as bases. Calcule o volume desse sélido.

=

Um solido S estd localizado entre dois planos horizontais « e 8 cuja distancia é
I metro. Cortando o sélido por qualquer plano horizontal compreendido entre
a € 3 obtém-se como sec¢do um disco de raio / metro.

a) Pode-se garantir que o solido S é um cilindro? Por qué?
b) Calcule o volume de S.
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CAPITULO XI

Superficies regradas desenvolvi- RN
veis cénicas sao superficies geradas por OON WL Ig, ;s .
uma reta g (geratriz) que passa por um A 1
ponto dado V (vértice) e percorre os \ |

pontos de uma linha dada d (diretriz), \ I//
§

com V fora de d.

Como exemplos, temos:

e se a diretriz é uma reta, a superficie conica gerada é um plano, menos
a reta paralela a diretriz.

e se a diretriz € um segmento de reta, a superficie cOnica gerada ¢ a reu-
nido de dois dngulos (setores angulares) opostos pelo vértice.

e se a diretriz é uma linha poligonal fechada (poligono) cujo plano nio
contém o vértice (V), a superficie cOnica gerada é a reunido de duas
superficies de dngulos poliédricos (superficies poliédricas ilimitadas
ou superficies de pirdmides ilimitadas) opostas pelo vértice.
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e se a diretriz € uma circunferéncia cujo plano ndo contém o vértice,
a superficie cOnica gerada ¢ uma superficie conica circular (de duas
folhas).

e se a diretriz é uma circunferéncia de centro O e areta VO é perpendi-
cular a seu plano, a superficie cOnica é uma superficie cOnica circular
reta (de duas folhas).

\ip
N
AN

Reunido de dois angulos
opostos pelo vértice

Reunido de duas superficies piramidais
indefinidas (superficie de uma pirdmide
ilimitada de segunda espécie)

[~

Superficie cdnica circular Superficie cOnica circular reta
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Superficie cénica de rotacdo ou
revolucdo é uma superficie gerada pela
rota¢do (ou revolu¢do) de uma reta g
(geratriz) em torno de uma reta e (eixo),
fixa, sendo a reta g obliqua ao eixo e.
O vértice (V) é a intersegdo das retas
gee.

Considera-se que cada ponto da
geratriz (com excecdo de V) descreve
uma circunferéncia com centro no eixo
e cujo plano é perpendicular ao eixo.

A superficie conica de revolugio
acima citada ¢ dita de segunda espécie.
Ela possui duas folhas.

Se a geratriz é uma semi-reta
(Vg), obliqua ao eixo (e) e de origem (V)
nele, temos uma superficie conica de pri-
meira espécie. E a mais comum; possui
uma folha.

Cone circular ilimitado

Consideremos um circulo (regido
circular) de centro O e raio r e um pon-
to V fora de seu plano.

Chama-se cone circular ilimitado
ou cone circular indefinido a reuniio
das semi-retas de origem em V e que
passam pelos pontos do circulo

CONE
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Definicao

Consideremos um circulo (regiao
circular) de centro O e raio r situado
num plano « e um ponto V fora de «.
Chama-se cone circular ou cone a reu-
nido dos segmentos de reta com uma ex-
tremidade em Ve a outra nos pontos do
circulo.

Podemos também definir o cone
como segue.

Cone ¢ a parte do cone ilimitado
que contém o vértice quando se divide
este cone pelo plano de uma sec¢ao cir- ‘ )
cular, reunida com esta secgdo. N '

Elementos
O cone possui:

uma base: o circulo de centro O e raio r ou a secgdo citados acima.

geratrizes: sao os segmentos com uma extremidade em V e a outra nos
pontos da circunferéncia da base.

vértice: o ponto V citado acima.

r € o raio da base.
A altura de um cone ¢ a distancia entre o vértice € o plano da base.
Superficies

Superficie lateral é a reunido das geratrizes. A area dessa superficie é
chamada &rea lateral e indicada por A,.

Superficie total é a reunido da superficie lateral com o circulo da base.
A area dessa superficie é chamada 4rea total e indicada por A4,.
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Classificacdo

Os cones podem ser classificados pela posicdo da reta VO em relagdo
ao plano da base:

Se areta VO é obliqua ao plano da base, temos um cone circular obliquo.
Se a reta VO é perpendicular ao plano da base, temos um cone circular
reto.

O cone circular reto ¢ também chamado cone de revolugdo, pois € gera-
do pela rotagdo de um tridngulo retdngulo em torno de um eixo que contém
um de seus catetos.

Cone obliquo Cone reto Cone de revolugao

O eixo de um cone é a reta determinada pelo vértice e pelo centro da base.
A geratriz de um cone circular reto é também dita apdtema do cone.

~ . g Y

Secgdo meridiana ‘

E a intersecdo do cone com um
plano que contém a reta VO. \

A sec¢do meridiana de um cone / g g
circular reto ou cone de revolugio é um '
tridngulo isdsceles. /

(o) T

p
Cone reto Sec¢do meridiana
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Cone equilatero

E um cone cuja sec¢do meridia-
na é um tridngulo equildtero.

o

Il
)

i

A superficie lateral de um cone
circular reto ou cone de revolugdo de Y
raio da base r ¢ geratriz g é equivalente /
a um setor circular de raio g e compri-

mento do arco 27r. / l
Isso significa que a superficie la- /
teral de um cone de revolucéo desenvol- / J

vida num plano (planificada) é um se-
tor circular cujo raio é g (geratriz) e
comprimento do arco 27r.

Sendo # o angulo do setor, este angulo é dado por:

p — 27r

rad ou 6 =

36008 4 raus.
g

A drea lateral do cone pode entdo ser calculada como segue:

a) comprimento area do
do arco setor
2rg — — 7¢’ 27r - wg?
= A{. = = :
27t A, 27g
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b) A area de um setor circular ¢ dada pela férmula da drea de um

tridngulo:
Agor = % (comprimento do arco) - (raio)
Assim,

Ag=%-27rr-g=> . c

Nota: A deduc¢do mais rigorosa desta féormula encontra-se no final do
capitulo XII, no item 232.

Area total

A area total de um cone é a so-
ma da area lateral (4,) com a area da
base (B = wr?); logo:

A=A +B=A =7rg + 71> =

Consideremos um cone de altura H, = & e area da base B, = B e um
tetraedro de altura H, = h e area da base B, = B (0 cone ¢ a pirAmide tém
alturas congruentes ¢ bases equivalentes).
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Suponhamos que os dois sélidos tém as bases num mesmo plano « €
que os vértices estdo num mesmo semi-espaco dos determinados por o.

Qualquer plano secante 3 paralelo a «, distando 4’ dos vértices que sec-
cionam o cone, também secciona o tetraedro, e sendo as areas das sec¢des B
e Bj, respectivamente, temos:

G- G- 0)) - -5
—_— = -, = —_ _ — = —,
B, h B, h B, B,
Como B, = B, = B, vem que B; = Bj.

Entdo, pelo principio de Cavalieri, o cone e o tetraedro tém volumes
iguais.

Vcone = Vle(racdro

Como V., peq0 = %Bzh, ou seja, Viedro = éB. h, vem que
Veone = —;— Bh; ou resumidamente:
vV = L Bh.
3
Conclusdo:

O volume de um cone € um ter¢o do produto da drea da base pela
medida da altura.

Se B = 7r?, temos: =
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Calcule a 4rea lateral, a drea total e o volume dos cones cujas medidas estdo indi-
cadas nas figuras abaixo.

a) cone equildtero b) cone reto c) semicone

1‘720 cm—’|

Represente através de expressdes algébricas a drea lateral, a area total e o volume
dos sélidos cujas medidas estdo indicadas nas figuras abaixo.

a) cone reto b) cone equilatero ¢) semicone
equilatero

Determine a medida da altura de um cone cuja geratriz mede /0 c¢m, sendo 12 cm
o didmetro de sua base.

Determine a medida do didmetro da base de um cone de revolu¢do cuja geratriz
mede 65 ¢m, sendo 56 ¢m a altura do cone.

Calcule a medida da altura de um cone de raio r, sabendo que sua base é equiva-
lente a sec¢do meridiana.

. Determine a medida do raio da base de um cone de revolucio cuja altura mede
3 ¢m e cujo volume é 97 cm’.

Determine a medida do raio da base de um cone de revolugdo de altura 3 cm,
sendo 16 w ¢m® o seu volume.
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Um cone equildtero tem raio da base r. Calcule:

a) a area lateral;

b) a medida em radianos do dngulo do setor circular equivalente a superficie
lateral;

c) a area total;

d) o volume.

Solu¢io

Notemos que g = 2re
W3
2

=r.3.

1°) Area lateral
A; = mrg = A; = 2rwr’

2°) Angulo do setor circular

9 = 27r — _ 27r — ¢
g 2r
3°) Area total
A=A +B = A =27+ 712 = A = 3nr

4°) Volume
—_ \ 3 3

Vziwrlh=>v= rrr-ry3 = V= 3 7T

R

3
Calcule o raio e a altura de um cone de revolu¢do cujo desenvolvimento é um
semicirculo de raio a.

A geratriz de um cone mede /4 c¢m e a area da base 80 m ¢m?. Calcule a medida
da altura do cone.

Determine a medida da area lateral de um cone equildtero, sendo 20 ¢m a medida
da sua geratriz.

Determine a area total de um cone, cuja sec¢do meridiana é um triangulo equila-
tero de 8 dm de lado.

Determine a medida da drea lateral e da area tota! de um cone de revolugao, sa-
bendo que sua altura mede /2 ¢m e sua geratriz 13 cm.

Determine a medida da altura de um cone equildtero cuja area total mede
54 7w cm?.
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Calcule a 4rea total e o volume de um cone equilatero, sabendo que a 4rea lateral
é igual a 24 & cm?.

Determine a area lateral de um cone cujo raio da base mede 5 ¢m, sendo 60° o
angulo que a geratriz forma com a base do cone.

Determine a area total de um cone cuja altura mede 12 ¢m e forma um angulo
de 45° com a geratriz.

O raio da base de um cone mede /2 c¢m. Sabendo que a altura forma um 4ngulo
de 60° com a geratriz do cone, determine sua area lateral.

A geratriz de um cone de revoluc¢ao forma com o eixo do cone um angulo de 45°.
Sendo A4 a area da sec¢do meridiana do cone, calcule sua drea total.

A planificagdo da superficie lateral de um cone de revolugdo é um setor circular
de 90°. Calcule a razdo entre o raio da base do cone e a geratriz do cone.

Solucio

Angulo do setor circular:

6 = 360r. graus = —— 360°.
g g

Razdo entre o raio da base do co-
ne e a geratriz:

r 0 90°

1
g 360  360° 4

27r

Resposta: A razdo entre o raio da base e a geratriz do cone é —411—

Determine a razao entre o raio da base e a geratriz de um cone de revolu¢do, sa-
bendo que o desenvolvimento da superficie lateral do cone € um setor circular
cujo angulo mede 60°.

Determine a altura de um cone, sabendo que o desenvolvimento de sua superficie
lateral é um setor circular de /35 e raio igual a 10 cm.

Determine o dngulo central de um setor circular obtido pelo desenvolvimento da
superficie lateral de um cone cuja geratriz mede /8 ¢m e o raio da base 3 cm.

Determine a medida do angulo do setor circular resultante do desenvolvimento

sobre um plano da superficie lateral de um cone cuja altura e cujo raio estao na
razdo 3/4.
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A area da base de um cone de revolugdo é 1/3 da area total. Calcule o adngulo
do setor circular que é o desenvolvimento da superficie lateral do cone.

O didmetro da base de um cone circular reto mede 3 m e a area da base é 2/5
da area total. Calcule o dngulo do setor circular que é o desenvolvimento da su-
perficie lateral do cone.

Determine a area total de um cone, sendo 40 cm o didmetro de sua base e
420 cm? a 4rea de sua sec¢do meridiana.

Determine a superficie lateral de um cone cuja drea da base mede 6,25 = cm?,
sendo 4 cm a medida da sua altura.

Um cone tem 8 cm de altura e 15 cm de raio. Outro cone tem /5 ¢m de altura
e 8 cm de raio. Quanto a édrea lateral do primeiro excede a drea lateral do segundo?

Determine a medida da altura de um cone, sendo 42 ¢m o didmetro da base e
1050 w cm? sua érea total.

A altura de um cone circular reto cujo raio da base mede r é wr. Sendo 3 cm a
medida do apdtema do hexdgono regular inscrito na base, determine a area da
sec¢do meridiana do cone.

O que ocorre com o0 volume de um cone de revolug¢ao se duplicarmos sua altura?
E se duplicarmos o raio de sua base?

As dimensdes de um paralelepipedo retangulo sdao a, b e c¢. Qual € a altura de
um cone equivalente se o raio da base do cone mede a?

O volume de um cilindro reto é /1225 7 cm’ e sua altura ¢ 35 cm. Determine o
volume de um cone de revolucdo, sendo sua base a mesma do cilindro e sua gera-
triz a geratriz do cilindro.

Determine o volume de um cone de revolugdo cuja sec¢do meridiana é um trian-
gulo isosceles de drea 4,8 dm?, sendo 3 dm a altura do cone.

Determine a area lateral de um cone, sendo 3 ¢m sua altura e 5 cm a soma da
medida da geratriz com o raio da base.

Determine a geratriz do cone de revolugdo, sabendo que a area da base é equiva-
lente a sec¢do meridiana do cone ¢ que a altura desse cone mede 9 = cm.

O volume de um cone de revolugido é 128 7 cm’, sendo 8 cm o lado do hexago-
no inscrito em sua base. Determine a relagdo entre a area total do cone e a 4rea
total de um cilindro que tenha o0 mesmo volume e a mesma base do cone. Calcule
ainda a medida do &dngulo do setor circular obtido do desenvolvimento da super-
ficie lateral do cone.
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Solu¢io
r = raio da base comum N
h, = altura do cone g
h, = altura do cilindro
Dados: r =8 Ve = Vg = 128 .
7/
~N - ) . /
19) Relagdo entre as areas totais —— 7

29)

\Y

e = 1287 = %—T-SB-h,=128w — b =6
r=8h =62g=r+h}) = gZ2=6+8 = g=10
At"(‘“‘

V, = 12871 = 7r’h, = 1287 => 7 -8 -h, = 1287 = h, =2

cil

=wrg+art = A =78+ 7810 = A = ldr

A, =2mrhy+ 271 = A =27-8-2+2-7-8 = A = 1607
At _ 1447 Ae _ 9
eone. _ — -9

A, 160 A, 10

cil cit

Angulo do setor
27 - g 360° 27 - 10 360°?

271 ____« 27 -8 ____« |

Com um setor circular de 120° e raio R, construimos um cone. Calcule a area
total e o volume do cone.

Determine o dngulo central de um setor obtido pelo desenvolvimento da superfi-
cie lateral de um cone cujo raio da base mede / cm e cuja altura é 3 cm.

Um cone circular reto tem 24 ¢m de altura e 7 ¢m de raio. Calcule em radianos
a medida do dngulo do setor circular que se obtém pelo desenvolvimento da su-
perficie lateral do cone.

Um cone circular reto de altura # = 3 m tem area lateral igual a 6 © m°. Deter-
mine o dngulo que a geratriz g faz com a reta suporte da altura A.

Um cilindro e um cone tém mesmo volume e igual altura 4. Determine o raio
do cilindro em fung¢do do raio r da base do cone.

Calcule a altura, a area lateral e o volume de um cone de revolu¢do de raio R
e base equivalente a sec¢do meridiana.
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Determine a razao entre a base e a superficie lateral de um cone que tem altura
igual ao didmetro da base.

Sendo 7/5 a razdo entre a area lateral e a area da base de um cone, determine
a medida do raio da base e da geratriz, sabendo que a altura do cone mede

4.6 cm.

Um cilindro e um cone tém altura 4 e raio da base r. Sendo r o dobro de 4, deter-
mine a razdo entre a area lateral do cilindro e a area lateral do cone.

Determine o volume de um cone cujo raio da base mede r, sendo 3r a soma das
medidas da geratriz com a altura do cone.

Calcule o raio da base de um cone de revolucdo, conhecendo sua area total T a?
€ sua geratriz g.

Determine o volume de um cone de revolugao cuja area lateral é igual a 4, saben-
do que a geratriz do cone ¢ igual a 4/5 do didmetro da base do cone.

Determine o volume de um cone de revolugdo, sendo 126 m cm? sua érea lateral
e 200 = cm? sua area total.

Calcule o volume de um cone equilatero em fun¢ao de sua érea total S.

O raio da base, a altura e a geratriz de um cone reto formam, nessa ordem, uma
progressdo aritmética. Determine esses elementos, sabendo que o volume do co-
ne é 144 w cm’.

Desenvolvendo a superficie lateral de um cone reto, obtém-se um setor circular
de raio 10 cm e angulo central /35°. Calcule o volume desse cone.

Um semicone reto tem altura igual ao raio e o volume é 576 = c¢m®. Calcule a
area lateral do semicone.

A geratriz de um cone de revolu¢do mede 25 c¢m e a diagonal menor do hexdgono

regular inscrito na base do cone mede 7.3 ¢m. Determine a area total € o vo-
lume do cone.

Determine o volume de um cone de revolugdo cuja drea lateral é 60 m cm?, sen-
do 4,8 cm a distdncia do centro da base a geratriz do cone.

O didmetro da base de um cone mede os 3/5 da sua altura e a area lateral é
100 dm?. Calcule a medida da geratriz do cone.

Demonstre que o volume de um cone € igual ao produto da sua area lateral pela
terca parte da distancia do centro de sua base & geratriz do cone.
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Um sélido ¢ formado pela superposicdo de cone sobre um cilindro de raio da ba-
se r. Sendo a altura do sélido o triplo do raio re a area lateral do solido o quintu-
plo da drea da base do cilindro, calcule o volume do sélido em funcao de r.

Um semicone tem drea lateral igual a (y2 @ + 2) cm?. Determine a medida da
sua geratriz, sabendo que o raio da base tem medida igual & altura do semicone.

Determine a medida do raio da base e da geratriz de um cone, sendo # a medida
de sua altura e 7 m? sua area total.

Calcule o volume de um cone de revolugdo, conhecendo a érea lateral 4 e o0 apo-
tema g.

Calcule o volume de um cone de revolug¢édo, conhecendo a area total S e a altura 4.

Calcule o volume ¥ de um cone de revolugdo em fungao de sua area lateral A
¢ de sua drea total S.

Determine o volume de um cone de revolucdo, conhecendo o raio da base r e su
drea total S. :

Entre o volume V, a area lateral A e a drea total S de um cone de revolugdo, tem-se:
97 V2 =S(S-A)R2A —Y9).

Sao dados um cone € um cilindro de revolugdo. Esses sélidos tém a mesma altura
e sdo equivalentes. A drea lateral do cilindro é igual a drea total do cone. Expri-
ma o volume do cone em fung¢do do seu raio R.

Solucao

Elementos:

do cilindro: r, A do cone: R(dado), A, g
R.3

v<:il = Vconc = wr’h = % R’h = r = 3\3

Ay, = A, = 27rh = 7Rg + 7R? = 2rh = Rg + R?

cone

Substituindo r e considerando g = (h? + R?, temos:

2R3 ‘

———3\——h=R\\hZ+R2+R2 2,3 h—R =.h?+ R? =
4.3 ;

— g h - DTRRA R SRR = D h-43R) =0 =

= h =4,3R ou h = 0 (ndo convém).
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Calculando o volume do cone, vem:

Vo =+ 7R = V. = —xR*-4,3R = V. =

cone 3 3 cone

4.3

7R
4.3

3 R,

Resposta: V. =

O raio da base, a altura e o apdtema (geratriz) de um cone reto formam, nessa
ordem, uma progressdo aritmética. Determine esses elementos, sendo 37,68 cm’
o volume do cone. Adote # = 3,/4.

Quanto se deve aumentar a altura e diminuir o raio da base de um cone de revo-
lucdo para que seu volume permaneca constante?

Dado um cone circular reto e um cilindro circular reto de mesma altura e mesma
base, mostre que a drea lateral do cilindro ¢ menor que 2 vezes a area lateral do
cone.

Pediu-se para calcular o volume de um cone circular reto, sabendo-se que as di-
mensdes da geratriz, do raio da base e da altura estao, nessa ordem, em progres-
sdo aritmética. Por engano, ao se calcular o volume do cone, usou-se a féormula
do volume do cilindro circular reto de mesmo raio e de mesma altura do cone.
O erro obtido foi de 4 = m’. D& a altura e o raio do cone.

Solucio

G,ReHem P A = (G=x+r1,R=x, H=x~-1)
em que 7 ¢ a razdo (positiva) e x é o termo médio da P.A.

Do tridngulo retangulo, temos:
X+ -1 = (x+r1)P = XF—d4xr=0 = x(x—4r) =0 =
= x = 4r ou x = 0 (ndo convém)

As dimensoes sao G = 5r, R = 4r e H = 3r.

erro=BH—%BH=%BH — %BH=4W
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Substituindo B = 7R? = w(4r)? ¢ H = 3r, vem:

%r-l6r2-3r:47r - r3=% — r:%.

Calculando a altura H e o raio:

H=3r=>H=% R=4r = R =2

Respostas: H = % me R =2m.

No calculo do volume de um cone reto, o calculista se enganou, trocando as me-
didas do raio e da altura. O volume do cone aumentou ou diminuiu? Discuta.

A base de um cone reto € equivalente 4 sec¢do meridiana. Se o raio da base mede
1 m, calcule a altura do cone.

Um cone circular tem raio 2 m e altura 4 m. Qual ¢ a drea da seccdo transversal,
feita por um plano, distante / m do seu vértice?

Dado um tetraedro regular de aresta
L:

a) Determine, em funcao de L, o vo-
lume ¥ do cone circular circunscri- ——
to, isto €, do cone que tem vértice
num vértice do tetraedro e base cir-
cunscrita a face oposta do te-
traedro.
b) Determine, em funcdo de L, a area lateral A do cilindro circular reto circuns-
crito, isto ¢, do cilindro que tem uma base circunscrevendo uma face do te-
traedro e altura igual a altura do tetraedro.

A geratriz de um cone reto forma um angulo o com o plano da base. Sendo V
o volume do cone, determine o raio da base e a altura do cone.

As figuras abaixo representam um cone de revolugdo, seus elementos e a planifi-

cagdo de sua superficie lateral.
\%

A

Expresse 8 em funcdo de a.
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CAPITULO XII

Esfera

Consideremos um ponto O e um segmento de medida r. Chama-se esfe-
ra de centro O e raio r ao conjunto dos pontos P do espago, tais que a distdncia

OP seja menor ou igual a r.

A esfera é também o sélido de re-
volugdo gerado pela rotagdo de um se-
micirculo em torno de um eixo que con-
tém o didmetro.

Superficie

Chama-se superficie da esfera de
centro O e raio r ao conjunto dos pon-
tos P do espago, tais que a distdncia OP
seja igual a r.

A superficie de uma esfera é tam-
bém a superficie de revolugdo gerada pe-
la rotagdo de uma semicircunferéncia
com extremidades no eixo.
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Seccdo

Toda sec¢do plana de uma esfe-
ra ¢ um circulo.

Se o plano secante passa pelo
centro da esfera, temos como sec¢io um
circulo mdximo da esfera.

Sendo r o raio da esfera, d a dis-
tancia do plano secante ao centro e s 0
raio da secc¢do, vale a relagio:

2 = 12 — g2 Teorema de Pitdgoras no AOMA:

2 = d? + sk

Elementos: pélos — equador — paralelo — meridiano

Pélos relativos a uma sec¢ao da
esfera sdo as extremidades do didmetro
perpendicular ao plano dessa sec¢do. 0610
Considerando a superficie de paralelo ; Py
uma esfera de eixo e, temos: //7/_ .

!

polos: sdo as interse¢Oes da superficie B
com O eixo.
equador: é a secgao (circunferéncia) per-

pendicular ao eixo, pelo centro da su- ‘\
perficie. equado\\\-\
P

paralelo: ¢ uma sec¢do (circunferéncia)

. . £t < 2 . .
perpendicular ao eixo. E “‘paralela’’ ao pélo meridiano
equador.
meridiano: é uma sec¢do (circunferén-
cia) cujo plano passa pelo eixo.

Disténcia polar

Distancia polar é a distancia de
um ponto qualquer de um paralelo ao
pdlo.

Um ponto 4 da superficie de
uma esfera tem duas distancias polares:
P AeP A.
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Sendo:

r o raio da esfera,
d a distancia do plano de uma sec¢ao ao
centro,

p, € p, as distincias polares de um
ponto A.

Usando relacées métricas no
AP, A P,, temos:

(AP, = (P, P,)-(P,M) = p} = 2r(r—d)
(AP,)? = (P, P,)-(P,M) = p} = 2r(r + d) P2

Area da esfera

A drea da superficie de uma esfera de raio r é igual a 47 r?.

A dedugdo desta férmula encontra-se no final deste capitulo, no item 231.

Volume da esfera

Consideremos um cilindro equildtero de raio da base r (a altura ¢ 2r)
e seja S o ponto médio do eixo do cilindro.

Tomemos dois cones tendo como bases as do cilindro e S como vértice
comum (a reunido desses dois cones é um solido chamado clépsidra).

Ao solido que estd dentro do cilindro e fora dos dois cones vamos cha-
mar de solido X (este solido X é chamado anticlépsidra).
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clépsidra anticlépsidra

Cilindro Cilindro Reuniio dos Sélido X,
equilatero equilatero e dois cones cilindro menos
os dois cones os dois cones

Consideremos agora uma esfera de raio r e o sélido X descrito acima.

ASPQ ¢ isosceles:
SP =d = PQ = d.

Suponhamos que a esfera seja tangente a um plano «, que o cilindro
(que originou o solido X) tenha base em « e que os dois sélidos, esfera e sélido
X, estejam num mesmo semi-espaco dos determinados por «.

Qualquer plano secante 8, paralelo a «, distando d do centro da esfera
(e do vértice do sélido X), também secciona o solido X. Temos:

Area da sec¢do na esfera = 7s? = 7(r2 — d?)
(circulo)

Area da sec¢do no sélido X = #r2 — wd? = 7(r2 — d?)
(coroa circular)
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As areas das secgdes na esfera e no solido X s3o iguais; entdo, pelo prin-
cipio de Cavalieri, a esfera e o sélido X tém volumes iguais.
Vesfera = Vsc’)lidoX

Mas:

Visido x = Veitinaro = 2Veone = @12+ 21 — 2 - (% Tr? - r> =
= 7rr2-2r—%7rr3 = %7!’1'3

4
3

3

Ou seja: Vi = w13,

~ . , 4
Conclusdo: O volume de uma esfera de raio r é 3 Tri

Fuso esférico

arco

E a intersecdo da superficie de ‘
equatorial

uma esfera com um diedro (ou setor die-
dral) cuja aresta contém um didmetro
dessa superficie esférica.

O angulo o, medida do diedro,
medido na sec¢ao equatorial, € o que ca-
racteriza o fuso.

Area do fuso

Sendo « a medida do diedro, temos:
a) com « em graus
360° __ 47r?

a®° A

A -

3
-

fuso
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b) com o em radianos
27 47rr2}

o Afuso

Cunha esférica

E aintersecio de uma esfera com
um diedro (ou setor diedral) cuja aresta
contém o didmetro da esfera.

A cunha ¢ caracterizada pelo raio
da esfera e pela medida do diedro.

Volume da cunha

Sendo « a medida do diedro, temos:

a) com ¢ em graus:

360° 2 g :
3 —
a® chnha L
b) com « em radianos:
- 1
A
27 4 Tl
3 — |
« chnha
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Calcule a area e o volume das esferas, cujas medidas estdo indicadas abaixo.
a) b)

i P2

Represente, nas esferas abaixo, através de expressoes algébricas:

a) a area do fuso b) a area total e o volume da cunha

Obtenha o raio de uma esfera, sabendo que um plano determina na esfera um
circulo de raio 20 c¢m, sendo 2/ cm a distdncia do plano ao centro da esfera.

O raio de uma esfera mede 53 cm. Um plano que secciona essa esfera determina
nela um circulo de raio 45 c¢m. Obtenha a distancia do plano ao centro da esfera.

Um plano secciona uma esfera de 34 cm de didmetro. Determine o raio da sec¢do
obtida, sendo 8 c¢m a distdncia do plano ao centro da esfera.

Determine o didmetro de um circulo cuja drea ¢ igual a superficie de uma esfera
de raio r.
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Determine o raio de uma esfera de superficie 36 = cm?.

Determine a drea do circulo da esfera cujas distancias polares sao de 5 cim e 3 cm.

Solu¢ao

Sendo r o raio da sec¢do e d o dia-
metro da esfera, vem:

d* =5+ 3 = d=,34.
Relagdes métricas (ah = bc) no
/P, AP, retangulo em A:
d-r=5-3=.34-1r=15 =

Area da secgdo: S.

< 12 5

S = 7|'r2 - S =T (1—3) = S = ~257T
'\ 34 34

Resposta: A drea do circulo é —% cm?.

Calcule a area de uma sec¢do plana feita a uma distancia de /2 c¢m do centro de
uma esfera de 37 cim de raio.

A sec¢do plana de uma esfera feita a 35 cm do centro tem /44 w cm? de érea.
Calcule a drea do circulo méximo dessa esfera.

Calcule a distancia de uma seccdo plana de uma esfera ao centro da esfera, sa-
bendo que o circulo maximo tem area igual ao quadruplo da area determinada
pela sec¢dao plana e que o raio da esfera mede /7 cm.

O raio de uma esfera mede 4/ cm. Determine a razao entre as areas das sec¢oes

obtidas por dois planos, sendo de 40 cm e 16 cin as respectivas distancias desses
planos ao centro da esfera.

Determine a drea € o volume de uma esfera de 58 cm de didmetro.
Determine a area de uma esfera, sendo 2 304 = cm® o seu volume.

Calcule a distancia polar de um circulo maximo de uma esfera de 34 cm de
diametro.
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Determine a superficie de uma esfera, sendo 26 # ¢m o comprimento da circunfe-
réncia do circulo méximo.

Determine o raio de uma esfera, sendo 288 = cm’ o seu volume.

Uma esfera oca tem / dm de raio exterior e / ¢m de espessura. Determine o volu-
me da parte oca da esfera.

Determine o volume de uma esfera de /00 m cm? de superficie.

Determine a medida do raio de uma esfera, sabendo que seu volume e sua super-
ficie sdo expressos pelo mesmo nimero.

Um plano secciona uma esfera determinando um circulo de raio igual a distancia
m do plano ao centro da esfera. Obtenha a superficie e o volume da esfera em
fun¢dao de m.

Determine a medida da superficie e do volume de uma esfera, sabendo que o seu
raio mede //5 do raio de outra esfera cujo volume é 4 500 & cm’.

A cuipula de uma igreja é uma semi-esfera apoiada sobre um quadrado de 12 m
de lado (isto é, o circulo base da semi-esfera estd inscrito nesse quadrado). Deter-
mine a superficie da cupula.

Determine a medida do raio de uma esfera, sabendo que o raio de um circulo
menor mede 5 ¢m e que sua distdncia polar mede /3 cm.

Determine a distdncia polar de um circulo menor de uma esfera, sendo /0 cm
o raio da esfera e 6 cm a distdncia do circulo ao centro da esfera.

Os polos de um circulo menor de uma esfera distam, respectivamente, 5 cm e 10 cm
do plano do circulo. Determine o raio desse circulo.

Uma bola de ouro de raio r se funde, transformando-se em um cilindro de raio
r. Determine a altura do cilindro.

Um cone ¢ equivalente a um hemisfério de 25 cm de didmetro. Determine a drea
lateral do cone, sabendo que as bases do cone e do hemisfério sdo coincidentes.

Duas esferas de metal de raios 2r e 3r se fundem para formar uma esfera maior.
Determine o raio dessa nova esfera.

Um sélido é formado por dois cones retos de volumes iguais, tendo como base
comum um circulo de 6 ¢ de raio. A area do solido € igual a superficie de uma
esfera de raio 6 cm. Determine a relagdo entre os volumes do sélido e da esfera.

Os raios de duas esferas concéntricas medem, respectivamente, /5 cme 8 cm. Cal-
cule a drea da seccdo feita na esfera de raio maior por um plano tangente a outra
esfera.
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Determine o didmetro de uma esfera obtida da fusdo de duas esferas de /0 cm
de didmetro.

Sabendo que o didmetro de uma esfera é os 3/5 do didmetro de uma outra esfera,
calcule a razdo entre as areas dessas duas esferas.

O que ocorre com o volume de uma esfera quando duplicamos a medida de seu
raio? E quando triplicamos a medida do seu raio?

O que ocorre com o volume de uma esfera quando o raio aumenta /00%? E quando
aumenta 300%? E quando diminui 50%?

O que ocorre com a superficie de uma esfera quando o raio aumenta 200%? E
quando aumenta /50%? E quando diminui 25%?

O raio de uma esfera mede /6 cm. De um ponto P situado a 4/ ¢m do centro
da esfera tragam-se tangentes a esfera. Determine o comprimento dos segmentos
com extremidades em P e nos pontos de tangéncia com a esfera, bem como a
distancia do centro da esfera ao plano do circulo de contato e o raio desse circulo.

Solucio

circunferéncia de contato

Sejam x, y e z, respectivamente, o comprimento do segmento PT, a distdn-
cia OQ do centro da esfera ao plano do circulo e o raio do circulo de tan-
géncia. _
Aplicando rela¢des métricas (Pitdgoras, b° = a - m, ah = bc) no tridngulo
PTO retdngulo em 7, vem:

x* =412 - 16 = x? = 1425 = x = 5.57

3 256
41 -y = 16° ;= 220
y = YT 4
41-2=16-%x = 41 -2=16-5,57 — z = 804\157
Resposta: Na ordem pedida: 557 cm, _2516 om e 804\157 om.
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Supondo a Terra esférica e o metro a décima milionésima parte do quarto do me-
ridiano, determine a superficie da Terra em km?.

Determine a superficie de uma esfera de 5 ¢m de raio. Em quanto aumenta a su-
perficie, ao aumentar o raio em I ¢m?

A 4rea de uma sec¢do plana de uma esfera é /44 = cm?. Calcule a superficie da
esfera, sabendo que a distancia ao centro da esfera é 5 cm.

Uma esfera tem 25 = cm? de superficie. Em guanto devemos aumentar o raio,
para que a area passe a ser 64 m cm??

Determine a area de um circulo obtido da seccdo plana de uma esfera, sendo o
raio da esfera r, e 15 ¢m a distancia desse plano ao centro da esfera.

Determine a superficie de uma esfera em fung¢do do comprimento da circunferén-
cia ¢ do circulo méaximo da esfera.

Determine a superficie de uma esfera em fun¢do da drea A do circulo maximo
da esfera.

O circulo maximo de uma esfera tem um triangulo equildtero inscrito. Determine
a superficie da esfera em funcdo da medida ¢ do lado desse tridngulo.

A area obtida da sec¢fo plana em uma esfera é A. Sendo r o raio da esfera, deter-
mine a distdncia do plano ao centro da esfera.

Determine o volume de uma esfera em fun¢io do comprimento da circunferéncia
C do circulo maximo da esfera.

Uma esfera tem / m de raio. Qual serd o raio de uma esfera cujo volume é //5
do volume da primeira esfera?

Determine a razdo entre as areas de um cubo e uma esfera, sabendo que seus vo-
lumes sdo iguais.

Um cubo de chumbo de aresta ¢ foi transformado numa esfera. Determine a su-
perficie da esfera em fungdo de a.

Calcule em ¢m’ o volume de uma esfera, sabendo que o didmetro perpendicular
a um circulo menor de /0 ¢m de raio é dividido por esse circulo em dois segmen-
tos de razdo 2/5.

Uma esfera, um cilindro e um cone tém o mesmo volume e o0 mesmo raio. Calcu-
le a razdo entre a altura do cilindro e a do cone.

Determine a diferenga entre a drea da maior e da menor das sec¢des obtidas por
um ponto P, a uma distancia d do centro da esfera.
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A superficie de uma esfera mede 144 w cm? e é igual 4 4rea total de um cilindro
que tem o mesmo raio da esfera. Determine a relagdo entre os volumes de ambos
os solidos.

Uma esfera é equivalente a um cilindro reto cuja 4rea total é igual a 42 cm’.
Sendo 3 ¢m o raio do cilindro, determine:

a) o raio da esfera;

b) a relagdo entre a area da esfera e a area total de um cone reto que tenha a
mesma base ¢ a mesma altura do cilindro dado.

Fabricou-se uma caldeira de tal maneira que as bases de dois hemisférios coinci-
dissem com as bases de um cilindro. Sendo o didmetro do cilindro os 3/5 de sua
altura e a superficie da caldeira equivalente a uma esfera de raio R, determine
a relagao entre o volume da caldeira e o volume da efera de raio R.

Duas esferas tangentes entre si tangenciam internamente uma outra esfera. Sen-
do 10 cm o didmetro da esfera maior, determine a relagdao entre os volumes das
esferas tangentes internamente, sabendo que sua soma é 2/3 do volume da esfera
maior.

Um cubo e uma esfera tém igual superficie. Qual dos sélidos tem maior volume?

A area total de um cubo e a drea de uma superficie esférica sdo iguais. Qual a
razdo entre o raio da superficie esférica e a medida de uma aresta do cubo?

A area da superficie de uma esfera e a area total de um cone reto sdo iguais. De-
termine o raio da esfera, sabendo que o volume do cone é 12w dn?’ e o raio da
base é 3 dm.

Determine o angulo do fuso de uma esfera, sendo 324 = cm? a area da esfera e
54 7 cm? a area do fuso.

Qual é a area de um fuso de 28° pertencente a uma esfera de 4 m m? de su-
perficie?

Determine a area de um fuso de 45° em uma esfera de /0 ¢m de raio.

Um fuso de /0° de uma esfera de I cm de raio é equivalente a uma sec¢do plana
da esfera. Determine a distancia da sec¢do ao centro da esfera.

Determine a area de um fuso, cujo angulo mede 309, em uma esfera de /18 cm
de raio.

Determine a distancia de uma sec¢do plana de uma esfera ao centro dessa esfera,

sabendo que o raio da esfera mede /2 cm e que a area do fuso de 60° é equivalen-
te a area dessa secgdo.
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Calcule a 4rea total e o volume de uma cunha esférica de 30°, sendo r o raio da
esfera.

Determine o volume de uma cunha, cujo angulo mede 60°, em uma esfera cujo
volume mede 288 = m’.

Qual é o volume de uma cunha de 30°, pertencente a uma esfera de 972 = m® de
volume?

Determine as medidas dos raios de duas esferas, sabendo que sua soma vale 20 cm
e que o fuso de 60° na. primeira é equivalente ao fuso de 30° na segunda.

Um fuso de 60° de uma esfera é equivalente a um fuso de 30° de uma outra esfe-
ra. Determine os raios dessas esferas, sendo 24 ¢m sua soma.

Determine o raio de uma cunha esférica de 45°, sabendo que é equivalente a um
hemisfério de /0 cm de didmetro.

Quantos brigadeiros (bolinhas de chocolate) de raio 0,5 cm podemos fazer a par-
tir de um brigadeiro de raio /7,0 cm?

Um observador (O), do ponto mais alto de um farol, vé a linha do horizonte (L)
a uma distancia d. Sejam 4 e R a altura do farol e o raio da Terra, respectivamente.

a) Como R é muito maior que 4, po-
de-se admitir que 2R + 7 = 2R.
Assim, prove, usando a aproxima-
¢do indicada, que d = V2R h.

b) O raio da Terra tem, aproximada-
mente, 6 300 km. Usando a for-
mula do item a, calcule a distancia
(d) do horizonte, quando o obser-
vador estd a uma altura h = 35 m.

Uma esfera de raio 5 ¢m, ao ser seccionada por um plano distante 3 ¢m do seu

. , - S
centro, determina uma area S. Entdo, calcule o valor de <
™

Um plano intercepta uma esfera perpendicularmente a um de seus didmetros num
ponto P distinto do centro e interior a esse didmetro.

a) Prove que a interse¢do ¢ um circulo.

b) Determine (em fungdo do raio r da esfera) a distdncia do ponto P ao centro,
a fim de que o circulo intersecdo tenha area igual a metade da de um circulo
méximo da esfera.
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Colocamos no final deste capitulo a dedugdo das expressdes das areas
laterais do cilindro e do cone e da area da superficie esférica. E a melhor ma-
neira que encontramos para justificar as expressoes ja incluidas nos itens 199,
214 e 223.

Nocgédo intuitiva

Se considerarmos uma superficie —
limitada de area A e sobre ela formar- -— X
mos um solido de altura x de bases ‘‘pa- '
ralelas’’, teremos, indicando com V, o o - ~
volume do sdlido (‘‘prismas’’ reunidos “Lu.,i;_“_ |
com ‘‘cilindros’’) de base A e altura x. L SRR

V=AK = A=—

Esta ultima igualdade ¢ verificada para qualquer x.

Intuitivamente, uma superficie é imaginada como uma ‘‘placa solida”’
de “‘espessura infinitamente pequena’’.

Por isso, se uma ‘“‘placa solida’’ de volume V, e espessura x for tal que
a expressdo (fung¢do)

VP

tem sentido (¢ definida) para x = 0, entdo

p

(para x = 0) serd definida como a drea da placa.

Assim agindo, poderemos deduzir as expressdes das areas: lateral do ci-
lindro, superficie esférica, lateral do cone. Nestes casos, o artificio que acima
procuramos generalizar é mais real e simples, como veremos a seguir.
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Area lateral do cilindro de revolucdo

\%
Vo= 7(r + x h~arth = Tp = wh(Q2r + x)
Entdo, para x = 0, vem:

AL = 7hQ@r + 0) = A =27

Area da superficie esférica

Vp:%ﬂ'(r+x)3—%7rr3 —
— sz%w[(r+x)3—r3] —
= V, = %r[hzx + 3rx? + %] =
= P 4 T(3r2 + 3rx + x?)

X 3

Entdo, para x = 0, vem:

A=§7r[3r2+3r-0+02] — | A=ar
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Area lateral do cone de revolucdo

z _8 _ & vy _ e _ 8
X r - 7 rX X h — Y hx
Segue-se:
v, = 4 2 ~ L zen
p—?r(r+y)~-(h+z) ?wr .

Substituindo y e z, temos:

Vo = %W [((r + %X)—- (h + %x) —rzh} =
= V:Lr[rgx+2rgx+2g2 x2+g—2x2+ g’ x»‘} =
P 3 h h2r
Vv 1 3 g2 g3 :|
— = — 7 |3rg + —/—x + 2
— X 3 ”[ T et
Entdo, para x = 0, vem:
1 3g2 g3 _ M
ALz?w[3rg——h 0+—hzr 0| = A=
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LEITURA

Lobachevski e as Geometrias
nao Euclidianas

Hygino H. Domingues

E tudo comecou com Euclides (c. 300 a.C.)... Em sua obra-pri-
ma Os elementos a geometria foi construida sobre cinco postulados.
Um deles, em especial, certamente ndo traduzia nenhuma experiéncia
concreta. Além disso Euclides sé o enunciou depois de provar o maxi-
mo possivel de teoremas sem usa-lo. Ei-lo:

Postulado V: ‘‘Se num plano
duas retas @ e b sdo interceptadas
por uma transversal ¢ de modo a
formar um par de dngulos colaterais
8 internos de soma menor que 180°,
entdo essas retas, prolongadas inde-
b @ finidamente, se cortam (fig. 1) do
a« + 3 < 180° lado em que estdo os angulos con-
/ siderados’’.

Na verdade Euclides trabalha-

(Fig. 1) va, em sua geometria, como em par-

ticular no postulado V, com seg-

mentos de reta que prolongava num ou noutro sentido, conforme ne-

cessitasse, ao invés de retas infinitas acabadas, como se faz hoje. E o

que esse postulado afirma equivale, na versio moderna da geometria

euclidiana, a admitir que por um ponto fora de uma reta nao ha mais

que uma paralela a reta. Entre as implica¢des importantes do postula-

do V estd o teorema que assegura ser a soma dos angulos internos de
um tridngulo igual a um angulo raso.

Desde os tempos de Euclides dezenas de matematicos tentaram
provar esse postulado, a partir dos outros quatro, achando que se tra-
tasse na verdade de mais um teorema. Um deles foi Nicolai I. Loba-
chevski (1792-1856), um russo natural da atual cidade de Gorki cuja
vida académica sempre esteve vinculada a Universidade de Kazan, desde
seu ingresso como aluno em 1807 até seu afastamento do cargo de rei-
tor, que ocupou de 1827 a 1846. Diga-se de passagem que o fato de
Lobachevski ter alcangado -a reitoria da Universidade de Kazan ndo
foi um prémio a seus méritos cientificos. Estes jamais foram reconhe-
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cidos devidamente durante sua vida. Pelo contrario, uma versao de suas
idéias geométricas, datando de 1829-30, chegou a ser recusada para pu-
blicacdo pela Academia de Ciéncias de S. Petersburgo.

Numa certa altura de suas tentativas de provar o postulado V,
Lobachevski passou a admitir que isso poderia ser impossivel. Admitir
essa impossibilidade acarreta que se pode tomar como postulado a exis-
téncia de mais de uma paralela a uma reta por um ponto fora dela.
E foi o que ele acabou fazendo, resultando dai uma nova geometria
de resultados surpreendentes. Por exemplo, nessa geometria (hoje co-
nhecida por geometria hiperbdlica) a soma dos dngulos internos de um
tridngulo vale menos que 180°.

Cabe entdo a pergunta: tamanha liberdade ¢ vdlida em matema-
tica? Nao ¢ dificil nos convencermos de que sim. Primeiro notemos
que a geometria considerada por Euclides ao chegar ao postulado V
referia-se a um plano. Ademais, o conceito de reta é primitivo: nio
se define, é tdo-somente caracterizado por alguns postulados ou axio-
mas. Assim, pode-se pensar: e se em vez do plano considerassemos ou-
tra superficie, nio poderia haver nesta algum ente que fizesse o papel
analogo ao da reta no plano, perante o mesmo conjunto de postulados?

Tanto isso é possivel que em
1868 o matematico italiano Eugénio
Beltrami (1835-1900) descobriu um
modelo para a geometria hiperbé-
lica, a pseudo-esfera, superficie que
lembra dois chifres infinitamente
longos ligados por seus extremos
(fig. 2). Nessa superficie, por um
ponto fora de uma ‘‘reta’’ ha mais
do que uma paralela a essa reta.
Claro que “‘reta’’ nesse caso indica
o ente da pseudo-esfera cuja idéia
corresponde a de reta de um plano. Na figura 2 pode-se visualizar co-
mo isso ocorre, bem como que a soma dos angulos internos de um
“‘tridngulo” vale menos que um angulo raso. A partir desse mode-
lo, a geometria que o préprio Lobachevski chamava de imagindria
passou a ser matematicamente real.

As geometrias ndo euclidianas, objeto das pesquisas de Loba-
chevski, eram um verdadeiro tabu em sua época, dai a marginalizagdo
cientifica de que foi vitima o gedmetra russo (agravada pelo fato de
trabalhar num local muito distante dos grandes centros da Europa oci-
dental). Mas isso n3o impediu que se tornasse publico que foi ele o
primeiro a publicar um trabalho sobre geometrias ndo euclidianas
(1826). E ganhou, assim, a primazia de ter acabado com o mito da ver-
dade absoluta na matematica.

(Fig. 2)
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CAPITULO XIII

_—

Seccionando uma pirdmide por um plano paralelo a base, separamos
essa piramide em dois sélidos:

o solido que contém o vértice que é uma nova pirdmide ¢

o sélido que contém a base da pirdmide dada que é um tronco de pird-
mide de bases paralelas.

A nova pirdmide e a pirdmide primitiva tém a mesma natureza, os an-
gulos ordenadamente congruentes e os elementos lineares homaologos (arestas
das bases, arestas laterais, alturas, ...) sdo proporcionais. Dizemos que elas sdo
semelhantes.
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SOLIDOS SEMELHANTES — TRONCOS

Razdo de semelhanca

E a razdo entre dois elementos lineares homdélogos. Representaremos
por k.

Assim:

(razdo de semelhanga)

Propriedades

Considerando duas piramides semelhantes, temos:
19)

A razao entre as dreas das bases ¢ igual ao quadrado da razado
de semelhanca. w

De fato, as bases sdo poligonos semelhantes e a razao entre suas areas
¢ o quadrado da razdo de semelhancgas.

269



SOLIDOS SEMELHANTES — TRONCOS

Base b Base B

A propriedade acima ¢ da Geometria Plana, porém sua demonstracdo
acompanha os itens da propriedade que segue. Basta fazer a analogia.

29)

| A razdo entre as dre . later “~ € igual ao quadrado da razdo de
semelhancga.

v v
I
tn-2 ~ ! \
/ t,
Aj[' \C
b B’ T,
v
A o) C
B
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Sendo
Area lateral de V(ABC ... MN) = A,
Area lateral de VIA'B'C’ ... M'N") = A,

temos:

Pirdmide V(ABC ... MN) ~ Pirdmide V(A'B'C' ... M'N") =
= (AVAB ~ AVA'B’, AVBC ~ AVB'C’, ... AVMN ~ AVM'N’,
S VNA ~ AVN'AY) =

- VA" _ VB VN’ A'B’ B'C’ N'A’ h

= ='__: = = :.‘_Z =_:k
VA VB VN AB BC NA H
(razdao de semelhanga)
Considerando
Area do AVA'B’ =t Area do AVAB = T,
Area do AVB'C' = t, Area do AVBC = T,
Area do AVN'A’ = t,_, Area do AVNA = T,_,
temos:
t L Looa
= 2= = =k
T, T, Tos
Fazendo a razio entre as areas laterais, vem:
Ar L+t Ac KT + KT, + ... + KT, _ e
AL, T, +T,+..+To AL, T, +T,+..+To,

—

39)

A razdo entre as dreas totais é :ial ao <. drado da =~ > de
i semelhanca.

b
I c— = k?
emos B )
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Fazendo a razao entre as dreas totais, vem:

A A +b A, Kk-A + KB A
= — = — =k
Ar A +B A A, + B A
A, )
=}
Aq
4%)

A razdo entre os volumes é igual ao cubo da razio de semelhanga.

b
B

Fazendo a razao entre os volumes, vem:

h
T t— =k = k2
emos H

Devemos notar ainda que:

v v v bV‘B
Yo ~_— K.k — =
v -V — VT BB
Observagées

12) As propriedades acima sdo facilmente adaptadas para cones seme-
Ihantes.

2?%) Elas podem ser generalizadas para duas superficies ou dois sélidos
semelhantes quaisquer:

® A razao entre as dreas de duas superficies semelhantes ¢ igual ao qua-
drado da razio de semelhanga.

® A razdo entre os volumes de dois sélidos semelhantes € igual ao cubo
da razdo de semelhanga.
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Exemplo de aplicacao

A que distancia do vértice se deve passar um plano paralelo a base de
uma piramide (ou cone) para que:

a) arazao entre as areas das bases da nova pirdmide (cone) e da pirdmi-
de (cone) dada seja a/b?

Soluc¢io
B, _ (L)
B, H —
B, _ a
B, b
X \,5
= _— = =
H b
= X = H_l (resposta)

b) a razdo entre os volumes do tronco obtido e da pirdmide (cone) pri-
mitiva seja p/q?

Solu¢ao
Observando a figura, vemos

que V, — V, é o volume do tronco, ¢
pelo enunciado temos:

Dai vem que:

V —_
qV,—qV, =pV, = qV, =(q—-p)V, = V'=qqp
Mo _a9-p
v, q X q-p q-p

= — =3 ——=x=Hn» resposta
L=(L)3 H v q y q (resp )
v, H
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¢) a razdo entre as dreas laterais da nova pirdmide (cone) e do tronco
obtido seja m/n?

Soluc¢ao

Observando a figura, vemos que Ay, — A, € a area lateral do tronco, e
pelo enunciado temos:

A?l m

Ay — Ay n
Dai vem que:

nA,‘vl = r‘n[A(z2 - mAr] =
= (m + nA, = mA, =

— Af} - m
AFz m + n
Afl n
A,  m+n X  m m
= — = _— = X = H _—
A, x \2 H Y m+n Ym+n
A, N (F) (resposta)

d) arazdo entre os volumes do tronco obtido e da nova pirdmide (cone)
seja r/s?

Solu¢ao

Observando a figura, vemos que V, — V, é o volume do tronco, e pe-
lo enunciado temos:

VZ_V1=L

v, s

Dai vem que:

Mo s

v, r +s

Mo s

Vz r + S X S [ S
= — =3—— = x=H 3| ——

L—(L)S H \r+s \r+s

VvV, \H

(resposta)
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Considere as piramides quadrangulares regulares semelhantes, cujas medidas es-
tao indicadas abaixo.

a) Calcule a razdo de semelhanga.

b) Calcule a medida do lado da base da piramide menor.

¢) Calcule as areas das bases das pirdmides. Qual a razao entre as areas obtidas?

d) Calcule os volumes das pirdmides. Qual a razdo entre os volumes obtidos?

e) Considere as razdes obtidas nos itens ¢ e d. Existe alguma relagdo entre cada
uma dessas razdes e a razdo de semelhanga? Justifique.

Determine a aresta de um cubo, sabendo que seu volume é o dobro do volume
de um outro cubo de aresta A.

Sabendo que a altura de uma pirdmide é 20 ¢ e sua base é um quadrado de lado
12 ¢cm, calcule a medida da altura e do lado da base de uma pirdmide semelhante
de 120 cm? de volume.

Determine o volume de uma pirdmide de 8 c¢m de altura, sabendo que o plano
formado pelos pontos médios de suas arestas laterais determina na pirdmide uma
secgdo de 3 cm? de superficie.

Seccionando uma pirdmide por um plano paralelo a base e que divide sua altura
em dois segmentos de medidas iguais, obtemos uma pirimide menor. Determine
a razdo entre o volume da primeira pirdmide e o volume da pirdmide menor obtida.

A que distancia do vértice devemos cortar um cone de revolugdo, por um plano
paralelo a base, de modo que o volume do cone destacado seja //8 do volume
do primeiro cone?

Uma das arestas de um tetraedro de volume 803 cm’® mede 10 cm. Determine
o volume de um tetraedro semelhante, sabendo que a aresta homéloga mede 5 cm.

Uma piramide de 8 m de altura tem a aresta lateral medindo 9 m. Determine o
comprimento da aresta lateral homologa de uma outra pirdmide, sabendo que
é semelhante a primeira e que sua altura mede /0 m.
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Um cilindro tem 2 m de altura e I m de raio. Determine as dimensdes de um cilin-
dro semelhante, cuja superficie lateral seja 1/4 da superficie lateral do primeiro.

A base de uma pirdmide tem 225 m? de area. A 2/3 do vértice corta-se a pirdmi-
de por um plano paralelo a base. Ache a area da seccéo.

Um plano paralelo a base de um cone secciona-o, determinando dois cones C,
e C, cujos volumes estdo na razdo 2/3. Sendo 9 cm a medida da geratriz do co-
ne maior, determine a geratriz do cone menor.

Em um cone de /0 cm de altura traga-se uma sec¢do paralela a base que dista
4 c¢m do vértice do cone. Qual a razdo entre a drea da secgdo e a area da base
do cone?

A altura e o raio da base de um cone de revolu¢do medem respectivamente 4 m
e 3 m. Que dimensdes tem um cone semelhante de volume igual ao triplo do
primeiro?

Uma pirdmide tem altura 4 e area da base B. A que distancia do vértice deve ser
conduzido um plano paralelo a base para que a 4rea da sec¢do seja b?

Uma caixa em forma de paralelepipedo retdngulo tem 40 cm, 30 cin e 20 cm de
dimensdes. Determine as dimensdes de uma caixa semelhante a primeira, de mo-
do que sua capacidade seja o quadruplo da primeira.

O plano que dista 3 m da base de uma pirdmide secciona-a segundo um poligono
de 8 m” de érea. Calcule o volume da pirdmide, sabendo que sua base tem drea
igual a 18 m?.

Uma pirdmide de /0 m de altura tem por base um hexagono regular. A 4 m do
vértice, traca-se um plano que secciona a piramide paralelamente a base. Sendo
8 m? a area da secg¢do, determine o volume da pirdmide.

Duas pirdmides de alturas iguais tém suas bases sobre um mesmo plano. Um pla-
no secciona as duas piramides paralelamente as bases, determinando na primeira
pirdmide uma sec¢do de drea /44 cm?. Obtenha a area determinada pelo plano
na segunda piradmide, sabendo que as dreas das bases das pirdmides sdo respecti-
vamente 225 cm? e 900 cm’.

Determine a medida da altura e do lado da base de uma piramide regular hexago-
nal, sabendo que seu volume é 8/27 do volume de uma pirdmide semelhante cuja
altura mede /0 cm e cujo lado da base mede 4 cm.

Dois poliedros semelhantes P, e P, tém areas iguais a 8 cm? e 12 ¢cm?, respecti-
vamente. Determine o volume de P,, sendo 36 ¢m? o volume de P,.

A aresta lateral PA de uma pirdmide mede 4 m. Que comprimento devemos to-
mar sobre essa aresta, a partir do vértice, para que um plano paralelo a base divi-
da a piramide em dois solidos equivalentes?



SOLIDOS SEMELHANTES — TRONCOS

Volume

Dedug¢ao da férmula que da o volume do tronco de pirdamide de bases
paralelas.

Dados:

area B da base maior,

area b da base menor e

h a medida da altura do tronco.

Solu¢ao

Sejam ¥V o volume procurado,

H, a altura da pirdmide original,
H, a altura da pirdmide nova,

V, o volume da pirdmide original e
V, o volume da pirdmide nova.

Assim:
I 1
V=V,-V, =-1BH-LbH, | |
3 3 :V:?B(Hl+h)_'3—le =
H, = H, +h
- V=%[Bh+(B—b)-Hl]

Célculo de H, em fung¢do dos dados:

gz(i)g&: B _H+h B _ 4 _ _hob_

b H, H, Vb H, Vb l \B—1b
Substituindo H, (2) em (1):

V=L[Bh+(B—b)&] :vzi[BqL(B—b)-L
3 VB —.b 3 \B—.b

Considerando que:

B-b=({B2-(b) = (/B + Jb)({B-1b)e substituindo B — b
na expressao acima, temos:
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V=2"14+(B+b) .b] =

h N
— [B B-b+b
3 3 B+ ]

v:%[3+\3-.+1

Area lateral e Grea total
Tronco de pirdmide qualquer

A, = soma das dreas das faces laterais (trapézios)
A, A+ B+ Db

Tronco de pirdmide regular

Tronco de pirdmide regular é o

tronco de bases paralelas obtido de uma
pirdmide regular.

a)
b)

)

as arestas laterais sdo congruentes
entre si;

as bases sao poligonos regulares se-
melhantes;

as faces laterais sdo trapézios isosce-
les, congruentes entre si.

Num tronco piramidal regular:

A altura de um desses trapézios

chama-se apdtema do tronco.

Area lateral e drea total de um tronco de pirdmide regular

Dedugdo das férmulas que ddo a drea lateral e a drea total de um tronco

de piramide regular de bases paralelas.
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Dados:

perimetro da base maior = 2P
perimetro da base menor = 2p
apdtema da base maior = M
apdétema da base menor = m
apotema do tronco = m’

Pede-se: A, e A, do tronco.
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Soluc¢ao

Sejam { e L as respectivas medidas dos lados das bases (que supomos
terem n lados).

Area lateral

’ '

Ar=10- Ao = Ay =n- (LTH) m = nL2m " n[’zm -

= Ar=Pm’" + pm’ = A, = (P + pm’

Area total
A=A +B+b emque B=P-M,b=p-m

Logo: s |

Calcule a area total dos troncos de pirdmides cujas medidas estdo indicadas nas
figuras abaixo.

a) quadrangular regular b) hexagonal regular

As bases de um tronco de pirdmide sdo dois pentdgonos regulares cujos lados
medem 5 dm e 3 dm, respectivamente. Sendo essas bases paralelas e a medida
do apétema do tronco de pirdmide 10 dm, determine a 4rea lateral desse tronco.
Determine a medida do apdétema de um tronco de pirdmide regular cujas bases
sdo tridngulos equildteros de lados & cim e 12 ¢m, respectivamente, e a area late-
ral do tronco /80 cm?.
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Determine a superficie total de um tronco de pirdmide de bases paralelas, sendo
as bases quadrados de lados 20 cm e 8 c¢m respectivamente, e a altura do tronco
igual ao lado da base menor.

Um tronco de piramide regular tem para bases paralelas dois quadrados cujos
lados medem /6 cm e 6 cm, respectivamente; o apdtema do tronco mede /3 cm.
Determine a drea total desse tronco.

Determine o volume de um tronco de pirdmide de 279 \‘3' cm? de superficie to-
tal, sendo as bases hexdgonos regulares de 9 cm e 3 cm de lado, respectivamente.

~ Um tronco de pirdmide tem por volume 98 ¢3 ¢m’ e por bases dois tridngulos

equildteros de /10 cm e 6 cm de lado, respectivamente. Determine a altura do tronco.

Um tronco de pirdmide de 6 m de altura tem por base inferior um pentagono
de drea 20 m?. Um lado desse pentdgono mede 4 m, sendo 3 m a medida do seu
homoélogo na base superior. Determine o volume do tronco de pirdmide.

Calcule o volume de um tronco de piramide de 4 dm de altura e cujas bases tém
area 36 dm? e 144 dm?.

Um tronco de pirdmide regular tem como bases tridngulos equildteros cujos la-
dos medem, respectivamente, 2 cm e 8 cm. A aresta lateral mede 5 cm. Calcule
a area lateral, a area total e o volume desse tronco.

Solu¢io

Tronco Face lateral

a) Area lateral

Calculo da altura da face
no AADA": f* = 52-32 = f = 4cm.



SOLIDOS SEMELHANTES — TRONCOS

A drea lateral é igual a trés vezes a area de uma face lateral, ou
seja:

{
A1'=3'Atrapézio = A=3-K2;8 -4) = A = 60 cm?.
b) Area total
2 2 22_ —
Al=A(+B+b=>A|=60+84\3+ 4\3=7Al=(60+17\3)cm2

¢) Volume

Célculo da altura do tronco

no AAFA": h? = 52— (2,3) = h¥ =13 = h = 13.

h —_— VI3 [64.3  8-2.3 4.3
V=—I[B B-b + = -
3 B B-b b= 4 i T

= ‘3 213 = 7,39 cm?

Determine o volume de um tronco de pirdmide cujas bases sao tridngulos equila-
teros, sabendo que a area da base maior é 24 cm? e que a razdo de semelhanga
entre os lados das bases é 2/3, sendo 6 ¢m a altura do tronco de pirdmide.

Qual o volume de um tronco de piramide regular hexagonal, de aresta lateral 5 m,
cujas areas das bases medem, respectivamente, 54 (3 m? e 63 m??

O apétema de uma piramide triangular regular mede 39 cm e o apétema da base,
15 cm. Calcule a drea total e o volume do tronco que se obtém cortando a pirami-
de, a 24 cm do vértice, por um plano paralelo a base.

Determine a medida da altura de um tronco de pirdmide regular, sabendo que

seu volume é 342 {3 cm’, sendo as bases hexdgonos cujos lados medem 4 ¢m e
6 cm, respectivamente.

Dadas as medidas B, B’, h das areas das bases e da altura, respectivamente, de
um tronco de pirdmide, determine a altura da pirdmide da qual se obteve o tronco.

Dados os lados @ e b das bases quadradas de um tronco de pirdmide, determine
a altura do tronco, considerado regular, de modo que a area lateral seja igual
a soma das areas das bases.
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Calcule o erro que se comete tomando para volume de um tronco de piramide
o produto da semi-soma das 4reas das bases pela altura.

Determine o volume de um tronco de plramlde regular, sabendo que as bases sdo

quadrados de diagonais 4 \5 cm e 82 cm, respectivamente, e que a aresta la-
teral forma com a diagonal da base maior um angulo de 45°.

O volume de um tronco de pirdmide hexagonal regular de bases paralelas ¢ igual
a 40 m’. Sua altura mede 3 m e a 4rea da base maior 20 m?. Calcule a relagdo
que existe entre os lados dos hexdgenos das bases.

Determine a area lateral de um tronco de pirdmide triangular regular, sendo 4 dm
o lado da base menor e sabendo que uma aresta lateral forma um angulo de 60°
com um lado da base maior, dado o apdétema do tronco igual a / dm.

Determine a area total de um tronco de pirimide regular, sendo as bases parale-
las hexagonais, em que o lado da maior base mede 10 cm ¢ a altura do tronco
é igual ao apdétema da maior base, sabendo ainda que as faces laterais do tronco
formam com a base maior um angulo diedro de 60°.

O volume de um tronco de pirdmide regular é 109 dm?; as bases sdo tridngulos
equildteros de 5 dm e de 7 dm de lado. Calcule a altura.

O apodtema de um tronco de pirdmide regular mede /0 dm, as bases sio quadra-
dos de lados, respectivamente, 8 dm ¢ 20 dm. Calcule o volume.

Solugio

a) Calculo da altura
no AMNM': h? = 10— 6> = h = 8dm.
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b) Célculo do volume

V=%[B+\B—b+b]

Substituindo » = 8, B = 400 ¢ b = 64 na férmula, vem:

V:-§—[400+{400-64+64]=%[400+20-8+64] = 1664 dm".

As bases de um tronco de pirdmide regular sdo quadrados cujas diagonais medem

4.2cme 102 cm, respectivamente. Determine o volume do tronco, sendo 5 cm
a medida da aresta lateral.

O apdtema de um tronco de pirdmide regular tem 5 cm; as bases sdo quadrados
de 4 cm e 10 cm. Calcule o volume.

Determine a area total de um tronco de pirdmide quadrangular regular, sendo
& cm e 6 cm as medidas dos lados das bases inferior e superior, sabendo que as
faces laterais formam um angulo de 60° com a base maior do tronco de pirdmide.

A aresta lateral de um tronco de pirdmide triangular regular mede 4 m e forma
um angulo de 60° com a base maior. O raio do circulo circunscrito a maior base
mede 4 m. Encontre o volume do tronco de pirdmide.

Um tronco de piramide tem por bases dois octégonos regulares cujos lados me-
dem 4 cm e 2 cm, respectivamente. A altura do tronco é de 12 ¢cm. Determine
o volume do tronco de pirdmide, bem como o volume da piramide total na qual
estd contido o tronco.

Considere o triedro tri-retangulo, cu-
jas arestas sdo os semi-eixos Ox, Oy
e Oz. Sobre Ox marque um ponto A
tal que OA = 3 m; sobre Oy marque
B tal que OB = 4 m e sobre Oz mar-
que C tal que OC = h.

P (3)((\ q

a) Seccionando a pirdmide OABC por um plano paralelo a base OAB que passe
pelo ponto médio de OC, calcule as dreas das bases do tronco de pirdmide
resultante.

b) Determine o volume do tronco de pirdmide, se a area do tridngulo ABC for
igual a 12 m?.
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Volume

Deducdo da formula que da o volume do tronco do cone de bases pa-

ralelas. A
/7 |\

/ \

Dados: FAR

. . Z. \

R = raio da base maior N

r = raio da base menor ho v
h = altura !

)

Pede-se: V = volume do tronco.

Solu¢ao

V=V,-V = LWRZHZ—%MZH[

3 =

H,=H, +h

= V= % [R2(H, + h) - r?H] = V = % [R2h + (R2—r)H] (1)

Calculo de H, em funcéo dos dados:
H, R H, +h R

== = —'_—— == —= H =

H, r H, r R-r"'

Substituindo H, de (2) em (1):

s hr mh r
V.__ RZ RZ_ 2 — 2 —_
=3 h + ( r)R r}_ [R + (R+1)R-r1)
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Area lateral e drea total

Dedugdo das formulas que dao

a area lateral e a drea total de um tron- A
co de cone reto de bases paralelas. }
I
|
Dados: i
[
R = raio da base maior :
r = raio da base menor E/“*n\k
g = geratriz do tronco / - - \
g : y
Pedem-se: A, e A, do tronco. / ‘ ‘ \ A,
AR S .- \
J L _ A
C ‘\ B ' /J
[ S R Py
Solucao

Area lateral

Sejam Ay, Ay e Ay, as areas la-
terais, respectivamente, do tronco, do
cone destacado e do cone primitivo.
Entao:
A(-, A@Z - Ay[ = WRGZ - TrrGl =
= wR(G, + g) — 7rG, = w[Rg + (R—1)G,]

Célculo de G, em funcio dos dados:

AE DE G, r rg
AADE ~ AEFC S —— = — = — = = G = 2
EC FC g R-r : R-r (2)

Substituindo G, de (2) em (1), temos:

A= R-g+(R—r)-Trg—} = w[Rg + rg]
-r

A= R
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Observacgao:

A dedugdo acima justifica a pro-
priedade:

A superficie lateral de um tron-
co de cone reto de raios R e r € geratriz
g é equivalente a um trapézio de bases
27R e 2xr e altura g.

A, = 27R ;— 27r g
b=
Area total

_ _ 2 2
At = Af +B+b= W(R + r)g + wR* + 7r superficie
L : - lateral

1

Calcule o volume dos troncos de cones, cujas medidas estdo indicadas nas figuras
abaixo.

a) cone reto b) cone reto

r=06cmeR = 10cm

A geratriz de um tronco de cone reto mede 4 dm e os raios das bases, respectiva-
mente, 3 dm e 2 dm. Calcule a area total e o volume.

Determine a medida da altura, o volume e as areas das bases de um tronco de
cone, sabendo que sua geratriz mede /2,5 ¢m e os raios das bases menor e maior
estdo na razdo 2/3, sendo 50 ¢cm a sua soma.

Determine o volume de um tronco de cone, sabendo que sua area total é
120 w cm?, sendo 4 ¢m e 7 cm as medidas dos raios das bases, respectivamente.
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799. Represente, por meio de uma expres-
sdo algébrica, a drea total do tronco
de cone reto obtido a partir da plani-
fica¢do ao lado.

superficie lateral

Determine os raios, a altura e o apétema de um tronco de cone, sendo o raio maior
o dobro do menor, a altura, o dobro do raio maior e o volume 224 /3 dm3.

Determine o volume de um tronco de cone, sendo /0 c¢m e 30 cm as medidas res-
pectivas dos raios das bases e 29 ¢m a medida de sua geratriz.

Determine a altura de um tronco de cone, sabendo que os raios das bases medem,
respectivamente, 3 m e 2 m, sendo 20w m’ o seu volume.

Determine a 4rea lateral e a drea total de um tronco de cone, sabendo que os raios
de suas bases medem /1 cm e 5 cm e que a altura do tronco mede 8 cm.

Determine a area lateral de um tronco de cone cuja altura mede 8 ¢m, sendo os
raios das bases 4 cm e 10 cm, respectivamente.

Os raios das bases de um tronco de cone de revolugdo medem 6 m ¢ 4 m. Calcule
a altura para que a area total seja o dobro da area lateral.

A drea lateral de um tronco de cone vale 5607 ¢m?. O raio da base maior e a
geratriz tém medidas iguais. O raio da base menor vale 8 ¢m e a altura do tronco
mede /6 cm. Determine a geratriz.

Os didmetros das bases de um tronco de cone de revolugdo sdo, respectivamente,
22 m e 4 m. Qual o didmetro de um cilindro de mesma altura do tronco e de mes-
mo volume?

Os raios das bases de um tronco de cone medem, respectivamente, 4 cm e 6 cm.
Calcule a altura desse tronco, sabendo que a area lateral é igual & soma das areas
das bases.

A medida do raio da base menor de um tronco de cone é /0 cm e a geratriz forma
com a altura um angulo de 45°. Determine a medida do raio da base maior, sa-
bendo que o volume do tronco de cone é 3991 cm’.

O plano que contém uma das bases de um cilindro equilatero contém uma das
bases de um tronco de cone. Sabendo que as outras duas bases, do cilindro e do
tronco, sao comuns, calcule a relagdo entre os volumes do cilindro e do tronco
de cone, sabendo que as bases comuns tém raios /0 cm, sendo 30 cm a medida
da geratriz do tronco do cone.

Um tronco de cone reto tem bases circulares de raios R e r. Qual a altura para
que a superficie lateral seja igual a soma das superficies das bases?
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A altura de um tronco de cone mede / m. O didmetro da base maior é duas vezes
o didmetro da base menor. A geratriz forma um angulo de 45° com o plano da
base maior. Determine o volume do tronco de cone.

Os raios das bases de um tronco de cone medem 20 cm e 10 cm, sendo que a gera-
triz forma com o plano da base maior um angulo de 45°. Determine o volume
do tronco de cone.

Determine o ap6tema de um tronco de cone de bases paralelas, sabendo que a
soma de suas circunferéncias equivale a circunferéncia de um circulo de raio R
e que a superficie lateral equivale a superficie desse circulo.

Um cilindro e um tronco de cone (circulares retos) tém uma base comum e mes-
ma altura. O volume do tronco é a metade do volume do cilindro. Determine a
razao entre o raio da base maior e o raio da base menor do tronco.

Se a altura de um tronco de cone ¢ igual a quatro vezes a diferenca dos raios das
bases, o volume desse tronco € igual a diferen¢a dos volumes de duas esferas cu-
jos raios sdo os raios das bases do tronco de cone.

Numa sec¢do plana feita a uma distancia de 2 m do centro de uma esfera, esta

inscrito um tridngulo equilatero de area 3 3 m?. Determine o volume do tronco
de cone circular cujas bases sdo a sec¢do referida e a seccdo diametral que lhe
é paralela.

Em um tronco de cone de revolugao, os raios das bases e a altura medem, respec-
tivamente, r, 2r, 4r.

a) Ache a area lateral do tronco.

b) A que distancia x da base maior se deve fixar um ponto V, sobre o eixo do
cone, de modo que sejam iguais as areas laterais dos dois cones, tendo V por
vértice e por bases as do tronco.

Sobre base comum foram construidos dois cones retos (um dentro do outro). O
raio da base ¢ R. Um plano paralelo a base, que passa pelo vértice do cone me-
nor, intercepta o cone maior segundo um circulo de raio r. A altura do cone me-
nor ¢ h. Ache o volume do sélido compreendido entre as superficies laterais des-
ses dois cones.

Dois troncos de cone 7, e T, tém uma base comum de raio igual a § c¢m, sendo
as outras bases circulos concéntricos. Sabendo que o raio da base maior de 7,
¢ igual a /4 cm e o volume de T, é o triplo do volume de 7,, determine a razao
entre as dreas das bases ndo comuns dos troncos 7, e 7,, nessa ordem.

Sendo a geratriz de um tronco de cone a soma dos raios das bases do tronco,
entdo a metade da altura do tronco é média geométrica entre os raios das bases
e o volume do tronco é igual ao produto de sua area total pela sexta parte da altura.

Determine as medidas dos raios das bases de um tronco de cone de revolugio,
sendo 4 a medida de sua altura, g a medida de sua geratriz e a’ A ©/3 0 seu vo-
Jume. Discuta.
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O raio de um cilindro mede /0 ¢m e a altura 20 cm. Determine as dimensdes de
um cilindro semelhante ao primeiro, sabendo que o volume do segundo cilindro
¢ o triplo do volume do primeiro.

A drea determinada pela sec¢do plana paralela a base de uma pirdmide de 15 cm
de altura é os 3/5 da area da base. Calcule a distancia da base da pirdmide a sec-
¢do plana.

Secciona-se uma pirdmide PABCDE por um plano paralelo a base, determinan-
do o pentdgono MNORS. Sendo PA e PM, respectivamente, /5 me 10 me a
superficie ABCDE, 375 cm?, calcule a area do pentdgono MNQORS.

Determine o volume de um cone cuja superficie lateral é os 3/4 da superficie de
um cone semelhante de altura 2/ ¢m e raio da base 20 cm.

Um plano paralelo a base de um cone secciona-o a uma distancia d do vértice
do cone. Sendo g a geratriz do cone e r o raio da base do cone, determine a area
da sec¢do, sendo A a area da base do cone.

Duas pirdmides tém alturas iguais a /4 m cada uma. A primeira tem por base
um quadrado de lado 9 m e a segunda um hexdgono de 7 m de lado. Um plano
secciona as duas pirdmides a 6 m do vértice. Obtenha a relagdo entre as areas
das secgdes determinadas na primeira e na segunda piramide.

Determine a distancia do vértice de um cone a um ponto de sua geratriz, sabendo
que um plano contendo esse ponto e paralelo a base do cone secciona-o, dividin-
do a superficie lateral do cone em duas superficies equivalentes, e que a geratriz
do cone mede 36 cm.

Dado uin cone circular reto, a que distancia do vértice se deve tracar um plano
paralelo a base de modo que o volume do tronco, assim determinado, seja meta-
de do volume do cone dado.

A que distancia do vértice devemos tracar um plano paralelo a base de um cone

cujo raio da base mede 7 cm e altura 24 cm, de modo que o cone fique dividido
em dois solidos equivalentes?
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A que distancias das bases de um cone de /2 m de altura devemos passar dois
planos paralelos & base para que o solido fique dividido em trés partes equivalentes?

Soluc¢ao
i
12 -x ///u\\‘
12—y V,
\ y = _' \
, ‘. .. 1l
\/1 t ,\\/
ML
V, 3 _
3 =>—12 X: L = 12_‘(:4\9=>
A PREEY
Vs 12 — x=4(3-19)
M2
N - 2 —-v 39
Vs 3 . =>—L—}=\g = 12—y =4118 =
vy (12_}’)’ 12 13
Vs 12 = y =43 -118)

Resposta: 4(3 —39)m e (3 — 318)ym.

Corte uma pirdmide de altura A por um plano paralelo 4 base, de modo que o
volume da pirdmide menor seja //8 do volume do tronco.

Num cone de revolugdo, a geratriz tem g ¢m e a area da base B ¢m?. Calcule a
area de uma seccao feita a ¢ ¢m do vértice.

Um angulo poliédrico PABCD é seccionado por um plano perpendicular a aresta
PA, obtendo-se por seccdo um losango ABCD de 10 cm de lado. Sabendo que
o diedro da aresta PA do angulo poliédrico dado mede 60° e que o segmento PA
mede /0 cm, calcule a distancia do vértice P do angulo poliédrico ao vértice C
do losango seccao.

Um plano paralelo & base de um cone secciona-o, determinando dois cones C,
e C,. Sendo g e R, respectivamente, a geratriz e o raio da base de C,, determine
a distancia do vértice do cone C, & base do cone menor C,, sabendo que a area
lateral de C, ¢ igual a area total do cone menor C;.
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Sabendo que o semiperimetro da secgdo meridiana de um cone de revolug¢ido mede
(6 + 3V2) cm e que essa seccdo € um tridngulo retdngulo isésceles, determine
a que distancia do vértice devemos tragar um plano paralelo a base do cone para
que a area lateral do novo cone seja a quinta parte da area lateral do cone maior.

Um plano paralelo a base de um cone, de geratriz g e raio de base r, secciona-o.
Sabendo que a drea da base do cone obtido é média geométrica entre as duas par-
tes em que fica dividida a superficie lateral do cone, determine a distancia do vér-
tice do cone a esse plano.

Determine a distancia do vértice de um cone a um plano que o secciona paralela-
mente A base, sabendo que o raio do cone mede r, sua geratriz g € que a sec¢ao
obtida é equivalente a area lateral do tronco de cone formado.

Consideremos um cone de revolu¢do de geratriz g e raio da base r. Determine
a distancia do vértice do cone a um plano que o secciona paralelamente a sua
base de modo que os dois solidos obtidos tenham superficies totais equivalentes.

A altura de um cone de revolugao e o raio da base medem / ¢cm e 5 cm, respecti-
vamente. A que distancia do vértice devemos tragar um plano paralelo & base do
cone de modo que o volume do tronco de cone seja média geométrica entre o
cone dado e o cone menor formado?

Um cone tem 320 « m? de 4rea total e /2 m de altura. Calcule o volume e a drea
lateral do tronco obtido pela sec¢do desse cone por um plano paralelo a base e
distante 9 m dessa base.

O volume de uma pirdmide é V e a aresta lateral é f. Ache um ponto da aresta,
tal que o plano paralelo a base, passando por ele, determine uma pirdmide de
volume V’.

Uma pirdmide tem o volume V = 15 dm?® e uma de suas arestas (laterais) mede
32 cm. Pelo ponto A (dessa aresta lateral), & distancia de 4 cm do vértice da pira-
mide, conduz-se o plano paralelo a base (da pirdmide). Calcule o volume de cada
um dos solidos obtidos por esse plano.

A geratriz de um cone mede 4 m. A que distancias do vértice se devem tragar,
sobre a geratriz, planos paralelos a base do cone de modo que o cone fique divi-
dido em 3 solidos de volumes 2 m?, 3 m* e 5 m??

Uma pirdmide triangular regular tem de aresta lateral /0 dm e para apotema da
base 3 dm. Corta-se essa pirdmide por um plano paralelo a base e cuja distancia
ao vértice é 4 dm. Calcule o volume do tronco de piramide obtido.

Dada uma pirdmide de /2 metros de altura, a que distancia do vértice devemos
passar dois planos paralelos a base para obter trés volumes iguais?
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Corta-se um tronco de pirdmide de bases paralelas por um plano paralelo as ba-
ses e cuja relagdo das distidncias a essas bases é m : n. Ache a area da secg¢do,
conhecendo as areas B e b do tronco.

Solugio

Hy-H, _ m

H, - H, n

Ho_ o b
H, Jx X

H /B /B
H3 _ \1_ = H, = \’_ H,
2 VX VX

Substituindo H, ¢ H; em (1):

i
Hz—iﬁz -
Jx m VX — vb m
\/ﬁ =T=>ﬂ—27=>
H, - H,
VX

m\'B + n\b =

= n\!r)g(—n\fli = m\!‘B—m\"';( = (m + n)\’x =
- I — -,
myB + nyb (m\JB+n\sb ‘
= \/;z—— = X = |——
m + n m + n
myB + nyb\2
Resposta: |[———| .
m + n

A que disténcia do vértice de uma pirdmide estdo situadas duas sec¢des feitas por
planos paralelos 4 base da pirdmide, cujas areas sdo 49 m? e 64 m?, respectiva-
mente, e sendo 30 m a distancia entre elas?

A altura de uma pirdmide € dividida em seis partes iguais e pelos pontos de divi-
sdo sdo tracados planos paralelos a base. Sabendo que a area da base é 360, de-
termine a soma das areas das cinco sec¢des da piramide pelos referidos planos.

Como deve ser dividida a altura de uma pirdmide, paralelamente a base, para
obter duas partes de volumes iguais? Generalize para n partes equivalentes.

A aresta lateral PA de uma pirdmide mede /2 m. Que comprimento devemos to-
mar sobre essa aresta, a partir do vértice, para que um plano paralelo a base divi-
da a pirdmide em dois s6lidos cujos volumes sdo proporcionais a 3 e 4?
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A que distancias do vértice se devem tragar, sobre a altura de um cone, planos
paralelos a base do cone, de modo que o cone fique dividido em 3 sé6lidos de vo-
Jumes iguais, sendo 2/ m a altura do cone?

A aresta lateral PA de uma pirdmide mede 20 m. Que comprimento devemos to-
mar sobre essa aresta, a partir do vértice, para que dois planos paralelos a base
dividam a pirdmide em trés solidos cujos volumes sdo proporcionais a 4, 5 e 6?

Dois planos paralelos a base de uma piramide dividem-na em trés sélidos, que,
considerados a partir do vértice da piramide, tém volumes diretamente propor-
cionais aos numeros 27, 98 e 91. Calcule as distancias dos dois planos secantes
ao da base, sabendo que a altura da piramide é igual a /2 cm.

E dado o cone circular reto cujo raio da base tem comprimento r e cuja geratriz
faz com o plano da base um angulo de 60°. Determine a que distdncia do vértice
deve ser tracado um plano paralelo a base para que a area total do tronco de co-
ne, assim determinado, seja igual a 7/8 da superficie total do cone.

A éarea lateral de uma pirdmide regular de base quadrada é 240 m°. O compri-
mento do lado da base é 3/2 da altura. Conduz-se um plano paralelo ao plano
da base; a secgdo esta a //4 da altura, a partir do vértice. Qual a area da secgdo?

A que distancia do vértice de um cone circular reto de raio R e geratriz g se deve
passar um plano paralelo & base, de modo que a area da secgdo seja igual a da
superficie lateral do cone?

Um cone circular tem raio 2 m e altura 4 m. Qual é a drea da seccdo transversal,
feita por um plano, distante / m do seu vértice?

Dado um tronco de cone reto, cuja altura € igual a 3 m e cujas bases tém raios
4 m e I m, respectivamente, divida esse tronco de cone por um plano paralelo
as bases, de maneira que o volume da parte adjacente a base maior seja equiva-
lente a &8 vezes o volume da outra parte.

Conhecidos os raios r ¢ R das bases de um tronco de cone de bases paralelas,
determine o raio de uma sec¢do paralela as bases, tal que divida o tronco em duas
partes cujos volumes estdo na razdo a : b.

Secciona-se um tronco de pirdmide de bases paralelas por um plano paralelo as
bases, de modo que a razdo entre os volumes dos sélidos obtidos é p/g. Ache
a drea da sec¢do, conhecendo as dreas B e b das bases do tronco.

Consideremos a pirdmide regular SABC de altura H, tendo por base o tridngulo
equilatero ABC de lado a. Seja r o raio do circulo inscrito nesse tridngulo. A que
distancia x do vértice devemos seccionar a pirdmide por um plano paralelo a ba-
se, de modo que a drea da sec¢do 4'B'C’ seja igual a drea do circulo inscrito
em ABC?
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A geratriz AB de um tronco de cone mede /3 m e os raios das bases 3 me 8 m,
respectivamente. A partir do ponto B, pertencente a base maior, que comprimen-
to devemos tomar sobre AB para que um plano paralelo as bases seccione esse
tronco, determinando, na parte superior do tronco dado, outro tronco de cone
1612w
de volume ——=— m??
27
Determine a relagao entre os volumes de dois troncos de pirdmides de igual altura

obtidos da secgdo por um plano paralelo as bases de um tronco de pirdmide de
bases paralelas, sendo @ e b as areas das bases do tronco de pirdmide primitivo.

As bases de um tronco de pirdmide sdo quadrados de lados 24 cm e 12 cm, sendo
a altura do tronco 36 cm. Um plano intercepta o tronco de pirdmide no ponto
de intersecdo de suas diagonais, paralelamente as bases. Calcule o volume dos
dois sélidos obtidos.

Um plano secciona uma piramide onde uma de suas arestas mede /2 cm. Sendo
esse plano paralelo a base da pirAmide e 3/5 a razdo entre os volumes da pirdmi-
de menor e tronco de piramide, determine as medidas dos segmentos em que a
aresta fica dividida por esse plano.

Dois planos paralelos as bases de um tronco de cone de raios r € R seccionam
o tronco, dividindo-o em trés sélidos de volumes iguais. Determine a relagao en-
tre as areas das secgoes.

Conceito

Consideremos:

um prisma ilimitado;
dois planos, ndo paralelos, se-

cantes a esse prisma; // / //
a intersecdo desses dois planos @ roL
externa ao prisma ilimitado.
(8 /
75 -
/ / // A
! /

Nessas condigdes, o sélido que é
a reunido das duas secgdes com a parte
do prisma ilimitado compreendida en-
tre os dois planos é chamado fronco de
prisma.

As secgoOes sao as bases do tron-
co de prisma.

tronco de
prisma
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Volume de um tronco de prisma triangular

Sdo dados:
a 4rea de uma sec¢do reta = S
as medidas a, b e ¢ das arestas laterais.

1°) Tronco de prisma triangular com uma base perpendicular as
arestas laterais

. ~ ; iramide
Essa base é sec¢do reta e tem area S. - P

prisma

Com a decomposicdo indicada na figura, temos:
Volume do tronco = Volume do prisma + Volume da pirdmide
ou seja:

sendo

a) h, temos:

(c—a) + (b -

<

B, = Area do trapézio =

1 -a+(b-a

V=S8§. + .
a 3 > h - h,
. h- h,
e considerando que S = 5 vem
h-h
V=S-a+%(b+c—2a) 2 =S~a+%(b+c—2a)-$=S<7a+l3)+c>
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2°%) Tronco de prisma triangular qualquer

O plano de uma seccao reta (de
area S) divide o tronco de prisma em

dois do tipo considerado acima.
Z1
V=V +V, N L
V=S.x‘+y‘+z‘+s.x2+y2+zz= '- /
3 3 -
X, 2
| ¢ +b+c
vV=S.|- -
L) =
L
Conclusdo

O volume de um tronco de prisma triangular ¢ o produto da drea
da seccdo reta pela média aritmética das arestas laterais.

Conceito

Consideremos:

um cilindro circular ilimitado;

dois planos nao paralelos, secan-
tes a esse cilindro;

a intersecdo desses dois planos !
externa ao cilindro ilimitado. I
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Nessas condigdes, o sélido que é a reunido das duas sec¢des com a parte
do cilindro ilimitado compreendidas entre os dois planos é chamado tronco de
cilindro circular.

O segmento com extremidades nos centros das secgdes € o eixo.

Volume e drea lateral

Dado um tronco de cilindro circular de raio r e eixo e, podemos obter
um cilindro circular reto que lhe é equivalente e tem mesma 4area lateral.

Assim, temos para o tronco do cilindro:
V=YV

At = Acilingre = Ar = 27T - €

= V =gr2-¢

cilindro

9. Um prisma triangular regular ¢ seccionado por um plano ndo paralelo 4 sua base,
obtendo-se um tronco de prisma cujas arestas laterais medem 3 cm, S cme 7 cm,
respectivamente. Sendo 5 ¢m a medida da aresta da base, determine o volume
desse tronco de prisma.
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870.

871.
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Calcule o volume dos troncos cujas medidas estao indicadas nas figuras abaixo.
a) tronco de prisma triangular b) tronco de cilindro

I

0,5cm
8,0 cm

o]
|

Represente através de expressdes algébricas o volume dos troncos cujas medidas
estdo indicadas nas figuras abaixo.

a) tronco de prisma triangular b) tronco de cilindro

/

Determine o volume de um tronco de prisma, sabendo que sua base ¢ um tridngu-
lo equilatero de lado /0 c/m e a soma das arestas laterais € 24 c¢mn.

As medidas das geratrizes maior € menor de um tronco de cilindro de revolucao
sao, respectivamente, /0 cm e 8 cm. Determine a medida do raio da secgdo reta,
sabendo que a area lateral do tronco de cilindro mede 54 7 cm”.

A seccdo reta de um tronco do prisma triangular de volume V ¢’ tem érea de
B c¢m?. Duas arestas laterais sdo @ e b. Determine a outra.

Calcule a medida da area lateral e do volume de um tronco de cilindro de revolu-
¢do cuja area da base mede 36 m cm?, sendo seu eixo igual ao didmetro da base.

Demonstre que o volume de um tronco de prisma triangular é igual ao produto
da drea da secgdo reta pela distdncia dos centros de gravidade das duas bases.
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Um cilindro circular reto € cortado por
um plano nao paralelo a sua base, re-
sultando no solido ilustrado na figu-
ra. Calcule o volume desse sélido em
termos do raio da base », da altura ma-
xima AB = a e da altura minima
CD = b.

Uma sec¢do plana que contém o eixo de um tronco de cilindro é um trapézio cu-
jas bases menor e maior medem, respectivamente, 4 cim ¢ H cm. Duplicando a

. ] N .
base menor, o volume sofre um acréscimo de K3 em relagdo ao seu volume original.

Determine H em funcao de A.

Na figura abaixo representamos: dois planos, « € 8, cuja intersecdo é a reta r e
o angulo entre eles ¢ 45 °; uma reta s perpendicular ao plano «, tal que a distancia
entre as retas r e s € igual a 40 cm e um cilindro de raio 5 cm, cujo eixo ¢ a reta
s. Determine o volume do tronco de cilindro, limitado pelos planos « e 8.
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CAPITULO XIV ]

Neste capitulo apresentaremos sob forma de problemas a inscri¢do e a
circunscri¢do dos sélidos mais comuns: prisma, pirdmide, poliedros em geral,
cilindro, cone e esfera.

Esfera inscrita em cubo
Calculo do raio (r) da esfera inscrita num cubo de aresta a.

Solu¢ao

2
N

O diametro da esfera € igual & aresta do cubo.
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Esfera circunscrita ao cubo

Calculo do raio (R) da esfera circunscrita a um cubo de aresta a.

Solu¢ao

()

O didmetro da esfera é igual a diagonal do cubo.

2R = a3 — R=%

Determine o volume de uma esfera inscrita em um cubo de / dm de aresta.
Determine o volume de uma esfera circunscrita a um cubo de /2 ¢m de aresta.
Determine o volume de um cubo inscrito em uma esfera de 8 cm de raio.

Determine a area lateral e o volume de um cubo circunscrito a uma esfera de
25w em? de superficie.

Determine o volume de uma esfera circunscrita a um cubo cuja drea total me-
de 54 cm?.

Determine. o volume de um cubo inscrito em uma esfera cujo volume mede
2,304 T cm’.

Determine a razdo entre a area da esfera e a do cubo inscrito nessa esfera.

Calcule a razéo entre os volumes de dois cubos, o primeiro inscrito e o segundo
circunscrito a uma mesma esfera.

301



INSCRICAO E CIRCUNSCRICAO DE SOLIDOS

Determine a razao entre o volume da esfera inscrita e da esfera circunscrita a um
cubo de aresta a.

Calcule o volume de um cubo inscrito em uma esfera cujo raio mede r.

Determine o volume de um cubo inscrito em uma esfera em fun¢do da medida
A da superficie da esfera.

Determine o volume de um cubo inscrito em uma esfera em fun¢do da medida
V' do volume da esfera.

Determine a drea da superficie esférica circunscrita a um cubo, em fung¢do da me-
dida A4 da 4rea total do cubo.

Determine a distancia do centro de uma esfera inscrita em um cubo a um dos
vértices do cubo, sabendo que a superficie da esfera mede 54,76 = cm?.

Determine a diagonal de um cubo circunscrito a uma esfera na qual uma cunha
de 60° tem area total igual a 60w cm?.

Uma esfera estd inscrita em um cubo. Calcule o volume do espaco compreendido
entre a esfera e o cubo, sabendo que a drea lateral do cubo mede /44 = cm?.

Cada vértice de um cubo € centro de uma esfera de raio igual a 4 ¢m; sendo 8 cm
a medida da aresta do cubo, calcule o volume da parte do cubo exterior as esferas.

Esfera circunscrita ao octaedro regular

Célculo do raio (R) da esfera circunscrita a um octaedro regular de

aresta a.

.
N

O diadmetro da esfera ¢ igual a diagonal do octaedro (diagonal do

quadrado).
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Esfera inscrita em um octaedro regular
Calculo do raio (r) da esfera inscrita num octaedro regular de aresta a.

Solu¢ao

O raio da inscrita € a altura OH do triangulo retangulo AOM.
Aplicando relagdes métricas no AAOM (hipotenusa X altura = produ-
to dos catetos):
ay3 s a2 a a6
2 2 2 6

Nota: A distancia entre duas faces paralelas do octaedro regular é 2r.

Calcule o volume de um octaedro regular inscrito em uma esfera de volume igual
a36wcm’.

Determine o volume compreendido entre uma esfera de raio » e um octaedro re-
gular inscrito nessa esfera.

Determine a area total do octaedro regular inscrito em uma esfera cujo circulo
mdaximo tem 36 m cm? de area.

Duas esferas sdo circunscrita € inscrita em um mesmo octaedro. Calcule a razio
entre seus volumes.
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Calcule o perimetro P e a drea S da sec¢do produzida num octaedro regular cir-

cunscrito a uma esfera de 6 dm de didmetro pelo plano que contém o centro
dessa esfera e que é paralelo a uma das faces do octaedro.

Dada uma esfera de 62 m de didmetro, considere o octaedro regular nela ins-
crito, bem como o plano paralelo a duas faces opostas do octaedro, tal que suas
distancias a essas duas faces sejam diretamente proporcionais aos nimeros / e
2. Calcule a area da sec¢do que o plano considerado produz no octaedro regular.

Propriedade

“Num tetraedro regular, a soma das distdncias de um ponto inte-
rior qualquer as quatro faces é igual a altura do tetraedro.”

Demonstrac¢do

Sendo 7 um ponto interior; x, y,
z e t as respectivas distancias as faces
ABC, ABD, ACD ¢ BCD, devemos pro-
var que:

x+y+z+t=h

em que h ¢ a altura do tetraedro.

De fato, a soma dos volumes das
pirdmides JABC, IABD, IACD e IBCD
¢ igual ao volume de ABCD.

Sendo § a drea de uma face do
tetraedro, vem:

1 1 1 1 1
—Sx + —Sy + —-Sz + =St =—
3T Y T T 3 Sh
entao:

X+y+z+t=h
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Esfera inscrita e esfera circunscrita ao tetraedro regular

Calculo do raio da esfera inscrita (r) e da esfera circunscrita (R) a um
tetraedro regular de aresta a.

Solucao

Sendo o centro (O) um ponto interior do tetraedro regular, para ele vale
a propriedade acima, isto €:

X+y+z+t=hecomo x=y=2z=1=r vem

1
4r = h = —h
= T 4
e como R + r = h, entdo:
R = > h.
4
a\g a\-6 a\5
Sendo h = t : = R = X
endo 3 emos: r 12 e y

Esfera tangente ds arestas

O raio da esfera tangente as arestas de um tetraedro regular é média geo-
métrica (ou média proporcional) entre os raios das esferas inscrita e circunscri-
ta a0 mesmo tetraedro.

Solu¢ao
R, r e x sdo os respectivos raios

das esferas circunscrita, inscrita e
tangente.

AAMO~ANEO=>%=_X_=>

= x2=R-.r
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Um tetraedro regular é inscrito numa esfera de /2 cm de didmetro. Qual o volu-
me do tetraedro?

Um tetraedro regular é circunscrito a uma esfera. Se a drea da superficie da esfe-
ra é 3 ™ m?, calcule o volume do tetraedro.

Determine a area total e o volume de um tetraedro regular circunscrito a uma
esfera de raio R.

Determine o volume da esfera inscrita num tetraedro regular de aresta a.

Calcule a area da superficie da esfera circunscrita a um tetraedro regular de
aresta a.

Calcule as 4reas e os volumes das esferas inscrita e circunscrita a um tetraedro
regular de aresta a.

Determine a medida da aresta de um tetraedro regular em func¢do do volume V
da esfera circunscrita.

Em uma esfera inscreve-se um tetraedro regular e neste tetraedro regular inscreve-se
uma nova esfera. Determine a relagdo entre as superficies das esferas.

Em um tetraedro regular inscreve-se uma esfera e nesta esfera inscreve-se um no-
vo tetraedro regular. Determine a relagdo entre os volumes dos dois tetraedros.
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Tetraedro regular e octaedro regular

Calculo da aresta (x) do octaedro regular determinado pelos pontos mé-
dios das arestas de um tetraedro regular de aresta a.

Solu¢ao

a = aresta do tetraedro
x = aresta do octaedro

M e R sdo pontos médios dos lados do AABC: x = %.

Cubo e octaedro regular

Cédlculo da aresta (x) do octaedro determinado pelos centros das faces
de um cubo de aresta a.

Solucio

aresta do cubo
aresta do octaedro

2212+<i)2 :a\2
X (2) 2) T

= [
(I
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Octaedro regular e cubo

Calculo da aresta (x) do cubo determinado pelos centros das faces de
um octaedro regular de aresta a.

Solugao
a
2
3
El J2
2
a = aresta do octaedro x = aresta do cubo

Os centros das faces do octaedro sdo baricentros dessas faces, entao:
2 ay2 a+2

XT3 Ty TR T

Cubo e tetraedro regular

Calculo da aresta (x) do tetraedro regular com vértices nos vértices de
um cubo de aresta a.

Solugao
B, c,
ACB, D, é tetraedro regular /
a = aresta do cubo Ay — — D,
Xx = aresta do tetraedro
.r-
X = a\'2 3
P -t|7 7 C
A D
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Dado um tetraedro regular de aresta a, determine:

a) a aresta do octaedro cujos vértices sao pontos médios das arestas do tetraedro;

b) a aresta do cubo cujos vértices sao centros das faces do octaedro obtido acima;

¢) a aresta de um novo octaedro, cujos vértices sdo centros das faces do cubo
obtido acima.

Determine o volume de um tetraedro inscrito num cubo de 3 /n de aresta.

O segmento AB de medida 8 ¢/n é uma das diagonais de um octaedro regular.
Calcule a area total do hexaedro convexo, cujos vértices sdo os pontos médios
das arestas do octaedro dado.

Calcule a razdo entre as areas totais 4 e B, respectivamente, de um cubo e do
octaedro regular nele inscrito.

Escolha 4 dos vértices de um cubo, de modo a formar um tetraedro regular. Sen-
do V o volume do cubo, qual o volume desse tetraedro?

Dado um tetraedro regular, estude o poliedro P que tem como vértice os pontos
médios das arestas do tetraedro. Se ¢ é o lado do tetraedro, calcule a area total
e o volume de P.

Dado um cubo de aresta igual a f, considera-se o octaedro que tem por vértices
os centros das faces do cubo. Calcule a area da superficie esférica inscrita no oc-
taedro.

Dados um cubo e um tetraedro regular nele inscrito, considere a plano que con-
tém o centro do cubo e que € paralelo a uma das faces do tetraedro. Calcule a
razdo entre as areas das sec¢oes que esse plano produz nos dois sélidos dados.
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Prisma inscrito em cilindro

Eles tém a mesma altura. Basta trabalhar nas bases.

)

O raio da base do cilindro
é o raio da circunferéncia
circunscrita a base do
prisma.

< o/
Base
Cilindro inscrito em prisma
)
O raio da base do cilindro
é o raio da circunferéncia
inscrita na base do pris-
ma.
Base
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Um prisma regular hexagonal esté inscrito num cilindro equilatero. Qual é a ra-
zao entre as areas laterais do prisma e do cilindro?

Determine o volume de um cilindro circunscrito ao cubo cujo volume é 343 cm’.

Em um prisma triangular regular se inscreve um cilindro. Que relagao existe en-
tre as areas laterais desses dois solidos?

Calcule o volume do sélido que se obtém quando de um cubo de aresta 5 cm reti-
ramos um cilindro de didmetro 3 cm.

Calcule o volume do cilindro inscrito num prisma reto, de altura /2,5 cm, cuja
base ¢ um losango de diagonais 8 cm e 6 cm.

Determine o volume de um cilindro de revolu¢ao circunscrito a um prisma trian-
gular de /2 ¢m de altura, sendo a base do prisma um tridngulo isosceles cujo an-
gulo do vértice mede 30°, sendo 5 cm a medida da base do triangulo.

Um cilindro de 30 cm de diametro estd inscrito em um prisma quadrangular regu-
lar de 20 cm de altura. Determine a diferen¢a entre a drea lateral do prisma e
a area lateral do cilindro.

Em um cilindro circular reto de raio R e altura 4, inscreva um paralelogramo re-
tangulo de base quadrada e calcule a 4rea total desse paralelepipedo.

Consideremos um prisma hexagonal regular de altura 4, cujo lado da base mede
a, e um cilindro inscrito e circunscrito a esse prisma.

a) Calcule a area lateral e o volume do prisma.
b) Calcule a area lateral e o volume de cada um dos cilindros.
¢) Determine a razao entre as areas laterais e os volumes dos dois cilindros.
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312

Pirdmide inscrita em cone

O raio da base do cone é
o raio da circunferéncia
circunscrita a base da pi-
ramide.

Base

Cone inscrito em piramide regular

O raio da base do cone ¢
0 apdtema da base da pi-
ramide. A geratriz do co-
ne ¢ o apdtema da pira-
mide.

Base

A érea total de um cone reto é 96 = ¢cm? e o raio da base mede 6 ¢cm. Determine
o volume do cone e da pirdmide de base quadrada inscrita no cone.

Uma pirdmide quadrangular regular esta inscrita em um cone de revolugdo. O

perimetro da base da piramide mede 20 2 ¢m. Calcule a altura do cone, saben-
do que a sua geratriz tem o mesmo comprimento da diagonal da base.
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Determine a area lateral e o volume de um cone circunscrito a uma piramide, sa-
bendo que a altura da pirdmide de base quadrada é o triplo do lado da base ¢
que o lado da base mede a.

Um cone reto tem por base um circulo circunscrito a um hexagono regular. O
apotema do cone é 0s 5/3 do lado do hexdgono regular e a soma da geratriz com
esse lado € /6 m. Determine o apotema do cone ¢ o lado do hexdgono, bem como
o volume da pirdmide que tem por base o hexdgono regular e por vértice, o vérti-
ce do cone.

O raio de um cone ¢ igual ao raio de uma esfera de /44 = cm? de superficie, a

geratriz é 0s 5/3 do raio. Determine a razdo entre os volumes de ambos os solidos
e o volume da piramide regular de base hexagonal inscrita no cone.

Prisma inscrito em piramide

Caso o prisma seja inscrito na pirdmide, destacar as semelhangas:

AADE ~ AABC;
AEFC ~ AABC;
AADE ~ AEFC.

Nota: Se tivermos cilindro inscrito em pirdmide, basta circunscrever ao
cilindro um prisma.
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Uma pirdmide regular de base quadrada tem o lado da base igual a / e a altura
igual a . Seccione-a com um plano paralelo a base de modo que o prisma, que
tem por bases a sec¢do da piramide com o plano considerado e a projecio orto-
gonal dessa sec¢do sobre a base da pirdmide, tenha superficie lateral 452, Obte-

nha a distdncia da sec¢do ao vértice da piramide.

Solu¢do

.-

T2
2

Sendo x a distancia pedida e y a aresta da base do prisma, vem:

Area lateral = 482 — 4.yth—x) = 482 = y(h—-x) =82 (1)

y 2
{ 2 .
Da semelhanga: — = L =y =
h W2 h
2
2 2 A hi] - 2
Em(l):%(h—x) =S8=2x"—hx+Sh=0= \:41(?@

Condi¢do: h—4S* > 0 = h > 452,
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Determine o volume do octaedro cujos vértices sdo os pontos médios das faces
do paralelepipedo reto-retdngulo de dimensdes a, b, c.

Dada a medida ¢ da aresta de um cubo, determine a area lateral e o volume de
uma pirdmide que tem para base uma face do cubo e para vértice o centro da
face oposta.

. Calcule o volume do cubo inscrito numa pirdmide quadrangular regular a 6 m
de altura e 3 m de aresta da base, sabendo que o cubo tem vértices sobre as ares-
tas da piramide.

Da-se a altura # de uma piradmide regular de base quadrada e constroi-se sobre
a base um cubo, de modo que a face oposta a base corte a pirdimide num quadra-
do de lado a. Calcule o lado da base da pirdmide.

- Um prisma quadrangular regular de /12 J2 m? de érea lateral esta inscrito num

octaedro regular de 32 \.G m? de area total. Calcule o volume do prisma, saben-
do que seus vértices pertencem a arestas dc octaedro.

Num paralelepipedo retangulo a, b, c, assinalemos os pontos médios de todas
as arestas e unamos dois a dois aqueles pontos médios que pertencem a arestas
concorrentes num mesmo vértice. Suprimindo os oito tetraedros que ficam assim
determinados nos triedros do paralelepipedo, obtém-se um poliedro. Determine
o volume desse poliedro em funcdo de a, b, c.

Prove que o volume do tetraedro regular € a ter¢a parte do paralelepipedo cir-
cunscrito.

Determine a razdo entre o volume de um octaedro regular e o volume de um cilin-
dro equilatero circunscrito a esse octaedro.

Um vaso cilindrico cujo raio da base é r e cuja altura € 2r esta cheio de dgua.
Mergulha-se nesse vaso um tetraedro regular até que sua base fique inscrita na
base do cilindro. Ha transbordamento da dgua. Retirando-se o tetraedro do va-
so, qual é a altura da coluna de 4gua?
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Cilindro circular reto inscrito em cone reto

A
H-h ¢
6
H D E
h G-g
L ¢
C B F ,—R-r
R
Usando os elementos indicados nas figuras, temos:
AADE ~ AABC & _r _H-h
= G R q
G-g _ R-r h
AEFC ~ AABC = =
e G = T
AADE ~ AFFC — — & T _ H-h
G-g R-r h

Nota: Caso se tenha prisma inscrito em cone, basta circunscrever um
cilindro ao prisma.
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Determine o volume do cilindro equilétero inscrito num cone de revolugdo, sen-
do 24 ¢m a altura do cone e /2 ¢m o raio da base do cone.

Calcule a razdo entre o volume de um cone equildtero de raio R e o do cilindro
de revolucdo nele inscrito cuja geratriz seja igual ao raio da base.

E dado um cone cujo raio da base é R e cuja altura é A. Inscreva um cilindro
de modo que a drea lateral deste seja igual & drea lateral do cone parcial, determi-
nado pela base superior do cilindro.

Em um cone de geratriz g e altura A, inscrevemos um cilindro determinando um
cone menor cuja base coincide com uma base do cilindro. Obtenha a altura do
cilindro, sabendo que a area lateral do cone menor € igual a area lateral do cilindro.

Inscreva um cilindro num cone dado de raio R e apotema G, de modo que a area
lateral do cone que esta acima do cilindro seja igual a area da coroa cujas circun-
feréncias sdo a base do cilindro e a do cone.

Um cilindro de revolugdo tem raio R e altura 2R. No seu interior constroem-se
dois cones, cada um tendo por vértice o centro de uma das bases do cilindro e
por base a base oposta do cilindro. Calcule a por¢do do volume do cilindro exte-
rior aos dois cones.

Em um cone de revolugdo inscrevemos um cilindro cuja altura é igual ao raio
da base do cone. Determine o dngulo que o eixo do cone ¢ sua geratriz formam,
sabendo que a superficie total do cilindro e a area da base do cone estdo entre
si como 3/2.

Um cone e um cilindro tém uma base comum, e o vértice do cone se encontra
no centro da outra base do cilindro. Determine a medida do 4ngulo formado pe-
I eixo do cone e sua geratriz, sabendo que as superficies totais do cilindro e do
cone estdo entre si como 7/4.

Em um cone cuja geratriz g forma com o plano da base um 4dngulo «, inscreve-
mos um prisma regular quadrangular; sendo as arestas laterais do prisma con-
gruentes, determine a superficie total do prisma.

Um cone de revolugdo tem o vértice no centro de uma face de um cubo de aresta
a e a base circunscrita a face oposta do cubo. Determine a diferenca entre o volu-
me do cubo e o volume do cone.
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Cilindro circunscrito a uma esfera

O cilindro circunscrito a uma es-
fera é um cilindro equildtero cujo raio
da base ¢ igual ao raio da esfera.

h = 2r

Cilindro inscrito numa esfera /—\

O raio da base r ¢ a altura / de
um cilindro inscrito numa esfera de raio
R guardam entre si a relagdo:

1) + h? = QRQ

=0

\__/

Nota: Tendo a esfera e um prisma, basta considerar um cilindro inscri-
to ou circunscrito ao prisma.

C
|
/_)/\ /_\ | !
. (‘) A, | -
. 1\ : ‘
L — '
/ ¥ - A _
h
0! | |
| 1
A .
/ !I |
\ 7l
7/ ] 1
e TN . . ’
e N Ry
AN~ 1 M Ak -
B1 - //'
Fand’
BZ
Note o cilindro. Note o cilindro. A altura é o didmetro.
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Uma esfera esta inscrita em um cilindro de 150 © ¢m? de 4rea total. Determine
a area e o volume dessa esfera.

Determine a drea total de um cilindro equilatero circunscrito a uma esfera de su-
perficie 400 = m?°.

Determine a drea de uma esfera inscrita em um cilindro de revolugdo cuja sec¢do
meridiana tem 225 ¢m? de area.

Determine o volume da esfera inscrita no cilindro de volume 18 cm’.

Determine a razdo entre os volumes de uma esfera e do cilindro equildtero nela
inscrito.

Um cilindro esté circunscrito a uma esfera. Determine as razdes da superficie e
do volume da esfera para a superficie e o volume do cilindro.

Determine a altura de um cilindro inscrito em uma esfera de raio r, sendo 2 7 @°
a area total do cilindro.

Determine a razdo entre o volume de um cilindro equildtero circunscrito e o volu-
me de um cilindro equildtero inscrito em uma esfera.

Em uma esfera de raio r, inscrevemos um cilindro de modo que o raio da esfera
seja igual ao didmetro do cilindro. Calcule a area lateral, a area total € o volume
do cilindro em fung¢do de r.

Determine o volume compreendido entre uma esfera e um cilindro, sabendo que
o cilindro esta circunscrito a esfera e que a area total do cilindro somada a drea
da esfera é 160 © cm?.

Determine o volume de um cilindro equildtero circunscrito a uma esfera, sa-
bendo que o cilindro equildtero inscrito nessa mesma esfera tem volume igual
a 250 cm’.

Em uma vasilha de forma cilindrica colocamos uma esfera de raio R. Sabendo
que o raio da base da vasilha mede r, responda: em quanto se elevara o nivel da
4gua contida na vasilha, sabendo que a esfera estd totalmente submersa na dgua?

A érea lateral de um cilindro reto é 48 = cm? e sua altura é 8 cm. Sabendo que
o cilindro estd inscrito em uma esfera, determine o raio da esfera e a relagio entre
o volume do cilindro e o volume da esfera. Calcule ainda a relagao entre o volu-
me do cilindro equilatero inscrito nessa mesma esfera e o volume do cilindro con-
siderado.
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Inscreva um cilindro circular reto de area lateral = > numa esfera de didmetro
d. Discuta.

Prove que a area total de um cilindro equilatero é igual & média aritmética das
areas das esferas inscrita e circunscrita ao cilindro.

Num cilindro de raio r inscreve-se uma esfera. Mostre que a razio entre o volume
da esfera e o do cilindro ¢ 2/3.

Calcule a area total do prisma hexagonal regular de 8 m de altura, inscrito numa
esfera de /10 m de diametro.

Em uma esfera de raio R, inscrevemos oito esferas iguais. Sabendo que cada es-
fera tangencia outras trés e tangencia a esfera maior, determine os raios das esfe-
ras inscritas considerando que os seus centros sdo os vértices de um cubo.

Seis esferas de mesmo raio 4 ¢m tém por centros os centros das faces de um cubo
e sdo tangentes exteriormente, cada uma, a outras quatro. Calcule o raio da esfera
tangente exteriormente a essas seis esferas.

No interior de um cubo regular de aresta a, existem 9 esferas de mesmo raio r.
O centro de uma dessas esferas coincide com o centro do cubo e cada uma das
demais esferas tangencia a esfera do centro e trés faces do cubo. Exprima a em
fun¢do de r.

Uma esfera de raio R estd colocada em uma caixa cuibica, sendo tangente as pare-
des da caixa. Essa esfera ¢ retirada da caixa e em seu lugar sdo colocadas &8 esfe-
ras iguais, tangentes entre si e também as paredes da caixa. Determine a relagdo
entre o volume nio ocupado pela esfera tinica e o volume ndo ocupado pelas 8
esferas.

Demonstre que a afirmativa abaixo é verdadeira:

Inscreve-se um cubo C em uma esfera E. Nesse cubo inscreve-se uma esfera E’.
Inscreve-se um novo cubo C' na esfera E’. A area total do cubo C’ € 2S/3,
em que S é a area da esfera E.

Num cubo esta inscrita uma esfera de raio R. Calcule a area lateral do cone reto
cuja base esta circunscrita a uma das faces do cubo e cujo vértice é o centro da
esfera.

Em um prisma regular quadrangular inscrevemos uma esfera, de tal maneira que
tangencia todas as faces do prisma. Nesse prisma circunscrevemos uma outra es-
fera. Determine a relagdo entre os volumes das duas esferas.

Tomam-se dois vértices opostos de um cubo e pelos pontos médios das seis ares-
tas que ndo passam por esses vértices traga-se um plano secante que divide o cubo
em dois sélidos e em cada um desses sélidos inscrevemos uma esfera. Dado que
essas esferas tangenciam trés faces do cubo e o plano secante, determine a rela-
¢do entre o volume de cada esfera e o volume do cubo.
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Esfera inscrita em cone reto

O ¢ o centro da esfera inscrita (OC é bissetriz).

E ¢ o centro da circunferéncia segundo a qual a superficie conica tan-
gencia a esfera.

D ¢ o ponto de tangéncia.

AADO ~ AABC x _r _H-r
= a R G

x ¢ calculado no A4DO retangulo em D:

x2=MH-r2-1r2 = x = JHMH - 2r).

Nota: Caso se tenha esfera inscrita em pirdmide, basta considerar um
cone inscrito na pirdmide e a esfera inscrita no cone.

S

B

Note a analogia com o caso acima. Note os pontos K, Fe M.
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Quando um cone esta circunscrito a uma esfera de raio a, o raio r ¢ a altura A
do cone estio ligados ao raio da esfera pela relagdo:

A 12
a? r2 ah
Solu¢io
A A A
i .
i Jh{h—2a)
' h—a
D h h \p
c—a
B r C
h(h -2 Y s
AADO ~ AABC — P 720 a2 _ h-2a  a
h r h r-
C . h —2a 1 h 2a 1
Dividindo por % BT i el e i
1 1 2
= - = Z
a? r ah

Num cone circular reto de /8 m de altura, inscreve-se uma esfera de 5 m de raio.
Calcule o didmetro da base e a geratriz do cone.

Numa esfera de 6 cm de raio circunscreve-se um cone reto de raio /2 cm. Calcule
a altura e a geratriz do cone.

Calcule o didmetro da esfera inscrita em um cone de revolugdo cujo raio da base
mede /2 cm e a geratriz 20 cm.

Determine o volume de uma esfera inscrita em um cone de 15 cm de apdtema
e 18 cm de didmetro da base.
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Determine a drea da esfera inscrita em um cone equildtero cuja area lateral
mede 50 & cm’.

Determine o volume de uma esfera inscrita em um cone de revolugdo cujo raio
da base mede 6 cm e cuja drea total mede 96 7 cm?.

Uma esfera é inscrita num cone reto, com os elementos:

r — raio da esfera; G — geratriz;
R — raio da base do cone; H — altura.

Resolva os problemas:

a) dados G e R, calcule H e r; ¢) dados H e R, calcule G e r;
b) dados G e H, calcule R e r; d) dados H e r, calcule G e R.

Determine o volume e a édrea lateral de um cone em fungéo da altura # do cone
e do raio r de uma esfera inscrita nesse cone.

Em uma cavidade cOnica, cuja abertura tem um raio de 8 ¢/ e de profundidade
32/3 cm, deixa-se cair uma esfera de 6 ¢/ de raio. Ache a distancia do vértice
da cavidade c¢énica ao centro da esfera.

Uma esfera é colocada no interior de um vaso conico com 55 cm de geratriz

€+ 30 cm de altura. Sabendo que os pontos de tangéncia das geratrizes com a su-
perficie esférica estdo a 3 cm do vértice, calcule o raio da esfera.

Determine o angulo do vértice de um cone, sabendo que a razao entre a superfi-
cie da esfera inscrita e a area total do cone ¢ igual a 4/9.

Determine a altura e o raio da base de um cone de revolucao em fungao do raio
da esfera inscrita r e do raio da esfera circunscrita R, sabendo que a geratriz do
cone mede 5r.

Determine o volume de um cone, sabendo que uma esfera de raio r inscrita no
cone tangencia-o internamente num ponto P de sua geratriz a uma distancia d
do vértice do cone.

Determine a drea de uma semi-esfera inscrita em um cone equildtero, sabendo
que a base do cone contém o circulo maior da semi-esfera e que o raio da base
do cone mede 36 m.

Em um cone inscrevemos uma semi-esfera de tal modo que o circulo maior dessa
semi-esfera estd contido na base do cone. Determine o dngulo do vértice do cone,
sabendo que a superficie do cone e a superficie da esfera estdo entre si como /8/5.

Determine o volume de uma esfera inscrita em um cone de revolu¢io, sabendo

que a base do cone estd inscrita numa face de um cubo de aresta 3a e o vértice
do cone esta no centro da face oposta.
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Prove que a razao entre o volume de qualquer cone (circular reto) e o volume
da esfera inscrita é superior ou igual a dois.

Uma esfera de raio R é tangente as trés faces de um triedro, cada uma das quais
mede 60°. Ache a distancia do vértice do triedro ao centro da esfera.

Em uma pirdmide triangular PABC, as arestas PA, PC e PB sio duas a duas
perpendiculares. Sabendo que as arestas AB ¢ BC medem /0 c¢m e a aresta BP
mede 6 cm, determine o raio da esfera inscrita nessa piramide.

Determine a rela¢do entre o volume de uma piramide regular hexagonal e o volu-
me de uma esfera inscrita nessa piramide, sabendo que a base da pirdmide e cada
face lateral estdo inscritas em circunferéncias de raio r.

Determine o raio de uma esfera inscrita em uma pirdmide regular hexagonal,
sabendo que a aresta da base dessa piramide mede 2 e a aresta lateral mede 6.

Em uma pirdmide regular hexagonal, cujo dngulo diedro da base mede «, ins-
crevemos uma esfera de raio r. Determine a relacdo entre o volume da esfera
e o volume da pirdmide.

Esfera circunscrita a um cone reto

Do tridngulo retdngulo ABC vem:
g2 =2R"-h 2 = h(2R — h)
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Nota: Caso se tenha esfera circunscrita a piramide, basta considerar um
cone circunscrito a pirdmide e trabalhar com o cone e a esfera.

Note a analogia com o caso acima. Note os pontos K e O,.

Calcule a geratriz de um cone reto de raio 6, inscrito numa esfera de diAmetro
12,5.

Solugao
Do tridngulo retdngulo ABC
vem:
25

2 22
g="5h ()

25
h|—-h

)
= 2h¥-25h+ 72 =0 =

62

It

=’hl=83h2=%

Substituindo 4; e A, em (1), temos:

25
=% 8= a=10 g-2 2 = =2

Resposta: A geratriz mede /10 ou 7,5.
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Determine a altura de um cone reto inscrito em uma esfera de raio igual a /8 cm,
sendo a drea lateral do cone o dobro da area da base.

Determine o volume de uma esfera circunscrita a um cone de revolugdo cujo
raio da base mede /0 ¢m e cuja altura mede 20 cmn.

Calcule o volume da esfera circunscrita ao cone equildtero cujo raio da base
éiguala 2.3 cm.

Sendo k& e g os comprimentos, respectivamente, da altura e da geratriz de um
cone, calcule o volume da esfera circunscrita a esse cone.

Determine o volume e a drea lateral de um cone em fungao de sua altura /4 e
do raio R da esfera circunscrita ao cone.

Calcule o raio da base de um cone circular reto, circunscrito a uma esfera de
raio unitdrio, sabendo que o didmetro da esfera € igual ao segmento maior da
seccdo aurea da altura daquele cone.

Dado num plano 7 um tridngulo equilatero ABC de lado ¢, sobre a perpendicu-
lar em A ao plano 7 toma-se um ponto D tal que AD = 2{. Determine a posi-
¢do do centro e calcule o raio da esfera circunscrita ao tetraedro ABCD.

Demonstre que o raio da esfera tangente as seis arestas de um tetraedro regular
¢ média proporcional entre o raio da esfera inscrita ¢ o raio da esfera circunscri-
ta a0 mesmo tetraedro.

Dada a superficie esférica de centro C e raio R, considere um plano passando
pelo centro.

a) Determine a razio entre o volume da esfera e o volume do cone circular reto
inscrito na semi-esfera como na figura ao lado.

b) Determine a razdo entre a area da superficie esférica e a 4rea lateral do mesmo
cone.
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Cilindro equildtero circunscrito a uma esfera

Dada uma esfera de raio r, calcular a drea da base (B), area lateral (4,),
area total (4,) e o volume do cilindro equilédtero circunscrito.

Solucido
Elementos: —

Seja R o raio da base e H a altu- ~ -
ra do cilindro. Entao: ’

R=reH =2r.

Area da base: B = 7r?
Area lateral: A, = 27r - 2r =

= A, = 4nr?
Area total: A, = A, + 2B =
= A = 6wr?

Volume: V=B-H = V =7r2.2r = V = 271}
Cone equilatero circunscrito a uma esfera

Calcular a area da base (B), drea lateral (4,), area total (A4,) e volume
do cone equildtero circunscrito.

Solu¢ao

Seja x a altura e y o raio da base !
do cone.

O ¢ baricentro = x = 3r

AABC = 2y) = y? + Or2 =
=y = 3p

Area da base: B = 7y? =

= B = 3712

Area lateral: A, = 7y - 2y = 27y? = A, = 6712

Area total: A, = A, + B = A, = 6712 4 3712 = A = 97

%B-x:V:

Volume: V = “37qr2-3r=V = 371}

L
3
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Rela¢ées envolvendo cilindro equildtero e cone equildtero
circunscritos @ mesma esfera

a) Entre as areas totais calculadas e a area da superficie esférica

ATcil. = 61!'!'2 ATconc = 97rr2 Aesr_ = 47rr2
Observemos que po= . —!

b) Entre os volumes calculados e o volume da esfera
Vcil. =27} vcone = 37”-3 vcst'. = % mr

Observemos que L= ‘ _J

Rela¢cées envolvendo cilindro equildtero e esfera inscrita
Considerando o cilindro equildtero circunscrito e a esfera, temos:

a) A 4rea lateral do cilindro € igual a area da superficie esférica.

b) A, 4z 2

A, 6rr2 3

at — Acsf. - Vcsf. - _g_
v _;1_7”3 A V. 3
esf. - <
Vo 2 wr 3

Determine a razao entre o volume de um cone equilatero inscrito em uma esfera
e o volume do cilindro equildtero circunscrito & mesma esfera.

Dada uma esfera de raio R:

a) calcule B, A4;, A, e V do cilindro equilatero inscrito na esfera;
b) calcule B, A, A, e V do cone equildtero inscrito na esfera;

c) estabelega uma relagio (a melhor) entre o volume do cilindro, do cone e da
esfera acima.

Prove que a area total de um cone equildtero inscrito em uma esfera é igual a
1/4 da érea total do cone equildtero circunscrito 2 mesma esfera.
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Esfera circunscrita a tronco de cone reto de bases paralelas

—
K
O
N, -

OK ¢é mediatriz da geratriz LM.
Os problemas recaem em circunferéncia circunscrita a trapézio isosceles.

Esfera inscrita em tronco de cone reto de bases paralelas

Condi¢do para o tronco de cone 0,
ser circunscritivel a uma esfera.

g=R+r

Sendo x o raio da esfera, do
triangulo retdngulo AOB vem:

x2=R-r.

Essa conclusdo também pode sair
do ADEF.

Nota: Em problemas que envolvem circunscri¢ao ou inscri¢do de esfera
em tronco de piramide, deve-se primeiro considerar um tronco de cone inscrito
ou circunscrito ao tronco de pirdmide e depois trabalhar com o tronco de cone
e a esfera.
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Num tronco de cone de revolugdo ¢ inscrita uma esfera. Sendo o raio da esfera
de 2 ¢cm, quais devem ser os raios das bases do tronco para que o volume do
tronco de cone seja o dobro do volume da esfera?

Solu¢ao

Do triangulo AOB vem:
R-r=4

Vv =2V

tronco esfera > 4

—%4—(R2+R-r+r2)=

4

=2.T,,.23 —

= R+ Rr+rfP=16 = R2+r1=12
De (1) e (2) vem:

RP4+ 12+ 2Rr=20 = R +r1=2.5) _ B
= R=\5+ler=.5-1
R*+r2—2Rr=4 = R-r=2 |

Resposta: 5 + 1 e S— 1.
Calcule o volume da esfera inscrita num tronco de cone circular reto cujos raios
das bases medem / m e 4 m, respectivamente.

Que relagdo deve existir entre os raios das bases e a altura de um tronco de cone
reto para que o mesmo seja circunscritivel a uma esfera?

Determine a area de um tronco de cone circunscrito a uma esfera de raio R,
sabendo que o volume do tronco € igual ao triplo do volume da esfera.

Determine o volume de um tronco de cone circunscrito a uma esfera de 10 cm
de raio, sabendo que o raio da base maior do tronco é o quadruplo do raio da
base menor.

Determine a area total e o volume de um tronco de cone em fungédo de sua altu-
ra s e da sua geratriz g, sabendo que o tronco circunscreve uma esfera de raio r.
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Determine o volume de uma pirdmide hexagonal regular inscrita em um cone
—
equilatero de volume 943 7/8 cm’.

Exprima, por uma igualdade, que ‘‘o volume do cilindro equildtero é igual a
soma dos volumes da esfera e do cone nele inscritos’’.

Qual a relagao entre os volumes da esfera inscrita em um cilindro equilatero
e do cone cuja base é a base do cilindro, sendo o vértice do cone o centro da
base superior do cilindro?

Em um recipiente cilindrico de 20 ¢m de altura colocamos duas esferas, uma
sobre a outra, de tal maneira que essas esferas tangenciem as bases do cilindro
e a sua superficie lateral. Determine a diferenca entre o volume do cilindro e
o volume das duas esferas.

Um plano secciona uma esfera de raio r, determinando um circulo que é base
de um cilindro e um cone de revolugdo inscritos nessa esfera. Sabendo que o
cilindro e o cone estdo situados num mesmo semi-espa¢o em rela¢do ao plano
e que os volumes do cilindro e do cone sdo iguais, determine a distancia do cen-
tro da esfera ao plano.

Em um cilindro de 288 = cm’® de volume e raio 6 ¢m estdo contidos dois cilin-
dros de mesma altura que o cilindro dado e de didmetros iguais ao raio da base
do cilindro dado. Calcule a relagdo entre as areas laterais dos dois cilindros e
do cilindro dado.

E dado um cone circular reto de altura 8 dm, cortado por um plano paralelo
a base, a uma distancia 3 dm do vértice. Inscrevendo no tronco de cone que
resulta um tronco de piramide hexagonal e sabendo que o raio da base menor
do tronco de cone ¢ I dm, calcule o volume do tronco de pirdmide inscrito.

Um cone equildtero estd inscrito numa esfera de raio igual a 4 m. Determine
a que distancia do centro da esfera deve-se tracar um plano paralelo a base do
cone, para que a diferenca das secgdes (na esfera e no cone) seja igual a area
da base do cone.

Determine o volume de um cone reto, sabendo que seu vértice coincide com o
centro de uma esfera, sua base é circunscrita a base de um cubo inscrito nessa
mesma esfera e que o raio da esfera mede r.

Um cone € circunscrito a duas esferas de raio 2 e /. Sabendo que essas duas
esferas sdo tangentes exteriormente, determine o volume do sélido compreendi-
do entre o cone e essas duas esferas.
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O vértice de um cone de revolugdo com o centro de uma esfera e a base é a sec-
¢ao feita nessa esfera por um plano distante 4 ¢m do centro. Sendo o volume
desse cone 12 = ¢cm?, calcule a drea e o volume da esfera.

Determine o volume de um cone de revolugdo, sabendo que seu vértice coincide
com o centro da base de um outro cone de raio R € que sua base coincide com
a sec¢do determinada por um plano que secciona esse outro cone a uma distan-
cia h/3 do vértice.

Uma esfera de raio r circunscreve um cone equildtero. Um plano que secciona
a esfera e o cone paralelamente a base do cone determina duas secgdes de tal
modo que a diferenga entre as areas dessas secgdes é equivalente a area da base
do cone. Determine a distdncia da base do cone ao plano sec¢do.

Uma esfera esta inscrita em um cone de altura 4 e raio da base r. Obtenha
a distancia do vértice do cone ao plano que secciona esse cone e a esfera deter-
minando duas secgdes cuja soma das areas é 13 w r?/36, sendo esse plano pa-
ralelo a base do. cone.

Sabendo que as bases de dois cones coincidem e que os vértices estdo situados
em semi-espagos opostos em relagdo a essas bases, determine o volume da esfe-
ra inscrita nesse sélido, sendo 3 ¢m o raio da base comum e 5 ¢m as medidas
das geratrizes dos cones.

Determine o volume do espago limitado pelos troncos de pirdmide quadrangu-
lar e cone, sabendo que a base menor do tronco de cone esté apoiada na base
menor do tronco de pirdmide e que a base maior do tronco de cone esta apoiada
na base maior do tronco de pirdmide, sendo 10 cm e 6 cm as arestas da base
maior e menor, respectivamente, do tronco de pirdmide, 3 ¢m e I cm os raios
das bases e /2 cm a altura do tronco de cone.



CAPITULO XV-

Definicao

Consideremos um semiplano de
origem e (eixo) e nele uma linha g (ge-
ratriz); girando esse semiplano em tor-
no de e, a linha g gera uma superficie,
que é chamada superficie de revolugio.

Salvo aviso em contrério,
considera-se revolugdo completa (de
360° em torno do eixo). i

Exemplos
e
I
A B
‘ i
!
1
J | ="
|
‘ |
i
B ‘ C
O segmento A B gera a superficie la- A poligonal ABCD gera a superficie
teral de um cilindro. total de um cilindro.
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e e
. | f I
| | L |
Al ! Al
i |
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| |
| |
B ? B .C
! ' !
i | I
O segmento AB gera a superficie la- A poligonal ABC gera a superficie to-
teral de um cone. tal de um cone.
e
N ! v !
i i 1 I
A !
i B A
@ ,
| i
i |
i :
B ! c .D
! . i
i i |
O segmento AB gera a superficie la- A poligonal ABCD gera a superficie
teral de um tronco de cone. total de um tronco de cone.

Area

O cdlculo da 4rea de uma superficie de revolugdo pode ser feito de dois
modos:

1?2 modo:

Usando as expressdes de area lateral e de drea total que conhecemos (do
cilindro, do cone, do tronco de cone, etc.).
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2° modo:

Usando a férmula
A = 2rxfd
em que
A ¢ a area da superficie gerada. ‘ ‘
{ & o comprimento da geratriz. CoTyTh

d é adistdncia do centro de gra-
vidade da geratriz ao eixo.

Definicdo

Consideremos um semiplano de
origem e (eixo) e nele uma superficie S;
girando o semiplano em torno de e, a
superficie S gera um sélido chamado so-
lido de revolugéo.

Exemplos
e

!
r

Retangulo gerando Tridngulo retdngulo Trapézio retangulo
cilindro de revolu- gerando cone de re- gerando tronco de
¢do. volugdo. revolugao.

Outros exemplos de solidos de revolugdo, assim como de superficies de
revolugdo, aparecerdo no proéximo capitulo.
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Volume

O cdlculo do volume de um sélido de revolugdo pode ser feito de dois
modos.

1?2 modo:

Usando as expressoes dos volumes dos sélidos (cilindro, cone, tronco
de cone, etc.).

2% modo:

Usando a férmula
V = 27xSd

em que
V é o volume do solido gerado.
S ¢ a drea da superficie geradora. ———e

d éadistancia do centro de gra-
vidade da superficie ao eixo.

S T,

Observacio

As formulas A = 2wfld e V = 278d, férmulas de Pappus-Guldin
(Pappus — matematico grego do inicio do século IX; Guldin — padre Guldin,
matemadtico sui¢o do século XI), s6 devem ser aplicadas quando o centro de gra-
vidade da geratriz for de facil determinacio e o d nio apresentar dividas; caso
contrdrio, usam-se os primeiros modos para obter drea e volume de solidos de
revolugao.

. Exemplos de utilizagdo das formulas A = 2xfde V = 2rSd:

a) Area lateral do cilindro de re- |
volucdo (raio r, altura h). I

A = 2xld

f =h e d=r
= A, = 2whr =
= A, = 2rrh
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b) Volume do cilindro de revo-
lugdo (raio r, altura h).

V = 2xSd
1 =
S =r-h e d=7r
= V=2r-th-+r =
2
= V = 7r’h

¢) Area lateral de um cone de re-
volugdo (raio r, geratriz g).

A = 2rwld
1 =
=g e d=7r
= A, =2 1
¢ = 7r'g-—2—r=>
= A, = 7rIg

d) Volume de um cone de revo-
lugdo (raio r, altura h).

V = 27Sd
1 ] -
S=7rhed=—3—r
1 1
V=2r.-—rth.-+1r =
= ™ 2[‘ 3[‘
= V = — 7rth

e) Area lateral do tronco de co-
ne de revolugdo (raios R e r, geratriz g).

A = 2xfd

A =27g - R;—r =

SUPERFICIES E SOLIDOS DE REVOLUGAO

337



SUPERFICIES E SOLIDOS DE REVOLUCAO

Nota: O volume de um tronco de cone de revolu¢do nao é calculado por
V = 278d, em vista do exposto na observacdo sobre a utilizagdo dessa férmula.

f) Determina¢do do centro de gravidade de uma semicircunferéncia.

A = 27fd I
com A =4nrl = 7r 1
obtemos d '
4712 = 271 - 7wrd =
= d = lr
T .

[
g) Determinagdo do centro de gravidade de um semicirculo.

e
V = 2xSd !
|
%wr3=27r- Vzrz -d =
= d:ir
37

7

Dado um tridngulo retdngulo de catetos b e ¢ e hipotenusa a,

a) calcule os volumes dos sélidos gerados quando o tridngulo gira em torno de

b (V,), em torno de ¢ (V,) e em torno de a(V,);
a b c .
b) prove que v = —Vb + v

c¢) supondo que b > ¢, compare V,, V,e V..
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Solu¢ao
a)
e e
| 1
' !
1
b a
(o] a
:- c |- b
' .
! 1
V, = & xc?b V., = 4 ab2e
b3 ¢T3
e
! Va=—;—7rhzn+-;’—7rh2m =

| Sendobc=ah=h=%
Substituindo A, vem:
1 bc )2 1 b?¢?
vaZTﬂ"(T)'?:Va:—S*W 2 .
b c
b) Tese: = — + —.
) Tese v v, + V.
Demonstragdo
29 membro = b ¢ - b + ¢ =
vb Vc L 7TC2b i 71'b2C
3 3
2 2 2
tI) re o I a = ab2c2 = \j = 1?9 membro
AR 24 b2 A a
3 Tb*c 3 wb*c 3 T a
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cgb>c=a>b>c

Vy
Estabelecendo a razio 7 temos:
.

_l_7rc3b
A 3
_b:—a_=i<1=vb<v‘
V. | 2 b ¢
Tﬂ‘bc

O tridngulo retangulo, girando em torno do menor cateto, gera o séli-
do de volume maior.

v,
Estabelecendo a razdo —— % , temos:

1 wbi?
\"/ 3
V"=l—a=—<1=va<vb
b Tﬂ'czb

O triangulo retangulo, girando em torno da hipotenusa, gera o sélido
de volume menor.

Um triangulo escaleno de lados 13 cm, 14 cm e 15 cm gira 360° em torno do

lado de /4 ¢m. Determine a drea e o volume do solido obtido.

Seja um tridngulo de base @ e altura 4. Giramos o triangulo em torno de um
eixo paralelo a base e que contém o baricentro do tridngulo. Qual é o volume

do solido gerado?

Determine o volume de um sélido gerado por um tridngulo de base a e altura

h, sabendo que esse tridangulo gira 360° em torno de sua base.

Um tridngulo is6sceles ABC gira ao redor de uma reta paralela a base BC e pas-
sando pelo seu vértice A. Determine o volume do sélido gerado, sabendo que

a base mede 3 ¢m e os lados congruentes medem 4 cm.

Um tridngulo isosceles tem os lados congruentes medindo 20 ¢m cada um, ¢ o
angulo do vértice 720°. Determine a area e o volume do solido gerado por esse

tridngulo quando gira em torno de sua base.

Determine a area e o volume do solido gerado por um tridngulo isésceles que
gira em torno da base que mede /0 cm, sendo /20° a medida do dngulo do vérti-

ce do tridngulo.
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Um tridngulo retadngulo isdsceles, girando em torno de um dos catetos, gera um

sélido cujo volume ¢ % m?. Calcule a hipotenusa.

Calcule o volume do solido gerado por um tridngulo retangulo isdsceles, cujos
catetos medem 3 /n, ao girar em torno da paralela & hipotenusa tracada pelo
vértice do angulo reto.

A hipotenusa de um tridngulo retdngulo mede 20 ¢m e um cateto mede os 3/4
do outro cateto. Determine o volume do sélido obtido ao girar 360° o tridngulo
ao redor de sua hipotenusa.

Calcule o volume do sélido gerado pela rotagdo de um tridngulo retdngulo em
torno da hipotenusa, sabendo que um dos angulos do triangulo ¢ de 60° e que
a hipotenusa tem medida 2a.

Calcule a 4rea e o volume gerados pe- X
la rotac¢ao da figura dada em torno do a a
eixo indicado XY.
Y
a a
Solucio e
1? modo: calculando diretamente. Ba
a) Area A 2 X
Sasc = Sag  + Sac  + Sse a a a.3
¢ Y ! i . 2
gerada (lateral\ (lateral\ (coroa) 8 c v
por tronco/ \tronco a a
Férmulas [tronco de cone: A; = w(R + r)g
coroa circular: A = w(R*>—r%
S 1r(2a - 3Ta)a + T(sTa + a) a + m[Qa)* — a’] =
7 2 5 » 2 2
= SABC = _2_ mas ok 7 Ta* + 3wa* = SABC = Ora
b) Volume
Vasc = Vxasy = Vxacy
V ¥ ¥

gerado tronco tronco
por ABC de cone de cone

Férmula: V = % (R? + Rr + r?).
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Vage = = - af {(Za)z + (2a) - (3_3) 4 (ﬁ” -

3 2 2
Y () e
Vase = % ajﬁ 42’ + 3a’ + 9:2 - 9:2 - 3;2 _az] =
= Vage = % ajj ) 922 = Vape = 3.3 mal

2?2 modo: usando as férmulas de Pappus-Guldin.

a) Area
A
A = 2ntd
comi’=3aed:3Ta,vem: ¢ \a
3 B
A=27r-3a-Ta=>A=97ra2._, a ¢
b) Volume
V = 2xSd
comS—La- CAT I a3
2 2 4
_ 3a _ @\3  3a _33
ed—z,vemV—21r 7 2=>V-— 4 Ta.

Calcule o volume e a area do s6lido gerado por um tridngulo equildtero de lado
a que gira ao redor de um dos seus lados.

Determine o volume de um sélido gerado por um tridngulo equildtero de lado
a, quando gira em torno de um eixo paralelo a um de seus lados, sabendo que
esse eixo passa pelo vértice oposto a esse lado.

Calcule o volume do soélido gerado por um tridngulo equilatero de lado @ que
gira em torno de um eixo que contém um vértice e é paralelo a altura relativa
a outro vértice.

Consideremos um tridngulo equildtero ABC de lado 5 ¢m. Do ponto D, médio
de AB, tracamos a perpendicular DE até AC. Executando uma revolu¢do com-
pleta em torno de AC, calcule o volume do sélido gerado pela figura DECB.
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Determine o volume e a drea de um s6lido gerado quando um tridngulo equila-
tero de lado @ gira em torno de um eixo perpendicular a um dos seus lados e
que passa pela extremidade desse lado.

Determine o volume e a drea de um sélido gerado por um triangulo equilatero
ABC que faz uma rotagao de 360° em torno de um eixo que ¢ perpendicular
a sua altura AM e passa pelo vértice 4 do tridngulo, sabendo que a medida do
lado do tridngulo é igual a m.

- Seja ABC um triangulo equilatero de lado a. Prolonga-se a base BC até um ponto
D, tal que CD = a. Pelo ponto D, levantamos uma perpendicular ao segmento
BD e fazemos girar o tridngulo em torno de DE, que é perpendicular a BD. De-
termine o volume e a drea do solido gerado.

Determine a area total € o volume do sélido gerado por um quadrado de lado
a, sabendo que faz uma rota¢do de 360° em tormo de um de seus lados.

Calcule o volume e a 4drea do sélido gerado pela rotagdo de um quadrado de
lado a, em torno de um eixo que passa por um de seus vértices e é paralelo a
uma de suas diagonais.

Um quadrado de lado igual a m gira em torno de um eixo que passa pela extre-
midade de uma diagonal e é perpendicular a essa diagonal. Determine a area
e o volume do sélido gerado.

Determine o volume do sélido gerado por um retdngulo que gira 360° em torno
de uma reta r paralela aos maiores lados do retangulo, distando 6 ¢m do lado
mais préximo, sendo /0 ¢cm e 15 cm as medidas do comprimento.e da altura
do retangulo.

Girando um retingulo de 8 ¢m por /2 cm ao redor de cada um de seus lados,
obtemos dois cilindros. Determine o volume e a superficie total dos dois cilindros.

Um paralelogramo de lados 27 cm e 12 cm e dngulo entre os lados de 60° gira
em torno de um eixo que contém o seu maior lado. Determine a drea e o volume
do sélido obtido.

As areas laterais dos cilindros gerados por um mesmo retangulo que gira ao re-
dor de cada lado sdo iguais.

Um retangulo de 4 ¢m de comprimento e 3 ¢m de largura gira ao redor de um
eixo, situado no seu plano, paralelo ao maior lado e a distancia de / cm desse
lado. Calcule o volume do sélido gerado pela revolugdo desse retdngulo.

As diagonais de um losango de 5 cm de lado estdo na razao 1 : 2. Ache o volu-
me do sélido que se obtém quando o losango da um giro de 360° em torno de
um de seus lados.
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Um losango de lado 36 ¢m e angulo agudo 60° gira em torno de um eixo pas-
sando por um vértice e perpendicular 4 sua maior diagonal. Encontre a 4rea
e o volume do sélido obtido.

Um trapézio ABCD retdngulo em B tem por bases AB = 24 cme CD = 13 cm
e por altura BC = /6 ¢m. Qual é o volume do solido que se obtém quando este
gira em torno de AB?

Um trapézio retangulo gira em torno do segmento adjacente aos angulos retos.
Sendo 68 ¢m? a area do trapézio e as bases /0 cin e.7 cm, determine o volume
do soélido obtido.

Determine o volume do soélido obtido quando giramos um trapézio isésceles de
altura A, em torno da base maior, sendo a medida dessa base igual a m e 45°
o angulo agudo do trapézio.

Determine a medida do solido obtido pela rota¢do de um hexagono regular, de
lado 8 ¢m, em torno de um de seus lados.

Sabendo que OABCD é um semi-hexagono regular de 40 m de lado, calcule
AT

a area da superficie gerada pela poligonal ABCD em rotag¢do completa em tor-

no do didmetro AOB.

Um tridngulo gira 360° em torno de cada um de seus lados, gerando trés sélidos
de volumes inversamente proporcionais aos lados do tridngulo.

Conhecendo a area A do triangulo gerador de um cone e a area total B do cone,
calcule o apdtema e o raio da base.

Demonstre que, se fazemos girar um tridngulo qualquer em torno de um de seus
lados, o volume do sélido obtido é igual ao produto da édrea do tridngulo pelo
circulo descrito pelo ponto de interse¢ao das medianas.

Quando um tridngulo retangulo isdsceles gira ao redor de uma reta conduzida
pelo vértice do adngulo reto, paralelamente a hipotenusa ele gera um volume equi-
valente a esfera que teria a hipotenusa por diametro.

As dreas laterais dos cones gerados por um mesmo tridngulo retdngulo que gira
em torno de cada cateto sao inversamente proporcionais aos catetos fixos.

Os volumes dos cones gerados por um tridngulo retadngulo que gira em torno
de cada cateto sdo inversamente proporcionais aos catetos fixos.

Representando por V,, V, e V. os volumes dos sélidos gerados por um tridn-
gulo retdngulo a, b, ¢, quando gira respectivamente em torno de hipotenusa a,
dos catetos b e ¢, verifique a identidade:
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Um tridngulo equilatero ABC tem lado @; por um ponto P da base BC tragam-
se as paralelas PR e PS, respectivamente, aos lados AB e AC, que concorrem
com AC e AB, respectivamente em R e S. Determine a distancia x = PB, de
modo que o volume do solido gerado pelo paralelogramo PRAS seja 2/3 do
volume do sélido gerado pelo tridngulo ABC, quando a figura girar ao redor
de BC.

Seja dado um paralelogramo ABCD de lado AD = ae AB = b. Mostre que,
se girarmos sucessivamente em 360° o paralelogramo em torno de AD e de AB,
obteremos os volumes V, e V, que estdo na razdo b/a.

Solugao

D D

c c
\'\-
A A .
a
b
B

B>

O solido gerado por ABCD ¢ equivalente ao gerado por FBCE (girando
em torno de AD).

V, = wx’a V, = 7y*b

b

Area de ABCD = ax = by = x _ b
y a
Estabelecendo a razio, vem:
Vo _ wxfa _ (x)l a Vo, b2 a V. b
= > = _ - —_— => = St => = —,
Vy wy*b y b Vy, a* b Vi a

Os volumes dos cilindros gerados por um retdngulo que gira em torno de cada
lado sdo inversamente proporcionais aos lados fixos.

O volume de um cilindro circular reto é igual ao produto da area do retdngulo
gerador pelo comprimento da circunferéncia que descreve o ponto de concurso
das-diagonais do retangulo.

O volume de um cilindro circular gerado por um retingulo, de area A cm?, é
de B ¢m?. Calcule o raio.

Calcule as dimensoes de um retdngulo, sabendo que, se o fizermos girar sucessi-
vamente em torno de dois lados adjacentes, os volumes dos cilindros gerados
serdao, respectivamente, Ve V',
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O volume do solido gerado por um retdngulo girando em torno de um eixo de
seu plano, paralelo a um de seus lados, e externo ao retangulo, ¢ igual ao pro-
duto da drea do retangulo pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo centro
do retangulo.

Sendo a o lado de um losango e # um de seus dngulos, exprima em func¢ao de
a e 6 o volume do solido que se obtém girando o losango em torno de um de
seus lados.

Unm retdngulo de dimensdes @ e b gira em torno de uma reta de seu plano, para-
lela aos lados de medida b e cuja distancia ao centro do retangulo é d > a/2.
Determine a superficie total e o volume do solido anular gerado pelo retdngulo.

Sobre a base de um retdngulo e exteriormente a ele constrdi-se um triangulo isos-
celes cuja base coincide com a base do retangulo. Sendo um pentagono a figura
formada e sabendo que a base do tridngulo excede a sua altura em /9 ¢m e que

- os perimetros do tridngulo e do retdngulo sdo respectivamente de 50 cm e 70 cm,
determine a relagdo entre os volumes do cone e do cilindro obtidos quando gira-
mos o tridngulo e o retdngulo ao redor de um eixo que passa pelos pontos mé-
dios das bases do retdngulo.

Um trapézio isosceles esta inscrito em um circulo e suas bases se encontram em
semiplanos opostos em relagdo ao centro do circulo. Sendo as bases 12 cm e
16 cm e o raio do circulo 10 ¢m, determine o volume do sélido obtido pela rota-
¢do completa do trapézio ao redor da base maior e o volume do cilindro obtido
quando giramos ao redor de um lado um quadrado que tenha a mesma area
do trapézio.

Consideremos um semicirculo ADC de centro O e de diametro AC = 2a. Pro-
longamos OA até um ponto B, tal que OA = AB; e pelo vértice B tracamos
a tangente BM ao semicirculo. Determine a medida de BM e o angulo MBC com-
preendido entre a tangente e o didmetro prolongado. Depois calcule a drea e
o volume do solido obtido quando efetuamos uma rotagao em torno de BO da
figura BMO.

Num circulo de centro O e raio r, tragam-se dois didmetros perpendiculares AB
e CD; traga-se BC ¢ prolonga-se até interceptar em F a tangente ao circulo por
A. Gira-se o tridngulo ABE em torno de AB. Calcule o volume ¢ a area gerada
pela superficie CEA compreendida entre as retas AFE, EC e o arco AC.

Solu¢io
2r
a) Volume

Veea = Vocea = Voca
) i D c
tronco % esfera
de cone
B
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Vega = 2L @n? + (2r) - (1) + ) -1 s’ =
3 2 3
= Viga = —;-wr‘—%wﬂ = V(g = % 713
b) Area
Scea = Sce + Sga + Sac
{ | |
lateral

; 1 , . L.
de tronco (circulo) (2 superficie esférica)

Scea = TQr + 1) - 112 + TQR1P + ~;—41”2 =

= Scga = 3272 + dxrd 4 2012 = Sgpa = 32 + (2)7r?

A medida do raio de um circulo é 20 cm. Por um ponto P situado a 50 cm do
centro tracam-se duas tangentes ao circulo. Sejam 4 e B os pontos de tangéncia
e AB a corda obtida. Efetuando uma rotagdo do tridngulo P4B em torno do
didmetro paralelo a AB, obtemos um solido. Calcule o volume desse solido.

Consideremos um hexagono regular inscrito em um circulo de raio R. Efetuan-
do uma rotagdo do circulo em torno de um didmetro que passa pelos pontos
médios de dois lados paralelos do hexdgono, calcule a razdo entre os volumes
gerados pelo circulo e pelo hexdgono.

As questdes abaixo (a, b, ¢, d, e)

referem-se a figura ao lado, em que ) OA = 1cm
sdodados OA = Icme AG = 2¢m, E G AG = 2 cm
D
C
F 2
a) Ache a drea da superficie esférica 0 .
de raio OB. ~ T A 8

b) Ache a medida de CF.

¢) Ache a drea do quarto da coroa circular ABEC.

d) Ache o volume do sélido que se obtém girando o tridngulo OAG em torno
da reta OE.

e) Ache a area lateral do sélido que se obtém girando o trapézio CFGD em tor-
no da reta OF.
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CAPITULO XVI

Calota esférica

E a superficie de revolugio cuja
geratriz é um arco de circunferéncia e
cujo eixo € uma reta tal que:

a) passa pelo centro da circunfe-
réncia que contém o arco;

b) passa por um extremo do ar-
co e ndo o intercepta em outro ponto;

¢) é coplanar com o arco.

Zona esférica

E a superficie de revolugio cuja
geratriz é um arco de circunferéncia e
cujo eixo € uma reta tal que:

a) passa pelo centro da circunfe-
réncia que contém O arco;

b) ndo passa por nenhum extre-
mo do arco nem intercepta o arco em
outro ponto;

¢) é coplanar com o arco.
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-~ Outra definicdo para calota e zona esférica

Seccionando uma superficie esférica por dois planos paralelos entre si,
dividimos essa superficie em trés partes; a que estd entre os dois planos, reuni-
da as duas circunferéncias-sec¢cdo, é chamada zona esférica, e cada uma das
outras duas, reunidas a respectiva circunferéncia-sec¢ao, é chamada calota es-
férica. e

calotas
esféricas
zona

e esférica

|

|

zona
esférica

Area da calota e drea da zona esférica

A =21 Rh Veja a dedugdo no item 296.

em que: R ¢é o raio da circunferéncia que contém o arco (é o raio da superficie
esferica),

h é a projecdo do arco sobre o eixo.

Acalola = 27R hcalota Azona = 27wRh

zona
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entendida, por extensio, como uma ca-
lota (ou zona) esférica de altura igual ao
didmetro (4 = 2R). Dali, a érea da su-
perficie esférica é:

A =27R - 2R = =

350

Area da superficie da esfera e

A superficie da esfera pode ser

h

Determine a area de uma calota esférica de 75 ¢m de altura de uma esfera de
70 cm de raio.

Determine a area de uma esfera em que uma zona de 10 cm de altura tem area
de 1207 cm?.

Determine o volume de uma esfera, sabendo que uma calota dessa esfera tem
47 cm de altura e 1987 cm? de area.

Determine a altura de uma zona esférica, sabendo que sua érea é igual ao quin-
tuplo da drea do circulo maximo da esfera na qual estd contida.

Qual ¢ a fragdo da 4rea da superficie da Terra suposta esférica (raio = 6 300 km)
observada por um cosmonauta que se acha a altura de 300 km?

Solu¢io

Sejam:

x = 300 a altitude,

R = 6 300 o raio da Terra e
h a altura da calota visivel.

A
O problema pede: —<2lota__
sup.esf.
Adlota - 27Rh _ _h_
Asup.esr. 47 R? 2R
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Calculando A, no triangulo retangulo PTO, temos:

Rx

R2=R-hx+R) = h=—""—

( ) (x ) iR

h X
e — w

2R 2(x + R)

el g P 300 f i )
Substituindo x e R, vem: 2R " 2300 + 6300) e e

Resposta: % da superficie da Terra.

Determine a altura a que deve se elevar um astronauta para ver //36 da superfi-
cie da Terra.

Admitindo a Terra como esférica, determine a altura e a area da calota esférica
observada por um astronauta que sobrevoa a Terra, no instante em que ele se
encontra na altitude de 9 vezes o raio terrestre. Adote o raio da Terra como
unidade de medida.

Um ponto luminoso esta situado a 2 m de distancia de uma esfera de raio igual
a 4 m. Qual o valor da édrea da porgdo iluminada da esfera?

Determine a que distdncia x da superficie de uma esfera de raio R deve ficar
um ponto M, a fim de que a calota visivel desse ponto seja uma fragdo dada
1/m da superficie da esfera.

Uma esfera é seccionada por um plano a 3 ¢m do centro da esfera. Sabendo
que as areas das calotas determinadas estdo entre si como 3/5, calcule o volume
da esfera.

Consideremos duas esferas concéntricas. A esfera exterior ¢ seccionada por um
plano tangente a interior, determinando uma calota esférica de 100 = cm? de
area. Calcule o raio da esfera exterior, sendo 3 cm a medida do raio da esfera
interior.

Seccionando uma esfera por um plano, obtemos duas calotas cujas areas estdo
na razdo 2/5. Calcule a superficie da esfera, sendo 4 cm a medida da corda do
arco gerador da menor calota.

Um arco de 60°, pertencente a uma circunferéncia de raio /0 ¢m, gira em torno

de um didmetro que passa por uma de suas extremidades. Determine a drea da
calota gerada.

Calcule a razio entre as duas calotas esféricas em que uma superficie esférica
¢ dividida por um plano que passa por uma face do cubo inscrito.
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Corta-se uma esfera de raio R por um plano «. A diferenca das areas das calo-
tas obtidas ¢ igual a area da seccao determinada pelo plano. Qual a distancia
do plano ao centro da esfera?

Dada uma circunferéncia de raio R e didmetro CB, uma corda AC ¢é tal que,
girando a figura em torno de AB, a area da calota gerada por AC e a drea late-
ral do cone de geratriz AC estao narazio M : (m/n > I). Calcule a projecdo de
AC sobre BC.

Solu¢ao A
Acalota . m \~.2R(2R—x)
Dalota - m - ___ ‘
At cone n \
27Rx _ m c —-B
TyZz n 2R-x

=> 2Rxn = myz (1)

Do tridngulo ACB retangulo em A, vem:
yz = XA\2R2R —-x) (2)
() e (2) = 2Rxn = mx.2RQ2R—x) = m?x = 2R(m* - n*) —

9 2

m? — n?

= X = = --2R
m

hl — 2
Resposta: A projecao mede mT,n - 2R.

Determine a distdncia de um plano secante ao centro de uma esfera, sabendo
que a maior calota determinada por esse plano tem area igual a média geométri-
ca entre a area da menor calota e a area da esfera na qual estdo contidas as calotas.

A geratriz de um cone forma com o eixo um angulo de 30°, sendo esse cone
circunscrito a uma esfera de raio /2 cm. Obtenha a drea da menor calota deter-
minada pelo circulo de contato das duas superficies.

Determine o raio da esfera na qual seja possivel destacar uma calota de altura
igual a 2 m e cuja area seja igual ao triplo da area lateral do cone, tendo o vérti-
ce no centro da esfera e por base a base da calota.

Determine a medida da darea de uma zona cujos raios das bases medem 3 ¢
e S c¢cm, respectivamente, sendo 8 ¢ a medida da altura da zona.

Uma zona esférica de 5 c¢m de altura é equivalente a um fuso esférico de 45°
da mesma esfera. Determine o volume e a area da esfera.
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Determine o raio de uma esfera, sabendo que a diferenca entre a sua darea e a
de uma sua zona de 5 cm de altura ¢ igual a drea de um fuso de 60° da mesma
esfera.

A soma das areas de um fuso de 60° e de uma zona esférica de & cm de altura
é igual a 3/2 da drea da esfera. Determine o volume da esfera.

Uma zona esférica e um fuso de uma mesma esfera tém areas iguais. A altura
da zona ¢ //n do raio. Calcule o arco equatorial do fuso.

Dois planos eqiiidistantes do centro de uma esfera de raio R seccionam essa es-
fera, determinando uma zona cuja area ¢ igual 4 soma das areas de suas bases.
Obtenha a distancia entre esses dois planos.

A que distancia do centro de uma esfera devemos tracar um plano para que a
area da zona (calota) determinada seja igual a 4rea lateral de um cone cuja base
é o circulo da sec¢ao do plano com a esfera e cujo vértice € o centro da esfera,
sendo /0 ¢/m a medida do raio da esfera?

Um cone estd inscrito em uma esfera de raio r. A area lateral do cone € a quinta
parte da drea de uma zona de altura igual a altura do cone. Determine a distan-
cia do centro da esfera a base do cone.

Um plano secciona uma esfera de raio r a uma distancia d do centro da esfera,
determinando uma zona (calota) cuja area é igual a drea de uma outra esfera
de raio igual ao triplo de 4. Obtenha essa distancia d.

Dois planos seccionam uma esfera, sendo que o primeiro passa pelo centro da
esfera e o segundo a uma distancia d do centro da esfera. Sabendo que a area
da zona esférica determinada por esses dois planos é igual a soma das areas do
circulo maximo da esfera com a area da seccdo a distancia d do centro da esfe-
ra, obtenha d.

E dado um semicirculo AB de raio R
e um ponto P no prolongamento do

didmetro. Calcule OP, de modo que

a tangente PC possa gerar em torno /
do didmetro uma drea igual a drea A R B
gerada pelo arco AC em torno do mes-

mo didmetro.

Seja uma esfera de raio R cortada por um feixe de N planos que tem uma reta
comum, determinando nesta N + [ so6lidos. Sendo S a superficie total desses
sélidos, prove que:

S

ke 2SN
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Segmento esférico de duas bases

Consideremos um segmento circular de duas bases e um eixo (reta) per-
pendicular a essas bases pelo centro e que divide o segmento em duas partes
congruentes. Girando uma dessas partes em torno do eixo, obtém-se um solido
que é chamado segmento esférico de duas bases.

Volume

em que
r, é a medida do raio de uma base
r, ¢ a medida do raio da outra base e
h é a medida da altura (projecdo do arco sobre o €ixo).

Veja a dedugdo no item 293.
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Segmento esférico de uma base

Consideremos um segmento circular de uma base e um eixo (reta) per-
pendicular a ela pelo centro e que divide o segmento em duas partes congruen-
tes. Girando uma dessas partes em torno do eixo, obtém-se um sélido que ¢
chamado segmento esférico de uma base.

Volume

Decorre da formula do volume do segmento esférico de duas bases, fa-
zendo: r, = rer, = 0.

v:’rTh[3(r2+0)+h2] — |\ ==

Outra definicdo para os segmentos esféricos

Seccionando uma esfera por dois planos paralelos entre si, dividimos
a esfera em trés partes; a que esta compreendida entre os dois planos, reunida
aos dois circulos-secgdo, é chamada segmento esférico de duas bases, e cada
uma das outras duas, reunidas ao respectivo circulo-sec¢ao, ¢ chamada segmento
esférico de uma base.
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e e
l I
segn,w:nto _ — : segn}e_nto
esférico A e N esférico
de uma base A -=h de uma base
A 5
segmento
segmento ‘ esférico
esférico de duas bases
de uma base A v
: ’ segmento
} esférico

de uma base

Volume da esfera

A esfera pode ser considerada, e
por extensio, um segmento esférico em

quer, =0, r,=0¢ h = 2R. Dai, o
volume da esfera é:
h S
— oo
V= @ [3(0 + 0) + QRY] =
h
- V- - . N

Determine o volume de um segmento esférico de uma base, sendo de 16 m m?
a area da base e 2 m a altura do segmento.

O raio da base e a altura de um segmento esférico de uma base medem, respecti-
vamente, 8 cm € 12 cm. Determine o volume do segmento esférico.
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Determine o volume de um segmento esférico cuja calota tem /00T cm?’ de area,
estando ambos situados em uma esfera de 20 cm de didmetro.

Determine o volume do segmento esférico obtido da sec¢ao de uma esfera de
10 cm de raio, por um plano, que passa a 2 ¢m do centro da esfera.

Determine o volume de um segmento esférico de duas bases, sendo 4 cm a altu-
ra do segmento e 8§ cm os didmetros das bases.

Uma esfera de /8 m de raio é seccionada por planos perpendiculares a um dia-
metro, dividindo-o em partes proporcionais a 2, 3 e 4. Calcule as areas totais
e os volumes dos sdlidos determinados.

Solucéiio

8}
1 h,

r
i hy

Os solidos determinados sdo segmentos esféricos.

a) Calculo dos elementos caracterizados na figura.
R =18 h, = 2k h, = 3k hy; = 4k
hy + h + h =36 = 9k =36 = k =4

h, = 8 h, = 12 h, =16
Dos tridngulos retangulos vem:
1} =8-28 = 1} =224 13 =16-20 = r} = 320

b) Célculo das dreas e volumes.

Do segmento esférico I.
Al = Acalola + Acirculo = Al = 27TRhI + 7”’% =
= A =27-18-8+ 7-224 = A = 5127 m?

B

h
RUL B 2464 =V =

V=
6

B2+ h]=v=T
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Do segmento esférico II.

Al = Azc)na + Acirculol + A\:irculo n= Al = 271'ha + 7”-% + 7”-% =
= A =27-18-12+ 7-224 + 7-320 = A, = 9767 m?

h 2
V=230 +r)+hl]=V= “612 [3(224 + 320) + 122] =

= V=3527rm}

Do segmento esférico III.
Al = Acalom + Acirculo = Al = 2.7I'Rh3 + 7“—% =
= A, =2-7-18:-16 + 7-320 = A, = 8967 m?

h
V = “63 Brf + hi] = V= ”616 [3-320 + 162] =
— v 2B

Determine o volume de um segmento esférico de duas bases, sabendo que esta
situado em uma semi-esfera de 20 cm de raio e que as suas bases distam 3 cm
e 6 cm, respectivamente, do centro da semi-esfera.

Determine o volume de um segmento esférico de duas bases, sendo /5 cm a me-
dida do raio da esfera na qual esta contido o segmento esférico e sabendo que
as bases paralelas do segmento esférico distam cada uma 6 cm do centro da esfera.

Dada uma esfera S de diametro AB = 2R, considera-se o cone C de altura AB
e de raio R. Calcule o volume do sélido comum a esfera S e ao cone C.

A

Solugao

O sélido comum € a reunido de um
cone de raio x e altura 2R — y, com
um segmento esférico de raio x e al-
tura y.

V= %wxz @R-y) + 73 + ¥)

Célculo de x e y.
X _2R-y _ 2Ry
Da semelhanca: R >R = X = 3 .

Do tridngulo ACB: x? = y(2R - y).
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De(l)e(2)saem:x=-4—R y=-§—R

W

Substituindo x € y em V, temos:

116 2 16 4 o

V= — 2, o =2 R2 4+ *_R?
37r25R 2x+65R(3 25R+25R)=>
12
V = == 7R}
257rR

Seja dada uma esfera de raio R em um ponto P distante # > R do seu centro.
Considere-se o cone indefinido, formado pela totalidade das retas tangentes a
esfera, tragadas pelo ponto P. Calcule o volume do sélido, cujos pontos sdo
internos ao cone e externos a esfera.

Uma esfera de 30 m de didmetro foi seccionada por dois planos paralelos do
mesmo lado do centro e distantes deste centro /2 m e 8 m, respectivamente. Cal-
cule a area da zona compreendida entre esses planos € o volume do segmento
esférico compreendido entre esses dois planos.

Obtenha a distancia entre o centro de uma esfera e um plano que a secciona
determinando um segmento esférico, de tal maneira que o volume do segmento
esférico seja igual ao volume de um cone de revolugdo cuja base ¢ a sec¢do da
esfera e cujo vértice € o centro da esfera, sendo r o raio da esfera.

Seccionando um hemisfério de raio r, por um plano paralelo & base, obtemos
um segmento esférico de uma base. Sendo o volume desse segmento igual ao
volume de um cilindro cuja base € a secgdo e cuja altura € igual a distancia entre
o plano e a base do hemisfério, determine essa distancia.

Num segmento esférico de uma sé base, de uma esfera e raio R, estd inscrito
um cone, cujo vértice é um dos polos relativos a sua base. Qual a 4rea da base,
se a razdo entre o volume do cone e o do segmento esférico € igual & constante
K? (Discuta o problema.)

Setor esférico

E o sélido de revolugio obtido pela rotacdo de um setor circular em tor-
no de um eixo tal que:

a) passa pelo vértice do setor circular;
b) nao intercepta o arco do setor circular ou o intercepta num extremo;
¢) € coplanar com o setor circular.
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Volume do setor

em que
R ¢ a medida do raio do setor (note que ¢ o raio da esfera) e
h ¢ a medida da altura do setor (proje¢ao do arco sobre o €ixo).

Nota: A esfera pode ser considerada, por extensdo, um setor esférico
de altura h = 2R.

V=-=2,R.2R — | 1

3 - _)
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Anel esférico

E um sélido de revolugdo que se obtém pela rotagio de um segmento
circular (de uma base) em torno de um eixo tal que:

a) passa pelo centro do circulo que define o segmento circular;

b) nio intercepta o arco do segmento circular ou intercepta-o num dos
extremos;

¢) é coplanar com o segmento circular.

Volume do anel

em que
h ¢é a medida da altura (proje¢do do arco sobre o eixo) ¢
¢ ¢ a medida da corda (base do segmento circular).
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Numa esfera de / m de raio, uma zona de / m? serve de base a um setor esféri-
co. Determine o volume do setor.

Um setor esférico tem volume igual a 2007 ¢n’, sua zona de base tem drea igual
a 100w c¢cm?. Determine o volume da esfera a qual pertence o setor esférico.

O volume de um setor esférico ¢ igual a /1350w cm®. O raio da esfera no qual
esta contido mede /5 cm. Determine a medida da area da zona correspondente.

Determine a medida do raio de uma esfera cujo volume ¢ igual ao volume de
um setor de uma esfera de / m de raio e tendo por base uma zona de 807 cm?.

Um setor circular AOB, pertencente a um circulo de /0 ¢m de raio, gira em tor-
no do didmetro POQ. Determine o volume do sélido gerado, sabendo que o
raio AO forma com o diametro POQ um angulo de 60° e que o raio OB forma
com o mesmo didmetro um angulo de 45°.

Dois setores esféricos de uma mesma esfera e de mesmo volume tém necessaria-
mente a mesma altura?

O volume de um setor esférico é proporcional ao quadrado ou ao cubo do raio?
Justifique.

Uma esfera de raio R é furada segundo um setor esférico cujo vértice coincide
com o centro da esfera. Determine a expressao que da o raio da circunferéncia
segundo o qual o setor corta a esfera, de tal maneira que o volume do setor
seja I/n do volume da esfera.

Um anel esférico é gerado por um segmento circular cuja corda mede {. Sendo
V o volume do anel, calcule a projecao da corda sobre o eixo.

Determine o volume gerado pelo segmento circular AMB, girando ao redor do
didmetro PQ, sendo a corda AB deste segmento igual a 5 c¢m, a distancia do
ponto A ao eixo igual a 3 cm e a distancia do ponto B ao eixo igual a 6 em.

Dado um hemisfério H, definido por seu circulo maximo C e pelo pdlo corres-
pondente P, determine o volume interior a H e exterior a quatro cones, tendo
P para vértice comum e para bases quatro circulos iguais, situados no plano
C, tangentes interiormente a este circulo e exteriormente entre si.
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Deduza a férmula do volume do segmento esférico, supondo conhecida a for-
mula do volume do setor esférico.
Solucao

Dividamos em 2 casos:
1?2 caso: Uma das bases do seg-

mento esférico é circulo maximo
da esfera.

Vaem. = Veror T Veone -

Veor = % TRH = T()H ar |

Veone %WR%H = TGH 2R? I

= Viem. = 7r6H [,E':Z—R%\] = “7%{[3112 + 3R} + R* - Rf]\=
_—

HZ

-

2?2 caso: Nenhuma das bases do segmento esférico é circulo maximo da
esfera. Recaimos em soma ou diferenca de dois segmentos do 1¢ caso.

\Y =V tv

segm. segm., — Vsegm.,
™

H 5 P ,
= —C BRI+ R + H%]i—’r6- [BR? + R}) + H3] =
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= T [3R?H, + 3R?H, + H} T 3R?H, T 3R}H, T H}] =

6 —_—— —

R} + H3 R? + H}
= %[3R%Hl + 3R3H, + 3H3H, + H} £ 3R}H,*3HIH,+ 3R3H, T H}| =
= %[3R%(H,iH2) + 3R3(H,*H,) + HX3H}H, + 3H,H}t H}) =

e

= & [BR] + 3R} (H T HY + (H T Hy'] =

= TBR - RYH + ) = |V - ] S

A dedugdo das férmulas de volumes dos sélidos esféricos (segmento es-
férico, setor esférico e anel esférico) pode ser feita a partir do segmento esféri-
co de raios r, e r, e altura A.

Volume do segmento esférico

Consideremos a figura abaixo:

£

|
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em que
OA = AA’ = OP, = OP, = R (‘“‘raio da esfera’)
C,P, = r, e C,P, = r, (raios das bases do segmento esférico)
OC, = CQ, =d, e 0C, =GO, = d,
C,C,=h=d —4d,
Nessa figura devemos reconhecer:

a) o segmento esférico gerado pela rotagio

ot

P2

de ao redor do eixo OA;

b) o cilindro gerado pela rotagdo

)

€y by LA
de ||| [T
AL L

. ‘ ao redor do eixo OA;

<

A &

¢) o tronco de cone gerado pela rotagdo

of
-

de © mﬂm ao redor de OA e
Q

Cy 1
A

d) a parte da anticlépsidra gerada pela rotagdo

de i ao redor de OA.

Pelo visto no item 224 o segmento esférico € equivalente a parte da anti-
clépsidra acima e, entdo, seu volume ¢ dado pela diferenca entre os volumes
do cilindro e do tronco de cone acima identificados.
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Entdo:

V = 7Rh —”Th [(CQ) + (CQANCQ) + (CQ.)] =
V= szh—WTh[d% +dd, + d2] =

— V= WTh[6R2—2d%—2dld2—2d§] —

— V- —7‘6“—[312: + 3R?-3d - 3d} + d, + d, - 2d,dy] =
— V= ’fTh BR = d) + IR~ dD) + @~ d,)] =

— V= —”6" 3r + 312 + h?] —

Nota: Da formula do volume do segmento esférico de duas bases sai a
do volume do segmento esférico de uma base ¢ a do volume da esfera.

Volume do setor esférico

Sendo conhecida a férmula do volume do segmento esférico, deduzi-
mos a formula do volume do setor esférico, dividindo em trés casos:

12 caso: Um dos raios do contor-
no do setor circular (que gera o setor es-
férico) é perpendicular ao eixo.

V = Vsegm. esf. V
Sendo Vi o = “Th 3 (R? + 1) + h7]

setor cone

e V _ mrth _ 2nrth

cone 3 6
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vem:
Vieor = ~7L6h—[3 R2+3r2+ h?—2r}) =
= V _W_h[3Rz+z h2 Y _ _mh 4R? =
setor 6 e+ ] = setor 6 '
R2
= 3\ ? .

2° caso: Nenhum dos raios do contorno do setor circular ¢ perpendicu-
lar ao eixo.
Recaimos em soma ou diferenca de dois setores do 1° caso.

S= N AU
LN

h=h +h, h = h, — h,
Vselor = vsetorl i- vselorZ = i WRZ(h] i- hz) =
3 N

3?2 caso: Um dos raios do contorno do setor circular (que gera o setor
esférico) estd contido no eixo.

\Y =V +V '

setor segm. cone

Vign, = - 30 + 7]

Ve = 37 (R = h)
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— Vi = M3 4 R+ T (R-h) =
6 3

= % [3r2h + h? + 2Rr — 2r*h] =

= Vo = — - [r’h + h? + 2R1?]

setor 6
Do tridngulo retangulo: r> = R? — (R~ h)? = 2Rh — h2.

Voor = % [QRh = h¥)h + h® + 2RQ2Rh — h?)] =

= Vi = 5 2RI = + b + 4R*h - 2RN] =

= VSC[OF = %4th = L

Volume do anel esférico

e
l
| =
Vancl = Vsegm. osf. vernCL) de cone
h ¢
vscgmA = WT [3(1_% + r%) + hZ] —
vlronco = TrTh [l'% + 01, + r%] -
2=
|
= Voo = L1+ 30+ - 2n - 20 - 263) -
G L B B (e R
—_— [ S —
gl
—_
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Area da calota ou da zona esférica

Para o calculo destas dreas va-

mos utilizar a noc¢do estabelecida no X
item 229. C]’ R -
I
q ! T
i _——
|
d F— === 7"==
| e li
h| -
| -
|
N T
\—/

O volume do segmento esférico correspondente a zona (ou calota) esfé-
rica ¢ dado por:

V, = szh—%wh(d% +d-dy + dd).

Para a esfera concéntrica de raio r + x, o volume é:
V, = 7(R + x)h - % rh(d + d, - d, + dI).

Portanto:

V,=V,-V, = V, = xR + x)h - 7R’h =

p

=>Vp

\%

m2R + x)hx = . = 7(2R + x)h
X

Entao, para x = 0, vem:

= (2R + 0)h = 27Rh

Azona (ou calota)
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.2 eman , o Grande Filosc >

da Geometria
Hygino H. Domingues

Qual a menor distancia entre dois pontos? O leigo (porque ¢ lei-
go) dira que é a medida do segmento de reta com extremidades nesses
pontos. Mas, e se se trata de dois pontos A e B sobre uma superficie
esférica (da Terra, por exemplo) e se procura o menor caminho de um
a0 outro sobre essa superficie? Ora,
se 0s pontos estdo perto um do ou-
tro, entao o segmento de reta A B po-
de fornecer uma boa aproximacao;
caso contrario (pode-se provar), a
resposta é o menor dos arcos do cir-
culo maximo da esfera por esses dois
pontos. Questdes como essa levam as
B [] g seguintes indagacdes: ndo seria im-

portante uma geometria intrinseca da
superficie esférica, em vez de conside-
ré-la tdo-somente como uma parte do
espaco tridimensional euclidiano? O
mesmo nao é valido para outras su-
perficies?

A resposta afirmativa parece 6bvia. No entanto, a geometria eu-
clidiana reinava de maneira tdo absoluta até as primeiras décadas do
século XIX que nem sequer se cogitava dessas questdes. Immanuel Kant
(1724-1804), o mais respeitado fildésofo do século XVIII, apoiava suas
idéias numa suposta verdade inquestionavel dessa geometria. Em 1826
Lobachevsky golpeou fatalmente o mito da unicidade da geometria eu-
clidiana (ver pag. 266), mas, por motivos varios, seu trabalho nio al-
cang¢ou grande repercussao nos primeiros tempos. De qualquer manei-
ra, isso ndo bastava; era preciso buscar uma visao global da geometria,
através de idéias gerais, em espa¢os de dimensao qualquer. Inclusive
0 quadro das geometrias n3o euclidianas se completaria como subpro-
duto dessa abordagem. Quem brilhantemente inaugurou esse trabalho
foi G. F. Bernhard Riemann (1826-1866).

Filho de um pastor luterano, Riemann nasceu na aldeia de Bre-
selens, Hanover, na Alemanha. Além da pobreza, teve de lutar sempre



contra a timidez e a fragilidade fisica. Aos 19 anos de idade, atenden-
do a orientagdo paterna, ingressa na Universidade de Goéttingen para
estudar filosofia e teologia. Mas sua vocag¢ao prevaleceu e acabou cur-
sando matemadtica, o primeiro ano em Gottingen, transferindo-se de-
pois para Berlim. De volta a Gottingen, obtém em 1851 o titulo de dou-
tor, sob a orientag¢iao de Gauss, com uma tese que introduz as hoje cha-
madas superficies de Riemann.

Sua carreira académica foi rapida: em 1859 j4 sucedia Dirichlet
na cadeira de matematica de Gottingen. Em 1862, um més apds seu
casamento, adoece gravemente; 0s quatro anos seguintes passou-o0s em
tratamentos. E morreu na Itdlia, ainda sem completar 40 anos, onde
procurara um clima melhor para inutilmente combater sua tuberculo-
se. Nessas condi¢oes ndo ¢ de estranhar que a obra matematica de Rie-
mann nao seja vasta; mas ¢ uma das mais importantes em todos os
tempos pelos novos e produtivos campos que abriu.

Dos mais inovadores é um trabalho seu de 1854 sobre os funda-
mentos em que se baseia a geometria. Nele aparece a importante dis-
tingdo entre ‘‘infinito’’ e ‘‘ilimitado’’, que no futuro teria papel im-
portante na teoria da relatividade. Por exemplo, os circulos maximos
de uma esfera sdo finitos (percorrendo-os sempre se volta ao ponto de
partida) mas ilimitados (pode-se percorré-los indefinidamente). Dai a
uma geometria sem retas paralelas ndo vai muito. Isso, contudo, exige
dois outros afastamentos da geometria euclidiana para evitar contra-
dig¢des: que as ‘‘retas’’ sejam finitas (porém ilimitadas) e que eventual-
mente possam se cruzar em mais de um ponto.

Mas haverd alguma superficie cuja geometria intrinseca corres-
ponda a tais imposi¢des? Sim, a superficie esférica (por exemplo), to-
mando como ‘‘retas’’ os circulos maximos (que sempre se interceptam
em dois pontos). Dois resultados dessa geometria podem ser visualiza-
dos na figura: ‘‘a soma dos angulos de um tridngulo é maior que 180°”’
e “‘todas as perpendiculares a uma mesma ‘reta’ cortam-se num ponto’’.

Enfim a geometria estava totalmente livre.

. N
4 . A

G. F. Bernhard Riemann (1826-1"66).
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Resolvido.

Infinitas.

a) 3 retas: Ae, E-[) foli}

b) 6relas:r.,Z-C".A<—5, E.,El_.)ec“—.

Nenhum, um sé ou quatro.
Resolvido.

Postulado da determinacdo de planos.
Resolvido.

Infinitos.

A concorrente esta contida no plano das pa-
ralelas.

Resolvido.

Faca o plano (r, P) coincidir com o plano (r, ).
a)F b) F o) F d) v e)V
Resolvido.

Use o método indireto de demonstragao.
Use o método indireto de demonstragao.

Nao sao obrigatoriamente reversas. Podem ser
paralelas, concorrentes ou reversas.

Resolvido.

a) v e) Vv h) F F
b) V N F i) F )V
c) F g) Vv hF m) V
d) v

a) F c) F e) V gV
b) V d) Vv N F h) F

31.

a) V c) F e) F g)
b) V d) VvV v h)y vV
Resolvido.

Sendo O tal que ABN CD = {0}, entao
B8Ny = OP.

Resolvido.

-

a N B =RS

E o conjunto formado pelas extremidades do
didmetro comum.

Os pontos O, Pe R pertencem a intersegdo de
dois planos que é uma unica reta,

Resolvido.
Resolvido.

Aplique o 2° caso do teorema dos 3 planos se-
cantes.

Sex = 8 N v, x, ae bouincidem num mes-
mo ponto (1 caso do teorema dos 3 planos se-
cantes) ou x /a e x / b (2° caso do mesmo
teorema).

ayaNbNc=|P

bybja,bjc
AganbNc=P

ou(a/b,ajfc,bjc)

Use o fato de que o segmento com extremida-
des nos pontos médios de dois lados de um
tridngulo é paralelo e metade do terceiro lado.



E anilogo ao anterior (veja um octaedro num
tetraedro).

Use o fato de que as diagonais de um paralelo-
gramo interceptam-se nos respectivos pontos
médios.

Tome uma reta no plano e, por um ponto fora
do plano uma paralela a essa reta. Infinitas so-
lugaes.

Por um ponto fora da reta conduza uma para-
lela a ela. Por esta reta conduzida, passe um
plano. Infinitas solugoes.

Resolvido.
E aplica¢io do exercicio 37.

Use o método indireto de demonstrag¢do e po-
si¢oes de reta e plano.

Por um ponto de uma, conduza uma reta pa-
ralela a outra.

E aplicagio do exercicio 37.

Basta conduzir pelo ponto uma reta paralela a
interse¢do dos planos.

Resolvido.

No 1 caso e no 2¢ caso o problema nao tem
solu¢ao. No 3¢ caso basta conduzir, por P, as
retas r’ e s’ respectivamente paralelas a r e s.

Existem infinitos pontos P. Analise o 29 caso.

Use o0 método indireto e o exercicio 38.

a) F e) vV i) F )V
b) V f) F bR m) V
WY g) F k) F n) F
dy v h) F

a) F b) V ¢ F d) F

@nNpB=¢,acP=aNa=¢=aja

Basta considerar, por P, duas retas respectiva-
mente paralelas a duas retas concorrentes do
plano.

Analise as posigdes relativas da reta com o pla-
no. Método indireto e exercicio 37.

Aplique o exercicio 51.
Resolvido.

Os lados opostos de um paralelogramo sdo con-
gruentes.

Use o método indireto.
. Resolvido.
Aplique o exercicio 56.

Eles se interceptam: aplique o método indireto
€ o exercicio 56. Na outra parte aplique o exer-
cicio 53 duas vezes.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

Método indireto e aplique o exercicio 38.

a C «; o problema nao tem solugéo.

a/ aep = (a P)ésecante com a; o proble-
ma ndo tem solugdo.

a/ aef = (a P)éparalelo a « — infinitas
solugdes

a e o concorrentes — uma unica solugao.

No 1° caso, o problema admite solug¢do tnica
(analise a figura deste caso). No 29 caso, o pro-
blema nio tem solugao.

Chame de 1 a interse¢do de a e 8. Recai no exer-
cicio 61.

Tome um ponto P numa das retas ¢ a solu¢ao
é a interse¢do x dos planos determinados por
P e pelas outras duas retas. No 19 caso ha res-
trigoes para P.

a) F eV i) F m) F
b) V f) F j) F n) V
c) Vv g) F k) F o) F
d) F h) V ) F

a) F b) V )V d) F
a) v Vv e) vV g) F
b) F d) v f)F h) Vv

(AB 1 BC, BC / DE) = AB 1 DE
Resolvido.

Use o teorema fundamental.
Resolvido.

O ponto médio de uma aresta e a aresta oposta
determinam um plano perpendicular a primeira.

Resolvido.

Tome o mesmo plano 8 do exercicio 72 e prove
que b L 8.

E reto. Justifica¢io: é o teorema das trés per-
pendiculares.

Prove que a reta é paralela a uma reta do plano.

Por um ponto do plano conduza duas retas res-
pectivamente paralelas as retas dadas.

a) V eV )V ) F
b) F ) F Dy m) V
Vv 2V k) V n) v
d) F h) F

Resolvido.

Resolvido.
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a) Use o método indireto e o exercicio 78.

b) Resolvido.

c) Considere no plano duas retas concorrentes.

d) Pelo ponto onde uma das retas fura o pla-
no, passe uma paralela & outra. Use a uni-
cidade.

Use o exercicio 80 b e d.
Use o exercicio 80 ¢ e a.

Considere em 8 uma reta b perpendicular & in-
tersecao.

Pelo ponto P, interse¢ao de « com b, conduza
uma reta / perpendicular a reta a. Veja o plano
b, n.

Resolvido.

Use o exercicio 85.

Basta aplicar a defini¢ao de planos perpendi-
culares.

Tome b em «, paralela a reta a. Use o exercicio
80 c.

- Resolvido.

Meétodo indireto, usando o exercicio 89.

a) F d) F gV yv
b) V e) F h)y vV k) F
c¢) F f) F i) F

Lados opostos de um retdngulo sio con-
gruentes.

Resolvido.

a) v d) Vv v h) F
b) F e) Vv g) F i) F
c) F

a) F AV e) Vv gV
b) V d Vv f) F

Duas retas concorrentes ou duas retas coinci-
dentes ou uma reta e um ponto pertencente a
ela.

Paralelas, concorrentes, ou uma reta e um pon-
to fora dela.

Resolvido.
Prove que s L (i, r'). Veja o exercicio 98.

Prove que s’ L (r, r'ye s L (r, ). Dai sai que
s/ s, ouseja,sf/aousC a

a) F d) V gV ) F

b) F e) F h)y F k) F

¢ F f) F i)V

Resolvido.
Naio. O plano pode ser paralelo ao segmento.
Resolvido.

Passe por M, ponto médio de AB, uma reta
r’ / r. Infinitas solugdes (nos 3 casos possiveis).

Basta conduzir por M, ponto médio de AB, o
-
plano perpendicular a r. Se r + AB, infinitas
solugdes; caso contrario, solugao unica.
-
Por M trace um plano paraleloa a. Se AB / o

- ) . R -~
ou AB C a, infinitas solugdes. Se AB e « con-
correntes, solu¢do tunica.

Pelo ponto médio de ,‘TE? conduzar L «. Infi-
nitas solugoes.

- Todos os planos do feixe de planos paralelos

a (A, B, 0). Tome os pontos médios dos lados
do tridngulo ABC e descubra mais trés feixes
de planos.

Se P & (A, B, C) com o ponto médio dos lados
do tridngulo ABC, temos 3 solu¢des e mais uma
que é o plano, por P, paralelo ao (A4, B, C).
Analise o tetraedro ABCD. Observe o octaedro
cujos vértices sdo os pontos médios das arestas
do tetraedro. Ache 7 planos.

Por Pconduzaumaretae L «. Por e passe um
plano 8. Em 8, conduza g tal que e/P\g =90°—6.
Infinitas solu¢des (s0 em S ha duas).

Veja o exercicio anterior.

Por P conduza g tal que ga=0. Em « trace
t L g. O plano pedido é o (¢, P). Infinitas so-
lugoes.

Resolvido.
Resolvido.

O lugar geométrico ¢ a superficie esférica de
diametro OP.

O lugar ¢ uma circunferéncia A, contida em «,
de didmetro OF’, sendo P’ a projegao ortogonal
de P sobre a.

E uma circunferéncia \, contida no plano per-
pendicular a r por P, de didmetro OP, sendo O
a interse¢do de r com aquele plano.

Resolvido.

Resolvido.

- Resolvido.

Resolvido.



45°
50° ou 130°
80°

Trace uma sec¢do reta e recaia em angulos opos-
1os pelo vértice.

a ou 180° —a
Resolvido.
5{3 cm

10 cm

20 cm

10¥3 em
Resolvido.

10 cm

15 ¢cm

123
5

10 cm

cm

3m  3m

2 a
AV BV oF dF eV

a) vV c) F e) F g) F iy Vv
b) V d) Vv Vv h)y v v

aAV bV oV dV eV v
Resolvido.
Resolvido.
Analise dois casos: 19: /TZ? ortogonal a r (é ime-

-
diato). 2°: AB ndo oriogonal a r. Sai por con-
gruéncia de tridngulos e perpendicularidade de
reta e plano.

Resolvido.

Resolvido.

Resolvido.
Resolvido.
30° < x < 110°
30° < x < 90°
0° < x < 120°
Resolvido.

a) F c) F
b) V d Vv

gV

o8
™

oito

Resolvido.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

a) sim ¢) nao €) nao g) sim
b) nao d) nao f) nao h) sim

Nao. As faces do polar mediriam 140°, 130° e
120°, o que ¢ impossivel.

Entre 90° e 270°.
10° < x < 130°
Resolvido.
Resolvido.
g
6
a) V )V e) F gV
b) F d) F N F h)y V

V(a, b, ¢) tem di(a) reto. Tome A em Va e por
ele trace a sec¢do reta do di(a) determinando B
em Vbe Cem Ve. Use o teorema de Pitdgoras
em 3 tridngulos e o teorema dos cossenos no
tridngulo VBC.

‘V_
3¢6 cm
Resolvido.
Resolvido.

No triedro V(a, b, ¢), tome A € a, BE be
C € ctaisque VA = VB = VC. Sendo G o

. e
baricentro do AABC, a reta comum ¢ VG.

As bissetrizes estao no plano determinado por
-
MP e b’, sendo M e P os respectivos pontos

médios de BCe ABe b’ a bissetriz de ¢’ Pe (em
que Va' é oposta a Va).

. Por um ponto A € Va, A # V, conduza um

plano perpendicular a Va determinando B em

be Cem c. A reta comum € VFI em que H
¢ o ortocentro do AABC.

Conduza os planos «, 8 e y do problema 171,
As trés retas sao perpendiculares a reta comum
de a, 8 e y pelo ponto V.

Resolvido.

0° < x < 10°
70° < x < 170°
10° < x < 50°
a) nao

b) nao

¢) sim

d) sim

€) sim

a) 3, 4 ou 5 faces

b) 3 faces
c) Nao ¢ possivel.

5
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Resolvido. a) prisma pentagonal
b) prisma hexagonal

10 ¢) prisma pentagonal

6 d) prisma octogonal

8 Resolvido.

9 ' prisma decagonal

11 prisma pentagonal

8ed 40r

Resolvido. 2r

10 Resolvido.

29, 68 ¢ 4] Sé6r

26 (n—1)-4r

14,24 ¢ 12 2 160°

10, 24 ¢ 16 1080°

20 O niumero de diagonais de um poligono de n
20 lados é Lzﬂ

3 triangulares, 2 quadrangulares ¢ 1 pentagonal
13

Use congruéncia de (ridngulos retangulos.

Resolvido.

4+a(f~2) + b(m=2) + ¢(n-2) ; (af+bm +cn) Use o fato de que dois planos paralelos inter-
2 ceptam um terceiro em retas paralelas.
deve ser par. _
Resolvido. a)d = _5‘3 cm, S = 37,5cm?
a) 720° c) 1440° e) 3 600° _
b) 2 160° d) 6 480° b)d = V57 em. S = 28 cm?
7 triangulares e S pentagonais 2
4 od= ‘;" cm, S = 27em?
6 triangulares e 3 quadrangulares _
b > - = pJ
27,9¢19 229. a)d = x3, 8 = 6x
Resolvido. b) d = av14, S = 22a’
= J3x2 = 6x2
Resolvido. c)d = 3x2 + 6x + 5,S = 6x + 12x + 4
Resolvido. Jé6m
Vid icio 205. =
ide o exercicio 205 Gyt e 2
Em 2V = 2A + 2F = 4, substitua 2A com _
vértices. 5¢3
cm

Resolvido.
Em4V — 4A + 4F = 8, substitua 2A com fa- 5cm
ces € outros 2A com vértices. Resolvido.
Prove primeiro que 3F < 2Ae3V < 2A. Uti- ~
lize essas desigualdades e a relagao de Euler para v3cm
provar as demais. —

vlem
V = 60 (atomos)
A = 90 (ligagoes) 3em
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2,8/3cm s =3p v M2
4
%cm b)S = 2d2, V = 33
3+V3 + 302 = V==
Resolvido. 4cm 4\.3 cm
v38cm S=1152em?, V = 1536,3 cm?
Basta usar a expressio de d2. 0,030 m?
Note que (@+b+cy¥ = d?+8. a) A drea é quadruplicada;
o volume fica multiplicado por 8.

Resolvido. b) A area é reduzida a %;
sf21 cm, 8‘!2_] cm € 10J21 cm o volume é reduzido a L

27°

4m,6me8m . . .
m, om c)Aareaeredundaa%;

ad i bd X cd
Jar b2’ Jatebi+ et Jal+bi+cl

o volume é reduzido a %

d) A drea é multiplicada por k2;

Sm o volume é multiplicado por k3.
Resolvido. 80 galoes
Resolvido.
\/ Sst . J Srt . J Srs 48 0006 cm?
2r(r+s+t) 25(r+s+t) 2t(r+s+t)
8 000 m?
?‘j rq '?\/ rp -F\/ Pq 3/3em
pr+q+p) NV qr+q+p) Vr(r+q+p) 30 cm; 5 400 cm?
48 cm; 13 824 cm?
100/6
3 m 258 dm?
Ma 14
a) S = 24cm?, V = 8cm? 914 cm, 9V14 cm, 214 cm; 6237 cm?;
b) S = 30,50 cm2, V = 10,500 cm?3 _
¢)S = 13,50cm?, V = 3,375 cm? 567V14 cm?3
al 12 cm, 6 cm, 4 cm; 14 cm; 288 cm3
a) S = da’, V= - 200 cm?; 250 cm?
b) S = 6b%, V = b 12 m?
c) S = 16x2 + 6x, V = 6x3 + 3x2 i
Resolvido.
3m 20cm, 15Scm, 10 cm; V = 3 000 cm?
d = {155¢cm, S =286cm?, V = 315 cm? vV =1280a%S = 1224cm’
) ZJ_ 4cm, 12cm, 3cm ou (7+J§)cm,5 cm,
12cm, 12y3 cm (7—\/5) om
3
100 cm 54 cm3
64 cm?
12 m: 1.928 m} Vonoedro © Yeuvo = 208; 243
4 m; L leem 540 ¢, 0,06 m
d=2,5{3cm; S=37,5cm2% V=15,625 cm} Resolvido.
d=5{3cm; S=150cm?% V=125cm} % L2
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10m, 15m, 6 m Resolvido.
112 cm?® ou 108 cm? 3ad
V.ioo * Voroatro = 6 ¢ (11 = 2010) 4
Resolvido. br=s
6. 9m}

5 4/3cm

60 cm3 ou 11760 cm?

3 A, =270cm?, V = 4515 cm?
O ortoedro de menor superficie é o cubo. 6 dm
18(8 + 3\5) cm3; 240 cm? A =102 m2, V = 1800 m?
Resolvido. 280 cm?
a) Observe os triangulos formados pela diagc 144 m?
nal, aresta e diagonal de uma face. A, = 48(6+ﬁ) m, V= 2883 m?

b) Relagdo métrica no tridngulo acima.

2,7J6 cm; 87,48 cm?; 39,3662 cm? Ar = 1923 cm?, V = 1152 cm?

Desenvolvimento algébrico. Resolvido.
a) cubo de aresta ¥V, A, = 248cm?, V = 240 cm?
=
b) cubo de aresta 56 80429 cm?
6 2cm, A = 2(6+ J3) em?
a) A, = 42em?, A, = S4cm?, V = 21 cm? V = 6dm?, A, = 14/3 dm2
b) A, = 15cm?, A, = %(10+\E)cm2, IREER
V= ﬂ cm3 24 m3
2
64(4+3J2) cm?
) Ay = 30J3cm?, A, = 6(3+5(3) cm?,
108 m?
vo 4B Resolvido.
2 . 24 dm?
3
a) A,=6aZ,A(=MaZ,V=£a 480V3 cm
2 2 Resolvido.
b) Ar=15%2, A, = 3(5 + )2, v 1503 1202+ V3) cm?
4 .
Resolvido.
— l 2 = i 2 = i 3 3
c)A,-3k,Al—6k,V_12k 42 m
A= 60(1+42)cm?, V = 90 cm} (6+(3 - y3+12(3) dm?
A = 2 2V = 3
L = 20(32+25{2) cm?, 20002 cm N
A, = 1200cm?, V = 2400y3 cm? =5 A v
2 .
3 42700 22
4\/3 3\6 E um retangulo de dimensdes a e aﬁ; a’J}.
R m
9 2 3642 cm?
230 cm? ' A, = 352
A = 32(6+J3) cm? Resolvido.
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33

2x
(52—
zsys(lz 3 o

a) O plano (B, E, P) intercepta as faces opos-
tas do cubo em segmentos paralelos.

aJ_ an,S_%Z
>

b) bases: a\2 e ——

8

Os lados do triangulo sao diagonais das faces.
Os extremos da diagonal estdo a igual distan-
cia dos vértices do triangulo.

Ponto médio

S = a3

2
45°, 90°, 45°
30°

a) arc cos g ou arc sen g

I
b) arc cos % ou arc sen T6

450
6 m?
2016 a?
1 080 cm?
1922 cm?
45 cm?
= 5403 cm?;
= 360 cm?
4B
3
237,5%
32

a

al6
3

b) IT(\J = arc cos ﬂ
15.
3o

a) Observe os tridngulos PAM ¢ ABM.

SRLS
2

unidades de comprimento

3

—m
3

[

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

d2+S ZdZ— Jd2+ Jd2+ ’Zd

em que — < d? <
qu 2

—— (as dimensdes além

de reais devem ser posulvas).

Use o fato de a soma dos diedros de um triedro
estar entre 2 retos e 6 retos.

E a generalizagdo do exercicio anterior.
Prove que a soma das distancias do enunciado
i \ 2S .

é a constante 5 + - em que ?é o lado da

sec¢ao, S é a area da sec¢do e V é o volume do
prisma.

Use base média de um trapézio.

Use a rela¢ao de Stewart da Geometria Plana
ou a expressio da mediana de um triangulo
qualquer.

" O plano deve passar por uma diagonal e pelo

ponto médio de uma aresta. A drea minima
¢ atJ6

2

afe \, _36-1s ,

36 0 ¢ 36

Iy _
a)%senzacoscx b)tga = \2

piramide hexagonal
piramide pentadecagonal
27

10 retos

Resolvido.

(n—1) * 4 retos

a) piramide pentagonal
b) piramide heptagonal
c) pirdmide hexagonal
d) piramide decagonal

a) A, = 25{3cm? A, = 25(1+y3)cm?
b) A, = 48J6 cm? A, = 24/3(1+2/2) cm?-
= 487 cm?

Resolvido.

cm?

o2
4

J6cm; 93 cm? e

379



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

3¢m V23 m’
22 em; 2/6 cm?
6m 493 cm
1443 m? 3
Im Resolvido.
76 em 483 em3
16 em B = 9{3em? A, = 939 cm;
Resolvido. A = 93 (m + Dem? V = 183 cm?
8 em? Resolvido.
A, = 4320cm?; A = 108(40 + 3{3) cm? 83 cm?; #cmJ
Ay =28m% A = 32m? e
— 28842
A = 21{3em2, A, = 24/3 cm? e
192 m2 4 cm, 60 cm?, 48 cm?
24V3 cm?
Resolvido. {3em
83£ cm? 1443 cm?
_ 17 15
10 cm e 24 cm e 10(37 + 12{2) cm? ca=—-mh=—rm
25J651 + 244133 + 120) cm? o33 . 243011 .
81 cm? 2 ' 4
30 em? 105495
192 ¢m? 2
Ay = 25{3cm?, A, = 25J39 cm?, 34 0
A, = 25039 + {3)em? 17
64\[7 em? 40v3 m?
42 m 9‘[81_5 cm?
Resolvido. — —
A= 2 A = 663 + §emd A= 4327cm2, A, = 403109 + 1)em?
‘= v = o
‘- 3
23 cm 2{3 cm
— o
9y33 cm &
R ido.
A = 60V21 em?: esolw_o
A - 3063 5T o2 a, a2l | 233
. = 30(5¢3 + 2{2)em 3 6 2
360 cm?; 18(20 + 3J3) cm? 3015
a) 60° b) A, = 21— a%

2J5 cm; 96 cm?

07 g SN RS NN )
120 em3 T 60°
a3 36J3 m3; 108 m?
2 2 m?3
6 803 m?
2 2592
11523 m? o
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180 ¢cm?
Resolvido.
5763 cm?

9 cm2; 9y2 cm?
8,64 cm

A= as;

A = {S+haty V= %a’

6a
Resolvido.
a2

4

Resolvido.
16J2 m2

P 315
22,203, A, = (2. 3+,2)a vV = 222

Resolvido.

(n + 2)h3 g —=
3(k2-1) n+ 2
3

3
ﬂ r3

2

Calcule MH, HB, MB e use o reciproco da re-
lagao de Pitagoras.
850
3
202
3
. Né&o ¢ possivel. Observe que a base seria um he-
xagono regular.
46
3 ™

5
22 m; 8 m%; 82 m?

Os tridngulos sdo retangulosem D, D, A e C.
A = 1207+ 5)m?

Parta da expressdo de V e substitua os elemen-
tos em fungdo de S e A.

Sendo ABCD o tetraedro, procure trabalhar
com um prisma BCDAEF.

Sendo ABCD o tetraedro e DB'C’ a projecao,
procure raciocinar com um prisma DB'C’'ABE.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

Note que os tetraedros tém mesma altura e ba-
ses equivalentes.

Utilize a relagdo métrica no tridngulo retangulo:
Lo 1,1 becsi h
T et em que b e ¢ sdo catetos e
é a altura relativa a hipotenusa.
a) Observe que a soma dos volumes de
PAMN), PA(AMQ) e P(ANQ) é o volume de
A(MNOQ).

b) Deve ser escolhido de modo que: PA = 3a,
PB=3be PC=3c.

Use o teorema da bissetriz interna (Geomelria
Plana).

Tome dois dos segmentos citados, use seme-
lhanga de tridngulos e a propriedade do bari-
centro.

Considere o segmento com extremidades num
vértice e no baricentro da face oposta. O pon-
to que divide esse segmento na razdo 3: 1 a par-
tir do vértice é o ponto pedido.

Estabele¢a uma a uma as razoes entre os volu-

mes de P(BCD), P(ACD), P(ABD), P(ABC) e
o volume de ABCD.

Resolvido.

Use o resultado do exercicio 484.

Se A(BCDE) é a piramide, o plano ¢é definido
por B, Ce X, em que X é um ponto de AD tal
AX _ I5-1

que
AD 2

a) Use o exercicio 475.

b) Trace as alturas CH e DH das faces ABC
e ABD.

¢) Cada diedro, com 2 dos angulos citados, da
2 retas.

Use paralelismo.

2y
3

a=d\/ 2 sen o ;b=d\[ 2sen 3 .
sen (3 sen ¢ sen ¢ sen a

2
c=d sen ¢
sen « sen 8

a) Use a relacao de Stewart ou a expressao da
mediana de um triangulo.
b) Use o item a.

Use o exercicio 480.

a) A superficie lateral ¢ maxima se APB = 90°.
b) O volume é maximo se PABC é etraedro tri-
retangulo.
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

a) A; = 4xcm?, A = 6rcm?, V
b) A; = Srem?, A = Trem?, V
c) A;=120(x +2) mm?2, A =8(23x+30) mm?,

V =4807 mm?3

a) A, = 4wx?, A, = 67x%, V = 27x?
b) A; = 7ar2, A = 9x