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Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias

¢ OBJETIVO

MATEMATICA

s /ds‘ ﬂ?@/ﬁﬂ/ e caéega&

MODULO 25

Geometria Plana |

1. MAM-Mathematical Association of America) —

Dados um triangulo PQR, onde RS & bissetriz do angulo
A
interno R do

triangulo, lﬁ ¢ estendida até

D e o angulo n & reto, entdo

_ .
a)m= > (p-9 b) m > (p+q)

1 1

c)d=—(q+ d)d=—m
) 5 (q+p) ) 5
e) nenhuma das anteriores
R
p 9N d

P s Q P

RESOLUCAO:

No APDT, tem-se m=p +d - 2
No AQDU, tem-se q=m +d } 1

Resposta: B

2. Mostre que o angulo inscrito em uma circunferéncia é
a metade do angulo central correspondente.

RESOLUCAO:

Os triangulos OAC e OAB sao isosceles. Neles temos:
OAC=0CA=aeOAB=0BA=p

Os angulos externos medem respectivamente 2o e 2.
Desta forma,

COB

COB=20+2B=2.(a+p)=2.BAC « BAC = B

Resposta: Demonstracao

) OBJETIVO — 1



3. (ITA) — Considere o triangulo PQR abaixo, circuns-
crito a uma circunferéncia de centro O, cujos pontos de
tangéncias sao A, B e C. Sabe-se que os angulos ﬁ,ée ﬁ
estao, nesta ordem, em progressao aritmética de razao 20°.
Os angulos 1, 2, 3 e 4, conforme mostrado na figura

abaixo, medem, nesta ordem:

=)

a) 40°,120°, 60°, 50°
¢) 60°,140°, 60°, 40°
e) n.d.a.

b) 40°,100°, 50°, 40°
d) 60°, 120°, 40°, 50°

RESOLUCAO:

A A A
Se os angulos P, Q e R estao, nesta ordem, em PA de razao 20°,

A —
entao P=40°,Q=60°e R=80°e , pois RO & bissetriz.
A A
O angulo , pois o triangulo OBR & retangulo em B.

No quadrilatero OBQC, tem-se:
A

A
2 +90° + 60° + 90° = 360° = | 2 = 120°

A A A
O angulo 3 é a metade de 2, pois 2 € o angulo central de arco

— A A
BC e 3 é o angulo inscrito e, portanto,

Resposta: A

2 — ) OBJETIVO

4. Da figura, sabe-se que D € o p¢ da bissetriz do angulo
reto A do triangulo retangulo ABC. Se DE € perpendicular
a BC, o angulo o

A
E
o 0
B 5 o
. . . 90° + ¢
a)éiguala c b) & igual a —
c¢) éigual a 45° d) & maior que 45°
e)nra.
RESOLUCAO:

Sr. Professor, comente com o aluno que todo quadrilatero inscrito
em uma circunferéncia possui angulos opostos suplementares e
vice-versa. Comente também que angulos inscritos em uma
circunferéncia e correspondentes ao mesmo arco sao congruentes.

A
AN

X

o
B\\/b C

A A
O quadrilatero ABDE ¢ inscritivel, pois os angulos BAE e BDE
sao suplementares.

A A ~
Os angulos DAE e DBE correspondem ao mesmo arco DE da

A A
circunferéencia e, portanto o= DBE = DAE =45°,
Resposta: C



5. (OBM) - No triangulo ABC, o ﬁnguloA mede 60° e o
angulo B mede 50°. Sejam M o ponto médio do lado AB
e P o ponto sobre o lado BC tal que AC + CP = BP. Qual

a medida do angulo MPC?

a) 120° b) 125° c) 130°
d) 135° e) 145°

RESOLUCAO:

Consideremos D no prolongamento do lado BC tal que
AC =CD. Como BP=AC + CP=CD + CP = PD, P & ponto médio
do segmento BD e,sendo M o ponto médio do segmento AB, temos
MP// AD.

No triangulo isosceles ADC, temos

180° - 110°
= =35°

A
A 180° - ACD
AD

2 2

Assim sendo:

A A
MPC =180° - MPB = 180° —AﬁC =180° - 35° = 145°
Resposta: E

MODULO 26

Geometria Plana |

1. Se as medidas dos lados de um triangulo sao dadas por
(2x — 8), (8x — 10) e (x2 + 3), com x € Z, o perimetro &
a) 14

b) um niimero par.

¢) um quadrado perfeito.

d) maltiplo de 5.

e) o dobro do maior lado.

RESOLUCAO:

2%-8 8x-10

B x2+3 C

x2+3<(2x—-8) + (8x - 10)
2x-8<(x2+3)+(8x-10) <
8x-10< (x2+3)+(2x-8)
x2-10x+21<0 3<x<7
ed 2rox+1>0 < x<-3-2V2oux>-3+2V2 o
- 6x+5>0 x<1 ou x>5
< 5<x<7,portanto x = 6, pois x EZ.

Os lados medem 4, 38 e 39. O perimetro & 81, que & quadrado
perfeito.
Resposta: C

) OBJETIVO — 3



2. (ITA) — De dois poligonos convexos, um tem a mais
que o outro 6 lados e 39 diagonais. Entao, a soma total
dos nlimeros de vértices e de diagonais dos dois poligonos
¢ igual a:

a) 63 b) 65 c) 66 d)70 e)77

RESOLUCAO:
Sendo n e n + 6 os niimeros de lados e, d e d + 39, os naumeros de
diagonais desses dois poligonos convexos, tem-se:
nm-3)
2
Mm+6)(n+6-3)
2

1d= <2d=n%-3n

2)d+39=

< 2d+78=Mn+6)(n+3)
Assim:n?-3n+78=n?+9+18 < 12n=60 < n=>5

Conclui-se, portanto, que um dos poligonos convexos tem 5 vértices
e 5 diagonais e o outro poligono tem exatamente 5 + 6 = 11 vértices
e 5 + 39 = 44 diagonais.

Logo, a soma total dos niimeros de vértices e de diagonais dos dois
poligonos & igual a: 5 + 11 + 5 + 44 = 65

Resposta: B

4 — ¢ OBJETIVO

3. (ITA) — Considere tres poligonos regulares tais que os
nlimeros que expressam a quantidade de lados de cada um
constituam uma progressao aritmética. Sabe-se que o
produto destes trés niimeros € igual a 585 e que a soma de
todos os angulos internos dos trés poligonos € igual a
3780°. O nlimero total das diagonais nestes tres poligonos

¢ igual a:
a) 63 b) 69 ¢) 90 d) 97 e) 106
RESOLUCAO:

Sendo n — p, n e n + p os nameros naturais que expressam a
quantidade de lados destes tres poligonos e S; o niimero total das
diagonais nestes trées poligonos, de acordo com o enunciado, téem-
se:

1°) (m-p-2)180°+(n-2)180° + (n+p-2) 180°=3780° <>
<n-p-2+n-2+n+p-2=21<3n-6=21<
<3n=27<n=9

2°) (n-p).n.(n+p)=585
Assim: (9-p).9(9+p)=585<81-p2=65<

<pZ=16<>p=4,poispEN

Os poligonos téem 5, 9 e 13 lados e, portanto, o niimero total de

diagonais &

5.2 9.6 13.10
Sy= + + =97
2 2 2

Resposta: D




8. (ITA) — Considere as afirmagdes sobre poligonos

CONvexos:

I) Existe apenas um poligono cujo niimero de diagonais
coincide com o niimero de lados.

II) Nao existe poligono cujo nimero de diagonais seja o
quéadruplo do niimero de lados.

IIT) Se a razao entre o nimero de diagonais e o de lados
de um poligono € um niimero natural, entdo o niimero
de lados do poligono & impar.

Entao:

a) Todas as afirmacgbes sao verdadeiras.

b) Apenas (I) e (III) sdo verdadeiras.

c) Apenas (I) € verdadeira.

d) Apenas (III) & verdadeira.

e) Apenas (II) e (III) sao verdadeiras.

RESOLUCAO:

Sendo d o niimero de diagonais e n o niimero de lados do poligono,

temos:

I) Verdadeira

n.n-3)
2

d=n< =nen’-5n=0<n=00un=>5

Como n = 3, temos n = 5 e, portanto, o iinico poligono € o
pentagono.

II) Falsa
n.n-3)
2

d=4dn < =dn<n’-1ln=0=n=0o0un=11

Como n = 3, temos n = 11 e, portanto, existe um poligono que
satisfaz a condicao d = 4n. E o undecagono.

III) Verdadeira

Seja k €N a razao entre o niimero de diagonais e o nitmero
de lados.
Assim,

n.mn-3)
Y =ked=n.ke — " =n.k

Como n = 3, temos:

n-3

3 =ken-3=2k<n=2k+3

e, portanto, n & impar.
Resposta: B

MODULO 27

Geometria Plana |

1. (ITA) — Num triangulo ABC, BC = 4 cm, o angulo C
mede 30° e a projecao do lado AB sobre BC mede 2,5 cm.
O comprimento da mediana que sai do vértice A mede:

a) 1 cm b) V2em ¢) 0,9 cm
d) V3em e)2 cm
RESOLUCAO:

AH = B Lan—05V3
15 3

AM2 = (0,5)% + (0,53 )2
AM2 = (0.5)%1 +3)=1
AM =1

Resposta: A

&) OBJETIVO — 5



4. Na figura

H G
| F
Pe----\BF----9Q
\ !
\ I
\ i
\ !
C \ 1 E
\ i
\ 1
\ 1
\ !
\ i
\ i
\
B T /I A
\ I
v
\‘
R
J K

ABCDE & um pentagono regular. P, Q e R sdo os centros
dos quadrados DEFG, CDHI e ABJK. A medida do

angulo PRQé:
a) 18° b)24° c) 30° d) 36° e) 42°
RESOLUCAO:

H G

Pe----\B/----2Q F

\ /

\ !

\ 1

\ 1
C \ / E
\ !
\ 1
\ 1
\ !
\ !
\ 1
BR——F—A A
\ !
Ay
R
J \/ K
S

1) Os angulos internos do pentagono medem 108°.
2) QEA =RAE =108° +45°=153°
QE =AR -
<> <>
= AEQR & um trapézio isosceles e, portanto,AE // QR

«> <>
3) De forma analoga PR // BC
4) Pi{Q =CSE=180°-2.BAS=180°-2. (180° - 108°) = 36°
Resposta: D

6 — #DOBJETIVO

3. ITA) — Considere o triangulo ABC isosceles em que o
angulo distinto dos demais, BAC, mede 40°. Sobre o lado
AB, tome o ponto E tal que ACE = 15°. Sobre 0 lado AC
,tome o ponto D tal que DﬁC =35°. Entao, o angulo EDB

vale
a) 35° b) 45° c) 55° d) 75° e) 85°
RESOLUCAO:

Com os dados do enunciado, pode-se montar a seguinte figura,
onde 0 é a medida, em graus, do angulo EDB




1) Da congruéncia entre os triangulos retangulos FBC e FBE, re-
sulta: FC = FE

2) Os triangulos retangulos FDC e FDE sao congruentes pelo
critério LAL, pois: FC = FE, FD & lado comum e
DFC=DFE=90°
Assim: FCD = FED < 15°=90°— 0 <> 0= 90°— 15° <> 0 = 75°

Resposta: D

4. (ITA) — Seja P, um poligono regular de n lados, com
n> 2. Denote por a 0 apdtema e por b, 0 comprimento de
um lado de P . O valor de n para o qual valem as
desigualdades b <a_ eb ,>a , pertence ao intervalo

a)3<n<7 b)6<n<9 c)8<n<l1l
d)10<n< 13 e) 12<n< 15

RESOLUCAO:

1) Sem perda de generalidade, consideremos dois poligonos (de
(n —1) e n lados), inscritos no mesmo circulo de raio R, como se
ve na figura seguinte.

bn
b4 2 1 b ;
emquetg |—) = —— = — .2 e de modo analogo,
n a, 2 a
n
( ) 1 b,_,
g =
n-1 2 a4 _q

2) De0<b,=a eb, _,>a _,>0,tem-se:

b 1
21) L <1 1 by 57

— =
a 2 a

T
n-1 8

assim:

3) De (I) e (IT), tem-se, finalmente: 6 <n <9
Resposta: B

T
> — ©n-1<8<n<9 (I

& OBJETIVO — 7



MODULO 28

Geometria Plana |

1. (OBM-RETIFICADO) — Na figura, a reta PQ toca em
N o circulo que passa por L,M e N.Areta LM corta a reta
PQ em R. Se LM = LN e a medida do angulo PNL & o,
a > 60°, quanto mede o angulo LRP?

L
M
N R

a) 3a.— 180° b)180° — ¢) 180° — a
d)90° -a /2 e)a
RESOLUCAO:

P Q

Como a reta PQ é tangente a circunferencia, os angulos Lll\\JP e
LIOIN sao congruentes, pois correspondem ao mesmo arco de
circunferéencia. Seja a a medida de cada um deles. Sendo 0 trian-
gulo LMN isosceles com LM = LN, os angulos LMN e LNM sao
congruentes.

Assim, MLN=180-2a e LIA{P =o - (180 - 20a) = 3o - 180°.
Resposta: A

8 — & OBJETIVO

2. Sobre os lados do triangulo ABC s@o construidos os
triangulos equilateros ABP, BCQ e CAR, nao sobrepostos
ao triangulo ABC. Demonstre que as retas AeQ,B_B eCPse

interceptam em um mesmo ponto O.

RESOLUCAO:

Seja O o ponto de interseccao das retas BR eCP.O que se deve
provar é que os pontos A, O e Q sdo colineares, ou seja,
AOB + BOQ 180°

Demonstracao:

Os trlangulos PAC e BAR sao congruentes, pois PA = BA,
PAC BAR 60° + BAC eAC =AR.

Os angulos OBA e OPA assinalados por o na figura, sao
congruentes e os pontos O, B, P eA pertencem a uma mesma
circunferéncia. Desta forma AOB = 180° - APB = 180° - 60° =
120°. De forma analoga, os pontos O, A, R e C também pertencem



a uma mesma circunferéencia e A6C = 120°. Como consequéncia
BOC = 120°, BOC + BQC = 180° ¢ os pontos O, B, Q e C
também pertencem a uma mesma circunferéncia. Assim,
BOQ = BCQ = 60° ¢ AOB + BOQ = 120° + 60° = 180°, 0 que prova
que os pontos A, O e Q sdo colineares.

Resposta: Demonstracao

3.(OBM) - Na figura, ABCDE & um pentagono regular e
AEF & um triangulo equilatero. Seja P um ponto sobre o
segmento BF, no interior de ABCDE, e tal que o angulo
PEA mede 12°, como mostra a figura abaixo. Calcule a
medida, em graus, do angulo PAC.

RESOLUCAO:
Considere a figura:

a) O triangulo ABF é isosceles e AﬁB = 6°, pois
A 180° — (108° + 60°)
AF =6°

2

A
b) No triangulo FEP temos PFE = 60° — 6° = 54° ¢
PEF = 12° + 60° = 72°. Desta forma, FPE = 180° — 54° — 72° =

54° e, portanto, o triangulo FEP ¢ isosceles de base PF.

¢) Como AE = FE e PE = FE, temos PE = AE e o triangulo AEP ¢&

A 180° - 12°
isosceles e tem angulo da base PAE = — = 84°.

180° - 108°

d) No triangulo ABC isosceles, temos BAC = =36°e,

portanto CAE = 72°.

Assim, PAC = PAE — CAE = 84° - 72° = 12°.
Resposta: 12°

) OBJETIVO — 9
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EMobuLo 25

1. No triangulo ABC, AC = CD e CAB — ABC = 30°.
Entao, o angulo BAD mede:

a) 30° c

b) 20°

¢) 22,5° D

d) 10°

e) 15° A B

2. Na figura, AB é o diametro do semi-circulo que forma
20° com a corda AC. Se r é tangente ao circulo e r // AC,
os angulos a e 3 medem, respectivamente:

a) 20° e 70° b) 25° e 65° ¢) 30° e 60°

d) 35° e 55°

e) 10° e 70°

3. (ITA) — Seja ABC um triangulo isdsceles de base BC.
Sobre o lado AC deste triangulo, considere um ponto D
tal que os segmentos AD,BD e ]ABC sao todos congruentes
entre si. A medida do angulo BAC ¢ igual a:

a)23° b)32° c) 36° d) 40° e) 45°

EMoDULO 26

1. (OBM) - DEFG & um quadrado no exterior do
pentagono regular ABCDE. Quanto mede o angulo EAF ?
a) 9° b) 12° c) 15° d) 18° e) 21°

2. (COLEGIO NAVAL) - Dois lados de um triangulo
sdo iguais a 4cm e 6¢cm. O terceiro lado € um niimero
inteiro expresso por x> + 1, com x € Z. O seu perimetro
é:

a) 13 cm
d) 16 cm

b) 14 cm ¢) 15cm

e) 20 cm

3. (ITA) — O ntimero de diagonais de um poligono regular
de 2n lados, que n@o passam pelo centro da circunferéncia
circunscrita a esse poligono, & dado por:

10 — & OBJETIVO

a) 2n(n — 2) b) 2n(n-1) ¢) 2n(n — 3)
d) M e) nd.a.

2
HMobuLo 27

1. (OBM) — Na figura, os dois triangulos sdo equilateros.
Qual ¢é o valor do angulo x?

a) 30°

b) 40°

c) 50°

d) 60°

e) 70°

75°
65°

2. (BIELORUSSIA) — No losango ABCD, £ A = 60°.
Os pontos F, H ¢ G estio sobre os segmentos AD,CD e
AC de modo que DFGH & um paralelogramo. Prove que
FBH & um triangulo equilatero.

EMobpuLo 28

1. (ITA) — Considere uma circunferéncia de centro em O
e diametro AB. Tome um segmento BC tangente a
circunferéncia, de modo que o angulo BCA meca 30°.
Seja D o ponto de encontro da circunferéncia com o
segmento AC e DE o segmento paralelo a AB, com extre-
midades sobre a circunferéncia. A medida do segmento
DE sera igual

a) a metade da medida de AB.

b) a um ter¢o da medida de AB.

¢) a metade da medida de DC.

d) a dois ter¢os da medida de AB.

e) a metade da medida de AE.

2. (OBM) - O canto de um
quadrado de cartolina foi i
cortado com uma tesoura. A B

soma dos comprimentos dos
catetos do triangulo recor-
tado & igual ao comprimento
do lado do quadrado. Qual o

valor da soma dos angulos

a e 3 marcados na figura ao
lado?



a=mresolucao dos exercicios-tarefa m  — — ——
EMobuLo 25

1)

Conforme a figura,x +y=a

Do enunciado ngB - AﬁC =(a+x)-y=230°

Desta forma,

X+y=o
x-y=30°-a

Resposta: E

2)

} =x=15°

Conforme a figura,

B=x+20°

~
a. = X, pois correspondem ao mesmo arcoAT.

Assim,
B=a+20°
o+ p=90°

Resposta: D
3)

-

o =35°
B =55°

1) Seja o a medida do angulo lex\C. Como o triangulo
ADB é isosceles de base XB, temos:
DKB = DﬁA =a
2) Bll\lj = 20, pois € angulo externo do triangulo ABD.
3) ACBD é isosceles de base CD= BéD = BﬁC =2a
4) AABC éisosceles de base BC = AﬁC = AéB =2a
Assim, no triangulo CBD, temos:
20+ a+20=180° < o =36°

Resposta: C

EMobuLo 26

1) Lembrando que o angulo interno de um pentagono
. (5-2).180°

regular é igual a — =108°, temos que

A
AEF = 360 — 108° — 90° = 162°
Como o triangulo AEF ¢ isosceles com AE = EF, temos

A 180°-162°

EAF = 9°
2

Resposta: A

2)

D x2+1<4+6<x*-9<0<-3<x<3

ID 4<x’+1+6x2>-3<VxER
MD6<x’+1+4<x>-1>0<x<-1oux>1

De (I), (I) e (III), tem-se -3 <x <-loul<x<3e

portanto x = — 2 ou x = 2. Os lados medem 4 cm,
5 cm e 6 cm e o perimetro € 15 cm.
Resposta: C

3) O namero de diagonais de um poligono de 2n lados

6 2n(2n - 3)
> .

& OBJETIVO — 11



Destas, ZTH passam pelo centro.

Nao passam pelo centro 2n(2n - 3) - 2n =

2 2
=n.2n-3-1)=2n(n-2)
Resposta: A
EMobuLo 27
1)

Os triangulos ABC e DEF sao equilateros e possuem
ﬁng/ylos internos de 60°. Desta forma os angulos BCF
e DFC e medem respectivamente 45° e 55°, e permitem
obter os demais angulos assinalados na figura.
Assim, x + 60° + 80° = 180° <> x =40°

Resposta: B

2)

a) No paralelogramo DFGH temos
FDH FGH 120° e DFG DHG 60°. Por ser
FG /! DH os angulos AFG e GHC medem 120° e,
consequentemente, os angulos AGF e HGC me-
dem 30°, o que prova que os triangulos AFG e
GHC sao isosceles.
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b) Desta forma, CH=GH=FD =a,AF=GF=HD =
={ —a, onde € & a medida do lado do losango.

¢) Os triangulos CBH e DBF sao congruentes, pois
CB = DB = ¢, BCH = BDF = 60° ¢ CH = DF. Do
que se conclui CBH = DBF = a e BH = BF.

d) Como HBF = HBD + DBF = HBD + CBH = 60° e
BH = BF, o triangulo FBH é equilatero.

Resposta: Demonstracao

EMobpuLO 28
1)

Os triangulos DAO e
DEO sao equilateros.

Assim, sendo R o raio
da circunferéncia de
diametro AB, tem-se:

1) AB=2R
2) OA=AD =0D =
DE=0OE =R

2) Considere a figura:
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A B
B
27° a
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1
1
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o 1
_______ 1
D (-a F a c

a) Seja £ a medida do lado do quadrado e FC = a.
Como FC + CE = ¢, temos
CE=¢-a,DF={€-a, EB=¢-(f-a)=ace,
portanto, EB = FC e DF = CE.

b) Os triangulos ABE e BCF sao congruentes pelo
critério LAL. Pelo mesmo motivo também sao
congruentes os triangulos ADF e DCE. Assim,
DAF = a e BAE = f.

¢) Como o+ +27°=90° temos o + = 63°.

Resposta: 63°



