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ESTATISTICA

INTRODUGAO

Inicialmente, se analisarmos a matriz de referéncia do ENEM, veremos que para
estatistica, espera-se que o aluno saiba sobre:

e Representacdo e andlise de dados;

e Medidas de tendéncia central (médias, moda e mediana);

e Medidas de dispersao (desvios e variancia).
Nosso curso de estatistica sera fundamentado no que realmente o ENEM aborda.
Mas o que é estatistica?
A Estatistica pode ser encarada como uma ciéncia ou como um método de estudo.
A Estatistica pode ser vista a partir de duas concepgdes:

e No plural (estatisticas), indica qualquer colegdo consistente de dados
numeéricos, reunidos com a finalidade de fornecer informagdes acerca de uma
atividade qualquer. Por exemplo, as estatisticas demograficas referem-se as
dados numéricos sobre nascimentos, falecimentos, matriménios, desquites,
etc;

¢ No singular, indica um corpo de técnicas, ou ainda uma metodologia técnica
desenvolvida para a coleta, a classificagdo, a apresentacdo, a andlise e a
interpretacdo de dados quantitativos e a utilizacdo desses dados para a
tomada de decisdes.

Qualquer ciéncia experimental ndo pode prescindir das técnicas proporcionadas pela
Estatistica, como por exemplo, a Fisica, a Biologia, a Administracdo, a Economia, etc.
Todos esses ramos de atividade profissional tem necessidade de um instrumental
que se preocupa com o tratamento quantitativo dos fenédmenos de massa ou
coletivos, cuja mensuracdo e andlise requerem um conjunto de observagdes de
fenédmeno ou particulares.

Assim, Estatistica é a ciéncia fundamentada na teoria das probabilidades e em um
conjunto de técnicas e métodos de pesquisa que abrange, entre outros temas:
planejamento de experimentos, coleta e organizagdo de dados, representagcao de
dados numéricos por meio de tabelas e graficos, andlise de dados, previsdes e
tomadas de decisdes em situagdes de incerteza com base na andlise de dados e tem
como objetivo fundamental o estudo de uma populagao.

Este estudo pode ser feito de duas maneiras:
e Investigando todos os elementos da populagao;

e Por amostragem, ou seja, selecionando alguns elementos da populagao.
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A parte da Estatistica que iremos utilizar para resolver os problemas do ENEM ¢é a
Estatistica Descritiva, e ela se preocupa com a coleta, organizagao, classificagao,
apresentacdo, interpretacdo e andlise de dados referentes ao fendmeno através de
graficos e tabelas além de calcular medidas que permitam descrever o fenémeno.

CONCEITOS PRELIMINARES

POPULAGAO: Colecdo de unidades individuais, que podem ser pessoas ou
resultados experimentais, com uma ou mais caracteristicas comuns, que se
pretendem estudar.

AMOSTRA: Conjunto de dados ou observacdes, recolhidos a partir de um
subconjunto da populagdo, que se estuda com o objetivo de tirar conclusdes para a
populagdo de onde foi recolhida.

VARIAVEIS ESTATISTICAS: Sido atributos, numéricos ou ndo, pesquisados em cada
elemento de uma populagao.

e Varidveis quantitativas: sao expressas por numeros, ou seja, sao
caracteristicas susceptiveis de serem medidas, apresentando-se com
diferentes intensidades, que podem ser de natureza discreta ou continua.

e Varidveis qualitativas: sao aquelas expressas por qualidades ndo numeéricas.
CENSO: E 0 exame completo de toda populacio.

Quanto maior a amostra mais precisas e confidveis deverdo ser as indugdes feitas
sobre a populagdo. Logo, os resultados mais perfeitos sdao obtidos pelo Censo. Na
pratica, esta conclusdao muitas vezes ndao acontece, pois, o emprego de amostras,
com certo rigor técnico, pode levar a resultados mais confidaveis ou até mesmo
melhores do que os que seriam obtidos através de um Censo.

As razdes de se recorrer a amostras sao: menor custo e tempo para levantar dados;
melhor investigagcdo dos elementos observados.

ORGANIZAGAO E REPRESENTAGCAO DE DADOS

Em uma pesquisa, a organizagdo e a representacdo dos dados coletados sao
necessdrias para que a leitura e a andlise dos dados sejam facilitadas. A seguir,
veremos que, quando a varidvel é quantitativa discreta, seus valores podem ser
organizados em sequéncias, tabelas ou graficos.

ROL: é toda sequéncia de dados numéricos tal que cada termo, a partir do segundo,
€ maior ou igual a seu antecessor, ou € menor ou igual a seu antecessor.

Conforme vamos fazendo uma pesquisa vamos tomando nota dos resultados (dados)
na sequéncia em que eles aparecem. Essa relacdo de dados é chamada de DADOS
BRUTOS.
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Ex;: Notas de um grupo de 10 alunos em uma avaliagao:
2,5,8,9,7,4,6,6,7,6

Neste caso os dados estdo na forma bruta.

Ex;: De um grupo de 50 pessoas. Perguntamos quantos filhos a pessoa tem. O
resultado foi o seguinte:

o’ 17 17 47 37 .|7 o, 3’ 4’ 11 1’ o’ 31 37 2’ 51 2’ 17 21 41 27 17 07 21 01 07 37 47 57 21 37 .|7 4’ o’ 17 17 21 37
3,510,3120,3,1,4,2

Novamente, os dados estdo na forma bruta.

Costuma-se organizar, para facilitar a consulta, os dados quantitativos de uma
maneira crescente.

Assim teremos:

Ex;: Para as notas:
2,4,5,6,6,6,7,7,8,9

Aqui as notas estdo em ROL.

Exz: Para o numero de filhos:

01 Oy Oy 0, 01 01 O, 01 oy -Iy 11 11 11 11 11 -Iy 1y 1, .I; 1, -Iy -Iy 2y 2, 21 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3,
3,3,4,4,4,4,4,4,5,5,5.

Aqui também, as notas estdo em ROL.

TABELA: é um quadro que resume um conjunto de informacgdes.

O exemplo 2 poderia ser facilmente representado por uma tabela, vejamos:

Numero de Frequéncia Frequéncia
Filhos Absoluta Relativa

0 9 18%

1 13 26%

2 9 18%

3 10 20%

4 6 12%

5 3 6%
Total de 50 100%
Pessoas
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Lembrado que:

Frequéncia Absoluta f; é a quantidade de vezes que o dado aparece em determinada
pesquisa.

Frequéncia Relativa f, é a quantidade de vezes que o dado aparece em determinada
pesquisa dividido pelo total de elementos pesquisados.

_fi
fr_g

A Frequéncia Relativa pode vir expressa em percentual. Para tal, basta multiplicar o
resultado da Frequéncia Relativa por 100. Chamamos essa de Frequéncia Relativa
Percentual.

Exs: Em uma campanha para arrecadar fundos para ajudar criangas carentes, os
valores disponiveis para doagdo eram R$ 5,00, R$ 10,00 e R$ 30,00. Todas as doagdes
feitas no primeiro dia de campanha foram organizadas em uma tabela.

Quantidade

Valores de de Pessoas Frequéncia
Cada Doagdo que Doaram Relativa
R$ 5,00 250
R$ 10,00 150
R$ 30,00 100

Determine a frequéncia relativa para cada valor de doagao disponivel.

Solugao:
O total de doadores foi 500.

R$ 5,00 250 50%
- = =
’ 500 0

R$ 10,00 150 30%
- = =
’ 500 0

R$ 300,00 100 _ 0o
- = =
’ 500 0

GRAFICO: A apresentacdo grafica € um complemento importante da apresentacao
tabular. A vantagem de um grafico sobre a tabela estd em possibilitar uma rapida
impressdo visual da distribuicdo dos valores ou das frequéncias observadas. Os
graficos propiciam uma ideia inicial mais satisfatéria da concentragao e dispersao dos
valores, uma vez que através deles os dados estatisticos se apresentam em termos
de grandezas visualmente interpretaveis.

Vejamos entado alguns principais tipos de graficos:

GRAFICOS EM CURVAS OU EM LINHAS: O gréfico de linha é um tipo de grafico que
exibe informagdes com uma série de pontos de dados chamados
de marcadores, ligados por segmentos delinhareta. E um tipo bdsico
de grafico comum em muitos campos. Um grafico de linhas € muitas vezes usado
para visualizar uma tendéncia nos dados em intervalos de tempo (uma série de
tempo), assim, a linha é muitas vezes atraida por ordem cronolégica. O grafico de
linha é composto por dois eixos, um vertical e outro horizontal, e por uma linha que
mostra a evolugdo de um fendbmeno ou processo.
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EX4:

Valores gastos por Més

485,00

300 -

200 -

100 -

janeiro  fevereiro  margo abril maio junho

Ao observar o grafico acima, percebemos rapidamente que o maior valor gasto foi
no més de margo; analogamente, o menor valor gasto foi no més de junho.

Os valores gastos aumentaram de janeiro a margo e diminuiram de marcgo a junho.

Essas sdo interpretacdes bem exploradas em um grafico de linhas, o efeito visual que
ele causa facilita a interpretacao desse tipo de informagdo com maior facilidade.

EX5:
Vendas
2000
8000
7000
6000
5000
yd
o

4000 — <
3000 /
2000
1000

0

janeiro fevereiro margo abril
e CAMTQ ] e CaNTO 2 Carro 3 Carro 4

2

O grafico de linhas também é muito importante quando queremos comparar o
desempenho de vendas de objetos ao longo do tempo. E possivel detectar variagdes
bruscas, tanto de crescimentos quanto de queda. Isso € um bom indicio para que se
possa intervir precocemente e impedir um prejuizo consideravel.

Mesmo sem saber os valores exatos das vendas dos carros, conseguimos perceber
que o carro 1 (representado pela linha azul) ndao tem um desempenho de vendas tao
bom.
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EXs:

Enem - histérico de inscricoes
Namero de inscricdes confirmadas no Enem desde 2009

8,7 milhdes g g milhses

7,7 milhoes

5,8 milhde -
5,4 milhde, 6,1 milhdes
4,6 milhde
milhdes
2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017*

FONTE: MEC/Inep (*O nimero de inscrigdes confirmadas ainda podem mudar, apés o

prazo de anélise de recursos sobre as isencdes)

G.I Infografico elaborado em: 30/05/2017

Analisando o grafico que mostra a evolugdao do niumero de inscritos no ENEM a cada
ano, percebemos que de 2009 a 2014 o nimero de inscricdes cresceu, chegando a
mais que o dobro de inscri¢gdes, no entanto, em 2015, houve uma reducao. O que fez
o numero de inscricdes em 2015 cair? Esse tipo de grafico nos faz refletir, de modo
que possamos identificar o motivo da reducao e corrigi-lo para que o nimero de
inscri¢cdes volte a subir.

GRAFICOS EM COLUNAS: é a representacdo de uma série estatistica através de
retangulos, paralelepipedos ou cilindros, dispostos em colunas. Indicam, geralmente,
um dado quantitativo sobre diferentes varidveis para um mesmo instante, neste
caso, os dados sdo indicados na posicao vertical, enquanto as divisdes qualitativas
apresentam-se na posi¢ao horizontal.

EX7:

Este grafico analisa a quantidade de pessoas para cada cor de olho em uma sala de
aula com 55 alunos:

Cor dos Olhos
50
26
25
20 4

15 4

Frequéncia

10 4
6

| _

Werdes Azuis Castanhos Fretos

As varidveis qualitativas sdo as cores dos olhos: Verdes, Azuis, Castanhos e Pretos.
Para cada cor é atribuido um valor: 7, 16, 26 e 6, respectivamente.

Concluimos facilmente, que a cor de olhos mais frequente é castanha e a menos
frequente é preta.
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EXa:

Percentual de gestantes com 7 ou mais consultas
de pré-natal. Brasil, 2004

750
64,0
530 58,0

, 36,0
% 28,0
25,0 |

0,0+

Neste grafico, as varidveis qualitativas sdo as regides brasileiras, Norte (N), Nordeste
(NE), Sudoeste (SE), Sul (S) e Centro-Oeste (CO), que ficam na horizontal. Ja na
vertical, temos o percentual de gestantes que realizaram 7 ou mais consultas de pré-
natal.

A regido Sudoeste é com maior percentual de gravidas com 7 consultas ou mais,
seguida de perto pela regidao Sul. Em ultimo lugar vem a regido Norte, com menos da
metade do percentual.

O grafico em colunas pode apresentar ainda, dados quantitativos sobre uma mesma
varidvel ao longo do tempo, semelhante ao grafico em linhas, neste caso, os dados
quantitativos ficam no eixo vertical e os temporais ficam na horizontal.

EX9:
Semelhante ao gréfico em linhas, o grafico em barras abaixo, apresenta a variavel

tempo (anos de 1991 a 1995) na horizontal associada as quantidades em toneladas da
producdo de Soja nesses respectivos anos na vertical.

Grafico: Producédo de Soja do Municipio X
- 1991-1995

Toneladas

300000 -
250000
200000
150000
100000
50000
0

1991 1992 1993 1994 1995

Percebemos, através da anadlise do grafico, que a producao foi crescente de 1991 a
1995, ano em que atingiu seu maximo.
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EX1o:

O grafico mostra a renda média mensal dos brasileiros ocupados em cada ano de
1997 a 2007:

Renda média dos brasileiros ocupados por més

Em Reals

1011 1003

932 921 o 960
Illlwsslw“ll

1997 1998 1999 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

Dados harmonizados para comparagdo. Fonte: Pesguisa Nacional por Amostra de Domicilios

Novamente, a varidvel temporal (anos de 1997 a 2007) encontra-se na horizontal,
enquanto que os dados sobre a renda se encontram na vertical. O efeito visual é
semelhante ao do grafico em linhas: a maior média mensal ocorre em 1997 e a pior
em 2003/2004.

GRAFICOS EM BARRAS: Um gréfico de barras é uma forma de resumir um conjunto
de dados categoéricos. Ele mostra os dados utilizando um numero de barras de
mesma largura, cada uma delas representando uma categoria particular. A largura de
cada barra é proporcional a quantidade especifica de cada dado. As varidveis
qualitativas ficam na vertical e as quantitativas na horizontal.

EX11:
Perceba que as regides brasileiras, que representam a varidvel qualitativa,

encontram-se na vertical, enquanto que a area em Km?, que representa a variavel
quantitativa, encontra-se na horizontal.

Grafico: Areas (Km?) das Regides
Fisiograficas - Brasil - 1966.

Norte
Centro-Oeste
Sudeste
Nordeste
Sul
DO O OO O O O O D
Q%anﬁﬁ'l@“ ® QP ﬁ%@“
2
‘: “bﬁ af 'b @ Q Km

A regido com maior area é a Norte e a com menor area é a Sul.
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EXxi2:

O grafico a seguir mostra a emissdo de CO, em toneladas de alguns paises. Os paises
estdo no eixo vertical e suas respectivas emissdes estdo no eixo horizontal.

Emissao Por Habitante
(Toneladas CO2 por habitante)

1] 5 10 15 20 25
Australia - 20,58
Estados Unidos 19,78
Canada 18,81
Arabia Saudita
Russia

Coreia do Sul
Alemanha
Africa do Sul
Japdo
Inglaterra
Espanha
Italia
Polénia

Ira

Ucrania
Franca
China
Meéxico

Brasil

india

A Australia é o pais que mais emite CO,, seguida por Estados Unidos e Canada.
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GRAFICO EM BARRAS OU COLUNAS MULTIPLAS (AGRUPADAS): E um tipo de gréfico

util para estabelecer comparacdes entre as grandezas de cada categoria dos
fenémenos estudados.

EX13:

Usuarios por faixa etaria versus
contetdo

de 353 45ano0s =
B Cultura
W Jogos
de 253 35ano0s
= Celebridades

W Esportes
del8a 25anos

H Politica

0% 10% 20% 30% 40%

As barras estdo agrupadas, isto facilita a comparagcao entre os conteudos: Cultura,
Jogos, Celebridades, Esportes e Politica para cada faixa etaria especifica.

Perceba que, dos 18 aos 25, o contelido mais relevante sdo as Celebridades, ja dos 25
aos 35, o contelldo mais relevante é a Politica, e, finalmente, dos 35 aos 45 anos, o
conteudo Cultura assume a primeira posigao.

EX14:

O grafico mostra a imigragcdo em trés estados do Brasil nos anos de 1992, 1993 e 1994.

Percebemos que os trés estados estdo agrupados para facilitar a comparagao entre
eles:

Gréfico: Entrada de migrantes em trés Estados
do Brasil 1992-1994.

)
o
S
§=)
IS
I
>
o
2500
2000
1500
1000
500
0
1992 1993 1994
BAmapa
@BSao Paulo
OParana

Observe que a imigragdo é bem mais intensa no Amapa, tanto em 1992, quanto em
1993 e 1994.
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GRAFICO EM SETORES: E a representacio gréfica de uma série estatistica em um
circulo de raio qualquer, pér meio de setores com angulos centrais proporcionais as
ocorréncias.

Exis: Foi feita uma pesquisa com 200 pessoas para saber qual modalidade esportiva
elas preferiam, os resultados foram organizados em um grafico de setores:

Modalidade esportiva preferida

5%

10%

mFutebol

40% _
15% mVoleibol

oBasquetebol

ONatacdo

OQutros

30%

Analisaremos minunciosamente cada modalidade:

Futebol

O total de pessoas é 200, para sabermos a quantidade de pessoas que preferem
futebol, devemos calcular 40% de 200 = 80. Ou seja, 80 pessoas preferem futebol.

Sabemos que uma “volta completa” corresponde a 360°, para determinar o angulo
central correspondente as pessoas que preferem futebol, devemos calcular 40% de
360° = 144°.

Voleibol

60 pessoas preferem voleibol (30% de 200 = 60);
O angulo central correspondente as pessoas que preferem voleibol é 108° (30% de
360° =108°).

Basquetebol

30 pessoas preferem voleibol (15% de 200 = 30);
O angulo central correspondente as pessoas que preferem voleibol é 54° (15% de 360°
= 54°),

Natagdo

20 pessoas preferem voleibol (10% de 200 = 20);
O angulo central correspondente as pessoas que preferem voleibol é 36° (10% de 360°
= 36°).

Outros

10 pessoas preferem voleibol (5% de 200 = 10);
O angulo central correspondente as pessoas que preferem voleibol é 18° (5% de 360°
=18°)
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HISTOGRAMA: O histograma, também conhecido como distribuicdo de frequéncias,
é a representacdo grafica em colunas ou em barras (retangulos) de um conjunto de
dados previamente tabulado e dividido em classes. A base de cada retangulo
representa uma classe. A altura de cada retangulo representa a quantidade ou a
frequéncia absoluta com que o valor da classe ocorre no conjunto de dados.

EX1s:

Tabulacdo dos dados das coletas de HDL realizadas em um grupo de 18 pacientes
que foram agrupados em 6 classes delimitadas por intervalos de 5 mg/dL.

coleta aleatdria dados ordenados intervalo frequéncia classe
pacientes | HDL (mgiaL) | pacientes [HpL myar)
1 55 7 44 HDL=45 1 1
2 57 8 45
: 23 1 48 45=HDL <50 4 2
1 49 14 a7 =HbL <
5 54 4 49
G 52 9 50
7 44 10 52
8 45 G 52
<]
g 50 13 53 50=HDL <55 6 3
10 52 3 5y
1 55 5 54
12 67 1 55
13 53 1 55
<]

14 &7 5 57 55=HDL <60 4 4
15 65 18 59
16 4G 17 64 Jo0<HDL <65 1 3
17 G4 15 65

= 2 6
15 59 12 67 65=HDL

Os dados desta tabela podem ser organizados em um histograma, a saber:

intervalo : 5 mg/dL

5 classes

frequéncia

40 45 =0 55 &0
HDL (mg/dL}

o
o

T0

E possivel tracgar linhas auxiliares para complementar a interpretacio:

frequéncia relativa (%)
[ S -

frequéncia acumulada (%)
frequéncia absoluta

-

o

4 45 S0 55 60 65 70 40 45 50 55 60 65 70
HDL (mg/dL) HDL (mg/dL)

[ requénciarelativa (%) — frequéncia cumulativa (%) [ rreguinia absoluta ~+— poligano de frequéncias
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01. (Enem PPL 2012) Quando a propaganda é decisiva na troca de marcas

Todo supermercadista sabe que, quando um produto esta na midia, a procura
pelos consumidores aumenta. Mas, em algumas categorias, a influéncia da
propaganda é maior, de acordo com pesquisa feita com 400 pessoas pela consultoria
YYY e com exclusividade para o supermercado XXX.

O levantamento mostrou que, mesmo nao sendo a razdao o fator mais
apontado para trocar de marca, ndo se pode ignorar a for¢ca das campanhas
publicitarias. Em algumas categorias, um ter¢co dos respondentes atribuem a
mudang¢a a publicidade. Para Nicanor Guerreiro, a propaganda estabelece uma
relagdo mais “emocional” da marca com o publico. “Todos sentimos necessidade de
consumir produtos que sejam ‘aceitos’ pelas outras pessoas. Por isso, a comunicagao
faz o papel de endosso das marcas”, afirma. O executivo ressalta, no entanto, que
nada disso adianta se o produto ndo cumprir as promessas transmitidas nas agdes de
comunicag¢dao. Um dos objetivos da propaganda é tornar o produto aspiracional,
despertando o desejo de experimenta-lo. O que o consumidor deseja é o que a loja
vende. E é isso o que o supermercadista precisa ter sempre em mente. Veja o grafico:

Categorias em que a influéncia da propaganda na troca
de marcas atinge mais de 20% dos consumidores
Creme dental I 31%
Biscoito NG 29%
Margarina |G 29%
Bebida energética NG 27%
Condicionador I 26%
Shampoo I 26%
Sabonete I 26%
Prato congelado I 21%
Achocolatado liquido NG 21%

Disponivel em: www.riovermelho.net. Acesso em: 3 mar. 2012 (adaptado).

De acordo com o texto e com as informagdes fornecidas pelo grafico, para aumentar
as vendas de produtos, é necessario que

0® a campanha seja centrada em produtos alimenticios, a fim de aumentar o
percentual de troca atual que se apresenta como o mais baixo.

©® a preferéncia de um produto ocorra por influéncia da propaganda devido
necessidade emocional das marcas.

® a propaganda influencie na troca de marca e que o consumidor valorize a
qualidade do produto.

® os produtos mais vendidos pelo comércio ndo sejam divulgados para o publico
como tal.

A as marcas de qualidade inferior constituam o foco da publicidade por serem mais
econdmicas.

Q-
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02. (Enem (Libras) 2017) Para fazer uma campanha contra o tabagismo, um
empresdrio encomendou uma pesquisa com pessoas que trabalham em suas cinco
empresas para saber quantas fumam. O grafico mostra o nimero de pessoas
entrevistadas e quantas responderam ser fumantes em cada uma das empresas.

Pesquisa sobre fumantes

Interbits®
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a0 40

35
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% 30 28
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g 15

5 154 - Numero de pessoas que
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5 3 2
I
° | I 1 I 11 I \Y

v Empresa

A empresa que possui 0 menor percentual de pessoas fumantes é

0Ol

(BRIN
@ Il
(DY\'A
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03. (Enem PPL 2017) Estimativas do IBGE para a safra nacional de cereais,
leguminosas e oleaginosas, em 2012, apontavam uma participacdo por regido
conforme indicado no grafico.

Sudeste
11,4%

|||I\

Nordeste
10,4%

II||||||||| | l Norte

2,7%

Sul
37,2%

_
[
I
I
A
£
\— /4
£
N
\—

\—

¢

Centro-Oeste
38,3%

As estimativas indicavam que as duas regides maiores produtoras produziriam,

juntas, um total de 119,9 milhdes de toneladas dessas culturas, em 2012.
Disponivel em: www.ibge.gov.br. Acesso em: 3 jul. 2012.

De acordo com esses dados, qual seria o valor mais préximo da produgao, em milhao
de tonelada, de cereais, leguminosas e oleaginosas, em 2012, na Regido Sudeste do
pais?

0 10,3
0 114
® 13,6
® 16,5
0 181
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04. (Enem (Libras) 2017) O cartdao Micro SD é um tipo de midia utilizada para
armazenamento de dados (arquivos, fotos, filmes, musicas etc.). Um usudrio tem um
cartdo Micro SD de 16 GB e, utilizando seu computador, visualiza, em termos

percentuais, os dados armazenados no cartdo, conforme o grafico.

Dados do cartdo Micro SD de 16 GB

Interbits®

Musicas
10%

Espaco disponivel
30%

Fotos
22%

Aplicativos Videos
25% 13%

O usuario adquiriu um cartdao do mesmo tipo, mas de 32 GB, com o objetivo de gravar
os dados do seu cartdo de 16 GB em seu novo cartdo de 32 GB. No entanto, para

aumentar o espaco de armazenamento disponivel, decidiu ndo gravar suas musicas
no novo cartdo.

Analisando o grafico, o espaco disponivel no novo cartdo de 32GB, em termos
percentuais, é igual a

0 60.
O 65.
@® 70.
® 75.
0 80.

05. (Enem PPL 2017) O grafico mostra a expansao da base de assinantes de telefonia
celular no Brasil, em milhdes de unidades, no periodo de 2006 a 2011.

Milh&o

2006 2007 2008 2009 2010 2011 Ano

Disponivel em: www.guiadocelular.com. Acesso em: 1 ago. 2012.

De acordo com o grafico, a taxa de crescimento do nimero de aparelhos celulares
no Brasil, de 2007 para 2011, foi de

0 8,53%
O 8517%
® 103,04%
® 185,17%
@ 345,00%
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06. (Enem 2° aplicagdo 2016) Uma empresa registrou seu desempenho em

determinado ano por meio do grafico, com dados mensais do total de vendas e
despesas.

©
Interbits®

Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez

B Total vendas @ Despesas

O lucro mensal é obtido pela subtragcdo entre o total de vendas e despesas, nesta
ordem.

Quais os trés meses do ano em que foram registrados os maiores lucros?

0 Julho, setembro e dezembro.
® Julho, setembro e novembro.
@® Abril, setembro e novembro.

® Janeiro, setembro e dezembro.
@ Janeiro, abril e junho.
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07. (Enem 2016) O cultivo de uma flor rara sé é vidvel se do més do plantio para o més
subsequente o clima da regido possuir as seguintes peculiaridades:

- a variagao do nivel de chuvas (pluviosidade), nesses meses, nao for superior a
50 mm;

- a temperatura minima, nesses meses, for superior a 15 °C;
- ocorrer, nesse periodo, um leve aumento ndo superior a 5°C na temperatura
maxima.

Um floricultor, pretendendo investir no plantio dessa flor em sua regido, fez uma
consulta a um meteorologista que Ihe apresentou o grafico com as condigdes
previstas para os 12 meses seguintes nessa regido.

| 2012 | 2013 | 8
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- < © 3 0 9] © Y =
c © 3 @ ~’ 2
n > A w
|:| Pluviosidade —— Temperatura maxima ---#--- Temperatura minima

Com base nas informagdes do grafico, o floricultor verificou que poderia plantar essa
flor rara.

O més escolhido para o plantio foi

0 janeiro.

O fevereiro.
® agosto.

® novembro.
O dezembro.

/anderson_gleryston o /andersonglerystonmatematica

D Anderson Gleryston Matematica



NDERSON

MATEMATICA

08. (Enem 2015) O polimero de PET (Politereftalato de Etileno) € um dos plasticos
mais reciclados em todo o mundo devido a sua extensa gama de aplicag¢des, entre
elas, fibras téxteis, tapetes, embalagens, filmes e cordas. Os graficos mostram o
destino do PET reciclado no Brasil, sendo que, no ano de 2010, o total de PET
reciclado foi de 282 kton (quilotoneladas).

PET RECICLADO - 2010

Usos Finais Usos Finais Téxteis
Tub O,“ér.,zs Téxteis Cerdas / Cordas / Tecidos e Malhas
ubos 37,8% Monofilamentos 30%
3,8% 27%

Fitas de Arquear
6,8%
Laminados
e chapas
7,9%

Emb. Alimentos
e nao alimentos

17,2% .
Resinas Insaturadas N3o tecidos
e Alquidicas 43%
18,9%

Disponivel em: www.abipet.org.br. Acesso em: 12 jul. 2012 (adaptado).

De acordo com os graficos, a quantidade de embalagens PET recicladas destinadas
a producao de tecidos e malhas, em kton, é mais aproximada de

0 16,0.
0 229.
® 320.
® 84,6.
G 106,6.
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09. (Enem 2015) Uma pesquisa de mercado foi realizada entre os consumidores das
classes sociais A, B, C e D que costumam participar de promogdes tipo sorteio ou

concurso. Os dados comparativos, expressos no grafico, revelam a participagao
desses consumidores em cinco categorias: via Correios (juntando embalagens ou
recortando cédigos de barra), via internet (cadastrando-se no siteda empresa/marca
promotora), via midias sociais (redes sociais), via SMS (mensagem por celular) ou via
radio/TV.

Participagdo em promogdes do tipo sorteio ou concurso em uma regido
Percentual

- Correios

ﬂ]]]l Internet

[ midias Sociais
Eswms

[CIRradiorTv

Interbits®

A/B C/D

Uma empresa vai langar uma promocao utilizando apenas uma categoria nas classes
A e B (A/B) e uma categoria nas classes C e D (C/D). De acordo com o resultado da
pesquisa, para atingir o maior niUmero de consumidores das classes A/B e C/D, a
empresa deve realizar a promocgao, respectivamente, via

O Correios e SMS.

® internet e Correios.

@ internet e internet.

® internet e midias sociais.
0O radio/TV e radio/TV.

10. (Enem PPL 2014) Em 2010, cerca de 3,24 milhdes de passageiros foram
transportados entre os Estados Unidos e o Brasil, de acordo com dados divulgados
pela Agéncia Nacional de Aviagdo Civil (ANAC). O grafico mostra a distribuicdo
relativa do numero de passageiros transportados entre o Brasil e os cinco destinos
mais procurados, dos quais apenas dois paises sdo europeus: Franca e Portugal.

Estados
Unidos

35%

Argentina
30%

Interbits®

De acordo com esses dados, o valor mais aproximado para a quantidade total de
passageiros transportados em 2010 entre o Brasil e os paises europeus mostrados no
grafico é

0 874.800.

® 1.018.285.
© 1.481.142.
® 2.499.428.
3 3.240.000.
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1. (Enem 2014) A taxa de fecundidade é um indicador que expressa a condicao,
reprodutiva média das mulheres de uma regiao, e é importante para uma andlise da
dindmica demografica dessa regido. A tabela apresenta os dados obtidos pelos
Censos de 2000 e 2010, feitos pelo IBGE, com relagdo a taxa de fecundidade no Brasil.

Ano Taxa de fecundidade no Brasil
2000 2,38
2010 1,90

Disponivel em: www.saladeimprensa.ibge.gov.br. Acesso em: 31 jul. 2013.

Suponha que a variagao percentual relativa na taxa de fecundidade no periodo de
2000 a 2010 se repita no periodo de 2010 a 2020.

Nesse caso, em 2020 a taxa de fecundidade no Brasil estara mais préxima de

0 114.
0 142.
® 152.
® 170.
G 180.

12. (Enem PPL 2014) Uma revista publicara os dados, apresentados no grafico, sobre
como os tipos sanguineos estdo distribuidos entre a populacao brasileira. Contudo,
o editor dessa revista solicitou que esse grafico seja publicado na forma de setores,
em que cada grupo esteja representado por um setor circular.

Tipos sanguineos

404
36
354 34
o
S 304
[72]
@©
S 251
o o
x§ o . Rh positivo
g_ Rh negativo
g 154
o
I 10 8 9
= 6
0 |
Grupo A Grupo AB Grupo B Grupo O

O angulo do maior desses setores medira, em graus,

0 108,0.
0 122,4.
® 129,6.
® 1512.
O 154,8.
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13. (Enem 2014) O grafico apresenta as taxas de desemprego durante o ano de 2011 e
o primeiro semestre de 2012 na regido metropolitana de Sdao Paulo. A taxa de
desemprego total € a soma das taxas de desemprego aberto e oculto.

11,3 110 1,1 11,2

11,2 10,7
X 10,5 10,6 ’ — 10,6
g 99 g5
L 2,0 2,1 21 2,2 ’ 9,0
2,0 ’
2,0
[ Aberto/2012
olleal 212|288 9.0 [ Ocuilto/2012
— Total/2011

1 1 I I I I 1
Jan. Fev. Mar. Abr. Maio Jun. Jul. Ago. Set. Out. Nov. Dez.

Suponha que a taxa de desemprego oculto do més de dezembro de 2012 tenha sido
a metade da mesma taxa em junho de 2012 e que a taxa de desemprego total em

dezembro de 2012 seja igual a essa taxa em dezembro de 2011.
Disponivel em: www.dieese.org.br. Acesso em: 1ago. 2012 (fragmento).

Nesse caso, a taxa de desemprego aberto de dezembro de 2012 teria sido, em termos
percentuais, de

011
O 3,5
® 45.
® 6,8.
e 79
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14. (Enem 2014) O Ministério da Saude e as unidades federadas promovem
frequentemente campanhas nacionais e locais de incentivo a doagao voluntéria de
sangue, em regidées com menor numero de doadores por habitante, com o intuito de
manter a regularidade de estoques nos servicos hemoterapicos. Em 2010, foram
recolhidos dados sobre o niUmero de doadores e o nimero de habitantes de cada
regido conforme o quadro seguinte.

Taxa de doagdo de sangue, por regido, em 2010
Regido | Doadores | oN 0> | habitantes
Nordeste 820.959 53.081.950 1,5%
Norte 232.079 15.864.454 1,5%
Sudeste 1.521.766 80.364.410 1,9%
Centro-Oeste | 362.334 14.058.094 2,6%
Sul 690.391 27.386.891 2,5%
Total 3.627.529 190.755.799 1,9%

Os resultados obtidos permitiram que estados, municipios e o governo federal
estabelecessem as regides prioritarias do pais para a intensificagdo das campanhas
de doagédo de sangue.

A campanha deveria ser intensificada nas regides em que o percentual de doadores

por habitantes fosse menor ou igual ao do pais.
Disponivel em: http://bvsms.saude.gov.br. Acesso em: 2 ago. 2013 (adaptado).

As regides brasileiras onde foram intensificadas as campanhas na época sdo

O Norte, Centro-Oeste e Sul.
©® Norte, Nordeste e Sudeste.
® Nordeste, Norte e Sul.

® Nordeste, Sudeste e Sul.

A Centro-Oeste, Sul e Sudeste.
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15. (Enem 2014) Uma empresa de alimentos oferece trés valores diferentes de
remuneracao a seus funcionarios, de acordo com o grau de instrugdo necessdrio para
cada cargo. No ano de 2013, a empresa teve uma receita de 10 milhdes de reais por
més e um gasto mensal com a folha salarial de R$400.000,00, distribuidos de acordo
com o Grafico 1. No ano seguinte, a empresa ampliara o niUmero de funcionarios,
mantendo o mesmo valor salarial para cada categoria. Os demais custos da empresa
permanecerdo constantes de 2013 para 2014. O numero de funcionarios em 2013 e
2014, por grau de instrucao, esta no Grafico 2.

Numero de funcionarios por grau de instrucao

Distribuicao da folha salarial 160

12,5% 120

2013
02014

B Ensino fundamental

O Ensino médio o T
0 m |

D Ensino SUperior Ensino fundamental Ensino médio Ensino superior

Interbits®

Grafico 1 Grafico 2

Qual deve ser o aumento na receita da empresa para que o lucro mensal em 2014 seja
o mesmo de 2013?

0 R$114.285,00
O R$130.000,00
® R$160.000,00
® R$210.000,00
0 R$213.333,00
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16. (Enem 2014) Um cientista trabalha com as espécies | e Il de bactérias em um
ambiente de cultura. Inicialmente, existemm 350 bactérias da espécie | e 1.250
bactérias da espécie Il. O grafico representa as quantidades de bactérias de cada
espécie, em fungao do dia, durante uma semana.

Bactérias das espécies | e Il

Interbits®

1600
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1400 x
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600

400 550
350 C Q\
200 300

\\’0_'
0 | T 1 1 Em dias

Seg. Ter. Qua. Qui. Sex. Sab. Dom.

Quantidade de bactérias

Em que dia dessa semana a quantidade total de bactérias nesse ambiente de cultura
foi maxima?

0 Terca-feira.
0O Quarta-feira.
® Quinta-feira.
® Sexta-feira.
@ Domingo.
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17. (Enem PPL 2013) Nos ultimos anos, a frota de veiculos no Brasil tem crescido de
forma acentuada. Observando o grafico, é possivel verificar a variagdo do nimero de
veiculos (carros, motocicletas e caminhdes), no periodo de 2000 a 2010. Projeta-se
que a taxa de crescimento relativo no periodo de 2000 a 2010 mantenha-se para
década seguinte.

Evolucao do total da frota na década

70 66 milhdes
60
50

40

30

20 30 milhdes

N

» ® & & O
F &S
& S & S

DS S S S

Disponivel em: http://g1.globo.com. Acesso em: 27 fev. 2012 (adaptado).
Qual sera o nimero de veiculos no ano de 2020?

0 79,2 milhdes

® 102,0 milhdes
® 132,0 milhées
® 138,0 milhdes
A 145,2 milhdes

18. (Enem PPL 2013) Uma dona de casa vai ao supermercado fazer a compra mensal.
Ao concluir a compra, observa que ainda lhe restaram R$ 88,00. Seus gastos foram
distribuidos conforme mostra o grafico. As porcentagens apresentadas no grafico
sdo referentes ao valor total, em reais, reservado para a compra mensal.

35

30,2%

30—

25—+

20

% gasta em cada tipo de produto

15
10—
5 —
O —
Carnes e Produto de Frutas e Massas e
embutidos limpeza verduras enlatados
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Tipo de produto

Qual o valor total, em reais, reservado por essa dona de casa para a compra mensal?

0 106,80
® 170,40
® 412,00
® 500,00
@ 588,00
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19. (Enem 2013) A cidade de Guarulhos (SP) tem o 8° PIB municipal do Brasil, além do
maior aeroporto da América do Sul. Em proporgao, possui a economia que mais
cresce em industrias, conforme mostra o grafico.

Crescimento — Industria

65%
60%
55%
50%
45%
40%
35% 30,95%
30%
25% ——
20% ——
15% ——
10% ——

5% —

0% ——

14.76%

60,52%

3.57%
1 .7—
Sa0 Paulo  Guarulhos
(Capital)
Fonte: IBGE, 2002-2008 (adaptado).

Brasil Séao Paulo
(Estado)

Interbits®

Analisando os dados percentuais do grafico, qual a diferenga entre o maior e o menor
centro em crescimento no polo das industrias?

0 75,28
O 64,09
® 56,95
® 45,76
A 30,07

20. (Enem PPL 2013) Existem hoje, no Brasil, cerca de 2 milhdes de pessoas que
sofrem de epilepsia. Ha diversos meios de tratamento para a doenga, como indicado
no grafico:

A doenga em numeros
2 milhdes de brasileiros sofrem de epilepsia

Nao conseguem se
livrar das crises —

S6 encontram
remissao com a

implantagao de
eletrodos no
cérebro, de modo a
normalizar os

os tratamentos
disponiveis apenas
minimizam os
sintomas da

doenca

9%

impulsos elétricos
entre os neurdnios

6%

Conseguem se
recuperar com o
uso de
medicamentos

70%

Curam-se gragas a

cirurgia para a
retirada da porcéo
doente do cérebro

15%

Veja, Sao Paulo, 18 abr. 2010 (adaptado).

Considere um estado do Brasil, onde 400.000 pessoas sofrem de epilepsia. Nesse
caso, o numero de pessoas que conseguem se recuperar com o uso de
medicamentos, ou se curar a partir da cirurgia para retirada da porcao doente do
cérebro, é aproximadamente

0 42.000.
® 60.000.
® 220.000.
® 280.000.
@ 340.000.
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21. (Enem 2013) Uma falsa relagao

O cruzamento da quantidade de horas estudadas com o desempenho no Programa
Internacional de Avaliacdo de Estudantes (Pisa) mostra que mais tempo na escola
ndo é garantia de nota acima da média.

NOTAS NO PISA E CARGA HORARIA (PAISES SELECIONADOS)*

NOTAS
NO PISA

600
- ---Média
Finlandia /
/
Coreia do Sul g 550 7

/
J/ Holanda =B | ORAS DE ESTUDO
Australia @) (dos 7 aos 14 anos)

Japao /
4.500 5.000 }5.500 |6.000 7.000 |7.500 ]8.000 [8.500 ]9.000
Russia @ Portugal ) 1taia
450
@Israel
400 @México

l350

*Considerando as médias de cada pais no exame de matematica.

Nova Escola, Sao Paulo, dez. 2010 (adaptado).

Dos paises com notas abaixo da média nesse exame, aquele que apresenta maior
quantidade de horas de estudo é

0 Finlandia.
0O Holanda.
@ Israel.

® México.
O Russia.
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22. (Enem PPL 2013) A tabela apresenta os registros de ocorréncia de acidentes de
trabalho por categorias econémicas no Brasil, no més de julho de 2001:

Afastamentos por acidentes de trabalho por
atividades econémicas — julho de 2001
(em valores aproximados)

.. .. Quantidade de Afastamentos por

Atividades Economicas Empregados Acidente de Trabalho

Agropecuaria e 1.414.000 8.000
extrativismo

Industria leve 2.031.000 24.000
Industria pesada 2.455.000 33.000
Construcgao civil 1.105.000 14.000
Comércio 4.097.000 24.000
Servicos 6.241.000 34.000
Transportes 1.278.000 13.000
Crédito 524.000 6.000
Administracao publica 1.138.000 2.000
Nao classificado 33.000 30
Total 20.316.000 158.030

Fonte: MINISTERIO DA EDUCAGAO.
Caderno de teoria e pratica 2 - TP2: matematica na alimentagao e nos impostos. Brasilia, 2008 (adaptado).

Considerando os dados dispostos na tabela, uma pessoa que pretende ingressar no
mercado de trabalho decide pela ocupagao de menor grau de risco de acidente de
trabalho. Sabendo que o grau de risco é a probabilidade de ocorréncia de acidentes
de trabalho em categorias de atividade econémica, sua opgdo é se empregar na
atividade econémica

0 crédito, pois representa risco aproximado de acidente de trabalho igual a 1,15%.

O crédito, pois representa risco aproximado de acidente de trabalho igual a 2,58%.

@ crédito, pois apresenta o menor registro de quantidade de empregados.

® administracdo publica, pois representa risco aproximado de acidente de trabalho
igual a 0,18%.

@ administragcdo publica, pois apresenta o menor registro de afastamento por
acidente de trabalho.
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23. (Enem 2013) Cinco empresas de géneros alimenticios encontram-se a venda. Um
empresadrio, almejando ampliar os seus investimentos, deseja comprar uma dessas
empresas. Para escolher qual delas ira comprar, analisa o lucro (em milhdes de reais)
de cada uma delas, em funcdo de seus tempos (em anos) de existéncia, decidindo
comprar a empresa que apresente o maior lucro médio anual. O quadro apresenta o
lucro (em milhdes de reais) acumulado ao longo do tempo (em anos) de existéncia
de cada empresa.

Empresa . Lycro . Tempo
(em milhdes de reais) (em anos)
F 24 3,0
G 24 2,0
H 25 2,5
M 15 1,5
P 9 1,5

O empresdrio decidiu comprar a empresa

OF.
GG
O H.
oM.
GP.

24. (Enem 2013) O indice de eficiéncia utilizado por um produtor de leite para
qualificar suas vacas é dado pelo produto do tempo de lactagdo (em dias) pela
producdo média didria de leite (em kg), dividido pelo intervalo entre partos (em
meses). Para esse produtor, a vaca é qualificada como eficiente quando esse indice
é, no minimo, 281 quilogramas por més, mantendo sempre as mesmas condi¢des de
manejo (alimentacéo, vacinagdo e outros). Na comparacdo de duas ou mais vacas, a
mais eficiente é a que tem maior indice.

A tabela apresenta os dados coletados de cinco vacas:

Dados relativos a produc¢ao de vacas

Tempo de Produgdo média | Intervalo entre
Vaca lactagdo diaria de leite partos
(em dias) (em kg) (em meses)
Malhada 360 12,0 15
Mamona 310 1,0 12
Maravilha 260 14,0 12
Mateira 310 13,0 13
Mimosa 270 12,0 n

Apos a andlise dos dados, o produtor avaliou que a vaca mais eficiente é a

0 Malhada.
® Mamona.
@® Maravilha.
® Mateira.
O Mimosa.
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25. (Enem PPL 2012)

50

45

35 L T e NS R RSB B U R 00T -SR-S pt-S0y-Ji- A - - -}

BUSCATO, M.; SEGADILHA, B.; PEROSA, T. Disponivel em: www.revistaepoca.globo.com.
Acesso em: 28 fev. 2012.

Em variados momentos de nossa vida, precisamos interpretar as diferentes
linguagens dos sistemas de comunicagao. O grafico € um desses sistemas, que, no
caso apresentado, indica que as habilidades associadas a inteligéncia humana variam
de acordo com a idade. Considerando essa informacgao, constata-se que

0 as habilidades verbal e de resolucdo de problemas destacam-se entre 40 e 60
@Zn::Bilidade numérica diminui consideravelmente entre 20 e 40 anos.

® a habilidade de resolugao de problemas piora consideravelmente a partir dos 30
@aar;orsmébilidades humanas, em geral, declinam consideravelmente a partir dos 40
Gzn:asléﬁlidade numérica melhora muito na faixa etdria entre 60 e 80 anos.
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26. (Enem 2012) O grafico mostra a variagdo da extensdo média de gelo maritimo, em
milhdes de quilometros quadrados, comparando dados dos anos 1995, 1998, 2000,
2005 e 2007. Os dados correspondem aos meses de junho a setembro. O Artico
comeca a recobrar o gelo quando termina o verdao, em meados de setembro. O gelo
do mar atua como o sistema de resfriamento da Terra, refletindo quase toda a luz
solar de volta ao espaco. Aguas de oceanos escuros, por sua vez, absorvem a luz solar
e reforcam o aquecimento do Artico, ocasionando derretimento crescente do gelo.

154

Interbits®

Extensao de gelo maritimo

Junho Julho Agosto Setembro

Disponivel em: http://sustentabilidade.allianz.com.br.
Acesso em: fev. 2012 (adaptado)

Com base no grafico e nas informagdes do texto, é possivel inferir que houve maior
aquecimento global em

0 1995.
© 1998.
® 2000.
® 2005.
G 2007.

27. (Enem PPL 2012)

Por Vias Seguras . L Setembro 2011
Mortos em acidentes de transito

38000 —

36000 — ~e
34000 —o=
32000
7"
30000 o ——
28000 o~
26000

1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

[ == Fonte: Ministério da Satide, DATASUS |

Disponivel em: www.vias-seguras.com/. Acesso em: 28 fev. 2012.

O gréfico divulgado pela Associagcao por Vias Seguras traca objetivamente, a partir
de dados do Ministério da Saude, um histérico do nimero de vitimas fatais em
decorréncia de acidentes de transito no Brasil ao longo de catorze anos. As
informagdes nele dispostas demonstram que o nimero de vitimas fatais

0 aumentou de forma progressiva ao longo do periodo.
® teve sua maior reducdo no final da década de noventa.
@ estabilizou-se nos cinco primeiros anos do século XXI.
® sofreu mais redugao que aumento ao longo do periodo.
O estabilizou-se na passagem do século XX ao século XXI.
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28. (Enem PPL 2012) O indice de Desenvolvimento Humano (IDH) mede a qualidade
de vida dos paises para além dos indicadores econémicos. O IDH do Brasil tem
crescido ano a ano e atingiu os seguintes patamares: 0,600 em 1990; 0,665 em 2000:

0,715 em 2010. Quanto mais perto de 1,00, maior é o desenvolvimento do pais.
O Globo. Caderno Economia. 3 nov. 2011 (adaptado).

Observando o comportamento do IDH nos periodos citados, constata-se que, ao
longo do periodo 1990-2010, o IDH brasileiro

0 diminuiu com variagdes decenais crescentes.

® diminuiu em proporgao direta com o tempo.

® aumentou com variagdes decenais decrescentes.
® aumentou em proporgao direta com o tempo.

@ aumentou em proporg¢ao inversa com o tempo.

29. (Enem 2012) O dono de uma farmacia resolveu colocar a vista do publico o grafico
mostrado a seguir, que apresenta a evolucdo do total de vendas (em Reais) de certo
medicamento ao longo do ano de 2011.

vendas (R$)

Interbits®

1
1
I
L oy ! L >
Jan Fev Mar Abr Maio Jun Jul Ago Set Out Nov Dez més

De acordo com o grafico, os meses em que ocorreram, respectivamente, a maior e a
menor venda absolutas em 2011 foram

0O margo e abril.

® marcgo e agosto.

® agosto e setembro.
® junho e setembro.
@ junho e agosto.

30. (Enem 2012) Uma pesquisa realizada por estudantes da Faculdade de Estatistica
mostra, em horas por dia, como os jovens entre 12 e 18 anos gastam seu tempo, tanto
durante a semana (de segunda-feira a sexta-feira), como no fim de semana (sabado
e domingo). A seguinte tabela ilustra os resultados da pesquisa.

. . Durante a No fim de
Rotina Juvenil
semana semana
Assistir a televisao 3 3
Atividades domésticas 1 1
Atividades escolares 5 1
Atividades de lazer 2 4
Descanso, higiene e alimentagao 10 12
Outras atividades 3 3

De acordo com esta pesquisa, quantas horas de seu tempo gasta um jovem entre 12
e 18 anos, na semana inteira (de segunda-feira a domingo), nas atividades escolares?

0 20
021
® 24
® 25
Q27
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31. (Enem 2011) Uma enquete, realizada em marco de 2010, perguntava aos
internautas se eles acreditavam que as atividades humanas provocam o
aquecimento global. Eram trés alternativas possiveis e 279 internautas responderam
a enquete, como mostra o grafico.

80%

Interbits®

67%
60%

40%
25%
20%

8%
0% % : %
SIM NAO NAO SEI AVALIAR

Epoca. Ed. 619, 29 mar. 2010 (adaptado).

Analisando os dados do grafico, quantos internautas responderam “Nao” a enquete?

O Menos de 23.

O Mais de 23 e menos de 25.
® Mais de 50 e menos de 75.
® Mais de 100 e menos de 190.
O Mais de 200.

32. (Enem 2011) O termo agronegodcio nao se refere apenas a agricultura e a pecuaria,
pois as atividades ligadas a essa producdo incluem fornecedores de equipamentos,
servicos para a zona rural, industrializacdo e comercializagdo dos produtos.

O grafico seguinte mostra a participagdo percentual do agronegécio no PIB
brasileiro:

30

28,28

Interbits®

27,79 26,46
p

25,83
25

y
22,24 fﬂﬁ/ \/ 24,74

21,33"/'

1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

Centro de Estudos Avangados em Economia Aplicada (CEPEA). Alimanaque abril 2010.
Séo Paulo: Abril, ano 36 (adaptado).

Esse grafico foi usado em uma palestra na qual o orador ressaltou uma queda da
participagdo do agronegécio no PIB brasileiro e a posterior recuperacdao dessa
participagdo, em termos percentuais.

Segundo o grafico, o periodo de queda ocorreu entre os anos de

0 1998 e 2001.

® 2001 e 2003.
® 2003 e 2006.
® 2003 e 2007.
@ 2003 e 2008.
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33. (Enem 2011) A tabela compara o consumo mensal, em kWh, dos consumidores
residenciais e dos de baixa renda, antes e depois da reducdo da tarifa de energia no
estado de Pernambuco.

Como fica a tarifa?
Residencial
Consumo mensal (kWh)  Antes Depois Economia
140 R$ 71,04 | R$ 64,75 R$ 6,29
185 R$ 93,87 | R$ 85,56 R$ 8,32
350 R$ 177,60 | R$ 161,86 | R$ 15,74
500 R$ 253,72 | R$ 231,24 | R$ 22,48
Baixa renda
Consumo mensal (kWh)  Antes Depois Economia
30 R$ 3,80 R$ 3,35 R$ 0,45
65 R$ 11,53 | R$10,04 R$ 1,49
80 R$ 14,84 | R$12,90 R$ 1,94
100 R$ 19,31 R$ 16,73 R$ 2,59
140 R$ 32,72 | R$ 28,20 R$ 4,53
Fonte: Celpe

Didrio de Pernambuco.28 abr. 2010 (adaptado).

Considere dois consumidores: um que é de baixa renda e gastou 100 kWh e outro do
tipo residencial que gastou 185 kWh. A diferenca entre o gasto desses consumidores
com 1kWh, depois da reducao da tarifa de energia, mais aproximada, é de

O R$0,27.
G R$0,29.
® R$0,32.
® R$0,34.
G R$0,61.
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34. (Enem 2° aplicagdo 2010) O grafico expde alguns numeros da gripe A-HIN1. Entre
as categorias que estdao em processo de imunizagdo, uma ja estd completamente
imunizada, a dos trabalhadores da saude.

Numeros da campanha contra a gripe A “H1N1”

Adultos entre 20 e 29 anos

Interbits®

Gestantes

Doentes cronicos

Indigenas

Criancas de 6 meses a 2 anos

Trabalhadores da saude

0,0% 10,0% 20,0% 30,0% 40,0% 50,0% 60,0% 70,0% 80,0% 90,0% 100,0%
Epoca. 26 de abr. 2010 (adaptado).

De acordo com o grafico, entre as demais categorias, a que estd mais exposta ao
virus da gripe A-HIN1 é a categoria de

0 indigenas.

O gestantes.

® doentes crénicos.

® adultos entre 20 e 29 anos.
@ criangas de 6 meses a 2 anos.

35. (Enem 2010) Para conseguir chegar a um numero recorde de produg¢do de ovos
de Pascoa, as empresas brasileiras comegcam a se planejar para esse periodo com um
ano de antecedéncia. O grafico a seguir mostra o nimero de ovos de Pascoa
produzidos no Brasil no periodo de 2005 a 2009.

PRODUCAO RECORDE 113
O namero de ovos de Pascoa milhdes
produzidos no Brasil cresce
a cada ano

107

milhdes

99

milhdes
94
milhdes

90

milhdes

Interbits®

2005 2006 2007 2008 2009

Revista Veja. Sao Paulo: Abril,
ed. 2107, n°® 14, ano 42.

De acordo com o grafico, o biénio que apresentou maior producao acumulada foi

0 2004-2005.
® 2005-2006.
® 2006-2007.
® 2007-2008.
@ 2008-2009.
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36. (Enem cancelado 2009) Para o célculo dainflacdo, utiliza-se, entre outros, o indice
Nacional de Precos ao Consumidor Amplo (IPCA), que toma como base os gastos das
familias residentes nas areas urbanas, com rendimentos mensais compreendidos
entre um e quarenta salarios minimos. O grafico a seguir mostra as variagcées do IPCA
de quatro capitais brasileiras no més de maio de 2008.

Variagoes do IPCA em maio de 2008
2,5

N
o

-
[&)]

Variagdes

-
o

o
&)}

0+

Rio de Janeiro Porto Alegre Sao Paulo Brasilia

Cidades

. indice geral . habitagéo . vestuario
|:| alimentacao e bebidas B artigos de residéncia [ transportes

Disponivel em: http://www.ibge.gov.br. Acesso em: 05 jul. 2008 (adaptado).
Com base no grafico, qual item foi determinante para a inflagdo de maio de 2008?

0 Alimentagao e bebidas.
O Artigos de residéncia.
® Habitacao.

® Vestudrio.

O Transportes
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A maioria dos dados apresenta uma tendéncia de se concentrarem em torno de um
ponto central. As medidas de tendéncia central sdo valores que, de certa forma, e de
maneira condensada, trazem consigo informacdes contidas nos dados estatisticos.
Elas funcionam como uma espécie de “medidas-resumo”, pois nos passam a ideia do
comportamento geral das observag¢des estudadas. Podemos dizer ainda que elas sao
como valores de referéncia, em torno dos quais, os outros se distribuem.

Existem varios tipos de medidas utilizadas como medidas de tendéncia central.
Todavia, abordaremos as mais utilizadas:

MEDIA ARITMETICA SIMPLES

A média aritmética dos n numeros x,, x,, x5, ..., x,, indicada por x, é dada por:

x1+xZ+X3+ ...+xn
n .

X =

Popularmente, dizemos que a média aritmética simples é a soma de todos os
valores analisados, dividida pela quantidade de valores analisados.

Exiz:

O grafico a seguir representa o nimero de pacientes atendidos més a més, em um
ambulatério, durante o periodo de 6 meses de determinado ano.

¥ (n° de pacientes)

jan few mar abr mai jun % (meses)

Foram atendidos 60, 40, 60, 40, 20 e 80 pacientes de janeiro a junho
respectivamente. Para calcular a média mensal de pacientes atendidos, devemos
calcular uma média aritmética simples: somar os nimeros de todos os pacientes
atendidos e dividir pelo total de meses.

60+40+60+40+20+80 300
M= 6 = =0

A média mensal de pacientes atendidos é 50.
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EX15:

Seis reservatdrios cilindricos, superiormente abertos e idénticos (A, B, C, D, E e F)
estdo apoiados sobre uma superficie horizontal plana e ligados por valvulas (V) nas
posi¢des indicadas na figura.

h (dm)

i

Com as valvulas (V) fechadas, cada reservatério contém agua até o nivel (h) indicado
na figura. Todas as valvulas sdo, entdo, abertas, o que permite a passagem livre da
agua entre os reservatorios, até que se estabeleca o equilibrio hidrostatico.

Nesta situacao final, o nivel da agua, em dm, serd igual a

0 6,0 nos reservatérios de A a E e 3,0 no reservatério F.
® 5,5 nos reservatdrios de A a E e 3,0 no reservatério F.
® 6,0 em todos os reservatoérios.
® 5,5 em todos os reservatorios.
@ 5,0 nos reservatorios de A a E e 3,0 no reservatoério F.

Solugéo:
Pelo Teorema de Stevin, para os reservatérios de A a E, o equilibrio hidrostatico
ocorrera quando as pressdes hidrostaticas (p) no fundo atingirem o mesmo valor.

Como p = d.gh, as alturas finais nos reservatérios de A a E deverdo ser iguais.

O volume total permanece constante. Sendo A a area da base de cada reservatério,
e h a altura final do nivel da dgua nesses cinco reservatdrios, vem:

_hythy+hy +hy+ e

h 5

8+7+6+5+4 30
h = z =?=6dm

Se no reservatoério E o nivel da dgua atingira a mesma altura da valvula que o liga ao
reservatdrio F, ndo passara dgua de E para F, portanto a altura do nivel nesse ultimo
reservatdrio ndo se alterara.

Assim:

Nos tubos de A a E o nivel ficard em 6 dm e no reservatério F serda 3 dm.
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EX19:

Para se programar em relagao aos estudos, um aluno organizou todas as suas notas
em uma tabela:

|

Nota
8,0
6,5
6,0

O titulo de aprovado s6 é concedido ao aluno que conseguir nota média igual ou
superior a 7,0. Qual deve ser a nota a ser alcancada na quarta prova, para que ele seja
aprovado?

Solucao:
Média = 7,0

8,0+6,5+6,0+x>
Z =

7,0

20,5+ x
72 )
4

20,5+ x = 28,0
x=175
O aluno deve atingir uma nota igual ou superior a 7,5 na quarta prova para ser
aprovado.
PROPRIEDADES
P: A média aritmética estd sempre entre o menor e o maior valor da sequéncia.

Tome como exemplo quatro calgcados de numeros 36, 37, 39 e 44.

) W e L
56

37 38 39 40 41 42 43 44
\—Minimo < Média < Méximo—'

A média dos nimeros dos quatro calgados é 39:

y_36+37+39 444 156 _
= . ==

39

O menor nimero de calgcado apresentado é 36, o maior é 44.
36 <39<44
A média, 39, esta entre 36 e 44.

E importante ressaltar que a igualdade entre a média e os extremos sé ocorre quando
todos os valores da sequéncia sao iguais.
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P.: A média é afetada por valores extremos.

Para calcular a média, é necessdrio somarmos todos os dados da série, ou seja, essa
medida leva em conta todas as observagdes. Por isso, quando temos uma situagao
em que aparecem alguns valores, ou muito baixos, ou muito altos, se comparados
com os demais elementos da série, a média é influenciada por eles.

Imagine 5 pessoas em uma sala, um bebé de 1 ano, uma criancinha de 3 anos, uma
de 5 anos, uma de 7, todos supervisionados pela sua avé de 64 anos.

A média de idades dessas 5 pessoas € de 16 anos.

1+43+5+7+64 80
Meom a avs = =—=16

5 5

Se a vovo de 64 anos hao estivesse a média das idades seria de 4 anos.

1+3+5+7 16

Msemaavé - f 4

Veja como uma idade discrepante, um valor extremo, influencia a média!

Ps: Se acrescentarmos um valor constante a cada um dos termos da sequéncia, a
média desses termos fica acrescida do mesmo valor.

Volte para a situacdo da avo e dos seus netos, se hoje eles possuem 1, 3, 5, 7 e 64 anos,
quantos anos eles terdao daqui ha 10 anos?

Eles terdo 11, 13, 15, 17 e 74 anos.

Perceba que foram adicionados 10 anos em cada idade. Mas o que aconteceu com a
meédia das idades?

1+43+5+7+64 80
My = 5 :?:16

11+13+4+154+17+74 130
Mdaqui h4 10 anos — 5 = T =26

A média saiu de 16 anos para 26 anos, ou seja, quando todas as idades aumentarem
10 anos, a média das idades também aumenta 10 anos.

Uma situagao analoga acontecera daqui ha 20 anos:

21+234+254+27+84 180
Mdaqui h420 anos — 5 = T =36

A média saiu de 16 anos para 36 anos, ou seja, quando todas as idades aumentarem
20 anos, a média das idades também aumenta 20 anos.
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P.: Se multiplicarmos todos os termos da sequéncia por urm valor constante, a
média desses termos fica multiplicada pelo mesmo valor.
Agora, pegue cada uma das idades 1, 3, 5, 7 e 64 multiplique por 4.
Vocé obtera 4, 12, 20, 28 e 256 (pense em uma idade avancada! &)

1+3+5+7+64 80
Midades = 5 2?216

4+12+20+28+256 320

Mquédruplo das idades = 5 T = 64

Quando cada idade quadruplica, a média das idades também quadruplica!
Vamos exercitar um pouco?

37. (Enem PPL 2018) Dois amigos abriram um restaurante. No primeiro ano, o custo
total com as despesas do restaurante chegou a 250 mil reais. A receita neste ano foi
de 325 mil reais, obtendo assim um lucro de 75 mil reais (diferenca entre a receita e
o custo total). A tabela representa o custo total e a receita nos cinco primeiros anos.

Ano C.:usto total . Receita
(milhar de real) | (milhar de real)
Primeiro 250 325
Segundo 270 355
Terceiro 290 350
Quarto 280 365
Quinto 260 305

De acordo com a tabela, a média anual do lucro, em milhar de real, ao longo dos cinco
anos é

0 60.
6 70.
® 75.
® 80.
0 85.
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38. (Enem PPL 2018) No final de uma matéria sobre sorte e azar publicada em uma
revista, o leitor tem a opgado de realizar um teste no qual ele deve responder a dez
perguntas sobre cinco temas, sendo cinco sobre sorte e cinco sobre azar. Para cada
pergunta, o leitor marca apenas uma alternativa dentre as seis opcdes de respostas,
sendo que a alternativa escolhida esta associada a uma nota entre os valores
13578 e9.

Um leitor respondeu ao teste, obtendo as notas de sorte e de azar para as perguntas
e representou-as no Quadro 1.

Quadro 1
Temal | Tema2 | Tema3 | Tema4 | Temab
Sorte 1 3 9 7 7
Azar 8 5 5 5 9

O resultado do teste x é calculado como sendo a diferenca entre as médias
aritméticas das notas de sorte e de azar, nessa ordem. A classificagado desse resultado
é dada de acordo com o Quadro 2.

Quadro 2
Resultado
Vocé é muito azarado X <-4
Vocé é azarado 4 <x<-1
Vocé estd na média -1<x<1
Vocé é sortudo l<x<4
Vocé é muito sortudo X>4

SANTI, A; KIST, C. Sorte: manual de instrugdes. Superinteressante, ago. 2012 (adaptado).

De acordo com os dados apresentados, a classificagcdo do resultado do teste desse
leitor é

0O “Vocé é azarado”.

O “Vocé é sortudo”.

® “Vocé é muito azarado”.
® “Vocé é muito sortudo”.
O “Vocé esta na média”.

39. (Enem PPL 2018) No quadro estdo representadas as quantidades de certos tipos
de vinho vendidos durante um ano e o lucro por unidade vendida de cada um desses
tipos. Para repor seu estoque, o proprietdrio escolhera apenas os tipos de vinho em
que o lucro total com sua venda foi maior do que a média entre os lucros obtidos
com a venda de todos os tipos.

Tipo de vinho | ] 11 v \ VI
Unidades vendidas 120 50 71 47 70 90

Lucro p(‘;r;)‘"'dade 6,00 | 1200 | 10,00 | 20,00 | 500 | 1200

Conforme condigdes estabelecidas, os tipos de vinhos escolhidos serdo

0O leVl

® VeVl

® L, IVeVl

® I, IVeVl
G IL L IVeVl
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40. (Enem PPL 2018) Em 2012, o PNUD Brasil, o Ipea e a Fundagado Joao Pinheiro
assumiram o desafio de adaptar a metodologia do indice de Desenvolvimento
Humano (IDH) global para calcular o indice de Desenvolvimento Humano Municipal
(IDHM) dos 5.565 municipios brasileiros com base nos dados do Censo Demografico
de 2010. Também se recalculou o IDHM, pela metodologia adotada, para os anos de
1990 e 2000, para permitir a comparabilidade temporal e espacial entre os
municipios.

No quadro sao apresentados os dados de cinco cidades brasileiras.

Municipio IDHM -1990 | IDHM -2000 | IDHM - 2010
Sao Caetano do Sul (SP) 0,77 0,77 0,92
Aguas de Sdo Pedro (SP) 0,67 0,76 0,85
Floriandpolis (SC) 0,65 0,80 0,80
Balneario Camboriu (SC) 0,79 0,79 0,79
Vitoria (ES) 0,73 0,78 0,77

Disponivel em: http://atlasbrasil.org.br. Acesso em: 26 abr. 2014 (adaptado)

Uma ONG decide fazer um trabalho de acompanhamento com a cidade que teve a
menor média aritmética dos IDHM das trés ultimas décadas dentre as cinco cidades
analisadas.

Com base nos dados fornecidos, qual foi o municipio escolhido pela ONG?

0 Florianépolis.

O Aguas de Sio Pedro.
@® Balnedrio Camboriu.
® Sao Caetano do Sul.
Q Vitéria.

41. (Enem 2017) Trés alunos, X, Y e Z, estdo matriculados em um curso de inglés. Para
avaliar esses alunos, o professor optou por fazer cinco provas. Para que seja aprovado
nesse curso, o aluno devera ter a média aritmética das notas das cinco provas maior
ouigual a 6. Na tabela, estdo dispostas as notas que cada aluno tirou em cada prova.

Aluno | 1° Prova | 2° Prova | 3° Prova | 4° Prova | 5° Prova
X 5 5 5 10 6
Y 4 9 3 9 5
Z 5 5 8 5 6

Com base nos dados da tabela e nas informagdes dadas, ficara(dao) reprovado(s)

0 apenas o aluno V.

® apenas o aluno Z.

® apenasosalunos X e Y.
® apenas os alunos X e Z
A osalunos X, Y e Z
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42. (Enem PPL 2017) Numa turma de inclusdo de jovens e adultos na educacao formal
profissional (Proeja), a média aritmética das idades dos seus dez alunos é de 32 anos.

Em determinado dia, o aluno mais velho da turma faltou e, com isso, a média

aritmética das idades dos nove alunos presentes foi de 30 anos.
Disponivel em: http://portal.mec.gov.br. Acesso em: 10 mar. 2012 (adaptado).

Qual é a idade do aluno que faltou naquela turma?

0 18
0 20
® 31
® 50
A 62

43, (Enem 2016) Preocupada com seus resultados, uma empresa fez um balango dos
lucros obtidos nos ultimos sete meses, conforme dados do quadro.

Més | ] 11 vV Vv Vi ViI
Lucro

(em milhdes de 37 33 35 22 30 35 25
reais)

Avaliando os resultados, o conselho diretor da empresa decidiu comprar, nos dois
meses subsequentes, a mesma quantidade de matéria-prima comprada no més em
que o lucro mais se aproximou da média dos lucros mensais dessa empresa nesse
periodo de sete meses.

Nos préximos dois meses, essa empresa deverd comprar a mesma quantidade de
matéria-prima comprada no més

(A NN
oI
o IV.
o V.
A Vil
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44, (Enem 2° aplicagcao 2016) O grafico mostra a média de producéao didria de petrdleo
no Brasil, em milhdo de barris, no periodo de 2004 a 2010.

1,97 2,00

2,0 1,78—1,79—1.85

Barris (milhdo)
3
1

-
2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 Ano

Estimativas feitas naquela época indicavam que a média de producgado didria de
petréleo no Brasil, em 2012, seria 10% superior a média dos trés ultimos anos

apresentados no grafico.
Disponivel em: http://blogs.estadao.com.br. Acesso em: 2 ago. 2012.

Se as estimativas tivessem sido confirmadas, a média de producao diaria de petréleo
no Brasil, em milhdo de barris, em 2012, teria sido igual a

0 1,940.
0 2,134,
® 2,167.
® 2,420.
0O 6,402.

45, (Enem 2016) Em uma cidade, o nimero de casos de dengue confirmados
aumentou consideravelmente nos ultimos dias. A prefeitura resolveu desenvolver
uma agado contratando funciondrios para ajudar no combate a doenga, os quais
orientardo os moradores a eliminarem criadouros do mosquito Aedes aegypti,
transmissor da dengue. A tabela apresenta o nimero atual de casos confirmados, por
regido da cidade.

Regido Casos confirmados
Oeste 237
Centro 262
Norte 158
Sul 159
Noroeste 160
Leste 278
Centro-Oeste 300
Centro-Sul 278

A prefeitura optou pela seguinte distribuicao dos funcionarios a serem contratados:

I. 10 funciondrios para cada regido da cidade cujo niumero de casos seja maior que a
meédia dos casos confirmados.

Il. 7 funcionarios para cada regido da cidade cujo nimero de casos seja menor ou
igual @ média dos casos confirmados.

Quantos funciondrios a prefeitura devera contratar para efetivar a agcao?

0 59
O 65
® 68
®71
0 80
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46. (Enem 2016) A permanéncia de um gerente em uma empresa esta condicionada
a sua producao no semestre. Essa producao é avaliada pela média do lucro mensal
do semestre. Se a média for, no minimo, de 30 mil reais, o gerente permanece no
cargo, caso contrario, ele sera despedido. O quadro mostra o lucro mensal, em
milhares de reais, dessa empresa, de janeiro a maio do ano em curso.

Janeiro | Fevereiro | Marco | Abril | Maio
21 35 21 30 38

Qual deve ser o lucro minimo da empresa no més de junho, em milhares de reais,
para o gerente continuar no cargo no préximo semestre?

0 26
0 29
® 30
® 31
G 35

47. (Enem PPL 2016) O presidente de um time de futebol quer contratar um atacante
para seu elenco e um empresario |lhe ofereceu cinco jogadores. Ele deseja contratar
o jogador que obteve a maior média de gols nos anos de 2010 a 2013.

O quadro apresenta o numero de gols marcados nos anos de 2010 a 2013 por cada
um dos cinco jogadores: I, II, I, IV e V.

NUmero | Numero | Nimero | Numero
Jogador de gols de gols de gols de gols
em 2010 | em 20T em 2012 | em 2013

| 21 21 24 21

| 20 21 22 22

Il 26 21 20 21

v 23 23 19 18

\/ 16 21 26 16

O presidente do time deve contratar o jogador

(A NN

oI
(CHIIN
o IV.
(ERYA
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48. (Enem 2016) Um posto de saude registrou a quantidade de vacinas aplicadas
contra febre amarela nos ultimos cinco meses:

-1° més: 21
- 2° més: 22,
- 3° més: 25;
- 4° més: 3]
- 5°més: 21.

No inicio do primeiro més, esse posto de saude tinha 228 vacinas contra febre
amarela em estoque. A politica de reposicao do estoque prevé a aquisi¢do de novas
vacinas, no inicio do sexto més, de tal forma que a quantidade inicial em estoque
para os proximos meses seja igual a 12 vezes a média das quantidades mensais
dessas vacinas aplicadas nos ultimos cinco meses.

Para atender essas condi¢des, a quantidade de vacinas contra febre amarela que o
posto de salude deve adquirir no inicio do sexto més é

0 156.
O 180.
® 192.
® 264.
A 288.

49, (Enem PPL 2015) Cinco amigos marcaram uma viagem a praia em dezembro. Para
economizar, combinaram de ir num uUnico carro. Cada amigo anotou quantos
quildmetros seu carro fez, em média, por litro de gasolina, nos meses de setembro,
outubro e novembro. Ao final desse trimestre, calcularam a média dos trés valores
obtidos para escolherem o carro mais econémico, ou seja, o que teve a maior média.
Os dados estdo representados na tabela:

c Desempenho médio mensal (km/litro)
arro Setembro | Outubro Novembro
| 6,2 9,0 9,3
1 6,7 6,8 9,5
1 8,3 8,7 9,0
v 8,5 7.5 8,5
\"/ 8,0 8,0 8,0

Qual carro os amigos deverao escolher para a viagem?

0l
ol
® 1l
(DE\Y
oV
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50. (Enem PPL 2014) A tabela apresenta uma estimativa da evolucdo da populagao
brasileira por faixa etaria, em milhdes de pessoas, para 2020, 2030 e 2045.

Ano — 12020 | 2030 | 2045
Faixa etaria
Até 14 anos 49 48 48
De 15 a 49 anos 111 112 110
De 50 anos ou mais 50 63 78
Total 210 223 236

STEFANO, F. Mais velhos e mais rico: os ganhos da maturidade. Exame, ed. 1003, ano 45, n. 21, 2 nov. 2011 (adaptado).

Com base na tabela, o valor que mais se aproxima da média dos percentuais da
populacdo brasileira na faixa etdria até 14 anos, nos anos de 2020, 2030 e 2045, é

0 215.
0 217.
@® 48,0.
® 483.
0 485.

51. (Enem 2014) Um pesquisador esta realizando varias séries de experimentos com
alguns reagentes para verificar qual o mais adequado para a produgdo de um
determinado produto. Cada série consiste em avaliar um dado reagente em cinco
experimentos diferentes. O pesquisador estd especialmente interessado naquele
reagente que apresentar a maior quantidade dos resultados de seus experimentos
acima da média encontrada para aquele reagente. Apos a realizagdo de cinco séries
de experimentos, o pesquisador encontrou os seguintes resultados:

Reagente 1 Reagente 2 Reagente 3 Reagente 4 Reagente 5
Experimento 1 1 0 2 2 1
Experimento 2 6 6 3 4 2
Experimento 3 6 7 8 7 9
Experimento 4 6 6 10 8 10
Experimento 5 n 5 1 12 n

Levando-se em consideracdo os experimentos feitos, o reagente que atende as
expectativas do pesquisador é o

WOPEO
uaAWN -~
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52. (Enem PPL 2013) O grafico mostra estimativas da producao brasileira de trigo em
safras recentes:

Producao de trigo no Brasil
(em milhdes de toneladas)

6,01
5,4
4,87
4,09
| i I

2005/06 2006/07 2007/08 2008/09 2009/10

Globo Rural, Sao Paulo, jun. 2009 (adaptado).

o = N W~ 0o O N

A média da producido brasileira de trigo de 2005/06 a 2009/10, em milhdes de
toneladas, é de

0 4,87.
O 4,70.
® 4,56.
® 4,49.
A 4,09.

53. (Enem PPL 2013) Uma escola da periferia de Sdo Paulo estd com um projeto em
parceria com as universidades publicas. Nesse projeto piloto, cada turma
encaminhard um aluno que esteja apresentando dificuldades de aprendizagem para
um acompanhamento especializado. Para isso, em cada turma, foram aplicadas 7
avaliagbes diagndsticas. Os resultados obtidos em determinada turma foram os

seguintes:
Aluno1 | Aluno2 | Aluno3 | Aluno4 | Aluno5
Avaliagdo 1 4,2 8 8 9 6
Avaliagdo 2 4,2 2,5 5 3,5 8
Avaliagdo 3 3,2 1 0,5 5 4
Avaliacao 4 3,2 4 3 8,5 7
Avaliacdo 5 3,5 3 2,5 3,5 9
Avaliagao 6 4,2 4 4,6 7 7
Avaliagdo 7 3,2 8 8,6 6 6

Sabendo que o projeto visa atender o aluno que apresentar a menor média nas
avaliacbes, devera ser encaminhado o aluno

VOO
uaRWN -~
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54. (Enem PPL 2012) Acidentes banais como escorregdes, quedas e tropegos se
tornaram a segunda maior causa de morte na humanidade. A tabela a seguir mostra
alguns tipos de acidentes e sua incidéncia, em milhares, no ano de 2009, nos EUA.

. . Machucados em
Tipos de acidentes 2009
Andando a cavalo 80

Anc.ia.ndo de 400
bicicleta
Acidentes na cama 500
Acidentes na piscina 160
Aadentgs no 400
banheiro
Jogando futebol 200

SOLEIRO, R. et al. Os novos jeitos de morrer. Superinteressante, dez. 2011 (adaptado)

Considerando os dados apresentados, a média de machucados em 2009, em
milhares, nos EUA, foi igual a

0 200.
® 268.
® 290.
® 300.
G 330.

55. (Enem PPL 2012) O consumo de energia elétrica, nos ultimos meses, na casa de
uma familia, € mostrado nas seguintes tabelas.

set./2011 | out./2011 | nov./2011 | dez./2011 | jan./2012 | fev./2012
292 284 301 292 281 242

Consumo
kwh

A média do consumo mensal de energia elétrica na casa dessa familia, de setembro
de 2011 a fevereiro de 2012, é

O 280.
O 282.
® 284.
® 288.
G 292.
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56. (Enem 2011) A participagao dos estudantes na Olimpiada Brasileira de Matematica
das Escolas Publicas (OBMEP) aumenta a cada ano. O quadro indica o percentual de
medalhistas de ouro, por regido, nas edicbes da OBMEP de 2005 a 2009:

Regido 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009

Norte 2% 2% 1% 2% 1%
Nordeste 18% 19% 21% 15% 19%
Centro- 5% 6% 7% 8% | 9%
Oeste
Sudeste 55% | 61% | 58% | 66% | 60%
sul 21% | 12% | 13% | 9% | 1%

Disponivel em: http://www.obmep.org.br.
Acesso em: abr. 2010 (adaptado).

Em relagcdo as edi¢gbes de 2005 a 2009 da OBMEP, qual o percentual médio de
medalhistas de ouro da regido Nordeste?

0 14,6%
0 18,2%
© 18,4%
® 19,0%
0 21,0%

57. (Enem 2010) Em sete de abril de 2004, um jornal publicou o ranking de

desmatamento, conforme gréafico, da chamada Amazénia Legal, integrada por nove
estados.

Ranking do Desmatamento em km?

Interbits®

9° Amapa

8° Tocantins

7° Roraima

6° Acre

5° Maranhao
4° Amazonas
3?2 Rondbnia

2° Para

1° Mato Grosso

10416

Disponivel em: www.folhaonline.com.br. Acesso em: 30 abr. 2010 (adaptado).

Considerando-se que até 2009 o desmatamento cresceu 10,5% em relagdo aos dados
de 2004, o desmatamento médio por estado em 2009 esta entre

0 100 km? e 900 km?2.

® 1000 km?e 2700 km?2.
® 2800 km?e 3200 km?
® 3300 km?e 4000 km?3
O 4100 km?e 5800 km?2.
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58. (Enem 2009) Brasil e Franga tém relagdes comerciais ha mais de 200 anos.
Enquanto a Franga é a 5.° nagcdo mais rica do planeta, o Brasil € a 10°, e ambas se
destacam na economia mundial. No entanto, devido a uma série de restricdes, o
comércio entre esses dois paises ainda ndao é adequadamente explorado, como
mostra a tabela seguinte, referente ao periodo 2003-2007.

Investimentos Bilaterais
(em milhdes de délares)

Ano | Brasil na Franga | Franga no Brasil
2003 367 825
2004 357 485
2005 354 1.458
2006 539 744
2007 280 1.214

Disponivel em: www.cartacapital.com.br. Acesso em: 7 jul. 2009.

Os dados da tabela mostram que, no periodo considerado, os valores médios dos
investimentos da Franga no Brasil foram maiores que os investimentos do Brasil na
Franca em um valor

0 inferior a 300 milhdes de ddlares.

® superior a 300 milhdes de délares, mas inferior a 400 milhdes de ddlares.
® superior a 400 milhdes de ddélares, mas inferior a 500 milhdes de ddlares.
® superior a 500 milhdes de ddlares, mas inferior a 600 milhdes de ddlares.
A superior a 600 milhdes de ddlares.

59. (VUNESP 2019) No grafico a seguir estao representados, em milhdes de vagas, os

saldos anuais (criagdo menos fechamento) do numero de postos de trabalho com
carteira assinada no Brasil, referentes aos anos de 2014 a 2018.

0,421 0.529

_I1 Il

0,011

~1534 ~13%

2014 2015 2016 2017 2018

(Cadastro Geral de Empregados e Desempregados. O Estado de S.Paulo, 24.01.2019)

De acordo com os dados do grafico, & correto afirmar que, no periodo considerado,
o valor da média aritmética dos saldos anuais de postos de trabalho representa o
fechamento de

0 957.000 vagas.
® 764.200 vagas.
® 574.200 vagas.
® 479.000 vagas.
O 384.200 vagas.
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60. (VUNESP 2019) As empresas X, Y, W e Z participaram de uma licitagdo. Sabe-se
que a empresa X apresentou o menor prego, e que os precos apresentados pelas
empresas Y, W e Z superaram O menor preco em 6%, em 8% e em 10%,

respectivamente.

Se a média aritmética dos pregos das quatro empresas foi igual a R$ 159.000,00,
entdo, é correto afirmar que o preco apresentado pela empresa W foi

O R$162.000,00.
® R$164.600,00.
® R$165.000,00.
® R$168.800,00.
@ R$174.900,00.

61. (VUNESP 2019) A tabela mostra alguns dados sobre o numero de relatérios
preenchidos por um funcionario durante uma semana.

N2 de relatorios

Segunda-feira

X

Terca-feira

9

Quarta-feira

2%

Quinta-feira

7

Sexta-feira

4

Sabendo-se que a média didria de relatérios preenchidos nesses 5 dias foi igual a 7,
entdo o numero de relatdrios preenchidos na quarta-feira foi

0 6.
0O 8.
® 10.
® 12.
A 14.
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62. (Enem 2018) De acordo com um relatério recente da Agéncia Internacional de
Energia (AIE), o mercado de veiculos elétricos atingiu um novo marco em 2016,
quando foram vendidos mais de 750 mil automoveis da categoria. Com isso, o total
de carros elétricos vendidos no mundo alcancou a marca de 2 milhdes de unidades
desde que os primeiros modelos comegaram a ser comercializados em 2011.

No Brasil, a expansdo das vendas também se verifica. A marca A, por exemplo,
expandiu suas vendas no ano de 2016, superando em 360 unidades as vendas de
2015, conforme representado no grafico.

AnoA

& & & & &
oo b G & & &
2015 | ‘o Yoy
2014 %

N° de carros

Disponivel em: www.tecmundo.com.br. Acesso em: 5 dez. 2017.

A média anual do numero de carros vendidos pela marca A, nos anos representados
no grafico, foi de

0 192.
O 240.
® 252.
® 320.
G 420.
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63. (Enem 2° aplicacdo 2016) A diretoria de uma empresa de alimentos resolve
apresentar para seus acionistas uma proposta de novo produto. Nessa reunido, foram
apresentadas as notas meédias dadas por um grupo de consumidores que
experimentaram o novo produto e dois produtos similares concorrentes (A e B).

Nota média

9,04
8,5
8,0 1
7,5
7,0 1

6,5

6,0
Forma Textura Cor Tamanho Sabor Odor

Interbits®

M Proposto aA HB

A caracteristica que da a maior vantagem relativa ao produto proposto e que pode
ser usada, pela diretoria, para incentivar a sua producéao é a

0 textura.
O cor.

@® tamanho.
® sabor.

O odor.

64. (Enem PPL 2014) Apds encerrar o periodo de vendas de 2012, uma concessiondria
fez um levantamento das vendas de carros novos no ultimo semestre desse ano. Os
dados estao expressos no grafico:

35 35

25

14

Carros vendidos
N
o

10

Julho Agosto  Setembro  Outubro  Novembro Dezembro

Ao fazer a apresentacao dos dados aos funcionarios, o gerente estipulou como meta
para o més de janeiro de 2013 um volume de vendas 20% superior a média mensal
de vendas do semestre anterior. Para atingir essa meta, a quantidade minima de
carros que deveriam ser vendidos em janeiro de 2013 seria

0 17.
O 20.
o 21.
® 24.
G 30.
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65. (Enem 2013) As notas de um professor que participou de um processo seletivo,
em que a banca avaliadora era composta por cinco membros, sdo apresentadas no
grafico. Sabe-se que cada membro da banca atribui duas notas ao professor, uma
relativa aos conhecimentos especificos da darea de atuagdo e outra, aos
conhecimentos pedagdgicos, e que a média final do professor foi dada pela média
aritmética de todas as notas atribuidas pela banca avaliadora.

Notas (em pontos)

M Conhecimentos
especificos

@ Conhecimentos
pedagdgicos

Interbits®

Avaliador A Avaliador B Avaliador C ~ Avaliador D Avaliador E

Utilizando um novo critério, essa banca avaliadora resolveu descartar a maior e a
menor notas atribuidas ao professor.

A nova média, em relagdo a média anterior, é

0 0,25 ponto maior.
® 1,00 ponto maior.
® 1,00 ponto menor.
® 1,25 ponto maior.

A 2,00 pontos menor.
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MEDIA ARITMETICA PONDERADA

A média aritmética ponderada dos n nUmeros x;, x,, x3, ..., X, COM PESOS Py, P2, D3, -+ Pr»
respectivamente, indicada por x, é dada por:

X1 P1+ X Pyt X3 Pzt .+ X Py)
P1tpP2+tp3+ ...+pn

x =

A média aritmética ponderada é bastante similar a média aritmética comum. A
diferenca, entretanto, € que na média aritmética simples, todos os valores
contribuem com peso igual, enquanto que no calculo da média aritmética ponderada
se leva em consideragao a contribuicdo (peso) de cada termo, uma vez que existem
termos que contribuem mais que outros.

Entenda-se por peso, a frequéncia com a qual cada elemento aparece, ou ainda a
quantidade de vezes que o elemento deve ser considerado no calculo da média.

A melhor forma de apresentarmos o calculo da média ponderada é através de um
exemplo.

EXzo:

Uma empresa é constituida de 40 funcionarios, sendo os seus saldrios representados
pela tabela a seguir:

N° de Salario

Funcionarios em R$

.20 | 465
15
5

930
1395

Qual o saldrio médio dos funcionarios dessa empresa?

Solugéo:

Vamos calcular o valor total gasto com todos os saldrios:

20 funcionarios recebem R$ 465,00, cada, totalizando 20 - 465,00 = R$9.300,00.
15 funciondrios recebem R$ 930,00, cada, totalizando 15 - 930,00 = R$13.950,00.
5 funcionarios recebem R$ 1.395,00, cada, totalizando 5 - 1.395,00 = R$6.975,00.
Total =9.300,00 + 13.950,00 + 6.975,00 = R$30.225,00

Os 40 funcionarios da empresa geram um custo de R$ 30.225,00.

Para sabermos o salario médio da empresa devemos dividir o valor da folha salarial
pelo nimero de funcionarios:

30.225,00
Maiarial = T = R$755,62
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O saldrio médio dos funciondrios é de R$ 755,62.

Se fossemos montar uma expressao para o calculo da média, teriamos:

Somatorio dos Salarios

M 3 = . s
salarial = Tota] de Funcionarios

20-465,00 + 15-930,00 + 5-1.395,00

Msalarial = 20+ 15+ 5
9.300,00 + 13.950,00 + 6.975,00
Msqiariai = 40
30.225,00
Msaiariai = 40 = R$755,62

Os numeros em vermelho acima sdo chamados de pesos, eles representam a
quantidade de vezes que determinado elemento aparece. Sdo esses pesos que
fazem toda a diferenca no calculo da média aritmética ponderada.

Um ERRO muito comum é calcular a média somando os trés salarios e dividindo por
trés:

465,00 + 930,00 + 1.395,00
ERRADA = 3

MERRADA = R$930,00

NAO FACA ISSO! Perceba que todos os saldrios contribuiram igualmente para o
cdlculo da média, no entanto, temos diferentes pesos e na média aritmética
ponderada, os pesos devem ser levados em consideragao!

EXx2:
Em uma cidade foi realizada uma entrevista com os usudrios do transporte coletivo

a fim de avaliar o nivel de satisfagcdo. Foram entrevistadas 1000 pessoas e os dados
foram organizados em uma tabela.

Nimero de

£

Entrevistados
10
12
25
35
150
340
170
136
80
40
10 2
Total 1000

Voo pWN~=O

Com base nos dados, determine a nota que representa a média geral de satisfagao
dos usuarios do transporte coletivo da cidade.
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Solugéo:

Muita atencado para que vocé leve em consideracdo os pesos de cada nota, ou seja, a
quantidade de vezes que cada nota apareceu. Segue em vermelho o peso de cada
uma.

M_D-10+ 1-12+4+2-254+3-35+4-150+5-340+6-170+7-136+8-80+9-40+10-2
1000

0+ 12 + 50 + 105 + 600 + 1700 + 1020 + 952 + 640 + 360 + 20

1000

M

5459

= m = 5,459

Deste modo, a nota que representa a média geral de satisfacdo dos usudrios do
transporte coletivo da cidade é aproximadamente 5,5.

Vamos exercitar um pouco?

66. (QUADRIX 2019) O departamento comercial de uma empresa metallrgica,
localizada na cidade de Sdo Bernardo do Campo, possui 30 funciondrios, com a
seguinte distribuicao salarial:

Mumero de funcionarios | Salario (RS)
9 2.000,00
12 3.600,00
5 4.500,00
4 6.000,00

Com base nas informagdes dadas, pode-se afirmar que a média salarial dos
funcionarios do referido departamento é igual a:

0 R$ 3.550,00
O R$ 3.560,00
® R$ 3.570,00
® R$ 3.580,00
@ R$ 3.590,00
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67. (Enem 2018) A Comissao Interna de Prevencao de Acidentes (CIPA) de uma
empresa, observando os altos custos com os frequentes acidentes de trabalho
ocorridos, fez, a pedido da diretoria, uma pesquisa do nimero de acidentes sofridos
por funciondrios. Essa pesquisa, realizada com uma amostra de 100 funcionarios,
norteara as acdes da empresa na politica de seguranca no trabalho.

Os resultados obtidos estdo no quadro.

NUumero de .
. Numero de
acidentes
X trabalhadores
sofridos
0 50
1 17
2 15
3 10
4 6
5

A média do nimero de acidentes por funcionario na amostra que a CIPA apresentara
a diretoria da empresa é

0 0,15.
A 0,30.
@® 0,50.
® 111.
@ 222
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68. (Enem 2017) A avaliagdo de rendimento de alunos de um curso universitario
baseia-se na média ponderada das notas obtidas nas disciplinas pelos respectivos
numeros de créditos, como mostra o quadro:

Avaliacdo | Média de notas (M)
Excelente 9<M<10
Bom 7<M<9
Regular 5<M<«7
Ruim 3<M<5
Péssimo M<3

Quanto melhor a avaliagdo de um aluno em determinado periodo letivo, maior sua
prioridade na escolha de disciplinas para o periodo seguinte.

Determinado aluno sabe que se obtiver avaliagcdo “Bom” ou “Excelente” conseguira
matricula nas disciplinas que deseja. Ele ja realizou as provas de 4 das 5 disciplinas
em que estd matriculado, mas ainda nao realizou a prova da disciplina I, conforme o

quadro.
Disciplinas | Notas | NuUmero de créditos
I 12
1l 8,00 4
1] 6,00
v 5,00
\" 7,50 10

Para que atinja seu objetivo, a nota minima que ele deve conseguir na disciplina | &

O 7,00.
O 7,38.
® 7,50.
® 8,25.
A 9,00.

69. (Enem 2° aplicagdo 2016) Um vendedor de assinaturas de TV a cabo teve, nos 7
primeiros meses do ano, uma média mensal de 84 assinaturas vendidas. Devido a
uma reestruturagcdo da empresa, foi exigido que todos os vendedores tivessem, ao
final do ano, uma média mensal de 99 assinaturas vendidas.

Diante disso, o vendedor se viu forcado a aumentar sua média mensal de vendas nos
5 meses restantes do ano.

Qual devera ser a média mensal de vendas do vendedor, nos proximos 5 meses, para
que ele possa cumprir a exigéncia da sua empresa?

091
O 105

O 114
® 118
O 120
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70. (Enem 2014) Ao final de uma competicdo de ciéncias em uma escola, restaram
apenas trés candidatos. De acordo com as regras, o vencedor sera o candidato que
obtiver a maior média ponderada entre as notas das provas finais nas disciplinas
quimica e fisica, considerando, respectivamente, os pesos 4 e 6 para elas. As notas
sdo sempre numeros inteiros. Por questdes médicas, o candidato Il ainda nao fez a
prova final de quimica. No dia em que sua avaliagao for aplicada, as notas dos outros
dois candidatos, em ambas as disciplinas, ja terdo sido divulgadas.

O quadro apresenta as notas obtidas pelos finalistas nas provas finais.

A menor nota que o candidato Il devera obter na prova final de quimica para vencer
a competicao é

0 18.
O 19.
® 22.
® 25.
A 26.

71. (Enem PPL 2012) Uma aluna registrou as notas de matematica obtidas nos 3
primeiros bimestres do ano letivo e seus respectivos pesos no quadro a seguir.

Candidato | Quimica | Fisica
| 20 23
I X 25
1l 21 18

Bimestre | Nota | Peso
1 2,5 1
2 5,8 2
3 7.4 3

Ela ainda ndo sabe qual sera sua nota de matematica no quarto bimestre, mas sabe
qgue o peso dessa nota na média final é 4. As notas variam de zero a dez, sendo
permitida apenas uma casa na parte decimal (caso contrario, a nota sera
arredondada, usando como critério “se o algarismo da segunda casa decimal é maior
ou igual a 5, entdo o algarismo na primeira casa decimal serd acrescido de uma
unidade”). A média final minima para aprovagdo na escola dessa aluna é 7. Se ela
obtiver média final inferior a 7, precisara realizar uma outra prova que substitua a
menor das notas bimestrais, de modo a alcangar a média 7 (mantidos os mesmos
pesos anteriores).

Se essa aluna precisar realizar uma prova para substituir a nota que obteve no
primeiro bimestre, e tal nota precisar ser igual a 4,8, é porque a nota que ela obteve
no quarto bimestre foi

0 23
O 7.3.
@® 7,9.
® 9,2
G 10,0.
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72. (Enem 2° aplicacdo 2010) O IGP-M é um indice da Fundagao Getulio Vargas, obtido
por meio da variacdo dos precos de alguns setores da economia, do dia vinte e um
do més anterior ao dia vinte do més de referéncia. Ele é calculado a partir do indice
de Precos por Atacado (IPA-M), que tem peso de 60% do indice, do indice de Precos
ao Consumidor (IPC-M), que tem peso de 30%, e do indice Nacional de Custo de
Construcao (INCC), representando 10%. Atualmente, o IGP-M é o indice para a
correcdo de contratos de aluguel e o indexador de algumas tarifas, como energia
elétrica.

INCC IPC-M IPA-M
indice do indice do indice do
Més/Ano més Més/Ano més Més/Ano més
(em %) (em %) (em %)
Mar/2010 0,45 Mar/2010 0,83 Mar/2010 1,07
Fev/2010 0,35 Fev/2010 0,88 Fev/2010 1,42
Jan/2010 0,52 Jan/2010 1,00 Jan/2010 0,51

A partir das informacgoes, é possivel determinar o maior IGP-M mensal desse primeiro
trimestre, cujo valor é igual a

0 7,03%.
O 3,00%.
® 2,65%.
® 1,15%.

A 0,66%.

73. (G1 - cp2 2019) O edificio Duque de Caxias € um prédio comercial de 4 andares,
com 5 escritérios em cada andar. Sabe-se que nem todos os contratos de locagao
(aluguel) desses escritérios tém o mesmo tempo de vigéncia, conforme é
apresentado na tabela a seguir:

10 3
. 8
g 8
o
€0 6 5
Q%
4
oRe] 4 3
)
o ©
=}
z 0
12 24 36 48

Tempo (em meses)

Com base nessa tabela, o tempo médio de vigéncia, em meses, desses contratos de
locagdo é igual a

0O 20.
O 25.
® 30.
® 35.

/anderson_gleryston o /andersonglerystonmatematica

D Anderson Gleryston Matematica




NDERSON

MATEMATICA

74.(G1 - cp2 2019) Atualmente, o sistema de avaliagdo do Colégio Pedro Il considera
aprovado o estudante que tenha, no minimo, 75% de presenca nas aulas e obtenha
média anual ponderada (MA), nas trés avaliagbes trimestrais (certificagdes),
respectivamente com pesos 3,3 e 4, igual ou superior a 7,0 (sete). Caso ndo consiga

essa média anual, o estudante deve fazer uma prova final de verificacado (PFV). Nesse
caso, a média final ponderada (MF) é calculada com peso 3 para a média anual e

peso 2 para prova final, e sera aprovado o estudante que obtiver média final igual ou
superior a 5,0 (cinco).

Desta forma, por exemplo, um estudante com notas 4,0;8,0 e 50 respectivamente,
nas trés primeiras certificagdes de Matematica, fica com uma média anual

_ 3x4+3x8+4x5 56

MA ===
3+3+4 10

5,6.

Esse estudante deve fazer a prova final de verificagdo e precisa tirar 4,1 nesta
avaliacdo para obter a média final minima para ser aprovado. Ou seja,

_3x56+2x41 25
3+2 5

MF 5,0.

Se Geisa tirou, nas trés primeiras certificagdes, 2,0;6,0 e 9,0, respectivamente,

quanto ela precisa tirar na prova final de verificagdo, para obter a média final minima
para ser aprovada?

0 31
0 35.
@ 41.
® 5,0.

75. (Ueg 2017) Um artesao fabrica certo tipo de pegas a um custo de R$10,00 cada e

as vende no mercado de artesanato com precgo variavel que depende da negociagao
com o fregués. Num certo dia, ele vendeu 2 pegas por R$ 25,00 cada, 4 pegas por

R$ 22,50 cada e mais 4 pegas por R$ 20,00 cada.

O lucro médio do artesdo nesse dia foi de

0O R$ 22,50
O R$ 22,00
® R$ 19,20
® R$1250
O R$12,00
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Por definicdo, a moda de um conjunto de dados é o valor que aparece mais vezes, ou
seja, € aquele que apresenta a maior frequéncia. Pode ocorrer de dois ou mais
valores apresentarem a mesma frequéncia, nestes casos, teremos distribuicdes
bimodais (duas modas), trimodais ou multimodais. Também é possivel acontecer
que todos os elementos tenham apresentado exatamente o mesmo nimero de
ocorréncias. Isso significa que ndo ha moda, pois nenhum dado se destacou. Dessa
forma, o conjunto &, entdao, chamado amodal.

Dentre as trés medidas de tendéncia central, a moda é a Unica que pode ser usada
quando as varidveis sdo qualitativas nominais: se distribuissemos os alunos de
engenharia por sexo e obtivéssemos que 70% sdo meninos, poderiamos dizer que a
moda é o sexo masculino, pois essa categoria apresentou a maior frequéncia.

Para obtermos a moda faremos uma simples inspecdao em relagao as repeticdes dos
valores. No caso das tabelas, observaremos as frequéncias absolutas simples.
Procuramos, entdo, qual(is) o(s) valor(es) que apresenta(m) o maior numero de
ocorréncias (repeticdes). Este(s) valor(es) é (sdo) denominado(s) moda.

Em termos de ENEM, todas as distribui¢cdes abordadas vieram com uma Unica moda,
e é ai que vamos nos concentrar.

EX22:

As idades dos atletas que participaram da Selecao Brasileira Masculina de Basquete,
convocados para a preparagao dos Jogos Olimpicos 2016, variaram de 24 a 36 anos,
como se pode observar na tabela a seguir:

Idade (anos)

Nimero de
ThE 3 1 1 1 1 4 1 2

De acordo com a tabela, qual é a moda dessas idades?
Solugéo:

Perceba que a idade mais frequente é 33 anos, pois possui 4 ocorréncias (repeticdes).
Portanto, a moda das idades é 33 anos.

Um ERRO muito comum é dizer que a moda é 1, alegando que o nimero 1 apareceu
5 vezes. Este erro acontece, pois algumas vezes organizamos as frequéncias ao invés
de organizarmos os dados:

3,1,1,1,1,4,1,2
Cuidado! O 1 é a frequéncia com a qual as idades 26, 28, 30, 32 e 35 aparecem.
O correto é organizar nossas idades em ROL, assim, teriamos:
24, 24, 24, 26, 28, 30, 32, 33, 33, 33, 33, 35, 36, 36

O que nos mostra que realmente o 33 tem maior frequéncia, ou seja, é a idade que
aparece mais vezes.
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EXzsz

Segundo matéria do Caderno Cidades do Jornal/ do Commercio, publicada em 8 de
maio de 2016, um relatoério oficial de assaltos a coletivos entre janeiro e abril de 2016
apontou os locais e as linhas de 6nibus que mais sofreram esse tipo de violéncia no
periodo citado.

Com base nessas informacdes, analise o grafico publicado na referida matéria.

® Locais mais assaltados

Av. Recife BR-232 PE-15 Av, Belmiro Correia
18 12 12 11
BR-101 Norte BR-101 Sul

19 46

Av. Agamenon
Magalhaes

o——41

Av. Herculano
Bandeira

20

BR-101 Sul
(antiga)

30

ARTE JC

Av. Bom Jesus
(Zumbi do Pacheco)

21

De acordo com o gréfico, qual € a moda do nimero de assaltos por local?
Solugéao:
Colocando os numeros de assaltos por local em ROL, temos:

1,12, 12,18, 19, 20, 21, 30, 41, 46

O numero 12 aparece duas vezes, que é a maior frequéncia. Logo, 12 é a moda do
numero de assaltos por local.
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Ele.:

O uso de biodiesel gera uma série de efeitos ambientais, tais como a reducédo da
emissdo de gases do efeito estufa e a diminuicdo da poluicdo atmosférica. O grafico
mostra a producdo de biodiesel (em milhdes de litros) em uma usina, durante o
periodo de um ano.

Produgao (milhdes de litros)

Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Qut Nov Dez

De acordo com os dados, qual a moda (em milhdes de litros)?

Solugéo:

O primeiro passo é colocar os nUmeros que representam as produgdes em ROL:
5,5,6,6,8,8,10,10, 10, 10, 12, 12

Perceba que o nUmero 10 aparece 4 vezes, que é a maior frequéncia, logo 010 é a
moda das produ¢des mensais de biodiesel, em milhdes de litros.
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Vamos exercitar um pouco?

76. (IFES 2019) Devido a alta no pre¢o dos combustiveis, em particular da gasolina,
um consumidor resolveu fazer uma pesquisa de pregos referente a variagado do valor
do litro da gasolina comum em alguns postos da regido metropolitana de uma
determinada capital. O levantamento de precos esta representado no grafico.

Valor do Litro da Gasolina na Regido Metropolitana em RS

iaw 489

1,8 4,79

‘a7

ie  H59 4,59 4,57 4.33

a5 4,49

4.4 4,39
4,3

4,2

o Posto A Posto B Posto C Posto D Posto E Posto F Posto G Posto H

Analisando os dados obtidos na pesquisa realizada, pode-se afirmar que o modal, em
reais, é igual a:

0 4,39
O 4,49
® 4,59
® 4,79
A 4,89

77. (VUNESP 2017) Ricardo registrou o nimero de pessoas que ele atendeu nos
ultimos 10 dias em um grafico.

14

nimera de atendimentos
&

A partir dos dados do grafico, a moda do nimero de atendimentos é

0 20
0 18
® 17
® 16
Q15
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78. (PMES 2013). A tabela que segue é demonstrativa do levantamento realizado por
determinado batalhdao de Policia Militar, no que se refere as idades dos policiais
integrantes do grupo especial desse batalhao:

Idade | NUmero de Policiais
25 12
28 15
30 25
33 15
35 10
40 8

A moda, dessa distribuicao é igual a

015
0 25
® 30
® 33
0 35

79. Em um determinado setor de uma empresa, trabalham 1 coordenador, 3 técnicos
administrativos, 2 assistentes administrativos e 2 estagiarios, que ganham,
respectivamente: R$ 4.500,00, R$ 3.000,00, R$ 2.250,00 e R$ 1.000,00.

Pode-se afirmar que o saldrio modal, em reais, desse setor é igual a:

O R$ 4.500,00
® R$ 3.000,00
® R$ 2.250,00
® R$1.000,00.

80. (CESPE 2018) A distribuicdo das notas dos 20 alunos de uma sala de aula na prova
de matematica esta mostrada na tabela a seguir.

nota do aluno 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0

nimero de alunos 3 3 1 7 ]

Nessa situagdo, a moda dessas notas é igual a

0 6,0.
O 6,5.
® 7,0.
® 7,5.
0O 8,0.

/anderson_gleryston o /andersonglerystonmatematica

D Anderson Gleryston Matematica



NDERSON

MATEMATICA

81. (Enem PPL 2015) Uma pessoa, ao fazer uma pesquisa com alguns alunos de um
curso, coletou as idades dos entrevistados e organizou esses dados em um grafico.

A

Interbits®

o 214--
2
©
g 15{-- #8---
(0]
©
©
S 12{--- - B -
<
g
i
9 12 18 i

Idade (ano)

Qual a moda das idades, em anos, dos entrevistados?

09
012
® 13
® 15
021

82. (FCC 2016) Os registros da temperatura maxima didria dos primeiros 6 dias de
uma semana foram:

25°C;
26°C;
28,5°C;
26°C;
25°C;
25,6°C.

Incluindo também o registro da temperatura maxima diaria do 7° dia dessa semana,
o conjunto dos sete dados numeéricos sera unimodal com moda igual a 25°C.

De acordo com os dados, é correto afirmar que, necessariamente, a temperatura
maxima didria do 7° dia foi

0O Abaixo de 25°C

©® Exatamente 25°C

® Maior do que 25°C e menor do que 26°C
® Exatamente 26°C

O Maior do que 26°C
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83. (CESPE 2018) Na revisao de um livro, o editor contou 20 paginas que tiveram 0, 1,
2, 3 0u 4 erros; 36 paginas que tiveram 5, 6, 7, 8 ou 9 erros. Prosseguindo, ele obteve
os valores mostrados na tabela a seguir.

quantidade de erros | gquantidade de paginas
deDad 20
de5a9 36
de 10a 14 14
de 15al9 12
de20a24 g

Nesse caso, a frequéncia relativa para os dados da classe modal da tabela é de

0 9%

0 13%
® 15%
® 22%
0O 40%

84. (Uneb 2014) DANOS DE ALIMENTOS ACIDOS - O esmalte dos dentes dissolve-se
prontamente em contato com substancias cujo pH (medida da acidez) seja menor do
que 5,5. Uma vez dissolvido, o esmalte ndo é reposto, e as partes mais moles e
internas do dente logo apodrecem. A acidez de vdrios alimentos e bebidas comuns
é surpreendentemente alta; as substancias listadas a seguir, por exemplo, podem

causar danos aos seus dentes com contato prolongado.
(BREWER. 2013, p. 64).

COMIDA/BEBIDA PH
SUCO DE LIMAO/LIMA 1,8 - 2,4
CAFE PRETO 2,4-32
VINAGRE 2,4-3,4
REFRIGERANTES DE COLA 2,7
SUCO DE LARANJA 2,8 - 4,0
MACA 29-35
UVA 3,3-4,5
TOMATE 3,7 - 4,7
MAIONESE/MOLHO DE
SALADA 38-40
CHA PRETO 4,0 - 4,2

Considerando-se que os valores do pH na tabela variem unicamente com um
incremento de 0,1, pode-se afirmar que o valor modal do pH, nessa tabela, é igual a

0 3,2
0 34
® 3,6
® 3,8
0 4,0
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85. (Enem 2016) Ao iniciar suas atividades, um ascensorista registra tanto o nimero
de pessoas que entram quanto o numero de pessoas que saem do elevador em cada
um dos andares do edificio onde ele trabalha. O quadro apresenta os registros do
ascensorista durante a primeira subida do térreo, de onde partem ele e mais trés
pessoas, ao quinto andar do edificio.

Numero de pessoas | Térreo | 1°andar 2° andar 3° andar 4° andar 5° andar
que entram no
elevador 4 4 1 2 2 2
que saem do
elevador 0 3 1 2 0 6

Com base no quadro, qual € a moda do numero de pessoas no elevador durante a
subida do térreo ao quinto andar?

mECRONw)>)
o UA WN
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Das medidas de tendéncia central, a MEDIANA é uma das mais importantes para o
Enem, seu papel é dividir uma distribuicdo de termos, ordenada de forma crescente
ou decrescente, em duas partes de mesmo tamanho, € como se a MEDIANA fosse o
valor que dividisse o conjunto “ao meio”. Se contarmos todos os termos que sao
menores ou iguais a mediana, obteremos um resultado igual ao encontrado quando
contamos todos os termos que sdo maiores ou iguais @ mediana. Mas ndo esquecal!
Para determinar a mediana de um conjunto de dados é necessario, primeiro, ordenar
o conjunto de dados de forma crescente ou decrescente.

A MEDIANA tem uma vantagem em relagdo a média aritmética, ela pode nos dar uma
ideia melhor de um valor tipico da distribuicdo pelo fato de nao ser distorcida por
valores discrepantes ou atipicos. Como a obtencdo da MEDIANA é baseada na
posicdo dos elementos e o que nos interessa é o centro da distribuicdo, ndao é
necessdrio tomar ciéncia dos valores mais extremos para encontra-la.

Caso existam alguns termos com valores extremamente baixos ou extremamente
altos, a média aritmética sera afetada fortemente, no entanto, a MEDIANA nao sera
distorcida, por isso torna-se mais robusta do que a média aritmética.

Uma outra vantagem é o fato de que ainda que ndo possamos mensurar alguns dados
extremos, a obtencdo da MEDIANA continua viavel. Suponha que estamos avaliando
o tempo necessdrio para que algumas criangas desempenhem uma atividade de
construgdo com blocos, mesmo que um pequeno nimero de criangas ndo consiga
terminar a atividade, ainda assim podemos calcular a MEDIANA, por outro lado, ndo
conseguiriamos calcular a média aritméticas desses tempos. Dai, a aplicagdo da
MEDIANA é fortemente recomendada em distribuicdes distorcidas, por conseguirem
resumir a tendéncia central diferentemente da média aritmética, se mostrando facil
de calcular e simples de entender.

Tanto o valor que representa a mediana pode nao pertencer ao conjunto de dados,
quanto podem existir varios termos iguais que representem a MEDIANA. Em ambos
os casos a interpretacao continua valida!

Entao, para que possamos compreender todas as situagdes que envolvem mediana
no ENEM, basta considerarmos dois casos:

e Distribuicido com quantidade IMPAR de dados;
e Distribuicdo com quantidade PAR de dados.
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QUANTIDADE (MPAR DE DADOS

A mediana de uma distribuicdo, com uma quantidade impar de termos, é o termo
central dessa distribuicdo quando organizamos os dados em ordem crescente. (Pode
ser em ordem decrescente também, mas a ordem crescente é mais natural de se
trabalhar, por isso, optarei por ela).

Se a distribuicdo possui n elementos organizados em ordem crescente e n é impar,
o = » n+l
a posicao do termo central é "T

Por exemplo, se uma distribuicao tiver sete termos, o termo central sera o quarto, ja

2 a- 2" & 5t Gt -
!

’r N0
Gt

Por outro lado, se uma distribuicao tiver onze termos, o termo central sera o sexto,
.. 11+1 12
Jaque——=—= 6.

A C A

v,

T 1w

Coritiak

Em ambos os casos, o termo central é dito mediana da distribuicdo. Perceba que do
termo central para esquerda existe a mesma quantidade de elementos quando
pegamos os do termo central para direita.

Vamos analisar um exemplo contextualizado com uma quantidade impar de
termos...

Considere a altura, em metros, dos 11 jogadores de um time de futebol juvenil:

1,60 1,52 1,66 1,68 1,69 1,66 1,64 1,48 1,61 1,66 1,62
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Geralmente, temos acesso aos dados desorganizados e o primeiro passo é organiza-
los. A ordem crescente é, sem duvida, a maneira mais escolhida para organizar, uma
vez que é mais natural e temos mais habilidade em fazer.

POSICAO ALTURA (m)

1° 1,48
20 1,52
3° 1,60
4° 1,61
5° 1,62
6° 1,64
7° 1,66
8° 1,66
9° 1,66
10° 1,68
11° 1,69

Perceba que, por termos uma quantidade impar de termos, existe um termo central,
e este é denominado mediana.

~ » o~ 11+1 12
Como sao 11 termos, o termo central sera o da posicéo -5 =5 = 6.

2
Nesta distribuicdo, o 6° termo (1,64m) tem um papel importante. Nao sé existem 6
alturas iguais ou inferiores a 1,64m, como também existem 6 alturas iguais ou
superiores a 1,64m.

O 1,64m exerce o papel de termo central da distribuicdo. 1,64m é a mediana da
distribuicao.
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QUANTIDADE PAR DE DADOS

A obtencdo da mediana em uma distribuicdo com uma quantidade par de termos é
um pouco diferente, jd que nao existira o termo central. Neste caso, ao organizar os
dados em ordem crescente, devemos calcular a média aritmética dos dois elementos
mais centrais, esta média serd chamada de mediana.

Se a distribuicdo possui n elementos organizados em ordem crescente e n é par, as
posicdes dos termos mais centrais sdo 2 e 2 + 1, esses termos devem ser utilizados

para o calculo da média e, consequentemente, da mediana.

Por exemplo, se uma distribuicao tiver oito termos, os termos mais centrais serdo o
. .. 8 8
quarto e o quinto, ja que 5= 4e 5t 1=5.

|2 9= B U- ¥~ 8%
Toums

A D

Por outro lado, se uma distribuicao tiver doze termos, os termos mais centrais serao
sy . 12 12
o sexto e o setimo, ja que — = 6e7+ 1=7.

° 2 2 2 < - '2.9—
[ S b S-G‘g 9% dom L2

/IMW
oS>

s

Em ambos os casos, a MEDIANA sera dada pela média aritmética desses dois termos
mais centrais.
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Vamos analisar um exemplo contextualizado com uma quantidade par de termos...

Observe abaixo as alturas dos dez maiores atletas da delegagdo brasileira que
participaram das olimpiadas no Rio de Janeiro:

Atleta Esporte Altura
Basquete 2,11
Basquete 2,08
BT ve 2,05
Vélei de praia 2,10
Vole 207
BTON Voo 2,10
Basquete 2,07
volei 2,06
Basquete 2,11
Basquete 2,08

Lembre-se que o primeiro passo é colocar os dados em ordem crescente!

POSICAO ALTURA (m)

1° 2,05
2° 2,06
3° 2,07
4° 2,07
5° 2,08
6 2,08
7° 2,10
8° 2,10
9° 2,11
10° 2,11

Por termos uma quantidade par de termos, ndo existe termo central, devemos
. . . . . ~ 10 10
encontrar os dois termos mais centrais. Neste caso, os mais centrais sdo 5= 5e 5 +

1 =6, o quinto e o sexto termos. A mediana sera dada pela média aritmética desses
dois termos mais centrais:

Mediana = Média Aritmética = 222122

=2,08

A altura 2,08m é a mediana das alturas dos 10 atletas brasileiros mais altos que
participaram da Olimpiada do Rio de Janeiro. Perceba que do mesmo modo que
existem seis alturas iguais ou inferiores a 2,08m, existem seis alturas iguais ou
superiores a 2,08m. Esse é o papel da MEDIANA, dividir o conjunto total em duas
partes com a mesma quantidade de elementos!
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Vamos exercitar um pouco?

86. (Enem PPL 2014) Para as pessoas que ndo gostam de correr grandes riscos no
mercado financeiro, a aplicacdo em caderneta de poupanca é indicada, pois,
conforme a tabela (periodo 2005 até 2011), a rentabilidade apresentou pequena

variagao.
Ano Rentabilidade %
2005 7,0
2006 4,9
2007 6.4
2008 6,2
2009 7,2
2010 6,8
2011 7,0

Com base nos dados da tabela, a mediana dos percentuais de rentabilidade, no
periodo observado, é igual a

06,2
06,5
®6,6
06,8
670

87. (Enem 2009) Na tabela, sdo apresentados dados da cotagdo mensal do ovo
extra branco vendido no atacado, em Brasilia, em reais, por caixa de 30 duzias de
ovos, em alguns meses dos anos 2007 e 2008.

Més Cotag¢do | Ano
Outubro | R$ 83,00 | 2007
Novembro | R$ 73,10 | 2007
Dezembro | R$ 81,60 | 2007
Janeiro R$ 82,00 | 2008
Fevereiro | R$ 85,30 | 2008
Mar¢o R$ 84,00 | 2008
Abril R$ 84,60 | 2008

De acordo com esses dados, o valor da mediana das cotagdes mensais do ovo extra
branco nesse periodo era igual a

O R$ 73,10.
O R$ 81,50.
® R$ 82,00.
® R$ 83,00.
O R$ 85,30.
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88. (UNB 2012 - Adaptada) Considere a figura abaixo, que ilustra o mecanismo de
funcionamento de um coragao:

" <«— pulmoes «— )
38%
l atrio esquerdo (<« pele «—
» 18%
atrio
direito \ /
10%
4%
i 34% X 52%
ventriculo
1 — outros —
vélvula — érgaos
56%
. — J
é —> J
£ 44%

A mediada de todos os percentuais que sao apresentados na figura é

0 18%
O 34%
© 36%
® 38%
G 44%
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89. (Fcmmg 2017) O aparecimento de problemas hepaticos na populagdo mundial. O
figado € um o6rgao vital, responsavel por inimeras fungdées no nosso organismo,
como a producdo de enzimas digestivas e de proteinas. E também responsavel pela
metabolizagdo de nutrientes absorvidos pelos intestinos e pela limpeza de toxinas
circulantes. Diversos fatores podem contribuir para o aumento da incidéncia de
danos hepaticos aos sujeitos, entre eles, a alimentacéao e a utilizagdo inadequadas de
medicamentos. Alguns dos exames de acompanhamento da fung¢do hepatica
realizam-se a partir de dosagens laboratoriais, como as referenciadas a seguir:

EXAME VALORES DE REFERENCIA

Alanina Transaminase

(ALT) ou (TGP) Normal: até 38 unidades por litro de sangue (U/L)

Aspartato
Transaminase (AST) ou Normal: até 38 unidades por litro de sangue (U/L)
(TGO)
Normal: até 200 miligramas por decilitro de sangue
Colesterol Total (mg/dL)

Objetivando-se acompanhar a fungao hepatica em um grupo de 16 pacientes, foram
registrados os valores relacionados aos resultados da dosagem para a taxa de TGP,
TGO e Colesterol Total:

PACIENTE 11213456 |7 |8]9|10]11(12|13|14|15]|16
TGP (U/L) 124| 94 1107|135 36 [ 95 |53 |48 |60 |70 | 70 | 67 | 80 | 90 | 15 | 50
TGO (U/L) 5717018018 |20 |22 |19 |65|95 |74 |102|106| 80 | 33 |104 | 94

Colesterol Total

(mg/dL) 2741258|230|265|194|236(210(205|180|265|174|168|174|196|196 (210

Interbits®

Nesse grupo, a mediana dos niveis da enzima Aspartato Transaminase (TGO) fornece
como resultado, em U/L, é

0 42
® 65
® 72
® 80
Q95
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90. (Enem 2° aplicagao 2016) Uma pessoa esta disputando um processo de selegdo
para uma vaga de emprego em um escritério. Em uma das etapas desse processo,
ela tem de digitar oito textos. A quantidade de erros dessa pessoa, em cada um dos
textos digitados, é dada na tabela.

Texto Numero de erros
| 2
| 0
Il 2
v 2
Vv 6
Vi 3
ViI 4
Vil 5

Nessa etapa do processo de selegcdo, os candidatos serdo avaliados pelo valor da
mediana do nimero de erros.

A mediana dos nimeros de erros cometidos por essa pessoa é igual a

020
025
® 3,0
®35
Q4,0

91. (Enem 2015) Em uma seletiva para a final dos 100 metros livres de natagdo, numa
olimpiada, os atletas, em suas respectivas raias, obtiveram os seguintes tempos:

Raia 1 2 3 4 5 6 7 8

Tempo | 5490 | 20,90 | 20,50 | 20,80 | 20.60 | 20,60 | 20,90 | 20,96
(segundo)

A mediana dos tempos apresentados no quadro é

0 20,70
® 20,77
@® 20,80
® 20,85
A 20,90
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92. (UFJF 2017) Observe abaixo as alturas dos dez maiores atletas da delegacéao
brasileira que participaram das olimpiadas no Rio de Janeiro.

Atleta Esporte Altura (m)

Anderfon Basquete 2,1
Varejao
Augusto Lima Basquete 2,08
Eder Vélei 2,05
Evandro Volel‘de 2,10
praia

Evandro Volei 2,07
Lucao Volei 2,10
Marquinho Basquete 2,07
Mauricio Souza Vélei 2,06
Nené Basquete 2,1
Rafael Basquete 2,08

Dados disponiveis em: <http://migre.me/uYvbm>. Acesso em: 13 set. 2016.
A mediana das alturas desses atletas, em metros, é:

0 2,05
0 2,07
® 2,08
® 2,10
Q2N

93. (UFPR 2018 - Adaptada) Leonardo fez uma pesquisa sobre o preco da jarra de suco
de laranja em algumas lanchonetes da regido e obteve os seguintes valores:

Lanchonete Pre¢o

R$ 10,75
R$ 6,00
R$ 9,50
R$ 11,00
R$ 5,25
R$ 7,00
R$ 10,50
R$ 8,00

IOmmolO|m| >

A mediana dos precos apresentados na tabela é

O R$ 8,00
O R$ 8,75
® R$ 9,50
® R$ 10,00
O R$ 10,50
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94. (UFJF 2006 - Adaptada) Um professor de Fisica aplicou uma prova, valendo 100
pontos, em seus 22 alunos e obteve, como resultado, a distribuicdo das notas vista
no quadro seguinte:

40 20 10 20 70 60

a0 a0 30 50 a0 0

a0 20 50 50 10 40

30 20 60 60

A mediana dos valores das notas apresentadas no quadro é

0 30
0 40
® 50
® 55
060

95. (Enem 2017) O grafico apresenta a taxa de desemprego (em %) para o periodo

de marco de 2008 a abril de 2009, obtida com base nos dados observados nas
regides metropolitanas de Recife, Salvador, Belo Horizonte, Rio de Janeiro, Sdo Paulo
e Porto Alegre.

Taxa de desemprego (%)

6,8

I T T T T T T T T T T T T 1
I P Ed PO PSP
RS *

IBGE. Pesquisa mensal de emprego. Disponivel em: www.ibge.gov.br.
Acesso em: 30 jul. 2012 (adaptado).

A mediana dessa taxa de desemprego, no periodo de margo de 2008 a abril de 2009,
foi de

0 8,1%
0 8,0%
® 7.9%
® 7,7%
Q7.6%
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96. (Enem 2012) O grafico apresenta o comportamento de emprego formal surgido,
segundo o CAGED, no periodo de janeiro de 2010 a outubro de 2010.

BRASIL - Comportamento do Emprego Formal
no periodo de janeiro a outubro de 2010 - CAGED

Interbits®

400.000 o
.088 298.04/1 2900415
300.000 55.415
181.419 212.950 Z70.900
200.000 : 2, ,
100.000 / 209425 181.796 204.804

Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out
2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010

Disponivel em: www.mte.gov.br. Acesso em: 28 fev. 2012 (adaptado)

Com base no grafico, o valor da parte inteira da mediana dos empregos formais
surgidos no periodo é

0 212 952.
G 229 913.
® 240 621.
® 255 496.
G 298 041.
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97. (Enem PPL 2018) O indice de massa corporal (IMC) de uma pessoa é definido como
o quociente entre a massa dessa pessoa, medida em quilograma, e o quadrado da
sua altura, medida em metro. Esse indice é usado como parametro para verificar se
individuo estd ou ndo acima do peso ideal para a sua altura. Durante o ano de 2011,
uma pessoa foi acompanhada por um nutricionista e passou por um processo de
reeducacdo alimentar. O grafico indica a variagdo mensal do IMC dessa pessoa,
durante o referido periodo. Para avaliar o sucesso do tratamento, o nutricionista vai
analisar as medidas estatisticas referentes a variacao do IMC.

IMCA
29,8
29,5
29,2
28,9 \
28,6 \

2831\ N\

26,01\ [\

a7l \ / \

27,4 N\ / N\

27,1 N\ \ e
26,8 \ /

26,5 \ /

26,2 VA

Interbits®

25,9 S S E B B B R E— M>“
c > L o =} = c = = > N és
[ © Qo =] [ 3 o
S £ =< 2 3 ° 2 o o 2 4

De acordo com o grafico, podemos concluir que a mediana da variagdo mensal do
IMC dessa pessoa € igual a

0 27,40
® 27,55
® 27,70
® 28,15
A 28,45
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98. (Enem PPL 2017) Um dos principais indicadores de inflagado é o indice Nacional de
Pregcos ao Consumidor Amplo (IPCA). O grafico apresenta os valores do IPCA nos anos
de 1994 a 2011.

Inflagdo Anual - IPCA

Inflagdo 25

22,41

20 /\
/

18,57

12,53

9,56 8,94 9,30
7,60
e 660 5.0 591 6,50
5 5,22 5,7 A~
\/ 4,46

) g
4,31

3,14
1,65

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

94 95 96 97 98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 M Ano

Disponivel em: www.ibge.gov.br. Acesso em: 2 ago. 2012 (adaptado).

O valor mais préoximo da mediana de todos os valores da inflagdo indicados no grafico
é

0 5,97
0 6,24
® 6,50
® 8,07
310,10
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99. (Enem 2010) O grafico apresenta a quantidade de gols marcados pelos artilheiros
das Copas do Mundo desde a Copa de 1930 até a de 2006.

Quantidade de Gols dos Artilheiros
das Copas do Mundo

Gols 14 2
M :
12 E
<
10 <&
<* L
8 * <
L 2 L
6 SO —0—0—0
< &
4 &
2
0
1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Ano

Disponivel em: http://www.suapesquisa.com.
Acesso em: 23 abr. 2010 (adaptado).

A partir dos dados apresentados, qual a mediana das quantidades de gols marcados
pelos artilheiros das Copas do Mundo?

0 6,0 gols
0 6,5gols
® 7,0 gols
® 7,3 gols
A 8,54gols
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100. (UEPA 2012) Um levantamento, realizado pelo /BGE em diversas escolas das

capitais brasileiras, apurou onde a pratica de bul/lying € mais comum, conforme
indicado no grafico abaixo:

Capitais onde os estudantes sofrem mais bullying

356% 35,39

35,2%
33,3%
32,6% 33 29,
] 31.6% 31,4% 31 20
70 31.2% 30.8%
N <@ Q> 'K\% @ N4 &0 @ 0 Y
2 . 0(\ & 2O Q}q %"o > QO f(b(\ (b(\
& & & T ¥ &P S
o & & SR Q®
Q)Q\ Q BO Orb'é\ -/‘

Interbits®

(Fonte: http://hipnosecuritiba.com.br)

Observando os dados apresentados no grafico anterior, é possivel afirmar, em
relagdo ao valor da mediana que:

0 terd valor correspondente a 33,2%.

® tera valor correspondente ao da cidade de Porto Alegre.
@ tera valor correspondente a 32,4%.

O terd valor correspondente ao da cidade de Joao Pessoa.
0 tera valor correspondente a 31,2%.
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101. (PUCRJ 2018 - Adaptada) O grafico de barras abaixo mostra a distribuicdo das
notas de uma turma de alunos em uma prova de matematica. A nota é sempre um
ndmero inteiro de 0 a 10.

n° de $
alunos 5
6 -
o e ______
R S S
i N 0 A !
Y S U N ) S (O S IS
T T T T T T T T T T notas
1 2 3 4 (o) 6 7 8 9 10

Assim, por exemplo, 2 alunos tiraram zero, e 1 aluno tirou dez.
Qual é a mediana das notas dos alunos desta turma?

05,0
055
® 6,0
® 6,5
Q70

102. (Enem PPL 2014) Os salarios, em reais, dos funciondrios de uma empresa sao
distribuidos conforme o quadro:

Valor do saléario
(R$)
Ndmero de
funciondrios

622,00 | 1.244,00 | 3.110,00 | 6.220,00

24 1 20 3

A mediana dos valores dos saldrios dessa empresa €&, em reais,

0 622,00
® 933,00
® 1.244,00
® 2.021,50
A 2.799,00
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103. (Fuvest 1993 - Adaptada) A distribuicdo dos saldrios de uma empresa é dada na
tabela a seguir:

Salario [em Cr§] | N? de funcionarios
500.000.00 10
1.000.000,00 5
1.500.000.00 1
2.000.000,00 10
5.000.000,00 4
10.500.000,00 1
Total |

Qual é a mediana dos saldrios dessa empresa, em reais?

0O 1 milhdo

® 1 milhdo e 500 mil
® 2 milhoes

® 3 milhdes e 500 mil
O 5 milhdes

104. (UFU 1999) O Departamento de Comércio Exterior do Banco Central possui 30
funciondrios com a seguinte distribuicao salarial em reais.

M2 de funcionarios | Salarios em R$

10 2.000,00
12 3.600,00
5 4.000,00
3 6.000,00

Quantos funcionarios que recebem R$3.600,00 devem ser demitidos para que a
mediana desta distribuicdo de salarios seja de R$2.800,007?
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105. (Enem PPL 2017) Cinco regides de um pais estdo buscando recursos no Governo
Federal para diminuir a taxa de desemprego de sua populagdo. Para decidir qual
regido receberia o recurso, foram colhidas as taxas de desemprego, em
porcentagem, dos ultimos trés anos. Os dados estdo apresentados na tabela.

Taxa de desemprego (%)
Regido A | Regido B | Regido C | Regidao D | Regido E
Ano | 121 12,5 11,9 11,6 8,2
Anolll 11,7 10,5 12,7 9,5 12,6
Ano Il 12,0 11,6 10,9 12,8 12,7

Ficou decidido que a regido contemplada com a maior parte do recurso seria aquela
com a maior mediana das taxas de desemprego dos ultimos trés anos.

A regido que deve receber a maior parte do recurso é a

oA
O B.
®cC.
®D.
GE

106. (Enem PPL 2016) Uma partida de voleibol entre Brasil e Itdlia foi decidida em
cinco sets. As pontuagdes do jogo estdo descritas na tabela.

1°set | 2°set | 3° set | 4° set | 5° set
Brasil 25 25 24 25 18
Italia 16 20 26 27 16

Nessa partida, a mediana dos pontos obtidos por set pelo time da Italia foi igual a

0 16.
6 20.
o 21.
® 23.
QG 26.
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QUESTOES: MEDIA, MEDIANA E MODA

107. (Enem 2014) Uma loja que vende sapatos recebeu diversas reclamacgdes de seus
clientes relacionadas a venda de sapatos de cor branca ou preta. Os donos da loja
anotaram as numerag¢odes dos sapatos com defeito e fizeram um estudo estatistico
com o intuito de reclamar com o fabricante.

A tabela contém a média, a mediana e a moda desses dados anotados pelos donos.

Estatisticas sobre as numeragoées dos sapatos com defeito

Média Mediana Moda
Numeragdes dos
sapatos com 36 37 38
defeito

Para quantificar os sapatos pela cor, os donos representaram a cor branca pelo
numero 0 e a cor preta pelo nimero 1. Sabe-se que a média da distribuicdo desses

zeros e uns é igual a 0,45.

Os donos da loja decidiram que a numeragao dos sapatos com maior niUmero de
reclamacgdes e a cor com maior nimero de reclamacgdes ndo serdo mais vendidas.

A loja encaminhou um oficio ao fornecedor dos sapatos, explicando que nao serao
mais encomendados os sapatos de cor

0 branca e os de numero 38.
® branca e os de numero 37.
® branca e os de numero 36.
® preta e os de nimero 38.
O preta e os de nimero 37.
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108. (Enem 2011) Uma equipe de especialistas do centro meteorolégico de uma
cidade mediu a temperatura do ambiente, sempre no mesmo horario, durante 15 dias
intercalados, a partir do primeiro dia de um més. Esse tipo de procedimento é
frequente, uma vez que os dados coletados servem de referéncia para estudos e
verificagdo de tendéncias climaticas ao longo dos meses e anos.
As medig¢des ocorridas nesse periodo estdo indicadas no quadro:

Dia do més | Temperatura (em °C)
1 15,5
3 14
5 13,5
7 18
9 19,5
L 20
13 13,5
15 13,5
17 18
19 20
21 18,5
23 13,5
25 21,5
27 20
29 16

Em relagdo a temperatura, os valores da média, mediana e moda sao,
respectivamente, iguais a

0 17°C,17°C e 13,5°C

® 17°C,18°C e 13,5°C

® 17°C,135°C e 18°C

® 17°C,18°C e 21,5°C.
@ 17°C,13,5°C e 21,5°C.

109. (Enem 2010) O quadro seguinte mostra o desempenho de um time de futebol no
ultimo campeonato. A coluna da esquerda mostra o numero de gols marcados e a
coluna da direita informa em quantos jogos o time marcou aquele numero de gols.

Gols marcados Quantidade de partidas
0 5
1 3
2 4
3 3
4 2
5 2
7 1

Se X, Y e Z sao, respectivamente, a média, a mediana e a moda desta distribuicao,
entéo

OX=Y<Z
O@zZ<X=Y.
@Y<Z<X
®Z<X<Y.
@Z<Y<X
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110. (Enem 2009) Suponha que a etapa final de uma gincana escolar consista em um
desafio de conhecimentos. Cada equipe escolheria 10 alunos para realizar uma prova
objetiva, e a pontuacao da equipe seria dada pela mediana das notas obtidas pelos
alunos. As provas valiam, no maximo, 10 pontos cada. Ao final, a vencedora foi a
equipe Omega, com 7,8 pontos, seguida pela equipe Delta, com 7,6 pontos. Um dos
alunos da equipe Gama, a qual ficou na terceira e ultima colocagdo, ndo pdéde
comparecer, tendo recebido nota zero na prova. As notas obtidas pelos 10 alunos da
equipe Gama foram 10; 6,5; 8; 10; 7; 6,5; 7; 8; 6; O.

Se o aluno da equipe Gama que faltou tivesse comparecido, essa equipe

0 teria a pontuacédo igual a 6,5 se ele obtivesse nota 0.

® seria a vencedora se ele obtivesse nota 10.

® seria a segunda colocada se ele obtivesse nota 8.

® permaneceria na terceira posicao, independentemente da nota obtida pelo aluno.
0 empataria com a equipe Omega na primeira colocacéo se o aluno obtivesse nota 9.

111. (Enem cancelado 2009) Depois de jogar um dado em forma de cubo e de faces
numeradas de 1 a 6, por 10 vezes consecutivas, e anotar o nimero obtido em cada
jogada, construiu-se a seguinte tabela de distribuicdo de frequéncias.

Numero Frequéncia
obtido

1 4

2 1

4 2

5 2

6 1

A média, mediana e moda dessa distribuicdo de frequéncias sdo, respectivamente

032el
033el
®3,4e2
®5,4e2
06,2e4
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112. (Enem cancelado 2009) Cinco equipes A, B, C, D e E disputaram uma prova de
gincana na qual as pontuag¢des recebidas podiam ser O, 1, 2 ou 3. A média das cinco
equipes foi de 2 pontos.

As notas das equipes foram colocadas no grafico a seguir, entretanto, esqueceram
de representar as notas da equipe D e da equipe E.

Pontuagao da gincana

:

A B C D E

Mesmo sem aparecer as notas das equipes D e E, pode-se concluir que os valores da
moda e da mediana sao, respectivamente,

01,5e2,0.
®20e1,5.
® 2,0e2,0.
® 2,0e3,0.
®3,0e2,0.

113. (Upe-ssa 2 2018) A nutricionista de uma escola fez a medi¢cdo da massa (peso) de
alguns alunos para analisar o cardapio escolar e montou a tabela a seguir.

Numero

de Alunos

1 50
40
80
60
65
55
75
45

Pesos (kg)

0NN~ WN

Com base nessa tabela, determine a moda e a média das massas (pesos) desses
estudantes.

O Moda=80K9 ¢ madia=5875kg

® moda=89K9 o media=5972kg
® moda=*°k9 ¢ media=2972kg
® moda= *°K9 ¢ media=5872kg
@ moda=89K9 ¢ media=2%75kg
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N4. (Ufjf-pism 2 2018) Uma professora fez uma pesquisa com 10 alunos de uma de
suas turmas, sobre quanto tempo em média, em horas, eles passavam na internet
por dia. Os dados foram colocados na tabela abaixo:

Aluno | A B C D E F G H | J
Horas 4 6 8 2 3 4 6 5 6 3

Marque a alternativa com os valores corretos da média, moda e mediana.

O média 4; moda 4; mediana 5.
4,7.

4,5.
4,5.

©® média 4% moda & mediana
® média %7 moda 4; mediana
® média %7 moda & mediana
® média %2 moda & mediana 5.

115. (Fgv 2018) A média aritmética das notas de cinco provas de estatistica é 6,4.
Retirando-se a prova com a menor nota, a nova média aritmética sobe para 7,0.
Agora, retirando-se a prova com a maior nota, a nova meédia aritmética das trés
provas remanescentes abaixa para 6,5.

Se a moda das notas das cinco provas é 6,0, entdo, necessariamente, a nota de uma
das cinco provas é

0 68.
0 7.2
@ 7.4
® 75.
0 80.

116. (Fgvrj 2016) Em uma prova de Histéria, 20% dos alunos tiraram 5,0, 45% tiraram
6,0, 20% tiraram 7,5 e os demais tiraram 10,0.

A diferenca entre a média e a mediana das notas dos alunos nessa prova foi

0 05.
001
® 07.
® 0,0.
G 03
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117. (Enem 2018) Um rapaz estuda em uma escola que fica longe de sua casa, e por
isso precisa utilizar o transporte publico. Como é muito observador, todos os dias ele
anota a hora exata (sem considerar os segundos) em que o 6nibus passa pelo ponto
de espera. Também notou que nunca consegue chegar ao ponto de 6nibus antes de
6h15min da manha. Analisando os dados coletados durante o més de fevereiro, o qual
teve 21 dias letivos, ele concluiu que 6h21min foi o que mais se repetiu, e que a
mediana do conjunto de dados é 6h22min.

A probabilidade de que, em algum dos dias letivos de fevereiro, esse rapaz tenha
apanhado o 6nibus antes de 6h21min da manha é, no maximo,
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MEDIDAS DE DISPERSAO

Sao medidas utilizadas para medir o grau de variabilidade, ou dispersdo dos valores
observados em torno da média aritmética. Servem para medir a representatividade
da média e proporcionam conhecer o nivel de homogeneidade ou heterogeneidade

dentro de cada grupo analisado.
AMPLITUDE

Amplitude é a diferenga entre o maior e o menor valor observado. A intencéo inicial
da amplitude é nos dizer se os dados estdo muito ou pouco dispersos.

Uma amplitude baixa nos indicaria que os dados estdo pouco dispersos, por estarem
mais préximos.

Uma amplitude alta nem sempre nos passaria uma informagdo adequada, ja que
sofre muita influéncia dos dados extremos. Poderiamos ter um uUnico elemento
distante dos demais e isso tornaria a amplitude alta, mas a dispersdo nao seria alta.
Poderiamos, inclusive, ter termos realmente distantes e uma dispersao elevada. Essa
dubiedade de interpretacdes, faz com que a amplitude ndo seja uma medida tao
confidavel para avaliar a dispersao dos dados.

EX27:

A cidade de Guarulhos (SP) tem o 8° PIB municipal do Brasil, além do maior aeroporto
da América do Sul. Em proporgdo, possui a economia que mais cresce em industrias,
conforme mostra o grafico.

Crescimento — Industria
65%

60%
55%
50% o
45% O\
40%
P 30.95% AN
30% — 9]
25% — ~
20% —
15% 14.76% o
15% — )

5% ] 357%

0%

Brasil S&o Paulo S&o Paulo  Guarulhos

(Estado) (Capital)

Fonte: IBGE, 2002-2008 (adaptado);

).
Analisando os dados percentuais do grafico, qual a diferenga entre o maior e o menor
centro em crescimento no polo das industrias?
Solugéao:
De acordo com o grafico, o polo com maior crescimento foi o de Guarulhos, e o
menor, a capital de Sao Paulo. Por conseguinte, a diferenca entre o maior e o menor
valores é denominada amplitude.
Neste caso, a amplitude é:

A =60,52% - 3,57% = 56,95%
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EXzs:

Ao analisarmos os tempos de dez voltas de um carro de férmula 1, temos:

~Volta Tempo (s)
1 105
2 107
3 104
4 240
5 104
6 105
™ 104
8 103
9 107
10° 107

O menor tempo obtido foi na 8° volta e o maior tempo foi na 4° volta, a diferenca
entre esses valores é denominada amplitude, que neste caso, é:

A 10 termos = 240 - 103 = 137s

Perceba que a amplitude foi altissima, e inicialmente poderiamos pensar que o piloto
é extremamente irregular. O que ndo é verdade! O carro apenas apresentou
problemas elétricos durante a 4° volta, fazendo com que o tempo para essa volta
fosse muito ruim (s6 essa volta foi afetada).

Se desconsiderassemos essa 4° volta, a amplitude seria totalmente diferente. O
menor tempo obtido continuaria sendo o da 8° volta e o maior tempo seria o da 2°,
9° ou 10° volta. A amplitude seria entao:

A gtermos = 107 - 103 = 4s

Um Unico termo pode mudar completamente o valor da amplitude. Com uma
amplitude de 4s, avaliamos o piloto como extremamente regular, ja com uma
amplitude de 137s, julgamos o piloto como altamente irregular. E este é o principal
motivo para ndo usarmos a amplitude como pardmetro de avaliagcdo da dispersao
dos dados.
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DESVIO INDIVIDUAL X DESVIO MEDIO

Chamamos de desvio individual o quanto cada valor da distribuicdo se afasta da
meédia, se tomarmos o moédulo desse valor, temos o desvio absoluto.

O desvio médio é a média aritmética entre os desvios absolutos, ou seja, o quanto,
em média, os valores apresentados se distanciam da média.

Sendo x a média aritmética de uma amostra de numeros x,, x,, x5, ..., x,, chama-se
Desvio Médio e indica-se por Dm, o nimero

e =%+ [x; = x| + |23 —%|+ .+ |x, — X

Dm =
n

Considere a altura, em cm, de cinco pessoas:

Nome Altura (cm)

Alfredo 175
Barbara 165
Carlos 175
Daniel 170
Eduardo 190

A média das alturas dessas cinco pessoas é:

_ 1754+165+175+170+ 190 875
X = z = = =175cm

Sabendo da média, podemos calcular o desvio individual, ou seja, o quanto cada
individuo se afasta da média. O desvio individual é calculado através da diferenca
entre o dado e a média.

Desvio
Nome  Altura (cm) Meédia(cm) Individual
{cm)

Alfredo 175 175 ]
Béarbara 165 175 -10

Carlos 175 175 0

Daniel 170 175 -5
Eduardo 190 175 +15

A diferenga entre o dado e a média pode ser negativa, se o dado for menor que a
meédia, pode ser zero, se o valor for igual a média e pode ser positivo, caso o valor
seja maior que a média.

E importante perceber, que como estamos tomando a média como o centro, o valor
total que houver de desvio acima da média, deve haver também abaixo da média.
Afinal, média vem de meio. E quem esta no meio, estd centralizado, ndo se pode
estar no meio e ter mais desvio para cima do que para baixo, nem ter mais desvio
para baixo do que para cima.

No caso acima, temos 15 cm de desvio para cima e 15 cm de desvio para baixo.

Mas por que levar isto em consideragdao? O problema aparece quando queremos
saber quanto, em média, cada individuo de desvia do centro (média). Devemos,
entdo, calcular a média dos desvios individuais. Porém, para obté-la, é necessario
somar todos os desvios e dividir pela quantidade.
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Lembra que o valor total de desvios para cima (positivo) era igual ao total de desvios
para baixo (negativo)? Ao somarmos os desvios individuais para calcular a média, os
desvios se anulariam e a média seria zero! Este é o problema!

0+ (-10)+0+(-5)+15 —15+15 0
5 - 5 5

X =

Como resolver este problema?
Fazendo com que os desvios ndo se anulem ao serem somados.

Existem duas maneiras, com as quais os desvios individuais ndo se anulem no célculo
da média:

e “Colocar” o médulo em cada desvio individual (obter o valor absoluto de cada
desvio individual;

e Elevar cada desvio individual ao quadrado.

Quando colocamos o mdédulo em cada desvio individual, obtemos os desvios

absolutos:
Desvio Desvio
Nome  Altura (cm) Meédia(cm) Individual Absoluto
{cm) {cm)
Alfredo 175 175 0 0
Barbara 165 175 -10 10
Carlos 175 175 0 0
Daniel 170 175 -5 5
Eduardo 190 175 +15 15

A vantagem de trabalhar com os desvios absolutos é que se formos calcular a média
deles, ndo chegaremos sempre ao zero, ja que por ndo haver desvios negativos, eles
jamais se anulariam.

A desvantagem é que perdemos a orientagdo dos desvios individuais. Por ndo haver
mais desvios negativos, ndo sabemos se os desvios absolutos representam desvios
para cima ou para baixo, ndo sabemos se o dado especifico estava acima da média
ou abaixo da média.

A média aritmética dos desvios absolutos é chamada de desvio médio.

Portanto, para a situagao ilustrada, o desvio médio sera:

_ 101+ 1-10] + 0] +1-5] +115] _

Dy, z

0+10+0+5+15
Dy, = :

30

D, z
D,, = 6cm

Um desvio médio de 6cm indica que, em média, as pessoas tém alturas que se
desviam 6cm para mais ou para menos de 175cm que é a média das alturas.
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E importante frisar que:
“O Desvio Médjo € a média aritmética dos modulos dos desvios individuais’.
Ou ainda:

“O Desvio Médio é a média aritmética dos desvios absolutos’.
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VARIANCIA

Uma outra maneira de evitar o cancelamento dos desvios individuais durante o
cdlculo da média é eleva-los ao quadrado.

Quadrado
Nome  Altura (cm) Inl:ievsi‘::al LM
Individual
(cm)
(cm?)
Alfredo 175 0
Barbara 165 -10 100
Carlos 175 0 0
Daniel 170 -5 25
Eduardo 190 +15 225

Uma desvantagem de elevar os desvios individuais ao quadrado é que perdemos
completamente a interpretagdo de desvio: um desvio individual de 10cm para menos
se transforma em 100cm?, um desvio individual de 15cm para mais se transforma em
225cm?,

Se calcularmos a média aritmética dos quadrados dos desvios individuais, obteremos
a Variancia:

_ 0%+ (=10)? + 0% + (=5)* + 15?

2
g 5
04100 +0 +25 + 225
o4 =

5
350
2

T =75

0% = 70cm?
A Variancia ¢? das alturas dessas cinco pessoas é 70 cm?.

A variancia € uma medida que mostra o quao longe os dados estdo da média. Quanto
menor a variancia, mas préximos os dados estdo da média. Quanto maior a variancia,
mas longe os dados estdo da média.

Para obter a variadncia, tivemos que elevar os desvios individuais ao quadrado, deste
modo, trés situagdes distintas sdo possiveis.

O desvio nédo se altera quando elevamos ao quadrado:
0? = 0, zero ao quadrado continua sendo zero.
12 = 1, um ao quadrado continua sendo um.
O desvio diminui quando elevamos ao quadrado:
(0,5)% = 0,25
(0,9)2 = 0,81

Se o desvio estiver entre zero e um, ao elevarmos ao quadrado, ele diminui.
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O desvio aumenta quando elevamos ao quadrado:

22 = 4, era 2 e virou 4, aumentou pouco.

102 = 100, era 10 e virou 100, aumentou consideravelmente.
302 =900, era 30 e virou 900, aumentou exorbitantemente.

Em linhas gerais, quanto maior for desvio (acima de 1) maior sera o aumento quando
elevarmos ao quadrado.

Dizemos, pois, que elevar ao quadrado supervaloriza quem esta muito distante da
média. Ao supervalorizar um valor discrepante, criamos um método para detectar
quem se afasta muito. Perceba que quem estd muito préximo da média, ou nao é
alterado ou é alterado minimamente quando sado elevados ao quadrado (desvios de
zero a um).

E ai que percebemos a importancia da variancia, como ela é obtida através da média
aritmética dos quadrados dos desvios individuais, ela serve para detectar valores
discrepantes, uma vez que o quadrado supervaloriza aqueles que estdao muito
distantes.

Formalmente falando, define-se variancia, representada por o2, como a média
aritmeética entre os quadrados dos desvios dos elementos da amostra, isto é,

(e =22+ (e —X)2+ (x5 —X)2 + oo+ (x,, — X)?
n

o=

PROPRIEDADES

Ps: Se acrescentarmos um valor constante a cada um dos termos da sequéncia, a
varidncia ndo se altera.

Suponha que as cinco pessoas do nosso exemplo fossem 5 cm mais altas, vimos na
propriedade Ps na pagina 8, que a média das idades também ficaria acrescida do
mesmo valor.

Quadrado do

e Desvio
Nome Altura (cm) Meédia (cm) Individual
Individual
(cm)
(cm?)
Alfredo 175+ 5= 180 180 0 0
Barbara 165+ 5= 170 180 -10 100
Carlos 175+ 5= 180 180 0 0
Daniel | 170+ 5= 175 180 -5 25
Eduardo 190+ 5= 195 180 TS 225

Dados 5cm maiores e média 5cm maior fazem com que o desvio individual ndo se
altere. Produzindo o mesmo resultado quando os elevamos ao quadrado e
consequentemente produzindo a mesma variancia.

0% 4+ (=10)% + 0% + (—5)% + 152 350
= = — = 70cm?

2
7 5 5
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Ps: Se multiplicarmos todos os termos da sequéncia por um valor constante, a
varidncia desses termos fica multiplicada pelo quadrado desse valor.

Imagine agora que todas as pessoas do hosso exemplo fossem gigantes com o dobro
da altura. &

Desvio Quadrado do
Nome  Altura(cm) Média (cm) Individual . DeS7i0
Individual
(cm)
(cm?)
Alfredo 175 x 2 = 350 350 0 0
Barbara 165 x 2 = 330 350 -20 400
Carlos | 175 x 2 = 350 350 0 0
Daniel 170 x 2 = 340 350 -10 100
Eduardo 190 x 2 = 380 350 +30 900

Usando a propriedade Ps da pagina 10, sabemos que ao dobrar as idades, a média
também dobraria, dai todos os desvios individuais ficariam dobrados, mas como para
obter a variancia tivemos que elevar os desvios individuais que estavam dobrados, o
resultado ficou quadruplicado (2% = 4).

_ 0%+ (=20)% + 0% + (=10)* + 30?

2
¢ 5
L 0+400 +0 + 100 + 900
O' =
5
1400
2
=7

o2 = 280cm?
Que é o quadruplo da varidncia com as alturas originais!
Ja falamos sobre as vantagens da varidncia, mas nem tudo sdo flores, a maior
desvantagem da variancia é que ela estd em uma unidade diferente da que os dados

estdo.

No exemplo que citamos, as alturas estdo em cm e a varidncia em cm?; enquanto que
os dados estdo em unidade de comprimento, a varidncia estda em unidade de area.

O fato de termos elevado os desvios individuais ao quadrado para obter a variancia,
alterou a unidade e isso prejudica a comparagao.

Este é o motivo pelo qual fora criada uma nova medida estatistica, o desvio padrao.
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DESVIO PADRAO

O desvio padrao foi criado na simples intengao de voltar a unidade original, corrigindo
assim qualquer dificuldade na interpretacdo ocasionada pela mudang¢a de unidade
na obtencéao da variancia.

Quando elevamos ao quadrado os desvios individuais para obter a variancia,
elevamos também a unidade, e se estivdmos em cm, agora estaremos em cm?. O que
fazer para voltar para unidade original? Basta aplicar a operagdo inversa, a raiz
quadrada!

“O Desvio Padrdo (o) nada mais é do que a raiz quadrada da Varidncia (¢?)".

G_ J(x1 —E 4+ (= D)+ (5 — D)+ et (= B2
n

Tomando como base o exemplo das alturas das cinco pessoas:

Desvi Quadrado
Nome  Altura (cm) Indie:id:al i e
Individual
(cm)
Alfredo 175 0 0
Barbara 165 -10 100
Carlos 175 0 0
Daniel 170 -5 25
Eduardo 190 +15 225

joz + (—10)2 4 0% + (=5)2 + 152
o=
5

\/0+100+0+25+225
o= S

og=+V70
o = 8,37cm
O desvio padrao das alturas das cinco pessoas é de aproximadamente 8,37 cm.

CUIDADO! Isto NAO quer dizer que em média as alturas desviam 8,37cm, esta
interpretacédo é exclusiva do DESVIO MEDIO. O desvio médio é a média aritmética
dos desvios absolutos, por isso podemos interpreta-lo “desvia em média ..., para mais
ou para menos”, ja o desvio padrao é a raiz quadrada da média aritmética dos
quadrados dos desvios individuais, o que ndao nos permite ter ideia de quanto se
desvia para mais ou para menos.
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PROPRIEDADES

P7: Se acrescentarmos um valor constante a cada um dos termos da sequéncia, o
desvio padrdo ndo se altera.

Volta la para propriedade Ps e perceba que se acrescentarmos um valor constante a
cada um dos termos da sequéncia, a variancia nao se altera. Como o desvio padrao é
a raiz quadrada da variancia, e a varidncia nao se alterou, entdo o desvio padrao
também néo vai ser alterado.

Ps: Se multiplicarmos todos os termos da sequéncia por um valor constante, o
desvio padrdo desses termos fica multiplicado pelo mesmo valor.

Volta 1a para propriedade P¢ e perceba que se multiplicarmos todos os termos da
sequéncia por um valor constante, a variancia desses termos fica multiplicada pelo
quadrado desse valor. Como o desvio padrdo é a raiz quadrada da variadncia, e a
varidncia estaria multiplicada pelo quadrado da constante, ao calcularmos a raiz
quadrada, o desvio padrao ficaria multiplicado pela constante.

No entanto, existem iniumeras aplicagdes praticas para o desvio padrdo, umas das
maiores aplicagdes é avaliar a regularidade comparativa entre duas situagdes.

O desvio padrao pode ser usado também para estabelecer um benchmark (processo
de busca das melhores praticas numa determinada industria e que conduzem ao
desempenho superior) para estimativa da variacdo global de um processo.

Considere os tempos de alta de dois hospitais:

T
I
I
I
I
|
e
LI
N
N "’lsr
KA
.
.
0"

I
|
|
|
|
|
|
|
|
a5 a0

Hospital A

S

5 a0

Hospital B

Os administradores controlam o tempo gasto na alta de pacientes tratados nos
departamentos de emergéncia de dois hospitais. Apesar de os tempos médios de
alta serem os mesmos (35 minutos), os desvios padrdo sao significativamente
diferentes. O desvio padrao do Hospital A é de cerca de 6. O desvio padrdao do
hospital B é de cerca de 20.
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E importante ressaltar que, ndo é pelo fato do desvio padrdo do Hospital A ser 6 que
os tempos do Hospital A vao variar, em média, 6 minutos. Isso é papel do desvio
médio. Se o desvio médio fosse 6, ai sim os tempos variariam, em média, 6 minutos
para mais ou para menos.

Analogamente, ndo é pelo fato do desvio padrédo do Hospital B ser 20 que os tempos
do Hospital B vao variar, em média, 20 minutos. Isso é papel do desvio médio. Se o
desvio médio fosse 20, ai sim os tempos variariam, em média, 20 minutos para mais
ou para menos.

Qual interpretacao atribuiremos ao desvio padrdao? Avaliaremos a regularidade dos
dados que nos forem fornecidos. Para tanto, deveremos levar em consideragao dois
parametros: a média aritmética e o desvio padrao dos dados.

O primeiro parametro a ser avaliado é a média. Se as médias forem iguais a
regularidade é avaliada apenas comparando os valores dos desvios, caso as médias
sejam distintas a regularidade é avaliada através do coeficiente de variagao.

Neste caso em especifico, atente para o fato de que as médias dos tempos de alta
dos dois hospitais sdo iguais. Quando as médias sao iguais, € possivel avaliar a
regularidade comparando os valores dos desvios.

“Para médlas iguais, quanto MENOR o desvio padrdo, MAIS REGULAR é a
distribuicdo de dados”.

“Para médias iguais, quanto MAIOR o desvio padrdo, MA/S IRREGULAR é a
distribuicdo de dados”.

Podemos concluir que, jd que ambos os hospitais possuem médias iguais de 35
minutos em seus tempos de alta, o Hospital A tem os tempos de alta mais regulares
por ter um desvio padrao menor do que o Hospital B (enquanto o desvio padrao deste
é 20 o daquele é 6).

Mas e se as médias fossem diferentes?

A regularidade precisaria ser avaliada pelo coeficiente de variagao.
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COEFICIENTE DE VARIAGAO

O Coeficiente de Variagao (C,), também conhecido como Desvio Padrao Relativo,
nada mais & do que a razdo entre o desvio padrao (0) e a média (x):

C, ==-100%

RIIQ

Como o (C, é utilizado em distribuicdes com médias distintas, os denominadores das
fragdes seriam diferentes, o que nos faz expressa-lo em porcentagem para facilitar a
interpretacao.

Uma pergunta que pode surgir é: o desvio padrao calculado é grande ou pequeno?

.

- -

Esta questdo é relevante por exemplo, na avaliacdo da precisdo de métodos. Um
desvio padrao pode ser considerado grande ou pequeno dependendo da ordem de
grandeza da variavel.

Uma maneira de se expressar a variabilidade dos dados tirando a influéncia da ordem
de grandeza da variavel é através do coeficiente de variagdo.

Interpretado como a variabilidade dos dados em relagdo a média:

“Quanto menor o coeficiente de variagdo, mais homogéneo € o conjunto de dados”’.

“Quanto maior o coeficiente de variagdo, mais heterogéneo € o conjunto de dados”’.

Pode ser dificil classificar um coeficiente de variagdo como baixo, médio, alto ou
muito alto, mas este pode ser bastante util na comparagao de duas variaveis ou dois
grupos que a principio ndo sdo comparaveis.

Atencao para alguns sindbnimos!
Homogéneo = Regular = Estével

Heterogéneo = Irregular = Instavel
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Eng:

Em um grupo de pacientes foram tomadas as pulsa¢des (batimentos por minuto) e
dosadas as taxas de acido urico (mg/100ml).

As médias e os desvios foram:

Varidvel Média (x Desvio Padrido (o

68,7 8,7
5,46 1,03

O que é mais estavel neste paciente? As pulsagdes ou o nivel de acido Urico?
Inicialmente é complicado comparar as duas situagodes, principalmente pelas médias
e desvios serem completamente distintos. A avaliagdo sobre a regularidade desses
valores deve ser feita através do coeficiente de variagao.

Pulsacao
o
Cy = =-100%
X

Cy = 87 100%
V'~ 68,7 0

Cy = 0,12663755 ...- 100%
Cy = 12,7%
Acido Urico

o
C, ==-100%
X

1,03
"~ 5,46

Cy -100%

Cy = 0,18864469 ...- 100%
Cy = 18,9%

Como o C, da pulsacdo é menor do que o C, do Acido Urico, concluimos que a
|4 14
pulsagdo é mais estavel.

Mas o que significa o €, da pulsagcao ser 12,7%? Isso quer dizer que o desvio padrao
das pulsacgoes representa 12,7% da média de pulsagdes. O ¢, mostra o quanto o desvio
padrao representa quando comparado com a média.

Do mesmo modo, um (, do acido urico de 18,9%, diz que o desvio padrao do acido
urico representa 18,9% dos niveis de acido urico.

E ai que percebemos que o desvio dos niveis de acido Urico é mais representativo
para média, muito embora seu valor absoluto seja menor que o desvio das pulsagdes.
Mesmo o desvio das pulsagdes sendo maior que o desvio do acido uUrico, € menos
representativo para a média das pulsagdes. Isso nos mostra que realmente, as
pulsag¢des sdo mais estaveis do que os niveis de acido urico.

@ /anderson_gleryston o /andersonglerystonmatematica

D Anderson Gleryston Matematica

12




NDERSON

MATEMATICA

118. (Enem 2012) Um produtor de café irrigado em Minas Gerais recebeu um relatério
de consultoria estatistica, constando, entre outras informagdes, o desvio padrao das
produg¢des de uma safra dos talhdes de suas propriedades. Os talhdes tém a mesma
area de 30 000 m? e o valor obtido para o desvio padrédo foi de 90 kg/talhdo. O
produtor deve apresentar as informacgdes sobre a produgdo e a varidncia dessas
producdes em sacas de 60 kg por hectare (10 000 m?).

A variancia das produg¢des dos talhdes expressa em (sacas/hectare)? é

0 20,25.
0 4,50.
® 0,71.
® 0,50.
A 0,25.

119. (Enem 2010) Marco e Paulo foram classificados em um concurso. Para a
classificacdo no concurso o candidato deveria obter média aritmética na pontuagao
igual ou superior a 14. Em caso de empate na média, o desempate seria em favor da
pontuacdo mais regular. No quadro a seguir sdo apresentados os pontos obtidos nas
provas de Matematica, Portugués e Conhecimentos Gerais, a média, a mediana e o
desvio padrao dos dois candidatos.

Dados dos candidatos no concurso

Matemaética | Portugués Conhecm)entos Média | Mediana Desv_lo

Gerais Padrao
Marco 14 15 16 15 15 0,32
Paulo 8 19 18 15 18 4,97

O candidato com pontuacdo mais regular, portanto mais bem classificado no
concurso, &

0 Marco, pois a média e a mediana sao iguais.

® Marco, pois obteve menor desvio padrao.

® Paulo, pois obteve a maior pontuacao da tabela, 19 em Portugués
® Paulo, pois obteve maior mediana.

@ Paulo, pois obteve maior desvio padréao.
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120. (Enem 2° aplicagdo 2010) Em uma corrida de regularidade, a equipe campea é
aquela em que o tempo dos participantes mais se aproxima do tempo fornecido
pelos organizadores em cada etapa. Um campeonato foi organizado em 5 etapas, e
o tempo médio de prova indicado pelos organizadores foi de 45 minutos por prova.
No quadro, estdo representados os dados estatisticos das cinco equipes mais bem
classificadas

Dados estatisticos das equipes mais bem classificadas (em minutos)

Equipes | Média | Moda | Desvio-Padrao
Equipe | 45 40 5
Equipe Il 45 41 4
Equipe Il 45 44 1
Equipe IV 45 44 3
Equipe V 45 47 2

Utilizando os dados estatisticos do quadro, a campea foi a equipe

(AN
ol
@Il
(DRVA
(EAVA

121. (Enem 2016) O procedimento de perda rapida de “peso” € comum entre os atletas
dos esportes de combate. Para participar de um torneio, quatro atletas da categoria
até 66 kg, Peso-Pena, foram submetidos a dietas balanceadas e atividades fisicas.
Realizaram trés “pesagens” antes do inicio do torneio. Pelo regulamento do torneio,
a primeira luta devera ocorrer entre o atleta mais regular e o menos regular quanto
aos “pesos”. As informagdes com base nas pesagens dos atletas estdo no quadro.

i 2° 3 ,
Atleta | pesagem | pesagem | pesagem | Média | Mediana | DeSVIo-
(kg) (kg) (kg) padrao

| 78 72 66 72 72 4,90

T 83 65 65 71 65 8,49

M 75 70 65 70 70 4,08

IV 80 77 62 73 77 7,87

ApOs as trés “pesagens”, os organizadores do torneio informaram aos atletas quais
deles se enfrentariam na primeira luta.

A primeira luta foi entre os atletas

Olell.
Olelv.
®llell
®OllelV.
GlllelV.
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122. (Enem PPL 2014) Em uma escola, cinco atletas disputam a medalha de ouro em
uma competicdo de salto em distancia. Segundo o regulamento dessa competicao,
a medalha de ouro sera dada ao atleta mais regular em uma série de trés saltos. Os
resultados e as informag¢des dos saltos desses cinco atletas estdo no quadro.

Atleta | 1°salto | 2°salto | 3° salto | Média | Mediana | Desvio padrao
| 2,9 3,4 3,1 3,1 31 0,25
] 3,3 2,8 3,6 3,2 3,3 0,40
1] 3,6 3,3 3,3 3,4 3,3 0,17
v 2,3 3,3 3,4 3,0 3,3 0,60
Y, 3,7 3,5 2,2 3,1 3,5 0,81

A medalha de ouro foi conquistada pelo atleta nimero

0l
(BRIN
(CYIIR
(DY\'A
(EAVA

123. Para movimentar o mercado de venda de automodveis, as empresas devem
adotar estratégias de marketing agressivas, identificar os pontos fortes do seu
produto e os pontos fracos da concorréncia, explorando-os da melhor maneira
possivel. Por isso, constantemente, as montadoras atentam para os nimeros de
vendas. A tabela abaixo apresenta a quantidade dos cinco carros leves mais vendidos
nos ultimos trés meses:

Desvio
| Ao | st | meda | pioid
15.234 18.513 17.236 16.994,33 1349,51
9.312 10.377 8530 9.406,33 756,98
7.248 7.631 8727 7.868,67 626,75
6.236 6.824 6.026 6.362,00 337,75

6.663 6.064 3.967 5.564,67 1155,88

Disponivel em: < https://www.noticiasautomotivas.com.br/os-carros-mais-vendidos-em-setembro-de-2017/>

Ao analisar os dados apresentados, uma empresa percebe que deve mudar as
estratégias de marketing, uma vez que possui a maior irregularidade no nimero de
vendas dentre os cinco carros mais vendidos nos trés ultimos meses.

A empresa em questao é responsavel pela produc¢ao do

0 Onix

® HB20
® KA

® Gol

O Sandero
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124. "Cheira mal", declara Rassi sobre pénaltis marcados contra o Goias
Confira parte da entrevista exclusiva do presidente Sérgio Rassi para a Radio 730;

O Goias tem o piorsaldode pénaltisna competicdo, como o senhor vé essa
situacao?

- Esses dados chamam atengdo. Nds avaliamos esses nUmeros ontem, nosso analista
de desempenho fez uma boa observagao sobre o caso. Aestatisticaé
uma ciéncia que nao permite situacdo muito dispares. Se pegarmos o Internacional
ele estd com mais oito de saldo e o Goids esta com saldo de menos seis. Eu nao
acredito em regra estatistica que explique um desvio padrao muito
elevado como esse de quatorze pontos. Esse € um nimero aberrante, cheira mal.
Acho que a comissdo de arbitragem deveria usar sempre os mesmos critérios para
nds ndo nos depararmos com situag¢des alarmantes como essas. Mas ndo é por isso
que estamos em uma situagcdo muito ruim no campeonato.

Depois de muita insisténcia, a CBF decidiu analisar a regularidade das equipes em
relagdo a marcagcao de pénaltis para decidir se era problema de arbitragem. Um
processo seria instaurado a favor da equipe mais irregular para apurar com mais
clareza os fatos.

e a ado O a e O Padrao
Goias 42 14,0
Internacional 12 4,2
Sédo Paulo 10 2,8
Santos 8 2,1
Flamengo 10 2,5

Analisando a tabela, o processo instaurado sera a favor do time do

0 GCoias

® Internacional
® S3o Paulo

® Santos

O Flamengo
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ANALISE COMBINATORIA

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

A analise combinatdria é o conjunto de ferramentas e raciocinios que utilizamos para
efetuar uma contagem. Nosso objetivo é encontrar a maneira mais rapida de contar
uma certa quantidade de elementos, lancando mao de técnicas que aceleram esse
processo. Sendo assim, iniciaremos nossa conversa com o Principio Fundamental da
Contagem, conhecido também como PFC.

O PFC diz que se uma atividade A puder ser dividida em duas etapas sucessivas e
independentes, a primeira puder ser realizada de m modos e independente da
escolha que for feita na primeira etapa, a segunda puder ser realizada de n modos,
entao, a quantidade de modos que a atividade A pode ser realizada é m x n.

Para ficar mais claro, vamos analisar alguns exemplos:

Ex;: Carolina esta superindecisa em relacao a roupa de banho que usara para ir a praia,
para isso colocou todas as peg¢as que mais gosta em cima da cama para ver quantas
combinacdes sao possiveis e escolher a que mais ficar bonita. Ela dispde de trés partes
de cima e de duas partes de baixo:

v v

Obviamente, Carolina precisa escolher uma parte de cima e uma parte de baixo para
poder vestir e ir a praia. Sendo assim, quantas combinacdes sao possiveis?

Iniciaremos nossa analise, fazendo a arvore das possibilidades:

b
Ly

LY
i 4
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Observe que o ato de vestir um biquini pode ser dividido em duas etapas, na primeira,
vestiremos a parte de cima e em seguida, vestiremos a parte de baixo. As duas etapas
sdo sucessivas e independentes. Independente da escolha da parte de cima, posso
escolher qualquer parte de baixo. Nao sabemos se ficard bonito, mas podemos
escolher! Desse modo, existem 3 maneiras de escolher a parte de cima e existem 2
maneiras de escolher a parte de baixo, portanto, pelo PFC, o nUmero total de maneiras
qgue Carol pode combinar uma parte de cima com uma parte de baixo é3x2 = 6.

Y YOy Qs

E ai, gual combinacao vocé mais gostou? ;D

A saber:

Exz: Agora, imagine que Fernando queira se deslocar de uma cidade A para uma
cidade C, tendo que passar por B. Existem 3 estradas que levam de A para B e 4
estradas que levam de B para C.

Por guantos caminhos diferentes Fernando podera ir de A para C, passando por B?

A percurso que Fernando ird fazer, pode ser dividido em duas etapas, a primeira sera
o deslocamento de A para B, que possui 3 possibilidades e independente da estrada
gue ele escolha, existem 4 possibilidades para se deslocar de B para C, sendo assim,
pelo PFC, existem 3 x 4 = 12 caminhos diferentes para Fernando ir de A para C,
passando por B.

Exs: Dispomos das cores Vermelho, Azul e Cinza, de quantas maneiras podemos
colorir um bandeira de cinco faixas de forma que listras adjacentes ndo podem ter a
mesma cor?
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A bandeira em questao possui 5 listras, por isso, dividiremos sua pintura em 5 etapas
sucessivas e independentes, enumerando cada faixa de acordo com a ordem em que
vai ser pintada:

o {2

N 2>

NS 3z

Tt “2-

"\Dgﬁ

Existem 3 possibilidades para colorir a primeira faixa: vermelho, azul ou cinza;

Se escolhermos vermelho para a primeira faixa, a segunda sé pode ser azul ou cinza,
se escolhermos azul para a primeira faixa, a segunda sé pode ser vermelho ou cinza,
se escolhermos cinza para a primeira faixa, a segunda s6 pode ser vermelho ou azul,
sendo assim, independente da escolha da cor para a primeira listra, s6 existem duas
cores disponiveis para a segunda lista, logo:

Existem 2 possibilidades para colorir a segunda faixa;

O raciocinio para a terceira faixa é exatamente igual ao da segunda, dai...

Existem 2 possibilidades para colorir a terceira faixa;

O mesmo vale para quarta e quinta faixas...

Existem 2 possibilidades para colorir a quarta faixa;

Existem 2 possibilidades para colorir a quinta faixa;

Portanto, pelo PFC, basta multiplicarmos a quantidade de possibilidades de cada
listra:

3 pombilidades s 12
JW&'L'M AN 2™
) PMIO\&MM N> 2z
2 ponbilidedss s 4n
2 ‘Powlmbdodl/b ™ g =

I

4%

3 < L« 2 = 2~ L
12 «1’: —; 1_15 5':

Existem 48 possibilidades de colorir essa bandeira.
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Vamos exercitar um pouco?

1. (Ifal 2018) Em uma civilizacdo antiga, o alfabeto tinha apenas trés letras. Na
linguagem dessa civilizagao, as palavras tinham de uma a quatro letras.

Quantas palavras existiam na linguagem dessa civilizagcao?

0 4
0 1”2
® 16
® 40
@ 120

2. (Enem 2017) O comité organizador da Copa do Mundo 2014 criou a logomarca da
Copa, composta de uma figura plana e o slogan “Juntos num soé ritmo”, com maos
que se unem formando a taga Fifa. Considere que o comité organizador resolvesse
utilizar todas as cores da bandeira nacional (verde, amarelo, azul e branco) para colorir
a logomarca, de forma que regides vizinhas tenham cores diferentes.

JUNTOS NUM SO RITMO

Disponivel em: www.pt.fifa.com.
Acesso em: 19 nov. 2013
(adaptado).

De guantas maneiras diferentes o comité organizador da Copa poderia pintar a
logomarca com as cores citadas?

15
30
108
360
972

QOO
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3. (Enem PPL 2017) Desde 1999 houve uma significativa mudanca nas placas dos
carros particulares em todo o Brasil. As placas, que antes eram formadas apenas por
seis caracteres alfanumeéricos, foram acrescidas de uma letra, passando a ser
formadas por sete caracteres, sendo que os trés primeiros caracteres devem ser letras
(dentre as 26 letras do alfabeto) e os quatro Ultimos devem ser algarismos (de 0 a 9).

Essa mudanca possibilitou a criacdo de um cadastro nacional unificado de todos os
veiculos licenciados e ainda aumentou significativamente a quantidade de
combinacdes possiveis de placas. Nao sdo utilizadas placas em que todos os

algarismos sejam iguais a zero.
Disponivel em: http://gl.globo.com. Acesso em: 14 jan. 2012 (adaptado).

Nessas condicdes, a quantidade de placas que podem ser utilizadas € igual a

0 26° + 9%

0O 26° x9*

® 263(10% -1)
® (263 +10%)-1
@ (26% x10%)-1

4, (Enem 2017) Uma empresa construira sua pagina na internet e espera atrair um
publico de aproximadamente um milhdo de clientes. Para acessar essa pagina, sera
necessaria uma senha com formato a ser definido pela empresa. Existem cinco
opcdes de formato oferecidas pelo programador, descritas no quadro, em que "L" e
"D" representam, respectivamente, letra maidscula e digito.

Opc¢do | Formato
[ LDDDDD
I DDDDDD
11 LLDDDD
v DDDDD
V LLLDD

As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis, bemn como os digitos, entre os 10 possiveis,
podem se repetir em qualquer das opgoes.

A empresa quer escolher uma opcao de formato cujo niumero de senhas distintas
possiveis seja superior ao numero esperado de clientes, mas que esse nUmero Nao
seja superior ao dobro do nimero esperado de clientes.

A opg¢ao que mais se adéqua as condi¢gdes da empresa é

>

l.
[.
[l
V.

(B
(C)
(D)
(E VA
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5. (Enem (Libras) 2017) O Codigo de Enderecamento Postal (CEP) cddigo numérico
constituido por oito algarismos. Seu objetivo é orientar e acelerar o encaminhamento,
o tratamento e a distribuicao de objetos postados nos Correios. Ele estd estruturado
segundo o sistema métrico decimal, sendo que cada um dos algarismos que o
compde codifica regido, sub-regido, setor, subsetor, divisor de subsetor e
identificadores de distribuicdo conforme apresenta a ilustracao.

|——H |——H |——H Identificadores de distribuigao (sufixo)

Divisor de subsetor

Subsetor

Setor

Sub-regido

Interbits®

Regiédo

O Brasil encontra-se dividido em dez regides postais para fins de codificacdo. Cada
regido foi dividida em dez sub-regides. Cada uma dessas, por sua vez, foi dividida em
dez setores. Cada setor, dividido em dez subsetores. Por fim, cada subsetor foi dividido
em dez divisores de subsetor. Além disso, sabe-se que os trés ultimos algarismos apds
o hifen sdo denominados de sufixos e destinam-se a identificacdo individual de
localidades, logradouros, cédigos especiais e unidades dos Correios. A faixa de sufixos
utilizada para codificacdo dos logradouros brasileiros inicia em 000 e termina em 899.

Disponivel em: www.correios.com.br Acesso em: 22 ago. 2017 (adaptado).

Quantos CEPs podem ser formados para a codificacao de logradouros no Brasil?

0 5.0+9-10%

® 10° +9-102

®2.9.107

® 9.102

® 9.107

6. (Enem 2° aplicacao 2016) Para estimular o raciocinio de sua filha, um pai fez o
seguinte desenho e o entregou a crianga juntamente com trés lapis de cores

diferentes. Ele deseja que a menina pinte somente os circulos, de modo que agueles
gue estejam ligados por um segmento tenham cores diferentes.

De quantas maneiras diferentes a crianca pode fazer o que o pai pediu?

Interbits®

0O 6
0 12
® 18
0 24
e 72
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7. (Enem PPL 2014) Um procedimento padrao para aumentar a capacidade do
numero de senhas de banco é acrescentar mais caracteres a essa senha. Essa pratica,
além de aumentar as possibilidades de senha, gera um aumento na seguranca.
Deseja-se colocar dois novos caracteres na senha de um banco, um no inicio e outro
no final. Decidiu-se que esses novos caracteres devem ser vogais e o sistema
conseguira diferenciar maiusculas de mindsculas.

Com essa pratica, o niumero de senhas possiveis ficard multiplicado por

O 100.
0 20.
® 80.
® 25.
A 20.

8. (Enem 2013) Um banco solicitou aos seus clientes a criagao de uma senha pessoal
de seis digitos, formada somente por algarismos de O a 9, para acesso a conta-
corrente pela internet. Entretanto, um especialista em sistemas de seguranca
eletrénica recomendou a direcao do banco recadastrar seus usuarios, solicitando,
para cada um deles, a criagao de uma nova senha com seis digitos, permitindo agora
o uso das 26 letras do alfabeto, além dos algarismos de 0 a 9. Nesse novo sistema, cada
letra mailscula era considerada distinta de sua versdo minuscula. Além disso, era
proibido o uso de outros tipos de caracteres. Uma forma de avaliar uma alteracdo no
sistema de senhas é a verificacdo do coeficiente de melhora, que é a razao do novo
numero de possibilidades de senhas em relagao ao antigo.

O coeficiente de melhora da alteragcdo recomendada é

62°

108

62!

10!

62! 4!

10! 56!
® 62! -10!
0O 625 -10°

1277




NDERSON

MATEMATICA

9. (Enem 2012) O designer portugués Miguel Neiva criou um sistema de simbolos que
permite que pessoas dalténicas identifiguem cores. O sistema consiste na utilizagao
de simbolos que identificam as cores primarias (azul, amarelo e vermelho). Além disso,
a justaposicao de dois desses simbolos permite identificar cores secundarias (como o
verde, que é o amarelo combinado com o azul). O preto e o branco sao identificados
por pequenos quadrados: o que simboliza o preto é cheio, enquanto o que simboliza
o branco é vazio. Os simbolos que representam preto e branco também podem ser
associados aos simbolos que identificam cores, significando se estas sdo claras ou

escuras.
Folha de Sao Paulo. Disponivel em: www]1.folha.uol.com.br. Acesso em: 18 fev. 2012. (adaptado)

De acordo com o texto, quantas cores podem ser representadas pelo sistema
proposto?

14
18
20
21

23

QOO

10. (Enem 2012) O diretor de uma escola convidou os 280 alunos de terceiro ano a
participarem de uma brincadeira. Suponha que existem 5 objetos e 6 personagens
Nnuma casa de 9 cébmodos; um dos personagens esconde um dos objetos em um dos
cdémodos da casa. O objetivo da brincadeira é adivinhar qual objeto foi escondido por
qual personagem e em qual cbmodo da casa o objeto foi escondido. Todos os alunos
decidiram participar. A cada vez um aluno é sorteado e da a sua resposta. As respostas
devem ser sempre distintas das anteriores, e um mesmo aluno nao pode ser sorteado
mais de uma vez. Se a resposta do aluno estiver correta, ele é declarado vencedor e a
brincadeira € encerrada.

O diretor sabe que algum aluno acertara a resposta porque ha

10 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
20 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
119 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
260 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
270 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

mYCROX]>)
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1. (Enem 2005) A escrita Braile para cegos € um sistema de simbolos no qual cada
caractere é um conjunto de 6 pontos dispostos em forma retangular, dos quais pelo
menos um se destaca em relacao aos demais.

Por exemplo, a letra A é representada por

Interbits®

O nUumero total de caracteres que podem ser representados no sistema Braile é

0 12.
o 31.
® 36.
® 63.
G 720.

12. (Enem 2004) No Nordeste brasileiro, € comum encontrarmos pecas de artesanato
constituidas por garrafas preenchidas com areia de diferentes cores, formando
desenhos. Um artesao deseja fazer pecas com areia de cores cinza, azul, verde e
amarela, mantendo o mesmo desenho, mas variando as cores da paisagem (casa,
palmeira e fundo), conforme a figura.

=

pun®®

{‘?'\3

O fundo pode ser representado nas cores azul ou cinza; a casa, nas cores azul, verde
ou amarela; e a palmeira, nas cores cinza ou verde.

Se o fundo nao pode ter a mesma cor nem da casa nem da palmeira, por uma questao
de contraste, entao o numero de variagdes que podem ser obtidas para a paisagem é

PWOPOO
SOONo
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13. (Enem 2002) O cdédigo de barras, contido na maior parte dos produtos
industrializados, consiste num conjunto de varias barras que podem estar
preenchidas com cor escura ou nao. Quando um leitor 6ptico passa sobre essas
barras, a leitura de uma barra clara é convertida no nimero O e a de uma barra escura,
no numero 1. Observe a seguir um exemplo simplificado de um cédigo em um
sistema de cédigo com 20 barras.

Interbits®

Se o leitor dptico for passado da esquerda para a direita ira ler: 01011010111010110001
Se o leitor dptico for passado da direita para a esquerda ira ler: 10001101011101011010

No sistema de cédigo de barras, para se organizar o processo de leitura 6ptica de cada
codigo, deve-se levar em consideracao que alguns cédigos podem ter leitura da
esquerda para a direita igual a da direita para a esquerda, como o codigo
00000000111100000000, no sistema descrito acima.

Em um sistema de cdédigos que utilize apenas cinco barras, a quantidade de cédigos
com leitura da esquerda para a direita igual a da direita para a esquerda,
desconsiderando-se todas as barras claras ou todas as escuras, €

0 14
0 12
® 8
® 6
0 4

14. (Upe-ssa 12018) A prova final de Geografia de uma escola € composta de 10 itens
com alternativas do tipo “verdadeiro ou falso”.

De quantas maneiras diferentes um estudante podera responder esta prova, de forma
gue ele so assinale apenas uma alternativa em cada questao?

0 20
O 64
® 256
® 512
G 1024
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15. (Espcex (Aman) 2018) Duas instituicdes financeiras fornecem senhas para seus
clientes, construidas segundo os seguintes métodos:

1° instituicdo: 5 caracteres distintos formados por elementos do conjunto
{12,34,56,7389}

2% instituigcao: 6 caracteres distintos formados por duas letras, dentre as vogais, na
primeira e segunda posi¢cdes da senha, seguidas por 4 algarismos dentre os
elementos do conjunto {3,4,5,6,7,8,9}.

Para comparar a eficiéncia entre os métodos de construcao das senhas, medindo sua
maior ou menor vulnerabilidade, foi definida a grandeza "forca da senha", de forma
gue, guanto mais senhas puderem ser criadas pelo método, mais "forte" sera a senha.

Com base nessas informacgdes, pode-se dizer que, em relacao a 2° instituicao, a senha
da 1% instituicao &

10% mais fraca.
10% mais forte.
De mesma forca.
20% mais fraca.
20% mais forte.

QOO

16. (Insper 2018) LOTOGOL é um jogo de loteria em que o apostador marca seu palpite
de placar em 5 jogos de futebol de uma rodada. Ganha premiac¢ao aguele que acerta
3, 4 ou 5 dos palpites. Estas sao as instrucdes do jogo: Acerte a quantidade de gols
feitos pelos times de futebol na rodada e concorra a uma bolada. Para apostar, basta
marcar no volante o ndmero de gols de cada time de futebol participante dos 5 jogos
do concurso. Vocé pode assinalar O, 1, 2, 3 ou mais gols (esta opg¢ao esta representada
pelo sinal +). Os clubes participantes estao impressos nos bilhetes emitidos pelo
terminal.

Jogo Placar

; VITORIA/BA 0
X

AVAI/SC [o] (4
. ATLETICO/MG [o] 2

X

FLAMENGO/RJ o [1]

INTERNACIONAL/RS (o] +
3 X

LONDRINA/PR [o] [
. CEARA/CE [o] 1

X

CRB/AL 0 n

CSA/ALE [o] 2
5 X

REMO/PA o [1]

(http://loterias.caixa.gov.br. Adaptado)

Laura acredita que, nos 5 jogos da rodada, serao marcados um total de 4 gols. Além
disso, ela também acredita que em apenas um dos jogos o placar sera zero a zero. O
ndmero de apostas diferentes que Laura podera fazer, seguindo sua crencga, é

0 64.
0 96.
® 80.
® 84.
A 75.
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17. (Famema 2017) Uma pessoa dispde de 5 blocos de papel colorido nas cores azul,
amarelo, verde, branco e rosa, sendo cada um deles de uma Unica cor, e ird utilizar 3
folhas para anotacdes.

O numero total de maneiras possiveis de essa pessoa escolher essas 3 folhas, sendo
pelo menos 2 delas de uma mesma cor, é

0 22
0 12.
@ 15.
® 18.
G 25.

18. (G1 - ifpe 2017) Um pixel € o menor elemento de uma imagem digital e, em casos
de imagens coloridas, € composto por um conjunto de 3 pontos: vermelho, verde e
azul. Cada um desses pontos é capaz de exibir 256 tonalidades distintas.

Combinando tonalidades desses trés pontos, quantas cores diferentes podem ser
exibidas?

0O 3256
® 3-256

® 256°
® 256
0O 27-256

19. (Uemg 2016) “Genius era um brinquedo muito popular na década de 1980 (..). O
brinquedo buscava estimular a memorizacao de cores e sons. Com formato
semelhante a um OVNI, possuia 4 botdes de cores distintas que emitiam sons
harmonicos e se iluminavam em sequéncia. Cabia aos jogadores repetir o processo
sem errar”.

Considerando uma fase do jogo em que 3 luzes irdo acender de forma aleatéria e em
sequéncia, podendo cada cor acender mais de uma vez.

O numero maximo de formas que essa sequéncia de 3 luzes podera acender é:

0 12.
0O 24.
@® 36.
© 64.
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20. (Unisinos 2016) A bandeira a seguir esta dividida em 4 regides. Cada regiao devera
ser pintada com uma cor, e regides que fazem fronteira devem ser pintadas com cores
diferentes.

Interbits®

Sabendo que dispomos de 6 cores, de quantas maneiras distintas podemos pintar
essa bandeira?

0 20.
0O 24.
® 120.
® 600.
G 720.
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Pronto para aprender as caracteristicas dos quatro principais temas de Analise
Combinatoéria? Caracterizaremos, nessa aula, a Permutagao Simples, a Permutacao
com Repeti¢ao, o Arranjo Simples e a Combinagado Simples.

Vocé ja parou para pensar em como diferenciar cada um desses temas? Vocé
consegue identificar quando a questdo estd abordando um ou outro? Pode
descansar! Hoje é o dia de aprender de uma vez por todas quando e como aplica-los!

Vamos comecar caracterizando a Permutacao Simples...

PERMUTACAO SIMPLES

Para que uma questdo de Anadlise Combinatdria seja classificada como Permutacdo
Simples, DUAS caracteristicas devem ser obedecidas:

A PRIMEIRA ¢é que todos os elementos disponiveis serao utilizados, vocé ndo precisa
escolher alguns elementos em um grupo... Apareceu na questao, vai ter que utilizar.
Numa Permutacao Simples, ndo fica ninguém de fora! Nao tem esse negdcio de
sobrar... Ta na questao? Entao, utiliza!

A SEGUNDA ¢é que toda vez que mudarmos de posi¢cao dois elementos utilizados,
sempre geraremos um novo resultado, uma nova organizagao.

Vamos analisar uma situagao:
De quantas maneiras podemos formar uma fila indiana com 5 pessoas?
Essa questao ¢ classificada como Permutacdo Simples, existem 5 lugares disponiveis

na fila e as 5 pessoas serdo utilizadas. Nao preciso escolher 5 pessoas dentro de um
grupo, apareceram essas 5, vou utiliza-las!

Bom, a primeira caracteristica ja foi obedecida, vamos para a segunda...

2% % %%
7 9% %%

Quando mudamos de posicao a primeira pessoa da fila com a terceira, certamente a
fila ficou diferente. Isso acontecerd com quaisquer duas pessoas que trocarmos de
lugar, sempre a troca ird gerar uma nova fila, uma nova organizacdo, um novo
resultado.
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Uma vez obedecidas as duas caracteristicas, estamos diante de uma Permutagao
Simples. E agora? Reconhecida a Permutacao Simples, como resolver a questao?

O primeiro lugar da fila pode ser ocupado por qualquer uma das 5 pessoas, o segundo
lugar pode ser ocupado por qualquer uma das outras 4, o terceiro lugar por 3,0 quarto
lugar por 2 e o quinto, somente pela Ultima pessoa. Utilizando o Principio
Fundamental da Contagem, o niumero total de possibilidades de formarmos a fila é 5!

5&4 x.iQ_’_\(——i_— = g'l

12 2z 22 ue 5*

LS

E bom que vocé perceba que como todos os elementos serdo utilizados, sempre a
nossa resposta vai ser o niumero de elementos fatorial. Se tivermos 5 pessoas, a
resposta sera 5! Se tivermos 6, a resposta sera 6! =6 x5 x4 x3x 2 x1, seis para primeira
posicao, cinco para a segunda, ..., até um para a ultima posi¢cao. Do mesmo modo, se
tivermos 10, a respostasera 10! =10 x9x8x7x6x5Xx 4 x3x2x 1, dez para a primeira
posicao, Nove para a segunda, oito para a terceira, ..., até um para a ultima posig¢ao.

Podemos generalizar, dizendo que o nudmero de Permutacao Simples de n elementos
en!
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Vamos exercitar um pouco?

21. (Uemg 2010) Observe a tirinha de quadrinhos, a seguir:

|

| s LI o BT PROTUCEES - AL

Copyright ©1999 Mauricio de Sousa Produgdes Ltda. Todos os direitos reservados.
A Mbnica desafia seus amigos, numa brincadeira de “cabo de guerra”.

Supondo que a posi¢ao da Mbnica pode ser substituida por qualquer um de seus
amigos, € que ela pode ocupar o outro lado, junto com os demais, mantendo-se em

qualguer posicao, o numero de maneiras distintas que podem ocorrer nessa
brincadeira sera igual a

05
024
® 60
® 120
@720

22. (Ucs 2014) Rose ndo anotou o ndmero de celular que seu novo amigo Ilhe informou.
Agora ela tem duvidas em relagdo aos ultimos quatro digitos. Sabe quais sao os digitos

e sabe que sao todos distintos, porém nao sabe a ordem em que eles aparecem no
ndmero do telefone.

Quantas sao as diferentes possibilidades para a ordem desses quatros digitos?

08
016
©®24
036
@120
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23. (Cesgranrio 1997) Um fiscal do Ministério do Trabalho faz uma visita mensal a cada
uma das cinco empresas de construgao civil existentes no municipio. Para evitar que
os donos dessas empresas saibam quando o fiscal as inspecionara, ele varia a ordem
de suas visitas.

De quantas formas diferentes esse fiscal pode organizar o calendario de visita mensal
a essas empresas?

0180
O 120
® 100
® 48
Q24

24, (Fuvest 1991) Num programa transmitido diariamente, uma emissora de radio
toca sempre as mesmas 10 musicas, mas nunca na mesma ordem.

Para esgotar todas as possiveis sequéncias dessas musicas serao necessarios
aproximadamente:

O 100 dias.

O 10 anos.

® 1século.

® 10 séculos.
A 100 séculos.

25. (Fac. Albert Einstein - Medicina 2017) Oito adultos e um bebé irao tirar uma foto
de familia. Os adultos se sentarao em oito cadeiras, um adulto por cadeira, que estao
dispostas lado a lado e o bebé sentard no colo de um dos adultos.

O numero de maneiras distintas de dispor essas 9 pessoas para a foto é

0 8x8l
(8]
®9x8!
(DR
(E XN

26. (Pucrs 2015) Um fotégrafo foi contratado para tirar fotos de uma familia composta
por pai, mae e quatro filhos. Organizou as pessoas lado a lado e colocou os filhos entre
oS pais.

Mantida essa configuracdo, o nUmero de formas em que poderao se posicionar para
a foto é

04
06
©®24
® 36
0 48
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27. (Uespi 2012) De quantas maneiras podemos enfileirar 5 mulheres e 3 homens de
tal modo que os 3 homens permanegcam juntos?

0 8!
(BX4
® 6!3!
07
Q9!

28. (Ufmg 2010) Para montar a programacdo de uma emissora de radio, o
programador musical conta com 10 musicas distintas, de diferentes estilos, assim
agrupadas: 4 de MPB, 3 de Rock e 3 de Pop. Sem tempo para fazer essa programacao,
ele decide que, em cada um dos programas da emissora, serao tocadas, de forma
aleatdria, todas as 10 musicas.

Assim sendo, € CORRETO afirmar que o numero de programas distintos em que as
musicas vao ser tocadas agrupadas por estilo ¢ dado por

0 4! x 3! x 3! x 3!

@10!/7
® 4! x3x3
® 10!/ (7' X 3))

29. (Unisc 2016) Newton possui 7 livros distintos, sendo 3 de Algebra, 2 de Calculo e 2
de Geometria.

O numero de maneiras diferentes que Newton pode organizar esses livros em uma
estante, de forma que os livros de um mesmo assunto permanegam juntos, €

024
036
® 56
072
Q144

30. (Enem 2014) Um cliente de uma videolocadora tem o habito de alugar dois filmes
por vez. Quando os devolve, sempre pega outros dois filmes e assim sucessivamente.
Ele soube que a videolocadora recebeu alguns lancamentos, sendo 8 filmes de acao,
5 de comédia e 3 de drama e, por isso, estabeleceu uma estratégia para ver todos
esses 16 lancamentos. Inicialmente alugara, em cada vez, um filme de acdo e um de
comédia. Quando se esgotarem as possibilidades de comédia, o cliente alugara um
filme de acdo e um de drama, até que todos os langcamentos sejam vistos e sem que
nenhum filme seja repetido.

De quantas formas distintas a estratégia desse cliente podera ser posta em pratica?

0 20 x 8! + (31)2
® 8! x5 x3!

® (8! x5!x3l)/28
® (8! x5!x3)/22
Q 16!/28

138




NDERSON

MATEMATICA

PERMUTAGCAO COM REPETICAO

Para que uma questdo de Anadlise Combinatéria seja classificada como Permutacdo
com Repeticao, DUAS caracteristicas devem ser obedecidas:

A PRIMEIRA ¢ equivalente a Permutacao Simples, em que todos os elementos
disponiveis serao utilizados, vocé nao precisa escolher alguns elementos em um
grupo... Apareceu na questao, vai ter que utilizar. Numa Permutacao com Repeticao,
nao fica ninguém de fora! Ndo tem esse negdcio de sobrar... T4 na questao? Entdo,
utilizal A SEGUNDA muda um pouquinho, na Permutacao com Repeti¢ao, nem
sempre geraremos um novo resultado (uma nova organizagcao) quando mudarmos
de posicao dois elementos utilizados. Vocé deve analisar bem essas trocas de posicao,
algumas vao produzir novos resultados e outras nao. E é exatamente ai que esta a
diferenca principal de uma Permutac¢do Simples para uma com Repeticdo. Por causa
dessas trocas que ndo geram um novo resultado € que precisamos efetuar alguns
cancelamentos... Enfim, ndo esqueca de cancelar as trocas que Nndo geram um Novo
resultado!

Vamos analisar uma situacdo: De quantas maneiras trés interruptores em uma
tomada podem se apresentar com dois ligados e um desligado?

Representando ligado por verde e desligado por vermelho, veremos que existem
apenas trés possibilidades.

2 Y
Y. %
% %

MR

Observe que a primeira caracteristica € obedecida, os trés interruptores sempre serao
utilizados em todas as nossas situacdes, ora desligados, ora ligados, mas sempre sao
utilizados.

Em relacdo a segunda caracteristica, perceba que quando mudamos a posi¢ao de um
ligado com outro ligado, nada se altera. Na primeira imagem abaixo o segundo e o
terceiro estdo ligados, naimagem vizinha estdo o terceiro e o segundo ligados, ou seja,
apesar de trocarmos as posicdes, a situacdo € a mesma. Existem trocas que nao
geram um novo resultado e elas precisam ser canceladas.

N
R

Se pensassemos como na Permutagdo Simples, em que o numero de permutagdes é
n!, teriamos feito 3! = 3 x 2 x 1 = 6, mas 3! Nao € a resposta para o numero de
permutacdes, precisamos cancelar as trocas que ndo geram um novo resultado.
Nesse caso, as trocas a serem canceladas sao verde com verde, ou seja, permutagao
de dois elementos, ou ainda 2!
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Entao, como podemos resolver uma questao como essa?
Vocé precisa fazer uma divisdo, no numerador, em cima, vocé coloca o niumero total

de interruptores e no denominador, embaixo, vocé coloca as trocas que nao geram
um novo resultado, que Nno Nosso caso € a quantidade de interruptores verdes:

q,«,«a/»\L'M
okl e
3 \ ,(MG\M())M")

Desenvolvendo essa divisdo, temos:

3L 221 2

. = -
A 74

Trés permutagdes possiveis como haviamos visto.

Sintetizando, na Permutagao com Repeticao, o numero de permutagdes possiveis é

dado por uma divisdo em que o numerador é composto pelo fatorial do niumero de

elementos e o denominador contém o fatorial dos elementos que trocados entre si

Nnao geram um novo resultado.

Parece complexo, nao €? Vamos ver mais um exemplo:

Quantos anagramas possui a palavra BATATA?

Primeiro, o que é um anagrama? E uma transposicdo de letras de palavra ou frase

para formar outra palavra ou frase diferente que tenha ou nao sentido, Natercia é um

dos anagramas de Caterina; amor, de Roma ; Celia, de Alice.

Bom, sabendo o que é um anagrama, podemos alterar a ordem das letras da palavra

BATATA e analisar anagrama por anagrama... Mas qual a maneira mais rapida de

fazer?

BATATA tem seis letras e todas elas serao utilizadas nos anagramas, primeira

caracteristica obedecida! Observe que se trocarmos A com A a palavra ndao muda, o
mesmo acontece se trocarmos T com T. Segunda caracteristica obedecida.

140




NDERSON

MATEMATICA

Para saber a quantidade total de anagramas da palavra BATATA, basta fazermos
aguela divisao, lembra? Em cima fica o fatorial do total de letras e embaixo o fatorial
das trocas que nao geram um novo resultado.

de
g1~ ke

30 2!
e N\

thy@n A
e M’"v_;
)

As
(L. gsh3au-5h3= L0
312! m%—}z

Existem 60 anagramas para a palavra BATATA.
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Vamos exercitar um pouco?

31 (IFPE 2018) Os alunos do curso de Computacdo Grafica do campus Olinda estdo
desenvolvendo um video com todos os anagramas da palavra CARNAVAL.

Se cada anagrama € mostrado durante 0,5s na tela, a animagao completa dura

O menos de 1 minuto.
O menos de 1 hora.

® menos de meia hora.
® menos de 10 minutos.
@ maisde 1 hora.

32. (Uerj 2015) Uma crianca ganhou seis picolés de trés sabores diferentes: baunilha,
morango e chocolate, representados, respectivamente, pelas letras B, M e C. De
segunda a sdbado, a criangca consome um Unico picolé por dia, formando uma
seguéncia de consumo dos sabores. Observe estas sequéncias, que correspondem a
diferentes modos de consumo:

(B,B,M,C,M C) ou (BLM M, C,B,C) ou (C,M M,B,B, C)
O numero total de modos distintos de consumir os picolés equivale a:

06
0 20
® 180
® 720

33. (Fatec 2016) No Boxe, um dos esportes olimpicos, um pugilista tem a sua
disposicdo quatro golpes basicos: o jab, o direto, o cruzado e o gancho. Suponha que
um pugilista, preparando-se para os Jogos Olimpicos do Rio, em 2016, queira criar
uma sequéncia com 6 golpes, empregando necessariamente dois jabs, dois diretos,
um cruzado € um gancho.

Assim, o nUmero maximo de sequéncias que ele podera criar sera de

0180
160
® 140
® 120
@100

34, (Fgv 2014) Uma senha de internet é constituida de seis letras e quatro algarismos
em que a ordem € levada em consideracao.

Eis uma senha possivel: (a,a,b,7,7,b,a,7,a,7).

Quantas senhas diferentes podem ser formadas com quatro letras “a”, duas letras “b”
e quatro algarismos iguais a 77?

010!

® 2520

® 3150

® 6300

Q 10!/ (4! x 6!)
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35, (Esc. Naval 2014) A Escola Naval ira distribuir 4 viagens para a cidade de Fortaleza,
3 para a cidade de Natal e 2 para a cidade de Salvador.

De quantos modos diferentes podemos distribui-las entre 9 aspirantes, dando
somente uma viagem para cada um?

0 288
® 1260
® 60800
® 80760
@ 120960

36. (Upf 2016) Na figura a seguir, as linhas horizontais e verticais representam ruas e
0s quadrados representam quarteirdes.

¢ B

Interbits®

A®
A quantidade de trajetos de comprimento minimo ligando A a B é:

0 40320
0 6.720
® 256

® 120
Q56

37. (Uerj 2011) Uma rede é formada de tridngulos equildteros congruentes, conforme
a representacao abaixo.

N/ N/ N/ \/ \/

/N,
>O\A/\AA/
SVAVAVAVAN

Interbits®

Uma formiga se desloca do ponto A para o ponto B sobre os lados dos triangulos,
percorrendo X caminhos distintos, cujos comprimentos totais sdo todos iguaisa d.

Sabendo que d corresponde ao menor valor possivel para os comprimentos desses
caminhos, X equivale a:

0 20
015
®12
®10
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38. (Ufrgs 2008) Se uma partida de futebol termina com o resultado de 5 gols para o
time A e 3 gols para o time B, existem diversas maneiras de o placar evoluirde 0x0 a
5x 3. Por exemplo, uma evolugao poderia ser

AB_}AB_}AB_}AB_}AB
0|0 110 111 112 2|2
A|B A|B A|B A|B

— - - g

3|2 412 413 5|3]| ¢

Quantas maneiras, no total, tem o placar de evoluir de 0x0 a 5x3?

06
0 24.
@ Zo.
® 48.
0O 56.

39. (Ufu 2012) Um projeto piloto desenvolvido em um curso de Engenharia Mecéanica

prevé a construcdo do robd “Eddie”, cujos movimentos estao limitados apenas a andar
para frente (F) e para a direita (D).

Suponha que Eddie esta na posicao A e deseja-se que ele se desloque até chegar a
posicao B, valendo-se dos movimentos que lhe sao permitidos.

Admita que cada movimento feito por Eddie o leve a uma posicao consecutiva,
conforme ilustra um esquema a seguir, em que foram realizados 10 movimentos (as
posicodes possiveis estao marcadas por pontos € o percurso executado de A até B, €

O S S S 1:—'93
+ """ *i’ """ % """ *i*“‘“ir ----- 43'
e
S e e S
i
N U SO0 S B

Com base nas informacdes acima, o numero de maneiras possiveis de Eddie se
deslocar de A até B, sem passar pelo ponto C, € igual a

0192
060
®15

® 252
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40, (Ufrgs 1998) No desenho a seguir, as linhas horizontais e verticais representam
ruas, e os quadrados representam quarteirdes.

A quantidade de trajetos de comprimento minimo ligando A e B que passam por C é

(A R
013
®15
024
Q30
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ARRANJO SIMPLES

Como saber se um questdao envolve Arranjo Simples? Assim como nos temas
anteriores, precisamos que DUAS caracteristicas sejam obedecidas:

A PRIMEIRA j3 é diferente das permutacdes, no Arranjo Simples, vocé precisa escolher
alguns elementos dentre os disponiveis, isso indica que nem todos os elementos
serdo utilizados, dai vocé precisa cancelar, jogar fora os ndo utilizados.

A SEGUNDA ¢é que toda vez que mudarmos de posicao dois elementos utilizados,
sempre geraremos um novo resultado, uma nova organizacao. Muita gente acaba
decorando essa caracteristica através da frase “a ordem importa”, muito cuidado, vocé
precisa saber o significado dessa frase.. Quando dizemos que a ordem importa,
gueremos dizer que ao trocarmos os termos de lugar, sempre obteremos um novo
resultado.

Vamos ver na pratica como isso funciona?

De quantas maneiras podemos premiar os trés primeiros nadadores, com ouro,
prata ou bronze respectivamente, dentre os oito que participam de uma
competicdo?

Inicialmente, perceba que existem oito nadadores, no entanto, apenas trés serao
premiados, temos que escolher trés dentre os oito disponiveis. Isso satisfaz a nossa
primeira caracteristica! Lembre-se que ao escolher trés dentre os oito, precisaremos
cancelar os outros cinco que nao serao utilizados. Essa é a chave do Arranjo Simples,
cancelar quem nao é utilizado!

Levando em consideragdao a segunda caracteristica, imagine se trocassemos o
primeiro lugar de posicao com o terceiro? O pddio seria 0 mesmo? Certamente nao.
A troca de posicao dos premiados gera um novo podio.

P )

\©
(X
1

E como fazer para efetuar os calculos de um Arranjo Simples?

Vocé pode optar por utilizar o Principio Fundamental da Contagem:

3 . F G

Existem oito possibilidades para o nadador que ocupara a primeira posicao, sete
nadadores para a segunda posicao e seis para a terceira, o numero total de
possibilidades sera dado por 8 x 7 x 6 = 336.
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Esquematicamente, € mais interessante montarmos a expressao do Arranjo, mais
uma vez, o numero total de possibilidades sera dado por uma divisdao. No numerador,
ficarad o fatorial do numero total de nadadores e no denominador, cancelaremos os
nadadores que nao foram premiados:

m2 l—ojm-e.
%\/' Jo vndadows

W z»o\‘h

AL 33651390 (- 336
5‘- 5 4-3L -

Generalizando, para calcularmos a quantidade de possibilidades para um Arranjo
Simples, basta efetuarmos uma divisdo, no numerador colocamos o fatorial do total
de elementos disponiveis e no denominador colocamos o fatorial do ndmero de
elementos nao utilizados.

Jotall de Lepman 13, ’
(I! m 410 P A AO
o Bpporn V151 S mhde g‘*‘/{a’
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Vamos exercitar?

41, (Ufjf-pism 3 2017) Para concorrer a eleicao a diretor e a vice-diretor de uma escola,
ha 8 candidatos. O mais votado assumira o cargo de diretor e o segundo mais votado,
o de vice-diretor.

Quantas sao as possibilidades de ocupacao dos cargos de diretor e vice-diretor dessa
escola?

015
027
©® 34
® 56
Q65

42. (Enem 2015) Uma familia composta por sete pessoas adultas, apds decidir o
itinerario de sua viagem, consultou o site de uma empresa aérea e constatou que o
VOO para a data escolhida estava quase lotado. Na figura, disponibilizada pelo site as
poltronas ocupadas estdao marcadas com X e as Unicas poltronas disponiveis sdao as
mostradas em branco.

A A
88&8& XX IXIXIXIXIX)
XXX (XL X
wmx XXX
X I XL ]
XIXIXXIX) XXX XIXIx]
I IR IR,

Disponivel em: www.gebh.net. Acesso em: 30 out. 2013 (adaptado).

O numero de formas distintas de se acomodar a familia nesse voo é calculado por

9l

0
9!

7% 2!
® 7!

51

= |
(D] 2!><4.
e 2.4

41" 3
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43, (Fatec 2008) Para mostrar aos seus clientes alguns dos produtos que vende, um
comerciante reservou um espaco em uma vitrine, para colocar exatamente 3 latas de
refrigerante, lado a lado.

Se ele vende 6 tipos diferentes de refrigerante, de quantas maneiras distintas pode
expob-los na vitrine?

0 144
0132
® 120
072
Q20

44, (Ueg 2017) Uma comissao sera composta pelo presidente, tesoureiro e secretario.
Cinco candidatos se inscrevem para essa comissao, na qual o mais votado sera o
presidente, o segundo mais votado o tesoureiro e 0 menos votado o secretario.

Dessa forma, de quantas maneiras possiveis essa comissdo podera ser formada?

0120
60
® 40
® 20
Q10

45, (Ueg 2016) Um aluno tera que escrever a palavra PAZ utilizando sua caneta de
guatro cores distintas, de tal forma que nenhuma letra dessa palavra tenha a mesma
cor.

O nUumero de maneiras que esse aluno pode escrever essa palavra é

0 64
024
(CAW
04

46. (Pucsp 2015) No vestiario de uma Academia de Ginastica ha exatamente 30
armarios, cada qual para uso individual.

Se, no instante em que dois alunos dessa Academia entram no vestiario para mudar
suas roupas, apenas 8 dos armarios estao desocupados, quantas opgdes eles terao
para escolher seus respectivos armarios?

014
028
® 48
®56
(E NIV
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47. (CFTMG 2004) Em um campeonato de ténis de mesa, com dez participantes, em
que todos jogam contra todos, um dos participantes vence todas as partidas, as
classificacdes possiveis para os trés primeiros colocados é

072
078
®82
® 920

48, (Ufmg 1995) Duas das cinquenta cadeiras de uma sala serdo ocupadas por dois
alunos. O ndmero de maneiras distintas possiveis que esses alunos terdao para
escolher duas das cinquenta cadeiras, para ocupa-las, é

0 1225
® 2450
@ 250
® 49!
G 50!

49, (Pucmg 2007) Em um campeonato de dois turnos, do qual participam dez
equipes, que jogam entre si uma vez a cada turno, o ndmero total de jogos previstos
éigual a:

0 45
® 920
® 105
® 115

50. (Liguigas — CESGRANRIO 2012). Em uma pequena sala de projecao, ha cinco
cadeiras dispostas em linha, lado a lado, e numeradas de 1a 5.

annas

Quatro pessoas vao ocupar quatro dessas cadeiras. As possiveis ocupacdes das
cadeiras distinguem-se nao so pela cadeira vazia, mas, também, pela disposi¢cao das
pessoas nas cadeiras ocupadas.

De quantos modos as cadeiras podem ser ocupadas pelas quatro pessoas?

05

0 20
©®24
® 120
@1.024
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COMBINACAO SIMPLES

Como saber se um questdao envolve Combinagao Simples? Assim como em todos os
temas anteriores, precisamos que DUAS caracteristicas sejam obedecidas:

A PRIMEIRA ¢ equivalente a obedecida pelo Arranjo Simples, vocé precisa escolher
alguns elementos dentre os disponiveis, isso indica que nem todos os elementos
serdo utilizados, dai vocé precisa cancelar, jogar fora os ndo utilizados.

A SEGUNDA ¢é que toda vez que mudarmos de posicdao dois elementos utilizados,
NUNCA geraremos um novo resultado, NUNCA sera gerada uma nova organizacao.
Muita gente acaba decorando essa caracteristica através da frase “a ordem NAO
importa”, muito cuidado, vocé precisa saber o significado dessa frase.. Quando
dizemos que a ordem NAO importa, queremos dizer que ao trocarmos os termos de
lugar, NUNCA obteremos um novo resultado. Portanto, nao esqueca de cancelar
todas as trocas que ndo geram esse Nnovo resultado.

A Combinagao Simples exige dois cancelamentos: um para a quantidade de
elementos que ndo foram escolhidos e outro para as trocas que Nndo geram um Novo
resultado.

Vamos ver na pratica como isso funciona?

De quantas maneiras podemos formar uma comissdo sem hierarquia com trés
dos cinco funciondrios de uma empresa?

Inicialmente, perceba que precisamos escolher trés funciondrios dos cinco
disponiveis, isso nos mostra que alguns funcionarios nado serdo escolhidos para
compor a comissao, os nao escolhidos devem ser cancelados.

Por nao haver hierarquia ou diferenca entre as funcdes da comissao, ao trocarmos a
posicao dos escolhidos, sempre a comissao sera a mesma. Qualquer que seja a troca

de posi¢cao dos escolhidos jamais alterara a composi¢ao da comissao. Dai, a ordem
dos escolhidos nao importa.

293 = 278

A comissao permanece a mesma, ainda que haja trocas de posicao entre os
escolhidos.
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Mas como calcular a quantidade de combinag¢des obtidas no exemplo anterior?

Efetuando uma divisdo do fatorial da quantidade total de elementos disponiveis pelo
fatorial do ndmero de elementos nado utilizados e pelo fatorial do ndmero de trocas

gue nao geram um novo resultado.

,Lvm\

Cnp- 71,// Dot

v | I Ther2 P
Jotol de u.mMa C1p. Po R
R kol o

Nesse exemplo, queremos efetuar uma Combinacdo Simples de cinco tomados trés
atrés (Csz):

—> 5 peneen
C 6 I &»W-’Vu/\
5:5 Ql 5' §

(, thewn &2
o{m A
/n?—w'ufo ;v/\:i ‘f\“ﬂ,

SN2
l/)“’[‘g“k/) oA RO

Desenvolvendo a expressao, temos:

2 ’\/\ao
—

Goy=_ 5 . Ghzat. sh B - o
:2'3' ,‘21&%—4- L

Podem ser formadas 10 comissdes distintas escolhendo-se 3 pessoas dentre as 5
disponiveis.
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Vamos exercitar?

51. (IFPE 2017) Oito amigos decidiram brincar de telefone. Para isso, dispuseram-se
em um terreno de modo que cada um estivesse no vértice de um octdégono regular
de lado medindo 20 metros, conforme figura 1.

Interbits®

Figura 1

Decidiram montar os telefones utilizando barbante e copos descartaveis, conforme
figura 2.

Figura 2

Disponivel em: <http://www.beaba.com.br/brincadeira-infantil-telefone-sem-fio/>.
Acesso: 05 de out. 2016.

Disponivel em: <http://www.beaba.com.br/brincadeira-infantil-telefone-sem-fio/>. Acesso: 05 de out. 2016.

Cada telefone, que € intransferivel, liga apenas dois dos amigos e é formado por dois
copos, que ndo podem estar em dois telefones simultaneamente, e um barbante.
Para que todos possam falar com todos através de um telefone desses, incluindo os
amigos em vértices consecutivos, quantos telefones eles precisardo confeccionar?

0 20
028
®12
®10
(EXC]
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52. (Enem 2017) Como nao sao adeptos da pratica de esportes, um grupo de amigos
resolveu fazer um torneio de futebol utilizando videogame. Decidiram que cada
jogador joga uma Unica vez com cada um dos outros jogadores. O campeao sera
agquele que conseguir o maior numero de pontos. Observaram que o nUmero de
partidas jogadas depende do nimero de jogadores, como mostra o quadro:

ngnt:dade de 5 2 4 5 6 7
Jjogadores
Numero de partidas 1 3 6 10 15 21

Se a quantidade de jogadores for 8, quantas partidas serao realizadas?

0O 64
0 56
® 49
036
Q28

53. (Enem 2? aplicagao 2010) Considere que um professor de arqueologia tenha
obtido recursos para visitar 5 museus, sendo 3 deles no Brasil e 2 fora do pais. Ele
decidiu restringir sua escolha aos museus nacionais e internacionais relacionados na
tabela a seguir.

Museus nacionais Museus internacionais
Masp — Sao Paulo Louvre — Paris
MAM — S3o Paulo Prado — Madri

Ipiranga — Sao Paulo | British Museum — Londres
Imperial — Petrépolis | Metropolitan — Nova York

De acordo com os recursos obtidos, de quantas maneiras diferentes esse professor
pode escolher os 5 museus para visitar?

06
08
® 20
® 24
Q36

54, (Pucrs 2018) Uma familia mudou-se da zona rural para uma cidade grande, onde
os pais e seus 10 filhos deverao morar numa casa de trés quartos. Os dez filhos deverao
ocupar dois quartos, sendo 6 filhos num quarto e 4 filhos em outro quarto.

De quantos modos os filhos poderao ser separados dessa forma?

0 6!+ 4!

® 64!
10!
6141

o 1%
6!
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55. (IFPE 2017) O coordenador de Matematica do campus Recife conta com 7
professores para lecionar aulas em um programa do PROIFPE. Sdo aulas semanais e
a cada semana um novo trio de professores é selecionado para ministra-las.

Considerando um més equivalente a 4 semanas, em quanto tempo esse programa
estard finalizado

O 6 meses.

O 4 meses e 1semana.

® 1ano, 8 meses e 2 semanas.
® 2 anos e 3 meses.

@ 8 meses e 3 semanas.

56. (Ucs 2012) Um professor apresenta 10 questdes, das quais os seus alunos poderao
escolher 8 para serem respondidas.

De quantas maneiras diferentes um aluno pode escolher as 8 questdes?

0 20
0 80
® 45
® 40
(EX:!

57. (Ucs 2016) Um supermercado esta selecionando, entre 15 candidatos que se
apresentaram, 3 funcionarios para desempenhar a funcdo de “caixa”.

De guantas maneiras diferentes pode ser feita essa escolha?

05
O 45
® 215
® 360
@ 455

58. (Pucrs 2013) Para a escolha de um juri popular formado por 21 pessoas, 0 juiz-
presidente de uma determinada Comarca dispde de uma listagem com nomes de
trinta homens e de vinte mulheres.

O numero de possibilidades de formar um juri popular composto por exatamente 15
homens é

O cl3-C3

0 AR-A%

(C) C;‘g +Cgo
© AL +AS,
(e Nord
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59. (Uemg 2013) O jogo da Mega Sena consiste no sorteio de 6 nUmeros distintos de
1 a 60. Um apostador, depois de varios anos de analise, deduziu que, no préximo
sorteio, os 6 nUmeros sorteados estariam entre os 10 nUmeros que tinha escolhido.
Sendo assim, com a intencgdo de garantir seu prémio na Sena, ele resolveu fazer todos
0S possiveis jogos com 6 numeros entre os 10 numeros escolhidos.

Quantos reais ele gastara para fazé-los, sabendo que cada jogo com 6 nUmeros custa
R$ 2,007

0 R$ 540,00.

0 R$ 302.400,00.
® R$ 420,00.

® R$ 5.040,00.

60. (Ufsm 2013) As doencas cardiovasculares aparecem em primeiro lugar entre as
causas de morte no Brasil. As cirurgias cardiacas sao alternativas bastante eficazes no
tratamento dessas doencas. Supde-se que um hospital dispbde de 5 médicos
cardiologistas, 2 médicos anestesistas e 6 instrumentadores que fazem parte do
grupo de profissionais habilitados para realizar cirurgias cardiacas.

Quantas equipes diferentes podem ser formadas com 3 cardiologistas, 1 anestesista e
4 instrumentadores?

0 200.
A 300.
® 600.
® 720.
@ 1.200.
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PERMUTACAO CIRCULAR

O numero de permutacdes circulares de n objetos distintos € o numero de modos de
colocar esses n objetos em circulo, de forma que disposicdes que possam coincidir
por rotacao sejam consideradas iguais.

Para entendermos melhor, vamos analisar uma situacao em que quatro pessoas A, B,
C e D necessitem sentar em quatro lugares pré-determinados em uma mesa.

Observe que as quatro posicdes abaixo, obtidas por rotagao, sao coincidentes e devem
ser consideradas iguais:

Y OGN Ty O
D 3(‘@>Q_Q¢< ®

C ¥ A

Em todas as situacdes anteriores, quem esta a direita do A é o B,quem esta a esquerda
doAéoDequeestdopostoaoAéoC. NAO ha uma nova configuracao, NAO ha uma
nova organizacao. Todas as quatro possibilidades sao equivalentes por rotacao.

Uma nova organizagao seria gerada, se trocassemos B e D de lugar. Desse modo, a
direita do A ja ndao estaria o B, mas sim o D. o B estaria a esquerda do A:

A
® D

C

Ja esgotamos todas as possibilidades em que A e C estao opostos, veja que nao é
possivel obter um a partir do outro, apenas com rotagcdes, uma vez que eles
representam organizacodes diferentes:

A A

Vamos agora, analisar os casos em que A e B sdo opostos:

A A
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Finalmente, analisaremos os casos em que A e D sao opostos:
A

A
BC}C CGB
D

D

Sendo assim, o numero de permutagdes circulares de 4 objetos distintos, ou seja, o
ndmero de modos de colocar esses 4 objetos em circulo, de forma que disposicdes
gue possam coincidir por rotacao sejam consideradas iguais € igual a 6.

A saber:
A A A A A A
D OB J’JQD CC}D J)Gc 3GC COB
C C B ® D D
Mas como chegar a 6 possibilidades através de calculos?
Inicialmente, vamos usar o PFC. Quantas possibilidades temos para o A se sentar? Sei

gue vocé pensou em 4, mas essa reposta ndo esta correta. Lembre-se que falamos
que disposicdes coincidentes por rotagao devem ser consideradas iguais:

E possivel obter as quatro posicdes em que A pode se sentar apenas por rotacdo. Esta
€ a razao pela qual, essas quatro possibilidades sao consideradas como apenas uma,
ja que todas sao equivalentes.

Uma vez que o Atomou o seu lugar, temos trés possibilidades para o B, sentar a direita
de A, sentar a esquerda de A ou sentar oposto a A.

A A
3 () O
B
Sentados o A e o B, o C tem duas possibilidades.

A
A
BCQB
C
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Quando o C sentar, sé sobrard uma possibilidade para o D sentar:

A

Usando o PFC, temos:

L ~ 3 2 « L+t _ 3l - g
A B C D

Observe que a permutacao circular de 4 elementos € iguala3!=3x2x1=6.
E se fosse uma permutacao circular de 5 elementos A, B, C, D e E, qual seria a resposta?

Existe apenas 1 possibilidade para o A, lembra? Todas sao iguais por rotacao! Existem
4 para B, 3 para C,2 para D e 1 para E. Utilizando o PFC, temos:

. —

A P C D €

L’\H*BXQAL__L{!:QH

E se fosse uma permutacao circular de 6 elementos A, B, C, D, E e F, qual seria a
resposta?

Existe apenas 1 possibilidade para o A, lembra? Todas sao iguais por rotacao! Existem
5paraB, 4 paraC,3 paraDe2parakelparaF. Utilizando o PFC, temos:

L’\th x:st'YL__S!;iQO

R

A P C D € F

Nao sei se vocé percebeu, mas a permutacao circular de 4 elementos resultou em 3!,
a de 5 elementos resultou em 4! E a de 6 elementos resultou em 5!

Podemos, entao, generalizar e dizer que a permutacgao circular de n elementos € dada
por (n-1)!

T, =]
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Questodes para treino:

61. Dois colares de pérolas serao considerados iguais se um deles puder ser obtido
através de uma rotacao do outro, como ilustra a figura 1.

D A C B

Figura 1: Colares Iguais.

De quantas formas 4 pérolas distintas (A, B, C e D) podem ser usadas para formar um
colar circular?

62. Um grupo de 6 pessoas, incluindo Nilton e Lucimar, decide jogar cartas com
rodadas circulares. Apos a vez de um jogador, o proximo a jogar € aquele que esta a
sua direita.

a) Por questdes estratégicas, Nilton decide se posicionar sempre imediatamente a
direita de Lucimar. De quantas formas esses 6 jogadores podem sentar ao redor da
mesa?

b) Suponha que agora Nilton deseja ficar em qualquer um dos dois lado de Lucimar.
A resposta anterior muda?

63. De quantas maneiras 6 pessoas podem se sentar em torno de uma mesa circular?

64. Um grupo 6 criangas decide brincar de ciranda dando as maos e fazendo uma
roda. Dentre elas estdao Aline, Bianca e Carla que sao muito amigas e querem sempre
ficar juntas. Nessa condicdo, qual o niumero de rodas distintas que podem ser
formadas?

65. De quantos modos podemos formar uma roda com 7 criangas de modo que duas
determinadas dessas criancas nao figuem juntas?

66. De quantos modos 7 criancgas, entre elas Joao e Maria, podem brincar de roda,
ficando Jodo sempre ao lado de Maria?

67. Em uma brincadeira em um programa de TV, 6 casais devem se sentar em bancos
arrumados de modo circular com a seguinte restricdo: homens e mulheres devem se
sentar de modo alternado, cada homem ao lado apenas de mulheres e vice-versa. De
guantas maneiras esses casais podem se arrumar para a brincadeira?

68. Fabio, Denise e Ledo vao brincar de roda, juntamente com outras 5 pessoas. De
guantas formas essa roda podera ser formada, de modo que os trés fiquem juntos,
mas com Denise entre Fabio e Ledo?
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69. Um grupo constituido por 4 casais se sentara em torno de uma mesa com 8
cadeiras. As pessoas sentarao de modo alternado divididas pelo seu género e, além
disso, Jodo e Maria estdao brigados e ndo querem sentar-se lado a lado. Quantas
arrumacdes diferentes poderdo ser feitas com essas pessoas sentando-se nos lugares
disponiveis?

70. De quantos modos 5 meninos e 5 meninas podem formar um roda com as
criancas dos mesmo sexo todas juntas?
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COMBINACAO COMPLETA

Se eu te perguntasse quantos pares ordenados (X, y) sao solucdes inteiras nao
negativas para a equagao x +y = 3, como voceé resolveria esse problema?

Vamos listar cada uma das solugoes:
x=0ey=3,vejaque0+3=3
x=ley=2,vejaquel+2=3;
x=2ey=1vejaque2+1=3;
x=3ey=0,vejaque3+0=3

Temos 4 solugdes:

(0,3); (1,2); (2,7); (3, 0).

Sera gue esse tipo de questao precisa ser resolvida sempre listando as possiveis
solugdes? De forma alguma... Vamos representar as solugdes de uma maneira bem
inusitada:

x=0ey =3 serarepresentado assim: X = ey = «es dai,0+3seria +ese
x=Tey=2,serarepresentado assim: x=. ey =.. dai,1+2seria «+tee
x=2ey=1,serarepresentado assim: x = .. €y =. dai,2+1seria «e+te
x=3ey=0,serarepresentado assim: X = see €y = dai,3+0seria oot
Passamos a representar cada unidade por uma bolinha .

Desse modo, as quatro solugdes seriam:

w+... \/\..1+.. ‘..+:w ...+Vw
[~ Sl A
°© + 3 =3 L+2=5% L+ L=3 3 +0=3%

Perceba que as solucdes sao dadas através de permutacdes com repeticao de “trés
bolinhas" e um “mais”. Sendo assim:

.t

_4-!_4-3-2-1_4
30 3-2-1
Ou seja, € possivel encontrar a solugcao para a equacao sem necessariamente listar

todas as possibilidades, basta apenas que identifiqguemos qual a permutacao com
repeticao associada.
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E para a equagao x + y + z = 6, quantas sao as solugdes com X, y € Z inteiros nao
negativos?
Uma solucao possivel é x =1,y =2 e z =3, por exemplo, jaquel+2+3=06.
Representando essa solugao com mais e bolinhas, temos:

.+..+...

Perceba que nesse caso, temos um total de 8 elementos, 6 bolinhas e 2 mais e
qualguer solucao pode ser obtida através da permutacdao com repeticao desses
elementos:

8! 8:7-6:5-4-3:-2-1 8-7 56
P'""' ++ — = — =—=28
6!2! 6-5-4-3-2-1-2-1 2 2

Sdo 28 solucdes inteiras Nndo negativas paraa equagaox +y +z = 6.

A saber:
0+0+6 1+0+5 2+0+4 3+0+3 4+0+2 5+0+1 6+0+0
O0+1+5 1+1+4 2+1+3 3+71+2 4 +7+1 5+1+0
0+2+4 1+2+3 2+2+2 3+2+1 4+2+0
0+3+3 1+3+2 2+3+1 3+3+0
O0+4+2 1+ 4 +1 2+4+0
O0+5+1 1+5+0
O0+6+0

Bom e como contextualizar uma situagao como essa? Vamos |a...

Vocé vai a uma loja de material escolar para comprar canetas e acaba comprando 6
canetas, na loja s6 havia canetas azuis, vermelhas e pretas. De quantas maneiras
diferentes pode ter sido feita a sua compra?

Nao sei se vocé percebeu, mas é exatamente o exemplo anterior...

Seja x quantidade de canetas azuis que vocé comprou, y a quantidade de canetas
vermelhas e z a quantidade de canetas pretas. Quando somarmos X, y e z, o total de
canetas compradas sera 6.

X+y+z=6

Nao podemos comprar uma quantidade negativa de canetas e precisamos comprar
uma quantidade inteira de canetas, por isso, as solugdes devem ser inteiras nao
negativas. O proximo passo € encontrar a permutacao com repeti¢cao associada a essa
equacdo, para isso transforme 6 em seis “bolinhas” e os dois “mais” da equacao
permanecem:

......++

Fazendo a permutacao com repeticao associada,

8! 8:-7:6:5-4-3:-2-1 8-7 56
P'""' ++ — = — =—=28
6!2! 6-5-4-3-2-1-2-1 2 2

Essa compra pode ter sido realizada de 28 maneiras distintas!
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Mas por que o nome desse contelddo € Combinacao Completa? Porque existe uma
formula que resulta exatamente nessa permutacdao com repeticdo. Como ela é muito
complicada para decorar, prefiro que vocé analise caso a caso e encontre a
permutacao com repeticdo associada. Mas se vocé é daqueles que tem facilidade para
decorar formulas, meta bronca e decore essa danadal!

_(n+p-1)!

Cenm) = ST = D1

Nesse exemplo, n = 3 tipos de canetas, p = 6 canetas compradas.

_(n+p-1)!

Cenm) = ST = D1

_(B+6-1! 8l
Coo) = 6!(3—1)! 6121

C8,2

c _8:7:6:5:4-3:2-1 8-7 56
8276.5.4-3:2-1-2-1 2 2

Exatamente igual ao que tinhamos feito com a permutacdo com repeticdo.

E se mudassemos um pouco a pergunta. E se agora, vocé tivesse comprado seis
canetas, mas comprou pelo menos uma de cada cor? Como ficaria a solugdo para esse
problema?

No exemplo anterior, utilizamos x +y + z = 6, mas naquele caso, x, y ou z poderiam ser
zero, ja aqui, nao. Entao precisamos reescrever essa equagao. Existe uma quantidade
a de canetas azuis compradas, além daquela que obrigatoriamente foi comprada,
existe uma quantidade v de canetas vermelhas compradas, além da obrigatoéria e
existe uma quantidade p de canetas compradas, além da obrigatdria. Sendo assim, a
nossa equacgao ficara:

@+N+v+T)+(p+1)=6

atv+p+3=06
a+tv+p=3

Esta Ultima equacao faz muito sentido. Afinal, se dentre as seis canetas compradas,
obrigatoriamente temos uma azul, uma vermelha e uma preta, sé podemos decidir a
cor das outras trés canetas que ainda ndo foram compradas. Por isso, ficamos com:

a+tv+p=3

Basta encontrarmos a permutacao com repeticdo correspondente. Lembre-se de
transformar as trés canetas em “bolinhas” e permanecer com os dois “mais” da
equacao:

...++

Temos 5 elementos, dos quais, 3 sao “bolinhas” e 2 sao “mais”™

5! 5-4-3-2-1 5-4 20

P ++ — —
312t 3-2-1-2-1 2 2

Existem 10 possibilidades para comprar seis canetas, sendo pelo menos uma de cada
cor.
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Vamos exercitar um pouco?

71. Uma fabrica possui 3 cores diferentes para pintar 6 carros iguais, cada um com uma
cor. De quantos modos isso pode ser feito?

72. Uma pessoa quer comprar 6 empadas numa lanchonete. Hd empadas de
camarao, frango, legumes e palmito.

a) Sabendo que podem ser compradas de zero a seis empadas de cada tipo, de
guantas maneiras distintas essa compra pode ser feita?

b) Sabendo que ele quer provar todos os sabores das empadas, de quantas maneiras
distintas essa compra pode ser feita?

73. De quantas formas podemos colocar 6 anéis iguais em 4 dedos?
74. Ha seis modos distintos de guardar dois cadernos iguais em trés gavetas, sao eles:

- guardar os dois na primeira gaveta;

- guardar os dois na segunda gaveta;

- guardar os dois na terceira gaveta;

- guardar um na primeira gaveta e o outro, na segunda;
- guardar um na primeira gaveta e o outro, na terceira; e
- guardar um na segunda gaveta e o outro, na terceira.

Qual o nu mero de modos distintos de guardar trés cadernos iguais em trés gavetas?

75. Calcule o numero de maneiras diferentes pelas quais podemos repartir uma duzia
de balas iguais entre trés criancas, de modo que cada uma receba pelo menos uma
bala.

76. Uma loja vende barras de chocolate de diversos sabores. Emm uma promocgao era
possivel comprar trés barras de chocolate com descontos, desde que essas fossem
dos seguintes sabores: ao leite, amargo, branco ou com améndoas. As trés barras
escolhidas podem ou nao ter sabores repetidos. Assim, um cliente para comprar as
trés barras na promogao podera escolher os sabores de n modos distintos. Qual o valor
den?

77. Uma pessoa dispde de balas de hortela, caramelo e coco, cada uma com apenas
um sabor. Ele pretende “montar” saquinhos com 13 balas cada, de modo que em cada
saquinho haja no minimo 3 balas de cada sabor. Um saquinho se diferencia do outro
pelas quantidades de balas de cada sabor. Sendo assim, quantos saquinhos diferentes
podem ser “montados”?

78. Um mercadinho tem 6 marcas diferentes de café no estoque. De quantas formas
uma compra de 8 pacotes de café pode ser feita?

79. De quantas maneiras podemos colocar 20 bolas da mesma cor em 5 caixas de
modo que nenhuma caixa fique vazia?
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80. (Enem 2017) Um brinquedo infantil caminhdo-cegonha é formado por uma
carreta e dez carrinhos nela transportados, conforme a figura.

°00°0 0% 0%

Interbits®

No setor de producdo da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita a pintura de
todos os carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. Sao
utilizadas as cores amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho € pintado apenas
com uma cor. O caminhdo-cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou que
em todo caminhao-cegonha deve haver pelo menos um carrinho de cada uma das
quatro cores disponiveis. Mudancga de posicao dos carrinhos no caminhao-cegonha
nao gera um novo modelo do brinquedo.

Com base nessas informacdes, quantos sdao os modelos distintos do brinquedo
caminhao-cegonha que essa empresa podera produzir?

Q CGA-

9 C9,3

@ C10,4-

o o*

0Q4°

167




QUESTAO
01

ALTERNATIVA

02

03

04

05

06

07

08

09

10

1

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

3]

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

Omb>mhmBO>nEmMmdOom>mio000oomO>mD®nO>0>>0ommomm

NDERSON

MATEMATICA

GABARITO

42 A
43 o
4t B
45 B
46 D
47 A
48 B
49 B
50 D
51 B
52 E
53 D
54 o
55 E
56 o
57 E
58 A
59 o
60 B
61 6
a) 24
62 b) Sim, 48
63 120
64 36
65 480
66 240
67 86400
68 240
69 72
70 14400
71 28
a) 84
72 b)) 10
73 84
74 10
75 55
76 20
77 15
78 1287
79 3876
80 B
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LISTA EXTRA - ANALISE COMBINATORIA

Principio Fundamental da Contagem, Permuta¢do Simples, Permutagdo com Repetigéo,
Permutacédo Circular, Arranjo Simples, Combinagdo Simples e Combinagdo Completa

81. (UFAL 2017) Sabe-se que um time de futebol de saldao é composto por quatro
jogadores e um goleiro. Sabe-se também que, de um grupo de 9 pessoas, trés jogam
apenas na posicdo de goleiro enquanto as demais jogam apenas se ndao forem
goleiros.

Considerando apenas duas posi¢des (ser ou ndo goleiro), de quantas formas distintas
é possivel formar um time?

12
15
18
30
45

QOO

82. (UFAL 2015) Para evitar a monotonia no ambiente de trabalho, um grupo de
funciondrios decidiu que, de tempos em tempos, iriam alterar a disposicao do
mobilidrio na sala em que trabalham. A sala é dividida em 8 espagos que sado
ocupados por: trés armarios distintos, trés mesas pessoais, um vaso de plantas e um
gelagua. Entretanto, todos concordaram que em pelo menos um dos lados da porta
sempre deve existir uma mesa e que o bebedouro sempre deve estar préximo a
janela. A figura mostra o /ayoutda sala, com os 8 espagos numerados para a
distribuicao pretendida.

Porta
6 7 8
Janela 1
5 9 3 p.

De quantas formas possiveis os funciondrios podem alterar a disposicdo do
mobilidrio da sala?

720

1440
2880
4320
8 640

PWOPOO
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83. (UFAL 2015) Quatro médicos e oito enfermeiros trabalham num Posto de Saude.

Quantas equipes diferentes com dois médicos e quatro enfermeiros podem ser
montadas para os plantdes?

76
280
420
1692
20160

OO

84. (UFAL 2019) Uma certa identificagdo ficticia € composta por dois tipos de
caracteres: letras (de um total de 26) e algarismos (de 0 a 9). Tais caracteres podem
ser combinados de qualquer forma, desde que totalizem 12, tal como
23ABTU2UPP3Z.

Quantas identificagdes diferentes que contenham a sequéncia 56AGRF podem ser
formadas?

5*36°¢
6*36°
7*36°-1
7*36°-1
(6*36)°-1

WOPOO

85. (UFGD 2019) Em um aquadrio, serdo colocados cinco peixes, cada um de uma cor.

Se ha oito opgdes de cores de peixes para serem escolhidas, quantas combinagdes
de cores de peixes podem ser formadas para esse aquario?

12.
24.
42.
56.
120.

(mECKOoXowX>)

86. (IADES 2019) Uma obra é composta por 3 ambientes. O projeto prevé que as
paredes de um ambiente devem ser pintadas sempre da mesma cor e cada um
desses ambientes possui cor diferente dos demais.

Sabendo que estdo disponiveis 5 cores diferentes de tinta, de quantas maneiras
diferentes o projeto podera ser executado?

15

60
30
45
20

WO
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87. (UFGD 2019) Laura levou na viagem 5 pares de sapatos (dois vermelhos, dois
pretos e um rosa), 5 saias (uma vermelha, trés pretas e uma rosa) e 5 camisas (uma
vermelha, trés brancas e uma rosa).

De quantas formas diferentes ela podera se vestir se ela sempre usa sapatos e saia
da mesma cor, mas nunca tudo da mesma cor?

0O 26.
0 30.
©® 34
® 38.
0 42

88. (FEMPERJ 2012) Num campeonato de futebol, todos os times jogaram entre si
duas vezes, em turno e returno. Houve 132 jogos.

O numero de times participando do campeonato era de:

8;
9;
10;
11;
12.

WOPOO

89. (INAZ 2019) Uma sorveteria estava dando desconto na compra de trés picolés,
mas teriam que ser nos sabores de morango, chocolate, tapioca ou acgai, sendo que
poderiam ser repetidos.

Uma familia que comprou os trés picolés, com o desconto, teria quantas maneiras
diferentes para escolher os sabores dos picolés?

0O 5.
0O 8.
® 16.
® 20.
0O 24

90. (FCC 2019) Ana e Beatriz sdo as Unicas mulheres que fazem parte de um grupo de
7 pessoas.

O numero de comissdes de 3 pessoas que poderdo ser formadas com essas 7
pessoas, de maneira que Ana e Beatriz ndo estejam juntas em qualquer comissao
formada, é igual a

20.
15.
30.
18.
25.

WOV
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91. (FCC 2019) Os quatro funcionarios de uma reparticao trabalham cada um em uma
mesa, todos na mesma sala. O chefe da reparticdo determinou que os funcionarios
trocassem de mesa entre si.

Os funciondrios podem ser realocados na sala de modo que nenhum funcionario
passe a ocupar a mesa que ocupava antes da realocagéo

de 4 maneiras diferentes.
de 24 maneiras diferentes.
de 9 maneiras diferentes.
de 6 maneiras diferentes.
de 12 maneiras diferentes.

WOPOO

92. Uma determinada secretaria municipal conta com dois assessores (Al e A2) e
cinco supervisores (S1, S2, S3, S4 e S5). Deseja-se formar uma comissao formada por
quatro membros, pelo menos um dos quais deve ser um assessor e os demais,
supervisores. Ainda, se Al for membro da comissao, S1 ndo deve ser.

Nessas condi¢des, podem ser formadas

15 comissodes diferentes.
30 comissOes diferentes.
20 comissoes diferentes.
44 comissoOes diferentes.
60 comissdes diferentes.

OO

93. (FEPESE 2019) Em um grupo de 10 funcionarios de uma empresa, trés falam inglés
fluentemente e os outros ndo sabem inglés.

De quantos modos diferentes pode-se formar uma equipe com 4 destes
funciondrios, de maneira que ao menos um dos escolhidos saiba falar inglés
fluentemente?

Menos do que 300

Mais do que 300 e menos que 350
Mais do que 350 e menos que 400
Mais do que 400 e menos que 450
Mais do que 450

mYCROXw>)

94. (FEPESE 2019) Durante a programacao didria de um canal de televisdao, os
intervalos sdo preenchidos com 6 comerciais diferentes. A cada intervalo, os seis
comerciais sdo apresentados, mas sempre em ordem diferente e uma ordem néo é
repetida até que todas as outras possiveis ordens tenham sido apresentadas.

Apos quantos intervalos, no minimo, todas as possiveis ordens dos comerciais terdo
sido apresentadas?

Mais do que 800

Mais do que 750 e menos que 800
Mais do que 700 e menos que 750
Mais do que 650 e menos que 700
Menos do que 650

WOPOO
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95. Um pais utiliza placas com 3 algarismos e 2 letras para identificar as motos em
circulacdo. Devido ao esgotamento das possiveis placas distintas, o pais decide
substituir um dos algarismos por letras, sendo que as placas passam a contar com 2
algarismos e 3 letras. Assim, todas as placas antigas, com 3 algarismos e 2 letras sdo
recolhidas.

Considerando que as letras sdao escolhidas em um alfabeto com 23 letras, quantas
placas a mais ficardo disponiveis com a mudancga de 3 algarismos e 2 letras para 2
algarismos e 3 letras?

Mais que 685.000

Mais que 670.000 e menos que 685.000
Mais que 655.000 e menos que 670.000
Mais que 640.000 e menos que 655.000
Menos que 640.000

OO

96. (FADESP 2019) Em um ficticio pais K, a identificacdo das placas dos veiculos é
constituida por duas das 26 letras do alfabeto e quatro algarismos de zero a nove,
sendo que as duas letras devem sempre estar juntas, como nos exemplos abaixo.

Hxvzsoﬂa 2xv507 @ 25xY07 | f§250XY7 | §2507XY]

A quantidade maxima de placas do pais K que ndo possuem letras repetidas nem
algarismos repetidos é igual a

33.800.000.
16.380.000.
10.280.000.
6.760.000.
3.276.000.

VOO

97. (IADES 2019) Suponha que, no Conselho Federal de Farmacia, trabalhem 5
analistas de tecnologia da informag¢do. Uma nova rede de computadores sera
projetada e implementada para modernizacdo dos processos. Para tanto, sera
montada uma equipe com 4 analistas, sendo 2 responsdaveis unicamente por projetar
a rede e outros 2 responsaveis unicamente por instalar e configurar a rede.

Quantas equipes distintas podem ser formadas para a execugao da tarefa?

20
40
35
30
25

(mYCKOXwX>)
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98. (IADES 2019) Geraldo tem 4 porta-arquivos de mesa de cores diferentes (azul,
verde, amarelo e vermelho) para organizar os processos administrativos da prépria
reparticdo. Ele pretende colocar os porta-arquivos lado a lado sobre uma
escrivaninha.

De quantas maneiras diferentes ele pode organizar esses porta-arquivos?

36
12
24
48
8

WOPOO

99. (IFMS 2019) A partir de 2018, o Brasil modificou o formato das placas de veiculos;
seguindo uma determinacdo acordada pelos paises do Mercosul. A principal
mudancga esta no padrao visual, que sera sempre com fundo branco e uma faixa azul
na parte superior. A sequéncia de letras e nUmeros também foi alterada. O sistema
atual, com trés letras e quatro numeros (BAF-0007), foi substituido por quatro letras
e trés numeros, conforme exemplos a seguir.

5

... BRASIL [

Fonte: https://veja.abril.com.br/economia/novo-modelo-de-placa-de-camro-com-chip-comeca-a-valer-em-2018/
Acesso em: 15/11/2018.

As alteragdes no sistema de emplacamento permitirdo a criagdo de um cadastro
veicular compartilhado pelos paises do Mercosul, dificultando a falsificacdo de placas
e aumentando a quantidade de placas possiveis de serem criadas. Admitindo-se
todas as possibilidades placas atuais que comegam com quatro letras e em seguida
possuem trés algarismos, a taxa de aumento em relagdo a quantidade possivel de
placas no sistema antigo é?

10 vezes mais placas.

26 vezes mais placas.
0,38461538 vezes mais placas.
2,6 vezes mais placas.

O dobro de placas.

LOPOO
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100. (UFGD 2016) Uma escola de samba tem seis carros alegdéricos a serem
apresentados em fila na avenida de uma cidade. A ordem de apresentacao sera
decidida por uma comissdo que avaliara todas as possiveis ordenacdes dos carros na
fila.

Quantas ordenacdes diferentes sdo possiveis?

210.

360.
530.
660.
720.

WOPOO

101. (INAZ 2019) Um professor de Matematica, em sua primeira aula do ano, resolveu
presentear dois alunos com um jogo de esquadros para usarem nas aulas de
Geometria. Para isso, primeiro sorteou dez alunos e entre os dez, ganhariam aqueles
que soubessem resolver a seguinte problematica proposta por ele: “De quantas
maneiras eu posso escolher dois alunos entre vocés dez para presentear com o jogo
de esquadro? ".

Quem foram os alunos que ganharam o presente?

ivila e Kaleu, que responderam: “45 maneiras”.
Pedro e Miguel, que responderam: “60 maneiras”.
Cris e Lucas, que responderam: “75 maneiras”.
Gaspar e Hanna, que responderam: “90 maneiras”.
Vitor e Jamilly, que responderam: “120 maneiras”.

QOO

102. Um restaurante serve trés tipos de refeicdes executivas. De quantas maneiras
um grupo de analistas pode comprar seis refeicdes executivas?

120
216
28
60
18

(mYCKOXowX>)

103. Uma equipe com seis analistas deve ser formada a partir de um grupo de dez
analistas previdenciarios (entre eles Marcos e Gabriel).

O numero total de equipes que se pode formar, se Marcos e Gabriel devem
necessariamente fazer parte, é:

60.
35.
70.
65.
90.

WO
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104. (FADESP 2018) Oito criangas sao dispostas em duas rodas em salas A e B, cada
roda com 4 [quatro] criancas.

O numero de modos diferentes de dispor as 8 [oito] criangas é

40320.
70.
630.
2520.
5040.

OO

105. (UERR 2018) Sabendo que cada anagrama da palavra IPERON é uma ordenagao
das letras |, P, E, R, O, N.

A probabilidade de ser sorteado um anagrama da palavra IPERON e se obter as trés
vogais separadas sera:

1,25%.
0,25%.
10%.
12,5%.
25%.

QOO

106. (IFGO 2018) Num processo seletivo para o cargo de assistente administrativo de
uma empresa multinacional, & necessario que o candidato fagca um teste objetivo,
respondendo a cinco questdes, assinalando, para cada uma, uma uUnica opg¢ao

2"

escolhida entre “sim”, “ndo” e “talvez”.

Dessa forma, de quantas maneiras distintas esse teste podera ser respondido?

O 243 maneiras.
® 167 maneiras.
® 201 maneiras.
® 155 maneiras.

107. (UFES 2018) Uma estante de uma biblioteca contém 5 livros: V, W, X, Y e Z, que
sdo arrumados do jeito usual, isto €, um ao lado do outro, em pé e com a lombada
visivel.

O numero de maneiras possiveis de arruma-los, de modo que os livros V e W fiquem
sempre juntos, é

40
42
44
46
48

WO
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108. (CESPE 2018) Sete pessoas se dirigem para formar uma fila em frente ao unico
caixa de atendimento individual em uma agéncia bancaria. Dessas sete pessoas,
quatro sdo idosos. Um servidor da agéncia devera organizar a fila de modo que os
idosos sejam atendidos antes dos demais.

Nessa situagdo, a quantidade de maneiras distintas de se organizar a fila é igual a

5.040.
720.
576.
288.
144.

WOPOO

109. (CESPE 2018) Se 7 kg de feijao forem distribuidos para até quatro familias, de
modo que cada uma delas receba um numero inteiro de quilos, entdo, nesse caso, a
quantidade de maneiras distintas de se distribuirem esses 7 kg de feijdo para essas
familias sera igual a

0O 30.
O 120.
® 330.
® 820.
6@ 1.320.

110. (IDECAN 2018) Para uma excursdao ao museu, foram selecionados 8 meninos e 10
meninas. A coordenagcdo da escola achou prudente formar uma comissdo de
lideranga entre os estudantes selecionados, sendo que seriam escolhidos 2 meninos
e 3 meninas.

Quantas comissdes podem ser formadas?

0O Aps. As:
O Aozt As:
® Cios.Cs2
® Cios+Cs2

111. (IDECAN 2018) Uma equipe mista de vélei de quadra amador conta com um
plantei de 15 jogadores, sendo 8 mulheres e 7 homens.

Considerando que todos os jogadores podem jogar em todas as posicdes, a
quantidade de equipes distintas que se pode formar com exatamente 3 homens e 3
mulheres é de

1960.
1920.
1980.
1950.
1990.

WO
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12. (CPII) Abrao, Arao, Calebe, Davi, Eli, Isaque, Ismael e Israel sdo 8 irmaos. Eles tém
um cofre em sua casa e decidiram criar uma senha para o cofre com 8 letras,
utilizando a letra inicial de cada um de seus nomes, na quantidade exata em que
aparecem. Por exemplo, AACDEIIl e uma senha valida e ACDDEEII ndo o é.

O total de senhas distintas possiveis é

O 1.680.
O 3.360.
® 6.720.
® 40.320.

13. (UECE 2018) Os colaboradores de uma empresa sao identificados com uma senha
formada por trés algarismos sendo exatamente dois destes algarismos iguais. Por
exemplo: (003) e (030) sdao senhas diferentes.

O numero de senhas que podem ser criadas é

0O 135.
0 90.
® 270.
® 180.

4. (UFAL 2017) Para promover uma discussao com sete alunos e o tutor da disciplina,
um professor arrumou a sala como mostra a figura.

Porta -

PP
A 1
Coa®

Se o tutor sentar em uma cadeira ao lado da mesa do professor, de quantas formas
distintas ele e os alunos podem ser distribuidos nas cadeiras a eles destinadas?

0 5040

® 10 080
® 40 320
® 80 640
@ 181440
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115. (UFG 2016) Em um certo site da internet, qualquer link clicado pelo leitor sempre
o conduz a outra pagina diferente das demais, que contém sempre dois links.
Dependendo dos links que o leitor clicar, ele faz uma sequéncia de leitura diferente.
Por exemplo, na pagina inicial, ha os links “Viagens” e “Cultura”. Se ele clicar em
“Cultura”, na proxima pdagina encontrara os links “Comidas” e “Tradigdes”.
Considere um leitor que, a partir da pagina inicial desse site, faz 10 cliques, sempre
escolhendo um link de cada pagina.

Quantas sequéncias de leitura diferentes ele podera fazer?

Q 210
O 102
® 210
® 10

116. (FGV 2018) Helena entra em uma sorveteria que oferece sorvetes de 8 sabores
diferentes. Helena deseja escolher uma casquinha com duas bolas de sorvete nao
necessariamente de sabores diferentes. A ordem em que as bolas forem colocadas
na casquinha nao fara a escolha de Helena ser diferente.

O numero de maneiras de Helena escolher sua casquinha é

O 64
® 56.
® 36.
® 28
Q@ 16

17. (CPIl 2017) Uma pizzaria oferece a seus clientes 8 sabores distintos, sendo 6
salgados e 2 doces, que podem ser utilizados numa mesma pizza. Um cliente pediu
uma pizza de 4 sabores distintos, com apenas um deles doce.

A quantidade de maneiras distintas com que ele pode fazer o pedido é de

40.
80.
120.
240.

[CYORwX>
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118. (FGV 2018) Manoel possui tintas de 5 cores diferentes e deve pintar a bandeira
abaixo de forma que cada regido sera pintada com uma unica cor e duas regides
vizinhas ndo podem ter a mesma cor.

O numero de maneiras diferentes que Manoel pode pintar essa bandeira é

120.
180.
240.
360.
720.

WO@OO

119. (Enem 2018) O Saldao do Automoével de Sao Paulo é um evento no qual varios
fabricantes expdem seus modelos mais recentes de veiculos, mostrando,

principalmente, suas inovacdes em design e tecnologia.
Disponivel em: http://gl.globo.com. Acesso em: 4 fev. 2015 (adaptado).

Uma montadora pretende participar desse evento com dois estandes, um na entrada
e outro na regido central do saldo, expondo, em cada um deles, um carro compacto
e uma caminhonete. Para compor os estandes, foram disponibilizados pela
montadora quatro carros compactos, de modelos distintos, e seis caminhonetes de
diferentes cores para serem escolhidos aqueles que serdo expostos. A posicdo dos
carros dentro de cada estande é irrelevante.

Uma expressado que fornece a quantidade de maneiras diferentes que os estandes
podem ser compostos é

0 Al

® Cjy

® CﬁxCéxeZ
(D] A‘21><A(25><2><2
@ CZxC2
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120. (Enem 2016) O ténis é um esporte em que a estratégia de jogo a ser adotada
depende, entre outros fatores, de o adversario ser canhoto ou destro. Um clube tem
um grupo de 10 tenistas, sendo que 4 sdo canhotos e 6 sdo destros. O técnico do
clube deseja realizar uma partida de exibicdo entre dois desses jogadores, porém,
ndo poderao ser ambos canhotos.

Qual o nimero de possibilidades de escolha dos tenistas para a partida de exibicao?

o0 4
2Ix8! 2Ix 2!
10! 4!

0 —_=
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10!
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GABARITO - LISTA EXTRA

QUESTAO  ALTERNATIVA

81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
10
m
12
13
14
15
116
n7
18
119
120
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PROBABILIDADE

INTRODUCAO

Antes de chegarmos ao conceito de PROBABILIDADE, precisamos
conhecer um pouco sobre alguns termos imprescindiveis.
Conversaremos, inicialmente, sobre dois tipos de experimentos, 0s

deterministicos e os aleatdrios.
EXPERIMENTOS DETERMINISTICOS

Vocé sabe 0 que sao experimentos deterministicos?

Considere um cubo feito de madeira em que todas as faces sao
pintadas de roxo. Ao langarmos esse cubo sobre uma mesa, qual serd a
cor da face voltada para cima? Com certeza a cor sera roxo. Se todas as
faces sao roxas, nao ha outra possibilidade para o que vamos encontrar
quando o cubo for lancado. Sendo assim, estamos diante de um
experimento deterministico: sabemos exatamente qual serda o
resultado do nosso experimento. SO para descontrair um pouco, ja Viu
experimento mais deterministico do que quando uma mae fala alguma
coisa? kkkk Sempre que ela fala, acaba acontecendo! Assim sao os
experimentos deterministicos, ja sabemos tudo que vai acontecer, e
antes mesmo de acontecer, ja sabemos qual sera o resultado do
experimento!

Um outro exemplo de experimento deterministico € uma moeda em
qgue ambos os lados sao “cara”, se vocé lancar a moeda, com certeza, ao
olhar para a face voltada para cima vocé vera a “cara” e mesmo antes
de lancar a moeda, vocé sabe que obtera uma cara.

C ARA
L1777 //I‘

O Experimento Deterministico é aquele que sabemos exatamente
qual sera o resultado obtido no experimento.
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EXPERIMENTOS ALEATORIOS

Agora, imagine um cubo semelhante ao do exemplo anterior, mas
dessa vez, duas faces opostas estao pintadas de azul, duas outras faces
opostas pintadas de verde e finalmente, as duas faces opostas restantes
pintadas de amarelo. Ao jogarmos esse cubo sobre a mesa, qual sera a
cor da face voltada para cima?

Bom, neste caso, sabemos quais sao todas as possiveis cores que
podemos obter, ou a face voltada para cima sera verde ou sera amarela
ou sera azul, mas nao sabemos exatamente o resultado para o nosso
experimento. Temos uma ideia do que é possivel acontecer, mas nao
sabemos o que vai acontecer.

Suponha que na primeira vez que lancamos a cor da face voltada para
cima foi azul, decidimos entdo lancar uma segunda vez e a cor foi azul
novamente, lancamos uma terceira vez e surpreendentemente a cor foi
azul de novo, fizemos isso por nove vezes e em todas as nove vezes a
cor foi azul. Ai eu te pergunto e na décima vez? Qual serd a cor? Ficamos
tentados a responder azul, mas quem garante que no décimo
lancamento teremos uma face azul voltada para cima mais uma vez?
Continuamos com trés possibilidades para a cor da face voltada para
cima, mesmo nos nove lancamento anteriores obtendo azul, o décimo
lancamento pode nos fazer obter qualquer uma das cores: azul, verde
ou amarelo.

Sendo assim, o que é um experimento aleatdrio?

O Experimento Aleatoério ¢ aquele que mesmo sendo repetido sob as
mesmas condicdes, do mesmo modo, nao conseguimos ter a certeza
absoluta do que sera obtido como resultado para o experimento.
Temos uma ideia do que € possivel acontecer, mas nao podemos
garantir que serd aquele resultado especifico.

Apesar de nao garantirmos qual sera o resultado, no experimento
aleatdrio, € possivel elencar todos os possiveis resultados, os quais serao
reunidos em um conjunto denominado Espaco Amostral.

/anderson_gleryston o /andersonglerystonmatematica
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ESPACO AMOSTRAL

Espaco amostral € o conjunto que redne todos os possiveis resultados
para um experimento aleatdrio.

Por exemplo, se lancarmos um dado honesto, qual serd o numero que
esta na face voltada para cima?

P

Inicialmente, classificamos este experimento como sendo aleatorio,
uma vez que sabemos que a face voltada para cima podera ser a que
contém o numerolouaquecontémo2ouo3ouo4ouo5ouo6. Mas
Nnao sabemos com exatidao o numero que vamos obter como resultado
do experimento. Desse modo, dizemos que o Espaco Amostral (S) desse
Experimento Aleatdrio tem seis elementos, S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Nesse caso, dizemos que o Espaco Amostral é equiprovavel, pois cada
um dos seis resultados possiveis tem a mesma probabilidade de

acontecer.

E se ao invés de lancarmos um unico dado, lancarmos dois? Qual sera
a soma dos numeros encontrados nas faces voltadas para cima?

P \%/T.T/\

L—

Mais uma vez, classificamos este experimento como sendo aleatorio,
sabemos quais sao os resultados possiveis para a soma dos dois
NnUmeros, Mmas nNao podemos garantir o resultado que sera obtido. O
espaco amostral aqui sera dado por S =1{2, 3, 4,5, 6, 7,8,9,10, 11,12}, veja
gue a menor soma possivel (1 + 1= 2) sera obtida quando no dado roxo,
na face voltada para cima estiver o numero 1 e no dado laranja, na face
voltada para cima estiver o numero 1. Analogamente, a maior soma
possivel (6 + 6 = 12) sera obtida quando no dado roxo, na face voltada
para cima estiver o numero 6 e no dado laranja, na face voltada para
cima estiver o numero 6. Os demais casos serao intermediarios.
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Observe, no entanto, que o espaco amostral obtido com esse
experimento NAO é equiprovadvel. Ou seja, as somas nao possuem

sempre a mesma probabilidade de acontecer.

Como podemos ver, no esquema acima:

A soma dois so pode ser obtida de T maneira;
A soma trés pode ser obtida de 2 maneiras;

A soma quatro pode ser obtida de 3 maneiras;
A soma cinco pode ser obtida de 4 maneiras;
A soma seis pode ser obtida de 5 maneiras;

A soma sete pode ser obtida de 6 maneiras;
A soma oito pode ser obtida de 5 maneiras;

A soma nove pode ser obtida de 4 maneiras;
A soma dez pode ser obtida de 3 maneiras;

A soma onze pode ser obtida de 2 maneiras;
A soma doze s6 pode ser obtida de T maneira.

Assim a soma mais provavel de ser obtida € a soma sete enquanto que
as somas dois e dozes sao as menos provaveis de ser obtidas. Dali,
constata-se que no espaco amostral acima os elementos possuem

diferentes probabilidades de acontecer.

Podemos transformar esse espaco amostral ndo equiprovavel em um
gue € equiprovavel, devemos procurar eventos que possuem a mesma

probabilidade de ocorrer.
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Esse novo espaco amostral possui 36 elementos e cada um deles tem a
mesma probabilidade de acontecer. Sair (1, 1) tem a mesma
probabilidade de sair (6, 3). Sair a soma 2 nao tem a mesma
probabilidade de sair a soma 9.

E importante perceber a diferenca entre espacos amostrais
equiprovaveis e espacos amostrais Nao equiprovaveis, ja que o conceito
de probabilidade é estabelecido primordialmente sobre espacos

amostrais equiprovaveis!
EVENTO

Popularmente dizemos que evento € o que queremos que aconteca
em um experimento aleatdrio, matematicamente, evento é um
subconjunto do espaco amostral. Para tanto, selecionamos alguns
elementos do espaco amostral e formamos um novo conjunto,
chamado evento.

Se quisermos obter a soma 5 com os numeros das faces voltadas para
cima no lancamento dos dois dados, precisamos selecionar os
resultados cuja soma da 5 no espaco amostral para criarmos o evento:

(1,1); (1,2); (1,3); (1,4); (1,5); (1,6);
(2,1); (2,2); (2,3); (2,4); (2,5); (2,6);
(3,1); (3,2); (3,3); (3,4); (3,5); (3,6);
(4,1); (4,2); (4,3); (4,4); (4,5); (4,6);
(5,1); (5,2); (5,3); (5,4); (5,5); (5,6);
(6,1); (6,2); (6,3); (6,4); (6,5); (6,6)

Sendo assim, o Evento (E) possuira 4 elementos e sera dado por
E={(1,4); (2 3); (3,2); (41}
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PROBABILIDADE

Mas e ai? Qual o conceito de probabilidade?

Dizemos que a PROBABILIDADE de um evento ocorrer nada mais € do
qgue a divisao da quantidade de elementos que o conjunto EVENTO
possui pela quantidade de elementos que o conjunto ESPACO
AMOSTRAL possui, desde que o espaco amostral seja equiprovavel.
Podemos dizer também que a probabilidade é dada pela razao entre a
qguantidade de casos favoraveis pela quantidade de casos possiveis,
sempre em espacos amostrais equiprovaveis.

s L
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No exemplo que estamos abordando, qual a probabilidade da soma dos
numeros contidos nas faces voltadas para cima dos dois dados

lancados ser 5?

Analisando o espaco amostral equiprovavel gerado pelo experimento
aleatdrio, vemos que estamos diante de 36 elementos equiprovaveis,
dentre os quais, quatro compdem o evento:

((1,1); (1,2); (1,3); (1,4); (1,5); (1,6);
(2,1); (2,2); (2,3); (2,4); (2,5); (2,6);
(3,1); 3,2); (3,3); (3,4); (3,5); (3,6);
(4,1); (4,2); (4,3); (4,4); (4,5); (4,6);
(5,1); (5,2); (5,3); (5,4); (5,5); (5,6);

\(6,1); (6,2); (6,3); (6,4); (6,5); (6,6)/

%)
I

Sendo assim, a probabilidade da soma dos numeros contidos nas faces
voltadas para cima dos dois dados lancados ser 5 sera dada por:

4 1
P 5 =—==-=0,1111 = 11,119
(soma 5) 36 -9 %o
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Quando a probabilidade de um evento acontecer € de 0%, dizemos que
o evento €& impossivel de acontecer. Por outro lado, quando a
probabilidade de um evento ocorrer € de 100%, dizemos que o evento
€ certo. A probabilidade de um evento acontecer deve estar sempre
entre 0% e 100% inclusive, nao existem probabilidades negativas nem
probabilidades maiores que 100%.

PROBABILIDADE DE UM EVENTO COMPLEMENTAR

Dizemos que dois eventos disjuntos A e A' sao complementares
guando a soma da probabilidade de A acontecer com a probabilidade
de A’ acontecer é igual a 100%. (Lembre-se que 100% =100/100 =1).

T
P(A)+P(4") =1
ou
P(4") = 1 - P(4)

Vejamos um exemplo em que inicialmente usaremos a definicao
classica de probabilidade e em seguida usaremos a probabilidade de
um evento complementar...

Qual a probabilidade de no lancamento de um dado honesto nao sair
o numero 5?

O espaco amostral equiprovavel para esse experimento aleatdrio sera
S=1{1,2, 3, 4,5, 6}, com seis elementos, ou ainda, seis casos possiveis.

O eventosera E=S={], 2, 3, 4, 6}, com cinco elementos, ou ainda, cinco
casos favoraveis.

A probabilidade de sdao sair o numero 5 sera dada por:

5
P(ndo sair cinco) = <

Essa probabilidade poderia ter sido encontrado através do conceito de
eventos complementares, ou seja, a probabilidade de nao sair o
NnUmero cinco é 100% menos a probabilidade de sair o numero cinco.

P(nio sair cinco) = 1 — P(sair cinco)

5
P 3 [ [ = 1 _——_—= =
(nao sair cinco) c=¢
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PROBABILIDADE CONDICIONAL

Na probabilidade condicional, devemos atentar para o espaco amostral
que € alterado a medida que algumas condi¢des sao impostas. Sendo
assim, a probabilidade do evento ocorrer vai sendo modificada de
acordo com essas condicoes.

Por exemplo, qual a probabilidade de no lancamento de um dado sair
O NUmero 3, sabendo que o numero que esta na face voltada para cima
é impar?

Inicialmente, pensamos que o espaco amostralé S={1, 2, 3, 4, 5, 6} tendo
seis elementos, o que nao € verdade, uma vez que sabemos que o
numero da face voltada para cima € impar. Essa condi¢cao imposta
restringe o espaco amostral para S' = {1, 3, 5} passando a ter apenas trés
elementos e o evento é E = {3}. Desse modo, a probabilidade de no
lancamento de um dado sair o numero 3, sabendo que o numero da
face voltada para cima ja é impar sera dada por:

P(3|impar) = %
Vocé deve ter estranhado a notacao que utilizamos P(A|B), mas ela
significa a probabilidade de um evento A acontecer, dado que um B ja
ocorreu. No nosso exemplo, A é sair o numero 3 e B é sair um ndmero
impar. A probabilidade de sair o numero 3, sabendo que o numero que
saiu é impar é 1/3.

PROBABILIDADE DE EVENTOS INDEPENDENTES

Dizemos que dois eventos A e B sdao independentes, quando a
probabilidade de A ocorrer nao depende, nem ¢é alterada pela
ocorréncia de B. Sendo assim, a probabilidade de que A e B acontecam
€ dada pela multiplicacao de suas probabilidades individuais:

P(AeB) = P(A) x P(B)

Qual a probabilidade de ao langarmos dois dados, no dado roxo sair o
NnUmero 2 e no dado laranja sair o numero 5?

A probabilidade de sair o niUmero 2 no roxo é de 1/6 e ela ndo interfere
nem é interferida pela probabilidade de sair o numero 5 no laranja que
é de 1/6, dai a probabilidade de que no dado roxo saia 0 nimero 2 e no
dado laranja saia o nUmero 5 é de 1/36:

1 1 1
P(AeB)=PA)XPB)==X—-—=—
(AeB) = PUA) X P(B) = X ===
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PROBABILIDADE DA UNIAO DE EVENTOS

Quando existem elementos comuns a dois eventos A e B, eles sao
contabilizados tanto na probabilidade de A acontecer, quanto na
probabilidade de B acontecer, por isso, qguando queremos calcular a
probabilidade de A ou B acontecer, precisamos subtrair a probabilidade
da intersecao para que ela nao seja contabilizada duas vezes. Vimos
uma situagao bem semelhante em conjuntos, ocasiao em que
utilizamos a técnica do BOTA e TIRA. Bota a probabilidade de A, bota a
probabilidade de B e retira a probabilidade de intersecao de A e B.

P(AouB) = P(A) + P(B) — P(A e B)

Qual a probabilidade de retirarmmos uma carta de um baralho e ela ser
um A ou uma carta de copas?

4 i 2 a é&a?&&h&h&h&%&&'@%&
» I )
* » LRI AR P
1 O It it i) ot et it
4 e [ e %00%0%0020’0%0‘0%00
N . IR :0:
IR IR KRS RS R s RS Rk s KR S|
4 s v e fvvolvevfveol[veoelilvelve
v v vy
L 4 L 4 v VYVy| VY| vy L 4
A A A
o A sl A sl A asaayaayaayaaya sy
A AN ﬁooiooholo‘o%o‘o%oa%
N N A [aa|aalan 343
1 vy vvervefvev vy

Um baralho tem 52 cartas, ou seja, o espaco amostral tem 52 elementos.

Seja A o evento sair um A, temos quatro possibilidades para o evento: A
de paus, A de ouros, A de copas e A de espadas, logo P(A) = 4/52. Agora,
seja C o evento sair uma carta de copas, temos 13 possibilidades, logo
P(C) =13/52. Na intersecdo desses eventos, existe apenas o A de Copas,
logo P(A e C) =1/52. Dai,

P(AouC) = P(A) + P(C) — P(AeC)

PLAouc) =+ 13 1
(Aoul) = +55-5;
PAouc) =0- 203077 = 3077%
(Aoul) =57 =73=0, = 3077
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PROBABILIDADE BINOMIAL

Fernando pratica tiro esportivo e acerta o alvo em 90% dos tiros que
desfere. Ele atirara ao alvo 3 vezes. Assuma que os resultados dos trés
tiros sao independentes entre si.

Qual a probabilidade de acertar o alvo em exatamente 2 dos 3 tiros?
Para pensar nesse problema, vamos dividi-lo em pequenas partes:

Se ele acertar 2 vezes o alvo, quantos tiros significa que ele precisa
errar? Ele precisa errar 1 tiro!

Qual a probabilidade de ele acertar os dois primeiros tiros e errar o
terceiro?
P(acertar, acertar, errar) = 0,9 x 0,9 x 0,1 = 0,081 = 8,1%

Observe que “Acerto, acerto, erro” nao € a Unica maneira que Fernando
pode acertar 2 tiros em 3 tentativas.

Qual a probabilidade de ele acertar o primeiro tiro, errar o segundo e,
em seguida, acertar o terceiro?
P(acertar, errar, acertar) = 0,9 x 0,1 x 0,9 = 0,081 = 8,1%

Perceba que Fernando também poderia acertar 2 tiros se seus
resultados fossem “erro, acerto, acerto”.

Qual a probabilidade de ele errar o primeiro tiro e acertar os seus
proximos 2 tiros?
P(errar, acertar, acertar) =0,1x 0,9 x 0,9 = 0,081 = 8,1%

Perceba que a quantidade de possibilidades de acertar exatamente 2
tiros dentre os 3 € dada por uma permutagao com repeticao:

N¢ de possibilidades = 2?—; = 3 que sao (AAE, AEA, EAA).
3! Refere-se ao total de experimentos, 2! a quantidade de acertos e 1! a
guantidade de erros.

Reunindo as informacdes obtidas, teremos que a probabilidade de
acertar 2 dos 3 tiros é

acertar 2 dos 3

P( =P(A A E)+P(A E A) +P(E, A A)
P(acertar 2 dos 3
P(

P(

=09x09x01+09x0,1x09+0,1x09x0,9
=3x(0,9)2x (O,1)!
= 0,243 = 24,3%

acertar 2 dos 3
acertar 2 dos 3

_— — — —
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Generalizando, a partir do problema anterior, vimos que ordens
diferentes do mesmo resultado tém a mesma probabilidade, sendo
assim, podemos construir uma férmula para esse tipo de problema,
gue € chamado de modelo binomial. Um problema de probabilidade
binomial tem as seguintes caracteristicas:

e Um numero fixo de experimentos;

e Cada experimento deve ser classificado como “sucesso” ou
“fracasso””;

e A probabilidade de obter sucesso é a mesma para cada
experimento;

e Osresultados para cada experimento sao independentes entre si.

Sendo assim, a nossa estratégia para montar a expressao que Nnos
permite calcular uma probabilidade binomial sera:

obter exatamente

S sucessos e _nl y (probabilidade)s y <pr0babilidade)f
f fracassosemn | s! f! de sucesso de fracasso
experimentos

Tomando como base o exemplo anterior, sao 3 experimentos (tiros),
acertar o alvo é o sucesso, que tem probabilidade de 90% e errar o alvo
€ o fracasso, que tem probabilidade de 10%, como Fernando que acertar
exatamente 2 tiros, eleira errar1,logo,s =2 e f=1, montando a expressao,
teriamos:

3!
P(acertar 2 eerrar 1) = TETRS (0,92 x (0,1)!

P(acertar 2eerrar1) =3 x 0,81 x 0,1
P(acertar 2 e errar 1) = 0,243

P(acertar 2 e errar 1) = 24,3%

Vamos praticar?
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1. (Enem 2018) Para ganhar um prémio, uma pessoa devera retirar, sucessivamente e
sem reposic¢ao, duas bolas pretas de uma mesma urna.

Inicialmente, as quantidades e cores das bolas sao como descritas a seguir:

- Urna A — Possui trés bolas brancas, duas bolas pretas e uma bola verde;
- Urna B — Possui seis bolas brancas, trés bolas pretas e uma bola verde;
- Urna C — Possui duas bolas pretas e duas bolas verdes;

- Urna D — Possui trés bolas brancas e trés bolas pretas.

A pessoa deve escolher uma entre as cinco opgdes apresentadas:

- Opgao 1- Retirar, aleatoriamente, duas bolas da urna A;

- Opgao 2 — Retirar, aleatoriamente, duas bolas da urna B;

- Opcao 3 - Passar, aleatoriamente, uma bola da urna C para a urna A; apods isso, retirar,
aleatoriamente, duas bolas da urna A;

- Opgao 4 - Passar, aleatoriamente, uma bola da urna D para a urna C; apos isso, retirar,
aleatoriamente, duas bolas da urna C;

- Opcgao 5-Passar, aleatoriamente, uma bola da urna C para a urna D; apds isso, retirar,
aleatoriamente, duas bolas da urna D.

Com o objetivo de obter a maior probabilidade possivel de ganhar o prémio, a pessoa
deve escolher a opgao

(ANR
02
® 3.
® 4.
Qs

2. (Enem 2018) Um rapaz estuda em uma escola que fica longe de sua casa, e por isso
precisa utilizar o transporte publico. Como € muito observador, todos os dias ele anota
a hora exata (sem considerar os segundos) em que o &nibus passa pelo ponto de
espera. Também notou que nunca consegue chegar ao ponto de 6nibus antes de
6h15min da manha. Analisando os dados coletados durante o més de fevereiro, o qual
teve 21 dias letivos, ele concluiu que 6h21min foi 0 que mais se repetiu, e que a
mediana do conjunto de dados é 6h22min.

A probabilidade de que, em algum dos dias letivos de fevereiro, esse rapaz tenha
apanhado o 6nibus antes de 6h21min da manha é, no maximo,

@ ©0 ®© © ©
|
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3. (Enem PPL 2018) O gerente de uma empresa sabe que 70% de seus funcionarios
sdao do sexo masculino e foi informado de que a porcentagem de empregados
fumantes nessa empresa é de 5% dos homens e de 5% das mulheres. Selecionando,
ao acaso, a ficha de cadastro de um dos funcionarios, verificou tratar-se de um
fumante.

Qual a probabilidade de esse funcionario ser do sexo feminino?

0 50,0%
0 30,0%
® 16,7%
® 5,0%
0 15%

4, (Enem 2018) O salto ornamental € um esporte em que cada competidor realiza seis
saltos. A nota em cada salto é calculada pela soma das notas dos juizes, multiplicada
pela nota de partida (o grau de dificuldade de cada salto). Fica em primeiro lugar o
atleta que obtiver a maior soma das seis notas recebidas. O atleta 10 ird realizar o
ultimo salto da final. Ele observa no Quadro 1, antes de executar o salto, o recorte do
quadro parcial de notas com a sua classificacdao e a dos trés primeiros lugares até
agquele momento.

Quadro 1
Classificagdo | Atleta | 6° Salto | Total
1° 3 135,0 829,0
2° 4 140,0 825,2
3° 8 140,4 824,2
6° 10 687,5

Ele precisa decidir com seu treinador qual salto devera realizar. Os dados dos possiveis
tipos de salto estao no Quadro 2.

Quadro 2
Nota Es;:’nr‘)na;l;gsda Probabilidade
Tipo de salto de de obter a
5 notas dos
partida . nota
juizes
Tl 2,2 57 89,76%
T2 2,4 58 93,74%
T3 2,6 55 91,88%
T4 2,8 50 95,38%
T5 3,0 53 87,34%

O atleta optara pelo salto com a maior probabilidade de obter a nota estimada, de
maneira que lhe permita alcangar o primeiro lugar.

Considerando essas condicoes, o salto que o atleta devera escolher € o de tipo

oT.
QT2
(CHKS
O T4.
QTS
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5. (Enem 2018) Um designer de jogos planeja um jogo que faz uso de um tabuleiro
de dimensao nxn,com n > 2 no qual cadajogador, na sua vez, coloca uma pega sobre
uma das casas vazias do tabuleiro. Quando uma peca é posicionada, a regidao formada
pelas casas que estao na mesma linha ou coluna dessa pega € chamada de zona de
combate dessa peca. Na figura esta ilustrada a zona de combate de uma peca
colocada em uma das casas de um tabuleiro de dimensao 8x8.

Interbits®

O tabuleiro deve ser dimensionado de forma que a probabilidade de se posicionar a
segunda peca aleatoriamente, seguindo a regra do jogo, e esta ficar sobre a zona de

combate da primeira, seja inferior a %

A dimensao minima que o designer deve adotar para esse tabuleiro é

0O 4x4.
® 6x6.
® 9x9.
® 10x10.
G 11x11.

6. (Enem PPL 2018) Uma senhora acaba de fazer uma ultrassonografia e descobre
gue esta gravida de quadrigémeos.

Qual é a probabilidade de nascerem dois meninos e duas meninas?

@ 0 @ © ©
ale 5

Nl ©olw M|
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7. (Enem 2017) A figura ilustra uma partida de Campo Minado, o jogo presente em
praticamente todo computador pessoal. Quatro quadrados em um tabuleiro 16x16
foram abertos, e os niUmeros em suas faces indicam quantos dos seus 8 vizinhos
contém minas (a serem evitadas). O ndmero 40 no canto inferior direito € o nimero
total de minas no tabuleiro, cujas posicdes foram escolhidas ao acaso, de forma
uniforme, antes de se abrir qualquer quadrado.

Interbits®

I
I o
5 5
250
I e

1 o Y
I o
5 55 o
] 15w

@ K2 E3®

Em sua proxima jogada, o jogador deve escolher dentre os quadrados marcados com
as letras P,Q,R,S € T um para abrir, sendo que deve escolher aguele com a menor

probabilidade de conter uma mina.

O jogador devera abrir o quadrado marcado com a letra

(mEONORwX>)
A nWAIPOT

8. (Enem 2017) Um morador de uma regiao metropolitana tem 50% de probabilidade
de atrasar-se para o trabalho quando chove na regidao; caso nao chova, sua
probabilidade de atraso é de 25%. Para um determinado dia, o servico de
meteorologia estima em 30% a probabilidade da ocorréncia de chuva nessa regiao.

Qual é a probabilidade de esse morador se atrasar para o servico no dia para o qual foi
dada a estimativa de chuva?

0 0,075
6 0,150
® 0,325
® 0,600
0O 0,800
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9. (Enem (Libras) 2017) Um laboratdrio esta desenvolvendo um teste rapido para
detectar a presenca de determinado virus na saliva. Para conhecer a acuracia do teste
€ necessario avalia-lo em individuos sabidamente doentes e nos sadios. A acuracia de
um teste € dada pela capacidade de reconhecer os verdadeiros positivos (presenca
de virus) e os verdadeiros negativos (auséncia de virus). A probabilidade de o teste
reconhecer os verdadeiros negativos € denominada especificidade, definida pela
probabilidade de o teste resultar negativo, dado que o individuo é sadio. O laboratério
realizou um estudo com 150 individuos e os resultados estao no quadro.

Resultado do teste da saliva | Doentes Sadios Total
Positivo 57 10 67
Negativo 3 80 83
Total 60 90 150

Considerando os resultados apresentados no quadro, a especificidade do teste da
saliva tem valor igual a

0 0,11.
G 0,15.
® 0,60.
® 0,89.
G 0,96.

10. (Enem PPL 2017) Um programa de televisao criou um perfil em uma rede social, e
a ideia era que esse perfil fosse sorteado para um dos seguidores, quando esses
fossem em numero de um milhdao. Agora que essa quantidade de seguidores foi
atingida, os organizadores perceberam que apenas 80% deles sdo realmente fas do
programa. Por conta disso, resolveram que todos os seguidores farao um teste, com
perguntas objetivas referentes ao programa, e sé poderdao participar do sorteio
aqueles que forem aprovados. Estatisticas revelam que, num teste dessa natureza, a
taxa de aprovacao € de 90% dos fas e de 15% dos que nao sao fas.

De acordo com essas informacdes, a razao entre a probabilidade de que um fa seja
sorteado e a probabilidade de que o sorteado seja alguém que nao é fa do programa
éigual a

00000
SRZHT
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1. (Enem 2017) Numa avenida existem 10 semaforos. Por causa de uma pane no
sistema, os semaforos ficaram sem controle durante uma hora, e fixaram suas luzes
unicamente em verde ou vermelho. Os semaéaforos funcionam de forma

. - ) 2
independente; a probabilidade de acusar a cor verde é de = e a de acusar a cor
3
. 1 . . .
vermelha é de 3 Uma pessoa percorreu a pé toda essa avenida durante o periodo da
pane, observando a cor da luz de cada um desses semaforos.

Qual a probabilidade de que esta pessoa tenha observado exatamente um sinal na
cor verde?

10x2
310

9
[B) 10x2
310

210
3100
290
3100

2
310

12. (Enem (Libras) 2017) Um projeto para incentivar a reciclagem de lixo de um
condominio conta com a participacao de um grupo de moradores, entre criangas,
adolescentes e adultos, conforme dados do quadro.

Participantes Numero de
pessoas
Criangas X
Adolescentes 5
Adultos 10

Uma pessoa desse grupo foi escolhida aleatoriamente para falar do projeto. Sabe-se
gue a probabilidade de a pessoa escolhida ser uma crianga € igual a dois tercos.

Diante disso, 0 numero de criancas que participa desse projeto &

(mECNON N>
8o°®

AW
o
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13. (Enem PPL 2017) Uma aluna estuda numa turma de 40 alunos. Em um dia, essa
turma foi dividida em trés salas, A, B e C, de acordo com a capacidade das salas. Na
sala A ficaram 10 alunos, na B, outros 12 alunos e na C, 18 alunos. Sera feito um
sorteio no qual, primeiro, sera sorteada uma sala e, posteriormente, serd sorteado um
aluno dessa sala.

Qual é a probabilidade de aquela aluna especifica ser sorteada, sabendo que ela esta
na sala C?

@ © ®© © ©
REEC R

N
(o]

14. (Enem PPL 2016) O quadro apresenta cinco cidades de um estado, com seus
respectivos niumeros de habitantes e quantidade de pessoas infectadas com o virus
da gripe. Sabe-se que o governo desse estado destinara recursos financeiros a cada
cidade, em valores proporcionais a probabilidade de uma pessoa, escolhida ao acaso
na cidade, estar infectada.

Cidade 1 1 m [\'4 v
Habitantes | 180.000 100.000 110.000 165.000 175.000
Infectados 7.800 7.500 9.000 6.500 11.000

Qual dessas cidades receberd maior valor de recursos financeiros?

(AN
(BRI
(CAll
(DR
(EAV]
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15. (Enem 2016) Um adolescente vai a um parque de diversdes tendo,
prioritariamente, o desejo de ir a um brinquedo que se encontra na area |V, dentre as
areas |, II, 1, IV e V existentes. O esquema ilustra o mapa do parque, com a localizacao
da entrada, das cinco areas com os brinquedos disponiveis e dos possiveis caminhos
para se chegar a cada area. O adolescente ndao tem conhecimento do mapa do parque
e decide ir caminhando da entrada até chegar a area IV.

Suponha que relativamente a cada ramificagdo, as opgdes existentes de percurso
pelos caminhos apresentem iguais probabilidades de escolha, que a caminhada foi
feita escolhendo ao acaso os caminhos existentes e que, ao tomar um caminho que
chegue a uma area distinta da IV, o adolescente necessariamente passa por ela ou
retorna.

Nessas condicdes, a probabilidade de ele chegar a area IV sem passar por outras areas
e sem retornar é igual a

@ 0 @ © o
EEERNPER-JINE-JIR

-
N

16. (Enem 2% aplicagdo 2016) Um casal, ambos com 30 anos de idade, pretende fazer
um plano de previdéncia privada. A seguradora pesquisada, para definir o valor do
recolhimento mensal, estima a probabilidade de que pelo menos um deles esteja vivo
daqui a 50 anos, tomando por base dados da populagao, que indicam que 20% dos
homens e 30% das mulheres de hoje alcancarao a idade de 80 anos.

Qual é essa probabilidade?

0 50%
O 44%
® 38%
®© 25%
0O 6%
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17. (Enem PPL 2016) Em um campeonato de futebol, a vitdria vale 3 pontos, o empate
1 ponto e a derrota zero ponto. Ganha o campeonato o time que tiver maior nidmero

de pontos. Em caso de empate no total de pontos, os times sao declarados
vencedores.

Os times R e S sao os unicos com chance de ganhar o campeonato, pois ambos
possuem 68 pontos e estdao muito a frente dos outros times. No entanto, R e S nao
se enfrentarao na rodada final.

Os especialistas em futebol arriscam as seguintes probabilidades para os jogos da
dltima rodada:

- R tem 80% de chance de ganhar e 15% de empatar;
- S tem 40% de chance de ganhar e 20% de empatar.

Segundo as informacdes dos especialistas em futebol, qual é a probabilidade de o
time R ser o Unico vencedor do campeonato?

0 32%
O 38%
® 48%
® 54%
0 57%

18. (Enem 2° aplicagdo 2016) Uma caixa contém uma cédula de R$ 5,00, uma de
R$ 20,00 e duas de R$ 50,00 de modelos diferentes. Retira-se aleatoriamente uma

cédula dessa caixa, anota-se o seu valor e devolve-se a cédula a caixa. Em seguida,
repete-se o procedimento anterior.

A probabilidade de que a soma dos valores anotados seja pelo menos igual a R$ 55,00
é

@ 0 ®© ©@ ©
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19. (Enem 2015) Em uma central de atendimento, cem pessoas receberam senhas
numeradas de 1 até 100. Uma das senhas é sorteada ao acaso.

Qual é a probabilidade de a senha sorteada ser um nimerode 1a 207

1
100
19
100
20
100
21
100
80
100

@ 0 ®© @ ©

20. (Enem PPL 2015) Um protocolo tem como objetivo firmar acordos e discussdes
internacionais para conjuntamente estabelecer metas de redugao de emissao de
gases de efeito estufa na atmosfera. O quadro mostra alguns dos paises que
assinaram o protocolo, organizados de acordo com o continente ao qual pertencem.

Paises da .
- . Paises da
América do Asia
Norte
Estados Unidos .

I China

da América
Canada india
México Japao

Em um dos acordos firmados, ao final do ano, dois dos paises relacionados serao
escolhidos aleatoriamente, um apds o outro, para verificar se as metas de redugao do
protocolo estdao sendo praticadas.

A probabilidade de o primeiro pais escolhido pertencer a América do Norte e o
segundo pertencer ao continente asiatico é

@ © @ © ©
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21. (Enem 2015) Em uma escola, a probabilidade de um aluno compreender e falar
inglés é de 30%. Trés alunos dessa escola, que estao em fase final de selegcao de
intercambio, aguardam, em uma sala, serem chamados para uma entrevista. Mas, ao
invés de chama-los um a um, o entrevistador entra na sala e faz, oralmente, uma
pergunta em inglés que pode ser respondida por qualguer um dos alunos.

A probabilidade de o entrevistador ser entendido e ter sua pergunta oralmente
respondida em inglés é

0O 237%
O 30,0%
® 441%
® 657%
0 90,0%

22. (Enem 2015) Uma competicao esportiva envolveu 20 equipes com 10 atletas
cada. Uma denuncia a organizacao dizia que um dos atletas havia utilizado substancia
proibida.

Os organizadores, entdo, decidiram fazer um exame antidoping. Foram propostos
trés modos diferentes para escolher os atletas que irdo realiza-lo:

Modo |: sortear trés atletas dentre todos os participantes;

Modo Il: sortear primeiro uma das equipes e, desta, sortear trés atletas;

Modo Ill: sortear primeiro trés equipes e, entao, sortear um atleta de cada uma dessas
trés equipes.

Considere que todos os atletas tém igual probabilidade de serem sorteados e que P(l),
P(I1) e P(lll) sejam as probabilidades de o atleta que utilizou a substancia proibida seja
um dos escolhidos para o exame no caso do sorteio ser feito pelo modo |, Il ou Il

Comparando-se essas probabilidades, obtém-se

O P() < P(ll) < P(ll)
® P(Il) < P(l) < P(Ill)
® P(l) < P(ll) = P(lll)
® P(l) = P(l) < P(lll)
@ P(l) = P(l) = P(lll)

23. (Enem PPL 2015) No préximo final de semana, um grupo de alunos participara de
uma aula de campo. Em dias chuvosos, aulas de campo nao podem ser realizadas. A
ideia é que essa aula seja no sabado, mas, se estiver chovendo no sabado, a aula sera
adiada para o domingo. Segundo a meteorologia, a probabilidade de chover no
sabado € de 30% e a de chover no domingo € de 25%.

A probabilidade de que a aula de campo ocorra no domingo é de

0 50%
O 7,5%
® 22,5%
® 30,0%
G 750%
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24, (Enem 2015) O HPV é uma doenca sexualmente transmissivel. Uma vacina com
eficacia de 98% foi criada com o objetivo de prevenir a infeccao por HPV e, dessa
forma, reduzir o niUmero de pessoas que venham a desenvolver cancer de colo de
Utero. Uma campanha de vacinacao foi langada em 2014 pelo SUS, para um publico-
alvo de meninas de 11 a 13 anos de idade. Considera-se que, em uma populacao nao
vacinada, o HPV acomete 50% desse publico ao longo de suas vidas. Em certo
municipio, a equipe coordenadora da campanha decidiu vacinar meninas entre 11 e
13 anos de idade em quantidade suficiente para que a probabilidade de uma menina
nessa faixa etaria, escolhida ao acaso, vir a desenvolver essa doenca seja, no maximo,
de 5,9%. Houve cinco propostas de cobertura, de modo a atingir essa meta:

Proposta |: vacinagao de 90% do publico-alvo.
Proposta II: vacinacao de 55,8% do publico-alvo.
Proposta lll: vacinagao de 88,2% do publico-alvo.
Proposta IV: vacinacao de 49% do publico-alvo.
Proposta V: vacinacao de 95,9% do publico-alvo.

Para diminuir os custos, a proposta escolhida deveria ser também aquela que
vacinasse a menor quantidade possivel de pessoas.

Disponivel em: www.virushpv.com.br. Acesso em: 30 ago. 2014 (adaptado)

A proposta implementada foi a de numero

(A NN
(B XN
(CHIIR
[(DR\VA
oV

25. (Enem PPL 2015) Um bairro residencial tem cinco mil moradores, dos quais mil
sdo classificados como vegetarianos. Entre os vegetarianos, 40% sao esportistas,
enguanto que, entre os Nao vegetarianos, essa porcentagem cai para 20%.

Uma pessoa desse bairro, escolhida ao acaso, é esportista.

A probabilidade de ela ser vegetariana é

@ 0 @@ © ©
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26. (Enem 2014) O psicélogo de uma empresa aplica um teste para analisar a aptidao
de um candidato a determinado cargo. O teste consiste em uma série de perguntas
cujas respostas devem ser verdadeiro ou falso e termina quando o psicélogo fizer a
décima pergunta ou quando o candidato der a segunda resposta errada. Com base
em testes anteriores, o psicélogo sabe que a probabilidade de o candidato errar uma
resposta € 0,20.

A probabilidade de o teste terminar na quinta pergunta é

O 0,02048.
G 0,08192.
® 0,24000.
® 0,40960.
G 0,49152.

27. (Enem PPL 2014) A probabilidade de um empregado permanecer em uma dada
empresa particular por 10 anos ou mais é de % Um homem e uma mulher comegcam

a trabalhar nessa companhia no mesmo dia. Suponha que nao haja nenhuma relacao
entre o trabalho dele e o dela, de modo que seus tempos de permanéncia na firma
sdo independentes entre si.

A probabilidade de ambos, homem e mulher, permanecerem nessa empresa por
menos de 10 anos é de

60
36
25
36
24
36
12
36
1
36

@ 0 ®© @ ©
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28. (Enem 2014) Para analisar o desempenho de um método diagndstico, realizam-
se estudos em populacdes contendo pacientes sadios e doentes. Quatro situacdes
distintas podem acontecer nesse contexto de teste:

1. Paciente TEM a doenca e o resultado do teste € POSITIVO.

2. Paciente TEM a doenca € o resultado do teste € NEGATIVO.

3. Paciente NAO TEM a doenca e o resultado do teste é POSITIVO.
4. Paciente NAO TEM a doenca e o resultado do teste é NEGATIVO.

Um indice de desempenho para avaliacdao de um teste diagndstico € a sensibilidade,
definida como a probabilidade de o resultado do teste ser POSITIVO se o paciente
estiver com a doenga.

O quadro refere-se a um teste diagndstico para a doenca A, aplicado em uma amostra
composta por duzentos individuos.

Resultado Doengca A
do Teste Presente | Ausente
Positivo 95 15
Negativo 5 85

BENSENOR, I. M.; LOTUFO, P. A. Epidemiologia: abordagem préatica. Sdo Paulo: Sarvier, 2011 (adaptado).

Conforme o quadro do teste proposto, a sensibilidade dele é de

O 47,5%
O 85,0%
® 86,3%
® 94,4%
0 95,0%

29. (Enem PPL 2014) O numero de frutos de uma determinada espécie de planta se
distribui de acordo com as probabilidades apresentadas no quadro.

Numero
de Probabilidade
frutos
0 0,65
1 0,15
2 0,13
3 0,03
4 0,03
5 ou mais 0,01

A probabilidade de que, em tal planta, existam, pelo menos, dois frutos é igual a

0 3%.
O 7%.
® 13%.
® 16%.
G 20%.
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30. (Enem PPL 2013) Ao realizar uma compra em uma loja de departamentos, o
cliente tem o direito de participar de um jogo de dardo, no qual, de acordo com a
regido do alvo acertada, ele pode ganhar um ou mais prémios. Caso o cliente acerte
fora de todos os quatro circulos, ele tera o direito de repetir a jogada, até que acerte
uma regiao que dé o direito de ganhar pelo menos um prémio. O alvo é o apresentado

na figura:
/ Torradeira  Liquidificador \

v\
Avd

K Cafeteira Batedeira /

Ao acertar uma das regides do alvo, ele tera direito ao(s) prémio(s) indicado(s) nesta
regiao. Ha ainda o prémio extra, caso o cliente acerte o dardo no quadrado ABCD.
Joao Mauricio fez uma compra nessa loja e teve o direito de jogar o dardo.

Interbits®

A quantidade de prémios que Joao Mauricio tem a menor probabilidade de ganhar,
sabendo que ele jogou o dardo aleatoriamente, é exatamente:

0
02
@3
o 4
(E
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3l (Enem 2013) Uma loja acompanhou o numero de compradores de dois produtos,
A e B, durante os meses de janeiro, fevereiro e margo de 2012. Com isso, obteve este
grafico:

90
80
70
60
50

40
30

30
2 20 20
10 :‘:10

0

Janeiro Fevereiro Margo

HA
@B

Numero de compradores

Interbits®

A loja sorteara um brinde entre os compradores do produto A e outro brinde entre os
compradores do produto B.

Qual a probabilidade de que os dois sorteados tenham feito suas compras em
fevereiro de 20127

32. (Enem PPL 2013) Uma fabrica possui duas maquinas que produzem o mesmo tipo
de pecga. Diariamente a maquina M produz 2.000 pecgas e a maquina N produz 3.000
pecas. Segundo o controle de qualidade da fabrica, sabe-se que 60 pecas, das 2.000
produzidas pela maquina M, apresentam algum tipo de defeito, enquanto que 120
pecas, das 3.000 produzidas pela maquina N, também apresentam defeitos. Um
trabalhador da fabrica escolhe ao acaso uma pecga, e esta € defeituosa.

Nessas condicoes, qual a probabilidade de que a peca defeituosa escolhida tenha sido
produzida pela maquina M?

@ 0 ®© © o
01|—‘§‘00
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33. (Enem PPL 2013) Uma empresa aérea lanca uma promogao de final de semana
para um voo comercial. Por esse motivo, o cliente ndao pode fazer reservas e as
poltronas serdo sorteadas aleatoriamente. A figura mostra a posicao dos assentos no
aviao:

N ‘—vam:or\eoc»‘gx‘:ﬁﬂiﬁ &ﬁ&ﬁ%%

[+ SHHRAEEAERS Bﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁa A
- < FAARAEER SARFREREe

Aviao com 38 fileiras de poltronas.

Por ter pavor de sentar entre duas pessoas, um passageiro decide que sé viajara se a
chance de pegar uma dessas poltronas for inferior a 30%.

Avaliando a figura, o passageiro desiste da viagem, porque a chance de ele ser
sorteado com uma poltrona entre duas pessoas é mais aproximada de

0 31%.
O 33%.
® 35%.
® 68%.
G 69%.

34, (Enem 2013) Numa escola com 1200 alunos foi realizada uma pesquisa sobre o
conhecimento desses em duas linguas estrangeiras, inglés e espanhol.

Nessa pesquisa constatou-se que 600 alunos falam inglés, 500 falam espanhol e 300
nao falam qualquer um desses idiomas.

Escolhendo-se um aluno dessa escola ao acaso e sabendo-se que ele nao fala inglés,
qual a probabilidade de que esse aluno fale espanhol?

@ 0 ® © ©
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35. (Enem 2013) Uma fabrica de parafusos possui duas maquinas, | e Il, para a

produgao de certo tipo de parafuso. Em setembro, a maquina | produziu % do total

de parafusos produzidos pela fabrica. Dos parafusos produzidos por essa maquina,
25

1000
pela maquina Il eram defeituosos.

dos parafusos produzidos no mesmo més

eram defeituosos. Por sua vez, 38
1000

O desempenho conjunto das duas maquinas é classificado conforme o quadro, em
gue P indica a probabilidade de um parafuso escolhido ao acaso ser defeituoso.

0<P< i Excelente
100

i$P<i Bom
100 100
isP<i Regular
100 100
i£P<i Ruim
100 100

iSP£1 Péssimo

100

O desempenho conjunto dessas maquinas, em setembro, pode ser classificado como

O excelente.
O bom.

@ regular.
® ruim.

A péssimo.
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36. (Enem 2012) Em um blog de variedades, musicas, mantras e informagdes diversas,
foram postados “Contos de Halloween”. Apés a leitura, os visitantes poderiam opinar,
assinalando suas reagdes em “Divertido”, “Assustador” ou “Chato”. Ao final de uma
semana, o blog registrou que 500 visitantes distintos acessaram esta postagem.

O grafico a seguir apresenta o resultado da enquete.

CONTOS DE HALLOWEEN
opinido dos visitantes

Interbits®

Divertido 52%
Assustador

Chato

Né&o opinaram 21%

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60%

O administrador do blog ird sortear um livro entre os visitantes que opinaram na
postagem “Contos de Halloween”.

Sabendo que nenhum visitante votou mais de uma vez, a probabilidade de uma
pessoa escolhida ao acaso entre as que opinaram ter assinalado que o conto “Contos
de Halloween” é “Chato” é mais aproximada por

0 0,09.
0012
® 0,14
® 0,15.
@018

37. (Enem PPL 2012) Uma coleta de dados em mais de 5 mil sites da internet
apresentou os conteldos de interesse de cada faixa etaria. Na tabela a seguir, estao
os dados obtidos para a faixa etaria de O a 17 anos.

Preferéncias | Porcentagem
MuUsica 22,5
Blogs 15,0

Servicos

Web* 10,2
Games 10,0
Horéscopo 9,0
Game on-line 7.4
Educagao ** 6,5
Teen 4,0
Compras 3.4
Outras 12,0

Considere que esses dados refletem os interesses dos brasileiros desta faixa etaria.
Disponivel em: www.navegg.com. Acesso em: 12 nov. 2012 (adaptado).

Selecionando, ao acaso, uma pessoa desta faixa etaria, a probabilidade de que ela nao
tenha preferéncia por hordéscopo é

0 0,09.
A 0,10.
® 0.

® 0,79.
@ 0.9
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38. (Enem 2012) Em um jogo ha duas urnas com 10 bolas de mesmo tamanho em
cada uma. A tabela a seguir indica as quantidades de bolas de cada cor em cada urna.

Cor Urnal | Urna 2
Amarela 4 0
Azul 3 1
Branca 2 2
Verde 1 3
Vermelha 0 4

Uma jogada consiste em:

1°) o jogador apresenta um palpite sobre a cor da bola que sera retirada por ele da
urna 2;

2°) ele retira, aleatoriamente, uma bola da urna 1 e a coloca na urna 2, misturando-a
com as que |3 estao;

3°) em seguida ele retira, também aleatoriamente, uma bola da urna 2;

4°) se a cor da Ultima bolsa retirada for a mesma do palpite inicial, ele ganha o jogo.

Qual cor deve ser escolhida pelo jogador para que ele tenha a maior probabilidade de
ganhar?

O Azul

O Amarela
@® Branca
® Verde

@ Vermelha

39. (Enem 2012) José, Paulo e Antdnio estdo jogando dados nao viciados, nos quais,
em cada uma das seis faces, ha um numero de 1a 6. Cada um deles jogara dois dados
simultaneamente. José acredita que, apds jogar seus dados, os numeros das faces
voltadas para cima lhe dardao uma soma igual a 7. Ja Paulo acredita que sua soma sera
igual a 4 e Anténio acredita que sua soma sera igual a 8.

Com essa escolha, quem tem a maior probabilidade de acertar sua respectiva soma é

O Antdnio, ja que sua soma € a maior de todas as escolhidas.

0 José e Antonio, ja que ha 6 possibilidades tanto para a escolha de José quanto para
a escolha de Anténio, e ha apenas 4 possibilidades para a escolha de Paulo.

@ José e Antonio, ja que ha 3 possibilidades tanto para a escolha de José quanto para
a escolha de Anténio, e ha apenas 2 possibilidades para a escolha de Paulo.

O® José, ja que ha 6 possibilidades para formar sua soma, 5 possibilidades para formar
a soma de Antdnio e apenas 3 possibilidades para formar a soma de Paulo.

A Paulo, ja que sua soma é a menor de todas.
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40. (Enem 2011) Rafael mora no Centro de uma cidade e decidiu se mudar, por
recomendacdes médicas, para uma das regides: Rural, Comercial, Residencial Urbano
ou Residencial Suburbano. A principal recomendagao meédica foi com as
temperaturas das “ilhas de calor” da regiao, que deveriam ser inferiores a 31°C. Tais
temperaturas sao apresentadas no grafico:

PERFIL DA ILHA DE CALOR URBANA

°F °c
92
91 //V\\ - 33
90 7 \ - 32
5 P S~
o) 7 N\ 3
87
86 jl N AN 30
85 T NSO
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Rural Comercial CENTRO Residencial ~Residencial ~
Urbano Suburbano

Fonte: EPA

Escolhendo, aleatoriamente, uma das outras regides para morar, a probabilidade de
ele escolher uma regiao que seja adequada as recomendacdes médicas é

0 o ® ® @%

ol N
ol w

1
4

gl =

41, (Enem 2011) Todo o pais passa pela primeira fase de campanha de vacinacdo
contra a gripe suma (HIN1). Segundo um médico infectologista do Instituto Emilio
Ribas, de Sao Paulo, a imunizacao “deve mudar”, no pais, a histéria da epidemia. Com
a vacina, de acordo com ele, o Brasil tem a chance de barrar uma tendéncia do
crescimento da doenca, que ja matou 17 mil no mundo. A tabela apresenta dados
especificos de um Unico posto de vacinacao.

Campanha de vacinag¢do contra a gripe suina

Datas da vacinagéo Publico-alvo Quantldaqe de
pessoas vacinadas
8 a 19 de marco Trabalhadores da saude e indigenas 42
22 de margo a 2 de abril Portadores de doencgas cronicas 22
5a 23 de abril Adultos saudaveis entre 20 e 29 anos 56
24 de abril a 7 de maio Populagao com mais de 60 anos 30
10 a 21 de maio Adultos saudaveis entre 30 e 39 anos 50

Disponivel em: http://img.terra.com.br. Acesso em 26 abr. 2010 (adaptado).

Escolhendo-se aleatoriamente uma pessoa atendida nesse posto de vacinacgao, a
probabilidade de ela ser portadora de doenca crbnica é

O 8%.
0O 9%.
© 11%.
® 12%.
G 22%.
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42. (Enem 2011) Em um jogo disputado em uma mesa de sinuca, ha 16 bolas: 1 branca
e 15 coloridas, as quais, de acordo com a coloragao, valem de 1 a 15 pontos (um valor
para cada bola colorida). O jogador acerta o taco na bola branca de forma que esta
acerte as outras, com o objetivo de acertar duas das quinze bolas em quaisquer
cacapas. Os valores dessas duas bolas sdo somados e devem resultar em um valor
escolhido pelo jogador antes do inicio da jogada.

Arthur, Bernardo e Caio escolhem os nimeros 12, 17 e 22 como sendo resultados de
suas respectivas somas. Com essa escolha, quem tem a maior probabilidade de
ganhar ojogo é

O Arthur, pois a soma que escolheu é a menor.

0O Bernardo, pois ha 7 possibilidades de compor a soma escolhida por ele, contra 4
possibilidades para a escolha de Arthur e 4 possibilidades para a escolha de Caio.
@® Bernardo, pois ha 7 possibilidades de compor a soma escolhida por ele, contra 5
possibilidades para a escolha de Arthur e 4 possibilidades para a escolha de Caio.
® Caio, pois ha 10 possibilidades de compor a soma escolhida por ele, contra 5

possibilidades para a escolha de Arthur e 8 possibilidades para a escolha de
Bernardo.
A Caio, pois a soma que escolheu é a maior.

43, (Enem 2011) O grafico mostra a velocidade de conexdo a internet utilizada em
domicilios no Brasil. Esses dados sao resultado da mais recente pesquisa, de 2009,
realizada pelo Comité Gestor da Internet (CGl).

% domicilios segundo a velocidade de conex&o a internet
40

34 g
35 E
307 24
25 1 20
20 7 15
15
10 : 5
o 7 7
0 - T T T
Até Entre De Entre De Acima  Na&o sabe/
256 256 e 1 Mbps 2 Mbps 4 Mbps de 8 Nao

kbps 1Mbps a2Mbps a4 Mbps a8 Mbps Mbps responde

Disponivel em: http://agencia.ipea.gov.br. Acesso em: 28 abr. 2010 (adaptado).

Escolhendo-se, aleatoriamente, um domicilio pesquisado, qual a chance de haver
banda larga de conexao de pelo menos 1 Mbps neste domicilio?

0 0,45
00,42
® 0,30
®022
@015
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44, (Enem 2% aplicacao 2010) Grandes times nacionais e internacionais utilizam dados
estatisticos para a definicao do time que saira jogando numa partida. Por exemplo,
nos ultimos treinos, dos chutes a gol feito pelo jogador |, ele converteu 45 chutes em
gol. Enguanto isso, o jogador Il acertou 50 gols. Quem deve ser selecionado para estar
no time no proximo jogo, ja que os dois jogam na mesma posi¢ao?

A decisao parece simples, porém deve-se levar em conta quantos chutes a gol cada
um teve oportunidade de executar. Se o jogador | chutou 60 bolas a gol e o jogador Il
chutou 75, quem deveria ser escolhido?

0 O jogador |, porque acertou 3/4 dos chutes, enquanto o jogador Il acertou 2/3 dos
chutes.

® O jogador |, porque acertou 4/3 dos chutes, enquanto o jogador Il acertou 2/3 dos
chutes.

® O jogador |, porgue acertou ¥ dos chutes, enquanto o jogador Il acertou 2/3 dos
chutes.

® O jogador |, porque acertou 12/25 dos chutes, enquanto o jogador |l acertou 2/3 dos
chutes.

@ O jogador |, porque acertou 9/25 dos chutes, enquanto o jogador Il acertou 2/5 dos
chutes.

45, (Enem 2% aplicagdo 2010) Um experimento foi conduzido com o objetivo de avaliar
o poder germinativo de duas culturas de cebola, conforme a tabela.

Germinagdo de sementes de duas culturas de cebola

Culturas - Germ|r1a<;ao - TOTAL
Germinaram Nao Germinaram
A 392 8 400
B 381 19 400
TOTAL 773 27 800

BUSSAB, W. O; MORETIN, L. G. Estatistica para as ciéncias agrdrias e biolégicas (adaptado).

Desejando-se fazer uma avaliagao do poder germinativo de uma das culturas de
cebola, uma amostra foi retirada ao acaso. Sabendo-se que a amostra escolhida
germinou, a probabilidade de essa amostra pertencer a Cultura A é de

8

27
19
27
381
773
392
773
392

800
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46. (Enem 2010) A figura | abaixo mostra um esquema das principais vias que
interligam a cidade A com a cidade B. Cada numero indicado na figura Il representa
a probabilidade de pegar um engarrafamento quando se passa na via indicada,
Assim, hd uma probabilidade de 30% de se pegar engarrafamento no deslocamento
do ponto C ao o ponto B, passando pela estrada E4, e de 50%, quando se passa por E3.
Essas probabilidades sao independentes umas das outras.

D
Figural Figura ll

nterbits®

Paula deseja se deslocar da cidade A para a cidade B usando exatamente duas das
vias indicadas, percorrendo um trajeto com a menor probabilidade de
engarrafamento possivel.

O melhor trajeto para Paula é

0 EE3.
O EIE4.
® E2E4.
® E2ES.
@ E2E6.

47, (Enem 2% aplicacdo 2010) Em uma reserva florestal existem 263 espécies de peixes,
122 espécies de mamiferos, 93 espécies de répteis, 1132 espécies de borboletas e 656

espécies de aves.
Disponivel em: http:www.wwf.org.br. Acesso em: 23 abr. 2010 (adaptado).

Se uma espécie animal for capturada ao acaso, qual a probabilidade de ser uma
borboleta?

0 6331%

® 60,18%
® 56,52%
® 49,96%
@ 4327%
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48, (Enem 22 aplicagao 2010) Os estilos musicais preferidos pelos jovens brasileiros
sdao o0 samba, o rock e a MPB. O quadro a seguir registra o resultado de uma pesquisa
relativa a preferéncia musical de um grupo de 1000 alunos de uma escola.

Alguns alunos disseram nao ter preferéncia por nenhum desses trés estilos.

Prefgrenua rock | samba | MPB rock e
musical samba
numerode | 54, | 4gq 200 |70
alunos
Preferéncia | rock e | samba e | rock, samba
musical MPB MPB e MPB
numero de 60 50 20
alunos

Se for selecionado ao acaso um estudante no grupo pesquisado, qual é a
probabilidade de ele preferir somente MPB?

0O 2%
O 5%
® 6%
® 1%
®20%

49, (Enem 2% aplicacao 2010) Para verificar e analisar o grau de eficiéncia de um teste
gue poderia ajudar no retrocesso de uma doenca numa comunidade, uma equipe de
bidlogos aplicou-o em um grupo de 500 ratos, para detectar a presenca dessa doenca.
Porém, o teste nao é totalmente eficaz podendo existir ratos saudaveis com resultado
positivo e ratos doentes com resultado negativo. Sabe-se, ainda, que 100 ratos
possuem a doenca, 20 ratos sao saudaveis com resultado positivo e 40 ratos sao
doentes com resultado negativo.

Um rato foi escolhido ao acaso, e verificou-se que o seu resultado deu negativo. A
probabilidade de esse rato ser saudavel é

® © @ © ©
|

/anderson_gleryston o /andersonglerystonmatematica

@ Anderson Gleryston Matematica

220




NDERSON

MATEMATICA

50. (Enem 2010) O diretor de um colégio leu numa revista que os pés das mulheres
estavam aumentando. Ha alguns anos, a média do tamanho dos calgados das
mulheres era de 35,5 g, hoje, é de 37,0. Embora ndo fosse uma informacao cientifica,
ele ficou curioso e fez uma pesquisa com as funcionarias do seu colégio, obtendo o
guadro a seguir:

TAMANHO DOS NUMERO DE
CALCADOS FUNCIONARIAS
39,0 1
38,0 10
37,0 3
36,0 5
35,0 6

Escolhendo uma funciondria ao acaso e sabendo que ela tem calcado maior que 36,0,
a probabilidade de ela calcar 38,0 é

@ © ®© © ©
:|0.,\1|0101|Ncn|—\wl—\

5. (Enem cancelado 2009) Em um concurso realizado em uma lanchonete,
apresentavam-se ao consumidor quatro cartas voltadas para baixo, em ordem
aleatdria, diferenciadas pelos algarismos O, 1, 2 e 5. O consumidor selecionava uma
nova ordem ainda com as cartas voltadas para baixo. Ao desvira-las, verificava-se quais
delas continham o algarismo na posi¢cao correta dos algarismos do ndmero 12,50 que
era o valor, em reais, do trio-promogao. Para cada algarismo na posi¢ao acertada,
ganhava-se R$ 1,00 de desconto. Por exemplo, se a segunda carta da sequéncia
escolhida pelo consumidor fosse 2 e a terceira fosse 5, ele ganharia R$ 2,00 de
desconto.

Qual é a probabilidade de um consumidor ndo ganhar qualquer desconto?

@ 0 ® ©@ O
NI—\-&IA¢A>I—\§|@°°|°J
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52. (Enem cancelado 2009) Um casal decidiu que vai ter 3 filhos. Contudo, quer
exatamente 2 filhos homens e decide que, se a probabilidade fosse inferior a 50%, iria
procurar uma clinica para fazer um tratamento especifico para garantir que teria os
dois filhos homens.

Apds os célculos, o casal concluiu que a probabilidade de ter exatamente 2 filhos
homens é

0 66,7%, assim ele ndo precisara fazer um tratamento.

0 50%, assim ele ndo precisara fazer um tratamento.

® 7,5%, assim ele ndo precisara fazer um tratamento.

O 25%, assim ele precisara procurar uma clinica para fazer um tratamento.
A 37,5%, assim ele precisara procurar uma clinica para fazer um tratamento.

53. (Enem 2009) O controle de qualidade de uma empresa fabricante de telefones
celulares aponta que a probabilidade de um aparelho de determinado modelo

apresentar defeito de fabricagdo é de 0,2%. Se uma loja acaba de vender 4 aparelhos

desse modelo para um cliente, qual é a probabilidade de esse cliente sair da loja com
exatamente dois aparelhos defeituosos?

0 2x(0,2%)*.
O 4x(0,2%)>.

® 6x(0,2%)> x(99,8%)°.
® 4x(0,2%).
@ 6x(0,2%)x(99,8%).

54, (Enem cancelado 2009) Em um determinado semaforo, as luzes completam um
ciclo de verde, amarelo e vermelho em 1 minuto e 40 segundos. Desse tempo, 25
segundos sdo para a luz verde, 5 segundos para a amarela e 70 segundos para a
vermelha. Ao se aproximar do semaforo, um veiculo tem uma determinada
probabilidade de encontra-lo na luz verde, amarela ou vermelha. Se essa aproximacao
for de forma aleatdria, pode-se admitir que a probabilidade de encontra-lo com uma
dessas cores é diretamente proporcional ao tempo em que cada uma delas fica acesa.
Suponha que um motorista passa por um semaforo duas vezes ao dia, de maneira
aleatdria e independente uma da outra.

Qual é a probabilidade de o motorista encontrar esse semaforo com a luz verde acesa
nas duas vezes em que passar?

@ 0 ®© © ©
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55. (Enem cancelado 2009) No quadro seguinte, sao informados os turnos em que
foram eleitos os prefeitos das capitais de todos os estados brasileiros em 2004.

cidade turno cidade turno
1 Aracaju (SE) 1° 14 | Manaus (AM) 2°
2 Belém (PA) 2° 15 | Natal (RN) 2°
3 Belo Horizonte (MG) 1° 16 | Palmas (TO) 1°
4 Boa Vista (RR) 1° 17 | Porto Alegre (RS) 2°
5 Campo Grande (MS) 1° 18 | Porto Velho (RO) 2°
6 Cuiaba (MT) 2° 19 | Recife (PE) 1°
7 Curitiba (PR) 2° 20 | Rio Branco (AC) 1°
8 Florianépolis (SC) 2° 21 | Riode Janeiro (RJ) | 1°
9 Fortaleza (CE) 2° 22 | Salvador (BA) 2°
10 | Goiania (GO) 2° 23 | Sao Luis (MA) 1°
1 Joao Pessoa (PB) 1° 24 | Sao Paulo (SP) 2°
12 Macapa (AP) 1° 25 | Terezina (PI) 2°
13 Maceid6 (AL) 2° 26 | Vitdria (ES) 2°

Fonte: TSE. Almanaque ABRIL: Brasil 2005. Sdo Paulo: Abril, 2005.

Na regidao Norte, a frequéncia relativa de eleicao dos prefeitos no 2° turno foi,
aproximadamente,

0 42,86%.
O 44,44%.
® 50,00%.
® 57,14%.

@ 57,69%.

56. (Enem simulado 2009) Em um cubo, com faces em branco, foram gravados os
numeros de 1 a 12, utilizando-se o seguinte procedimento: o numero 1foi gravado na
face superior do dado, em seguida o dado foi girado, no sentido anti-horario, em torno
do eixo indicado na figura abaixo, e o nUmero 2 foi gravado na nova face superior,
seguinte, conforme o esquema abaixo.

2,6,10

1,59

O procedimento continuou até que foram gravados todos os numeros. Observe que
ha duas faces que ficaram em branco.

Ao se jogar aleatoriamente o dado apresentado, a probabilidade de que a face
sorteada tenha a soma maxima é

0 (B (C) (D) (E)

NN

1
>
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57. (Enem 2009) Um meédico esta estudando um novo medicamento que combate
um tipo de cancer em estagios avangados. Porém, devido ao forte efeito dos seus
componentes, a cada dose administrada ha uma chance de 10% de que o paciente
sofra algum dos efeitos colaterais observados no estudo, tais como dores de cabeca,
vOmitos ou mesmo agravamento dos sintomas da doenca. O médico oferece
tratamentos compostos por 3, 4, 6, 8 ou 10 doses do medicamento, de acordo com o
risco que o paciente pretende assumir.

Se um paciente considera aceitavel um risco de até 35% de chances de que ocorra
algum dos efeitos colaterais durante o tratamento, qual € o maior niUmero admissivel
de doses para esse paciente?

O 3 doses.
O 4 doses.
@® 6 doses.
® 8 doses.
A 10 doses.

58. (Enem cancelado 2009) Dados do Instituto de Pesquisas Econbmicas Aplicadas
(IPEA) revelaram gue no biénio 2004/2005, nas rodovias federais, os atropelamentos
com morte ocuparam o segundo lugar no ranking de mortalidade por acidente.

A cada 34 atropelamentos, ocorreram 10 mortes. Cerca de 4 mil atropelamentos/ano,

um a cada duas horas, aproximadamente.
Disponivel em: http://www.ipea.gov.br. Acesso em: 6 jan. 2009.

De acordo com os dados, se for escolhido aleatoriamente para investigagao mais
detalhada um dos atropelamentos ocorridos no biénio 2004/2005, a probabilidade de
ter sido um atropelamento sem morte é

@ 0 ® © ©
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TEXTO PARA A PROXIMA QUESTAO:

A populagao mundial esta ficando mais velha, os indices de natalidade diminuiram e
a expectativa de vida aumentou. No grafico seguinte, sao apresentados dados obtidos
por pesquisa realizada pela Organizacao das Nag¢des Unidas (ONU), a respeito da
guantidade de pessoas com 60 anos ou mais em todo o mundo. Os nUumeros da
coluna da direita representam as faixas percentuais. Por exemplo, em 1950 havia 95
milhdes de pessoas com 60 anos ou Mmais nos paises desenvolvidos, niUmero entre 10%
e 15% da populacao total nos paises desenvolvidos.

461 35
Paises desenvolvido
)/ 30
269 /
/ 1592 2°
[_l\\l;]mero em milhdes| s 20
95// »"" 15
x' Paises em 10
_____ = desenvolvimento

_____________ 5

@ ESTIMATIVAS
LI R D L L | 0

1950 70 90 2010 30 50

Fonte: Perspectivas da Populagdo Mundial, ONU, 2009.

Disponivel em: www.economist.com.
Acesso em: 9 jul. 2009 (adaptado).

59. (Enem 2009) Em 2050, a probabilidade de se escolher, aleatoriamente, uma
pessoa com 60 anos ou mais de idade, na populagao dos paises desenvolvidos, sera
um numero mais proximo de

@ © ®©@ © ©
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60. (Enem 2008) A vida na rua como ela é

O Ministério do Desenvolvimento Social e Combate a Fome (MDS) realizou, em
parceria com a ONU, uma pesquisa nacional sobre a populagao que vive na rua, tendo
sido ouvidas 31.922 pessoas em 71 cidades brasileiras. Nesse levantamento,
constatou-se que a maioria dessa populagdo sabe ler e escrever (74%), que apenas

15,1% vivem de esmolas e que, entre os moradores de rua que ingressaram Nno ensino

superior, 0,7% se diplomou. Outros dados da pesquisa sao apresentados nos quadros
a seguir.

Por que vive na rua?

Alcoolismo/drogas [ IIININIGIGINGNGGEEEEEEEEEEEE 360
Desemprego N 30
Problemas familiares | NNRNRNREDIEGNSGgQQ 0>
Perda de moradia | NEEG 0 %
Decepgao amorosa |G 16°%

Escolaridade

Interbits®

Superior completo ou incompleto | 1,4%
Médio completo ou incompleto [l 7,0%

Fundamental completo ou incompleto |GGG -3 .7 %
Nunca estudaram I 15,1%

Istoé, 7/5/2008, p. 21 (com adaptagoes).

No universo pesquisado, considere que P seja o conjunto das pessoas que vivem na
rua por motivos de alcoolismo/drogas e Q seja o conjunto daguelas cujo motivo para
viverem na rua € a decepg¢ao amorosa.

Escolhendo-se ao acaso uma pessoa No grupo pesquisado e supondo-se que seja
igual a 40% a probabilidade de que essa pessoa faca parte do conjunto P ou do
conjunto Q, entao a probabilidade de que ela faca parte do conjunto intersecao de P
e Qéiguala

0 12%.
O 16%.
® 20%.
® 36%.
0 52%.

/anderson_gleryston o /andersonglerystonmatematica

@ Anderson Gleryston Matematica

226




NDERSON

MATEMATICA

6l. (Enem 2007)
oc Temperatura do pescado nas peixarias

Interbits®

157 14,0

12

13,2
10,5
9 8,9
6
3 23
: []
Il 1l v \%

Associagao Brasileira de Defesa do Consumidor (com adaptagdes).

Uma das principais causas da degradacdo de peixes frescos € a contaminac¢do por
bactérias. O grafico apresenta resultados de um estudo acerca da temperatura de
peixes frescos vendidos em cinco peixarias. O ideal é que esses peixes sejam vendidos
com temperaturas entre 2°C e 4 °C.

Selecionando-se aleatoriamente uma das cinco peixarias pesquisadas, a
probabilidade de ela vender peixes frescos na condicao ideal € igual a

®@ 0 @@ © ©
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62. (Enem 2007) A queima de cana aumenta a concentragao de diéxido de carbono
e de material particulado na atmosfera, causa alteragcao do clima e contribui para o
aumento de doengas respiratorias. A tabela adiante apresenta numeros relativos a
pacientes internados em um hospital no periodo da queima da cana.

problemas problemas
. respiratoérios respiratorios outras
pacientes total
causados pelas resultantes de doencas
gueimadas outras causas
idosos 50 150 60 260
criangas 150 210 90 450

Escolhendo-se aleatoriamente um paciente internado nesse hospital por problemas
respiratorios causados pelas queimadas, a probabilidade de que ele seja uma crianca
éigual a

0 0,26, o que sugere a necessidade de implementacdo de medidas que reforcem a
atencdo ao idoso internado com problemas respiratorios.

® 0,50, o que comprova ser de grau médio a gravidade dos problemas respiratdrios
gue atingem a populacao nas regides das queimadas.

® 0,63, o que mostra que nenhum aspecto relativo a saude infantil pode ser
negligenciado.

® 0,67, o que indica a necessidade de campanhas de conscientizacdo que objetivem
a eliminagao das queimadas.

@ 0,75, o que sugere a necessidade de gue, em areas atingidas pelos efeitos das
gueimadas, o atendimento hospitalar no setor de pediatria seja reforcado.

63. (Enem 2006) Um time de futebol amador ganhou uma taga ao vencer um
campeonato. Os jogadores decidiram que o prémio seria guardado na casa de um
deles. Todos quiseram guardar a taca em suas casas. Na discussao para se decidir com
qguem ficaria o troféu, travou-se o seguinte didlogo:

Pedro, camisa 6: — Tive uma ideia. N6s somos 11 jogadores e nossas camisas
estdo numeradas de 2 a 12. Tenho dois dados com as faces numeradas de 1a 6. Se
eu jogar os dois dados, a soma dos numeros das faces que ficarem para cima pode
variarde 2 (1+1) até 12 (6+6). Vamos jogar os dados, e quem tiver a camisa com o

numero do resultado vai guardar a taca.

Tadeu, camisa 2: - Nao sei nao... Pedro sempre foi muito esperto... Acho que ele
estad levando alguma vantagem nessa proposta...

Ricardo, camisa 12: - Pensando bem... Vocé pode estar certo, pois, conhecendo
o Pedro, é capaz que ele tenha mais chances de ganhar que nés dois juntos...

Desse didlogo conclui-se que

0 Tadeu e Ricardo estavam equivocados, pois a probabilidade de ganhar a guarda da
taca era a mesma para todos.

0 Tadeu tinha razdo e Ricardo estava equivocado, pois, juntos, tinham mais chances
de ganhar a guarda da taca do que Pedro.

@® Tadeu tinha razdo e Ricardo estava equivocado, pois, juntos, tinham a mesma
chance que Pedro de ganhar a guarda da tacga.

® Tadeu e Ricardo tinham razdo, pois os dois juntos tinham menos chances de
ganhar a guarda da taca do que Pedro.

O nao é possivel saber qual dos jogadores tinha razdo, por se tratar de um resultado
probabilistico, que depende exclusivamente da sorte.
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64. (Enem 2006) A tabela a seguir indica a posi¢ao relativa de quatro times de futebol
na classificacao geral de um torneio, em dois anos consecutivos. O simbolo e significa
gue o time indicado na linha ficou, no ano de 2004, a frente do indicado na coluna. O
simbolo * significa que o time indicado na linha ficou, no ano de 2005, a frente do
indicado na coluna.

A|B|C|D]

A *
Blex o |ox
Cle*| =* *
Dle °

A probabilidade de que um desses quatro times, escolhido ao acaso, tenha obtido a
mesma classificacao no torneio, em 2004 e 2005, é igual a

O 0,00.
A 0,25.
® 0,50.
® 0,75.
G 1,00.

65. (Enem 2005) Um aluno de uma escola serd escolhido por sorteio para representa-
la em uma certa atividade. A escola tem dois turnos. No diurno hd 300 alunos,
distribuidos em 10 turmas de 30 alunos. No noturno ha 240 alunos, distribuidos em
6 turmas de 40 alunos.

Em vez do sorteio direto envolvendo os 540 alunos, foram propostos dois outros
métodos de sorteio:

Método |: escolher ao acaso um dos turnos (por exemplo, lancando uma moeda) e, a
seguir, sortear um dos alunos do turno escolhido.

Método |l: escolher ao acaso uma das 16 turmas (por exemplo, colocando um papel
com o numero de cada turma em uma urna e sorteando uma delas) e, a seguir, sortear
um dos alunos dessa turma.

Sobre os métodos | e Il de sorteio é correto afirmar:

O em ambos os métodos, todos os alunos tém a mesma chance de serem sorteados.

® no método |, todos os alunos tém a mesma chance de serem sorteados, mas, no
método Il a chance de um aluno do diurno ser sorteado € maior que a de um aluno
do noturno.

® no método I, todos os alunos tém a mesma chance de serem sorteados, mas, no
método |, a chance de um aluno do diurno ser sorteado € maior que a de um aluno
do noturno.

® no método |, a chance de um aluno do noturno ser sorteado € maior do que a de
um aluno do diurno, enquanto no método Il ocorre o contrario.

@ em ambos os métodos, a chance de um aluno do diurno ser sorteado é maior do
gue a de um aluno do noturno.
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66. (Enem 2005) As 23 ex-alunas de uma turma que completou o Ensino Médio ha 10
anos se encontraram em uma reuniao comemorativa. Varias delas haviam se casado
e tido filhos. A distribuicao das mulheres, de acordo com a quantidade de filhos, é
mostrada no grafico a seguir.

10

Interbits®

o N B OO @
P

semfihos ~ 1filho  2filhos  3fihos

Um prémio foi sorteado entre todos os filhos dessas ex-alunas. A probabilidade de que
a crianca premiada tenha sido um(a) filho(a) Unico(a) é

3
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67. (Enem 2001) Um municipio de 628 km? € atendido por duas emissoras de radio

cujas antenas A e B alcangcam um raio de 10km do municipio, conforme mostra a
figura:

-
o
=
3
>
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I
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Para orgcar um contrato publicitario, uma agéncia precisa avaliar a probabilidade que
um morador tem de, circulando livremente pelo municipio, encontrar-se na area de
alcance de pelo menos uma das emissoras.

Essa probabilidade é de, aproximadamente,

0 20%.
A 25%.
® 30%.
® 35%.
G 40%.
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68. (Enem 2001) Uma empresa de alimentos imprimiu em suas embalagens um
cartdo de apostas do seguinte tipo:

Frente do cartao Verso do cartao

Como jogar:
- Inicie raspando apenas uma das alternativas

da linha de inicio (linha 1).
Q O O Q - Se achar uma bola de futebol, va para a

linha 2 e raspe apenas uma das alternativas.

3 Q O O Continue raspando dessa forma até o fim
do jogo.

Interbits®

O
O
O

N

- Se encontrar um "X" em qualquer uma das
linhas, o jogo esta encerrado e vocé nao
tera direito ao prémio.

- Se vocé encontrar uma bola de futebol em
O O cada uma das linhas teré direito ao prémio.

(@)

Cada cartao de apostas possui 7 figuras de bolas de futebol e 8 sinais de "X"
distribuidos entre os 15 espacos possiveis, de tal forma que a probabilidade de um
cliente ganhar o prémio nunca seja igual a zero. Em determinado cartao existem duas
bolas na linha 4 e duas bolas na linha 5.

Com esse cartao, a probabilidade de o cliente ganhar o prémio é

108
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69. (Enem 2001) Num determinado bairro ha duas empresas de 6nibus, ANDABEM e
BOMPASSEIO, que fazem o trajeto levando e trazendo passageiros do suburbio ao
centro da cidade. Um 6nibus de cada uma dessas empresas parte do terminal a cada
30 minutos, nos horarios indicados na tabela.

Hordrio dos 6nibus
ANDABEM | BOMPASSEIO

6h00min 6h10min

6h30min 6h40min
7h00min 7h10min
7h30min 7h40min

Carlos mora préximo ao terminal de énibus e trabalha na cidade. Como nao tem hora
certa para chegar ao trabalho e nem preferéncia por qualquer das empresas, toma
sempre o primeiro 6nibus que sai do terminal.

Nessa situacao, pode-se afirmar que a probabilidade de Carlos viajar num 6nibus da
empresa ANDABEM é

O um guarto da probabilidade de ele viajar num 6nibus da empresa BOMPASSEIO.

® um terco da probabilidade de ele viajar num 6nibus da empresa BOMPASSEIO.

® metade da probabilidade de ele viajar num 6nibus da empresa BOMPASSEIO.

® duas vezes maior do que a probabilidade de ele viajar num &nibus da empresa
BOMPASSEIO.

O trés vezes maior do que a probabilidade de ele viajar num 6nibus da empresa

BOMPASSEIO.
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NDERSON

MATEMATICA

TEXTO PARA AS PROXIMAS 2 QUESTOES:

Um apostador tem trés opgdes para participar de certa modalidade de jogo, que
consiste no sorteio aleatério de um nUmero dentre dez.

1° opgao: comprar trés numeros para um unico sorteio.

2% opgao: comprar dois nUmeros para um sorteio e um ndmero para um segundo
sorteio.

3% opgao: comprar um numero para cada sorteio, num total de trés sorteios.

70. (Enem 2000) Escolhendo a 22 opcdo, a probabilidade de o apostador NAO
GANHAR em qualquer dos sorteios é igual a:

0 90%.

O 81%.

® 72%.

® 70%.

G 65%.

71. (Enem 2000) Se X, Y, Z representam as probabilidades de o apostador CANHAR
ALGUM PREMIO, escolhendo, respectivamente, a 12, a 22 ou a 32 opcdes, é correto
afirmar que:

OX<Y<Z
OX=Y=2Z
®@X>Y=2Z
®OX=Y>Z
OX>Y>2Z

72. (Enem 1999) Uma estacao distribuidora de energia elétrica foi atingida por um
raio. Este fato provocou escuridao em uma extensa area. Segundo estatisticas, ocorre
em média a cada 10 anos um fato desse tipo. Com base nessa informacao, pode-se
afirmar que

0 a estacdo esta em funcionamento ha no maximo 10 anos.

® daqgui a 10 anos devera cair outro raio na mesma estacao.

® se a estacdo ja existe hd mais de 10 anos, brevemente devera cair outro raio na
mesma.

® a probabilidade de ocorréncia de um raio na estacdo independe do seu tempo de
existéncia.

A ¢é impossivel a estacdo existir ha mais de 30 anos sem gue um raio ja a tenha
atingido anteriormente.
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MATEMATICA

TEXTO PARA AS PROXIMAS 2 QUESTOES:

Em um concurso de televisdo, apresentam-se ao participante trés fichas voltadas para
baixo, estando representadas em cada uma delas as letras T, V e E. As fichas
encontram-se alinhadas em uma ordem qualquer. O participante deve ordenar as
fichas a seu gosto, mantendo as letras voltadas para baixo, tentando obter a sigla TVE.
Ao desvira-las, para cada letra que esteja na posicao correta ganhara um prémio de
R$200,00.

73. (Enem 1998) A probabilidade de o CONCORRENTE ganhar exatamente o valor de
R$400,00 é igual a:

00

013
®1/2
®2/3
Q1/6

74. (Enem 1998) A probabilidade de o PARTICIPANTE nao ganhar qualquer prémio é
igual a:

00

013
® /4
012
Q1/6

/anderson_gleryston o /andersonglerystonmatematica

@ Anderson Gleryston Matematica

234




.,AmTQAEBSON

GABARITO
QUESTAO ALTERNATIVA
o1 E 38 E
02 D 39 D
03 B 40 E
04 C 41 C
05 D 42 C
06 D 43 D
07 B 44 A
08 C 45 D
09 D 46 D
10 D 47 D
n A 48 D
12 D 49 C
13 D 50 D
14 C 51 A
15 C 52 E
16 B 53 C
17 D 54 B
18 C 55 A
19 C 56 A
20 C 57 B
21 D 58 E
22 E 59 C
23 C 60 A
24 A 61 D
25 D 62 E
26 B 63 D
27 B 64 A
28 E 65 D
29 E 66 E
30 D 67 B
31 A 68 C
32 C 69 D
33 A 70 C
34 A 71 E
35 B 72 D
36 D 73 A
37 E 74 B
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