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Apresentag¢ao

Nesta aula, aprenderemos a operar com numeros complexos. Esse € um assunto muito
cobrado nos concursos. Por isso, vamos resolver varias questdes para garantir nossos pontos na
proval!

Estudaremos operacdes com numeros complexos, modulo e conjugado de um numero
complexo, forma trigonométrica, férmulas de De Moivre e polindbmio complexo.

Caso tenha alguma duvida, entre em contato conosco através do férum de duvidas do
Estratégia ou, se preferir:

O /victorso (0] ) /profvictorso o /profvictorso
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1. Definicao

Podemos entender os numeros complexos como a extensdo do conjunto dos reais. Ela surgiu
como tentativa de se resolver uma equag¢do que possuia solugdes com raiz quadrada de numeros
negativos. Por exemplo:

x’4+x+1=0
Possui raizes:
_—1i\/—1—4_—1i\/—5
B 2 B 2

Como no conjunto dos reais ndo é possivel calcular V=5, definiu-se o valor (—1) como i? e
assim encontramos:

X

_ —1+Vi?Z5  -1+iV5
22

X
i é dito unidade imaginaria.
O conjunto dos numeros complexos é representado pelo simbolo C.

Um numero z € C é um par ordenado (a,b) coma,b € R que satisfaz as seguintes
propriedades:

Sejaw = (¢,d) € C,comc,d € R.
i) lgualdade:
Se z = w, temos:
(a,b)=(c,d)eoa=ceb=d
ii) Adicao:
z+w=(ab)+(c,d)=(a+c,b+d)
iii) Multiplicacao:
z-w=(ab)-(c,d) = (ac — bd,ad + bc)

CURIOSIDADE

()

Rafael Bombelli foi um algebrista italiano que nasceu em janeiro de 1526 em Bologna
(Italia) e morreu em 1572, provavelmente em Roma, lItadlia. Talvez tenha sido o
matematico mais importante da Itdlia, sendo pioneiro no estudo sobre os numeros
imagindrios. Sua principal publicacdo sobre algebra (Algebra), composta de cinco
volumes, so foi editada no ano seguinte a sua morte (1573).
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Tudo comeca com Bombelli (1526-1572), discipulo de Cardano (Girolamo
Cardano nasceu em 24 de setembro de 1501 em Pavia, Itdlia. Morreu no dia 21 de
setembro de 1576, em Roma), que utilizou o método desenvolvido pelo seu mentor, na

equacdo: x3—15x—4=0. Ele obteve como solugdo: x = V2 + V=121 +

3 e ’ .
v 2 —+—121. Embora parecessem estranhas as raizes quadradas de niumeros negativos,
Bombelli trabalhava livremente com elas, aplicando as regras usuais da algebra.

Bombelli mostrou que 3\/2 +vV=121=24++-1 e 3\/2 —Vv=121=2 —+—-1.
Portanto, a solugio x = V2 +V—121+ 2 —-V—121=2+vV—1+2—+V—1=4.

Dado que 4 é realmente raiz da equagao, a partir desse momento, os matematicos
comegaram a usar as raizes quadradas de numeros negativos, ainda que fosse
desconfortavel aparecer vV—1. Hoje, chamamos essa raiz quadrada, v—1 de unidade
imaginaria e a representamos pela letra i. Somente no século XIX, quando Gauss (1787-
1855), o principe dos matemadticos, divulga a representacdo geométrica dos numeros
complexos, aquela sensacdo desconfortavel da raiz quadrada de um numero negativo
desaparece.

2. Forma algébrica

Considere o nimero complexo z = (a,b),a, b € R.

Pela propriedade da adicdo temos:
z = (a,b) = (a,0) + (0,b)
Usando a propriedade da multiplicagdo, veja que (b,0) - (0,1) = (0, b):
(b,0)-(0,1)=(b-0-0-1,b-14+0-0) =(0,b)

Desse modo:

z=1(a,0)+ (0,b) =(a,0)+ (b,0)-(0,1)
O par (0,1) é chamado de unidade imaginaria e definido como i.

0,1) =i
Os pares (a, 0) e (b, 0) sdo ditos niUmeros reais.
(a,0)=ae(b,0)=0b
Logo, encontramos:
z=(a,b) =a+ bi

Essa é a representacao do numero z na forma algébrica.

8  Aula 18 - Numeros Complexos
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a é dito parte real de z ou Re(z).

b é dito parte imaginaria de z ou Im(2).

Um numero z serd real quando z for da formaz = a,a € R.

Um numero z serd imagindrio puro quando z for da forma z = bi,b € R.

Observe que as poténcias de i seguem um padrao:

Perceba que os valores de i se repetem, as poténcias de i assumem apenas 4 valores
diferentes.

Entdo, se uma questdo lhe pedir para calcular um ndmero complexo com i",n € N, basta
dividir n por 4 e encontrar o resto da divisao.

Logo, temos a seguinte relag3o:

n € N e r é o resto da divisao de n por 4
Por exemplo:

Descubra se o nimero i%>7 é real puro.

257
T=644+1

i257 =i1 =i

Logo, o nimero %57 é imagindrio puro.

2.1. Operagoes dos numeros complexos

2.1.1. Igualdade entre nimeros complexos
Sejaz = (a,b)ew = (c,d).
Z=w
Pela propriedade dos nimeros complexos, temos:
(a,b) =(c,d)oa=ceb=d

Entao:
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Z =W

la+bi=c+dieoa=ceb=d|

Na igualdade, basta igualar os termos reais aos termos imaginarios.

Adicao de nimeros complexos
Sejaz = (a,b)ew = (c,d).
Pela propriedade da adigao:
z+w={(ab)+(c,d)=(a+c,b+d)
Fazendo (a,b) = a+ bi,(c,d)=c+die(a+c,b+d)=(a+c)+ (b+d)i:
z+w=a+bi+c+di=(a+c)+ (b+d)i

z+w=(a+c)+(b+d)i

Na adicao, basta isolar os termos reais e os termos imagindarios e soma-los.

Multiplicagdao de nimeros complexos
Sejaz = (a,b)ew = (c,ad).
Pela propriedade da multiplicacao:
zw = (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)
Fazendo (a,b) = a + bie (c,d) = c + di:
zw = (a + bi)(c + di)
Desenvolvendo algebricamente essa multiplicagao:
zw = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi?

Fazendo i? = —1:

ac + adi + bci + bdi? = ac + (ad + bc)i — bd = (ac — bd) + i(ad + bc)
zw = (ac — bd) + i(ad + bc)

2.2. Mdédulo e conjugado de um nimero complexo

2.2.1.

Mddulo de um numero complexo

Sejaz = a + bi,a,b € R. Médulo de um nimero complexo é definido como |z|, cujo valor é:

|z| =/ a? + b?

8  Aula 18 - Numeros Complexos
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2.2.2. Conjugado de um nimero complexo

Sejaz = a + bi,a, b € R. O conjugado de um nimero complexo z é definido por Z e seu valor
vale:

Z = a— bi

2.3. Propriedades

Vamos ver algumas propriedades envolvendo o conjugado e o modulo dos numeros
complexos. Citarei os principais que vocé provavelmente usara na prova.

DNz=zZ1Im(z) =0, zéreal
2) zz = |z|?

3)Z=1z

HZFw=z+w

5) 7w = Zw
6 T_ Z
)(;)—%
7) |z| = |Z]
8) Re(z) = (Z;Z)

Z—7Z

9)Im(z) = <( T )>
10)Z7 = ()", n € N
11) |zw| = |z||w]
M)EF{%

13) z| = [w| < |z +w| < |z| + |w]
14) |z| = w| < |z —w| < |z| + |w]

15) |z"] = |z|"

Demonstragao das propriedades:
DNz=ZoIm(z) =0, zéreal
Sejaz =a+ bi,a,b € R.
Z=a-—Dbi
z=Z=>a+bi=a-—bi
Logo, para a igualdade ser verdadeira, temos b = —b. A Unica solugdo é b = 0.

Portanto, z é real.

& Aula 18 - Numeros Complexos
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2) zZ = |z|?

Lembrando i? = —1

=a+bi=a—-bi=a+bi=z

3)z2=1z
Z
Az+w=2zZ+w
Sejaw =c +di,c,d € R.
z+w=a+bi+c+d =
(a+c)+ub+4ad)=
(a+c)—i(b+d) =
a—bi+c—di=
Z+w

5)zw = zw
zw = (a+ bt) (c +dv)
(a —bi)(c—di) =
ac — adi — bci — bdi? =
ac + bd —i(ad + bc) =

W

SN

6) (D) =

Condicdo de existéncia: w = c + di # 0, c e d ndo devem ser nulos ao mesmo tempo. Caso
contrdrio, ndo poderiamos efetuar a divisao.
(z) (a + bl)
c+di

w
Quando dividimos dois numeros complexos, precisamos tornar o divisor um numero real e,
para isso, podemos usar a propriedade (2) zZ = |z|?. Ent3o, vamos multiplicar o divisor e o

dividendo pelo conjugado de w:
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(a+bl)(c—dl>_
c+di/\c—di)

(ac —adi + bct — bd12>

c2 — d2;2
(ac + bd —1(ad — bc)) _
c? +d? B

ac + bd 1(ad — bc)
<c2+d2_ c? + d? >
ac + bd i(ad — bc)
c? + d? + c2+d2
ac + bd +i(ad — bc)

c? + d?
ac — bdi? + adi — bci
c?+d? N
a(c + di) — bi(c + di)
c? + d? -

(a—bi)(c+di)
(c+di)(c—di)
a—bi Z

c—di w

7) |z| = |z
|z| = |a + bi| = +/a? + b?
|Z] = |a — bi| = /a2 + (—=b)? = y/a? + b2
8) Re(z) = =2
z=a+ bi
(z+2z) a+bita—-bi 2a
7 = 5 —7—a—Re(z)
9)Im(z) = ((Zz_f))
z=a+ bi
(z—2)\ (a+bi—(a—Dbi)\ 2bi
<2i - 21 =% = b=im@
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10)z" = (2)",n €N
Vamos demonstrar usando o PIF (Principio da Inducao Finita):
a) Paran = 1, temos:
zZl=7=0)"
Logo, é verdadeira paran = 1.
b) Hipdtese: a propriedade é vélidaparam,m € Nem > 1.z™m = (Z)™
Tese: a propriedade serd valida param + 1. Isto é: zm+1 = (Z)Mm+1
Demonstragao:

Pela propriedade (5) zw = Zw, temos:

zmtl = zmy = zmz
Da hipétese:
zmz = (2)"z = (2)™!

Logo, a propriedade é valida para qualquer n € N.

11) |zw| = |z][[w]
lzw| = |(a + bi)(c + di)| =
lac — bd + i(ad + bc)| =

\/(ac —bd)? + (ad + bc)? =
Ja2c? — 2abed + b2d? + a?d? + 2abcd + b2c? =

\/azc2 + b?%d? + a?d? + b?c? =
Jaz(c? +d?) + b2(c? +d?) =
V(a2 +b2)(c2 +d?) =
Va2 +b%/c? +d? =

|z||w|

1zl

12)

Z —
w lwi

|£|=|a+bi
w c+di
(a + bi) (c — di)
(c +di) (c —di)

& Aula 18 - Numeros Complexos
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ac + bd + i(bc — ad)
c? + d?
|ac + bd + i(bc — ad)|
c? + d? -
\/(ac +bd)? + (bc —ad)?
c? + d?
Vvazc? + 2abcd + b2d? + b%c? — 2abcd + a2d?
c? + d? -
Vvazc? + b2d? + a%d? + b2c?
c? + d? -
V(a2 + b2)(c? + d?) 3

va? +b2Vc? +d?
Je+ay
G
o
12

|wl

13) |z| — |w| < |z+w| < |z| + |w]

|z +w|? = |a+ bi + ¢ + di|?
l(a+c)+i(b+d)|* =
(@a+c)+(b+d)?=
a’ + 2ac + ¢ + b? + 2bd + d*
a’? + b? + 2(ac + bd) + c? + d?
|z|2 + 2(ac + bd) + |w|?
Mas zw = (a + bi)(c — di) = ac + bd + i(bc — ad)
ac + bd = Re(zw)
|z + w|? = |z|?> + 2Re(zw) + |w|?
Lembrando que 2Re(zw) < 2|zw| = 2|z||w]| = 2]|z]||w|

|z + w|? = |z|? + 2Re(zw) + |w|? < |z|? + 2|z||w]| + |[W|? = (|z| + |w])?
Usando essa desigualdade, temos:

[z+w)+ (—w)| < |z+w| + |—-w|

lz| < |z + w| + |w]

p Aula 18 — Numeros Complexos

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

—

Iz| — w| < |z + w]|

14) |z| = [w| < |z —w]| < |z] + |w]
Vamos usar a propriedade anterior.
Sabemos que |z + w| < |z| + |w|
lz—w+w|<|z—-w|+|w|
1z] < |z —w| + [w]
lz| = wl < |z —w|
Também temos:

lz—wl| =lz+ (=w)| < lz| + |-w| = |z]| + |w]|

15) [z"] = |z|"
Usando a propriedade (11):

lzw| = |z[|w]

= lz|-lz| - .- |z = |z|"

nvezes

|z =|zz-z".."z

nvezes

HORADE

PRATICAR!

1. Calcule as poténcias de i:
a) i110
b) i29

C) l'34-7

Resolugao:

a)%=4x27+2 = {110 = j2 = 1

b)?=4x7+1=>i29=i
347

) =4x86+3 = 347 =3 = —j

Gabarito:a) —1 b)i c) —i

2. Calcule:
a) (i+3i)+(5-60)

& Aula 18 - Numeros Complexos
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b) (3 + 4i)(7 — 2i)
o (1+)—-(1-19)

2+3i
d) —

1+i
Resolugao:

a) (1+3)+G—-6)=1+5+3i—6i=6-—3i

b) (3+4i)(7—2i) =21 —6i+28i —8i2 =21 +22i —8(—1) = 21+ 8+ 22i =29 +
22i

) (A+)—-(1=-)=1+i—-1+i=2i
d)
5+i

Gabarito:a) 6 — 3i b) 29 + 22i c) 2i d)T

2430 (2+430) (1-i) _ 2-2i+3i—-3i%? _ 2-3(=1)+i __ 5+i

1+i a+i) (1-i) 1-i2 - 2 2

3. Prove as propriedades apresentadas neste capitulo.
Resolugao:

Vide demonstracdes da aula.

4. Determine os valoresde x,y € R:
a) (x+yi)?=2i
b) 3+ yi=x+6i
) x+y+yi=2+i
Resolugao:
a) (x +yi)?>=2i
x% + 2xyi + y2i? = 2i
x? —y?% 4+ 2xyi = 2i

{xz_y2=0
2xy = 2

b)) x=3ey=6

& Aula 18 - Numeros Complexos
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) x+y+yi=2+i

{x+y=2
y=1
x=1

Gabarito:a) x,y € {—1,1} b)x=3ey=6 c)Jx=1ey=1

3. Forma Trigonométrica

3.1. Representac¢ao no plano de Argand-Gauss

Os numeros complexos podem ser representados no plano cartesiano. Vamos definir o eixo
x como sendo a parte real do numero complexo e o eixo y sera a parte imaginaria. Esse plano sera
chamado de plano complexo ou plano de Argand-Gauss.

Vamos definir z = (a,b) = a + bi,a, b € R e representar no plano complexo:

Im

O ponto P é chamado de afixo de z e 6 é chamado de argumento de z ou Arg(z).
Definimos p como sendo o valor da distancia de O até P.
Vamos calcular o valor de p aplicando o teorema de Pitagoras:
p?=a?+b%2=p=+/a?+b?
Veja que esse valor é o médulo de z!
p =+a?+b? =|z|
Vamos colocar a e b em fungdo de p e 6:

Usando trigonometria, temos:

a
cosf = ; = a = pcosH

8  Aula 18 - Numeros Complexos
y www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

senf = [—):> b = psen6

Assim, podemos escrever z em fungao de p e 0:

Z = a+ bi = pcosf + ipsent

z = p(cosO + isend)

Essa é a forma trigonométrica do numero complexo. Também pode ser chamado de forma
polar.

O termo cos@ + isenB pode ser escrito como cis6.
Desse modo, z também pode ser escrito como:

O argumento de z pode ser escrito como:

3.2. Propriedades

3.2.1. Multiplicagao de numeros complexos na forma trigonométrica
Seja z; = |z|cis(08,) e z, = |z,|cis(6,).
Multiplicando os dois numeros complexos, temos:
7,12, = |z4|cis(0;)]2;|cis(8;) =
|z1|1z;|(cosB; + isenB,)(cosB, + isenb,) =
12111251 (cos0,cos8, — senf;send, + i(senb;cosd, + senb,cos6,))
Das féormulas da soma dos angulos de seno e cosseno:
cos(0, + 6,) = cosB,cosB, — senb,;senb,
sen(6; + 0,) = senb,cos6, + senf,cosb,

Substituindo na equagado, encontramos:

712y = |21||zzl(cos(t91 +6,) + isen(6, + 92)) = |z,||z,|cis(6, + 6,)

Z1Zy = |24]|2Z;|cis(04 + 0,)

8  Aula 18 - Numeros Complexos
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INDO MAIS

FUNDO!

Perceba que podemos usar essa propriedade para rotacionar um complexo, pois ao
multiplicarmos um complexo z = |z|cis@ por cisa, para a@ > 0, temos que o complexo resultante é

z' = |z|cis(8 + a)

Im

z' = |z|cis(0 + )

Analisando algebricamente, temos para z' = x' + y'i:
x' +y'i = |z|(cos(@ + @) + isen(0 + a))
x'+y'i= Izl(cos 6 cos @ — senfsena + i(senf cos a + sena cos 9))
x'+y'i =|z|cosfcosa — |z|senbOsena + i(|z|senb cos a + |z| cos O sena)
Substituindo z = x + yi, temos:
X+ yi =|z|cosO +i|z|send = |z|cos O = x e |z|senb =y
x'+y'i =xcosa — ysena + i(y cos a + xsena)

. {x’ = x cosa — ysena
"y’ = ycosa + xsena

Essa é uma rotacao no sentido anti-horario.

3.2.2. Divisao de nimeros complexos na forma trigonométrica
Dividindo os dois numeros complexos, temos:
7z, |z1|(cos@; + isenb,)
Z - |z,|(cosB, + isenb,) -
|z, |(cosB, + isenb,) (|z,|(cosO, — isenb,)
|z,|(cosB, + isenb,) (Izzl(cosez — isen62)>
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|z,| (cos@icosB, + senbisenB, + i(senbicosB, — senf,cos6;)
|z, | ( cos0; + senb; )
Das férmulas da diferenca dos angulos de seno e cosseno:

cos(6; — 6,) = cosO,cos6, + senbsenb,

sen(6, — 0,) = senf,cos6, — senb,cosb,
E da propriedade da soma dos quadrados de seno e cosseno:

cos0z + senfz = 1

Substituindo na equagao, obtemos:

Z1 |1|

. (cos(01 0,) + isen(6, — 92)) 015(91—92)
2
zy  |z4]
—=—cis(60,—0
Z; |z, 01 2)
I?I;;K'EFICAR!

5. Calcule o argumento dos numeros:
a) 141

b) 3+ 4i

c) —2-—3i

Resolugao:

a) O argumento do numero complexo é dado por:

arctg G)

Mas sabemos que tg(1) = g

, T
Logo, o argumento é "
b) arctg G)

c) arctg (:—2) = arctg G)
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Gabarito: a) arg(1+1i) =m/4 b) arg(3 + 4i) = arctg (g) c) arg(—2 —3i) =
3
arctg (E)

6. Transforme os numeros complexos em sua forma polar:
a) 1+1i

b) 3+ 4i

c) V3—i

Resolugao:

3l 1+i=ﬁ(g+¥)=\/§cis(%)

b) |3+ 4i| =v3?2+42=+25=5
Denominando z = 3 + 4i, vamos chamar seu argumento de 6.

Logo:
0 = arctg G)

Sendo a forma polar z = |z|cisé:

3+ 4i = 5cis (arctg G))

c) \/§—i=2(\/7§—£)=20is(11—n)

2 6

Gabarito: a) V2cis (g) b) 5cis (arctg G)) c) 2cis (MTH)

7. Sendo z; = 2cis (g) e z, = 4cis (g) Calcule:
a) 212,
z
b) ”
Resolugdo:

a) 2cis (g) 4cis (g) = 8cis (g + %) = 8cis (g) = 8i
(

by = (e (2-2) = Qs () = () (245 = 2
NE)

Gabarito: a) 8i b) "

i
t
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4. Formula de De Moivre

PRESTEMAIS

ATENCAO!

R

Esse é um tema muito cobrado nas provas, a maioria das questdes de numeros complexos
podem envolver a formula de De Moivre em seus calculos.

4.1. Primeira formula de De Moivre

A primeira formula de De Moivre dizque dado z € Cen € Z:
z = |z|cis@

z" = |z|"cis(nh)

z" = |z|"cis(nB),n € Z

Vamos primeiramente demonstrar a férmula paran € N:
Para isso, usaremos o Principio da Inducdo Finita (PIF):
|. Paran = 0, temos:
z% = |z|%:is(0) = 1
Logo, é valido paran = 0.
Il. Hipotese: Sejam € N,m > 0. z™ = |z|™cis(m8b)
Tese: Se é valido para m, também serd valido param + 1.
2™t = |z|™*cis((m + 1)0)
Demonstragao:
Mt = zmz = |z|m(cos(m9) + isen(m@))lzl(cos@ + isenf) =
|z|™*1(cos(mB) cosf — sen(mB)send + i(sen(mb)cosd + send cos(mbh)) =
|z|™* (cos((m + 1)0) + isen((m + 1)0)
*Usamos a férmula do seno e cosseno:
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA
cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB
Portanto, a formula de De Moivre é valida paran € N.
Vamos provar paran € Z:

Usando PIF:
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I. Paran = 0, temos:

z% = |z|%:is(0) = 1
Logo, é valido paran = 0.
Il. Hipotese: Sejam € Z,m < 0. z™ = |z|™cis(mB)
Tese: Se é valido para m, também serd valido param — 1.
Demonstragao:

m m g
ey Z _|z| cis(m@)

z |z|cis@
Pelas propriedades da divisdao da forma polar:
2™t = |z|™ tcis(mB — 0) = |z|™ Lcis((m — 1)6)

Logo é valido paran € Z.

4.2. Segunda formula de De Moivre

A segunda férmula de De Moivre diz respeito a radiciacdo dos nimeros complexos.

Dadoz € Cen € Ne z = pcis@:

0+ 2km
n

szvﬁw< »nENekzaLZ&mm—l

Demonstragao:
Sejaw™=z,neNew = p,cis(8,) e z = pcis(0).
Pela primeira formula de De Moivre:
wm = pltcis(6,,)" = prcis(nb,,)
Comow™ = z:
prcis(n,,) = pcis(0)

{ Pw =P
cis(nd,,) = cis(0)

Logo:
P =p=py="/p
cis(nd,,) = cis(0)
cos(nb,,) + isen(nb,,) = cos 8 + isenb

{cos(n@w) = cos0
sen(nb,,) = senf
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Pega igualdade de seno e cosseno e sabendo que eles possuem periodo 2m:
nb, =6 + 2km,k =0,1,2, ...
0 + 2km
w= T

Portanto:
wh=z=ow="4z
n wr— . (0 +2nm
5= s (L22)
Se k = n, temos:
_9+2nﬂ_9

B, =———=—+2
w n n T

0 0
cis (— + 27‘[) = cis (—)
n n

k deve variar de 0 an — 1 ja que para k = n, os valores comegam a se repetir.

DESPENCANA
A PROVA!

-

A

Assim, w™ = z possui n raizes! Cada uma dada por:
“pcis (Z2) k= 01,2,.,n—LneNen>2

n
E ainda, essas raizes, quando representadas no plano complexo, formam um poligono

regular. Uma vez que o médulo dessas raizes possui o mesmo valor y/p, podemos afirmar

que o poligono estara inscrito em um circulo de raio '/ p.
Vamos provar:
Seja z,, 2, Z3, ..., Z" raizes de z, entdo:

= . 2)| _In
Joeis (2)] = [y
_|n . (o+2m\| _ |n
2ol = [Ypcis (2228 = [
n . 9+4T[)| _In
focis (27| = |3/p)
nr= . 9+(n—1)n)| _In
fpis (07| = |35
Desse modo, todos possuem o mesmo mddulo. O Unico fator que altera entre eles é o
seu argumento. Concluimos que todos pertencem ao circulo de raio |%|

Agora, para provar que a figura que se forma no plano complexo é um poligono regular,
devemos mostrar que o angulo entre duas raizes vizinhas é o mesmo.

|z, | =

|z3| =

|z, =

8  Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

Vamos supor z;,0 < k <n—1,k € Z, raiz de z. Vamos calcular os argumentos de

ZgyZg+1 € Zg—1t
. (0+2km
Zy = ",/pczs( ~ )

Arg(z,) = 9+an
Zpyy = %Cis (6+2(:+1)n)
rg(aysy = B2
Zyoq = 7i/ﬁcis (—9+2(i_1)n)
Arg(zey) = 0+2(k—1)m

n
Vamos calcular o valor dos angulos arg(z;,) — arg(z,_,) e arg(z;,,) — arg(z;):

arg(zk) _ arg(Zk_l) _ 6+2km  6+2(k-Dm _ (6+2km—(6+2(k—1)m)) _2m

n n n n
0+2(k+1)m  0+2km _ (6+2(k+1)n—(6+2km)) _ 2m
arg(z+1) — arg(zy) = - - = - =

Portanto, todos as raizes adjacentes possuem o mesmo angulo entre elas. Sendo o
A 2 P
angulo — temos um poligono regular de n lados.

Podemos afirmar também que os argumentos das raizes estao em progressao aritmética
de razdor = 2m/n.

Paran = 2, temos raizes diametralmente opostos no plano complexo.

Paran = 3, temos um triangulo equildtero inscrito na circunferéncia.

Para n =4, temos um quadrado cuja medida da diagonal é o didmetro da
circunferéncia.

FIQUE

ATENTO!

()

Toda vez que vocé encontrar uma questdo pedindo a raiz de z de z" = 1, transforme 1 para sua
forma polar. Dessa forma, vocé encontrara todas as raizes de z e ndao apenasz = 1! Faga 1 =
cos(2km) + isen(2km) = cis(2km), k € N.

HORADE

PRATICAR!

8. Sejaz = 2cis G) Calcule:

a) z
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1
b) z2

Resolugao:

a) z° = (Zcis (g))9

Aplicando a féormula de De Moivre:

(2cis (g))9 = 2%is (9?”) = 512¢is(3m) = 512cism = —512

2 2 2 2

o 5t = (2t (5)) =t (2) =2 (os (8 + sen (9) = V2 (S 1)) = E+ 2

. 6 , iV2
Gabarito: a) —512 b) \/2—_ + %
9. Determine todas as raizes de z® = 1 e represente essas raizes no plano de Argand-Gauss.
Resolugao:
z6 =1 = cis(2km),k = 0,1,2, ...
Aplicando a formula de De Moivre:
. (an) . (kn)
z=cis\— ) =cis|—
6 3
Portanto, as raizes de z sdo:
. b4 . 21 . . 4m . 51
z, =1,z, = cis (;) ,Z3 = CIS (?) ,Z4 = cis(m), zg = cis (?) ,Zg = CIS (?)

Representando essas raizes no plano complexo:

14

22

T

02 04 06 08 12Rel

26

& Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

. , (@ ., (21 . . (4m . 5
Gabarito: z; = 1,2, = cis (g),z3 = cis (?) ,Z4 = cis(m), z5 = cis (?);Ze = cis (?)

10.Sabendo que —1 + +/3i é uma das raizes cubicas do nimero complexo z. Calcule o valor de
Z.

Resolugao:

Quando a questao afirma que um numero complexo é raiz n-ésima de um numero
complexo z, para descobrir o valor de z basta elevar esse nUmero a poténcia de n.

z=(-1+ \/§i)3 = <2 (—%+ ?i))s = 23cis (%)3 = 23cis(2m) = 8

Gabarito: z = 8

5. Aplicacao dos Numeros Complexos na Geometria

Os numeros complexos possuem aplicabilidade na geometria. Vamos explorar mais esse
assunto.

5.1. Distancia entre dois Complexos

Vamos representar dois nimeros complexos quaisquer no plano de Argand-Gauss:

' Im

A partir do conceito de soma de vetores (estudado na Fisica), podemos ver que:

—> -

W=Z+Xx
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Veja que X é o vetor diferenca (X = w — Z). Assim, a distancia entre os afixos z e w é dado
pelo tamanho do vetor w — Z. Sabemos do estudo de vetores que o tamanho de um vetor é
sinbnimo de modulo do vetor, isto é:

diZ,w) =dWw,2Z) = |z —w|

*d(Z, W) é a distincia de vetor z ao vetor w.

Observando a figura, percebemos que podemos aplicar a desigualdade triangular e encontrar
as seguintes relagdes:

1z| = |x| < [wl < |z + ||

|z| = |x| < [z + x| < |z| + |x]

5.2. Mediatriz

Sejaztalque z = {|z — z,| = |z — z,|,onde z,2,,z, € C}.

Estamos buscando um conjunto de valores de nimeros complexos que possuem a mesma
distancia entre z; e z,. A reta que, por definigdo, garante que os pontos dela estardo equidistantes
a dois pontos, é a mediatriz.

Vamos calcular cada um dos médulos e verificar que os pontos que satisfazem z sdo uma reta,
a qual é perpendicular a reta que liga z; e z,.

Demonstragao:
Considerando z = x + yi, z; = x; + Y1l e Z, = X, + y,i, temos:

|z — z] =\/(x—x1)2+(y—y1)2e|z—zzl =\/(x—x2)2+(y—y2)2

Fazendo a igualdade dos médulos:

1z—z1| = 12— 2, 2 J(x —x)2 + (Y = y1)? =V (x = )2 + (¥ — 2)?
X2 =200, +xf+y*—2.y. 9, +yE=x2—2.x. 0, + x5 +y = 2.y.y, + y?
2.x(x; = x1) + 2.y(y2 —y1) = (2 —x) (2 + %) + (2 = y1) (2 + y1)
2.y(y2 = y1) — (2 = y) (2 + ¥1) = —2.x(x; — x1) + (2 — x1) (xz + %)

Portanto:
<y_3’2 +3’1> __% _x1.(x_x2 +x1)
2 Y2—M1 2
Perceba que a equacao acima é semelhante a equacdo da reta (y —yo =m(x — xo)). Além
disso, podemos notar que Y, = 2222 =y, ex, = 2 = x,. O ponto de encontro da reta

2
mediatriz com a reta que liga z; a z, é o ponto médio de z, e z, (ponto M).

Além disso, ao ver a condicao de perpendicularidade entre as duas retas, observamos que o
coeficiente angular que liga z; e z, tem coeficiente angular % Ao fazermos a condigdao de
2741

perpendicularidade da Geometria Analitica, verificamos que:
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(_xz_x1) (3’2_)’1)=_1
Y2 — V1 N\, —xg

Portanto, a reta definida por z é a mediatriz dos pontos z; e z,.

Y

5.3. Circunferéncia

Vamos analisar o conjuntoz = {|z — z,| = r:z,z, € C,r € R, }.

Quando fazemos |z — z;| = r percebemos que queremos um conjunto de valores de z tal
que a distancia dele até z; é sempre constante e igual a r. Esse conjunto define no plano uma
circunferéncia de centro em z; eraioigualar.

Vamos verificar analiticamente. Fazendo z = x + yi e z; = x; + y;i.

Calculando |z — z,|, temos que:
lz—z| = [(x +y) — (s + ¥ D) = J(x =22+ (Y —y1)? =7
S| (x—x)’+ (—y)*=r?

Representacgao grafica:
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tIm

Z1

5.4. Elipse

Dado o conjunto z={|z—c|+|z+c|=2anoqualaec €R,}, esse conjunto
representa todos os pontos cuja soma de suas distancias a dois pontos fixos é constante e igual 2a.

Esse lugar geométrico é conhecido como elipse, com focos horizontais nos pontos c e — c.
Podemos verificar isso analiticamente, fazendo a soma dos médulos e igualar a 2a.

|z—c|+|z+c|=\/(x—c)2+yz+\/(x+c)2+y2 = 2a

Apds sucessivas manipulagdes algébricas, chegamos em:
xZ(aZ . Cz) + azyz — aZ(aZ . (:2)
Considerando que a? = b? + c?, como no teorema de Pitdgoras, e fazendo b? = a? — c?,
temos:
b2x? + a?y? = q2h?
Dividindo a ultima equacdo por a?b?, resulta na equacdo reduzida da elipse:
x2 2
S +a=1
Repare que a > b (b? = a? — ¢?). Assim, a elipse esta “deitada”, com os focos em (—c, 0) e
(c¢,0), conforme a figura abaixo.
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' I'm

Para o caso de os focos da elipse estarem na vertical, devemos considerar o conjunto de z =
{lz—ci| + |z + ci] = 2a,ondeaec € R,}

Dessa forma, fazendo os mesmos calculos, considerando a mesma substituicio de b? = a? —
c?, nés chegamos na equac3o reduzida da elipse “em pé”:
2 2
ye X
—+—==1
a? b2

Representagdo grafica da elipse com focos em (0, ¢) e (0, —c):

' Im

Re

——_———e — — — — — —— —
i

=
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A elipse também pode ser definida pelo seguinte conjunto:

z={lz—z/|+|z— 2] =2a,a € R, ez,z, € C}
Nesse caso, z; e z, sao os focos da elipse.

5.5. Hipérbole

Vamos considerar o conjunto z = {|z — c¢| — |z + ¢| = +2a,a,c € R, }.

Esse conjunto representa todos os pontos nos quais a diferenga entre a distancia de z a dois

pontos fixos é constante. O lugar geométrico que possui essa propriedade é a hipérbole com focos
nos pontos —c e c.

Dessa maneira, os focos da hipérbole estao na horizontal e sua equacao reduzida é dado por:
x2 y2 .
a? b2

E agora, a relac3o pitagdrica fica: ¢> = a? + b%, coma > b.

Representacdo grafica da hipérbole de focos em (—c, 0) e (c, 0):

L Im

De forma semelhante ao que ocorre para o caso das elipses, se considerarmos o conjunto z =
{|z —ci| — |z + ci] = £2a,a,c € R,}, teremos nossa hipérbole com focos na vertical. Porém, ao
repetir os mesmos processos algébricos, chegamos em:

y2 x2
@ L

Onde: ¢? = a? + b?, coma < b.

Representagdo grafica da hipérbole de focos (0, —c) e (0, ¢):
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tIm
=z
Ceo
e C
s
a ~_
O — 0 -
b c Re
—c 9

A hipérbole também pode ser definida pelo seguinte conjunto:
z={lz—z/|—-|z—2,] =t2a,a € R, ez,z, € C}

Nesse caso, z; e z, sao os focos da hipérbole.

5.6. Parabola

Para finalizarmos as figuras geométricas no estudo dos Numeros Complexos, vamos definir o
conjunto z = {|z — a| = |Re(z) + al, no qual a € R. Neste conjunto, percebemos que |Re(z) +
a|é a medida de distancia entre duas retas verticais que passam por Re(z) e — a, na qual chamamos
de diretriz. Portanto, o lugar geométrico representado é a parabola, cujo parametro p = 2a.

Ao fazer a verificagdo analitica (|x + yi — a| = |x + a|), podemos chegar na expressdo:
y? = 4ax,onde p = 2a

Representacgdo grafica da parabola de diretriz d e foco (a, 0):
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=%

|
=]
e U e T

De forma semelhante, podemos ver que o conjunto dado por z = {|z — ai| = |Im(z) +
ai|,no qual a € R também formara uma parabola. Entretanto, agora tera foco na vertical e sua
diretriz estard na horizontal.

Fazendo os mesmos processos analiticos, chegamos a seguinte equag¢ao da parabola:

x? =4ay,ondep = 2a

Repare que o termo ao quadrado na equacdo agora é x.

Representagdo gréfica da pardbola de diretriz d e foco em (0, a):

Im
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6. Formula de Euler

A formula de Euler é uma férmula matemadtica que mostra uma relacdo entre a funcao
trigonomeétrica e a fungdo exponencial. Essa formula é dada por:

le?® = cos6 + isend|

Onde 6@ é o argumento real em radianos.

O interessante dessa formula é que podemos usar as propriedades das funcdes exponenciais
para operar com os numeros complexos, por exemplo:

(T T T T ) T T T ) T
e\3' 4 cos(3+4)+Lsen(3+4) cos 12 + isen 12

Pelas propriedades dos complexos, podemos escrever:

el3+3) = ¢35 . o2

Usando a formula de Euler:

o - (o () 50 ) () n (5

- con (5 () e s 2+ sn G () - s e 1)

) )1 ) )

4 3 4

4 4 3
COS(%+%) \ sen(g+%) /

(T T 7 7T
el(§+1) = cos <E) +isen (E)

Para @ = m, temos um caso especifico da férmula de Euler que é chamado de identidade de

Euler:
Veja que, por meio da férmula de Euler, podemos escrever as seguintes identidades:
e® = cos@ +isenf (I)
e = cos(—0) + isen(—0) = e~ = cosO —isend (II)

Fazendo (1) + (II), obtemos o cosseno:

o0 1 o—if
cosf = —
Fazendo (1) — (II), obtemos o seno:
619 _ e—i@
senf = T
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CURIOSIDADE

&

A férmula de Euler pode ser provada por cdlculo ou pela série de Taylor. A titulo de
curiosidade, uma fungdo f, derivavel n vezes, pode ser expandida em uma série de Taylor.
A expansdo de f em série de Taylor em torno do ponto x = a é dada por:

1 12 2 n n
) = f(a) + f! (a)(x a) + [T (@) (x-a) 4ot fM(a)(x-a)

2! n!
Onde f™(a) é a n-ésima derivada da fungdo f no ponto x = a.

Quando a = 0, temos a série conhecida como série de Maclaurin:

1 " 2 n n

As seguintes expansdes sao alguns exemplos de séries de Maclaurm
a) Funcdo exponencial

e’ = 2?:09;_,
b) Funcdo cosseno
(-
2n)!

COSX = Ymp

c¢) Fungdo seno
D" 2n+1
senx =
L= 0 (2n+1)!
Aplicando a expansdo em série de Maclaurln na funcdo e*, obtemos:
¥ _ woo (@)" (- 1)x i(-1D)x3
= o - —1+ + + - + -
Note que as partes reais de e** sdo os termos cu10 n é par e as partes imagindrias sao

os termos cujo n é impar. Separando as partes reais e imagindrias, encontramos:

( 1)n Zn ( 1)n 2n+1
Zn 0 (2 ), Zn 0 (2n+1)|
COSsXx senx

Portanto, temos a formula de Euler:
e =cosx +isenx

7. Resolugao de Problemas Trigonométricos com Complexos

Vocé sabia que podemos resolver alguns produtos trigonométricos usando numeros
complexos? Vejamos um exemplo de questdo:

7.a) Calcule o valor da soma

T 3 5t
S = cos (7) + cos <7) + cos (7)

Resolucdo:
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A principio poderiamos usar as transformacdes trigonométricas para encontrar o valor da

expressao, mas vamos aprender outro método. Seja z € C tal que
T T

Z=cos—+1isen—
7 7

Podemos escrever os cossenos da soma em funcao de z. Aplicando a formula de Moivre,
temos:

_ T[+, T

Z—cos7 lsen7
1 T ) T T T
P cos(—7)+lsen(—7) =COS7—lSBTl7

= +1—2 LN 7T—l( +1)
z+_=2cos7 =05 = (z+—

Analogamente:

z3 =c053—n+isen3—n el=cosB—n—iseng—n:COSB—n=l(z3+l>
7 7 z3 7 7 7 2 z3
z5 =c055—ﬂ+isen5—ﬂ ei=coss—ﬂ—isenS—ﬂ:coss—n=l(25+l
7 7 5 7 7 7 2 z5
Dessa forma, a soma fica
T 3 5n
S = cos (7) + cos (7) + cos (7)
1 1 1 1 728+ z4+ 28+ 224+ 219 4+ 1
S=—(Z+—+Z3+—+z5+—)=
2 z z3 z° 225

Note que

z7=cosn+isenn=>

Multiplicando essa equac3o por z e z3, obtemos:

78 = —7

z10 = —z

3

Fazendo as substituicdes na soma:

2+zt—z+2722 -2 +1 1—-z+4+2z*-23+2*+2°
275 B 275

Note que podemos transformar o numerador da soma em uma PG de razao —z, veja:

S =

PG derazao—z
1—z+z2—23+2z*—25+2°+2°
275

Dessa forma:

S_%+z5__(27+1)+25(_2_1)

275 B 2z5(—z—1)
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Masz’ = —-1=2z"+1=0, logo:
_z(—z—-1) 1
C225(—z—-1) |7 2

Interessante, ndo? Se vocé prefere operar com complexos, esse método pode ser muito Util
para vocé!

8. Lista de Questoes

Enunciado

S

11.(EEAR/2019)

A parte real das raizes complexas da equagdo x? — 4x + 13 = 0, é igual a
a)1l

b) 2

c)3

d) 4

12. (EEAR/2018)

Dado o nimero complexoz = a + bi,sez +Z=10ez—7Z = —16i,entdoa + b é
a) -6

b) -3

c)2

d) 8

13. (EEAR/2018)

Sejam os numeros complexos z; =1 —1i,z, = 3+ 5i e z3 = z; + z,. O mddulo de z; é igual
a

a) 2v/2
b) 4v2
c)2V3
d) 4v3

14. (EEAR/2008)
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O mddulo do complexoz = =3 + 4ié
a)3
b) 4
c)5
d) 6

15. (EEAR/2008)

2053 gphtém-se

Calculando i
a)l

b) i

c) —i

d) -1

16. (EEAR/2017)

Se i é a unidade imagindria, ent3o 2i3 + 3i? + 3i + 2 é um nimero complexo que pode ser
representado no plano de Argand-Gauss no guadrante

a) primeiro
b) segundo
c) terceiro

d) quarto

17. (EEAR/2016)

Sabe-se que os numeros complexos z; = [2m(3+m)]+ Bn +5)i e z, = 2m? + 12) +
[4(n + 1)]i sdo iguais. Entdo, os valores de m e n sdo, respectivamente

a)3el
b)2el
c)2e-1
d3e-1

18. (EEAR/2016)

Sejam z; e z, dois numeros complexos. Sabe-se que o produtode z; ez, € —10 + 10i.Se z; =
1 + 2i, ent3ao o valor de z, é igual a

a)5+ 6i
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b) 2 + 6i
c) 2+ 15i
d) —6 + 6i

19. (EEAR/2015)

Seja z = /3 - (cos20° + i - sen 20°) um ndmero complexo na forma trigonométrica. Assim,
z?% éigual a:

a)3-(cos20°+i-sen 20°)

b) 3 - (cos40° + i - sen 40°)

c) 2v/3 - (cos 20° + i - sen 20°)

d) 2v/3 - (cos 40° + i - sen 40°)

20. (EEAR/2010)

21 138 A4

Ovalorde i1t — 21 — 38 ¢
a)1—2i

b) 2 —i

c)—2

d)1

21. (EEAR/2008)

Dado x € R, para que o numero z = (2 — xi)(x + 2i) seja real, o valor de x pode ser
a)4

b) 0

c)-1

d) -2

22. (EEAR/2006)

51 . 51 3 . 3
O produto z -z, sendo z = 2 (cosT +i-sen T) ez = a(cosT +1i-sen T)’ pode ser
expresso por:

a) 2a(cos0 +i-sen0)
i . s
b) 2a (cos; +1i-sen 5)
VA . Vs
c) a(cos; +1i-sen 5)
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d) a(cos2m + i - sen 2m)

23. (EEAR/2007)

- ’ 3
A forma algébrica do numero complexo z = P +

a)0,1 —3i
b) 0,1 —1,1i
c) 1,7+ 11i
d)1-1,7i

24. (EEAR/2006)

S —

3+21 ,

-2

Sendom—ni = iemi—n = 14 3i, 0s nUmeros complexos m e n sdo tais, que sua soma

éigual a

1 3

A= 7%

25. (EEAR/2000)

Sejam A,z; e z, as representagOes graficas dos complexos 0 + 0i,2 + 3i e =5 — |,
respectivamente. A menor determinacdo positiva do angulo zlfizz é

a) 135°
b) 150°
c) 210°
d) 225°

26. (ESA/2009)

2

O valor da expressdo = —
x>=1
i+1
a) PS
b)1+i
c)(1—-1)
d) _(1_i)

2
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e)%

27. (ESA/2011)

Seja uma func¢do f : R - C definida por f(x) = 2(cos2x + i - sen 2x). Calcule o valor de

7 (%)

a)V3 +i
b) 1+ iV3
c)V3—i
d)£+£
2 2
N
e)——-
2 2

28. (ESA/2013)

Com relagdo aos numeros complexosz; = 2+ iez, =1 —1i,ondei éaunidade imaginaria, é
correto afirmar

a)zy -z, =-3+1
b) [z =2
c) |z, =5
d) |z, - z,| =10
e) |z, +z,| =3

29. (ESA/2015)

A parte real do nUmero complexo ZhE

a)—i
b) —2
c)0
d)%

e)2

30. (ESA/2018)

Considere o nimero complexo z = 2 + 2i. Dessa forma, z1°°:
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a) € um numero real negativo.
T
b) tem argumento T

c) é um numero real positivo.
d) tem médulo igual a 1.

e) é um numero imaginario puro.

31. (EsPCEx/2011)

. , x+yi . . ~
Seja o0 numero complexo z = ?Zi, com x e y reais e i = —1. Se x?2 + y2 = 20, entdo o

maodulo de z é igual a:
a)o
b) V5
2v5
5
d) 4
e) 10

c)

32. (EsPCEx/2012)

A figura geométrica formada pelos afixos das raizes complexas da equacdo x> — 8 = 0 tem
areaigual a

a) 7V/3
b) 6v3
c) 5v3
d) 4v/3
e) 3V3

33. (EsPCEx/2015)
Se(1+1) (cosln—2 +i- senln—z) = X + yi,emque i é a unidade imaginaria e x e y sao numeros
reais, o valor de V3 - x + y é:
a) V6
b) V3
V2
c)—
2

d) 3V6

& Aula 18 - Numeros Complexos
y www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

V3
E)?

34. (EsPCEx/2014)

A representacdo geométrica, no Plano de Argand-Gauss, do conjunto de pontos que satisfazem
a condicdo |z + 2 — 3i| = |z— 1+ 4i|, com z = x + yi, sendo x e y nUmeros reais, é reta de
equacao

a) 2x-3y+ 7=0
b) 3x-7y-2=0
c) 2x-3y+3=0
d) 4x-3y+3=0
e) 2x-y=0

35. (EsPCEx/2013)

De todos os nimeros complexos z que satisfazem a condicdo |z — (2 — 2i)| = 1, existe um
numero complexo z; que fica mais préoximo da origem. A parte real desse nimero complexo z;
éigual a:

4—/2
a)

2
b)

442
2
4—/2
4
4+/2
4

NA
e)—

2

c)

d)

36. (EsPCEx/2012)

Sendo Z o conjugado do nimero complexo Z e i a unidade imaginaria, o nimero complexo Z
que satisfaz a condicio Z +2Z =2 —Zi é

a)Z=0+1i
b)Z =0+ 0i
c)Z=1+4+0i
dZ=1+i
e)=1-1i

37. (EsPCEx/2013)
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Sendo z o numero complexo obtido na rotacdo de 90°, em relacdo a origem, do nimero
complexo 1 + i, determine z3

a)l1—1i
b)—1+i
c) —2i
d)—1-2i
e) 2+ 2i

38. (EsPCEx/2017)
4
Seja a igualdade g—gi = (cos%+ isen %) , onde i é a unidade imaginaria. Se a e b sao
numeros reais, entdao o quociente % é igual a:
V3
a)—
5
b) 3v3
5
3v3
c)——
5

d) -2

15v3
&)=~

39. (EsPCEx/2016)

Sejam z e v niumeros complexos onde |z| = 1 e v tem coordenadas no plano de Argand-Gauss
(g,\/;) Sobre o niumero complexo z - v (resultante da multiplicacdo dos complexos z e v),
podemos afirmar que

a) sempre é um numero real.

b) sempre tem médulo igual a 2.

c) sempre é um numero imaginario puro.

d) pertence a circunferéncia x? + y* = 1

. T
e) sempre tem argumento igual a "

40. (EsPCEx/2017)

Na figura abaixo, estad representado o plano de Argand-Gauss com os afixos de 12 niumeros
complexos, identificados de A a L. Sabe-se que esses afixos dividem a circunferéncia em 12
partes iguais e que A = (1, 0).
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O poligono regular cujos vértices sdo os afixos de VE é
a) BEHK

b) CFIL

c) ADGJ

d) BDHJ

e)CEIK

41.(AFA/2020)

Considere no plano de Argand Gauss a regido S formada pelos afixos P(x,y) dos numeros
complexos z = x + yi,emqueVv—1 =1

lz—i|=>1
S=1lz| <2
Re(z) <0

Analise cada proposicdo abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.
( )AdreadeS é maior que 4,8 u.a.

( )Se k éoelemento S de menor argumento, entdo ki € S

( ) Todo z pertencente a S possui seu conjugado em S

Sobre as proposicoes, tem-se que:

a) apenas uma é verdadeira.

b) apenas duas sdo verdadeiras.

c) todas sao verdadeiras.
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d) todas sao falsas.

42. (AFA/2019)

Considere, no plano de Argand-Gauss, os numeros complexos A e B, sendo A=x-2i, x€R
eB=1+1i.

Se no produto A-B tem-se Re(A-B) = Im(A-B), entdo, sobre todos os nimeros complexos A,
é correto afirmar que:

a) seus afixos formam uma reta.
b) nenhum deles é imagindrio puro.
c) o que possui menor médulo é o que tem o maior argumento principal.

d) existe A tal que |A| = |B|.

43. (AFA/2017)

Resolva a equacdo z3 — 1 = 0 no conjunto dos nimeros complexos. Considerando as raizes
encontradas, analise as proposicdes abaixo e classifique-as em V (VERDADEIRA) ou F (FALSA).

() A equacdo possui trés raizes de multiplicidade 1.

. , A L . (3V3 . .
() Os afixos das raizes formam um triangulo equilatero cuja area é ~ unidades de area.

() Duas das raizes sao conjugadas.

( ) Todas as raizes tém o mesmo maodulo.
A sequéncia correta é

a) V-F-V-V

b) V-V-F-V

c) F-F-V-F

d) V-F-V-F

44. (AFA/2016)

Considere no Plano Argand-Gauss os nimeros complexos z = x + yi, onde i = V—1 e cujos
afixos sdo os pontos P(x,y) € R?

Dada a equacdo (z — 1 + i)* = 1, sobre os elementos que compdem seu conjunto solugo, é
INCORRETO afirmar que

a) apenas um deles é imagindrio puro.
b) todos podem ser escritos na forma trigonométrica.

c) o conjugado do que possui maior argumento é 1 + 2i.
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d) nem todos sao numeros imaginarios.

45. (AFA/2015)

, . . 1. . .
Considere os numeros complexos z; = x — 1,2z, = JbZ3 = —1+2iez,=x+yiemquex €
2 _ X e
R,y € R} ei“ = —1 e as relagdes:
l. Re(z; + 7)) < Im(Z; + 7Z3)
Il. |25 - z4| =5
O menor argumento de todos os complexos que satisfazem, simultaneamente, as relagdes | e
IIé
T
a —
) 6
b) 0
s
C —
) 2
s
d) -
) 3

46. (AFA/2015)

Nas expressdes X, y e z, considere a simbologia:

- log é ologaritmo decimal;

- [ éaunidade imaginaria dos numeros complexos;
- sen éosenodeum arco; e

- n! é o fatorial de n

3log(100") i+i%+i3 44100
Se x = g LY = ——— e z=sena+ sen(a + m) + sen(a +
logl+log8+log27+--+1og1003 i-i2.i3....{100
2m) + -+ sen(a + 991), entdo o valorde x¥ + z é
a)o
b) 1
c)2

d)3

47. (AFA/2014)

Considere no plano complexo, o conjunto dos nimeros z = x + yi; {x,y} c Rei? = —1 que
satisfazem a condigdo |z| = |2z + 1].

E FALSO afirmar que

. , . 1
a) este conjunto pode ser representado por um circulo de raio igual a 3
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b) z = —1 é o elemento de maior mddulo, neste conjunto.
1, . .
c)z=-— ;€0 elemento de maior argumento, neste conjunto.

d) ndo existe z, neste conjunto, que seja imaginario puro.

48. (AFA/2013)

Considerando os numeros complexos z; e z,, tais que:

-z éaraiz cubica de 8i que tem afixo no segundo quadrante
-z, éraizdaequacdox*+x%2—12=0elm(z,) >0
Pode-se afirmar que |z, + z,| é

a) 2v/3

b)3 ++3

)1+ 2v2

d) 2 +2v2

49. (AFA/2012)

O valor de n tal que X7, (1 + i)/ = 31 + i, sendo i a unidade imaginaria, é
a) par menor que 10

b) primo maior que 8

¢) impar menor que 7

d) multiplo de 9

50. (AFA/2011)

O numero complexo z = a + bi é o vértice de um triangulo equildtero, como mostra a figura
abaixo.

4lm

:
.
:
'
'
.
.
'
'
1
s

a

Re
E correto afirmar que o conjugado de z2 tem afixo que pertence ao

a) 12 quadrante.
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b) 22 quadrante.
c) 32 quadrante.

d) 42 quadrante.

51. (AFA/2010)

Sejam z = x + yi (x € R*,y € R" e i a unidade imaginaria), Z o conjugado de z e A o lugar
geométrico dos pontos P(x, y) do plano cartesiano para os quais z - Z = 2x + 3.

Se A e B sdo os pontos de intersecdo de A com o eixo (O_)y e se A" é o ponto de intersecdo de A

com o eixo Ox que possui a menor abscissa, ent3o a area do tridngulo A’AB é, em unidades de
area, igual a

a) 2v/3
b) 2v/2
c)V3
d) V2

52.(EFOMM/2020)

Seja o somatério abaixo, onde i é a unidade imaginaria.
2020

J=0

Sobre o valor de S, é correto afirmar que

a)S=1-1i
b)S=1+i
S=1
dS=i
e)S =i3

53. (EFOMM/2018)
Resolva o sistema

{ |z — 2| = |z + 4|

para z complexo, encontramos como solugao
|z—3|+|z+ 3| =10’

a) —1+ 28 —q — By
5 5
b)+1+%gi;+1—87‘5i
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c)— +6\/_ —1—%
d) +1+ 200 +1 - 2
o) +1 - 200 -1 - 2y

54. (EFOMM/2018)

Resolvendo 1 + i + i? + -+ i", comn = 4k + 1 e k € Z (n°’ inteiros), obtemos
a)i™

b)1l+i"

c)1.

d) 1+ i2.

e)l+i.

55. (EFOMM/2017)

Analise as afirmacdes que se seguem.

~ ’ . ars ~_ XtYy+
. Sex, Y, Z Sa0 humeros realis positivos, entao

>3 x-y-z

Il. Se z é um niimero complexo de médulo unitério que satisfaz a condi¢do z?" # —1, sendo
n

, . . s - z
7. Uum numero inteiro pOSltIVO, entao
1+z2n

é um numero real.

lll. Se A, 3 representa a matriz dos coeficientes de um sistema linear com quatro equagdes e
trés incognitas, esse sistema sera possivel e determinado sempre que o posto desta matriz A
for menor ou igual a 3.

Entdo, pode-se dizer que

a) todas as afirmativas sdo verdadeiras.

b) todas as afirmativas sdo falsas.

c) somente as afirmativas | e |l sdo verdadeiras.
d) somente as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.

e) somente as afirmativas Il e lll sdo verdadeiras.

56. (EFOMM/2016)

O numero complexo, z = |z|(cosO + i - senf), sendo i a unidade imaginaria e 0 < 0 < 2,
que satisfaz a inequagdo |z + 3i| < 2 e que possui 0 menor argumento 6, é

5 2v5.
a)z=—2—-22
3 3
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b)z=—5+£i
3 3

-2V5 5.
C)z=——=1
3 3
d)2=ﬂ+5i
3 3

e)z=—2v5+5i

57. (EFOMM/2016)

Seja o nimero complexo z = —1 — /3, onde i é a unidade imaginaria. O valor de z8 é:
a)z = 256 (cos4—” + isen4—”)
3 3
b) z = 256 (cosz + isenf)
3 3
c)z =256 (cosz—7r + isenS—n)
3 3
d) z = 256 (0032—7I + isenz—”)
3 3

e) z = 256(cos2m + isen2m)

58. (EFOMM/2015)

Considere o nimero complexo z; # 1, tal que z, seja soluc3o da equac3o z® = 1, com menor
argumento positivo. A solugdo z, da mesma equagao, cujo argumento € o triplo do argumento
de z,, éigual a

a)%+i?.
NE

b) ==+ i,

c)—1.

a2

2 2
E)E—l7.

59. (EFOMM/2013)

1
x+iy

Se 0s numeros reais x e y sao solugdes da equagao (E)Z + =1+ i, entdo 5x + 15y é
igual a:

a) 0.

b) —1.

c) 1.
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d) —V2.
e) —V2.

60. (EFOMM/2010)

Considere o conjunto dos numeros complexos Z com a propriedade |Z + 169i| < 65,
admitindo que i é a unidade imaginaria. O elemento desse conjunto que possui o maior
argumento 8,0 < 0 < 2m, é igual a

a) 60 — 144i
b) 65 — 169i
c) —104i

d) —65 — 169i
e) 65 — 156i

61. (EFOMM/2006)

O inverso do complexo 2i é

a)%—l
b) = + i
c)%

d)—=
e)—2

62. (EFOMM/2006)

. . o . 2+i
Qual o valor de e, que é um escalar real, em que a parte imaginaria do nimero complexo e

é nula?
a) —4
b) —2
c)1

d) 2

e) 4

63.(EFOMM/2005)

Determine o valor de x para que o produto (12 — 2i)[18 + (x — 2)i] seja um nUmero real.
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a) 4
b) 5
c)6
d) 7
e)8

Gabarito

11.b
12.b
13.b
14.c
15.b
16.b
17.b
18.b
19.b
20.a
21.d
22.a
23.b
24.c
25.a
26.c
27.b
28.d
29.a
30.a
31.c
32.e
33.a
34.b
35.a
36.d
37.e
38.a
39.d
40.a
41.a
42.c
43.a
44.c

& Aula 18 - Numeros Complexos
y www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

45.d
46.b
47.c
48.a
49.d
50.c
51.c
52.c
53.a
54.e
55.c
56.c
57.d
58.c
59.b
60.a
61.d
62.e
63.b

Resolugao

11.(EEAR/2019)

A parte real das raizes complexas da equacdo x? — 4x + 13 = 0, é igual a

a)l

b) 2

c)3

d) 4

Comentarios
Resolvendo a equacao de segundo grau pelo Método De Bhaskara, obtemos:
TV -4 (D (3)
2-(1)

_4+V=36
==

_4t6V-1
N 2
x=2+3i

Sabemos entdo que sendo x; e x, as raizes, entdo:

X

X
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Re(x;) = Re(x,) =2
Gabarito: “b”.
12.(EEAR/2018)
Dado o nimero complexoz = a + bi,sez +Z=10ez—7Z = —16i,entdoa + b é
a) -6
b) -3
c)2
d) 8

Comentarios

Sabemos que:
{z+z_=2-Re(z) {Z+z_=2-(a)
z—2z=2i-Im(2) z—z=2i-(b)
2a =10 a=5
{Zbi - —16i {b —_8
Sendo assim:
a+b=5-8=-3
Gabarito: “b”
13.(EEAR/2018)

Sejam os numeros complexos z; =1 —1i,z, = 3+ 5i e z3 = z; + z,. O mddulo de z; é igual
a

a) 2v2
b) 4v/2
c) 2v/3
d) 4v3

Comentarios

Z3 =2, + 2,
z3=(1—-1i)+ (3+5i)

Zz =4+ 4i

Sendo assim:
23] = /(4)2 + (4)2 = /32
|z3| = 42
Gabarito: “b”.

14.(EEAR/2008)
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O mddulo do complexoz = =3 + 4ié
a)3
b) 4
c)5
d) 6

Comentarios

lz| = (=3)2 + (4)2 = V25
lz| =5
Gabarito: “c”.

15. (EEAR/2008)

Calculando 2053

a)1l
b) i
c) —i
d) -1

Comentarios

obtém-se

Sejai? com d daforma:d = 4q + r. Entdo i4 = i"

Faremos uma divisao com resto do expoente 2053 por 4. Obtendo que
2053 =4-513+1
Entao:
i2053 — 1 — i

Gabarito: “b”.

16.(EEAR/2017)

Se i é a unidade imaginaria, entdo 2i3 + 3i? 4+ 3i + 2 é um nimero complexo que pode ser
representado no plano de Argand-Gauss no guadrante

a) primeiro
b) segundo
c) terceiro
d) quarto
Comentarios

Lembre-se
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Entao,
23 +3i2+3i+2=2-(-D)+3-(-1)+3i+2=—-1+1i
-1+4+i= \/f(cos(135°) +i- sen(135°))
—14i=+2-cis(135°) — Segundo Quadrante
Gabarito: “b”.

17.(EEAR/2016)

Sabe-se que os numeros complexos z; = [2m(3 +m)]+ B3n+5)i e z, = (2m? + 12) +
[4(n + 1)]i sdo iguais. Ent3o, os valores de m e n sdo, respectivamente

a)3el
b)2el
c)2e-1
d3e-1

Comentarios
Zl = Zz
[2m(B+m)]+ Bn+5)i = 2m? +12) + [4(n + 1)]i
{[2m(3 +m)] = (2m? + 12)
(B3n+5)=[4(n+1)]
em =12 m=2
{5 =n+4 = {n =1
Gabarito: “b”.
18.(EEAR/2016)

Sejam z; e z, dois numeros complexos. Sabe-se que o produtode z; ez, € —10 + 10i.Se z; =
1 + 2i, entdao o valor de z, é igual a

a)5+ 6i
b) 2 + 6i
c) 2+ 15i
d) —6 + 6i

Comentarios

Zy 2, = =10+ 10i
(14202, =—10+ 10i
—10 + 10i
2= 0
—104+10i (1 —2i)
1+2i (1-20)

Z2=

& Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

_(-10 +10)(1 - 20)

%= 12 — (20)2
10 + 30i
2=,

Z, =2+ 610

Gabarito: “b”.

19.(EEAR/2015)

Seja z = /3 - (cos20° + i - sen 20°) um ndmero complexo na forma trigonométrica. Assim,
z?% éigual a:
a)3 - (cos20°+i-sen 20°)
b) 3 - (cos40° + i - sen 40°)
c) 2v/3 - (cos 20° + i - sen 20°)
d) 2v/3 - (cos 40° + i - sen 40°)
Comentarios
Uma notacado que simplifica as operacdes na forma trigonométrica é
(cos20° +i-sen 20°) = cis 20°
Sendo assim, queremos
z2 = (V3 cis 20°)2
Utilizando as propriedades da forma trigonométrica do nimero complexo, obtemos:
22 = (V3)" - cis (2 - 20°)
z? =3 - cis 40°
z? =3 - (cos40° + i - sen 40°)
Gabarito: “b”.
20.(EEAR/2010)

Ovalorde i1t — 21 — 38 ¢
a)1l —2i

b)2—1i

c)—2

d)1

Comentarios
Seja i? com d daforma:d = 4q + r. Entdo i4 = i"

Sendo assim:
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11=4-2+3 it=i3=—i
{21=4-5+1 = {i21=i1=i
38=4-9+2 % =i%2=-1

Portanto, temos que:
i1 — 21— 38 = (=) — () — (1) =
=1-2i

Gabarito: “a”.

21.(EEAR/2008)
Dado x € R, para que o niumero z = (2 — xi)(x + 2i) seja real, o valor de x pode ser
a)4
b)0
c)-1
d) -2
Comentarios
z=02—xi)(x+2i) =
=2x+4i —x% + 2x = 4x + (4 — x?)i
Para ser real, queremos:
Im(z) =0
Im(Ax+ (@4 —x2)i)=4—x*>=0
x2=4
x =42
Analisando as alternativas, obtemos o item d como resposta.
Gabarito: “d”.

22.(EEAR/2006)

5w . 5w 3 . 31
0] produto A Z’, sendo z = 2 (COST-l- L-Sen T) e z' = a(cos:+ lL-Sen T)' pode ser
expresso por:

a) 2a(cos0 +i-sen0)
VA . Vs
b) 2a (cos; +1i-sen E)
V3 . s
c) a(cos;+ i-sen 5)

d) a(cos2m + i - sen 2m)

Comentarios

Z=2-cCis—
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, . 3m
z =a- cst
Entdo, das propriedades da forma trigonométrica do complexo:
, ~ (5m 3m - (8
z-z' = (2a)-cis (T-I_T) = 2a - cis (T)

=2a-cis2n =2a-cis0
z-z' =2a-(cos0+1i-sen0)

Gabarito: “a”.

23.(EEAR/2007)

A forma algébrica do numero complexo z = % + 3:21 .
a) 0,1 —3i

b) 0,1 —1,1i

c)1,7 + 11i

d1-1,7i

Comentarios

Iremos efetuar as simplificacdes dos dois temos da soma:
3 3+ 2i
3-i7i-2
3 B4+i) 342 (i+2)
320G+ iz G+
_ 33+i) @B+2)(i+2) B

7 =

32 _ 2 i2 —22
9+3i 4+7i
£=0 "5 °
9 4 3 7\
=(5-3)+ (1573 =
1 11
Z=E_1_0l=
z=0,1-1,1i

Gabarito: “b”.

24.(EEAR/2006)

Sendom—ni = iemi—n = 1+ 3i, 0s nUmeros complexos m e n sao tais, que sua soma
éigual a

1 3
A7y
b) =2 +=

2 21

& Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

1 3
;7%
d) s+ 3

2 2

Comentarios
Primeiramente, devemos tomar cuidado, porque m e n sao complexos e nao reais.
Agora, perceba que:
m—ni)—(mi—-—n)=m+n)—(m+n)i =
=(m+n)-(1-1i)
Logo:
O-A+3)=m+n)-(1-1i)
(—1-2)=(m+n)-(1-1)
—-1-2i
m+n=—((1_i))
Simplificando os termos, obtemos:
(—1—2i).(1+i)_(1—3i)
1-0 @A+ (2)

> m+n=

i

N =
N W

7))
Cc.

Gabarito:

25.(EEAR/2000)

Sejam A,z; e z, as representagles graficas dos complexos 0 + 0i,2 + 3i e =5 — |,
respectivamente. A menor determinag3o positiva do angulo z;Az, é

a) 135°
b) 150°
c) 210°
d) 225°
Comentarios
A=1(0,0)
Resolveremos o problema n=utilizando geometria analitica: { z; = (2,3)
Zy = (_5; _1)

Sendo assim, as retas podem ser calculadas:
_
Reta Az;:

Az, > y=mx+c¢

1 3-0 3
™M=5"0772
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A reta precisa passar por A(0,0), ent3o:

OZEO+C1 = C1:0

Entdo a reta é dada por:

Reta Az,:

A_zz)z Yy =myXx + Cy
_—1—0 1

~5-0 5
A reta precisa passar por A(0,0), ent3o:

m,

0 = g . O + C2 = C2 = O
Entdo a reta é dada por:
1

y=§x

Portanto, na geometria analitica o angulo entre duas retas é calculado

my —m,
tga =

L 10-0)
WEND

a = 45°

Observe agora, a figura:

-6

-2

-3
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Entdo o angulo z; Az, = 180° — 45° = 135°

7))
a.

Gabarito:

26.(ESA/2009)

x%-1

x3-1

O valor da expressao quando x =i é:

i+1
a) =~

b)1+i

c)(1-1)

d) _(12_’:)

1—i
e R—
) 2
Comentarios

Lembremos que:

Entao:
x*-1 i?2-1 -1-1 2
-1 $#-1 —i—-1 1+i
Simplificando a expressao, obtemos:

2 2 (1-) _2-(1-0
1+i 1+i (1—i) @@2-i2)
2-(1-19) .
= = @=D

Gabarito: “c”.

27.(ESA/2011)

Seja uma funcdo f : R — C definida por f(x) = 2(cos 2x + i - sen 2x). Calcule o valor de

r (%)
a)V3 +i
b) 1+ iV3
V3 —i
d) 2 +1

V3 i
e 2

Comentarios
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A funcao é definida por:
f(x) =2-cis(2x)

T
Parax = gtemos:

f(%)=2-cis (2-%)=2-cis (g)
f(%)=2-(cosg+i-seng)=

=2-<%+i-§>=1+i\/§
f(%)=1+i\/§

Gabarito: “b”.
28.(ESA/2013)

Com relagdo aos numeros complexos z; =2 +iez, =1 —i,ondei é aunidade imaginaria, é
correto afirmar

a)zy -z, =-3+1
b) |z, =2
c) |z,] =5
d) |z, - z,| = V10
e) |z, +z,| =3

Comentarios

a) Falso
zy 2, =2+i)- 1—-i)=3—-1i
b) Falso.
|z, = V(2)2 + (1)? =5
¢) Falso

|2,] = (D)2 + (-1)2 =2
d) Verdadeiro
|Z1 - z2| = |z1] - |25] =vV5-v2 =10
e) Falso
|z, + 2| =12+ D+ A -D|=1[3]=3
Gabarito: “d”.

29.(ESA/2015)
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’ 1
A parte real do numero complexo ZhE
1

a)—z

b) —2
c)0
1
d) "
e)2
Comentarios

1 1 11
(20)2 22-i2 4.-(-1

ke ((zli)Z) - _%

Gabarito: “a”.

30. (ESA/2018)

Considere o nimero complexo z = 2 + 2i. Dessa forma, z1°:

a) € um numero real negativo.
T
b) tem argumento "

c) é um numero real positivo.

d) tem médulo igual a 1.

e) € um numero imagindrio puro.
Comentarios

Trabalharemos com a forma trigonométrica do complexo.

Vs VA
z=2+2i=2(1+i)=2(\/§-cisz)=2\/§°cisz

773 100
= 7100 = (2\/5 - cis—

4)=

= 2190 (v2)" -cis (100-7) =

= 2150 ¢js (25m) = 2150 . cis (m) =
= 2150. (cosm + isenm) =
— 2150 . (_1) —
— _2150
— 7100 — _ 2150
Analisando as alternativas, concluimos que z°° é um nimero real negativo.

Gabarito: “a”.
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31.(EsPCEx/2011)

. . x+yi . . ~
Seja 0 numero complexo z = ?Zi, com x e y reais e i2 = —1. Se x2 + y2 = 20, entdo o

modulo de z é igual a:
a)o
b) V5
2V5
c)—
5

d) 4
e) 10
Comentarios

Utilizando as propriedades do médulo:

_le+yil _ (JGTFGP) V20 _2V5

T ( (3)2 + (4)2) 5 5

245
5

|z

= |z| =

Gabarito: “c”.

32.(EsPCEx/2012)

A figura geométrica formada pelos afixos das raizes complexas da equacdo x3 — 8 = 0 tem
areaigual a

a) 7V/3

b) 63

c)5vV3

d) 4v3

e)3v3
Comentarios

Usaremos a forma trigonométrica do nimero complexos:

x3 =8 =8"-cis (2kn)
1
X = (8 - cis (2k1t))§
1 2km
x =83 -cis (T) k € {0,1,2}

2km
x=2-cis (T) k € {0,1,2}
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x3 =—1—iV3
Resolveremos utilizando a geometria analitica.
x; =(2,0)
x, = (—1,V3)
X3 = (—1, —\/§)
A drea do triangulo de vértices x;, x, e x5 é dada por:
1 2 0 1 1
A=5-|-1 V3 1 =|E-(6\/§)|=3\/§
-1 —V/3 1
A=3V3 wa

Gabarito: “e”.

33. (EsPCEx/2015)

Se(1+1i) (cosln—2 +i- senln—z) = x + yi,emque{ é a unidade imaginaria e x e y sao numeros
reais, o valor de V3 - x + y é:
a) V6

b) V3
V2
C)7

d) 3V6
V3
e) 7

Comentarios
Utilizando a forma trigonométrica obtemos:

1+0- (cisln—z) = (x/f-cis%) : (cisln—z) =

T T s
=+/2-cis (Z+E)=\/§-cis§=

=2 (cosg+i-seng) =
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Logo,

Gabarito: “a”.

34.(EsPCEx/2014)

A representacdo geométrica, no Plano de Argand-Gauss, do conjunto de pontos que satisfazem
a condicdo |z + 2 — 3i| = |z— 1+ 4i|, com z = x + yi, sendo x e y nUmeros reais, é reta de
equagao

a) 2x-3y+ 7=0
b) 3x-7y-2=0
c) 2x-3y+3=0
d) 4x-3y+3=0
e) 2x-y=0
Comentarios
|z —(=2+30)| =|z— (1 —4i)|

Esta equacdo representa o lugar geométrico da reta mediatriz entre os afixos (—2 + 3i) e
(1 — 4i).

Resolveremos utilizando a geometria analitica. Queremos uma reta que seja perpendicular
ao seguimento que une os afixos e passe pelo ponto médio entre eles. Sendo assim, sejam os pontos
A e B correspondentes aos afixos (—2 + 3i) e (1 — 4i), tal que:

{A =(-2,3)
B=(1,-4)
Logo:
—4 -3 7
mESTo (D3

Entdo o coeficiente da reta perpendicular ao AB é tal que:

m' -mgp = —1
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Seja C o ponto médio do AB, ent3o:

C—lAB—1 2,3 14—1 1,—-1
_E( + )_E'((_r )+(1_ ))_E'(_J_)

Logo, a reta mediatriz passa pelo ponto C e possui coeficiente angular m’

y=@)=m-(x - (x))
v=(-2)=6)-(+-(=3)
2y+1=;-(2x+1)

dyl=xis
yri=grTy

14y +7=6x+3

6x—14y—4=0

3x—7y—2=0
Gabarito: “b”.

35. (EsPCEx/2013)

De todos os nimeros complexos z que satisfazem a condicdo |z — (2 — 2i)| = 1, existe um

numero complexo z; que fica mais préximo da origem. A parte real desse nimero complexo z;
é igual a:

4—/2
a)

2
b)

4442
2

4—/2
c) 0

4++2
4

e)E

2

d)

Comentarios

A equacdo representa o lugar geométrico de uma circunferéncia de centro C = 2 — 2i e raio
1. Conforme:
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—
O ponto z, é a intersecgao entra a reta OC e a circunferéncia. Iremos resolver utilizando a
geometria analitica. O ponto sera dado por C = (2,—2)

A circunferéncia é dada por:

(x—=2)2+@y+2)?=1
Areta OC é dada por:

_ Q-0 _
e E N
y=0=-1-(x—-0)=—x
y=-x

Substituindo na equacgao da circunferéncia, obtemos:

(x—2)24+(—x+2)?=1

2-(x—2)2=1
V2
x=2)=4+—
2

V2

x1=2+—

N 2
=2 V2

Xy = )

Observando a figura, é facil perceber que a intersec¢ao entre a reta e a circunferéncia nos
concede 2 pontos, 0 mais proximo a origem e o mais distante da origem. Ainda podemos perceber

que o ponto de menor abscissa é o ponto mais préximo z; logo, o valor x, nos fornece a parte real
de z; entdo.

Re(zl)=2—g=4_2\/E

Gabarito: “a”.
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36. (EsPCEx/2012)

Sendo Z o conjugado do nimero complexo Z e i a unidade imagindria, o nimero complexo Z
que satisfaz a condicio Z +2Z =2 —Zi é

a)Z=0+1i
b)Z =0+ 0i
c)Z=1+0i
dZ=1+i
e)=1-1i

Comentarios
SejaZ = a + bientdoZ = a — bi
Z+27=2-17i
(a+ bi) + 2(a — bi) =2 — (a + bi)i
3a—bi=2-(ai—b)
3a—bi=(2+b)—ai

{3a=2+b

= 3a=2+a = a=1=b
b=a

Z=1+1i
Gabarito: “d”.

37.(EsPCEx/2013)

Sendo z o numero complexo obtido na rotacdo de 90°, em relagdao a origem, do nimero
complexo 1 + i, determine z3

a)l1—i
b)—1+i
c) —2i
d)—1-2i
e)2+2i
Comentarios

Considere a rotacao de 90° no sentido positivo entdo trata-se de uma rotacao no sentido
anti-horario de 90°. Rotacionar um complexo no sentido 90° no sentido anti-horario, corresponde

a multiplicar o complexo por i = cis (g) = cis(90°).

z=cis(%)-(1+i)=\/§-cis (%)-cis(%)=\/§-cis (%{)

> z3= <\/§-cis (?%T))S =
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= (\/5)3 - cls (3 5%)
o

= 2V2 - cis (T) =

= 2v2-cis (%) =

V2 V2
=2\/§<7+17)

= z3=242i
Gabarito: “e”.

38.(EsPCEx/2017)

4
. . a b . s . s .y . . .. ~
Seja a igualdade i (cosz+ isen Z) , onde i é a unidade imaginaria. Se a e b sao
P . ~ . a , .
nimeros reais, entdo o quociente & igual a:

V3
a)—
5
p) 22
5
3vV3
C)—T
q -2
5

15v3

&)=

Comentarios
T T\ % T *
(COSg-l-lSGTl E) =(ClS (E)) =
iy (4n)_ , (Zn)_ 1+,\/§
—6156—0153— > 12

Entao,
a b 1 3
375 T T2y
a 1 3
377z _ T2
b 3 5V3
5% b=-—"
Logo,
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Gabarito: “a”.

39. (EsPCEx/2016)

Sejam z e v niumeros complexos onde |z| = 1 e v tem coordenadas no plano de Argand-Gauss
(g,g) Sobre o numero complexo z - v (resultante da multiplicacdo dos complexos z e v),
podemos afirmar que

a) sempre é um numero real.

b) sempre tem maddulo igual a 2.

c) sempre é um numero imaginario puro.

d) pertence a circunferéncia x? + y* = 1

e) sempre tem argumento igual a g

Comentarios

Considere a forma geométrica dos complexos z e v

z=ycis @, 0<6<?2m
— .7T
v—czs4

Entado,

zZ-v=cis 0 cisz—cis (9+E)
B 4 4

= |z-v|=1

O produto z - v representa uma circunferéncia de centro na origem e raio 1

x2+y?=1
a) Falso.
] T
Z-V =Cis (0+Z)
Sef ==
4
. 7T —
Z-V =Cis (E) =1
b) Falso.
|z-v] =1
c) Falso.
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Se9=3—”
4

z-v=cis(m) =-1
d) Verdadeiro.

e) Falso.
s
Arg(z-v) =46 +Z

Gabarito: “d”.

40. (EsPCEx/2017)

Na figura abaixo, esta representado o plano de Argand-Gauss com os afixos de 12 niumeros
complexos, identificados de A a L. Sabe-se que esses afixos dividem a circunferéncia em 12
partes iguais e que A = (1, 0).

O poligono regular cujos vértices sdo os afixos de VE é
a) BEHK
b) CFIL
c) ADG]J
d) BDH]
e)CEIK
Comentarios

Perceba que os pontos representam as solu¢des da equagdo z12? = 1.
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1 T
z = (cis 2km)12 = cis (k g), ke{01,2,..,11}

Logo,

] T . [2m . (3w (4T . (5m
A = cis(0),B = cis (g)C = cis <?)D = cis (?)E = cis (F)F = cis (E)

G = ci <6n) H = ci (7n) [ = ci (Sn) o (9n) K = ci (lOn) | = ci (lln)
= cis 5 ) = cis 5 ) = cis G ,] = cis 5 ) = cis ) = cis G
Sendo assim, queremos calcular
1

VE = (cis (4?” + Zk’ﬂ))Z

!

n k'm
= CiS(—+T), k' € {0,1,2,3}

6
Sendo assim:

(11 _ (T _ o (MY 2
kK'=0> ClS(6+0)—ClS(6 =B
kK'=1> cis(z+z)—cis (4—n)—E

B 6 2/ 6/
<k’ 5 ,(n+2n) ,(771) e

== $ -_ _— = —_— =

cis st cis G

I = (/m  3m . 107 _

\ =3 czs(g+7)—as(T>—K

Logo, o poligono que representa VE é BEHK
Gabarito: “a”.

41.(AFA/2020)

Considere no plano de Argand Gauss a regido S formada pelos afixos P(x,y) dos numeros

complexos z = x + yi,emqueVv—1 =1

lz—i|=>1
S={|z| <2
Re(z) <0

Analise cada proposicao abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.
( )AdreadeS é maior que 4,8 u.a.

( )Sek éoelemento S de menor argumento, entdo ki € S

( ) Todo z pertencente a S possui seu conjugado em S

Sobre as proposicdes, tem-se que:

a) apenas uma é verdadeira.

b) apenas duas sdo verdadeiras.

c) todas sao verdadeiras.
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d) todas sao falsas.
Comentarios
Tomaremos como conhecidas nog¢des de lugar geométrico de nimeros complexos.
Sendo assim, temos que:

1- |z—i]| =1 = Regido exterior de uma circunferéncia de centro i e raio 1.
2- |z| <2 = Regido interior de uma circunferéncia de centro 0 e raio 2.
3- Re(z) <0 = Regido aesquerda do eixo imaginario.

Podemos assim, representar a drea S, conforme:

Podemos calcular a area S como a diferenca da area de uma semicircunferéncia de raio 2 e
uma semicircunferéncia de raio 1:
1

Ac = 22 ! 12—3 <3 3,2=428
5—27T 27T —211 > 2 =40uU.a

Logo, a primeira assertiva é falsa.

Pela figura, o elemento de S de menor argumento é o elemento k = 2i de argumento 90°.
Sendo assim, temos que:

ki=2i-i=-2€S§
Logo, a segunda assertiva é verdadeira.

Observando a figura podemos tomar um afixo conveniente e verificar. Tomemos z = —i €
S.

(—)=i &8
Logo, a terceira assertiva é falsa.

Por fim, concluimos que apenas uma assertiva é verdadeira
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Gabarito: “a”

42.(AFA/2019)

Considere, no plano de Argand-Gauss, os numeros complexos A e B, sendo A=x-2i, x€R

eB=1+Ii.

Se no produto A-B tem-se Re(A-B) = Im(A-B), entdo, sobre todos os nimeros complexos A,

é correto afirmar que:

a) seus afixos formam uma reta.

b) nenhum deles é imaginario puro.

c) o que possui menor médulo é o que tem o maior argumento principal.

d) existe A tal que |A| = |B|.
Comentarios

Sabemos que A = __) = m =x + 2i, com x € R. Logo, Arepresenta uma reta

horizontal que passa por 2i.

Analogamente, B =1—1i
Sendo assim,

A-B=x+2D)-1-D)=QL+x)+2—x)i
Sabemos que Re(A-B) = Im(A-B) = 2+x =22—-x = x=>0

Entdo, agora sabemos que A representa uma semirreta horizontal que passa por 2i e possui
parte real positiva.

a) Falso.
Formam semirreta.
b) Falso.
z=20 €A
c) Verdadeiro.

z = 2i possui menor moédulo e maior argumento principal (90°)

d) Falso.
|A| = |B|
Nezw,,
x2+4=2
x? = —2 (absurdo)
Gabarito: “c”

43.(AFA/2017)

Resolva a equacdo z3 — 1 = 0 no conjunto dos nimeros complexos. Considerando as raizes
encontradas, analise as proposicdes abaixo e classifique-as em V (VERDADEIRA) ou F (FALSA).
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() Aequagdo possui trés raizes de multiplicidade 1.

. , . . . ,3V3 . .
() Os afixos das raizes formam um triangulo equilatero cuja area é ~ unidades de area.

() Duas das raizes sdo conjugadas.
() Todas as raizes tém o mesmo maodulo.
A sequéncia correta é
a) V-F-V-V
b) V-V-F-V
c) F-F-V-F
d) V-F-V-F
Comentarios

z3 =1 =e?™ = cis(2nk)

2
z=cis<?-k) ,k=0,1,2
z; =cis(0) =1
B _(Zn)_ (271')+_ <2n)_ 1+\/§ _
7 =cis(5) =cos(5 ) +i-sen(5 )= -+
. (4n)_ (471')+_ <4n)_ 1 V3 |
73 =cis(5) =cos(5 ) +i-sen(5)=—5-— i

Sendo assim, temos que a para a primeira assertiva é Verdadeira.

Sendo assim, projetando os pontos dados no plano de Argand-Gauss, temos:

Z

051

05 1

Tratando-se de raizes da unidade, sabemos que os mdédulos das raizes medem 1 u.c.

& Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So

Aula 18: ITA 2021 e

£

.

E facil perceber que o lado do tridngulo equilétero formado mede, v/3 u. ¢, sendo assim, a
area do triangulo pode ser calculada conforme:

G_V3,_V3 3v3

2
e =2(3) =2 wa
Portanto, temos que a para a segunda assertiva é Falsa.
Perceba que z, = Z3, logo a terceira assertiva é verdadeira.
Tratando-se de raizes da unidade, a quarta assertiva é verdadeira.
Por fim, temos V-F-V-V
Gabarito: “a@”

44.(AFA/2016)

Considere no Plano Argand-Gauss os numeros complexos z = x + yi, onde i = v —1 e cujos
afixos sdo os pontos P(x,y) € R?

Dada a equacdo (z — 1 + i)* = 1, sobre os elementos que comp&em seu conjunto solucdo, é
INCORRETO afirmar que

a) apenas um deles é imaginario puro.

b) todos podem ser escritos na forma trigonométrica.

c) o conjugado do que possui maior argumento é 1 + 2i.
d) nem todos sao nimeros imaginarios.

Comentarios

Podemos calcular os valores de t = z — 1 + i partindo dos conceitos de raizes da unidade.
Conforme:

t* =1 =e?"™ = cis(2rk)

2T
£ = cis (— - k) k=0123

4
t; =cis(0) =1
t, =cis (%Tn) = cos (g) +1i-sen (g) =1

4n
t; = cis (T) = cos(m) +i-sen(mw) = —1

I (6n)_ (Sn)+' (3n)_ )
4 = CIS 2 = cosS > i-sen > )= i

Ent3ao, obtemos os valores de z, conforme:
Zy = tz + 1-— i=1

Zg=t3+1_l=_l
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Za=t,+1—i=1-2i

a) Verdadeiro.
Z3 é imaginario puro
b) Verdadeiro.
Todo complexo pode ser escrito na forma trigonométrica ou exponencial.
c) Falso.
O valor de maior argumentoéz; =2 —i,logo,z; =2 +1i
d) Verdadeiro.
Z, é real puro

Gabarito: “c”

45.(AFA/2015)

Considere os numeros complexosz; = x — i,z, = %i, Zzz=—1+2iez,=x+yiemquex €
R,y € R} ei? = —1 e as relagdes:

1l Re(z; + 7)) < Im(Z; + Z,)

V. |25 - z,| =/5

O menor argumento de todos os complexos que satisfazem, simultaneamente, as relacdes | e
IIé

b) 0

Comentarios

l. Re(z; + 7)) < Im(Z; + Z3)

= Re((x+i)+(—% )) <Im<(x+l)+(—%t)>
Rex+30) < m (x4 31

(1)

I/\v

N =

X

1. |25 - z4| =5
= [(=1+20) - (x+y)|=V5
= |—(x+2y)+(2x—y)i|:\/§
= Jx+2y)2+Qx—y)2=v5

SSGT 5 =5

> x2+y2=1(2)
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S ——

O lugar geométrico que satisfaz as condices (1) e (2) é um arco da circunferéncia (2) que

possui parte real menor que > e parte imaginaria maior que zero, sendo assim, o menor argumento

. 1
se dard para o ponto de parte real x = 5

1\¢ V3
= 2— —_— e —
y=+]1 (2) 2

Logo:

Gabarito: “d”
46.(AFA/2015)

Nas expressdes x, y e z, considere a simbologia:

- log é o logaritmo decimal;
- [ éaunidade imaginaria dos numeros complexos;
- sen éosenodeum arco; e

- nléofatorialden

Se x = logl+lo.983-:lcz;c§21(7)-?-!-)--+log1003’ Y= l+zlj:l;+;;200 e z=sena+sen(a+m)+sen(a +
2m) + -+ sen(a + 99m), entdo o valor de x¥ + z é

a)o

b) 1

c)2

d)3

Comentarios

Primeiramente, trabalhemos com o denominador de x:
logl + log8 + log27 + ---+ log1003 =
= 3log1 + 3log2 + 3log3 + -+ + 3log100 =
= 3(logl + log2 + log3 + - + log100) =
= 3(log(1-2-3-...-100)) = 3log(100!)
Yo 3log(100!)
3log(100!)

Sendo x = 1, é desnecessario o calculo de y. Sendo assim, calculemos o valor de z.
Lembrando que: sen (6 + m) = —sen 6, logo, no valor de z as somas irdo alternando.

z=sena+ sen(a +m)+ sen(a + 2n) + -+ sen(a + 997) =
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z=sena—sena+sena—--—sena =0
Sendoassim,x¥ +z=1Y4+0=1

Gabarito: “b”

47.(AFA/2014)

Considere no plano complexo, o conjunto dos nimeros z = x + yi; {x,y} c Rei? = —1 que
satisfazem a condigdo |z| = |2z + 1|.

E FALSO afirmar que
a) este conjunto pode ser representado por um circulo de raio igual a %
b) z = —1 é o elemento de maior mdédulo, neste conjunto.
c)z=-— § é o elemento de maior argumento, neste conjunto.
d) ndo existe z, neste conjunto, que seja imagindrio puro.
Comentarios
|12z + 1| < |z]
|(2x + 1) + (2y)i| < |x + yi|
+/2x + 1)2 + (2y)2 < +/x2 + y2
Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos:
2x +1)% + (2y)? < x* + y?
4x% +4x + 1+ 4y? < x% +y?
3x2+4x+3y2+1<0

Completando quadrado para x, obtemos:

2\2 1
3 - 3(y)2—-=<0
@+3)+ (y) 3=
2 2

2 1 i 2 ] 1
(x + 5) + (y)? < (g) circulo de centro C (— 3 0) eraior = 3
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Sendo assim,

a) Verdadeiro.
b) Verdadeiro.

O afixo z = —1 é o mais distante da origem.
c) Falso.

O complexo z, é o complexo de maior argumento que satisfaz as condigdes dadas.

04 1

02 04 06 08 1

d) Verdadeiro.

Nenhum ponto do conjunto solugdo cruza o eixo y. Logo, nenhum é imaginario puro.

“uon

Gabarito: “c”.

48.(AFA/2013)

Considerando os numeros complexos z; e z,, tais que:

-z, éaraiz cubica de 8i que tem afixo no segundo quadrante
- zZyéraizdaequacdox*+x2—12=0elm(z,) >0
Pode-se afirmar que |z; + z,| é

a) 2v/3

& Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

b) 3 ++/3
c)1+2v2
d) 2 +2v2
Comentarios
Primeiramente encontraremos z;:

Seja, w raiz cubica de 8i

W=W=3\/8-cis(g+2kn) \/—CLS( + = kn)

m 2
w=2-cis(—+—k7t), k=012

6 3
W1=2'Ci8(%)=2<§ ) V34
W2=2-cis(5§)=2<—§ %>=—\/_+l

_(3m . .
W3=2'ClS(7)=2(0—1)=—21

Logo, z; = w, = —/3+i
Agora, encontraremos z,
Sejay = x2
x*+x2—-12=0

y2+y—12=0
_-1+/12-4-1-(-12)
Y= 21

yvi=3 ouy,=—4
x1=\/§; x2=—\/§; X3 = 20; x4 =20
Logo, z, = 2i.
Entdo:

|z, + 2, = |-V3 + i+ 2i| = |-V3+3i| =

= (V3 + 3 = VFFI = T2 = 243

Gabarito: “a”

49.(AFA/2012)
O valor de n tal que X7, (1 + i) = 31+ i, sendo i a unidade imaginaria, é

a) par menor que 10
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b) primo maior que 8

¢) impar menor que 7

d) multiplo de 9
Comentarios

Primeiramente perceba que o somatério é asoma de uma P. G determo a; = (1 + i) erazdo
q = (1 + i), sendo assim:

Z“W ( —q")

_(1+i)-(1—(1+1)”) 1+
1-(1+0
Bl+)-—i (1-31) (1-10) 30 + 32i
“ T A+ (a+) a-o T 2 ~
=1- (1+)"=-(15+16i)) = (A +i)"=16(1+i) >
>A+i)"t=16

Faremos agora a transformacado para a notacao trigonométrica:

A1-@A+D)"=31+i

= 1— (1+0)"

n-1

(\/E- cis (%) ) =16 - cis(2m)

n-1 n—1
=>ZT-cis<( 2 )-n> = 2% cis(2m)

Sendo assim, temos:

n—1

=4

2

N > n=9
4

Analisando as alternativas, obtemos: item d é verdadeiro

Gabarito: “d”

50.(AFA/2011)

O numero complexo z = a + bi é o vértice de um triangulo equilatero, como mostra a figura
abaixo.

4lm

1
'
'
'
'
:
'
'
'
'

a
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E correto afirmar que o conjugado de z? tem afixo que pertence ao
a) 12 quadrante.
b) 22 quadrante.
c) 32 quadrante.
d) 42 quadrante.
Comentarios
O triangulo da figura é equilatero, logo 68 = 60°

Utilizando a forma trigonométrica:

zZ= \/m - cis 0
z? = (\/m - cis 9)2 = (\/m)z - cis 260 = (a® + b?) - cis 20
z? = (a® + b?) - cis 120°
z2 = (a% + b?) - cis — 120° = (a? + b?) - cis 240°
O argumento de 72 é 240°. Logo, 72 pertence ao 32 quadrante.
Gabarito: “c”

51.(AFA/2010)

Sejam z = x + yi (x € R*,y € R" e i a unidade imaginaria), Z o conjugado de z e A o lugar
geométrico dos pontos P(x, y) do plano cartesiano para os quais z - Z = 2x + 3.

Se A e B sdo os pontos de intersecdo de A com o eixo (O_)y e se A" é o ponto de intersecdo de A

—>
com o eixo Ox que possui a menor abscissa, entdo a area do tridngulo A’AB é, em unidades de
area, igual a

a) 2v3

b) 2v2

V3

d) V2

Comentarios
Sabemos que z - Z = |z|? = x? + y? ent3o:
x?+y?=2x+3
x2=2x+1-1+y2-3=0
(x—1)2+y2—-4=0

(x —1)2+y%2 =22

O lugar geométrico é uma circunferéncia de centro C(1,0) e raior = 2.
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4 -3 _2

E facil ver que A’ = (—1,0).
Agora usaremos a equagao para obter as coordenadas de A e B.
(0—1)2+y2 =22
1+y2=4
y*=3
y=4V3
Logo, A = (0,/3) e B = (0,—/3)

Utilizando a geometria analitica para obter a area do triangulo ABA'.

1 0 V3 1 1
S=§- det| o -3 1 =§-|—2\/§|=\/§u.a
-1 0 1

7))
C

Gabarito:

52. (EFOMM/2020)

Seja o somatério abaixo, onde i é a unidade imaginaria.
2020

S = Zif
J=0

Sobre o valor de S, é correto afirmar que

a)S=1-1i
b)S=1+i
S=1
dS=i
e)S =i3
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Comentarios

Primeiramente perceba que havera um padrdo no somatdério que implicard em
cancelamentos.

2020

S = Zij=i0+i1+i2+i3+i4+"'+i2017+i2018+i2019+i2020=
J=0

=14i—t—i+d+4i-d—it+l1=1

Obs: a cada quatro elementos consecutivos da soma ha cancelamento e a resultante é nula.
De j = 0 até j = 2019 havera cancelamento e o Unico termo que resta ao final é {2920 = 1,

Gabarito: “c”

53.(EFOMM/2018)
Resolva o sistema

{ |z — 2| = |z + 4|
|

para z complexo, encontramos como solu¢do
z—3|+|z+ 3| =10

8v6 . 8V6 .

a)—1+—i;—1——i
5 5
b)+1+%gi;+1—85ﬁi
0)—1+ 28 1 — &8,
5 5
d)+1+%§i;+1—¥i
8v6 . 8vV6

e)+1 ——i;—1——i
5 5
Comentarios

Utilizando os conceitos de lugar geométrico para numeros complexos, iremos analisar as
equacgoes do sistema:

{lz—2| = |z + 4| (eq. 1)
lz—=3|+|z+3| =10 (eq.2)

A eq.1 representa o lugar geométrico de uma reta mediatriz entre os afixos w; =2 ew, =
—4 no plano de Argand-Gauss.

A eq.?2 representa o lugar geométrico de uma elipse de focos f; = 3 e f, = —3 e eixo maior
2a = 10 no plano de Argand-Gauss.
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Sendo assim, os pontos A e B sdo as solugdes do problema. Sendo z = x + yi, temos que a
equagdo que representa a mesma elipse no plano xy é:

x2 2
X v
25 16
Os pontos A e B sdo os pontos para os quais x = —1
_12 2
( )+y_=1
25 16
L
25
8v6
=4+ —
Y=+
Logo,A=—1+8?\/gieB=—1—8T\/gi

Gabarito: “a”

54.(EFOMM/2018)

Resolvendo 1 + i + i? + -+ i", comn = 4k + 1 e k € Z (n°° inteiros), obtemos
a)i"

b)1+i"

c) 1.
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d) 1+ i2.
e)l+i.
Comentarios
Obs:
1, se n =4k
in = i, sen=4k+1
T )—1, sen=4k+?2
—i, sen=4k+3
Portanto:

THi4+ 2+ 3+t 4 it gtk gtk g gkl =
=1+i-1—i+I+-—I—it1l4+i=1+i
Gabarito: “e”

55.(EFOMM/2017)

Analise as afirmacdes que se seguem.

~ , . L. - X+y+z 3
I. Sex,y,zsdo numeros reais positivos, entdo 3 > Jx-y-z.

ll. Se z é um nimero complexo de médulo unitério que satisfaz a condi¢do z?" # —1, sendo
n

n um numero inteiro positivo, entao € um numero real.

1+z2n
lll. Se A, 3 representa a matriz dos coeficientes de um sistema linear com quatro equagdes e

trés incognitas, esse sistema serd possivel e determinado sempre que o posto desta matriz A
for menor ou igual a 3.

Entdo, pode-se dizer que

a) todas as afirmativas sdo verdadeiras.

b) todas as afirmativas sdo falsas.

c) somente as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.

d) somente as afirmativas | e Il s3o verdadeiras.

e) somente as afirmativas Il e lll sdo verdadeiras.
Comentarios

I- Verdadeiro.

Trata-se de uma aplicacdo direta de desigualdade das médias potenciais com
média geométrica. Essencialmente, todas as medias potenciais de potencias maiores
ou iguais a 1, sdo maiores ou iguais a média geométrica. Com a igualdade ocorrendo
apenasparax =y = z.

- Verdadeiro.
Iremos utilizar a forma trigonométrica de z = cis 6
(cis )%™ = cis (2n0) = —1 = cis (7w + 2km)
2n0 + mw + 2km
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T
no + > + kr (1)
Agora,
z"  cis(nB)
14 2z2n 1+ cis(2n6)
Lembre-se da seguinte fatoracdo importante:

1+ cisa=2cos (%) cis (%)

o ay |
1—cisa =2sen (E) cis (E)
Entdo: 1 + cis(2n6) = 2 cos(nb) cis(nh)
R cis(ng) cis (n9) _ 1 )
1+ cis(2n8)  2cos(nf) cis(nd)  2cos(nb) @

1
De (1) sabemos que cos(n8) # 0, logo, s———"-

é sempre real.

- Falso.

Uma nogao intuitiva de posto de matriz da algebra linear é que o posto de uma
matriz indica quantas linhas da matriz ndo sao obtidas por combinacgao linear
das outras linhas, sendo assim, na matriz dada, se o posto vale 3, significa que
1 das equacdes do sistema que forma a matriz é obtido a partir da combinac¢ao
linear das outras 3 equacgdes e para a resolucao do sistema, esta linha ndo é util
e deve ser descartada para a adequada resolucao da matriz. A assertiva diz que
o posto é menor ou igual a 3, sendo assim, se o posto for 2, teremos apenas 2
equacoes utilizaveis para se resolver o sistema, porém o sistema possui 3
incognitas, sendo assim, o sistema nao poderia ser determinado.

Gabarito: “c”

56.(EFOMM/2016)

O ndmero complexo, z = |z|(cosf + i - senf), sendo i a unidade imaginariae 0 < 0 < 2m,
que satisfaz a inequacgdo |z + 3i| < 2 e que possui 0 menor argumento 8, é

5 2v5.

a)z=—>-——1
3

b)z = —2 425,
3 3
-2v/5 5
)z=—"—=
3 3
_-2y5 | 5

dz=—-+=i
3 3

e)z = —2v5 + 5i
Comentarios

Utilizando nogdes de lugar geométrico de numeros complexos, a inequacdo dada
|z + 3i| < 2 representa o interior de uma circunferéncia de centro C = —3i e raior = 2, conforme
a figura:
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A figura também destaca o ponto z como o complexo de menor argumento, obtido
geometricamente através do ponto de tangencia na circunferéncia por 0. Calculemos agora o |z|:

|z| =32 -22=+/5

3w
E sabemos que 8 = S

g = (371 ) _ _ 2
cos 8 = cos > a)l=—-sena = 3
3 V5
senf = sen(—— a) =—cosa=——
2 3
Logo,
z = |z|cis® = |z|(cosO + i -sen ) =
2 5 2V5 5
2=V (-2 o _2 2,
3 3 3 3
Gabarito: “c”
57.(EFOMM/2016)
Seja o nimero complexo z = —1 — +/3i, onde i é a unidade imaginaria. O valor de z8 é:
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a)z=256(
(

c)z =256 (cosz—7r + isens—n)
3 3

41T . 41T
cos Y + isen ?)

b) z = 256 cos— + isenE)

3 3

d) z = 256 (cosz—” + isenz—n)
3 3

e) z = 256(cos2m + isen2m)

Comentarios

Trabalharemos na forma trigonométrica.

z=—-1-+3i
|z| = \/(—1)2 + (—\/5)2 =2

s=2(~3- 1) =2 (cos () i-5en () =

Entdo:

— 56 - i (327T>
= cis 3
2

T
= 256 - cis (1071 + ?)

21
= 256 - cis (?> =

8 _ 95 (21‘[) b (Zn)
z° = cos 3 i-sen 3

Gabarito: “d”

58.(EFOMM/2015)

Considere o nimero complexo z; # 1, tal que z; seja solu¢3o da equacdo z® = 1, com menor
argumento positivo. A solugdo z, da mesma equagao, cujo argumento € o triplo do argumento
de z,, éigual a

V3
=

a)§+i
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b) —= + i X
2 2
c)—1.
d)—i-i%
2 2
1 .3
e)-—i—.
2 2

Comentarios
Trata-se de raizes da unidade.
z% =1 = cis(2km)

z = 3fcis(2km)

L <2kn)
z =cis 6

km
Z = Cis <?) , k=1,2,3,45

O valor para k = 0 é invalido, pois o enunciado diz que z # 1.

TL' . s ~
O valor de z; tem argumento 3 POis este & 0o menor argumento dentre as solugdes dadas.

. T
Portanto z, possui argumento 3 L

Z,=cismt=cosm+i-senm=—1

7))
C

Gabarito:

59.(EFOMM/2013)

Se 0s numeros reais x e y sao solugdes da equagao (E)z + x:iy =1+, entdo 5x + 15y é
igual a:
a) 0.
b) —1.
c) 1.
d) —V2.
e) —/2.
Comentarios
Primeiramente, vejamos o primeiro termo da soma:
1+ (A+D%\° 20\
() —(T> =(3) ===

Sendo assim:
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1
-1+ — =1+
x+ly
1
=3 — =241
x+ Ly
+i 1 2—1 2 1
ﬁ = = = —_—— J—
XY= riT s 5 s
2
X ==
> 51
)’=—§

Por fim,

2 1
5x+15y=5-§+15-(—§)=2—3=—1

Gabarito: “b”

60.(EFOMM/2010)

Considere o conjunto dos numeros complexos Z com a propriedade |Z + 169i| < 65,
admitindo que i é a unidade imaginaria. O elemento desse conjunto que possui 0 maior
argumento 8,0 < 6 < 2m, éigual a

a) 60 — 144i

b) 65 — 169i

c) —104i

d) =65 — 169i

e) 65 — 156i
Comentarios

Utilizando nogdes de lugar geométrico de numeros complexos, a inequagdo dada
|z + 169i| < 65 representa o interior de uma circunferéncia de centro C = —169i e raio r = 65,
conforme a figura:
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50 1

~200 _150 ~100 100 150 200

—250 1

A figura também destaca o ponto z como o complexo de maior argumento, obtido
geometricamente através do ponto de tangencia na circunferéncia por 0. Calculemos agora o |z|:

|z| = +169% — 652 = 156

E sabemos que 6 = 3771 +a

3T 65 5
cos6 =cos(7+a)=sena=m—ﬁ
3T 156 12
sen =sen(7+a = —cosa= 169_ 13
Logo,
z = |z|cis@ = |z|(cos6 + i -sen ) =
5 12 .
z =156 (E—E )=60—144l

Gabarito: “a”

61.(EFOMM/2006)
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O inverso do complexo 2i é
1

a)z—l
b) s +i
2
1
C)E
i
d)—;
e)—2
Comentarios
1_1 [ i _ i o
20 20 i 22 -2 2

Gabarito: “d”

62.(EFOMM/2006)

. . o , 2+i
Qual o valor de e, que é um escalar real, em que a parte imagindria do nimero complexo Py

é nula?
a) —4
b) =2
c)1
d) 2
e) 4
Comentarios
240 2+i .(e—Zi)_((2e+2)+(e—4)i)_
e+2i e+2i (e—2i) (e? — (20)?)
2e+1) (e—4) .
NN

I(2+i) (e—4) 0
= = =
M \e+2i (e2+4)
e=4
e—4=0
= {2 = ie;tZi
ec+4+0 e % —7i
Logo,e =4
Gabarito: “e”

63. (EFOMM/2005)

Determine o valor de x para que o produto (12 — 2i)[18 + (x — 2)i] seja um nimero real.
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a) 4
b) 5
c)6
d) 7
e)8
Comentarios
(12 - 20)[18 + (x — 2)i] = 2(x + 106) + 12(x — 5)i
= Im((12 - 2)[18 + (x — 2)i]) = 12(x —5) = 0
=>x—5=0
= x=5
Gabarito: “b”

9. Questoes de Provas Anteriores

a QUESTORg
*

V

ITA

64.(ITA/2020)

A parte real da soma infinita da progressao geométrica cujo termo geral a,, € dado por

cosn+i-senn
a, = on

,n=1,2,3,..

éigual a
—1+2cos1
) 5—4cos1
—2+4cos1
) 5—4cos1
4—-2cos1
c)
5—-4cos1
1+2cos1
)5—4cosl
2+4cos1
5—-4cos1

e)
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65. (ITA/2020)

Seja z € C uma raiz da equacdo 4z%> —4zsena+1 =0, para a € E,%] Determine, em

funcao de a, todos os possiveis valores para:

a) 2z + =
2z

1
(22)15‘

b) (22)*° +

66. (ITA/2020)
Seja H o hexagono no plano de Argand-Gauss cujos vértices sdo as raizes do polindmio p(x) =

6
(x — \/§) + 64. Determine z € C sabendo que o conjunto M ={zx e C:x €H} é o
hexdgono que possui v; = —1++/3i, v, =1—+/3i e v; =5 —+/3i como trés vértices
consecutivos.

67.(ITA/2019)

Sabe-se que —2 + 2i é uma das raizes quartas de um numero complexo z. Entdo, no plano de
Argand-Gauss, a area do triangulo, cujos vértices sao as raizes cubicas de z, é igual a

a) 4(v3+1).
b) 6v/3.
) 8(v3-1).
d) 10v3.
e) 12/3.

68.(ITA/2019)

Determine o nimero complexo z de menor argumento que satisfaz |z — 25i| < 15.

69.(ITA/2018)
Sejaz = cosg + iseng. Pedem-se:
a) Use a propriedade z* = cosk7n + isen k7", k € N, para expressar cos (g), cos (3771) e

cos (57n) em fungdo de z.

L . 5
b) Determine inteiros a e b tais que% = oS G) + cos (3771) + cos (7n).

70.(ITA/2017)

& Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

2(a + bi)
(a%+ b2)250 4+ 1°

Considere a equacdo (a — bi)>°1 =
O nimero de pares ordenados (a, b) € R? que satisfazem a equacdo é
a) 500.
b) 501.
c) 502.
d) 503.

e) 504.

71.(ITA/2017)

O lugar geométrico dos pontos (a, b) € R? tais que a equacdo, em z € C,
z2+z+2—-(a+ib)=0

Possua uma raiz puramente imaginaria é

a) Uma circunferéncia.

b) Uma pardbola.

¢) Uma hipérbole.

d) Uma reta.

e) Duas retas paralelas.

72.(ITA/2016)
Considere as afirmacdes a seguir:

l. Se z e w sao numeros complexos tais que z—iw =1—2i e w —z = 2 + 3i, entdo
z? + w* = =3 + 61.

Il. A soma de todos os nimeros complexos z que satisfazem 2|z|? + z? = 4 + 2i é igual a
zero.

. Sez=1-—1i entdoz> =2%°(—-1+1i).
E (s30) verdadeira(s)

a) Apenas|.

b) Apenaslell.

c) Apenaslelll.

d) Apenasllelll.

e) I, llell.

73.(ITA/2015)
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Sejam 4, B e C os subconjuntos de C definidos por A = {z € C: |z + 2 — 3i| < V19},

B = {Z €C:lz+1i <§}ec ={z € C:z2 + 6z + 10 = 0}. Entdo, (A\B) N C é o conjunto
a) {—1—3i,—1+3i}.

b) {-3—1i,—-3+i}.

c) {-3+i}.

d) {-3—-1i}.

e) {—3+ 3i}.

74.(ITA/2015)

10
Sez = (igi) , entdo o valor de 2 arcsen(Re(z)) + 5arctg(2 Im(z)) é igual a

2
a) =

il
b) —Z.

3
c) —.
d) —.

e) —.

75.(ITA/2015)

Seja M c R dado por M = {|z? + az — 1|:z € Ce|z| = 1}, com a € R. Determine o maior
elemento de M em funcdo de a.

76.(ITA/2014)
Sez € C, entdo z° — 3|z|*(z% — z?) — z% éigual a

a) (22— 72)3,

b) (26 — 7).
c) (z3—-2%°2.
d) (z—-2)°.

e) (z—2)%(z*—z%).

77.(ITA/2014)
Sejam z, w € C. Das afirmagdes:

l. |z + w|? + |z — w|? = 2(|z)? + |w|?);
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1. z+w)?—(z—w)? =4zw;

. |z+ w|? —|z— w|* = 4Re(z®),
E (s30) verdadeira(s)

a) Apenas|.

b) Apenaslell.

c) Apenaslelll.

d) Apenasllielll.

e) Todas.

78.(ITA/2014)
a) Determine o valor maximo de |z + i|, sabendo que |z — 2| =1, z € C.

b) Se z, € C, satisfaz (a), determine z,.

79.(ITA/2013)

A soma das raizes da equacdoem C, z8 — 17z* + 16 = 0, taisque z — |z| = 0, é
a) 1.

b) 2.

c) 3.

d) 4.

e) 5.

80.(ITA/2013)

Considere a equacdo em C, (z — 5+ 3i)* =1, se z, é a solugdo que apresenta o menor
argumento principal dentre as quatro solugdes, entdo o valor de |z, | é

a) /20.
b) V41.
c) 3v5.
d) 4+/3.
e) 3V6.

81.(ITA/2013)

Paraz =1+ iy, y > 0, determine todos os pares (a,y),a > 1, tais que z'° = a. Escrevaa e
y em fungdo de Arg z.
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82.(ITA/2012)

Sejam z = n%(cos 45° + i sen 45°) e w = n(cos 15° + i sen 15°), em que n é o menor inteiro
positivo tal que (1 + i)™ é real. Entdo, % éigual a

a) V3+i.

b) 2(V3+1i).
c) 2(\/§+i).
d) 2(v2-1i).
e) 2(vV3-1i).

83.(ITA/2012)

s ~ . s
Seargz = -, entdo um valor para arg (—2iz) é

s
a) _E'

b)

c)

d)

,[;.l‘;l] ,[;.lg N_l:l -F_|=|

e)

84.(ITA/2011)

Dado z = %(—1 + /3i), entdo 382, z" éigual a
a) —?\/gi.

b) —1.

c) O.

d 1

e) 8—69\/§i.

85.(ITA/2011)
Das afirmag0Oes abaixo sobre nimeros complexos z; e z,:
I- |Z1_Zz|S||Z1|_|Zz||-

- 1z - 2] = |I1Z112]].
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- Sez; =|z|(cosB + isenf) # 0, entdo z; ! = |z;| 1 (cos @ — isinB).
E(sd0) sempre verdadeira(s)

a) Apenas|.

b) Apenas Il

c) Apenaslll.

d) Apenasllelll.

e) Todas.

86.(ITA/2011)

A soma de todas as solu¢cdes da equacdioem C: z2 + |z|2 +iz— 1 =0éigual a
a) 2.

i
b) 3
c) O.
1

d) —
e) —2i.

87.(ITA/2011)

Sejamn = 3impar,z € C\ {0} e z,, 2, ..., Z,, as raizes de z™ = 1. Calcule o nimero de valores
|zi — z|,i,j = 1,2,...,n,com i # j, distintos entre si.

88.(ITA/2010)

Se z é uma solugdo da equacdo em C,

12
z—7+|z|% = —[(\/E+i)<\/z3_ L iﬁ; 1)] ,
Pode-se afirmar que

a) i(z—2)<0.

b) i(z—2) > 0.

c) |z| €[5,6].

d) |z| e[6,7].

e) |Z + §| > 8.
89.(ITA/2010)
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Os argumentos principais das solu¢cdes da equacao em z,
iz+3Z4+(z+2)?*-i=0,
pertencem a
a) ]Z’T [
3m 51
5m 31
C) ] T’? [

3t 71

d) 1520 EL

2’ 4

e) 10,X[U]Z, 2n.

90.(ITA/2009)
Sejamx,ye Rew = x2(1 + 3i) + y2(4 — i) —x(2 + 6i) + y(—16 + 4i) e C.
Identifique e esboce o conjunto

N={(xy) ER:,Rew < —13 ¢ Imw < 4}.

91.(ITA/2008)
Determine as raizes em C de 4z° + 256 = 0, na forma a + bi, com a, b € R, que pertencam a

s={zeC1<|z+2| <3}

92. (ITA/2008)

Sejam a, B € Ctais que |a| = |B] = 1 e |a — B| = V2. Entdo a? + B2 éigual a
a) —2.

b) 0.

c) 1.

d) 2.

e) 2i.

93. (ITA/2007)

Considere a equacao

6(1—ix)3_(1+i 1—i)4
14+ix)  \1—-i 1+i/°
Sendo x um numero real, a soma dos quadrados das solu¢des dessa equagao é

a) 3.
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b) 6.
c)9.
d) 12.
e) 15.

94. (ITA/2007)

Assinale a opgao que indica 0 médulo do nimero complexo

—F ,x # kn, k € Z.
1+ icotgx

a) |cos x|.

b) (1 + senx)/2.
c) cos? x.

d) |cossec x|.

e) |sen x|.

95. (ITA/2007)
Determine o conjunto A formado por todos os nimeros complexos z tais que

z N 2z
z—21 zZ+42i

=3e0<|z—-2i| <1

96. (ITA/2006)

Se para todo z€C|f(2)| =|z| e |f(2) = f(1)|=|z—1], entdo, para todo z€C,
mf(z) + f(l)m éigual a

a) 1.

b) 2z.

c)2 Re z.

d)2Imz.

e) 2|z|>.

97. (ITA/2006)
Se a € [0, 2| é o argumento de um numero complexo z # 0 e n € um nimero natural tal que

n
Z . ~ 7
(ﬁ) = i sen(na), entdo, é verdade que
zZ

a) 2na é multiplo de 2.
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b) 2na — m é multiplo de 2m.

c) na — /4 é multiplo de /2.

d) 2na — m é multiplo ndo nulo de 2.

e) na — 2m é multiplo de 7.

98. (ITA/2005)

Seja z € C com |z| = 1. Ent3o, a expressdo |

S —

1-zZw
| assume valor

zZ—

a) maior que 1, para todo w com |w| > 1.

b) menor que 1, para todo w com |w| < 1.

c) maior que 1, para todo w comw # z.

d) igual a 1, independente de w com w # z.

e) crescente para |w| crescente, com |w| < |z].

99. (ITA/2004)

Considere a fungdo f: R = C, f(x) = 2 cosx + 2i sen x. Entdo, Vx,y € R, o valor do produto

fG)f(y) éiguala
a) fx +y).

b) 2f (x + y).

c) 4if (x + ).

d) f (xy).

e) 2f (x) + 2if (y).

100. (ITA/2004)

Considere todos os nimeros z = x + iy que tém mdédulo v/7/2 e estdo na elipse x? + 4y? =

4. Entado, o produto deles é igual a
25
a) F
b) =.
16
81
C) E
25
d) -
e) 4.

101. (ITA/2004)
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A soma das raizes da equacdo z3 + z? — |z|? + 2z = 0,z € C, é igual a

a) —2.
b) —1.
c) 0.
d) 1.
e) 2.
102. (ITA/2004)
1+i
Sendo z = L calcule
60
Zz” =lz+z*+2z3+ -+ z%|.
n=1
103. (ITA/2003)
Seja z € C. Das seguintes afirmacdes independentes:
2iz2+5Z—i . — —2iZ°+5z+i
l.Sew = —— ,entaow = —— ;
1+3Zz°+2iz+3|z|2+2|z| 1+322-2iz+3|z|%2+2|z|
I.Sez+0ew =w, entdo |w| SM;
(1+2i)z V52
i ,2
. Sew = OH)Z,, entao 2argz + ~ é um argumento de w,
4+/3+4i 12

é (sdo) verdadeira(s):
a) todas.

b) apenas |l e ll.

c) apenas ll e lll.

d) apenas |l elll.

e) apenas Il.

104. (ITA/2003)

Das afirmag®es abaixo sobre a equagdo z* + z3 +z2 + z+ 1 = 0 e suas solucdes no plano
complexo:
I. A equagdo possui pelo menos um par de raizes reais;
II. A equagdo possui duas raizes de modulo 1, uma raiz de médulo menor que 1 e uma raiz de
maodulo maior que 1;

* . . ” ~ n r|* 1
lll. Sen € N* e r é uma raiz qualquer desta equacdo, entdo Y.} -, 3 < 5
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E (s30) verdadeira(s):
a) nenhuma.

b) apenas I.

c) apenas Il

d) apenas Il

e) apenas |l e lll.

105. (ITA/2003)

Z+Z+2

Determine o conjunto dos numeros complexos z para os quais o nUumero w = T
VA Z -

pertence ao conjunto dos numeros reais. Interprete (ou identifique) este conjunto
geometricamente e faca um esbo¢o do mesmo.

106. (ITA/2002)

Seja a equacdo em C,z* — z%2 + 1 = 0. Qual dentre as alternativas abaixo é igual a soma de
duas das raizes dessa equagao?

a) 2+/3.

b) —/3/2.
c)V3/2.
d) —i.
e)i/2.

107. (ITA/2002)
Sejam a e b dois nimeros complexos n3o-nulos, tais que a? + b?> = 0.Se Z, W € C satisfazem

{EW + zw = 6a
Zw — zw = 8b
determine o valor de |a| de forma que |zw]| = 1.

108. (ITA/2001)

Sez=1+iV3, z-w=1ea € [0,2n] é um argumento de z - w, entdo « é igual a:
a)m/3.

b) m.

c) 2m/3.

d) 5m/3.
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e) 3m/2.

109. (ITA/2001)

1-cosa .1-2cosa+2sena
+1

O numero complexo z = ,a €]0,7/2[ tem argumento 1t /4. Neste

senacosa sen 2a
caso, a éigual a:

a)m/6.
b) /3.
c)m/4.
d) /5.
e) /9.

110. (ITA/2001)

A parte imaginéria de [(1 + cos 2x) + i sen 2x]¥, k inteiro positivo, x real, é
a) 2 sen®x cos* x.

b) sen®x cos* x.

c) 2% sen kx cos*

X.
d) 2% sen®x cos* x.

e) sen kx cos” x.

111. (1ITA/2000)

Seja z, o nimero complexo 1 + i. Sendo S o conjunto solugdo no plano complexo de |z — z,| =
|z + z,| = 2, entdo o produto dos elementos de S é igual a

a)4(1 —1i).

b) 2(1 + i).
c)2(1—1).

d) —2i.

e) 2i.

112. (ITA/1999)

Sejam ay, e by, nUmeros reaiscomk = 1, 2, ...,6. Os nUmeros complexos z;, = a; + iby sdo tais
que |zx| = 2eb, = 0,paratodok = 1,2,...,6.5e (ay,a,, ..., ag) € uma progressado aritmética
de razdo —1/5 e soma 9, entdo z; é igual a:

a) 2i.
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b)242

5
c)V3 +i.
d)_£+£
)_+£

113. (ITA/1999)

O conjunto de todos os nimeros complexos z, z # 0, que satisfazem aigualdade |z + 1 + i| =
llz| — 11+ i]| &

a) {Z € (C:argz=%n+2kn,k S Z}.

b) {ZE (C:argz=z+2k7r,k S Z}.

c){zE C:|z| = 1eargz=%+kn,k EZ}.

d) {ZE(C: |z| =x/§eargz=%+2kn,k € Z}.

e){ze (C:argz=%+k7t,k EZ}.

114. (ITA/1998)

Considere, no plano complexo, um poligono regular cujos vértices sdo as solu¢des da equacao
z% = 1. A drea deste poligono, em unidade de &rea, é igual a:

a) V3.

b) 5.

c)m.

d) 22,

e) 2m.

115. (ITA/1998)

Sejam x e y numeros reais tais que: {)3(;_ S_xyz i 1 Entdo, o numero complexo z = x + iy
é tal que z3 e |z| valem, respectivamente:y g
a)l1—ie?2.

b)1+ie?¥2.

ciel.
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d)—iel.
e)1+ieV2.
116. (ITA/1997)

wo+3z4+4i |2

zZ+w3+6-2il ’ entao

Considere os nimeros complexos z = V2 + iv2ew = 1+ iV/3.5e m =

m vale
a) 34.
b) 26.
c) 16.
d) 4.
e) 1.

117. (ITA/1997)

Considere, no plano complexo, um hexagono regular centrado em z, = i. Represente por
Z1,Z9, ..., Zg, S€US Vértices, quando percorridos no sentido anti-horario. Se z; = 1 entdo 2z5 é
igual a

a) 2 + 4i.

b) (V3 —1) + (V3 + 3)i.

) V6 + (V2 + 2)i.

d) (2v3 —1) + (2v3 + 3)L.
e) V2 + (V6 + 2)i.

118. (ITA/1997)

Seja S o conjunto dos numeros complexos que satisfazem, simultaneamente, as equagdes:
|z—3i|=3e|z+i| =|z— 2 —i]. O produto de todos os elementos de S é igual a

a) 2 +iv3.
b) 2v/2 + 3iv/3.
c) 3v/3 — 2iv/3.
d) —3 + 3i.
e) =2 + 2i.

119. (1ITA/1996)
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93

O valor da poténcia (g)

) —1+i
a) 5~
1+i
b) Nk

~1-i

c) 5
d) (vV2) .
) (V2) +i.

IME

120. (IME/2020)

Sejad={z€(C|2<|z—3—4i| <3}ondeC é o conjunto dos nimeros complexos. O valor
do produto entre o simétrico do complexo de menor médulo do conjunto A e o conjugado do
complexo de maior médulo do mesmo conjunto A é:

a)—16
b) —8
c)—16/5
d) 1

e) 16

121. (IME/2020)

20

: n : . z
Seja uma regido S no plano complexo que consiste em todos os pontos Z tais que %7

possuem partes real e imagindria entre 0 e 1, inclusive. Determine a drea da regido S.

Obs: Z é o conjugado do niimero complexo Z.

122. (IME/2020)
Sabendo que i? = —1, encontre todos os valores reais de x que satisfazem a seguinte
inequagao:

{ 2.1og,(senx) +1 } =0
i(e2* —2cos2x + 1)

onde Re{Z} é a parte real do nimero complexo Z.

123. (IME/2019)
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Seja z um nimero complexo tal que z'2 € R, Re(z) = 1 earg(z) € (0, g)

A soma dos inversos dos possiveis valores de |z| esta no intervalo:

124. (IME/2019)

Seja Z um numero complexo tal que % possui argumento igual a %ﬂ elog;(2Z+2Z +1) = 2.
Determine o nUmero complexo Z.

125. (IME/2018)
Seja a fungao H: C — C definida por
ass® + ays? + a;s + ay

Hs) = b,s? + b;s + a,

Com a; e by reais, para j =0,1,2,3 e k = 0,1, 2. Seja a fungdo f:R - Rem que f(w) éa
parte real de H(iw) em que i = v—1 é a unidade imaginaria e w € R. A afirmacado correta a
respeito de f(w) é:

a) f(w) é uma fungdo impar.
b) f(w) é uma fungdo par.
c) f(w) é sempre negativa.
d) f(w) é sempre positiva.

e) f(w) é uma fungdo periddica.

126. (IME/2018)

Seja o nimero complexo z que satisfaz a relagdo 2(z —i)2°Y = (V3 + 1)(iz — 1)?°Y7.
Determine z, sabendo que |z| = v/3/3.

127. (IME/2018)

Determine o valor de a na expressao abaixo, sabendo-se que 0 < a < 1,
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colog, _g5\ 256
(=)

1 Colog ) 25610g(a4)256-..
—log, 256 °(a%) = Im{Z}
16
onde Z é um numero complexo que satisfaz a equacao:
24—03322 _ 22017Z + 1=0
Obs.: Im(Z) é a parte imaginaria do numero complexo Z.
1
a) Z
1
b) 3
1
C —
16
1
d) o
1
6) a
128. (IME/2017)
Sejam Z; e Z, numeros complexos tais que Z, é imaginario puro e |Z; — Z,| = |Z,|. Para

quaisquer valores de Z; e Z, que atendam a essas condi¢des tem-se que:
a)Im(Z,) >0

b) Im(Z,) <0

c) 1Z1] < 2|Z,]

d)Re(Z;) =0

e) Re(Z,) < Im(Z,)

129. (IME/2017)

Sejam os complexos z = a + bi e w = 47 + ci, tais que z3 + w = 0. Determine o valor de
a, b e c, sabendo que esses numeros sdo inteiros e positivos.

130. (IME/2016)

Seja Z um numero complexo tal que % possui argumento igual a %ﬂ elogs(2Z+2Z +1) =2.
Determine o numero complexo Z.

131. (IME/2016)

O valor do somatadrio abaixo é:
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15 -
; Img <ci52k‘1 (%)>

Observagdo: Img(w) é a parte imaginaria de w.

132. (IME/2014)
Calcule o determinante abaixo, no qual w = cis (2?”) ei =v—1.

1 w 0 i
1 -1 w?
1-i w i—1 1
w 1 i

133. (IME/2013)

Seja o numero complexo z = onde a e b sdo numeros reais positivose i = v—1.

a
ib(1+ib)?’
Sabendo que o médulo e o argumento de z valem, respectivamente, 1 e (—m) rd, o valor de a
é
1

a)z

1

b);
c)1
d) 2
e) 4

134. (IME/2012)

Seja o niumero complexo Z = a + bi,comaeb € R (real) ei = vV—1. Determine o médulo de
Z sabendo que

{a3 = 3(1 + ab?)

b3 =3(a%*b —1)
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135. (IME/2012)

As raizes cubicas da unidade, no conjunto dos numeros complexos, sdo representadas por
1,w e w?, onde w é um niimero complexo. O intervalo que contém o valor de (1 — w)°® é:

a) (—, —30]
b) (=30, —10]
¢) (=10, 10]
d) (10,30]

e) (30, x)

136. (IME/2010)

Considere o sistema abaixo, em que x;,x,,x3 e Z pertencem ao conjunto dos numeros
complexos.

2ix1—x2 - X3 == Z
Qi+ 2)x; +ix, —ixz3 =0

O argumento de Z, em graus, para que X3 seja um numero real positivo é:
Obs.:i = /-1

a)0°

b) 45°

c) 90°

d) 135°

e) 180°

137. (IME/2011)
Sejam z; = 10 + 6i e z, = 4 + 6i, onde i é a unidade imagindria, € z um numero complexo

tal que arg(

Z—Z s . s s .
. Zl) =7 determine o médulo do nimero complexo (z — 7 — 9i).
—42

Obs: arg(w) é o argumento do nimero complexo w.

138. (IME/2011)

9z2
(z+3)2

Resolva a equagdo z2 + = —5, onde z pertence ao conjunto dos nimeros complexos.

139. (IME/2009)
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Seja z=p - e um nimero complexo onde p e 6 sdo, respectivamente, o médulo e o
argumento de z e i é a unidade imaginaria. Sabe-se que p = 2a cos 8, onde a é uma constante

real positiva. A representacdo de z no plano complexo é

a)
MNEixo
Imaginario
a
. Eixo
\ij “ Real
MEixo
Imaginario
a
ia
Eixo
Real
c)
Eixo
Imaginario
Eixo
Real

& Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

Eixo
Imagindrio

=%
. Eixo
w “ Real

e)
hEixo
Imaginario
ia
Eixo
Real
140. (IME/2009)

—_— Z s
Sabe-se que z,Z, = = e |z3 + z4| — |23 — z4] = 0, sendo z,, z,, z; e z, nimeros complexos
Zy
diferentes de zero. Prove que z; e z, sao ortogonais.

Obs: Numeros complexos ortogonais sao aqueles cujas representacdes graficas sao
perpendiculares entre si e Z € o nimero complexo conjugado de z.

141. (IME/2008)
Determine a expressao da soma a seguir, onde n é um inteiro multiplo de 4.

14+2i+3i?+ -+ (n+1i"

142. (IME/2008)

Considere os numeros complexos Z; = sena +icosa e Z, = cosa — i sen o, onde a é um
nimero real. Mostre que, se Z = Z;Z,, entdo —1 < Re(Z) <1 e —1<Im(Z) <1, onde
Re(Z) e Im(Z) indicam, respectivamente, as partes real e imaginaria de Z.

143. (IME/2007)
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Sejam z e w nUmeros complexos tais que:

{WZ — 72 =44+ 12i

Z—w=2+4i

onde z e w representam, respectivamente, os nimeros complexos conjugados de z e w. O
valorde z + w é:

a)l1—i
b)2 +i
c)—1+2i
d)2—2i
e)—2+2i

144. (IME/2006)

Sejama; =1—1i,a,=r+siea,,; = (r—s)+ (r+s)i(n > 1)termos de uma sequéncia.
Determine, em funcdo de n, os valores de r e s que tornam esta sequéncia uma progressao
aritmética, sabendo que r e s sdo numeros reaise i = vV—1.

145. (IME/2004)

Sendo a, b e c nUmeros naturais em progressao aritmética e zum numero complexo de mdédulo
unitario, determine um valor para cada um dos numeros a,b,c e z de forma que eles
satisfagcam a igualdade:

4 =59
za+zb+zc z

146. (IME/2003)

Seja z um numero complexo de mddulo unitario que satisfaz a condi¢do z2" # —1, onde n é
n

é um numero real.

um numero inteiro positivo. Demonstre que T
Z

147. (IME/2001)

Dois numeros complexos sdao ortogonais se suas representacOes graficas forem
perpendiculares entre si. Prove que dois numeros complexos Z; e Z, sdo ortogonais se e
somente se:

Z,7,+ 72,2, =0

Obs: Z indica o conjugado de um ndmero complexo Z.

148. (IME/2001)
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Considere a matriz A = (akj), onde:

ay; = k-ésimo termo do desenvolvimento de (1 + ji)**, comk =1,..,55j=1,..55ei =
V-1

a) Calcule az, + asq 4.

b) Determine o somatdrio dos elementos da coluna 55.

c) Obtenha uma férmula geral para os elementos da diagonal principal.

149. (IME/1999)

Determine as raizes de z2? + 2iz + 2 — 4i = 0 e localize-as no plano complexo, sendo i =

V-1.

10. Gabarito

GABARITO

)

ITA
64.a
65.a) 2sena b) —2sen(15a)
66.z =3 +1i
67.e

68.z =12 + 16i

69.a)cos (g) = %(z +§); cos (3771) = %(23 +Zi3);cos (57”) = %(z5 +zi5) bJa=1;b=2
70.d

71.b

72.b

73.c

74.d

75. M = V4 + a?

76. a

77. e

78.a)V5+ 1 b)zO=2+(

79. c
80. b

26 4 4
5 5
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81. a =sec(Arg z)!° ey = tg(Arg z)
82. b
83. e
84. b
85.c
86. e
n-1
87. -
88. e
89.

(@]

90.: o Ao . R
91.42i,—/3 +i
92.b

93.b

94.e

95.4 = {i}
96.c

97.b

98.d

99.c

100.

101. a

102. Va+ 242

103. a
104. d
105. parte externa de uma elipse com centro na origem e focos nos pontos (—1,0) e (1,0)
106. d
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107. la| = =
108. o
109. a
110. o
111. d
112. b
113. a
114. d
115. b
116. a
117. b
118. d
119. a
IME
120. a
121. S =50(6—-m)u.a.
122. S={xER|k1T<x<%+knou§+kn<x<%n+k7t,comkEZ}
123. C
124. zZ=2-2(v2+1)
125. b
126. a
127. z=—3/3
128. o
129. a=1,b=4,c=52
130. z=2-2(v2+1)
131. a
132. 0
133. d
134. 1Z| = V18
135. b
136. e
137. 32
138.  S= {"uzm‘, "Sizml}
139. a
140. Demonstragao
141. p="2
142. Demonstragao
143. d
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144. s=—"2 _er=—
n<—2n+2 n<—-2n+2
145. a=3;b=4;c=5;z=cis(m)
146. Demonstragao
147. Demonstragao
148. a) —5724 + 54i, b) (1 + 550)%%, ¢) ayr = (5 ) (k)*?
149. z={1+1i-1-3i}

11. Lista de Questoes Comentadas

QUESTOES

COMENTADAS

ITA

64.(ITA/2020)

A parte real da soma infinita da progressao geométrica cujo termo geral a,, € dado por

cosn+i-senn
a, = on

,n=1,23,..
éigual a

a)
b)
c)
d)
e)

Comentarios

—1+2cos1
5—4cos1
—2+4cos1
5—4cos1
4—2cos1
5—4cos1
1+2cos1
5—4cos1
2+4cos1
5—-4cos1

Note que podemos escrever o termo geral da seguinte forma:

cisn (cis1)"
a, = =

cis 1\"
on on 0 dn = ( 2 )
Usando o termo geral, temos a seguinte sequéncia:

cis 1 (cis 1)2 (cis 1)3 (cis 1)”
(3 3 yeo (5

Logo, a razdo da PG é:
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cis 1
2

1 e . .
Como |q| = 5 < 1, temos que a soma infinita converge. Assim, usando a férmula da soma

q:

infinita da PG, obtemos:

cis 1 cis 1 ]
= a T2 2 _cisl
_1_q_1_ci51_2—ci31_2—ci51
2 2

cosl+isenl
=5 =

2—cosl—isenl
Multiplicando o numerador e o denominador pelo conjugado do denominador, temos:
(cosl1+isenl) (2—cosl+isenl)
(2—cos1—isen1) . (2—cos1+isenl)
cos1(2—cos1)+isenlcosl+isen1(2—cosl)—sen?1
- (2 —cos1)? + sen?1
cos1(2—cos1) —sen?1 + i[sen 1cos1 + isen 1(2 — cos1)]
5= (2 —-cos1)? + sen?1

A parte real da soma infinita é dada por:

_cos1(2—cos1) —sen’1
(2 -rcos1)? + sen?1

Simplificando a expressao:

2cos1—cos?1— sen?1 2cosl1—1
~4—4cosl+cos?l+sen?l 4—4cosl+1
_—1+2cosl
5—4cos1

Gabarito: “a”

65.(ITA/2020)

Seja z € C uma raiz da equacdo 4z2 —4zsena+1 =0, para a € E,%] Determine, em
funcdo de a, todos os possiveis valores para:

1
a)2z+—.

2z

1
(22)15‘

b) (22)*> +

Comentarios
Como z é raiz da equagao, por teste, temos que z # 0.

Assim, vamos dividir a equacdo 4z2 — 4zsena + 1 = 0 por 2z.

2z —2sena+—=20
2z
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1
= 2z +— = 2sena
2z

1

a) 2z + — = 2sena

2z

b) Seja w = 2z = |w|cis@, vamos encontrar |w| a partir do |z|. Para isso, vamos resolver a

equagao dada no enunciado:
4z% — 4zsena+1 =0
A= (—4sena)? —4-4-1= —16cos’a
Comoa € [—gg], podemos escrever que:

4sena + 4cosa i
24

7 =

z=3 (sena t+ i cosa)

N =

|z| =
Dessa forma, podemos concluir que |w| = 1.

1
w+ — = 2sena
w

1
cisf + — = 2sena
cisf

(cosO + isenB) + (cosO — isenf) = 2sena

2cosf = 2sena
T
cosB=sena=>9=E—a'

Dessa forma,

1
wh + —= = cis™6 +

(22)15 +W = Wi

— 2 cos(156) = 2 (15” 15 )—
ci5159 = COS = COS 2 ajl)=

157 15m
2 cos (T) cos (15a) + 2sen (T) sen(15a) = —2sen(15a)

(22)15 + (221)15 = —2561‘1(15(1)

Gabarito: a) 2sena b) —2sen(15«a)

66.(ITA/2020)
Seja H o hexagono no plano de Argand-Gauss cujos vértices sdo as raizes do polindmio p(x) =

6
(x — \/§) + 64. Determine z € C sabendo que o conjunto M ={zx€eC:x € H} é o
hexagono que possui v; = —1++/3i, v, =1—+/3i e v; =5—+/3i como trés vértices
consecutivos.

Comentarios
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Vamos encontrar os vértices do hexagono H:
6
p(x) = (x—\/g) +64=0

(x — \/§)6 = —64 = —2° = 2% cis(mw + 2km)

m km
—vV3 =2 cis|—4+ —
X —V CLS(6+3)

m  km
= X =\/§+2-cis(—+—)
6 3
Os vértices sdao dados por:

x1=\/§+2-cis(z+0-z) V3+2- czs() \/_+2<\/—

2

6 3 —>=2\/§+l

x2=\/§+2-cis(n+1 —) V3+2- czs() V3 + 2i

6
x3=\/§+2-cis(%+2-%) V3+2- czs( ) V3 + 2(—\/2—§+2>
x4=\/§+2-cis(%+3-g) V342 cw( ) V3 + 2(—?—%):—1'

x5=\/§+2-cis(%+4-—) V3+2- czs( ) V3 —2i

3
m 3
= 2-cis|— . — 2. 2[2_")=» _
xe =V3+ CLS(6+5 3) V3 + czs( ) V3 + (2 2) V3—i
Esbocando os pontos no plano de Argand-Gauss:
Im
264 -mmmmmmeeee :
A N
' V3 2v3 Re
— 2t :
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Note que o centro do hexagono H é o ponto x, = V3 e ele possui lado de medida 2 (basta
ver a distancia do vértice i ao vértice —i).

Sabendo que o hexdgono M é formado pelos vértices consecutivos v, = —1 + V3i, v,=1-
V3ie V3 =5— V3i, temos o seguinte esboco:

Am

R S ———

5

e . g g g s

e el e ———————————

U9 Uy

Estamos interessados em saber qual o nimero complexo z que transforma o hexagono H no
hexagono M. O bizu aqui é analisar os centros dos hexagonos e usar a forma polar do complexo z:

z=|z|-cis @
O centro do hexagono H é o ponto:
xo = \/§

Observando-se a figura, podemos ver que o lado do hexdgono M mede 4 (distancia de v, até
v3). Além disso, o centro do hexagono M é:

4
parte real - Re(v,) + 5= 1+2=3

parte imaginaria - V3i
Assim, o centro de M é v, = 3 + /3.

Como M é formado pelo hexdgono H pela multiplicacdo de z, e os lados dos hexagonos H e
M medem, respectivamente, 2 e 4, temos que o mddulo de z é:

=2 =2
72l =5 =

Como o argumento do centro do hexagono H é 0°, temos que o argumento de z sera igual ao
argumento do centro de M, logo:
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arg(z) = arctg <Z:§ZZ§> = arctg <\/?§> = 30°

Portanto, o complexo z é:

V3 i
z = |z|cis® = 2¢is(30°) = 2 <7+ E) =V3+i

nz=3+1i
Gabarito: z =3 + i
67.(ITA/2019)

Sabe-se que —2 + 2i é uma das raizes quartas de um numero complexo z. Entdao, no plano de
Argand-Gauss, a area do triangulo, cujos vértices sao as raizes cubicas de z, é igual a

a) 4(v3+1).
b) 6v/3.
c) 8(v3-1).
d) 10v3.
e) 123.

Comentarios
O enunciado diz que —2 + 2i é uma das raizes quartas de z. Disso, temos:
z=(—2+2i)*

O problema pede as raizes cubicas de z, entdo devemos encontrar o nimero complexo w3 de
forma que w3 = z.

Assim, desenvolvendo z:
z=(-2+20)*=[2(-1+D]*
Observe que podemos escrever o termo —1 + i:

V2 V2 3 3
-1+i= \/E(-7+T> = \/E(cosrn+ isen:n)

Desse modo:

z=[2(-1+D]*=
31 3m\1*
24 [\/E (cos— + isen —)] =
4 4
3 3m\*
24/ (2)* (cosr + isen T) =
3m 3m\*
26 (cos— + isen —)
4 4
Aplicando a Férmula de De Moivre, sabemos que:
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3r 3m\* 3 . 3 . ]
(COST + isen Z) = coS (4 . Z) + isen (4 . Z) = cos 31 + isen3m = cosm + isennw

Voltando ao z:

6 3m 3m\* 6 .
z=2 cos—- + isen—-) = 2°(cosm + isenm)
Ent3ao, devemos encontrar w, tal que:
wd =1z
w3 = 28(cosm + isenm)
1
w = 22(cosm + isenm)3

1
Quando aplicarmos a Férmula de De Moivre no termo (cosm + isenm)3, devemos somar 2nr,
sendo n € N, no cosseno e seno para descobrir todas raizes de w:

1
w = 4(cosm + isenm)3 =

1
4[cos(m + 2nm) + isen(m + 2nm)]3 =

4 [ (n 4 2n7r) iy (TL’ 4 2nn)] N
cos 3 3 isen 3 3 )| €
Logo:

wy, = 4<COS (g) + isen (g)) = 4<%+§> =2+i2V3

w, = 4(cos(n) + isen(n)) =4(—-1+i0) =—-4

w; = 4<cos (5?”) + isen (5?”)) = 4<%— g) =2—-i2V3

Colocando as raizes no plano de Argand-Gauss:

{Im
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Temos um tridngulo equilatero, BCD com altura h (B até o segmento CD):
h=44+2=6

e base b (segmento CD):

b=2V3+2V3 =143

Entdo, a area é:

bh 43
A=7=6T\/_=12\/§

*Um modo mais facil de resolver seria descobrir o médulo de w, pois descobririamos o raio
da circunferéncia no qual suas raizes se encontram. E como sdo 3 pontos, sabemos que
encontrariamos um triangulo equildtero inscrito no circulo.

1
w = 4(cos (7 + 2nm) + isen(m + 2nm))3
1
lw| = |4(cos( + 2nr) + isen(w + 2nw))3| = 4

Logo, r = 4. Das propriedades do triangulo equilatero inscrito no circulo, temos:
2
—h=4=>h=6

3
Das propriedades do triangulo equilatero:

23

3

| =443

bh 43
A=7=6T\/_=12\/§

Essa resolucao apresenta, de forma detalhada, os passos para se chegar a resposta. Na hora
da prova, vocé deve escolher o caminho mais rdpido para ndo perder tempo.

Gabarito: “e”.

68.(ITA/2019)
Determine o numero complexo z de menor argumento que satisfaz |z — 25i| < 15.
Comentarios

Vamos resolver essa questdo pelo método geométrico. Se |z — 25i| = 15 é a equacdo da
circunferéncia de centro z, = 25i e raio 15, entdo, |z — 25i| < 15 representa todos os pontos do
circulo de centro z, = 25i e raio 15. Desse modo:
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Im &

|z — 25i| < 15

Zo(0,25)

O numero complexo z de menor argumento é aquele que pertence a reta tangente ao circulo
no primeiro quadrante e passa pelo ponto 0(0, 0). Seja z, esse nimero, entdo, temos:

Im %

Z0

259
r=15
= = |Z]_IC?:89
90/— 8
(7}

(9] Re

Precisamos descobrir o valor de |z, |, cos 8 e sen 6. Note que o triangulo 0Z,Z, é retangulo,
entao, podemos usar as relagdes trigonomeétricas:

15 3 4
sen(90°—0) = oc = cos(f) = < = sen(f) = T

Pelo teorema de Pitagoras:

072 = 022+ Z,72 = 252 = 152 + |z,|2 = |z,| = 20

Assim, z; é dado por:
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3 4
z, = |z1|(cos 8 +isenf) = 20 (§+ i§)

o[z, = 12 + 16

Gabarito: z; = 12 + 161

69.(ITA/2018)
Sejaz = cosg + iseng. Pedem-se:
a) Use a propriedade z* = cosk7” + isen k7n, k € N, para expressar cos (g), cos (37”) e cos (5771)
em funcao de z.
b) Determine inteiros a e b tais que% = cos (g) + cos (3771) + cos (577T).
Comentarios
~ T 3 51 ~
a) A questao pede para representar cos (;) , COS (7) e cos (7) em fungdo de z.

VA . VA — Vs . Vs .
Sabemos que z = cos +i sen—ez = cos_ —isen_, somando-se os dois, temos:

T T T TT (7;)

Z+Z=cos—=+isen—+ cos——isen— = 2cos
7 7 7 7

Ainda, pela propriedade do |z|:

Substituindo na equacao:

Assim:

31 5T . km . km
Analogamente para cos (7) e cos (7) e usando a propriedade z* = cos—-+isen—-

_ 31‘[+_ 3
= Cos - isen 7

3my 1/, 1
C°S(7) :z( +z—s>
51 51

5_ .
Z°> = Ccos— +1sen—
7 7

() =207+
CosS 7 _ZZ 25

ZS
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b) Vamos definira soma § = % = coS (g) + cos (37”) + cos (57n)

10 1y 1/, 1y 1/, 1 1, 1 .1 o1
s=(a(z43)ra(F ) 3+ 55) ) =a gt a v e )

S_1<z6+z4+z8+z2+z1°+1> 1<1+z2+z4+z6+z8+z10>

2

2 z5 z5

A soma da parcela de cima de S é uma PG:

1((z»)° - 1)
S_l 22 — 1 1 z12 -1 1 z12 -1
2 z° T 2\z%(z2-1)) 2\z7 —2z5
Note que z7 = cosm + isenwt = —1
S—l 7775 -1 1 —z5 -1 1
T2\ —-1-25) 2\-z5—-1) 2
Logo:
a=1leb=2
Gabarito:
my_1 1). 3m\ _1(.3, 1). 5my _1( 5,1
a)cos(7)—2(z+z),cos(7)—2(z +23),cos(7)—2(z +25)
b)Ja=1;b=2
70.(ITA/2017)
Considere a equagdo (a — bi)°°! = 2la + by

O nUmero de pares ordenados (a, b) € R? que satisfazem a equacdo é
a) 500.
b) 501.
¢) 502.
d) 503.
e) 504.
Comentarios
(@ — bi)50t = 2(a + bi)
(a2 + b?)?5° + 1
Vamos aplicar o mddulo na equacgao do problema:
2(a + bi)
(az + b2)250 + 1

Como (a? + b?)?°° + 1 é um numero real, podemos retira-lo do médulo:

|(a = bi)™"| =
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2 2
/(az + h2)501 = 2y (a® + b?)
(a? + b2)?50 + 1
2y/(a? + b2
/(aZ + b2)501 — ( ) 0

(@ + b2)?0 + 1

2
V@@ + 53 (/@@ + % - TS =0

2
2 2 2 21250 _ _
(@ + b3 (@ + ) T o) =0

Para a equacao ser verdadeira, podemos ter:

i)y/(a? + b?) = 0, neste caso (a,b) = (0, 0) é solugdo.
Ou

ii)(a? + b?)?° — -

(aZ+ b2)250 4 1
(@% + b2)5 4 (a2 + b2)?50 — 2
(a2 + b?3)?50 + 1 B
Como o termo (a? + b?)?*° + 1> 1

= 0, para (a,b) #+ (0,0)

Temos:
(aZ + b2)500 + (aZ + b2)250 —2=0

Substituindo (a? + b?)?50 = x:

x*+x—-2=0
Solucoes:

x;=1loux, =-2

Como (a? + b?)?°0 > 0, a solugdo é x;:

(@ + b?)?50 = 1

a’+b2=1
Aplicando esse valor a equacao inicial do problema:
2(a + bi) 2(a + bi) 2(a + bi)
— b 501 = = = = b
(@ —bi) @+ b2)20 + 1 1+ 1 2 @+ Dol

(a — b))%t = a + bi
Multiplicando ambos os lados por a — bi:
(a—bi)*2 =a?+b%2=1

Portanto, temos, dessa equacdo, 502 raizes. Somadas essas raizes com a raiz (0, 0),
encontramos 503 raizes distintas.

Gabarito: “d”.
71.(ITA/2017)
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O lugar geométrico dos pontos (a, b) € R? tais que a equacdo, em z € C,
z2+z+2—-(a+ib)=0
Possua uma raiz puramente imaginaria é
a) Uma circunferéncia.
b) Uma pardbola.
¢) Uma hipérbole.
d) Uma reta.
e) Duas retas paralelas.
Comentdrios

Vamos considerar z = x + yi. Para que z possua uma raiz puramente imaginaria, teremos,
necessariamente, que x = 0. Assim:

z=yi
Substituindo na equacgao do problema:
z2+z+2—-(a+ib) =0
(yi)?+yi+2—(a+ib) =0
—y2+yi+2—-a—ib=0
Reorganizando os termos:

—y?—a+2+i(y—b)=0

Logo:
{—yz —a+2=0
y—b=0
Usando y — b = 0 na equacgdo de cima:
—y*—a+2=0
—b*—a+2=0
Disso, encontramos:
a = —b? + 2 que é a equacdo de uma parabola.

Gabarito: “b”.

72.(ITA/2016)
Considere as afirmacgdes a seguir:

l. Se z e w sdao numeros complexos tais que z—iw=1—2i e w —z = 2 + 3i, entao
z?2 + w? = =3 + 6.

I. A soma de todos os nimeros complexos z que satisfazem 2|z|? + z? = 4 + 2i é igual a
zero.

. Sez=1—1i,entdoz> =22°(—1+1i).
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E (s30) verdadeira(s)
a) Apenas|.

b) Apenaslell.

c) Apenaslelll.

d) Apenasllelll.

e) I, lelll

Comentarios

S —

I{z—iw=1—2i
"lw—2z=2+3i

Vamos descobrir o valorde z e w:

Somando-se as equagoes:

Z—iw+w—z=1-2i+2+3i

Reorganizando a equacao:

w(l—-i)=3+1i

=1+2i

w

340 B4DA+D)  B43i+i-1\ 2+4
_1—i_(1—i)(1+i)_( )_

1—1i?

w=1+42i

2

Substituindo w na seguinte equacao:

Encontrando z? + w?:

w—2z=2+3i

1+2i—z=2+3i
1+2i—-2-3i=2z

z=-1-—1

z2 +w? =

(—1-2+ 1 +20)?%=

(1+2i+i?)+ (1 +4i+4i%) =
1+2i—1+1+4+4i—4=

Logo, verdadeira.

I.2|z|> + 22 =4+ 2i

-3+ 60

Substituindo z = a + bi na equacao:
2la + bi|?> + (a + bi)? =4 + 2i
2+/(a% + b2)2 + (a? + 2abi — b?) = 4 + 2i
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Zero:

2(a®*+b?) + (a® +2abi —b?>)—(4+2i) =0
2a%> +2b%*+a? +2abi — b?>—4-2i=0
3a2+b?—4+i(2ab—-2) =0
Assim, temos:
{3a2 +b2—-4=0
2ab—2=0
Simplificando:
{3a2 +b2—-4=0
ab—1=0
1

Das relagbes acima,ab =1 =>a = 5

Substituindo a da equagdo acima:

12
3(—) +b2—4=0

b

3 2

b_2+b —4=0
b* —4b% + 3
b—2=0

Para a equacdo ter solucdo, precisamos que b? # 0, entdo, a parte de cima deve ser igual a

b*—4b>+3=0
Encontrando as raizes da equacao:

_41V16-12 444 442

2 — 1
b 5 5 > 3ou
{bz =3
b =1
Assim, as raizes encontradas sao:
Para b% = 1:
1
b1=1=>a1=_=>a1=1
b,
Zl = 1 + l
1
b2=_1=>a2=_=>a1=_1
b,
Zz - _1 - l
Para b? = 3:

1
b3=\/§=>a3=—

=> q, =
b ’

V3
3
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V3

1 V3
b4:_\/§:>a4:_:>a4:__
b, 3

__VB_ A

Zy =~ i

Logo, somando z; + z, + z3 + Zy:
V3 V3
zl+zz+23+z4=1+i—1—i+?+\/§i—?—\/§i=0

Logo, assertiva verdadeira.

[1l. Queremos descobrir z>°

z=1—i=\/§<g—%)=\/§<cos(%r)+isen(%>>

o (ﬁ (cos (25 s (7;)))59

Aplicando a Férmula de De Moivre:

(«z (cos () 5 (i;)))sg _

7 7
\/559 <cos (59 Tn) + isen (59 {)) =

\/559 (COS <413Tl’) + isen (4137‘[))

4 4

% . . p 4131 413w
Para simplificar cos — ) e sen{——), sabemos que a cada 2m, os valores de seno e
. 4131 Sy ..y
cosseno se repetem. Assim, basta tornar Y multiplo de 2m e divisivel por 4. Desse modo:

413n_408n+57t_102 +57T
4 4 T

Voltando a equacao:

5 4131 413w
\/7 ’ <cos( 4 ) + isen (T)) =

@ (oos (57) isen () -

& Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021 "

59 V2 2
V2 (‘7‘T>=
\/-260
7 F1-0=
229(=1-1)

Logo, assertiva errada.
Apenas | e Il sao verdadeiras.
Gabarito: “b”.

73.(ITA/2015)
Sejam A, B e C os subconjuntos de C definidos por A = {z €EC:|lz+2-3i| < \/1_9},
B = {z eEC|z+i]l < %}eC ={z € C:z> + 6z + 10 = 0}. Entdo, (A\B) N C é o conjunto
a) {—-1-3i,—1+ 3i}.
b) {(-=3—-1i,-3+i}.
c) {—-3+i}.
d) {-3—-1i}.
e) {—3+3i}.
Comentarios
Analisando os subconjuntos:
Subconjunto A é um circulo com centro em (—2, 3i) e raio < v/109.

. . , . : 7
Subconjunto B é um circulo com centro em (0, —i) e raio < >

Subconjunto C sdo duas raizes da equacao.
Vamos descobrir as raizes de C:

_ —6+36—40
= : =

Z —3+i

Assim,z; = -3 +iez, = —3—1.

O problema pede (A\B) N C, isso significa que o elemento de C deve pertencer a A e ndo
deve pertencer a B.

Substituindo z; no subconjunto A:
|-3+i+2-3i|=|-1-2i] =v5 <19,z €4
Substituindo z; no subconjunto B:
7
|-3+i+i] =]|-3+ 2i] =\/13>§,21€B
z, satisfaz as condigdes.
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. L 7 7 : e
*Se nao ficar claro que V13 > p tente colocar - €M uma raiz quadrada e assim ficara mais

2
7 /49
—=\£ = |4 =V1225

facil:

Testando z, nas condigdes:

Em A:
|-3—i+2-3i|=|-1-4i]| =17 <V19,2,€4
Em B:
|-3—i+il=]|-3]=3< %,ZZEB

Z, ndo satisfaz as condigdes.
Logo, apenas z; = —3 + i satisfaz as condigdes.

Gabarito: “c”.

74.(ITA/2015)

Sez =

10
(iigi) , entdo o valor de 2 arcsen(Re(z)) + 5arctg(2 Im(z)) é igual a

a) ——.

Comentarios

O problema pede os angulos dos valores reais e imaginarios de z. Entdo, devemos simplificar
z de modo que figuem mais claros esses valores:

_<1+\/§i)10
T\

Vamos transformar z no formato cos(6) + isen(6) = cis(8)

10 10
1++/3i 1 /3i .y \ 10
_(H@)w_ =\ (25 [ es(3)
1—+3i 1—+/3i 1_ﬂ Cis(_E)
2 2 3

Aplicando a Férmula de De Moivre:
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eis(3) | _ s (5)
w(-5) T3

Multiplicando ambos os termos por cis (an) e simplificando:

(%) as(l9)
0

cis| — n cis 107

(-5 eis(55)
CiS(&) 20 2
T&”"S(Tn)”“(“*?n):

Assim:

2 arcsen(Re(z)) + 5arctg(2 Im(z)) =

1 23
2arcsen (— E) + Sarctg -

1
2arcsen (— 5) + Sarctg (\/§)

N 1
Qual angulo de seno que resulta _E?

sen(_g)=_1

Qual angulo de tangente que resulta v/3?
(18
w(3) =3
Logo:
2arcsen —1 + Sarctg V3) =2 _z +5 A 4_ﬂ
2 6 3 3
Gabarito: “d”.

75.(1ITA/2015)

Seja M c R dado por M = {|z? + az — 1|:z € Ce |z| = 1}, com a € R. Determine o maior
elemento de M em funcgdo de a.

Comentarios
Vamos resolver essa questdo pela forma trigonométrica, aproveitando |z| = 1
Como |z] = 1, podemos escrever:
z = cis(6),0 € [0,2n]
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Substituindo z na equacao:
M = |z% + az — 1| = |(cis8)? + acis6 — 1|
Pela Formula de De Moivre:
|(cis8)? + acis® — 1| = |cis(20) + acisf — 1| =
|cos(20) + isen(26) + a(cosO + isenf) — 1|
Expandindo cos(260) e sen(26):
|(cosB? — senB?) + i(2senBcosh) + a(cosO + isend) — 1|
Vamos igualar cosf? = 1 — sen? para eliminar o (—1) da equac3o:
|((1 — senB? — senB?) + i(2senBcosh) + a(cosh + isenh) — 1| =
|1 — 2senB? + i(2senBcosO) + a(cosO + isend) — 1| =
|—2senB? + i(2senBcosB) + a(cosh + isenh)|
Observe o termo —2senf? + i(2senfcos0), se isolarmos 2senf nesse termo, teremos:
—2senf? + i(2senfcosH) = 2senf(—send + icosh)

Note que temos (cos@ + isenf) evidenciado em a(cosO + isenf), disso podemos
manipular 2senf(—senf + icosf) para que possamos fatorar com o termo de a:

Vamos igualar —senf = i%sen8:
2senf(—send + icosf) =2senb(i’send + icosb)
Pronto, jogando i para fora dos parénteses:
2senf(i’senf + icos8) = 2isenf(cosO + isend)
Dai encontramos —2senf? + i(2senfcosf) = 2isenf(cosh + isend)
Voltando ao nosso problema, e aplicando as substituicdes que encontramos:
|—2senB? + i(2senBcosB) + a(cosO + isend)| =
|2isenB(cos6 + isenf) + a(cosO + isenf)| =
|2isenBcisO + acisf| = |cisO(2isend + a)| =
|cis@||2isend + a|
Sabemos que |cis@| = 1, ent3o:
M = |2isenb + a| = \/élseTz-l-az
Sendo ambos os termos positivos, temos que o maior valor de M sera quando senf = 1:

Logo, o maior valor de M é:
M =4+ a?
Gabarito: M = V4 + a2
76.(ITA/2014)

Se z € C, entdo z® — 3|z|*(z%? — Zz?) — z® é igual a
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a) (z%2—2z%)3.

b) (z® — z°).
c) (z3—-2%°2.
d) (z—-2)°.

e) (z—2)%(z*—27%).
Comentarios
Vamos usar a propriedade dos nimeros complexos |z|? = zZ e substituir na equacdo:
2% —3|z|*(z? — z?) — 2 = z° — 3(z2)% (2% — Zz?) — 2% = z® — Zz® — 3(22)?(z? — Z?)

Observe o termo z® — Z°, isso é uma diferenca de dois cubos que pode ser fatorado usando-
se a formula da aula de Matematica Basica!

x°—yP = -yE+xy+y?)
Assim, temos:
26 —7°-3(z2)%(z? - 7%) =
(z2 =28 (z* + z22% + %) — 3(22)?*(z* — 7?) =
(z% —Z2)(z* + z%22% + z* — 32%2%) =
(z2 = 72%)(z* — 2222 + 7%) =
(22 — 72) (2% — 72)? =
(22 — 72)?

7))
a.

Gabarito:

77.(ITA/2014)

Sejam z, w € C. Das afirmagdes:
l. Iz + w|? + |z — w|* = 2(z|* + |w|?);
Il. (z+0)?—(z—w)?* = 4zw;
. |z+ w|? —|z - w|?> = 4Re(z®),
E (s30) verdadeira(s)
a) Apenas|.
b) Apenaslell.
c) Apenaslelll.
d) Apenasllelll.
e) Todas.
Comentarios
l. Vamos usar a propriedade |z|? = zZ:

lz+w|?+ |z —w|? =
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Z+wiz+w)+Zz—w)(z—-w) =
z+w)(Z+w)+(z—w)(Z—w) =

ZZ+wzZ+ wz+ww+2Z—wzZ—wzZ+ ww =
227+ 2w = 2(]z|* + |w]?)
Verdadeira.
Il. Desenvolvendo a equacgao:
Z+w)—(z—0)? =242z + 0> — (z°> — 2z0 + @?) = 4z
Verdadeira.
ll. Usando a propriedade |z|? = zzZ:
lz+wl?—|z—w|? =
+w)(z+w)—z—-—w)(z—-w) =
z+w(iZ+w)-z-—w)(Z—-w) =
zZ+zw+ zo + ww — (2Z — Zw — zW + WD) =
2ZwW + 2zw = 2(Zw + zw)

*Veja que, na assertiva, temos zw, entdo, devemos transformar zw:

IW = Zw = Zo
2(Zw + z@w) = 2(zw + zw)
Que é a soma de um numero complexo com seu conjugado, logo:
2zw + zw) = 2(2Re(zw)) = 4 Re(z@)
Verdadeira.

Gabarito: “e”.

78.(ITA/2014)

a) Determine o valor maximo de |z + i|, sabendo que |z — 2| =1, z € C.
b) Se z, € C, satisfaz (a), determine z,.
Comentarios

a) Vamos ilustrar o problema: primeiramente, sabemos que o lugar geométrico de |z — 2| =
1 é uma circunferéncia de centro (2, 0) e raio 1 no plano de Argand-Gauss:
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Im

A
@
2

2 1 0

-1

-2

|z + i| é o afixo de z que passa por (0, —i):

Im

A questdo pede o maior valor de |z + i|, entdo, deveremos encontrar o maior valor do
segmento BC que cruze a circunferéncia de centro A. Pelas propriedades da geometria plana, temos
gue o maior valor do segmento sera quando ele cruzar com o centro de A:

15
Im

05

O

Agora vamos calcular o valor do segmento BC. Basta calcular BA e somar o valor do raio da
circunferéncia:
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Usando o Teorema de Pitdgoras no triangulo BDA:

BA? = 1?2 4 22
BA =5
Logo, o valor maximo sera:
BC=vV5+1

b) O problema pede para encontrarmos o afixo z,. Assim, teremos que descobrir as
coordenadas do ponto C.

Im

05

Re®

Os triangulos ABD e ACE sao semelhantes. Desse modo:

AB  AC
BD CE
V5 1
1 CE

V5
CE = —
AB  AC
AD ~ AE
V51
2 AE
AE=¥

Logo:
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Gabarito:a)V5+1 b)z, =2 +( ‘/_) +iZ

79.(ITA/2013)
A soma das raizes da equagdoem C, z8 — 17z* + 16 = 0, taisque z — |z| = 0, é
a) 1.
b) 2.
c) 3.
d) 4.
e) 5.
Comentdrios
Vamos fatorar a equacdo, observe que o elemento —17z* = —z* — 16z*
z8 —17z* + 16 =
z8 —z* — 162" + 16 =
z'(z*—-1)—-16(z*—-1) =
z*—1D(Ez*-16)=0
Assim, temos:
z'=1ouz*=16

Paraz* =1 = cis(0 + 2nm),n € N, e usando a Férmula de De Moivre:

z= as(2n7r)4 = cis (nzn)

Disso, encontramos as raizes: +1 e + i.

Para z* = 16:

nm
zZ= 2c15(2nn)4 = 2015( > )

Dessa equacao, temos as outras raizes: +2 e + 2i.

Mas precisamos satisfazer a condi¢do z — |z| = 0 => z = |z|, isto é, z deve ser um nimero
real positivo!

Logo, apenas 1 e 2 satisfazem a condicao.
S=1+2=3
Gabarito: “c”.
80.(ITA/2013)

Considere a equacdo em C, (z—5+ 3i)* =1, se z, é a solu¢io que apresenta o menor
argumento principal dentre as quatro solugdes, entdo o valor de |z,| é
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a) /29.
b) V41
c) 3+/5.
d) 4v3.
e) 3ve.
Comentdrios
Da equacgao do problema, temos:
(z—=5+30)*=1=cis(2nm),n € N

Usando a Formula de De Moivre:

. . 1 . (hm
z—5+4 3i = cis(2nm)? = cis (7)

. (nm . . (T i i is (32X [
cis (7) pode assumir os valores cis0 = 1, cis (;) = i,cism = —1,cis (7) -t
Assim:

. (nm .
zZ= CLS(7)+5—3L

z1=1+5-3i=6—23i

z,=i+5-3i=5—2i
z3=—1+5-3i=4—-3i
Zy=—i+5-3i=5—4i

O argumento de cada uma dessas solugdes é:

3 1
t9(6) = (~¢) =3
tg(0) = —=
g\oy) = 5

3
tg(es)—_z
tg(0,) = 4
g\vy) = R

4 3 1 2
——<—-<—<—=

5 4 2 5
Logo, 8, é o menos argumento. Entdo z, = z, = 5 — 4i
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|20 = /5% + 42 = V41

Gabarito: “b”.

81.(ITA/2013)

Paraz = 1+ iy, y > 0, determine todos os pares (a,y),a > 1, tais que z1° = a. Escrevaa e
y em fungdo de Arg z.

Comentarios
Vamos usar a forma trigonométrica e considerar z = pcis(6):
z1%=q
Substituindo a forma trigonométrica na equagdo e aplicando a Férmula de De Moivre:
(pcisf)® = a
pcis(100) = a
p*%(cos(100) + isen(100)) = a
Mas a > 1, isso quer dizer que p'°(cos(108) + isen(100)) é real e positivo. Entdo, temos:
sen(1060) = 0 para zerar a parte imaginaria e cos(108) > 0, pois p'°cos (100) = a
Para satisfazer as duas condicGes, temos:

cos(1080) =1 = cos(2nm),n € N
nm
9 = — 10 =
c ep a
Definimos que z = p(cos@ + isen(@)) =1+iy
O enunciado afirma que y > 0, entdo, podemos restringir os valores de 6.

Sendo z = p(cos6 + isenf), 0 € ]0;%[.

. T 2T
Com isso, encontramos 8 = ce 0= =

Entdo para z = p(cosO + isenf) = 1 + iy:

pcosf =1
psinf =y
p=q
Para 6 = =
5
1 T
p= 050 secH = sec (g)
71\ 10
a=sec(§)
_ H—Sene—te—t (n)
y=psen "~ cos® gv =19 5
2T
Parae—?.
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2T 10
a = secC (-)

5
_. (2n>

Portanto:

(a,y) = <sec (g)lo ,tg (g)) ou(a,y) = | sec (%)10 tg (%T)

a =sec(Arg z)1° ey = tg(Arg z)
Gabarito: a = sec(Arg z)1° ey = tg(Arg z)
82.(ITA/2012)

Sejam z = n*(cos 45° + i sen 45°) e w = n(cos 15° + i sen 15°), em que n é o menor inteiro
positivo tal que (1 + i)™ é real. Ent3o, % éigual a
a) V3+i.
b) 2(V3+1i).
o) 2(vV2+i).
d) 2(v2 —1i).
e) 2(v3-1).
Comentarios
Do enunciado, temos:
z = n*(cos 45° + i sen 45°) = n?cis(45°)
w = n(cos15° + isen15°) = ncis(15°)
z _n’cis(45°) ncis(45°)
w  ncis(15°) cis(15°)
Das propriedades dos numeros complexos na forma trigonométrica:

z _neis(45%) _ o qeoy — o iccagey = (V34
W—m—ncw(% — 15°) = ncis(30°) —n<7+§>

Ainda, do enunciado temos n menor inteiro positivo tal que (1 + i)™ é real.

a+"= \E(\/—z + if) = Z%Cis (z)n

2 2

Aplicando a Férmula de De Moivre:

n n

Z%Cis (%) = 22cis (%)

& Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

Entdo, para o valor acima ser real temos:

TlT[_O TlT[_
4— Ou4—7'[

Mas n é o menor inteiro positivo que satisfaz a equacao, logon = 4.

Portanto:

Z NEEE ]
W=4<7+E>=2(\/§+l)

Gabarito: “b”.

83.(ITA/2012)

T ~ . s
Seargz = -, entdo um valor para arg (—2iz) é

,p-lal ,[;-lg N_l:l -F_|=|

Comentarios

SE]

Vamos definir z = pcis(0). Do enunciado, argz = %entéo 0=

o= (cos(3) +isen () = o (F+5)

Descobrindo o valor de —2iz:

—2iz = —=2ip <g + g) = p(\/i — i\/i) =2p (? — g) = 2pcis (%T)

Portanto:

T
—2iz) = —
arg(—2iz) 2
lle”-

Gabarito:

84.(ITA/2011)

Dado z = %(—1 + /3i), entdo 382, z" éigual a

a) —82—9\/§i.
b) —1.
c) O.
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d) 1.
e) 8—69\/§i.
Comentarios

Do enunciado:

1 1 3 21
Z =E(—1+\/§l) = —E+7i = Cl5<?)
89
S = Zz” =z+z>+z3+ -+ 2%
n=1
A soma acima é uma PG de razdo z:
Usando a formula da soma de uma PG finita:
a;(g"—1
S, = 1(q )
qg—1
S _z2(z¥-1) 2%~z
87T -1 T z-1
. . 2T ~
Substituindo z = cis (?) na equacao:
90
cis (Z?H) — Cis (2?”)
Sg9 = . (2T
cis (?) -1

Usando a Férmula de De Moivre:
5 = cis (anﬂ) —cis (2?71) _ cis(2m30) — cis (2?77) _ 1 —cis (z?ﬂ)
cis (2?“) -1 cis (2?77) -1 cis (Z?n) -1
Simplificando a equacgao, temos:
1—cis (2?77) -1 (cis (z?ﬂ) - 1)
Seo = — (27‘[ - . (27 -
cis ?) -1 cis (?) -1

Gabarito: “b”.

85.(ITA/2011)

Das afirmagdes abaixo sobre nimeros complexos z; e z,:

I- |Z1_22|S||Z1|_|Zz||-

- |Z1z| = [|1Z]1Z]].

- Sez =|z|(cos@ + isenf) # 0, entdo z;* = |z;| 1 (cos O — i sinH).

E(sd0) sempre verdadeira(s)
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a) Apenas|.
b) Apenas Il.
c) Apenas il
d) Apenasllelll.
e) Todas.
Comentarios
|2y — 7| < ||Z1| - |Zz||

Como se trata de uma questado de verdadeiro ou falso, ndo precisamos gastar nosso tempo

tentando provar essa desigualdade. Vamos suporz; = 1l e z, = —2:
|z, — 25| = [1—2) =3
lz1] = |ze]| = [I1]—=2] = |-1] =1

Portanto, falso pois 3 > 1.
I |2 - 2| = ||1Z]|z|
Tomandoz, =1lez, =2:
EZREAR AL
|1-2]=2=#]]2]|2]| = 4
.z, = |z;|(cos B + isenB) = 0
|Z1|_1

cosO + isenf

zit = |z;]7 (cosO + isenf) ! =

Multiplicando ambos os lados por cos@ — isenf:
|z, |71 cosf —isend _ |z;|"'(cos6 — isenf)
cos® —isend  cos6? + sen?

-1 _

z{l = = |z;]7 (cosO — isenB)

cosO + isenf

Portanto, verdadeira.

“uon

Gabarito: “c”.

86.(ITA/2011)

A soma de todas as solu¢des da equacdoem C: z2 + |z|>? +iz—1 = 0éigual a
a) 2.

b)

o NI~

c)

1

d) —
e) —2i.

Comentarios

Vamos definir z = a + bi e substituir na equacao:
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z2+ |z +iz—1=0
(a+bi)?>+|a+bil>?+i(a+bi)—1=0

(a? + 2abi — b?) + a2+b22+ai—b—1=
a*+2abi —b*+a*+b*4+ai—-b—-1=
2a® +2abi+ai—b—1=
(2a®—-b—-1)+i(2ab+a) =0
Devemos encontrar a solugdo do sistema:

{Zaz—b—1=0(1)
2ab+a=0(I)

De (II):
2ab+a=a(2b+1)=0
=0oub=--=
a ou >
Paraa = 0 em (I):
202 —-b—-1=0=>b=-1=>z = —i

Parab = —% em (I):

2a2—b—1=2a2+%—1=2a2—%=0
1
a=i§
Portanto, temos as raizes:
1 i 1 i
z=—l,7,=5-5e€z=-5-3

Somando as raizes:

_+<1 i)+( 1 i)_ by
'T\272 2 2)T 74

Gabarito: “e”.

87.(ITA/2011)

Sejamn = 3 impar,z € C\ {0} e z, 2, ..., Z,, as raizes de z™ = 1. Calcule o nimero de valores
|zl- — zj|, i,j=1,2,..,n,comi # j, distintos entre si.
Comentarios

Vamos analisar z" = 1. O enunciado diz que n = 3, entdo, as raizes dessa equagdo geram um
poligono regular no plano de Argand-Gauss (se n=1, teriamos um ponto e n=2, uma reta). Vamos
transforma-la na forma trigonométrica:

z" =1 =—cis(2km),k €N
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Logo, usando a formula de De Moivre:
- (2km
Z = cCis (—)
n
Entdo variando o valor de k até n — 1 (pois k = n estariamos encontrando raizes repetidas):
z; =cis(0) =1

. (Zn)
Z, = CIS "

~ (ATn
Z3 = ClS (_)
n

_ (2(71 - 1)7T>
z, = cis | ———

n

Essas sdo as n raizes da equacao. Representando z no plano complexo:

-Im

. Re

O problema pede o numero de valores diferentes de |zi — zj|, i,j=1,2,..,n,comi #j.
|zi - zj|,comi # j € um segmento de reta que liga z; a z;.

Entdo, ele quer saber quantos valores diferentes podemos encontrar nesses segmentos.
Vamos chamar cada segmento de d;;. Veja a figura:
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Analisando a figura, vemos que as distancias de z; até as raizes complexas situadas na parte
positiva do eixo imaginario se repetem com as raizes complexas da parte negativa do eixo imaginario.
Pois:

dip = dyq
diz = dl(n—l)
dis = d1(n-2)

Observe que tomamos z; como referéncia para o problema. Se escolhéssemos qualquer outra
raiz, os valores de d;; seriam os mesmos.

Logo, o numero de valores distintos que d; ; assume serd a quantidade de retas que podemos
tragar na parte superior do circulo entre z; e as raizes nela situadas.

. ) ., . n—-1 .
O enunciado afirma que n é impar, entdo, teremos —~ pontos na parte superior da
circunferéncia:

Im

Z4
23

dyg
k)

diz

1 Re

Portanto, o numero de valores distintos é:
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n—1

) -1
Gabarito: nT

88.(ITA/2010)

Se z é uma solugdo da equagdao em C,

z—zZ+|z|* = —[(\/EH)(ﬁg_l—iﬁ; 1)] ,

Pode-se afirmar que
a) i(z—2) <.

b) i(z—2) > 0.

c) |z| €[5,6].

d) |z| e[6,7].

e) |Z + §| > 8.

Comentarios
Devemos encontrar a solugdo z para analisar as alternativas.

O primeiro passo sera organizar a bagunca que o examinador fez no lado direito da equacao:

[(\/_ l)<\/‘ 1 ﬁ+1>r

3
Vamos desenvolver a equagado para ver no que da:

l(\/_ l)<\/‘ 1 ﬁ+1)]12=

3
(B w2+ (VE-1-ivz+ )| -

—[(%)(2—@—i2—iw/§+i\/§—i+\/§+1]12=

- [(%) @2-2-i+ 1]12 == [(%) (3 - 31’)]12 = —(1-)

Vamos transformar 1 — i na forma trigonométrica:

1—i=\/§<g—£> \/_CLS(—Z)

Voltando a equacao:

-1-D"%=- (\/Ecis (— %))12 = —2%cis (— %)

12
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Aplicando Formula de De Moivre:

T\ 12 12n
—26%cis (— Z) = —26cis (— T) = —2%cis(—=3m) = —2°cis(n) = 2° = 64

Agora, podemos analisar a equacdo do problema:

ﬁ—1_iﬁ+1>]12

= 64
3 3

z—z‘+|z|2=—[(\/§+i)<

Vamos chamar z = a + bi e substituir na equacgao:
a+ bi — (a—bi)++/(a?+ b?)? =64
2bi+a*+b*—64=0
Entdo, temos o sistema:
{ , 221' =0 ~
a‘+b-—64=0
2bi=0=>b=0
a’?+b?—64=0=>a%=64
a=%8
Portanto,z; = 8e z, = —8.
Vamos analisar as alternativas:
a) Errado. Pois z é real, logo, a diferenca de z e seu conjugado é 0.
b) Errado. Idem item a.
c) Errado. z = +8
d) Errado. z = +8

e) Verdadeiro.

1
zZ+-—

1
- |8 + —| = 8125 > 8
z 8

Gabarito: “e”.

89.(ITA/2010)

Os argumentos principais das solu¢des da equagao em z,
iz+3Z+(z+2)?*—-i=0,

pertencem a

a) 15,51

b) 15,2,
S5t 3m

o 1551
71T

d) 15,5 1V15 5L
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e) ]O,%[U]%,Zﬂ[.
Comentarios
Vamos usar a forma algébrica de z. Sejaz = a + bi,a,b € R:
iz+3Z+(z+2)?-i=0
i(a+bi)+3(a—bi)+(a+bi+a—bi)>—i=0
ai—b+3a—3bi+4a’?—-i=0
4a’+3a—-b+i(a—3b—-1)=0

{4a2+3a—b=0(1)
a—3b—1=0(I

De (I), temos b = 4a? + 3a. Substituindo em (I1):
a—3#4a?+3a)—1=0
—12a*—-8a—-1=0
_8+V64-48 1 1

=—zou——

a

—24 2 6
Parag = —=,b = —=
2 2
Paraq = —=,b = ——
6 18
Entdo:
1 i
Z;=—s—=
o2 2

- -z-i(3)
2= 76" "\18

Portanto as duas raizes pertencem ao terceiro quadrante no plano complexo. A Unica
alternativa que indica um intervalo apena no terceiro quadrante é a alternativa c.

llustrando:

Im
05 1

05  Re
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Gabarito: “c”.
90.(ITA/2009)
Sejamx,ye Rew = x2(1+3i) + y?(4 —i) —x(2 + 6i) + y(—16 + 4i) e C.

Identifique e esboce o conjunto
N ={(x,y) ER?, Rew < —13elmw < 4}.
Comentarios
A questdo pede o esbogo do conjunto (2 em fungao dos valores de w. Vamos desenvolver w:
w=x%(14+3i)+y2(4—i)—x(2+ 6i) + y(—16 + 4i)
w = x% + 3x%i + 4y? — y%i — 2x — 6xi — 16y + 4yi
w = (x? 4+ 4y? — 2x — 16y) + i(3x% — y? — 6x + 4y)
Logo, temos:
Rew = x? + 4y? — 2x — 16y
Imw =3x? —y?—6x+4y
O conjunto pede Rew < —13:
Rew = x? + 4y? — 2x — 16y < —13
x?—2x+4y*—16y < —13
Fatorando os elementos x e y:
x?—2x+1+4y*—16y+16<—-13+1+16
(x—1)2+4(y—2)?<4
(96—41)2+(y—12)2 <1
Isso é uma elipse com centro (1, 2) de vértices (-1, 2) e (3, 2) e pdlos (1, 1) e (1, 3)! Essa

inequacgao traz como solucgao todos os pontos dentro da elipse! Vamos ilustrar:

4

Yy

35

-15 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3 qp 35

. x2 2
*Elipses possuem a forma = + 2’—2 =1
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Agora, para o conjunto Imw < 4:
Imw=3x?—y2—6x+4y <4
Fatorando a equagdo acima:
3x2—6x+3—y*+4y—4<4+3-4
3(x—1)%2—-(y—2)?2<3
x —1)? — 2)?

( : ? : 2 _

E uma hipérbole com centro (1, 2), vértices (0, 2) e (2, 2) e pélos (1,2 + \/§).

Juntando as 2 inequacgdes, temos como resultado:

1

Gabarito:

91.(ITA/2008)

Determine as raizes em C de 4z° + 256 = 0, na forma a + bi, com a, b € R, que pertencam a
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s={ze(C1<|z+2| <3}
Comentarios

Vamos encontrar as raizes de z:

4z% + 256 =0
oo _256_ .,
z° = i

11 1
z=(—1)6646 = (—1)62
Sabemos que —1 = cism. Entdo substituindo e aplicando férmula de De Moivre:

] 1 monm
z = 2cis(m + 2nm)é = 2cis (E + ?)

Logo, as raizes sao:

s V3 i
Zl—ZClS(g)=2<7+E =V3+i
Z, = 2cis (g) =2
5 3 1
z3—20i5(?n)=2<—\/2——+%)=—\/§+i
7 V3 i
24—2cis(?n)=2<—7—%)=—\/§—1

3
Zs = 2cis (;) =2(—i) = —2i
11 3
z6—2as(Tn)=2<g—§>=\/§—i

A questdo pede as raizes que satisfazem a condicao:
1<|z+2|<3
Paraz = +2i:
lz+2|=|+2i+2|=V4+4=V8=2V2=128
*2=1.4
Paraz = —/3 + i:

|z+2|=|—\/§ii+2|=|—\/§+2ii|=\/(2—\/§)2+1=\/8—4\/§E\/ﬁ51.1
*3 =17
Paraz =3 +i:
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|z+2|=|\/3_’ii+2|=|\/§+2ii|=\/(2+\/§)2+1=\/8+4\/_E\/14.4

V9 <V14.4 < V16
3<V144< 4
Portanto apenas as raizes +2i, —V/3 + i satisfazem a condic3o.

Gabarito: +2i,—/3 + i

92. (ITA/2008)
Sejam a, B € C tais que |a| = |B] = 1 e |a — B| = V2. Entdo a? + B2 éigual a
a) —2.

b) 0.
c) 1.
d) 2.
e) 2i.
Comentarios
la— Bl =2
la —pI? =2
(@—B)(a-B)=2
(@-p)(a-pB)=2

aad —af —af + BB =2

|al? —ap — pa+|BI* =2
Mas, |a| = |B] = 1, entdo:

aB + Ba =0 ()
Facamosa =a + bie f = c + di.
Substituindo na equacdo (1), temos:
(a+bi)(c—di)+ (c+di)(a—bi)=0
ac — adi + bci + bd + ac — bci + adi + bd =0

2ac+ 2bd =0

ac = —bd (II)
—bd

a=——-
c
Como |a| = 1, temos:
—bd\? b2(c? + d?
$a2+b2=1$(T) +b2=1=>(cc—2)=1
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Como || = 1, temos ¢ + d? = 1, logo:
=>b?2=c?ea’?=d?
Vamos analisar agora o pedido na questao:
a? + B2
(a + bi)? + (c + di)?
= a’® + 2abi — b* + ¢? + 2cdi — d?

= 2(ab + cd)i + (a? — d?) + (c¢? — d?)
0 0

= 2(ab + cd)i

Porém, como b? = c? e ac = —bd, temos as seguintes possibilidades:

b=cea=-d
ou
b=—-cea=d
Para qualquer um dos casos, 2(ab + cd) = 0, ou seja,

a’+p2=0

Gabarito: “b”.

93.(ITA/2007)

Considere a equacgao

16(1—ix)3:(1+i_1—i)4.

1+ix 1—-i 1+

Sendo x um numero real, a soma dos quadrados das solu¢des dessa equacgao é
a) 3.

b) 6.

c) 9.

d) 12.

e) 15.

Comentarios

16(1—ix)3_(1+i 1—i)4
14+ix/) 1 —i 1+4i

e (1 - ix)3 _ [(1 +0)? ; (1- i)T

1+ix

1—ix\>
16(2%) - @
1+ ix (116)
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(1—-ix)®=(1+ix)3
1—3ix —3x? +ix3 =1+ 3ix — 3x% — ix3
6ix = 2ix3 = x3 = 3x
x(x2—-3)=0~x=00ux=+V3
As solugGes dessa equagdo sdo: S = {0, V3, —\/§}
A questdo pede A = 02 + (+/3)2 + (—V/3)? =6
Gabarito: “b”.

94.(ITA/2007)

Assinale a opc¢do que indica o médulo do nimero complexo

—  x # km, k €Z.
1+ icotgx

a) [cos x|.
b) (1 + senx)/2.
c) cos? x.
d) |cossec x]|.
e) |sen x|.
Comentarios
S = 1 _ 1—icotgx _1—icotgx
1+icotgx (1+icotgx)(l—icotgx) 1+ cotg?x

Contudo, lembre-se que 1 + cotg?x = cossec?x

1—icotgx _ 11 (5enx)
1+ cotg?x (serllzx)

= sen®x — isenxcosx = z

|z| = \/(sen?x)? + (—senxcosx)? = \/senzx (sen?x + cos? x) = |senx|
1

Gabarito: “e”.

95.(ITA/2007)

Determine o conjunto A formado por todos os nimeros complexos z tais que

. +-L —3e0<|z-2i|<1
z—2i z+2 oo ST AEs

Comentarios

Z N 2z
z—2i zZ+2i
Vamos aplicar o conjugado nessa equacgao.

3
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z 2z Z 2z

s—2itzy2 zvaitiou’
Agora temos o sistema:
Z 2z VA 2Z
z+2i+z—2i=3=> sr2it—2 W
A 2z 2z 4z
—2itzr2 0 Goatzzzo oW

Fazendo (II) — (I), obtemos:
3z
zZ+ 2i
Sejaz = a+ bicoma,b € R, substituindo:

=3=>z=7+2i

a+bi=a—>bi+2i
2bi = 2i
~b=1
Note que a equac¢ao ndo depende de a, usemos a desigualdade do enunciado:

b=1Va=>0<|a+i—-2i|<1

50<Jaz+1<1
Como+a? + 1 > 0, temos:
50<a?+1<1=>-1<a?*<0=>a=0
Portanto, temos uma Unica solugdao z = i. Dessa forma, A = {i}.
Gabarito: A = {i}

96.(ITA/2006)
Se para todo z€C|f(2)| =|z| e |f(2) = f(1)|=|z—1], entdo, para todo z€C,
FDf (@) + fF(Df(2) éigual a
a) 1.
b) 2z.
c)2 Re z.
d)2Imz.
e) 2|z|2.
Comentarios
If(2) - f(D| =z - 1]

Elevando ao quadrado, temos:
If(2) = f(DI? = |z -1/
F@Q-fHF@-fM)=c-DEz-1
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F@DPE - f@fM) - fFOfF@+ (D =z1> —z-Z+1
Mas, |f(z)| = |z|. Logo:

f@fQ) + f(Df(2) = z+7Z = 2Re(2)

Gabarito: “c”.

97.(ITA/2006)
Se a € [0, 2| é o argumento de um numero complexo z # 0 e n é um nimero natural tal que

n
z . ~ 7
(ﬁ) = i sen(na), entdo, é verdade que
Z

a) 2na é multiplo de 2.

b) 2na — m é multiplo de 2.

c) na — m/4 é multiplo de /2.

d) 2na — m é multiplo ndo nulo de 2.
e) na — 2m é multiplo de .
Comentarios

z = |z|cis@

z\" z|ciso\"
(H) = <| ||Z| > — ClS(nH) = isen(na) = cosnf =0e Sen(ng) — Sen(na) =0=q

k+1)m

Como cosna = 0, = na = 2na — w = 2km. Logo, o gabarito é a letra b.

Gabarito: “b”.

98. (ITA/2005)

1-zw

Seja z € C com |z| = 1. Ent3o, a expressdo | | assume valor

z-w
a) maior que 1, para todo w com |w| > 1.
b) menor que 1, para todo w com |w| < 1.
c) maior que 1, para todo w comw # z.
d) iguala 1, independente de w com w +# z.
e) crescente para |w| crescente, com |w| < |z].
Comentarios

A ideia é usar a informac3o de que |z| = 1 = |z|? = 1 e substituir na express3o:
|z|? — zw ZZ — ZW

1—2zw VAR Y

=zl — | =z =1

zZ—Ww zZ—Ww Z—Ww zZ—Ww

Essa igualdade sé vale se z # w.
Gabarito: “d”.

99. (ITA/2004)
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Considere a fungdo f: R — C, f(x) = 2 cosx + 2i sen x. Entdo, Vx,y € R, o valor do produto

fO)f(y) éiguala
a) fx +y).
b) 2f (x + y).
c) 4if (x + ).
d) f(xy).
e) 2f (x) + 2if ().
Comentarios
f(x) =2cosx +2isenxe f(y) =2cosy+2iseny
fO)f()=(2cosx +2isenx)(2cosy+ 2iseny) =
4cosxcosy + 4icosxseny + 4isenxcosy — 4senxseny =
4(cosxcosy — senxseny) + 4i(cosxseny + senxcosy) =
4cos(x +y) + 4isen(x +y) =
2[2 cos(x + y) + 2isen(x + y)] =|2f (x + y)

Gabarito: “c”.

100. (1ITA/2004)

Considere todos os nimeros z = x + iy que tém mdédulo v/7/2 e estdo na elipse x? + 4y? =
4. Entdo, o produto deles é igual a

a) %.
b) .
c) %.
d) =,
e) 4.

Comentarios

|z|—£=>x2+ Z—Z
7 )

x2+4y2 =4 73
X4yt =2 Sy=t5 =41

Como x? + 4y? = 4, {
4

Os numeros complexos que satisfazem essa relacdo sao

1+\/§'1 3 1 V3, 1+\/§'
2 T 2 2 !

O produto desses valores é (1 + \/Z—gl) (1 - \/Z—gl) (—1 - gl) (—1 + \/2—51) =¥

T 16
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Gabarito: “b”.
101. (ITA/2004)
A soma das raizes da equacdo z3 + z2 — |z|2 + 2z =0,z € C, é igual a
a) —2.
b) —1.
c) 0.
d) 1.
e) 2.

Comentarios

Observando a equagao, podemos escrever:
z3+2z2—|z?+2z=0
z3+2z>—722+2z=0
z(z?+z—-2z+2)=0
Sejaa z = a + bi, entdo, temos:
z=0ou(a+b)?+(a+b)—(a+b)+2=0
a*+2abi—b*+a+bi—a+bi+2=0

{az—b2+2=0 {az—b2+2=0
ab+b =0 b(a+1)=0

Seb=0=>a¢ R logo,a=—1eb=+3.

As raizes dessa equagdo sdo {—1 +/3,—1 — +/3}.

A soma das raizes é (—1+V3) + (-1 —-+v3) = -2.
Gabarito: “a”.

102. (ITA/2004)

1+i
ndo z = —, calcul
Sendo ﬁ,cacue

60

2.7

n=1

=|z+2z%+ 23+ + 2%

Comentarios

Primeiro devemos achar a forma polar do nimero complexo z.
1+
7 =
V2

Agora, podemos calcular a soma da PG.

= cis45°
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—1) 1—z as(61 45°)—c15(45°)
2 34 ... 60| _
lz+2z%+2°+ -+ 2°° = ‘ 1 Cis(45%) — 1
. [(60+ 1)m T
czs[%]—czsz B cis[15n+%]—cis% B —cos%—sen%i—cos%—sen%i
, TT - T - T T =
cst—l czsz—l cosZ—1+senZL

(—ZCOS% — Zsen%i) (cos% —1- sen%i) _
(cos% —1)? - (Sen%i)z )

—2coscos + 2cos + 2seni — 2sensen| |—2 + 2cos + 2seni| |—2 + 2cos + 2seni|
(cos %)2 —2cos+1+ (sen%)z 2 — 2cos 22
2+ 2
‘< D=2 B, ) - e

= \/(—1)Z + (V2 +1)% = \/4+ 22
Gabarito: V4 + 22

103. (ITA/2003)
Seja z € C. Das seguintes afirmacdes independentes:
2iz2+57—i . — —2iZ° +52+i
[.Sew = —— , entaow = PPy p— ;
143z +2iz+3|z|%2+2|z| 14+322-2iz+3|z|%+2|z|
2iz+3i+3 o 2|z|+3v2
I.Sez #0ew = — entdo |w| < | ;
(1+20)z V52
_ (+0z?
ll. Se w = T entaoZargz+—e um argumento de w,

é (sdo) verdadeira(s):
a) todas.

b) apenas | e ll.

c) apenas Il e lll.

d) apenas | e lll.

e) apenas Il.
Comentarios

Vamos analisar item por item.

I. Devemos lembrar das propriedades do conjugado. x + y=x+y,xy =x"Y, (

N——"
I
<RI
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_ < 2iz2+ 5z —1i > (2iz2 4+ 5z —1)

-2 . =
14+ 3z" + 2iz + 3|z|? + 2|z| (1+3§2+2iz+3|2|2+2|2|)

—2iZ° +5+1i
1+ 322 — 2iZ + 3|Z|2 + 2|7|

Com isso, observa-se que o item é verdadeiro.

SW =

Il. Dos numeros complexos, sabemos que |u + v| < |u| + |v|, em que u e v sdo nimeros
complexos.

Da questdo, podemos escrever que

] = 2iz+3i+3| _|2iz+3i+3] _|2iz+3i+3| _ |2iz] +|3i+3|
(1+2i)z 11+ 2i]|z]| V5|z| T W/5lz] 5]z
|2iz+3i+3|< 2|z N 342 =>|2iz+3i+3|<2|z|+3\/7
V5lz| " V5lz] V5|7 V5lz| T 5z

Item verdadeiro.
lll. Também das propriedades dos nimeros complexos, sabemos que arg(uv) = arg(u) +
arg (v) earg (%) = arg(u) — arg (v). Dessa forma, temos:
(1+i)z?
arg|————
*lava+ai

Item verdadeiro.

T T T
] =arg(1l+1i) + 2arg(z) — arg(4\/§ + 41’) =7 + 2arg(z) — kT + 2 arg(z)
Gabarito: “a”.

104. (1ITA/2003)

Das afirmacdes abaixo sobre a equacdo z* + z3 + z2 + z+ 1 = 0 e suas solu¢des no plano
complexo:

l. A equagao possui pelo menos um par de raizes reais;

Il. A equacdo possui duas raizes de modulo 1, uma raiz de mdédulo menor que 1 e uma raiz de
maodulo maior que 1;

rik 1
lll. Se n € N* e r é uma raiz qualquer desta equacgdo, entdo ),7_; |§| <3
E (s30) verdadeira(s):
a) nenhuma.
b) apenas I.
c) apenas Il
d) apenas lll.
e) apenas |l e lll.

Comentarios
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5
~ . z°—1
I. Podemos reescrever a equacio da seguinte forma: z* + z3 + z2 + z+ 1 = —— = 0. Como

z = 1 n3o é solucdo da equacdo, segue que a equacdo z° = 1 fornece as solu¢cdes da equacdo do
enunciado, exceto a solucdo z = 1. As solu¢cbes dessa equacao formam um pentagono regular
inscrito em uma circunferéncia de raio unitario, como na figura:

Im(z) &

Re(z)

Dessa forma, as equag¢des da equagao do enunciado sao as interse¢des do pentdagono com o
circulo de raio 1 exceto o 1, e nenhuma dessas raizes estd no eixo dos Re(z). Logo, o item | é falso.

Il. O Item Il também é falso, pois todas as raizes possuem maodulo 1.

lll. No item lll, temos que

1.1

- r o1, 3G@-D 3*-1 1 1 1
3 3 1, ~ 2302 2:3n°2

k=1 k=1 3

Logo, o item lll esta correto.

Gabarito: “d”.
105. (ITA/2003)

. . . . . z+Z+2
Determine o conjunto dos numeros complexos Z para 0S quals 0 numero w = W
z— zZ+1|—

pertence ao conjunto dos numeros reais. Interprete (ou identifique) este conjunto
geometricamente e faca um esbogo do mesmo.

Comentarios

Sabemos que z + Z € R, pois z+ z = (a + bi) + (a — bi) = 2a € R. Dessa forma, a Unica
condicdo que devemos analisar agora é a condi¢cdo do denominador para que o nimero w seja real.
Para isso, devemos ter que:

lz—1|+|z+ 1] -3 > 0.
Essa equacgdo representa a parte externa de uma elipse com centro na origem e focos nos

pontos (—1,0) e (1,0) no plano de Argand-Gauss. Além disso, essa elipse tem semieixo maior a = 2

- V5
e semieixo menor b = 7
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A representacao geométrica desse conjunto é:
)

Em que esse plano sombreado é infinito para o exterior da elipse.

Gabarito: parte externa de uma elipse com centro na origem e focos nos pontos (—1,0) e (1, 0)

106. (ITA/2002)

Seja a equacdo em C,z* — z%2 + 1 = 0. Qual dentre as alternativas abaixo é igual 3 soma de
duas das raizes dessa equacao?

a) 2+/3.

b) —V3/2.
c)V3/2.
d) —i.
e)i/2.

Comentarios

Fagamos z* = y. Com isso, a equagdo fica: y* —y + 1 = 0, cujas solugBes sdo y = 1+f - ou

1—/3i
y =

~ ~ . T . 5w
. Na forma polar, as solu¢des sao {CLS (5) ,CIS (?)}

. . . bia . 51
Voltando para a variavel z, temos que z = *+cis (Z) ez = tcis (?).

V3

V3 V3 i V3 i VB i
2

S i .
As solugdes sao{ +5,—7—5,—7+5,7 E}' Logo, a soma de duas delas pode ser —i.
Gabarito: “d”.

107. (ITA/2002)

Sejam a e b dois nimeros complexos ndo-nulos, tais que a? + b? = 0.Se Z, W € C satisfazem

{EW + zw = 6a
zw —zw = 8b
determine o valor de |a| de forma que |zw| = 1.

Comentarios
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Sejaa=x,+y,ieb=x,+ ypi
Pelo sistema dado no problema, temos que zw = 3a + 4b e zw = 3a — 4b.

Além disso, sabemos que |zw| =1 e |zw|? =1= (Zw)(zw) =1 = (3a + 4b)(Ba —
4b) =1

9a? — 16b%* =1
Mas, pelo enunciado, a? + b? = 0. Fazendo b? = —a?:
9a2 — 16(—a?) = 1
1 1
2 _ _ =
a“ = T = |a c

. 1
Gabarito: |a| = <

108. (ITA/2001)

Sez=1+4+1iV3, z-w=1ea €[0,2n] é um argumento de z - w, entdo « é igual a:
a)m/3.

b) m.

c) 2m/3.

d) 57/3.

e) 3m/2.

Comentarios

1 1—iV3 1+iV3
= w = .
1+iV3 4 4

+

(1+i/3) w=1=>w=

U

wl S
wl S
I
|

Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) =

Gabarito: “c”.

109. (ITA/2001)

1-cosa .1-2cosa+2sena

O numero complexo z = ,a €]0,m/2[ tem argumento 1t /4. Neste

senacosa sen 2a
caso, a éigual a:

a)m/6.
b) /3.
c)m/4.
d) /5.
e) /9.

Comentarios
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—

Se o numero complexo w tem argumento 1 /4, entdo sen[Arg(w)] = cos[Arg(w)]

Assim, temos que:

1—cosa _1—2cosa+25ena

senacosa sen 2a
sen2a — sen(2a)cosa = senacosa — 2senacos?a + 2sen’acosa

2senacosa — 2senacos?a = senacosa — 2senacos?a + 2sen’acosa

senacosa = 2sen’*acosa

1
Como sena # 0 e cosa # 0,|sena = 5

T
Dessa forma, a = p

Gabarito: “a”.

110. (ITA/2001)

A parte imaginaria de [(1 + cos 2x) + i sen 2x]*, k inteiro positivo, x real, é

a) 2 sen®x cos” x.

b) sen®x cos* x.

c) 2% sen kx cos* x.

d) 2% sen®x cos* x.

e) sen kx cos¥ x.

Comentarios

z = [(1+ cos2x) +isen 2x]*
[(1+ 2cos?x — 1) + i 2senxcosx]®
(2 cos? x + i 2senxcosx)¥
2kcos*x(cosx + isenx)* = 2kcos*xcis(kx) = 2*cos* cos(kx) + 2%cos*sen(kx)i
Im(z) = 2*cos*sen(kx)
Gabarito: “c”.
111. (ITA/2000)

Seja z, o nimero complexo 1 + i. Sendo S o conjunto solugdo no plano complexo de |z — z,| =
|z + z,| = 2, entdo o produto dos elementos de S é igual a

a)4(1 —1i).
b) 2(1 + i).
c)2(1—1).
d) —2i.

e) 2i.
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Comentarios
|z — zo| = |z + 2|
|2 = 20* = |2+ 20|* = (2 — 20) (2 — 25) = (2 + 20)(z + 20)
(z —20)(Z —2y) = (2 + 20)(Z + Z,)
|27 — 22y — 2Z + |20|* = |2|? + 2Zg + 20Z + |2,
ZZyg+2yz =0
z = a + bi, logo:
zA-)=A+Dz=>(a+bi))(1—-i)=A+i)(a— bi)
s>a+bi—ai+b=a—-bi+ai+b>a=>b
Mas, |z—2zo| =2=(a+ b)) —(1+D*?=4=>@-1)*+(b-1)* =4
Paraa = b:
(a—1?+(@—-1)?%=4
2(a—1)2 =4
(a—1)2=2=a-1=+V2
sa=b=1++2
As solugBes dessa equagdo sdo {1+ v2 + (1 +v2)i,1 — V2 + (1 —V2)i}
O produto dessas solucdes é:
—2i
Gabarito: “d”.
112. (ITA/1999)

Sejam a; e b, numeros reaiscom k = 1, 2, ...,6. Os niUmeros complexos z;, = a; + ib; sdo tais
que |z,| =2eb, = 0,paratodok =1, 2,...,6.Se (aq,a,, ..., ag) é uma progressdo aritmética
de razdao —1/5 e soma 9, entdo z; é igual a:

a) 2i.

b)§+9
5

c) V3 +i.

d)_i+£

)_+£

Comentarios
Da primeira informag3do do problema, sabemos que |z, | = 2 = a2 + b2 = 4 (I)

A questdo também diz que (a4, a,, ..., az) € uma PA de razdo —1/5 e soma 9. Com isso, temos
que
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_ (a3 +ae)6

S
2

-1 -1 8

ai1+5q

Da equacado (l), temos que:

R e R
3= A% = 25 5

Pois b; = 0. Assim,

Gabarito: “b”.
113. (ITA/1999)

O conjunto de todos os nimeros complexos z, z # 0, que satisfazem aigualdade |z + 1 + i| =
llz| — 11+ i]| &

5
a) {Z € (C.argz—7+2kn,k S Z}.
b) {ZE (C:argz=§+2k7r,k € Z}.
c){ze C:|z| = 1eargz=%+kn,k EZ}.
d) {ze C: |z| =\/§eargz=%+2kn,k € Z}.

e){ze C:argz=%+kn,k EZ}.

Comentarios

Seja z o niumero complexo z = a + bi, entdo:
lz+1+i|=|lz| — |1 +i]|
Ja+1)2+ b +1)?2= |Ja2+b2—\/§|
(@a+ 12+ (b+1)2 = (a2 + b2 —2)?
a?+2a+1+b2+2b+1=a?+b?+2—2v2J/a? +b?
2a +2b = —2v2/a? + b?
a+b=—\/§\/m

a+b<0
(a + b)? =2(a% + b?)
(@—b2=0=>a=h

Comoa=bea+b<0

Arg(z) = %ﬂ + 2km.

& Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021 "

Gabarito: “a”.

114. (ITA/1998)

Considere, no plano complexo, um poligono regular cujos vértices sao as solugdes da equacgao
z% = 1. A drea deste poligono, em unidade de &rea, é igual a:

a) V3.
b) 5.
c) m.

d) 22,
2

e) 2m.

Comentarios

Sabemos eu 0 médulo de cada uma das solugdes da equagdo z° = 1 é 1. Assim, hexagono
regular gerado pelas solugdes dessa equacgao esta inscrito em uma circunferéncia de raio 1 e tem
lado igual a 1.

Dessa forma, a drea da figura é a area de um hexagono regular, que é 6 vezes a drea de um
triangulo equilatero de lado 1.

123\ 3V3
Ay =6 =
4 2
Gabarito: “d”.

115. (ITA/1998)

x3—3xy?=1
3x2y—y3=1
é tal que z3 e |z| valem, respectivamente:

a)l—ie?/2.
b)1+ie?2.
c)iel.
d)—iel.
e)l+ieV2.

Comentarios

Sejam x e y numeros reais tais que: { . Entdo, o numero complexo z = x + iy

{x3 —3xy?2=1 (i)
3x2y —y3 =1 (ii)
Multiplicando a segunda equacao por i e somando com a primeira, temos:
1+4+i=x34+3x%yi —3xy? —y3i = (x + yi)? -
|z|* =2

& Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

|z =32

Gabarito: “b”.

116. (ITA/1997)

wo+3z4+4i |2

z2+w3+6-2il ’ entao

Considere os nimeros complexos z = V2 + ivV2ew =1+ iV3.5em =

m vale

a) 34.

b) 26.

c) 16.

d) 4.

e) 1.
Comentarios

Vamos escrever z e w na forma trigonométrica.

z=2<g+@>=2cis(z)

2 4
W=2<%+g>=2cis(g)

(zas (%)26 +3 (2cis (%3))4 + 4i
(Zcis (%)) + (Zcis (%)) +6—2i

2
| 2%cis(2m) + 3 - 2*cis(m) + 4i

22%cis (%) + 23cis(m) + 6 — 2i

wé +3z% + 4i
zZ2+w3+6-—2i

64 —3-16 + 4i
4i -8+ 6—2i

2|16+ 4i
=242

2

Gabarito: “a”.

117. (ITA/1997)

Considere, no plano complexo, um hexagono regular centrado em z, = i. Represente por
Z1,Z9, ---, Zg, S€US Vertices, quando percorridos no sentido anti-horario. Se z; = 1 entdo 2z; é
igual a

a) 2 + 4i.

b) (V3 —1) + (V3 + 3)i.

) V6 + (V2 + 2)i.

d) (2v3-1) + (2v3 + 3)i.
e) V2 + (V6 + 2)i.
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Comentarios

Para responder essa questdao vamos usar a técnica de vetores nos nimeros complexos.

—_—
Sabemos que o vetor que liga o centro do hexagono com o complexo z; € 0Z,; = 1 —i. Se
- . 2m . .
pegarmos esse vetor e multiplicarmos por cis 5 obtemos o vetor que liga o centro do hexagono ao
complexo zs.

T —

O—Zl) . cis? =075
Parazz = x + yi:

2
(1- i)cis? =x+(y—1)i

(1—i)<_71+@>=x+(y—1)i

2
V3—-1 3+ i
+( )=x+(y—1)i
2 2
 V3-1 (3+3)i
xX+yl= > + > =Z3

2z; =V3 -1+ (V3 +3)i

Gabarito: “b”.
118. (ITA/1997)

Seja S o conjunto dos numeros complexos que satisfazem, simultaneamente, as equacdes:
|z—3i|=3e|z+i| =|z— 2 —i|. O produto de todos os elementos de S é igual a

a) 2 + iv/3.
b) 2v/2 + 3i/3.
c) 3v/3 — 2iv/3.
d) —3 + 3i.
e) —2 + 2i.

Comentarios

Por lugar geométrico de complexos, temos que |z — 3i| = 3 representa uma circunferéncia
no plano de Argand-Gauss e |z + i| = |z — 2 — i]| representa uma reta mediatriz ao segmento entre
A =(0,—1) e B =(2,1) passando pelo ponto médio.

Seja z = x + yi, usando as equagdes dos lugares geométricos, temos:
(D0|z-3il=3=2x*+(y —3)2=9(i)
D z+il=lz-2—-i]|=>x*2+(y+1)?=(x—2)>+ (y — 1)?

x2+y24+2y+1=x?—4x+4+y2-2y+1
x+y=1(i)
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Fazendo a intersecgdo da reta (ii) com a equagdo (i) obtemos as solugdes do problema.

{ x+y=1
x2+(y—-3)2=9

A-y)?+@-3?*=9
2y2 — 8y + 1 = 0 (iii)

Como a questao pede o produto de todas as solugdes do problema, e sabemos que existem
duas solugdes (pois o A da equagdo (iii) é diferente de zero) podemos escrever:

712, = [(1 = y1) + y1i][(1 — y2) + ¥,i]

212, = [1 = (y1 + ¥2)] + i[(y1 + ¥2) — 2y12]
Porém, podemos calcular as expressdes y; + y, e ¥, ¥, pelas relagdes de Girard. Logo:

—(=8)
ity =——=4
_ 1
Yi¥a =5
1
|Z122 = _3 + 3l|

Gabarito: “d”.

119. (ITA/1996)

93
O valor da poténcia (%) s
) —1+i
a)
1+i
b) Nk
—1—i

c) 5
d) (v2)"i.
o) (V2)” +i.

Comentarios

A ideia é escrever a base do expoente dado na questao em sua forma polar.

V2 _\/E(l—i)_ T

1+: 2 7
93

< «/?) i <7n£-}93) —is <7n (92 + 1)> s (77r .92 . 7_n) _

1+1 4 4 4
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7T 3
cis (161n + T) = cis (162n + T) =cis— =

7))
a.

Gabarito:

IME

120. (IME/2020)

Sejad={z€(C|2<|z—3—4i| <3}ondeC é o conjunto dos nimeros complexos. O valor
do produto entre o simétrico do complexo de menor médulo do conjunto A e o conjugado do
complexo de maior médulo do mesmo conjunto A é:

a)—16

b) —8

c)—16/5

d)1

e) 16
Comentarios

Note que 2 < |z — 3 — 4i| < 3 representa duas circunferéncias concéntricas no plano de Argand-
Gauss de centro 3 + 4i:

2<|z—(3+4i)| <3
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Os elementos de A estdo representados pela regiao colorida.

Devemos encontrar o complexo de menor médulo e o complexo de maior médulo no conjunto A.
Para isso, tragamos uma reta que passa pela origem e pelo centro das circunferéncias.

A
Im
-
Zy
(3:4)
Pl L oo .

1

1

1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1
1
) ] 1
1 1 1
] 1
(] 1 1
] 1 1
] 1 1 1
] 1 ] 1
] 1 1 1
] 1 ] 1

0 : ; : ; _
1 3 5 6 Re
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Z, é o complexo de menor mdédulo e Z, é o complexo de maior mddulo. Vamos calcular a

equacdo da reta r, como ela passa pela origem do sistema e pelo ponto (3; 4), temos:
4
r.y= §x
Os complexos sdo a interseccdo da reta com a circunferéncia maior. A equacdo da

circunferéncia maior é
(x=32+0-9*=9

Fazendo a interseccao da reta com essa circunferéncia, obtemos:
2

(x—3)2+(§x—4> =9

(x—3)2+<g(x—3)> =9

(x—3)2+%(x—3)2=9

25
(x — 3)? 5= 9
9 9
|x — 3| =§=>x=3i§
6 24
Xy = S oux, = =
Para x;, temos:
8
V1= A
Para x,, temos:
32
Y2 = 5
Assim, os complexos sao:
6 8
Zi = < + gl
24 32,
2 = ? + ?l

Queremos o produto do simétrico do complexo de menor médulo com o conjugado do

complexo de maior médulo:
— 6 8 )\/24 32
P=c2)Z=~(5+51)(5 - 5)

P = 23 4'83 4i) = 169 16) = —16
——g( + l)g( - l)——ﬁ( +16) = -

“un
a.

Gabarito:
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121. (IME/2020)

. n . . Z 20
Seja uma regidao S no plano complexo que consiste em todos os pontos Z tais que Pl
possuem partes real e imagindria entre 0 e 1, inclusive. Determine a 4rea da regido S.

Obs: Z é o conjugado do niimero complexo Z.

Comentarios

Seja o nimero complexo Z = a + bi,coma € Re b € R. Entdo o conjugado de Z é expresso

por:
7 =a— bi
Entao:
1. £=i+£i,comosis 1e0£££ 1. Entdo:
20 20 20 20 20
0<a<20e0<b<20
2, X _20@thh < 2% —160<2% <1, Entio:
Z a?+bp? a?+b? a?+b?
20a
< <1:
a) 0=——>=<1

0 <20a <a*+b*=a*+b*—20a=0=a*—20a+ 100+ b> > 100
= (a —10)? + b? = 102

20b
b) 0<——-<1:

0<20b<a’*+b*=>a*+b*—-20b=0
= a* + (b — 10)% > 102

Representando a regides encontradas no plano Argand-Gauss, temos:

|
Im(2)
20 o
S S
10
Sa S,
1
0 10 20 Re(Z)

Da figura, temos:
1
Sl = SZ = ZT[(].O)Z = 257T

S, = 102 = 100
S+Sl +SZ +S3=202=4‘00
S =400—-100—- 2257 =300 — 507
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S =50(6—m) u.a.

Gabarito: S = 50(6 — ) u.a.

122. (IME/2020)
Sabendo que i? =

inequacao:

{ 2.1og,(senx) +1 } =0
i(e2* —2cos2x + 1)

onde Re{Z} é a parte real do nimero complexo Z.

—1, encontre todos os valores reais de x que satisfazem a seguinte

Comentarios

Vamos trabalhar com a expressao fornecida.

log,(sen?x) + 1

"~ i-(cos2x +i.sen2x —2cos?x + 1)

Usando o cosseno do arco duplo, temos:
cos2x = 2cos?x —1
s cos2x —2cos?x+1=0
Portanto, a expressao S é um numero real puro:
log,(sen?x) + 1
B (0 +i.sen2x)
. log,(sen?x) + 1 _ log, (2sen?x)

i2-sen2x sen 2x
Podemos usar outra expressao para o cosseno do arco duplo:

cos2x =1 — 2 sen?x
. 2sen’x = 1 — cos 2x
Logo, temos:

log, (1 — cos 2x)

R = = —
elS} =S sen 2x

Portanto, para que a parte real de S seja positiva, temos que o numerador e o denominador
devem ter sinais opostos:

e log,(1—cos2x)>0esen2x<0
log,(1 —cos2x) >0
~1—cos2x>1
—cos2x >0
cos2x <0

Temos, portanto, que cos 2x < 0 e sen 2x < 0. Logo, o arco 2x esta no terceiro quadrante:
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3
n+2kn<2x<7+2kn,comk€Z

ok <x< ik
2 T X 4 T

e log,(1—cos2x)<0esen2x >0
log,(1 —cos2x) <0
~1—cos2x <1
—cos2x <0
cos2x >0

Temos, portanto, que cos 2x > 0 e sen 2x > 0. Logo, o arco 2x esta no primeiro quadrante:

T
O+2kn<2x<z+2kn,comkEZ

ia
ckn<x<-—-—+4+kn
4
Portanto, o conjunto solucdo é a unido das duas solucdes encontradas:

T 4 3n
S={xER|kn<x<Z+knouE+kn<x<T+kﬂ,comkEZ}

Gabarito:S={xER|k1t<x<§+knou§+kn<x<%ﬂ+kn,comkEZ}

123. (IME/2019)

Seja z um numero complexo tal que z?2 € R, Re(z) = 1 earg(z) € (0,%).

A soma dos inversos dos possiveis valores de |z| esta no intervalo:

Comentarios
Do enunciado, z'2 € R. Isso implica que Im(z'?) = 0. Vamos representar z em sua forma
polar:
z = |z|cisO
z1%2 = (|z|cis0)'? = |z| ?cis(120)
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Se Im(z'?) = 0, ent3o a parte imaginaria de z'2? é nula. Logo:
sen(126) =0

Sabemos que sen(km) = 0,k € Z. Vamos encontrar os valores de 6 que satisfazem a
equagao:

120 =kn=lo="" e
- 12’

Lembrando que arg(z) = 6 e o enunciado afirma que arg(z) € (0, %) Temos:

g e { T T TT 571}
12°6°4°3°12

Da informacdo Re(z) = 1, podemos escrever z em sua forma algébrica:

z=1++ bi

Igualando z na forma algébrica com z na forma polar:
z =1+ bi = |z|(cosO + isenh)
Igualando a parte real do niumero z:
1 = |z|cos@

1
= |— = cosf
|z|

A questdo pede a soma dos inversos dos possiveis valores de |z| no intervalo determinado.

T T M T 5T

Das condi¢des do problema encontramos 5 possiveis valores para z (0 € {E'Z’Z’E'E})' Entdo a

soma é dada por:
1 1 1 1 1

S =
zi|  lzo]  zsl  fzal |z

1 ~
Encontramos que P cos 6. Entdo:

S = cos (%) + cos (%) + cos (g) + cos (g) + cos (i—g)

T T T 51
Conhecemos os valores de cos (g) , COS (Z) € Cos (;) Vamos calcular o valor de cos (E) +

T
CosS (—)
12

Usando a transformacdo da soma em produto dos cossenos:

cos(A) + cos(B) = 2 cos (A -; B) cos (A - B)

2
c 57r+ T St mw
U T 12 " 12 12 12
- - =2 =& & == = | =
cos (12) + cos (12) cos 5 cos 5
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2 cos (%) cos (n) = 2?? = ?

6
Substituindo os valores em S:

S = cos (%) + cos (%) + cos (%) + cos (g) + cos (i—g)

S = cos <i—72T) + cos (%) + cos (g) + cos (%) + cos (g)

V6 V3 V2 1 _VotVB+vitl

SEg vttt 2
Aproximando os valores:
V2 =14
V3=17
V6 = 2,4
V6+V3+V2+1 24+41,7+144+1 65 57
5 = 2 5753,256(§,§>

Gabarito: “c”.

124. (IME/2019)
Seja Z um numero complexo tal que ZZTf possui argumento igual a %ﬂ elog;(2Z +2Z +1) = 2.
Determine o nimero complexo Z.
Comentarios
Temos que encontrar o nimero complexo Z. Dado as informac¢des do enunciado:
27 3m
we(77) =
Vamos definirw = erf Escrevendo Z, Z, i na forma polar:
Z = |Z|cis6
Z = |Z|cis(—8)

[ =cis (g)

Substituindo em w:
2|Z|cisB T
w = = 2cis (20 — =
|Z|cis(—0)cis (%) ( 2)

O argumento de w é dado por:

(W) = 20 — %+ 2km = "
arg(w) = 5 m=
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20 =" 4T okm =2 _ o
Ty Ty T ATy T
51
9=§—kn,kEZ

Dessa informagdo, podemos concluir que Z possui 2 valores possiveis:
Um para k = 0 e outro parak = +1.
Vamos usar a outra informacao da questao:
log;(2Z+2Z+1)=2=2Z+2Z+1=3%2=9
Escrevendo Z na forma algébrica e substituindo na equacao:
Z=a+bi
2(a+bi)+2(a—bi)+1=9
2a + 2bi+ 2a —2bi =8

4a =8

a=2
Disso, encontramos a = 2.

Assim:

5w
Z=2+bi= |Z|cis(?—kn),keZ

5t 5
2+ bi =|Z| (cos (? — kn) — sen (? — kn))

5t
=2 = |Z|COS(?—k7T)

Como 2 > 0,|Z| > 0, temos que ter cos (5?7: — kn) > 0.

Sek =0:
5
cos (?> <0
Sek =1:
3
cos (—?) >0

Para k = 1, encontramos a solugdo do problema.

Representando a raiz no plano complexo:
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Im

Falta encontrar o valor da constante b.
b é negativo, dado que ela esta localizada no quarto quadrante.

Vamos calcular seu mdédulo, usando a férmula da tangente:

. (37r) _ b

I8/ ™2

3

Calculando o valor de tg (?):

tg (3;) = tg (n n) _sen (% - %) _ cos (%) _ cotg (E) _ 1

7 D W Y TG

2 8
Precisamos calcular o valor de tg (g) Podemos usar a férmula do arco metade da
. (A) _ |1 —cosA
9\2) = |1+ cosa
V2
=% _ V2 (@2 _2-v2_ o
V2 \2+42 2 V2
1+ >

tangente:

Assim, temos:
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v2-1 2

bl = 2(vV2 + 1)
Comob < 0,temos b = —2(\/5 + 1).

Portanto, Z é:
zZ=2-2(V2+1)
Gabarito: Z =2 —2(vV2 + 1)

125. (IME/2018)
Seja a fungdo H: C — C definida por
ass® + ays? + a;s + ag
b,s? + b;s + a,
Com a; e by, reais, paraj =0,1,2,3 e k = 0,1, 2. Seja a fungdo f:R - R em que f(w) € a

parte real de H(iw) em que i = v—1 é a unidade imagindria e w € R. A afirmacado correta a
respeito de f(w) é:

H(s) =

a) f(w) é uma fungdo impar.

b) f(w) é uma fungdo par.

c) f(w) é sempre negativa.

d) f(w) é sempre positiva.

e) f(w) é uma fungdo periddica.
Comentario

Sendo w € R e H definida nos complexos, vamos substituir s = iw na funcao para
encontrar as relagdes do problema.
_ as(iw)? + a,(iw)? + a,(iw) + a,
H(iw) = - -
b, (iw)? + b, (iw) + a,
_a3W3i - a2W2 + a1Wl + ao
_b2W2 + b1Wl + aO

H(iw) =

Organizando os termos em parte real e parte imaginaria:
o — Gw? + a;wi—azwii  (ap — a,w?) + (a,w — azw?)i
ao - szZ + b]_Wl ao - szz + b]_Wl

(ap — a,w?) + (a;w — azw?)i| [ (ay — byw?) — bywi
(ao - szz) + b]_Wl (ao - szZ) - b]_Wl

H(iw) = 2

H(iw) =
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[(ap — a;w?)(ay — byw?) + (a;w — azw?)byw] + [(a,w — azw?)(ay — b,w?) — (ay — a;w?)bywli
(ap — byw?)? + (byw)?

O enunciado afirma que f(w) = Re(H(iW)). Assim, temos:

(ag — a;w?)(ag — byw?) + (ayw — azw?)b;w
(ag — byw?)? + (byw)?

(ap — a;w?)(ay — byw?) + (a; — azw?)byw?
(ao - b2W2)2 + b12W2

fw) =

fw) =

Analisando a paridade de f:
(ag — az(—w)?)(ag — b (—w)?) + (a; — ag(—w)?)b; (—w)?
(ag = by (—w)?)2 + (by (-w))”
(ag — a;w?)(ay — byw?) + (a; — azw?)b,w?
(ag — byw?)2 + bZw?

fl-w) =

f-w) =

Perceba que f(w) = f(—w). Logo, f é uma fungdo par.
Gabarito: “b”.

126. (IME/2018)

Determine o valor de a na expressao abaixo, sabendo-se que 0 < a < 1,

...colog(a(265))256
1 colog, 2 25610g(a4)256
Eloga 256 °@) = Im{Z}

onde Z é um numero complexo que satisfaz a equacao:
2403322 _ 22017Z + 1=0

.. Im(Z) é a parte imaginaria do nimero complexo Z.

o T & 0O
— o
w

w '—‘l RO R
ERISEIEET

D
—
[e)}
S

Comentarios
Vamos calcular o valor de Z:
2403322 _ 22017Z + 1= 0
O bizu nessa equacdo é multiplica-lo por 2 para poder fatora-la:
(24—03322 _ 22017Z + 1) . 2 — 0
2403422 -2 22017Z + 2=0
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2403422 -2 22017Z + 1=-1
Perceba que a equacdo possui a forma (a + b)? = a? + 2ab + b?. Entdo, fatorando:
(220172 _ 1)2 =—1

Encontrando as raizes da equacao:

Encontramos o valor de Z. Agora vamos calcular o valor de a na equacao logaritmica:

colog(a(zﬁs)) 256

1 1 25610g(a4) 256"
- log, 256 %)

Note que o expoente da base logaritmica é uma PG:

= Im{Z}

0 o1 52 65
(a?",a%,a%",...,a*"")

Vamos usar a propriedade log, b™ = nlog, b para calcular a equagdo acima. Dessa forma,
temos:

1
Im{Z} = Ecologazes 256 - log _,6+ 256 - colog ,63 256 - ...~ log ,0 256

Lembrando que podemos usar a propriedade dos logaritmos log s b = %logab e que

colog, b = —log, b. Dessa forma:

1 1 1 1 1
Im{Z} = 1—6(—ﬁloga 256) . (ﬁloga 256) - (—ﬁloga 256) C (F log, 256)

)= (-] ) () ) o 50

*(0 até 65 sdo 66 termos

Perceba que os niumeros com expoentes impares sdo numeros negativos. Assim, dos 66
termos, metade deles sdo negativos. Entdo, temos o produto de 33 numeros negativos. Isso
resulta em um numero negativo.

1/1 1 1 1
Im{Z} = _1_6(265 Erabr F) (log, 256)°°

1 1
Im{z} = - 16 (265+64-+63+---+1+0) (log, 256)°°

Encontramos uma PA no expoente do numero 2. Vamos calcula-la:
Se6 =0+1+2+--4+64+65

Aplicando a féormula da soma dos termos de uma PA de razado 1:
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(a; + a66)66 (0 + 65)66
2 B 2

1 1
Im{z) = - — (W) (log, 256)°6

566 = = 214‘5

1 1
{2} = = 5 (53155 ) (08 256)°°

1
Im{Z} = —m (loga 256)66

Veja que — é negativo e (log,256)%® é positivo. Disso,

22149

— 22% (log, 256)° também é negativo, logo, Im{Z} deve ser negativo.
1—i

- 22017

= Im{Z} =

22017

1 1
T 92017 © T 92149 (log, 256)*°

2214—9

= (log, 256)°°

22017
2132 = (log, 256)°°
= log, 256 = +22

*256 = 28

28 — a-|_-4
0 < a <1 = oexpoente de a deve ser negativo.
28 =q7*
28 — (a—1)4

22=q71

Gabarito: “a”.

resulta

que

127. (IME/2018)

Seja 0 numero complexo z que satisfaz a relagdo 2(z —i)2°Y” = (V3 + 1)(iz — 1)?°%7,

Determine z, sabendo que |z| = /3/3.

Comentarios

O bizu nessa questdo é aplicar o mdédulo nos dois lados da equacdo e encontrar alguma

relagdo. Veja:
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2(z — )17 = (V3 + 1)(iz — 1)2°V7
12(z — )?°V| = |(V3 + 1) (iz — 1)V
2|z = i|?°Y = |(V3 + 1)|liz — 1/2°V7
2|z — i|2°7 = 2|iz — 1[2077
|z — i|2°17 = iz — 1|2°V7
|z —i| =iz — 1|

Usando a propriedade zz = |z|:
z-Dz-)=(z-Dz-1)
z-DEZ-D=((z-1)0z-1)

z-D)Z+i)=(>(z-1(-iz—-1)
zZ+iz—iz—i?=—i’zz—iz+iz+1
zZ+iz—iz+1=zz—iz+iz+1
zZz+iz—iz+1=zz—iz+iz+1
2iz = 2iz
zZ=12Z

= 7z é um nUmero real

Como |z| = ?, temos:

i \3
3 OUZ——?

Vamos testar os valores.

1)z=£
3

Substituindo na equacao inicial:

2<\/§—1) =(V3+ 1)(1’?—1)

Devemos escrever os numeros complexos acima em sua forma polar:

V3 2<1 i\/§> 2 (5n>

ERAVE B Sl
V3 1 T
\/§+1:2<7+E):2Cl8(g)
L3 _2( V3 i\_2 (5w
- +T—ﬁ<‘7+z)—ﬁ”5(?)

Substituindo na equagao:
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2017 2017
) 2 (57‘[) _ (¢ (n) 2 (57‘[)
\/.5_)CLS 3 = ClS 6 \/.3_)ClS 6
2(2)2017 i (5” 2017 ) = 2ci (”)(2)2017 i (5” 2017
\/g ClS 3 )— ClS 6 \/§ ClS 6 )

; (Sn 2017)— ; (n) : (SH 2017)
ClS = ClS 6 ClS

3 6
] (10085n) L <T[ 4 10085n>
cis 3 = cis G 6

- (20170m ~ 7100867
cis (o) = eis (——)

Vamos ver se encontramos solugdo:
20170 100867

2 EZ
G G + 2km, k
gy _ 201707 _ 10086m
T="% 6
10084 2521
> k= =
12 3

Perceba que 2521 ndo é divisivel por 3, logo k & Z. Isso implica que z = \/§/3 nao é

solucao.
NE
2)z=——
3
2017

2<—§—i> =(\/§+1)<—i§—1>

Devemos escrever os numeros complexos acima em sua forma polar:

_ﬁ_i=i<_1_£>=icis(4_ﬂ)

3 V3a\ 2 2 ) y3 °\3
V3 1 T
\/§+1=2<7+§)=2C15(g)

iv3_2( V3 i\ _ 2 _(7m

_1_T‘ﬁ<_7_§>‘ﬁc‘s(?)

Substituindo na equagao:

2 (% cis (?))2017 = <2cis (%)) ( % N (%,T))zon

2017 2017

2 (%) cis (4?” : 2017) = 2cis (%) (%) cis (%ﬂ 2017)
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' (4” 2017)— ' (”) ' (7” 2017)
ClS 3 = ClS 6 ClS

6
] (8068n)_ ] <n+14119n>
cis 3 = cis G c

(161367 - (14120m
CLS( G ) = as( G )
Vamos ver se encontramos solucdo:
16136w 141207

7 6 + 2km,k €Z
16136 141207
= 2km = — 6
2016 504
=>k= =z -3 - 168
Assim, o numero complexo que satisfaz a relacdo é:
V3
Y
Gabarito: z = —/3/3
128. (IME/2017)
Sejam Z; e Z, nimeros complexos tais que Z, é imaginario puro e |Z; — Z,| = |Z,|. Para

quaisquer valores de Z; e Z, que atendam a essas condi¢des tem-se que:
a)Im(Z,) >0
b) Im(Z,) <0
c) 1Z,1] < 2|Z,]
d)Re(Z;) =0
e) Re(Z,) < Im(Z,)
Comentarios

Se Z, é imaginario puro, entao:

Z, =bi,b ER"
Substituindo na equacao:

|Zy — Z,| = |Z,]

|Zy — bi| = |bi]

|Z, — bi| = |b]

Essa equagdo representa uma circunferéncia com centro (0, b) e raio |b|. Representando
no plano complexo, temos 2 casos:

1)b > 0:

& Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

‘I-m
2b
|b]
b
Z,
Zy
Y=
Re
2)b <O0:
Im
fi==
Re
Zy
b
|b]
2b

Para quaisquer valores de Z; e Z,, vamos analisar as alternativas:

a)Im(Z,) >0
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Falso, pois podemos ter Im(Z,) = b < 0 conforme figura 2.
b) Im(Z,) <0
Falso. Analogo a alternativa (a). Podemos ter b > 0.
c) 1Z,] < 2|Z,]
Observando o grafico, vemos que o maior valor que Z; pode assumir é |Z,| = 2|b]|.
Logo, podemos escrever a condicdo:
1Z1] < 21Z,|
Correto.
d)Re(Z,) =0

Falso. Z; pertence a uma circunferéncia centrada em (0, b) com raio b e dessa condigao
Re(Z,) pode ser menor que zero.

e) Re(Z,) < Im(Z,)
Falso. Pois, se b < 0, podemos ter Re(Z;) > 0.

Gabarito: “c”.

129. (IME/2017)

Sejam os complexos z = a + bi e w = 47 + ci, tais que z3 + w = 0. Determine o valor de
a,b e c, sabendo que esses numeros sao inteiros e positivos.

Comentarios
Usando o produto notavel:
(a+b)3 =a®+ 3a?b + 3ab? + b3
z3 = (a + bi)3 = a® + 3a?bi + 3a(bi)? + (bi)® = (a® — 3ab?) + (3a?b — b3)i
Da equacao do problema:
Z2+w=0=>2=-w
(a® — 3ab?) + (3a?b — b3)i = —(47 + ci)
(a® — 3ab?) + (3a?b — b3)i = —47 —ci

Igualando as partes reais e as partes imaginarias, encontramos:

{a3 — 3ab? = —47
3a%b — b3 = —c

a(a? — 3b?) = —47
{ b(3a%? — b?) = —c

Vamos analisar a equagao:
a(a? — 3b?) = —47
Perceba que 47 é um numero primo.

Como a, b, c € Z7, temos as seguintes possibilidades:
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1)a=47ea?—-3b%?=-1
Substituindo a = 47 em a? — 3b? = —1:
47% —3bh? = —1
2209 + 1 = 3b?
3b% = 2210
2210

3
2210 ndo é divisivel por 3 (soma dos algarismos: 2+ 2+ 1+ 0 =5). Como b é inteiro
positivo, ndo temos solugao nesse caso.
2)a=1ea?—3b%=—-47

a=1=1%—3b% = —47

bZ

48 = 3b?
b? =16
b=+4

b inteiro positivo = b = 4
Vamos encontrar o valor de c:
b(3a? — b?) = —c
a=1b=4>43B1)%*-4*)=—
= c =52
~a=1b=4,c=52
Gabarito:a =1,b=4,c =52

130. (IME/2016)
Seja Z um numero complexo tal que ZZTf possui argumento igual a %ﬂ elog;(2Z +2Z+1) =2.
Determine o niumero complexo Z.
Comentarios
Temos que encontrar o numero complexo Z. Dadas as informacdes do enunciado:
2Z 3
we(77) =
Vamos definirw = % Escrevendo Z, Z, i na forma polar:
Z =|Z|cisf
Z = |Z|cis(—6)

[ =cis (g)

Substituindo em w:
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w = 21Z|cis6 = 2cis (26 — E)
|Z|cis(—0)cis (g) 2

O argumento de w é dado por:

T 3
arg(w) = 29—§+2k7'[=T
3m w 5t
29=T+§—2kﬂ=7—2kﬂ'

5
9=?—kﬂ,kEZ

Dessa informacao, podemos concluir que Z possui 2 valores possiveis:
Um para k = 0 e outro para k = +1.
Vamos usar a outra informacado da questao:
logs(2Z+2Z+1)=2>2Z+2Z+1=32=9
Escrevendo Z na forma algébrica e substituindo na equacao:
Z=a+bi
2(a+bi)+2(a—bi)+1=9
2a+ 2bi+2a—2bi =8

4a =8

a=2
Disso, encontramos a = 2.

Assim:

5
Z=2+bi= |Z|cis(?—k7t),kEZ

5 5t
2+ bi =|Z| cos(?—kn)—sen(?—kn)

5t
=2 = |Z|cos(?—kn)

Como 2 > 0,|Z| > 0, temos que ter cos (5?” — krc) > 0.

Sek =0:
5t
cos (?) <0
Sek =1:
3
cos (—?) >0

Para k = 1, encontramos a solugdo do problema.
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Representando a raiz no plano complexo:

Im

Falta encontrar o valor da constante b.
b é negativo, dado que esta localizado no quarto quadrante.

Vamos calcular seu médulo, usando a féormula da tangente:

3m\ |b|
tg (?) =7

Calculando o valor de tg (3?”):

e & M I
I I T

Precisamos calcular o valor de tg (g) Podemos usar a férmula do arco metade da
. (A) _ |1 —cosA
9\2) = |1+ cosa
V2
1= 2-vZ (z-ﬁ)z_z_\/i_ﬁ .
V2 \2+42 2 V2
1 +T

tangente:

Assim, temos:
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V2-1 2
bl = 2(vV2 + 1)
Comob < 0,temos b = —2(\/5 + 1).

Portanto, Z é:

zZ=2-2(V2+1)
Gabarito: Z =2 —2(vV2 + 1)
131. (IME/2016)
O valor do somatorio abaixo é:
15
; Img <ci52k‘1 (%))

Observagdo: Img(w) é a parte imaginaria de w.

2+3

Vsen(@)

b) 223

Comentarios
Lembrando da férmula de De Moivre:
cis™(0) = cis(nb)
O somatorio pedido é o somatoério dos senos do complexo g. Veja:
Im(cis@) = Im(cosO + isenf) = senf

Dessa forma, podemos escrever:

S = Zlmg (asz" 1 36) Zlmg (czs(%))

s (n)+ (37‘[)+ (Sn)_l_ 4 (27n)+ (2971)
= sen 36 sen 36 sen 36 sen 36 sen 36

Da aula de trigonometria, vamos usar a férmula do somatério do seno:
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sen (a + @) sen (%)

sen(a) + sen(a+r) +--+sen(a+ n—1r) = -
sen (7)
Analisando o somatdrio, temos:
T
=36
_ 21
""" 36

29w (n—1)2m
36 36 36
=28 =(n—1)2

>n=15

a,=a+n—-rr=

Substituindo os valores na féormula do somatorio do seno:

21 21T
(15-1D (3¢ 5 (2%
sen(a+u)sen(ﬂ) sen | g+ : ; (36) sen #5’6)
2 2
07 sen(f) - 2_7.[)
i sen( 138)

sen (3ﬂ—6 + &) sen (135—67T)

(sen(lféf)) sent (57)
) )

Podemos simplificar o nimero usando a féormula:

S =

cos(24) = 1 — 2sen?A = sen?A = 1—+~°’(2“‘>
oo 155 1o 1(F) 21
sen (12) 2 = 5 = 5 =—
s sen? (i’—g) _ 2 +4\1/T§
sen (36) sen (%)
2+
 dsen (36)
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“un
a.

Gabarito:

132. (IME/2014)

. . . (2m\ .
Calcule o determinante abaixo, no qual w = cis (?) ei =v—1.

1 w 0 1

i 1 —i w?
1-i w i—1 1

0 w 1 [

Comentarios

Vamos simplificar o determinante aplicando o Teorema de Jacobi:

1 w 0 i x(=1)
i 1 =i w?
-1
1—i w i—1 1| *(=1)
1 w 0 [
i 1 =i w?
- 0 i—-1 1-—i
-1 0 1 0
Usando a regra de Chié:
11 w 0 i
il 1 =i w?
—il 0 i—1 1-—i
-1 0 1 0
1—wi —i w? — i?
0—(—wi) i—1 1—i—(=i?
0—(—w) 1 0— (=)
1—wi —-i w?+1
wi i—1 —i
w 1 i

Vamos reorganizar as linhas e colunas para aplicar a regra de Chid:
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T—wil[ =i | w?+1
wi i—1 —i

—i 1—-wi w?+1|
( —li—1 wi —i
|1 w i

Aplicando a regra de Chio:

1 w i |
i—1 wi —i
—i | 1=-wi w?+1

wi—w(i—-1) —i—i(i—1)
1—wi—w(—i) w?+1—i(-i)

w 1

1 W2|=W3_1

Do enunciado:
. (21 . (21 3 )
W=Cls(?)=>w3—1= CLS<?> —1=cis@2n)—1=0

Portanto, o valor do determinante é igual a 0.

Gabarito: 0
133. (IME/2013)
Seja o numero complexo z = ﬁ, onde a e b sdo numeros reais positivose i = v —1.

Sabendo que o médulo e o argumento de z valem, respectivamente, 1 e (—m) rd, o valor de a
é

a)-
1

b);

c)1
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d) 2
e) 4
Comentarios

Do enunciado, temos:

lz] =1
arg(z) = —m
Sabendo que z = |z|cis@, temos:
z =cis(—m) = -1
Desse modo:
a

I == —
ib(1+ ib)?
Desenvolvendo a equacao:
a

b1+ 2bi—pD)
a
b—2b2 b3 |
a
—2b2+b(1-bDi
(=2b% — b(1 — b?)i) a — 1
(—=2b? — b(1 — b?)i) (—2b% + b(1 — b?)i)
(=2b% — b(1 — b?)i)a
(—2b2)2 + [b(1—bD)2
—2ab? —ab(1 - b?)i _ 4
4b* + [b(1 — b?)]?
Vamos igualar a parte real e a parte imaginaria das expressoes:
2ab?
T+ b1 b2 2ab” —1
—ab(1 - b?) B Al
"+ (A —bOF ab(1=b7) =0
Da segunda equacgao:
ab(1—-b%) =0

Temos duas possibilidades:

1)a=0

Esse caso nao satisfaz as condi¢des do problema. Veja:
2(0)b?

=0 T Y A=

0+1
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2)b(1—-5b%) =0
I) Parab = 0:
2ab? 0
4b*+ [b(1—-b%)]>? O
N3o convém.
II) Parab = —1:
Nao convém, pois o enunciado afirma que b € R,.
[ll) Para b = 1:
2ab? _
4b* + [b(1 — b?)]?
2 _y
4
a=2

Gabarito: “d”.

134. (IME/2012)

Seja o niumero complexo Z = a + bi,comaeb € R (real) ei = v—1. Determine o médulo de
Z sabendo que

{a3 = 3(1 + ab?)
b3 =3(a*bh —1)
Comentarios
Perceba que as equacgdes cubicas lembram o produto notavel:
(x+y)3=x3+3xy? +3x%y +y3
Do sistema dado no enunciado:

{a3=3(1+ab2)=>{a3—3ab2=3 =>{a3—3ab2=3
b3 =3@a?b—1) b3 —3a?h=-3  |=b%+3a®h =3

Vamos elevar Z ao cubo:
Z3 = (a+ bi)® = a® + 3a(bi)? + 3a?bi + (bi)® = (a® — 3ab?) + (—b3 + 3a?b)i
Usando os dados do sistema, encontramos Z3:

Z3 =3+3i
A questdo pede o médulo de Z, aplicando o mddulo na equacdo acima:

|Z3| = |3 + 3i|
1ZIF =V9+9 =18
1Z| = V18
Gabarito: |Z| = Y18
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135. (IME/2012)

As raizes cubicas da unidade, no conjunto dos numeros complexos, sdo representadas por
1,w e w?, onde w é um niimero complexo. O intervalo que contém o valor de (1 — w)® é

a) (—oo, —30]

b) (—30,—10]

c) (—10,10]

d) (10, 30]

e) (30, )
Comentarios

As raizes cubicas da unidade s3o representadas por 1,w e w?. Desse modo, podemos
escrever:

As raizes sao:
21 4
cis(0) = 1,w = cis (—) ew? = czs( )

Vamos calcular o valor de (1 — w)®:

-wre= (1 () = [1- (-5 + )
-9 -ar(2-

C11m\° _
33| cis <T) = 27cis(11m) = =27

= (1—w)® = =27 € (=30,—10]

Y=

Gabarito: “b”.
136. (IME/2010)

Considere o sistema abaixo, em que x;,x,,X; e Z pertencem ao conjunto dos numeros
complexos.

Zixl_xz - x3 - Z
Qi+ 2)x; +ix, —ix3 =0

O argumento de Z, em graus, para que X3 seja um numero real positivo é:

Obs.:i =+v—1
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a) 0°

b) 45°

c) 90°

d) 135°

e) 180°
Comentarios

Vamos resolver o sistema:

A+Dx, —ix, +ixs=0 ()

Zixl_xz - x3 == Z (II)
Fazendo (1) + (I1I):

A+, +QRi+2)x, =0
B+3i))x;=0=>x,=0
Substituindo x; = 0 em (I11):
(2i+2)x1+ix2—iX3 =O$i(x2_X3) =0$x2 =X3

Substituindo x; = 0,x, = x3 em (I]):

Zixl_xz - x3 = Z = Z - 21(0) - x3 - X3

Z = —ZX3
Z

—1 = ——
X3 2

X3 deve ser um numero real positivo. Vamos escrever Z em sua forma algébrica para analisar
os valores de x5:

Z = |Z|cis@
1 Z Z
X3 = =5 |Z|cis8 = —Iz—l(cose + isenf) = |2—|(—c059 — isenf)

x5 real positivo = senf = 0e — cosf > 0
Assim, temos que encontrar o valor de 0 tal que:

{sen@ =0
cosf <0
sen@ =0=>0 =2kn,k€Z

cos<0=>0-=m
Portanto, o argumento de Z que torna o numero Xx; real positivo é:
arg(Z) =0 = m = 180°

Gabarito: “e”.

137. (IME/2011)
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Sejam z; = 10 + 6i e z, = 4 + 6i, onde i é a unidade imagindria, € z um numero complexo

tal que arg(

E:Z) = %, determine o médulo do nimero complexo (z — 7 — 9i).
Obs: arg(w) é o argumento do nimero complexo w.
Comentarios
Sejaz = x + yi:
z—zy (x+yD)—(10+6i)) (x—10)+(y—6)i
z—2z, (x+yi)—(4+6i) (x—4)+ (y—-06)i
[(x—10)+ &y~ 6)il[(x —4) — &y —6)i] _
[r =8 + & — )il — 8 — 7 — 6)i]
[(x =10 -9+ =+ [ - 6)x - 4) - (x— 1)y~ O)]i _
(x —4)2+ (y — 6)?
Como arg C:Z) = %, entdo Im (z::) = Re (2:2)
x-10x-D+G-6°=@r-60x—-4—-(x—-10)(y—-6)
x?—14x +40 +y?> — 12y + 36 = 6y — 36
x?—14x+y*—18y+112=0
(x=7)2+(y—9?%=18
A equacdo pede o valor de |z — 7 — 9i|, logo:

Jax =724+ (y—-9)2=18=3V2

Gabarito: 3V2

138. (IME/2011)

9z2
(z+3)2

Resolva a equagdo z2 + = —5, onde z pertence ao conjunto dos nimeros complexos.

Comentarios
Para resolver essa equacg3o, vamos desenvolver a express3o:
9z
(z + 3)?
z2(z+3)? + 922 = —5(z + 3)?
z%(z> 4+ 6z+9) + 922 = -5(z>+ 6z +9)
z* + 623+ 2322 +30z+45=0

Chegamos em algo relativamente complicado de resolver. Uma das formas de atacar essa
equacao é fatorando em dois polindmios de segundo grau.

z* + -5

Reescrevendo a equacio, temos:
(z*+ 73 +32%) + (523 + 5z% + 152) + (15z% + 152 + 45) = 0
(z2+z+3)(z°+5z+15) =0
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Logo, o conjunto solugao S é:

S_{—li\/ﬁi —Six/ﬁi}

2 2

Gabarito: S = {‘Pﬂ/ﬁi —Si\/ﬁi}

2 ' 2

139. (IME/2009)

Seja z=p - e um nimero complexo onde p e O sdo, respectivamente, o médulo e o

argumento de z e i é a unidade imaginaria. Sabe-se que p = 2a cos 8, onde a é uma constante
real positiva. A representacdo de z no plano complexo é

a)

“Eixo
Imaginario

a
. Eixo
\y 7 Real

b)

NEixo
Imaginario

Eixo
Real

Eixo
Imaginério

\ Eixo

a Real
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d)

Eixo
Imaginario

(A
Eixo
w Real

Eixo
Imaginério

Eixo
Real

Comentarios
z=p-e'% =2acosfe’® = 2acosf(cosO + senbi) = 2acos?6 + 2acosfsenBi =
z = 2acos?0 —a + a + 2acosfsenBi = a(2cos?0 — 1) + asen26i + a =
z = acos(20) + asen(20)i + a = ae?® +a
z=ae?® +a
z—a=ae*¥
|z—al =a

Essa € uma equacao de circunferéncia de raio a e deslocada de a no sentido positivo do eixo
real.

Gabarito: “a”.

140. (IME/2009)

J— Z s
Sabe-se que z,z, = 2—3 e |z3 + z4| — |z3 — z4] = 0, sendo z,, z,, z; € z, nUmeros complexos
4
diferentes de zero. Prove que z; e z, sao ortogonais.

Obs: Numeros complexos ortogonais sao aqueles cujas representagdes graficas sao
perpendiculares entre si e Z € o nUmero complexo conjugado de z.

Comentarios
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Para provar que z, e z, sao ortogonais devemos demonstrar que 8; — 8, = +90°, em que 6,
e 6, sdo os argumentos dos numeros complexos z, e z,, respectivamente.

Para isso, temos que:
— Z3
212y = Z
01+ (—6,) = 0; — 6, (D)
|z5 + 24| = |25 — z4l
|2

|25 + 24 |* = |23 — z,|?

(z3 + 24)(23 + 24) = (23 — 24) (23 — Z4)

|Z3|2 + 2324 + 7324 + |Z4|2 = |Z3|2 — Z3Z4 — Z3Z4 t |Z4|2

Z3Zy = —Z3Z4
0;—60,=0,—0;+2k+ 1
0;—0,= M = 190° (ii)
De (i) em (ii), temos:
6, — 6, = 190°

Gabarito: Demonstragao

141. (IME/2008)

Determine a expressao da soma a seguir, onde n € um inteiro multiplo de 4.
14+2i+3i?+ -+ (n+1Di"

Comentarios

Podemos observar que isso é uma PAG, pois os termos de i estdo em PG e seus coeficientes
estao em PA.

Dessa forma,
P=1+2i+3i?+ -+ (n+21i"

Pi:i+2i2+3i3+...+(n+1)in+1
P—Pi=14i+i*+-+i"—(n+ 1"

in+1 -1
P(l - l) = %— (Tl+ 1)in+1
Como n é multiplo de 4, temos:
in+1 =i

PA-i)=1-(n+1i
L [1-(n+ D +0)

P
2
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n+2—-ni

Gabarito: P =

142. (IME/2008)

Considere os numeros complexos Z; = sena +icosa e Z, = cosa — i sen «a, onde a € um
numero real. Mostre que, se Z = Z,Z,, entdo —1 < Re(Z) <1 e —1<Im(Z) <1, onde
Re(Z) e Im(Z) indicam, respectivamente, as partes real e imaginaria de Z.

Comentarios
7 =27,7,
Z = (sena+icosa)(cosa —isena)
Z = senacosa — isen’a + icos*a + senacosa
Z = 2senacosa + (cos?a — sen®a)i = sen2a + cos2ai
—1<sen2a<1=>-1<Re(Z)<1
—1<cos2a<1=-1<Im(Z)<1

Gabarito: Demonstragao

143. (IME/2007)
Sejam z e w nUmeros complexos tais que:

{Wz —z2 =44+ 12i

Z—w=2+4i

onde z e w representam, respectivamente, os nimeros complexos conjugados de z e w. O
valorde z + w é:

a)l1—i
b)2 +1i
c)—1+2i
d)2-—2i
e)—2+2i
Comentarios
A partir do enunciado, temos:
w?—2z2=4+12i
w—-2)(w+2z)=4+12i
z-—ww+2z)=—-4-12i ()

Ainda das informacgdes do enunciado:

—w=2+4i

NI

2+ 4i

g
I

N|

& Aula 18 - Numeros Complexos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 18: ITA 2021

z—w=2-—4i (II)
De (I) em (1), temos:
Q-4 w+2z)=—-4-12i
lw+z=2-2i|

Gabarito: “d”.
144. (IME/2006)

Sejama, =1—i,a, =r+siea,.; = (r—s)+ (r+s)i(n > 1) termos de uma sequéncia.
Determine, em funcdo de n, os valores de r e s que tornam esta sequéncia uma progressao
aritmética, sabendo que r e s sdo numeros reaise i = v —1.

Comentarios

Para que a sequéncia do enunciado seja uma PA, devemos ter o seguinte:
an+1 - an = p
—s+ri=p()

Fazendo a, = a; + (n — 1)p:

App1— A =p=>ap— (@, +(n—Dp)=p=>ay, —a,—np+p=p
Apn+1 — A = MNP
r—s—1+@+s+1i=np(UI])
De (I) e (II), temos:

{ —s+ri=p
r—s—1+@+s+1i=np
. n-—2
{T—S—1=—nS S_n2—2n+2
=
r+s+1=nr .= n
n?—-2n+2
Gabarito:s = —"——er = ———
n<—-2n+2 n<—2n+2
145. (IME/2004)

Sendo a, b e c nUmeros naturais em progressao aritmética e zum nimero complexo de mdédulo
unitario, determine um valor para cada um dos numeros a,b,c e z de forma que eles
satisfacam a igualdade:

Comentarios
Como a, b, c formam uma PA, temos:
(a,b,c)=(b —1,b,b+71)

Sendo z um complexo de médulo unitario, podemos escrever:
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|zl =1=>z=cis@

Assim, temos:

11 1
J— PR — =7
z% zb ~ zc
1 1 1
+—+ = (cis 6)°

Zb—1 T b " Sbtr
1 1 _
Z—b(zr +1+ ;) = cis (96)
zP(Z"+1+4+2z7) = cis(96)
(cis) P ((cis®)" + 1 + (cisf)™) = cis(96)
Multiplicando a equagdo por (cis8)? = cis(b8):
cis(r@) + 1 + cis(—r@) = cis(96 — b0O)
cos(rf) + isen(rf) + 1 + cos(rf) — isen(rf) = cos((9 — b)G) + isen((9 — b)H)
2cos(rf)+1 = cos((9 — b)e) + isen((9 — b)@)
Igualando a parte real e a parte imagindria, obtemos o seguinte sistema:
{cos((9 —b)8) = 2cos(rd) + 1
sen((9 — b)H) =0
Como sen((9 — b)@) = 0, temos que cos((9 — b)H) = +1. Entdo, temos:
cos((9—b)0) =1=2cos(r0) + 1 =1 = cos(rd) = 0
Assim, uma possivel solucao é:
sen((9—b)9)=0=>b=4et9=7t
cos((9 — b)@) =2cos(r6) +1=cos(5m) =2cos(rm)+1 = 2cos(rm) =-2=r=1
=>a=3ec=5
Note que temos verificada a relagdo do enunciado:
1 1 1
z%  zb  z¢
1 1 1
3 T 7t 5
(cis(n)) (cis(n)) (cis(n))
cis(—3m) + cis(—4m) + cis(—=5m) = cis(9m)
-1+1+(-1)=-1
-1=-1

=Z9

= (cis(n))9

Gabarito:a = 3;b = 4;¢c = 5;z = cis(m)

146. (IME/2003)
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Seja z um numero complexo de mdédulo unitario que satisfaz a condicdo z?" = —1, onde n é
n

é um numero real.

um numero inteiro positivo. Demonstre que D

Comentarios

Vamos provar por absurdo.

AL

nao seja real. Assim, temos:

Ak zn
=+
1+ z2n <1 + ZZ">

z"(1 + z2") # (1 + z2")z"

Z" + |z|?"z" # z" + 2" z|?"

Vamos supor
supor que T

Como |z]| =1,
Z"+ z" # z" + Z"
0 # 0 (ABSURDO)

z" ,
Logo, T,2n € UM nUmero real.

Gabarito: Demonstragao

147. (IME/2001)

Dois numeros complexos sdo ortogonais se suas representacdes graficas forem
perpendiculares entre si. Prove que dois numeros complexos Z; e Z, sdo ortogonais se e
somente se:

Z,7,+ 72,7, =0
Obs: Z indica o conjugado de um nimero complexo Z.
Comentarios
Como a questao fala “se e somente se”, devemos provar tanto a ida quanto a volta.
Vamos comegar pela ida: Se ZlZ_z + Z_122 = 0, prove que Z, e Z, sao ortogonais.
Z1Z_2 = _2_122
6, e 0, sdo os argumentos de Z; e Z,, respectivamente.
0,—0,=0,—0,+Rk+1)n, ke
_ @k+Dr
1 2 = 2
Logo Z; e Z, sdo ortogonais!

= 190°

Volta: Se Z, e Z, sdo ortogonais, prove que ZIZ_2 + Z_122 =0
Se 8; — 6, = 90°, temos:
Z, = |Z,|(—senB, + cosO,i)
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Z1Z_2 + 2_122 =
|Z,|(—senB, + cos0,i)|Z,|(cosO, — senb,i) + |Z,|(—senb, — cosO,i)|Z,|(cosO, + senb,i)

= |Z,||Z,|(—senb,cos0, + sen?0,i + cos?0,i + senB,cosH, — senb,cos0, — sen?0,i—cos?0,i
+ senf,cos6,) = 0

O caso para 8; — 8, = —90° é completamente analogo. Sendo assim, a volta esta provada.
LogO, Z1Z_2 +Z_1Z2 = 0 {— Z]_ 1 Zz.
Gabarito: Demonstragao

148. (IME/2001)

Considere a matriz4A = (akj), onde:

ay; = k-ésimo termo do desenvolvimento de (1 + ji)**, comk =1,...,55;j = 1,..,55ei =
V-1.

a) Calcule az, + asq 4.

b) Determine o somatdrio dos elementos da coluna 55.

c) Obtenha uma férmula geral para os elementos da diagonal principal.

Comentarios

Primeiro devemos escrever o termo geral desse binébmio:

55
54 54
\54 _ _ o S4—k+1 7 \k—1 _ k=1
(A +j0) _;“’”:“’” (54—k+1>(1) G (54—k+1)(”)

O detalhe dessa questdo é que, no desenvolvimento de um bindmio, a varidvel contadora p
do somatério varia de 0 até n. Nesse caso, o k varia de 1 até 55, entdo devemos fazerp = k — 1.

Analisando item por item, temos:

a)az, + sy,

_( 54 )2.3_1+( 54 )1-54_1_ S 22+ 2R )55 = _5724 + 54i
“54-34+1) @Y 54_5441) 1D T AT = '

b) Para obtermos a soma dos elementos da coluna 55 devemos fazer j = 55.

55 55 54

— k-1 __ \54
Z iess = Z (54 —k+ 1) (550" = (1 +550)
k=1 k=1

c) Para obtermos os temos da diagonal principal devemos fazerj = k

54
— ~Nk—1
Tk = (55 - k) (ki)

Gabarito: a) —5724 + 54i, b) (1 + 550)5%, ¢) ;. = (J*, ) (ki)*~?

149. (IME/1999)
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Determine as raizes de z2 + 2iz + 2 — 4i = 0 e localize-as no plano complexo, sendo i =
v—1.
Comentarios
Fazendo z = a + bi, temos:
(a+bi)?+2i(a+bi)+2—-4i=0
a’?+ 2abi —b?>+2ia—2b+2—-4i=0
(a>—b*=2b+2)+ (2a+2ab—4)i=0
{ 2a+2ab—4=0 (i)
a’? —b?—-2b+2=0 (ii)
De (i), temos:

2
a+ab=2>=>b=

De (ii), temos:

2 —a\? 2—a
-5 -5 e
a a

a4+3a2—4=0=>{ a=1leb=

A representacdao geométrica fica:

Im

g —————

&2

Gabarito: z = {1 + i,—1 — 3i}

12. Consideragoes Finais da Aula

Chegamos ao final da nossa aula. Estudamos todo o conteddo de nimeros complexos cobrado
na prova. Aprendemos a operar os numeros complexos e juntamos ao nosso arsenal de
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conhecimento teoremas importantes, como as férmulas de De Moivre. Eles serdao muito Uteis na
hora de resolver as questdes do nosso concurso.

Continue se esforcando! Ja percorremos um grande caminho até aqui, entao, ndao desista! O
caminho para sua aprovacao pode estar mais préoximo do que vocé imagina. Conte comigo em sua
jornada.

Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes entre em contato pelo féorum de duvidas do
Estratégia, ou se preferir:
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