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MATEMATICA

ESFERICA NO R3

1. EQUAGCAO GERAL DO PLANO

Um plano é determinado por 3 pontos ndo colineares.
Considere os pontos P (P (x;,y;,2;), Py(X;,Y5,2,), Pi(X3,¥3,23), P (X, Vo, 2,) € Py (X3 y3 2z3), ndo

colineares e seja P(x,y,z) um ponto genérico deste plano.

O plano determinado por estes 3 pontos utilizando a condigdo de coplanaridade de 3 vetores P,P, ,ﬁ e PP

é dado pelo determinante abaixo:

PP, @, PP, sdo coplanares =

X, Y1 z, 1 x y z 1
X —X — -2
! Y™ ! X=X, y-y, z-z; O Xy, z; 1
X=X, Y-V, Z,-Z; |=0& =0& =0&
oo X Va—y Z.-2 X=X YY1 %=z O X, Y2 7 1
oo s X3—=X; Y3—Y; 23—z O X3 Y3 23 1
y, z; 1 X, z; 1 X, y; 1 X, Y1 74
S|y, z, 1ix—|%, z, 1iy+|%x, vy, 1jz—|x, vy, z,|=0.
y; z3 1 X3 23 1 X3 y; 1 X3 Y3 Z3
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Calculando o determinante e isolando os coeficientes de x, y e z e do termo independente,
respectivamente, e chamando-os de A, B, Ce D, temos a equagao

Ax+By+Cz+D=0 Equacao geral ou cartesiana do plano

Concluimos que um plano é representado analiticamente por uma equagdo da forma Ax+By+Cz+D=0,

Observe que os coeficientes B e C sao os componentes escalares de um vetor normal ao plano.
Sejam

Entdo

-

=(A,B,C) e PP=(x—X,,y—V;,2—2,)

n-PP=0<A(x—x,)+Bly—y,)+C(z-2,)=0&<
gue pode ser escrita na forma Ax+By+Cz+D=0.
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2. EQUACOES PARAMETRICAS DO PLANO
Consideremos o plano o determinado por P, V—le V—2 . ComV—1 =(a;, by, c;)e V—2 =(a,, by, ;).
A equagdo vetorial do plano a é: P=P; +s-V1+t-V~2
ou
(% ¥,2)=(xy vy, 2) +s(a; by, ¢;)+t(a,, by, c,).
Concluimos que as Equagdes Paramétricas do plano a sendo s e t os parametros sao:

X = X, + sa + ta,

y =y, + sb, + tb,
= z; + s¢ + ftc

3. EQUACAO SEGMENTARIA DO PLANO

Considere o plano da figura que nao passa pela origem dos eixos coordenados. Ele intercepta os 3 eixos,
nos pontos P(p, 0, 0), Q(0, g, 0) e R(O, O, r).

z 1
A
k
() >
Zs 4
i
X i %
A equacdo do plano é
X—-p y z
—-p g O[=0ouqrx+pry+pgz—pqr=0
- 0 r
X y z - .
—+—+-=1 Equacdo segmentaria do plano
P q r
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4.1. EQUACOES PARAMETRICAS DA RETA

Seja a reta r definida pelo ponto P,(x,, y;, Z,) e o vetor diretor V=(a, b, c),V=0.

A equacdo vetorial de (r) é

P=P +tv (1)

onde P(x, y, z) € um ponto mdvel de r

=P-P=tv <&  (x—x;,yY-VY;,2—2)=t(a,b,c),
X—x;, =ta X=X, +ta

y—-y,=tb< jy=y, +tb Que sdo as equagdes paramétricas der.

z—17, =tc z=17, +tc

4.2 EQUACOES CANONICAS OU SIMETRICAS

Se a-b-c#0, entdo:

X=Xy ¥Y7Yy Z—Z4

4.3 EQUAGCOES DA RETA DETERMINADA POR DOIS PONTOS
DISTINTOS

Sejam os pontos Py(xy, Y,,2,) € Py(X,, ¥,,2,) com P #P,, eR>.
O vetor diretor da reta ﬁ év= ﬁ =P, —P, =(x, =Xq, ¥, —Y1, 2, —2;).
Substituindo nas equagbes simétricas

X=X, _ Y=Y _ 277
X=X Yo=Y1 4,774
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(dTDr ed, se r'Dr):cosé(r,s):cosé(r',s)z‘cosz<d—r,dﬁs) =
d,-d, d;-d,

cos Z(r,s) === =|£(r,s) =arccos ——
dld; ald;

6. POSICOES RELATIVAS DE 2 PLANOS

6.1. PLANOS PARALELOS

Sejam dois planos definidos pelas equacdes:

() Ajx+B,y+C;z+D; =0 e
(B) A,x+By+C,z+D, =0

Al Bl Cl Dl =~ = S
Caso — =—=—#— 0s planos sdo paralelos e ndo coincidentes.

A2 BZ C2 2

Sdo paralelos coincidentes, os planos caso

o)
O

Al_ 1_C1_

— — 1

A B G D,
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Dois planos concorrentes se interceptam e fazem-no segundo uma reta.
Sejam os planos

() Axx+By+Cz+D, =0 e

(1) Ax+By+C,z+D, =0

nao paralelos. A intersecgao deles é uma reta (r).

7. ANGULO DE DOIS PLANOS

O angulo de 2 planos é o angulo das retas normais a estes planos, tracadas de um ponto qualquer do
espaco.

+

N

Sejam os planos
(1t1) Aix+B1y+ Ciz+D1=0

(1r2) Aox+By+Coz+D2=0

AA, +B;B, +C,C,
A2 +B2 +C2 A2 +B2 +C2

cos Y=

A condicdo para 2 planos serem perpendiculares é :

AA, +BB, +C,C, =0
(n, Ln,)
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| ] | ] | ] | ] | ] |
| ] | ] | ] | ] | ] |

UM PONTO A UM PLANO

~

Sejam o ponto P1 (x1, y1,z1) eo plano (=) Ax+By+Cz+ D =0.

s

Ax; +By, +Cz, +D

JA? +B 4+ C?

d=

9. SUPERFICIE ESFERICA

E o lugar dos pontos, P(x,y,z), do espaco que estdo a uma distancia R a um ponto fixo, chamado de centro,
de coordenadas C=(a,b,c), a essa distancia daremos o nome de raio e representaremos pela letra R.

S={P,d(P,C)=R}

A equacdo cartesiana da esfera é dada por:

(x—a)* +(y—b)? +(z—c)* =R%
Equacdo Reduzida da esfera de centro (a,b,c) e raio R.

Exemplo:
A equacdo abaixo é da superficie esférica de centro (0,0,1) e raio igual a 2.

X2 +y* +(z—1)7 =4.
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1. Dados os pontos P1 (3, 2, 0), P2 (1, 2, —\/E) e P3 (1, —\/E, -1), determine: a equacdo cartesiana e a
equacado segmentaria do plano.

2. (EN 2013) Considere Tt o plano que contém o centro da esfera x* +y* +z> —6x+2y—4z+13=0 e a reta
x=2+t

de equagdes paramétricas \y=1—t , tell . O volume do tetraedro limitado pelo plano 1 e pelos planos
z=3+2t

coordenados é, em unidades de volume,

50
a) —
3

%
9

100
3
g 220
9

100
e) —
9

c)

3. (EN 2009) Considere o ponto P=(1,3,-1), o plano m:x+z=2 e a reta s:{:_;inf;_ As equacdes
paramétricas de uma reta r, que passa por P, paralela ao plano 1 e distando 3 unidades de distancia da
reta s sao

a) x=t+1; y=3; z=-t+1

b) x=—t+1; y=3; z=-t-1

c) x=1;, y=t+3; z=-t-1

d) x=1; x=-t+3; z=t+1

e) x=t+1; y=3; z=-t-1
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4. (Fmp 2014) A figura a seguir apresenta um plano que intercepta os eixos cartesianos x, y e z nas posi¢oes
indicadas na figura.

ZA

Interbits®

—_—
<YV

O médulo do cosseno do angulo formado pela normal a esse plano com a direcao vertical z é
1
a) —«/g
3
b) 22
2
1
c) —«/5

o
w

LS
Wl NP~

5. (EN 2007) Seja r a reta que contém:

x=2+3t 1 1
X+ +
(i) o ponto de interse¢do das retas r; :\y=4+5t er,: —:VT:Z+2.
z=2t

(i) o ponto médio do segmento de extremos A(1,0,—1) e B(3,-4,3).

As equagdes de r sdo
a) x=—-1-3t; y=—1-t; z=-2+3t
b) x=1+3t; y=—1-t; z=—2+3t
0 x+1:y+1:z+2

3 -1 3
x—1 y-1 z-2

3 -1 3
e) x=3+2t; y=—1-2t; z=3+t

d)

11
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X=34+m
~ o - y—3 z+1
6. Ache a equacdo do plano inclinado pelas retas (r;) = 2 = c e(r)y=-1+2m.
B z=4-3m

7. Determine a equacgao do plano que passa pelo ponto P1 (3, -1, 2) e é paralelo as retas XT—-”:VT—E’:% e
x+1_ y_2z2-2
2 3 5 °

8. 0 pé da projec3o ortogonal da origem dos eixos coordenados sobre um plano (1) é o ponto Os (-2, 3, 6).
Determine a equacao do plano.

9. Ache a equacdo geral do plano determinado pelo ponto P1 (2, 3, -1) e a reta x—1 = yIZ = z;l'

10. Achar as equacgdes paramétricas da reta que passa pelos pontos:
a) A(3,-1,2) e B(2,1,1).

b) A(1,1,-2) e B(3,-1,0).
c) A(0,0,1) e B(0,1,-2).

11. (EN 2006) Seja W um vetor unitario do 73, normal aos vetores ti=(-1,1,1) e v=(0, -1, —1) e com

. A . - i .
22 coordenada positiva. Se 6 é o angulo entre os vetores (\/Ew+u) e (-v), 0<6<E, entdo cossec260

vale:

a)&

5

) 56

12

12
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12. (EN 2005) Seja o o plano que contém a reta XT=—2=2+1 e o ponto P(-1,0,2). A equagdo do

plano B, que é paralelo a « e passa pelo ponto Q=(3,-2,1) é:
a) x—y+3z—8=0
b) 2x—5z—-1=0

c)y+z+1=0
d) x+2y+z=0
e) x+y—1=0

13. (EN — 1999) A equacdo do plano que passa pelos pontos (1,0,1) e (0,1,-1) e é paralelo ao segmento que
une os pontos (1,2,1) e (0,1,0) é:

a)3x—-y—-2z-1=0

b)x—-3y+2z+1=0

c)3x—-y+2z-1=0

d)-5x+y+2z+3=0

e)2x—-3y+z-1=0

14. Determine a distancia do ponto PO (x0, yO, z0), intersec¢do dos planos (11) 2x + 4y 5z — 15 = 0,
y-1 z+2

(1'[2)x—y+22+3=0e(1'[3)x+y+z—2=0,éreta(r)gz 5 T

15. Determine as equagdes simétricas da reta (r), que passa por P1 (2, 1, 0) e é paralela a reta intersecgado
dos planos (m;) x—2y+z—-1=0 e (m,) 3x+2y—3z+5=0.

16. Determine a equagao do plano:

a) que passa pelo ponto P(2,1,-1) e cujo vetor normal é dado por ﬁ:(l,—2,3).

b) cujo ponto P(2,—1,—1) é o pé da perpendicular baixada da origem das coordenadas sobre o plano.
c) que passa por A e é perpendicular a reta AB, onde A(3,-1,2) e B(4,-2,-1).

d) que passa pelo ponto P(3,4,-5) e é paralelo aos vetores a=(3,1,—1) e \7:(1,—2,1).

e) que passa pelos pontos A(2,-1,3) e B(3,1,2) e que é paralelo ao vetor a=(3,—1,—4).

f) determinado pelos pontos A(3,-1,2), B(4,-1,-1) e C(2,0,2).

g) que passa pelo ponto P(3,-2,-7) e que é paralelo ao plano o:2x—3z+5=0.

h) que passa pelo ponto P(2,—1,1) e que é perpendicular aos planos a:2x—z+1 e B:y=0.

13
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17. Determine as equagles paramétricas da reta paralela aos planos «:3x+12y—3z2—5=0 e
x+5 y—-3 z+1 o s_x—3_y+1_z—2
-4 3 -2 3 4

B:3x—4y+9z+7=0 que intercepta as retas r:

18. (EN 2004) Sejam o e B dois planos no [1* cuja intersegio é a reta r. Os vetores a=(2,1,3) e
\7:(2, —3,1) sdo perpendiculares aos planos o e [3, respectivamente. A equagdo da reta s que passa pelo

centro da esfera de equagdo x* +y* +2° —6x+2z+9=0 e é paralela aretar é:

a) x+3_y_z—1
2 -3

b) x+3=1=z—1
-5 2 4

c) —X_3=L=z+1
2 -3

d) x+3:X:z+1
5 2 -4

e) x—3=1=z+1
5 2 4

14



MATEMATICA

PROMILITARES * AFA/EN/EFOMM-EsPCEx/EEAr « MODULO 20

—N
= | —N
1.
RESPOSTA:
a)
X Y z 1
3 2 0 1
=0
1 2 21
1 2 -1 1
ou

2 0o 1 3 0 1 3 2 1 3 2 0
2 2 1|x-|1 =2 1|y+|1 2 1|z-|1 2 —2]|=0

N | 1 -1 1 1 2 1 1 2

2-2V2)x—(2-2\2)y +22-2)2—(2-2+2) =0

22-2)
2(1-+2)

z—1=0

X—y+

Ou

(2—2)1++2)

X—y+ z—-1=0

(1-2)(1+2)

x—y—\/iz—1=0 Equacgao cartesiana

b)

y 2 < -
—+—+==1 Equagdo segmentaria
1

x—y—\/iz=1 ou §+

2

15



2.
RESPOSTA: E

e 4y? +27 —6x+2y—4z+13=0 (x* —6x+9) +(y? +2y +1)+ (2 —42+4) =—13+9+1+4
o (x-3+(y+1) +(z-2)° =1

Logo, o centro da esfera é o ponto O(3,~1,2) e .

Xx=2+t
A reta de equagio paramétrica {y=1—t contém o ponto P(1,2,3) e tem vetor diretor v=(1,-1,2).
z=3+2t
x=2+t
Como o plano m contém a reta de equagdao {y=1-t , entdo o ponto P(2,1,3)ET[ e o vetor

z=3+2t
v=(1,-1,2)em.
Como OP=(-1,2,1)em e V=(1,-1,2) e, entdo
i)k
A, =0PxvV=(-1,2,1)x(1,-1,2)=|-1 2 1/=(5,3,-1)
1 -1 2

Assim, a equacio do plano m é 5x+3y-z+d=0 e como O(3,-1,2)em, temos

5-34+3-(-1)-2+d=0<>d=-10 e a equagdo resultante é 1:5x+3y—z—10=0.
1
Os segmentos determinados pelo plano sobre os eixos ordenados sdo 2, ?0, 10 e o volume do tetraedro

1 2-10 10 100

trirretangulo é V=—-——-—=—— unidades de volume.
3 2 3 9
3.
RESPOSTA: E
x=2+t
X—2=Yy+2 -
s:{ <1{y=0 ,tel =35=(1,0,1)
Z—-x=y-2 ¢
7=

m:x+z=2=n_=(1,0,1)

Seja r =(a,b,c) o vetor diretor da reta r.

16
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Como as retas I e S ndo sdo paralelas, entdo sdo reversas.

Seja o ponto Q=(2,0,0)€s e, como P=(1,3,-1)er, entdo d(r,s)= ‘(P Q)- |£Xi| =3.
i j ok
FxS=|a b —al=bj—2aj—bk =(b,~2a,—b)=>|F x| = \b? +(<2a)? + (=b)? = /aa? + 267
10 1
P-Q=(-1,3,-1)
. 2
d(r,s)=|(-1,3,-1)- (b2a,b)l | G2 | 35— _9eb=0
42 +207| |Jaa+20?| | 4at+2b

=7 =(a,0,—a)=a(1,0,-1)

x=1+t
Logo, aequacdodaretar é {y=3 ,tell
z=-1-t
4.
RESPOSTA: E

1J_

A=—— (metade da diagonal de um quadrado)

17



No triangulo retangulo AOB, temos:

OH-AB=0B-0A

1 2
— =0H=

3
OH-—=2. =
22 3

Logo, cosO =

N W [N
w |

5.
RESPOSTA: C
nNe:

(2+43t)+1 (4+5t)+1
2

=(2t)+2@g(t+1):§(t+1):2(t+1)

Para que as igualdades sejam satisfeitas devemos ter t=—1 e o ponto de intersecdo entre as retas é
P(-1,-1,-2).

O ponto médio do segmento de extremos A(1,0,—1) e B(3,-4,3) é M:(1+3, 0_4,_1+3j=(2,—2,1) :

2 2 2
— +1 y+1 z+2
O vetor diretor de r é PM=(3,—1,3) e a equagdo simétricade r é ATS_Y T 2 3
6.
RESPOSTA:
Notamos, facilmente, que as retas s3o coplanares por serem paralelas, pois V, =(2,4,—6) e V, =(1,2,-3)

2 4 -6
apresentam —=—=—=2.
1 2 -3
Apliquemos a determinacao da equacdo do plano através das coordenadas de 3 de seus pontos.
Dois, dos 3 pontos, ja sdao conhecidos: P1 (1, 3, -1) da reta (r1) e P2 (3, -1, 4) da reta (r2).
O 32 ponto P3 determinamos numa das retas. Na 22 é mais facil.
Facamos, em (r2), m=0; no nosso caso, m = 1, resultando Ps (4, 1, 1).

x y z 1
. 11 3 -1 1

A equagao do plano procurado é DA =0 ou 2x+11y+8z—27=0.
4 1 1 1

18
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7.
RESPOSTA:
Seja Ax+By + Cz+ D =0 (1) a equagdo do plano procurado.

Passando por P(3, -1, 2), sua equac¢do assume a forma

3A—-B+2C+D=0 (2)
Subtraindo (2) de (1) = (3) A(x—3)+B(y+1)+C(z—2)=0.

Da condicao de paralelismo de plano e reta, resulta

(4) 4A+2B+3C=0
(5)2A+3B+5C=0

Eliminemos A, B e C das equacdes (3), (4) e (5):

ﬁz x—3 y+1 z-2
| 4 2 3 [=0 oux—-14y+8z—-33=0.
2

3 5

[uny

}

!

2

8.
RESPOSTA:

O vetor 0—01:(01—0)=(—2, 3,6) é normal ao plano (m), consequentemente suas coordenadas sdo,

respectivamente, os coeficientes A, B e C da equacao do plano, o que nos da
-2x+3y+6z+D=0.
Como Oz pertencea (M) = 4+9+36+D=0 = D=-49.

-2x+3y+62—49=0
2x—3y—6z+49=0

19
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9.
RESPOSTA:

Tomemos V, =(2,1,3) e V, =P, —P, =(1—2, 2—3, —1+1) vetores-base do plano.

P
Determinemos A=V, AV,=|-1 -1 0|=hn=(-3,3,1)
2 1

A~

w

Logo (m)—3x+3y+z+D=0 e como P, €(m)=D =-2.
A equagdo procurada é 3x—3y—z+2=0.

10.
RESPOSTA:

Xx=t+2
a)sy=—-2t+1
z=t+1

x=t+3
b) Jy=-t-1
z=t

x=0

c) y=t
z=-3t+1

11.
RESPOSTA: B

\TVJ.U} _axv (0,-1,1)
=>W =

= 2w+i=(0,-1,1)+(-1,1,1)=(-1,0,2
WLV |t x v NGY V2 ( )+( )= )

i j k
1

uxv=-1 1
0 -1 -1

lixvl=40% +(-1)* +12 =2

=(0,-1,1)

20
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‘II

-1,0,2)-(0,1,1) _ 2 J10
|\/_W+u||_"| \/(—1) L0222 R e+ V525

0<6<E:>sen9= 1—E =E
2 25 5
cossec20= 1 _ 1 = ! = 5\/6
sen20 2senBcosO 5 J15 V10 12
5 5
12.
RESPOSTA: E
x—1 y+2 ~ . _
Como o plano a contém areta —— > 2~ —7+1, entdo o vetor diretor da reta ti=(2,—2,1)ea e o ponto

dareta A(1,-2,~1)ea.

O ponto P(—1,0,2)ea, entio o vetor AP=(-2,2,3)ea e o vetor normal ao plano a é

~ ~ ~

ik

A, JixAP=|2 -2 1|=(-8,-8,0)=—-8-(1,1,0).
-2 2 3

Bla=iig =M, =(1,1,0)=B:x+y+d=0

Q=(3,-2,1)ef=3+(-2)+0-1+d=0<d=-1

Logo, a equacdo resultante é B:x+y—-1=0.

13.
RESPOSTA: A
14.
RESPOSTA:
_Ax 12
2x+4y—52=15 " A 12
Determinemos o ponto Py, resolvendo o sistema X—y+2z=-3 y= Ky _ig =P(1,2,-1)
X+y+z=2 Az 12
l1=—=—0>=x=—
A 12
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Conduzamos, por este ponto, um plano ( 1) perpendicular a reta (r).

Se (1T)J_(r)2>ﬁ(n) :\7(r) :>ﬁ(n) =(3,2,—-1) eaequacdodo plano (n)3x+2y—z+D=0.
Como Pye(m)=3.1+2.2-1.(-1)+D=0eD=-8.
Logo (n)3x+2y—-z-8=0.
Procuremos o traco Q (veja Figura 9, item 12.1) da reta (r) no plano (=).
X =3m

(r)y=1+2m Substituindo na equagdo de () =
z=-2-m

:>9m+2+4m+2+m—8=0:>m:z:>Q EIE,_E :
7 7 7 7

A distancia procurada d=| QP, |

2 2 2
. J(l_éj +(2_£) +(—1—§) N
7 7 7 7

15.
RESPOSTA:

Areta (r)=[P,, V] e V//V,, sendo o vetor V, o vetor diretor da reta determinada pelos planos dados.

Achemos o vetor diretor da reta intersec¢ao dos planos.
Usemos um processo diferentes do usado no item 7.2.

— m

Y

V.
Da figura tiramos V, =, A fi,, sendo i,=(. -2 e A, =(3,2, —3).
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= —

logo V=|1 -2 1 |=V,=(4,6,8)

3 2 -3
Tomemos vzvlj(r)g:y__lzi ou g:y__lzi
4 6 8 2 3 4
16.
RESPOSTA:

a) x—2y+3z+3=0.
b) 2x—y—-z—-6=0.
c) x-y—-3z+2=0.
d) x+4y+7z+16=0.
e) 9x—-y+7z—40=0.
f) 3x+3y+z—-8=0.
g) 2x—3z-27=0.

h) x+2z-4=0.

17.

RESPOSTA:

Xx+3 x+1 z-2
8 -3 -4

18.
RESPOSTA: E

ik
r=anB=rliarlv=rlixv=[2 1 3/=(10,4,-8)=2-(5,2,-4)
2 31

Entdo, o vetor diretor da reta r é (5,2,—4) e, como slr, entdo a reta s também possui vetor diretor
(5,2,-4).

Vamos identificar o centro da esfera: x> +y? +2% —6x+2z+9=0<>(x—3)° +y? +(z+1)’ =1
Logo, o centro da esfera é 0=(3,0,-1).

Assim, a equagdo da reta S de vetor diretor (5,2,—4) e que passa pelo ponto O0=(3,0,-1) é
y z+1

2 4

x—3
S:——=
5
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