MATEMATICA

Funcao Modular

MODULO OU VALOR ABSOLUTO

DE UM NUMERO REAL ﬁgl

O mddulo de um ndmero real a é representado por |a],

em que |a| = & se az0 .
-a, se a<0
Exemplos:
19) 3] =3

20) |-4] =-(-4) =4

Geometricamente, o médulo de um nimero
real representa a distancia do ponto a até a
origem da reta real.

Propriedades do mddulo

i) Ix]20,vxeR

ii) |[x=0<x=0

ifi) |x|.ly] = Ix.y], vx,y € R
iv) [x]?=x%3,VvxelR

v) |x| = \/X_Z,VXER

X
y

_Ixl,vy=o0
[yl

vi)

EQUACAO MODULAR ﬁgl

E toda equacdo na qual a incégnita se encontra na forma

de médulo.

Exemplos:

19) Resolver a equagdo |x| = 8.
Ha dois valores que satisfazem a equagdo:
x=-8oux=28

Portanto, S = {-8, 87}.

20)

39)

40)

FRENTE = MODULO

A 12

Resolver a equagdo |x - 4| = 10.

Se um numero possui mddulo 10, esse nimero pode

ser igual a =10 ou 10. Portanto, temos:

Xx-4=10 X =14

Portanto, S = {-6, 14}.

Resolver a equagdo |2x + |x - 1|| = 5.

Resolvendo a equagdo anterior, temos:

2x +|x-1]=5 | x-1]=-2x+5
ou < ou =S
2x +|x-1|=-5 |x-1]=-2x-5
Xx-1=-2x+5 X=2
|x-1]=-2x+5< ou =y ou
X-1=2x-5 x=4
ou
X-1=-2x-5 X=—%
|x-1|=-2x-5< ou = ou
X-1=2x+5 X = —6

Substituindo cada um dos resultados na equacdo
original, verificamos que x = -6 ou x = 2 sdo solugdes

da equacdo.

Portanto, S = {-6, 2}.

Resolva a equacdo |x - 1| + |x + 3| = 14.

Inicialmente, vamos calcular as raizes das expressées

dentro dos modulos.

X-1=0=>x=1 e x+3=0=>x=-3

Bernoulli Sistema de Ensino 3



medulo 12 [

Observe que: 39) Resolver a inequagdo |3x - 2| < 7.
i) para valores de x menores do que -3, os termos x - 1 —7<3x=-2<7 = -742<3x-2+42<7+2>
e X + 3 sdao negativos.

ii) paravalores de x entre -3 e 1, o termo x - 1 é negativo, -5<3x<9 = _g <x<3
e o termo x + 3 é positivo.

iii) para valores de x maiores do que 1, os termos x - 1
)P . o 9 ! Portanto,S={XER|—§sxs3}.
e X + 3 sao positivos. 3

Assim, podemos representar esse fato no esquema

a seguir: ~ @
FUNCAO MODULAR 1L~
X < -3 -3 -3<x<1 1 x>1 ‘ @
“x-1) -+ 3) =14 -(x- 1) (X + 3) = 14x -1+ x+3=14 E uma funcdo f: R — R definida por f(x) = |x]|.
X+1-x-3=14 X+1+x+3=14 2x =12
-2x =16 4=14 X=6 Essa funcdo, de acordo com a definicdo de mddulo, pode
x=-8 ser escrita da seguinte forma:
(convém) (absurdo) (convém)
X, se x>0
Devemos verificar também se as raizes -3 e 1 sdo solugdes fO) = Ixl < f(x) = {—x se x <0
da equagdo:

i) Para x = -3, temos 4 = 14. (absurdo)

if) Para x = 1, temos 4 = 14. (absurdo)
Assim, as solugbes sdo x = -8 ou x = 6.

Portanto, S = {-8, 63}.

INEQUACAO MODULAR |@@. 5 :

Uma inequagdo é dita modular quando a incégnita

. O grafico da funcdo modular é a reunido de duas
se encontra na forma de maodulo.

semirretas de mesma origem. Observe que:

Exemplos: Para x > 0, temos o grafico da reta y = x.

1°) Resolver a inequagdo |x| > 7. L N
Para x < 0, temos o grafico da fungdo y = —x.

Observe que ha dois intervalos reais que satisfazem
a essa condic80: x < -7 ou x > 7. A imagem da fungdo modular é o conjunto

Portanto, S ={x e R | x < -7o0ux > 7}. Im={yeR|y=0}.

29) Resolver a inequagdo |x| < 7.

Observe que ha apenas um intervalo que satisfaz a GRAF|COS DE FU NC(j ES |@
essa condigdo: -7 < x < 7. l
MODULARES Q)

Portanto, S={x e R | -7 < x < 7}.

GENERALIZANDO L. ~
Graficos de funcoes da forma

y = [f(x]]

Seja a um numero real positivo. Ha dois casos possiveis:

19 caso: x| >a<x<-a oux>a
Esse tipo de grafico é obtido pela “reflexdo” ou
° “rebatimento”, em relagdo ao eixo x, das partes do grafico
20 caso: x| <ae>-a<x<a )
nas quais f(x) < 0.

4 Colecao 6V



Exemplos:

19) Esbogar o grafico da fungdoy = |x - 2|.

Inicialmente, vamos desconsiderar o modulo e

esbogar o grafico da fungdoy = x - 2.

Y

-2

/|

Agora, basta efetuar uma reflexdo, em torno do

eixo x, da parte do grafico que possui ordenada

negativa.
y
N
o)
_2//
OBSERVACAO

O gréfico da fungdo basica y = |x| também pode ser
obtido por esse processo.
29) Esbocar o grafico da fungdo y = |x? - 4x + 3]|.

Inicialmente, vamos desconsiderar o mddulo e

esbocar o grafico da funcdo y = x2 — 4x + 3.

Y

Funcao Modular

Efetuando a reflexdo em torno do eixo x, temos o seguinte

grafico:
Yy

Outros graficos

Exemplos:

<<
(&)
-
<C
=
L
'_
<
=

19) Esbogar o grafico da fungdo y = [x| + 3.

Basta esbogar o grafico

da fungdo y = |x| e, em

seguida, deslocar esse grafico 3 unidades para cima.

y=Ixl+3

LY =Ix

29) Esbogar o grafico da fungdoy = |x - 1| - 2.

Basta esbogar o grafico

da fungdo y = |x - 1] e,

em seguida, deslocar esse grafico 2 unidades para

baixo.

19 passo: Esbogo do gra

fico da fungdoy = |x - 1]:

Nesse caso, podemos utilizar o “rebatimento” em

relacdo ao eixo x, descrito anteriormente.

Inicialmente, desconsideramos o mddulo e esbocamos

o graficodey = x - 1.
y

0]

/1 x

>
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Em seguida, basta efetuar uma reflexdo em torno
do eixo x, da parte do grafico que possui ordenada

negativa.
Yy
y=Ix-1]|
\1
(0] /,"1 X
-1

29 passo: Transladamos o grafico da fungdo
y = |x - 1| construido anteriormente 2 unidades
para baixo. Para isso, é necessario encontrar os
pontos de intersegdo dey = |x - 1| - 2 com o0s eixos
coordenados:
» Intersegdo com o eixo Oy
Fazendox=0=> y=|0-1|-2=>
y=1-2=y=-1
e Intersegdo com o eixo Ox
Fazendoy=0= 0= |x-1|-2=>

Ix-1] =2=

X-1=2 X =3
ou < ou
X-1=-2 X=-1

39) Esboco do grafico da fungdoy = |[x - 1] + |x + 2].

Vamos calcular as raizes das expressées dentro dos
modulos:

X-1=0=>x=10ux+2=0=x=-2

Logo, podemos usar o seguinte esquema:

X< =2 -2 -2<x<1 1 x>1

y=-(x-1)-(x+2)|y=-(x-1)+x+2|y=x-1+x+2

y=-xX+1-x-2 |y=-Xx+1+x+2 y=2x+1
y=-2x-1 y=3
(fungao I) (fungdo II) (fungdo III)
Colecao 6V

Dai, observe que ha trés fungbes, uma para cada
intervalo de x. Representando tais fungdes em um
mesmo sistema de coordenadas cartesianas, temos:

Fungdo I y Fungdo III

Fungédo II

4°) Esbogo do grafico da fungdo y = ||x| - 1].

Inicialmente, esbogamos o grafico da fungdoy = |x].
Em seguida, deslocamos esse grafico 1 unidade
para baixo, obtendo o grafico da fungdoy = |x| - 1.
Finalmente, “rebatemos”, em relacdo ao eixo x,
a parte do grafico com ordenada negativa, obtendo

o grafico da fungdo y = ||x| - 1].
y = IX|
Yy
(e} X
y=Ixl-1
Y
-1\ O 1 X
-1
y = lIx] - 1]
y
1
-1 0O 1 X
NP
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EXERCICIOS DE

RESOLUGOES NO
Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

02.
N6D

©

03.

04.
YBCK

(Insper-SP) A figura a seguir mostra o grafico da fungdo f(x).

O numero de elementos do conjunto solugdo da equagdo
|f(x)| = 1, resolvida em R é igual a:

A) 6. C) 4.
B) 5. D) 3.

E) 2.

(CEFET-MG-2017) Seja f(x) uma fungao real.
O grafico gerado pelo modulo dessa fungédo, |f(x)]|,

A) nunca passara pela origem.
B) nunca passara pelo 3° ou 4° quadrante.
C) intercepta o eixo x somente se f(x) for do primeiro grau.

D) intercepta o eixo y somente se f(x) for do segundo grau.

(UFMS-2020) Seja f: R —» R uma fungdo modular,
representada pelo grafico a seguir:

Yy

A fungdo f pode ser representada por

A) Ix| + [x+ 7]. D) |x+ 2| + [x + 5].
B) |3 —x|+ |x—4]. E) X+ 9] —[3x+ 2].
C) —Ix| + |x—-7].

(CEFET-MG) O dominio da funcgo real f(x)=\1-[x| &
o intervalo:

A) {xeR|x<-1loux>1}

B) {xeR|x<-1loux=>1}

C) {xeRl-1<x<1}

D) {xeR|-1<x<1}

05.
ZRC8

06.
0621

(UESC-BA) Para fazer um estudo sobre certo polinGmio
P(x), um estudante recorreu ao grafico da fungdo
polinomial y = P(x), gerado por um software matematico.
Na figura, é possivel visualizar a parte da curva obtida
para valores de x, de -5 até 2,7.

Y

= N WD O N 0O

O numero de raizes da equagdo |P(x)| = 1, no intervalo
[-5; 2,7], éigual a
A) 2.

C) 4. E) 6.

B) 3. D) 5.

(PUC Rio) Qual dos gréficos a seguir representa a fungédo
real f(x) = |3x - 1|?

A) D)

|

B)

E) y

(W]
X

W=

0

Wl
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https://youtu.be/jwT5pMLHzKs
https://youtu.be/t4RsECGWFkg
https://youtu.be/Lf8NcVIygoA
https://youtu.be/AnuOBNEiAUI

Frente A Modulo 12

07.
MAOA

)

08.
EE65

)

(Unit-AL) Sabendo-se que x, e x, sdo numeros reais distintos que satisfazem a equagdo |3x + 10| = |5x + 2|,
é correto afirmar que o valor de |x, — x,| é
15
A) Z. B) 4. c) 11, D) 6. gy 13,
2 2 2
(UECE-2017) Se as raizes da equagdo x2 - 5|x| - 6 = 0 sdo também raizes de x2 - ax - b = 0, entdo, os valores dos niimeros

reais a e b sdo, respectivamente,
A) -1eb6. B) 5e6. C) 0e 36. D) 5e 36.

EXERCiCIOS PROPOSTOS ((® Bernouii ptay)

01.

02.
61C0

03.
C3EN

04.
KAQ3

©

(UDESC) A alternativa que representa o grafico da fungdo f(x) = |x + 1| + 2 é:

A) Q) E) Y
13
12
N
5 =2 —'1_?__ N2 3 X
—24
B) D)
10 1 2 3 4X 4/3 210 1 2 3%

(FGV-SP) A soma dos valores inteiros de x que satisfazem, simultaneamente, as desigualdades [x - 5| <3 e |[x-4|>1¢é
A) 25. C) 16. E) 21.
B) 13. D) 18.

(Mackenzie-SP) Os graficos de f(x) = 2|x? - 4| e g(x) = (x - 2)? se interceptam em
A) apenas um ponto. C) trés pontos. E) nenhum ponto.

B) dois pontos. D) quatro pontos.

(EsPCEx-SP-2018) Sabendo que o grafico a seguir representa a fungdo real f(x) = |[x - 2| + |x + 3|, entdo o valordea + b + c é
igual a

R4

Mlocccocooo
()
Ellccococoocoo
Xy

Desenho Ilustrativo Fora de Escala

A) -7. B) -6. E) 10.

(@]
~
»
v
-
[&)]

8 Colecio v


https://youtu.be/5ItZXfdapzU
https://youtu.be/1Q3rxZiMHDA
https://youtu.be/y_nl-cmAiaA
https://youtu.be/WdaCQ3Hm02s
https://youtu.be/DY-hO2I3yDg

05.
Y338

06.

07.
FBIN

(PUC Rio) Considere a fungdo real f(x) = |-x + 1].
O grafico que representa a fungdo é:
A Yy
) \\\3;_
1
-3 -2-10 1 2 3%
_1__
-21
B) Y
2._

0 y

N+
W+
X

D y
) 2]

E) y

(EsPCEx-SP-2017) O conjunto solugdo da inequagao
||x = 4] + 1| < 2 é um intervalo do tipo [a, b]. O valor
de a + b éigual a

A) -8. D) 2.
B) -2. E) 8.
C) o.

(UFRGS-RS) Considere as desigualdades definidas por
|x + 5| <2e|y-4| <1representadas no mesmo sistema
de coordenadas cartesianas.

Qual das regides sombreadas dos graficos a seguir melhor
representa a regido do plano cartesiano determinada pela
intersegao das desigualdades?

08.

09.

Funcao Modular

A) vA
X
B) YA
I <
©
> 2
0 X =
Ll
'_
<
©) YA =
0 X
D) yA
0 x'
E) yl\
0 X

(UFLA-MG) Se y = |x|? - 5|x| + 6, a afirmativa correta é:
A) y se anula somente para quatro valores de x.

B) y possui apenas um ponto de minimo.

C) y se anula somente para dois valores de x.

D) y ndo é uma fungdo par.

(FGV-SP) No plano cartesiano, os pontos (x, y) que
satisfazem a equagao |x| + |y| = 2 determinam um
poligono cujo perimetro é:

A) 2/2 c) 4/2

B) 4+2/2 D) 8 +4/2

E) 8/2

Bernoulli Sistema de Ensino 9


https://youtu.be/OtfLUH2zVjk
https://youtu.be/p5wvxn9aD_4

medulo 12 [

10.
MUTV

©

9M6D

v ©

13.
NWJ5

()

14,
8FZI

)

(UECE) Em um referencial cartesiano ortogonal,
no qual a unidade linear é o centimetro, a area da
regido limitada pelo grafico da equacdo |x| + |y| = 1,
em centimetros quadrados, é:
A) 1

B) 2

D) V2

IS

Q)

(UFRJ) Considere a fungdo f: R — R, definida por
f(2x) = |1 - x|. Determine os valores de x para os quais
f(x) = 2.

(PUCPR-2017) Considere os seguintes dados. Pode-se dizer
que quando duas variaveis x e y sdo tais que a cada valor
de x corresponde um Unico valor de y, segundo uma lei
matematica, diz-se que y é fungdo de x. Considere uma
funcdo f: R - R*, que é representada pelo grafico a seguir.

y
3,0

2,5
2,0
1,5
1,0
0/5

-4 2 -1 1 2 4

<Y

Analisando o grafico, julgue as proposicoes a seguir:
I. féimpar

II. f é injetora.

IIL. A lei matematica de f é f(x) = ||x| - 1].
IV. f é crescente se, e s se, x > 1.

V. (fof)(-1) = (fo f)(1).

A) Somente II é correta.

B) Somente I é correta.

C) Somente III e V sdo corretas.

D) Todas as proposigdes sao corretas.

E) Todas as proposicbes sao falsas.

(EN-RJ) A reta no R? de equagdo 2y - 3x = 0 intercepta

x> -1

o gréfico da fungdo f(x)=|x]|. nos pontos P e Q.

Qual a distancia entre P e Q?

A) 2415 C) 27 E) 5
2
B) 2V13 D) V7

(UDESC) A area da regido fechada delimitada pelas
fungdes f(x) = |x|, g(x) = |x - 2] e h(x) = |x - 3|,
em unidades de area, é igual a:

A) 1 c) /2 E) 2/2
1
B) 5 D) 2
10 Colecao 6V

SE

01.

02.

CAO ENEM

Em uma gincana escolar, uma das etapas consistia

na resolucdo de um desafio matematico. O professor

forneceu uma série de informagdes acerca de um

numero Y. A primeira equipe que conseguisse determinar

esse numero venceria a prova.

As informacdes eram as seguintes:

e O numero Y é natural.

e O numero |Y - 2| + 4 encontra-se a 10 unidades da
origem da reta real.

Acerca do numero Y, podemos concluir que
A) é um numero primo.

B) possui 6 divisores naturais.

C) é divisor de 56.

D) é um namero impar.

E) é mdltiplo de 3.

A elaboragdo de um programa computacional consiste em
fornecer uma série de comandos ao computador para que
0 mesmo execute uma determinada tarefa. Tais comandos
devem ser dados em uma linguagem apropriada,
chamada linguagem de programacao. E comum que um
programador, antes de digitar o programa propriamente
dito, crie um algoritmo, ou seja, uma espécie de rascunho
que contém a sequéncia de operagGes que o futuro
programa devera executar. Um programador escreveu
em um papel o seguinte algoritmo:

Passo 1) Dados iniciais

X,+ valor de entrada

Passo 2) Faga x, - 1.
Passo 3) Se |x, — 1| = 6, entdo FIM.
Passo 4) Se |x,—1| # 6, entdo VOLTE AO PASSO 2, UTILIZANDO

SE

GABARITO

[x, — 1| COMO DADO DE ENTRADA.

Apds a implementagdo do programa, foram feitos varios
testes. Em um desses testes, verificou-se que o passo 2
foi repetido uma Unica vez, antes de o programa terminar.
O numero de valores reais possiveis para o dado de
entrada x,, nessas condigbes, ¢ igual a

A) 1. c) 3. E) 5.

B) 2. D) 4.

CAO FUVEST/UNICAMP/UNESP

Meu aproveitamento /\/\7'

Aprendizagem  Acertei Errei
O 01.B O 03.B O 05.D O 07.C
O 02.B O 04. D O 06. D O 08.C
PFOPOStOS Acertei Errei
O 01. A O 06. E O 11.x=-2
O 02.E O 07.E oux =6
O 03.C O 08. A O 12. C
O 04.C O 09. E O 13.B
O 05. A O 10.B O 14. A
Se C ao Enem Acertei Errei
O 01.C O 02.B
Total dos meus acertos: de . %



https://youtu.be/powqNd9txnA
https://digital.bernoulli.com.br/midia.php?id=6364
https://youtu.be/SqLJPTL0JEA
https://youtu.be/GDKm-Qy5oHA
https://youtu.be/opSqevJ9av8

