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1.1 Verificar ou calcular o valor dos limites

VestCursos

1.1.1 Limites Triviais ou Imediatos:

a) Quando jd se tem o grdfico ou quando ele é facilmente esbogdvel

Limites Laterais

Escrevemos
lim f(x)=1L
x—a
e dizemos que:
o limite de f(x) é igual a (L) quando x se aproxima de (a) pela esquerda.
Isso quer dizer que quanto mais proxima a variavel independente (x) estiver da abscissa (a),

a partir de valores menores que (a), mais proxima a variavel dependente (y) estara da ordenada (L).

Analogamente:

Escrevemos
lim f(x)=1L
x—at

e dizemos que:

o limite de f(x) éigual a (L) quando x se aproxima de (a) pela direita.
Isso quer dizer que quanto mais proxima a variavel independente (x) estiver da abscissa (a),

a partir de valores maiores que (a), mais préxima a variavel dependente (y) estara da ordenada (L).

Definicao Simplificada

> f(a) é ovalor da ordenada que uma
funcao qualquer atinge quando x vale a
» Limite de f(x) é o valor da ordenada para a qual tende uma
funcao continua quando x tende para a

YA YA

L L
f(x) ; F(x) M N

0 X > a

=Y
(=]
Q
=Y

« X

a) lim f(x) =L b) lim f(x) =L
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12 Caso: o0 grafico ja esta desenhado, basta olhar e responder

VestCursos

1) Identifique quais sdo os Limites a Esquerda e a Direita da abscissa 5:

y
10 Respostas:
lim f(x) =
4 |- 7

lim_f (x) =

Mas lembre que: f(5) =

292 Caso: graficos facilmente esbocaveis

2) Funcgdo Sinal (Signal Funtion)

Dada a fungio (f(x) =sgn(x) = |J;_|) , encontre: ’lcl_gl_ f(x) e )lcl_)rggr f(x).

Resolucio:
y :: Respostas:
1 ii) Dai
lim f(x)=
> x—-0"
X . _
Lim, f(x) =
1<) Mas perceba que f(0)

3) Funcao Parte Inteira

Sendo f(x) = |x], ou seja, para qualquer (x) Real, f (x) é o maior valor inteiro

menor que ou igual a x,para (n € N), encontre:

3; fx)=1x] Resolucio:

3 —o

2 —o0 i — [ = i =

1 lim_ f(x) = lim f(x) = lim_ f(x) =
2 1 1 2 3 4 lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) =

X x—3+ x-n~ x-n*
lim1 _fo) = lim  f(x) =

e x— _"+i) x—>(+n+7)
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Limites Bilaterais (ou simplesmente Limites)

VestCursos
Selim f(x) = lim f(x) = L, entdo escrevemos: limf(x) =L
x-a~ x—at x-a

Limites

Suponha que f(x) esteja definida com seu Dominio em um intervalo contendo (a),

()
exceto possivelmente a abscissa (a), entio escrevemos:

limf(x)=1L
x—a
e dizemos que:

o limite de f(x), quando x tende para a abscissa (a), é igual a ordenada (L).

Isso quer dizer que quanto mais proxima a variavel independente (x) estiver da abscissa (a),
tanto por valores inferiores a (a), quanto por valores superiores a (a),

mais proxima a variavel dependente (y) estara da ordenada (L).

» O Limite (lim fx) = L) existe se e somente se
x—a

o Limite a Esquerda de (a) for igual ao Limite a Direita de (a):
lim f(x)=lim f(x)=L-limf(x)=1L
x—-a~ x—at x-a

Sendo L um valor finito e bem definido.

(x) Analise os 3 graficos seguintes, que sdo idénticos, exceto para a abiscissa (a):

y y
L $—— L ¢---- L $
f(a) '3
a X a X a X

Perceba que,independentemente do que ocorra com o grifico da funcao f

quando a abscissa for (a), sera verdade que: lim f(x) = lim fxX)=limf(x) =1L
xX—a x—a x—-a

Todavia: a) f(a)=L ; b)f(a)#L ; c)f(a)?A (Nio existe)
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VestCursos

Definicdo de Fungdo Continua em um ponto:

Uma funcio f(x) é continua no ponto (a,L) se limf(x) = f(a) =L
x—-a

* Perceba que dos 3 graficos anteriores, somente a fungio do caso (a) é continua no ponto (a, L).

Importante! Da definicao de continuidade decorre que:
1) f(a) estd definida, ou seja, (a) pertence ao Dominio e (f(a)) pertence a Imagem
2) lim f(x) existe,ou seja lim f(x) = lim f(x)

x-a x-a~ x—at

3)lim f(x) = f(a)

Exemplo de Aplicacio: Escola Naval (2008)
Julgue como verdadeiro ou falso: Seja f uma funcao real de variavel real.

Se a pertence ao dominio de f e lim f(x) = lim f(x) = b,entédo f(a) = b.
xX—a x—-a

Definicdo de Fungdo Continua (a esquerda e a direita de um ponto e em um ponto)

» Uma fungio f(x) é continua a esquerda do ponto (a,L) se e somente se:
lim f(x) = f(a) =L
x—-a

» Uma fungio f(x) é continua a direita do ponto (a,L) se e somente se:
lim f(x)=f(a) =L.
x—a*

» Uma fungio f(x) é continua no ponto (a, L) se e somente se:
lim f(x) = f(a) =L
xX—a

» Uma fungio f(x) é continua em um intervalo se ela for continua

em todos os pontos do intervalo em andlise.

yaf(X)=li VW) ={x} v FO0 =1x]
'S o 4 o—e
3 ® o 3 o—e
2 . o 2 o—e
1
1 ® o o P P P o P o p p P 1 °
X ) X 5 3 4 3 2 1 1 2 3 4
X 4 3 2 - oI 1 2 3 4 5 6 X o—e 1 !
®
o . 2
[ 2 O
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b) Limites de Fungdes Continuas

Sdo aqueles cujo valor do limitante (a) pertence ao dominio da fungdo, ou seja, quando o valor do
limitante (a) ndo gera indeterminacdo na lei de formagcdo da funcdo. Neste caso, basta calcularmos o valor
de f(a) para obtermos o limite L, pois: 561_1)1; f(x) = f(a) = L.

VestCursos

Mas, quais sao as Funcgoes Continuas?

Todas as Funcoes desta seccdo (de Dominio e Contradominio nos Reais) sdo continuas em seus Dominios
Maximos (com excecdo das 3 ultimas).

Defini¢io de Fungdo: Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, uma funcdo f de A em B é uma relacdo que
associa a cada elementox€A, um inico elementoy €B. Sendo A chamado de Dominio e B de
Contradominio. Imagem é o conjunto de elementos do Contradominio que possui relacdo com pelo menos
1 x. Lei de Formagdo de uma Fungdo é a Relacdo existente entre o Dominio e a Imagem.

Ou seja, 3 coisas definem uma Fung¢do: Dominio, Contradominio e Lei de Formacdo
(Sendo que, a Lei de Formagao, a partir do Dominio, determina a Imagem).

Notas:

» Uma mesma Lei de Formagdo pode ser associada a infinitos Dominios e Contradominios.
» Dominio Maximo e Contradominio Maximo de uma Fungdo sdo os conjuntos mais abrangentes que

ainda preservam a principal caracteristica de uma funcdo: para todo x pertencente ao Dominio
deve existir exatamente 1y associado (ou seja, cada x so pode possuir 1 imagem). Mas, sim, uma
imagem pode estar associada a mais de 1 x, sem prejuizo da definicdo.

Encontrar o valor dos Limites em intervalos onde as funcées sdo continuas é muito
fdcil pois basta calcular o f(a) e igualar o valor encontrado ao limite desejado.

Propriedades das (Funcées Continuas em seus Dominios)

Sejam f(x) e g(x) fungdes continuas, entio:

A soma ou diferenga de funcgdes continuas 0 produto ou a divisdo de fungdes continuas
gera funcdes continuas: gera funcdes continuas:
h(x) = f(x) + g(x) ou h(x) = f(x) —gx) fx)
h(x) = f(x).g(x) ou h(x) =—=
9(x)
A composicao entre funcdes continuas A exponenciaciao entre duas funcoes

gera funcdes continuas:

h(x) = f(g(x))

h(x) = f(x)9®

sera continua (nos Reais) para todo Dom.
no qual f seja sempre maior que
ou igual a zero, contanto que
f e g ndo sejam nulas ao mesmo tempo.

Exemplo: h(x) = (senx)sem®)
Sera Continua nos Intervalos (0, )
Sera Descontinua no Intervalo [, 2] nos Reais.
1

Ex: (— %)_7 = (—2)% =vV-2=iV2
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Notas ao Leitor

v Para que vocé domine os Limites das seguintes fungdes, sera necessario que vocé ou se recorde ou
saiba identificar rapidamente os Dominios de todas elas, assim como que se recorde ou saiba
esbogar rapidamente os graficos de todas elas.

v’ Talvez isto seja complicado neste momento por causa de eventuais deficiéncias em Matemitica
Basica. Mas, de uma forma ou de outra, sugiro que néo se preocupe! Nao tente decorar todos estes
graficos na forga bruta, ndo ha necessidade!

v Apenas continue a leitura e o estudo desta apostila, pois ao longo dos capitulos e ao final do tépico
Anélise Grafica o aluno ja NAQ ira precisar lembrar de grafico algum, pois ja sera capaz de esboga-los

todos rapidamente.

Lista de Todas as Funcoes Continuas Frequentemente Usadas
Qualquer funcao derivada da forma basica conhecida como

Funcio Poténcia ou Power Function: f(x) = a.xP (a e p constantes e € R)

Fungao Constante, a=0oup =0: Funcao Polinomial com um Unico termo,

f)=0 ou f(x)=a p=nezi f(x)=ax"

1 3 1 =1
Funcao Radical, com p = — nezp: BURGED [MEAFTees, e =

a
f(x) = aVx fx) = x

E qualquer outra composicio da forma a.xP (ne m € z; (Inteiros nao nulos)):
Funcio Polinomial Genérica: P(x) = a,x" + a,_x* 1+ a;x + a,

P(x) apx™+a, (X" '+--a;x+ag
Q(x) bpx"+b, x"1+ . a;x+a

Func¢iao Racional Genérica:

x3+4x -7 2x + 4x x2+2
2

T =33 15,2 5 hx)=
—x5>+3x—8 9(x) 3x3 4+ 2x (x) xz -2

Exemplos de Fungio Racional: f(x) =

Funcdes Algébricas: representam o caso mais geral de composicoes algébricas
(Somas, Subtracoes, Multiplicacies, Divisoes e Raizes) a partir da forma basica (a. xP).

Perceba que, inclusive fungdes como a seguinte, sdo continuas em seus dominios:

x3+4x—-7

1 3
Ex.de Funcio Algébrica:3x% + -+ 3/x» + =~ = °
x.dae ung:ao ge rica X p X —x5+3x—8

As Funcbes Exponenciais e Logaritmicas

Funcdo Exponencial, a € R, ea # 1,x €R: Funcdo Logaritima, a € R, ea # 1,x € R,:

f(x) = a* f(x) = log,x
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VestCursos

* Todas as Fungdes Trigonométricas

* Cada uma com o seu respectivo Dominio Maximo dentro dos Reais

Circulares sen(x), cos(x), tg(x), csc(x), sec(x), ctg(x)

-1 — -1 —
. sen X) = arcsen(x), cos X) = arc cos(x),
Circulares Inversas ( ) ( )' ( ) ( )

csc 1(x) = arc csc(x), sec™1(x) = arcsec(x)

tg~1(x) = arctg(x), ctg~'(x) = arc ctg(x)

Hiperbodlicas senh(x), cosh(x), tgh(x), csch(x), sech(x), ctgh(x)

=il _ -1 —
Hiperbolicas Inversas senh™"(x) = arg senh(x), cosh™'(x) = arg cosh(x)

csch™1(x) = arg csch(x), sech™'(x) = arg sech(x)

tgh™1(x) = arg tgh(x), ctgh™'(x) = arg ctgh(x)

A Funcao Modular e a Funcao Sinal

Fung¢do Modular: Funcgdo Sinal:
(x) = |x| X |x|
! FG) = sgn(@) = 7o ou f(0) = sgn() = =

Nota: sinal em Inglés se escreve signal.

As 3 Excecoes Importantes

As seguintes funcgdes sao descontinuas em pontos do seu proprio Dominio:

Fungao Parte Inteira de x Maior inteiro que nao excede x:
Ou Fungio Piso (Floor Function) fx)=1x]
Funcao Parte Fracionaria de x O que resta depois que se retira a parte interia de x
Ou Funcio Serrote ou Dente de Serra fX)={x}=x—|x]

(Saw Tooth Wave Function) Perceba que: | x|+ {x)=x

Funcao Menor Inteiro = x 0 menor inteiro que excede ou se iguala a x:
Ou Funcgao Teto (Ceiling Function) fx)=1x]
Perceba que: [x]|+{x}=x+1

Nota Importante: a simbologia adotada para as 3 fungoes acima varia de livro
para livro. Mas nio se preocupe, pois sempre que for cobrada alguma questio sobre o assunto,
haveri uma legenda na questio explicando o significado dos simbolosusados: (| |, { }, [ ] etc).
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Agora,vamos para exemplos de Limites em Fungdes Continuas.

VestCursos

Relembre:
Definicdo de Fungdo Continua em um ponto:

Uma funcgio f(x) é continua no ponto (a,L) se lim f(x) = f(a) = L.
x—a

Dessa forma, o aluno deve entender que todos os seguintes limites abaixo sao TRIVIAIS,

pois para se calcular o valor dos limites relativos a abscissa (a), basta que se calcule f(a).

Fungbes ou composicoes provenientes da forma basica: f(x) = a. x"

lim(5) = 5 (Importante) ; lim (2x) = —2m ; lirrzl(x2 —5x+6)=22-52+6=0
X—>—T X—

x—-a

lim( 2V +1+x/2_+x2+6 =li 2\/(3)+1+\/2(3)+—(3)2Jr6 =7+6
ikl et T _—g) % (3)2—4)
2 ., —x3+4x—9 2, —(1)? +4(1) -9
- 2% S x4+ — ) =312 4o+ DT +1-1
fﬂ’%(” LR +—x5+3x—8> 3TV T s 3-8

-6
=3+2+1+_—6=7

Funcoes Expoentes, Exponenciais, Logaritmicas

Funcio Expoente: lin;(xa) =5% ; Funcio Exponencial: ling(ax) =a®
X— X—

Exponenciacio entre duas funcoes: y

llm(xx) = X

x—e y=x

: sen(x)) —

)lcl:%([sen(x)] )

° 1 y = [sen(x)]*"
N1 !
n
X

Funcio Logaritmica: ligr(%o(log10 x) = log;, 100 = log;, 10%> = 2log,, 10 = 2.1 =2
xX—
Funcio Logaritmica na (base neperiana ou base de Euler (e)) : lim(ln(x)) =In(e) =1
x—e

Outro exemplo: lirrzl(ln(xxx +x% 4+ 2%+ x +logyx)) = ln(222 +2% 42242 +1log, 2)
X—
=In(2*+23+224+24+1)=In(16+8+4+2+1)=1In(31)
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Funcoes Trigonométricas

i sen(x) + cos(x) + tg(x) B
x>0\ csc (x + %) + sec(x) + ctg (x + %)

VestCursos

[ tg3(x) + sec®(x) , T s T
Lim (sen7(x) + cos?(x) ttg (x * Z) -Ctg (x + Z) B

Nota: as demais Fungées Trigonométricas serdo tratadas no Apéndice ao final deste Capitulo.

Funcao Modular e Fungao Sinal

1) xlirzls(x + |x| + sgn(x)) = y
. |x|
2) Complete: lim{x + |x| + — | = 3
x—-5 X
y =x+ |x| + sgn(x)
3) lim x+|x|+M = o |x|
o0+ X 1 y=x+|x|+7
e
4) Complete: xlirgl_(x + |x| + sgn(x)) = 0 1
Nota: o ponto (1,3) do grafico é s6 um 1 X

ponto de referéncia (pois 2 pontos determinam um reta.

Funcoes | x|, {x}e[x]:
D lim ([x]) + lim ({x D) + lim (Tx 1) =
2) tm ((xD+ lm ({x)+ lm ([x])=
3) tm (lxD+ lm ({xH+ lm ([x])=
4)qu(i1rg7)_(lx1+{x}+ [x]) =

5) lim (Ix]+{x}+[xD =

x—>(n+%) , (n€N)
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1.1.2 Limites Nio-Imediatos
Sdo aqueles nos quais a substituigdo direta do valor limitante na fungdo gera uma indeterminacio.

VestCursos

Temos duas Subclasses de Limites Indeterminados:

» Quando queremos achar o valor do limite (que é o tema deste topico):
neste caso, o valor do limitante ndo pertence ao dominio da funcao.

» Quando se deseja apenas aplicar zoom em uma fungio:
quando queremos saber como uma funcao se comporta nas proximidades de um ponto cuja
abscissa vale (a). Neste caso, o valor do limitante pode ou nio pertencer ao dominio da funcio.
Abordaremos este assunto mais a frente no topico sobre como se aplicar o0 zoom em uma funcio.

De uma forma ou de outra, para avaliarmos ambos os casos acima, utilizaremos artificios matematicos como:

v Técnicas algébricas basicas de Ensino Médio
v Limites Fundamentais
v" Teorema de L'Hospital

a) Técnicas Algébricas Badsicas

2
x“—4

Considere o seguinte Limite: lim =
-2 xXx—2

12 Andlise: Tentemos calcular o f(2) por Substituigdo Direta como temos feito até agora:

im 24 22t 0 G erteminacio)
;_72’12, x_2—2_2—0 naertemwnacao

Como ndo conseguimos calcular por Substituicdo Direta, teremos que aplicar outras técnicas para
conseguir calcular limites deste tipo.

22 Andlise: Estimativa do valor de L (ndo usual e impreciso).

2
Tomemos valores de x proximos a (2) e analisemos o que ocorre com a fungio f(x) = lxl_‘r)ré ); — 24 :
x <2 f(x) x> 2 f(x)

0 2 4 6
1 3 3 5
1,99 3,99 2,01 4,001
1,999 3,9999 2,00001 4,00001

Perceba que quanto mais (x) se aproxima da abscissa (2), mais préximo f(x) fica da ordenada (4).

Entretanto, por este método, ndo podemos afirmar categoricamente que L sera exatamente igual a 4.

Pode ser que L seja um valor muito préximo a ele como o 4,0000000001, ou um outro qualquer.
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32 Analise: Calculo Algébrico do valor de L (usual e preciso)

VestCursos

Para sabermos com precisdo o valor de L,realizaremos o seguinte procedimento (*):

f(x)

T ek S G ) CRO . (gr)Z)—zgj-Z)z—zL
sz x—2  amz (x—2)  xme o 7 B

Nota: Perceba que as fungoes f(x) e g(x) sdo quase idénticas, a Gnica diferenca é que
g(x) possui o valor (2) no seu dominio, enquanto f(x) nido o possui.

42 Analise: Agora,comparemos as trés seguintes funcgoes:

2_4 X +2
x4 — , para x
g0 =G+2) e hw={ x-2""

6, parax =2

f&x) =

fx) g(x) h(x)

Comparando os graficos,percebe — se que as trés funcdes possuem o mesmo limite em relagido
aabscissa (a=2): lim f(x) =1lim g(x) =lim h(x) = 4.
x—2 x—2 x—2

Nota 1: Perceba que para que o limite exista, o limitante (a) pode nem pertencer
ao Dominio da funcgio, como mostra o grafico da esquerda.

Nota 2: Perceba que somente a funcido do grafico do meio é continua no ponto (2,4).
52 Anilise: (Relembrando o Conceito de Continuidade):

Questio EFOMM 2011: Qual é o valor de p para que f seja continua no ponto de abscissa 2:

x2 —4 )
f) ={%=2"*%
3p—5x=2

Resolucio: Para que a fungio seja continua no ponto cuja abscissa vale 2, basta que lin% f(x)=f(2)
x—

Perceb lado temos: lim ¥ =ty FTREFD L (x+2)=2+2=4
erce aque,porum aado temos.: ;L)% x_2 = ;,17% (x—Z) = x';f% X = =

E por outro lado temos f(2) = 3p — 5,dali, pela Definicio de Continuidade:

lin% f(x)=f(2)—> 4=3p—5 ; Resposta: p =3
x—
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VestCursos
*

Método Geral ( = )

Sempre que f(x) for igual a g(x) para todo (x),

exceto possivelmente quando (x) for igual a (a),

*

entdo lim f(x)=Elim g(x),contanto que o limite exista.
x—a x—a

Sumario das principais formas de se calcular um Limite:
opera — se algebricamente até se poder aplicar o Método Geral.

Aconselho o leitor a prestar muita atencao nos seguintes limites,
pois eles sdo os mais recorrentes em qualquer prova!

1) Fatoragio:

2 _ Q2 _
Mnc;_§>=Hm<@(;¥§;$> m(x+3)=3+3=23=6

x—3 x—3

2) Desracionalizacao:

lim<vx+ \/_> i (\/x+ \/_>(\/x+ ++/3) lim<(x+3)_(3))
X =0 X (Vx+3++v3) 0\x(Vx+3++3)

x—0

1
= lim

£ (x(W 3+ f)) (W 3+ «/‘) 23

3) Mudanca de variavel:

(%—1
Ve —1

Ve —1 ~ i -1\ _ E-DE+D \i, ( t+1 )_2
i\Ve—1/) &i\ee—1) " ZN\e-DE@+t+1) i\ +e+1/) " 3

4) Binomio de Newton:

- [((x+ h)? - (x)? ~ [x% 4+ 2xh + h? — x? ~ (hQ2x + h)
lim = lim =lim|——
h—0 h h—0 h h—0 h

lim
x—-1

>; Vx ER->x>0- x =t®enotequex - 1implicaemt® - 1

>_ll (2x+ h) = 2x

Perceba que o exemplo 7 constitui justamente a derivada da fungio x? . (Assunto que sera abordado em breve)

(x + Ax)? — (x)z)
= 2x.

Na notagdo usal de derivadas teriamos: Se f(x) = x?; f'(x) = Alirr%< A
X—

Nota: no topico sobre o Teorema de ' Hospital, sera ensinado como efetuar todos estes limites aplicando sempre
uma mesmaregra! Todavia, as referidas técnicas algébricas sio muito importantes para elevar o nivel da sua
Algebra,pois tais recursos algébricos podem ser requisitados a qualquer momento nas questdes!
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b) Limites Inexistentes

VestCursos

Atencao!

— Seo Limite (L) existe <seja ele Lateral, Bilateral ou Ao Infinito),
entio ele possui um Valor (Unico, Finito e Bem Definido) para (L)!

— Limites Ao Infinito (ou seja, quando o limitante a = + ) existem quando lir_{l (f(x)) =1,
X—>1T 00

sendo (L) um Valor (Unico, Finito e Bem Definido).
— Limites Infinitos (L = + o) nio existem, pois L nio é um valor finito nem bem definido.
Limite Bilateral
- Sea+twe ,f‘l?}- fx) = )gl_)rng f(x) = L,podemos escrever gci_r)rt}f(x) =1L
pois se a = + oo, ndo existirdo os Limites Laterais ()girg}_ f(x) ou ,fi’;ﬂ f(x))

e para que o Limite L exista devemos ter também L # + co.

Teorema da Unicidade do Limite:

Se o Limite (L) existe, ele é Gnico!

Caso 1. Dado o grifico de f(x):

Todo Limite (Lateral ou Bilateral) é Gnico, ou seja, s6 pode existir 1 valor associado a ele.
Logo, para que um Limite Bilateral exista em torno de um ponto (a,L), devemos ter:
lim f(x) = lim f(x)=limf(x) = L, paraa# +o.
Perceba que

N i f = im0 =

- lin} f(x) existeeéiguala !
X

2__
/\ Mas:
1_._

lim f(x) = lim, f(x) =

=Y

o+
o
B
h

0 [

- lim f(x) nio existe!
x-1

Note que a funcao acima é descontinua tanto quando a abscissa é 1 como quando a abscissa é 4.
Note também que f(1) A,mas f(4) 3,sendo f(4) =3

Lembre — se de que: (3) significa (nio existe), enquanto que: (3) significa (existe)
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Caso 2:

] T
lim sen (—)
x—0 X

b

VestCursos

Perceba que o limite nesse caso nio esta bem definido, pois seu valor varia de [—1,1].

Logo:

[lxi_r)r(} sen (g)] A (Nio existe)

1
a)y—x

a) -

Caso 3:

Os Limites Infinitos

Analise os Graficos abaixo:

1
-+ 4
b)y x_2+

b)

Perceba que:

1 1
lim (—) =—oo0e lim (—) = +o0

x=0" \X x-0t \Xx
1
+4)=—ooelim< +4)=+oo
X — 2 x-2t \x — 2
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» Dizer que um Limite é igual (1) é apenas uma forma matemitica:
e dedizer que ele nao existe
e edeexpressar a suatendéncia.
Por exemplo:
v Escrever chilnaf(x) = 400, significa dizer que:

VestCursos

quando x aproxima — se de (a), y assume valores cada vez maiores
v Escrever lim f(x) = —oo,significa dizer que:
X—a

quando x aproxima — se de (a), y assume valores cada vez menores

» 0 infinito (+o) ndo é um nuimero, logo ele ndo segue as propriedades numéricas
de adicao, subtracao, multiplicacdo, divisao, potenciacgao, radiciagao.

(0e]
Sendo assim, as seguintes expressoes sdo indeterminadas: co — o, — etc.
(0/e]

Nota Importante: Os Limites abaixo EXISTEM por possuir um
Valor Unico, Finito e Bem Definido,

mas NAO sio Limites Laterais NEM Bilaterais. Sio apenas Limites Ao Infinito (apenas isso).
(1 (1
lim <—) =0e lim <—) =0
X—>—o0o0 \X X—>+o00 \X

1 1
lim( +4)=4elim< +4>=4
x——00 \X — 2 x—>+00 \X — 2

Perceba,porém, que NAO FAZ SENTIDO ESCREVER os seguintes limites:

1 1
lim (—) nem lim (;) ,pois nao existem limites laterais com respeito ao infinito.

x—oo~ \ X X—00

X—>—00

- 1 1
Ou seja, o0s seguintes limites NAO sao limites laterais: lim (x > + 4) =4e lirf <x + 4) =4
_ oo \ oy —

Nem o lim f(x) é bilateral. Atente para a seguinte convengio: lim f(x) = lirJrrl f ().
X—00 X—00 X— [ee]

! +4)—z' (1 +4)—4
X—2 = AT 2 =

Assim,por exemplo, temos que: lim ( o

X—>00

Perceba que, assim como, por convengdo, (3 = +3, 4 = +4),também temos (co = +0).

. (1 . (1 y
Nota: lim (—) = +oo e lim (—) =+
x—-0~ \x2 x—0+ \x2
Como o Limite a Esquerda possui a mesma tendéncia do 1
Limite a Direita, podemos escrever o seguinte Limite Bilateral: Y=
tim ( ! )=+ !
im|—=)=+40 y=—
M\ 2 Y=

Ainda assim, tal limite Nao Existe,uma vez que o limite é infinito,
ou seja, ele nio assume um valor finito nem bem definido!



VestCursos

Resumo sobre a Inexisténcia de Limites (Analise nos Reais)
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c) Assintotas
Assintotas

Assintotas Verticais

VestCursos

lim f(x) = +o0 , lim+f(x) =400 , lim f(x) =+
x—-a x—a x—-a

lim f(x) = —oo , lim+f(x) =—o00 , lim f(x) = —»
x—-a x—a x—-a

Aretax = a é considerada uma assintota vertical da funcio f(x),

se pelo menos uma das seguintes afirmacdes for verdadeira:

VA VA VA

e

- Y
=Y

lim f(x) = —o lim f(x) = —oo0

VA VA VA
lim_f(x) = 400 lim f(x) = 4o
x—=a x—at

X

lxll‘l; f(x) = —0Co

lim f(x) = 4+
X—=a

=Y

0 a X o/a

Assintotas Horizontais

\ e

xl_i)r_noo(f(x)) =a (eparaumN,sex <N - f(x) # a)
xl_i)rlloo(f(x)) =a (eparaumN,sex > N - f(x) # a)

Aretay = aé considerada uma assintota horizontal da funcgio f(x),

se pelo menos uma das seguintes afirmacgdes for verdadeira:

VA V4 VA VA

lim f(x)=a

X——=00

=Y
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VestCursos

Casos Mais Importantes!

Casol)L = lim

x—>too

AmX™ + Qo x™ 1+ o+ agxt + aq
bpX™ + by x" 1+ -+ bixl+ by |

/ Tende a 0 para |x| grande

_ 5 X™ (o + ",lcl+ i m1+ _ Ay x™
= A b, _ N ‘J'J&(b xn)
xn(bn+n_1_|_...+ 1 0 n
%

xn— 1+xn

Tende a 0 para |x| grande

a xm
Sempre que L = llzrn ( bmx" ) s6 existem as trés seguintes possibilidades:
x—>+oo n

» m>n »L =+ (Dependera do Sinal de —) (N3ao ha Assintotas)

» m<n-o>L=0 (y = 0 é uma Assintota Horizontal)

> m=n ->L=-"F (y = = é uma Assintota Horlzontal)
Exemplos:
y 2x3—2x+5 0l 2x*—2x+5 y 2x*—2x+5
a) ot \1x3 + 3x +7 ) o\ 1x® +3x +7 ) x40\ 1x5 +3x +7
Nl 39x1% — 17x15 + 5x2 y 15x20 — 26x'> + 8x? y 10x2° —9x3 + 8
) xleo \ 13x1° + 8x7 + 7x 2 x4oo\ 5x19 + 3x13 + 2x f) X060 \ 521 + 2x1L + 22
Solucoes:
2 5
, 2x3—2x+5 , xg(z_p‘*‘ﬁ) _ _
a) lim |—5——%—5|= lim = lim = lim( )=
x->+o \1x3 +3x+7 xX—+00 3 1+ i + 7 xX—+00 xX—+00
xZ
0l 2x*—2x+5 _ oy — lm( )=
) x—I;";noo 1x3 +3x+7 o x—l>7—noo - x—I;?;noo -
y 2x* = 2x+5) _ ( )_
D\ T et 7) T AT T )T

Tente resover de cabeca e em menos de 3 segundos cada exemplo a seguir!!!

<39x19 —17x15 + 5x2> B

d) i
) M\ 3y v 8x7 1 7x

X——00

e) lim
X—>+00

15x2%9 — 26x15 4 8x2 B
5x19 + 3x13 + 2x B

y 10x%0 —9x3 + 8
f) m 5x21 4 2x11 4 2x2
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VestCursos

CasolIl) L = lim
x-0%

A X™ + Ay X™ 7 4 axt
byx™ 4 bp_yx" 1+ -+ bix) )

=0
/xi (amxm‘i + Ao x™ 4 gy x4 a,-)\

. o [aixt
= lim | = lim -
x—0% ] ) . x—0% b]-xl
\ x| bpx™ ) + by x™ 17 + -+ bj i xt + b
=0

a;xt
Sempre que L = lim < blxl'> s6 existem as trés seguintes possibilidades:
x—0+ i

J

» i>j — L =0 (Nao ha Assintotas)
» i<j > L=+10(x=0¢éumaAssintota Vertical)

a
(Dependeré do Sinal de b_m e do sinal do expoente do 0 (0% ou 0‘))
n

» i=j ->L= % (Nao ha Assintotas)
J

Exemplos:
y 2x* — 2x% + 5x N 2x* — 2x% + 5x y 2x3—2x+5
) x50 \ 1x6 + 3x5 + 7x* ) 0\ 1x® +3x+7 ) Do\ 1x® +3x+7
D 1 39x19 — 17x'> + 5x2 .’ 15x20 — 26x'> + 8x? .y 10x2° —9x3 — 8
) 26\ 13x10 + 8x7 + 7x ¢) 26\ " 5x19 + 3x13 + 2x2 2 005 \5x21 + 2x11 + 2x5
Solucoes:

y 2x* — 2x2% + 5x _ x(2x3 — 2x +5) _ ( )—l' ( )_
@) xo0r \ 16 + 3x5 + 7x%) ~ 0% x*(x2+3x+7) e ~ xoot B

B 1 2x* — 2x% + 5x _ B
)xl—rf(} 1x3 +3x+7 _lm( >_

.y 2x3—2x+5 _ B
C)xll;rol 1x3 +3x+7 _x%(>_

Tente resover de cabeca e em menos de 3 segundos cada exemplo a seguir!!!

39x1% — 17x15 4 5x2 15x2%9 — 26x15 4 8x2 B
13x19 + 8x7 + 7x 5x19 + 3x13 + 2x2 |

d) lim = e) lim

x-0

x-0~ \ 5x21 + 2x11 4 2x5

i <10x2°—9x3—8>
im =
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d) Limites Fundamentais

Mais a frente,veremos que quando x se aproxima de

zero (em radianos), a fungio sen(x) tende para x e dai:

Exercicios de fixacdo. Encontre o valor numérico dos seguintes limites:
(3" - 1) B
< =
(e" — 1) _
~ =

1
lim [xsen (—)] =
X—+00 X

I (tg(x)> 3
m =

x-0 X

M}»

VestCursos

In(a)

lim
x—0

lim
x-0




g
1.2 Principais Teoremas

VestCursos
1.2.1 Teoremas sobre as Propriedades dos Limites

Por exemplo: é errado escrever da seguinte forma:
, 1
lim

1 12 Erro! 1 1 2°Erro!
ey _] _ [_] — o
t—1 t(t—l)] =1 ok tt—1) @

~

t-1

= 0
0 12 Erro ocorreu porque se usou as propriedades dos Limites em um caso que eles sdo Inexistentes

0 22 Erro ocorreu por se operar com o simbolo do infinito como se ele fosse um nimero.

1

1 ]_l_ (t—1) (;)l_ [1]_1_1
t—1 tt-Dl tlec—n| &l 717

O Correto seria operar algebricamente e usar o Método Geral da comparacio (*):
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1.2.2 Teorema sobre Desigualdade

VestCursos

Se f(x) < g(x) quando x estiver proximo de (a), exceto possivelmente em (a), entio

limf(x) <limg(x)=1L
x—-a x—-a

1.2.3 Teorema do Confronto ou do Sanduiche

y
Se f(x) < g(x) < h(x) quando x estiver proximo de (a), 1

exceto possivelmente em (a) e:

entao

se limf(x) = limh(x) =L g _ﬁ\
| i

limg(x) =1L 0
x—a

1
Exemplo: Mostre que li?{)l (xzsen (;)) =0
X
Tecnicamente, nio podemos simplesmente usar a propridade do produto:
1 1 1
lim [xzsen (—)] = lim(x?) lim <sen (—)) ,pois o lim (sen (—)) A
x-0 X x-0 x—0 X x-0 X

1
Entdo, facamos o seguinte. Partindo da inequacao basica (—1 < sen (;) < +1>

1
e como x? > 0 para todo x Real, entdo podemos fazer: (—xz < x%sen (;) < +x? )

Como: lirr&(—xz) = lirr&(+x2) = 0 Entdo, pelo Teorema do Sanduiche, devemos ter:
X— X—

1
lin01 (xzsen (;)) = 0. Visualizando graficamente, temos:
X

2

\\ '\7 =X '//i/,
\ V4
\\ {/,
N\
\
N
) P
\‘\ A o) N
L% Ay =x"sin(1/x)
P —/
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1.2.4 Teorema da Unicidade do Limite

VestCursos

» Se o Limite Lateral ou Bilateral (L) existe, ele é Gnico.

1.2.5 Definigdo de Fungdo Continua (a esquerda e a direita de um ponto e em um ponto)

» Uma fungio f(x) é continua a esquerda do ponto (a,L) se e somente se:
lim f(x) = f(a) =L
x—-a

» Uma fungio f(x) é continua a direita do ponto (a,L) se e somente se:
lim f(x)=f(a) =1L.
x-at

» Uma fungio f(x) é continua no ponto (a,L) se e somente se:
lim f(x) = f(a) =L
x—-a

» Uma fungio f(x) é continua em um intervalo se ela for continua

em todos os pontos do intervalo em andlise.

Importante! A definicao de Continuidade exige que:

1) f(a) esteja definida, ou seja, (a) pertenca ao Dominio e (L) pertenca a Imagem
2) gci_a}f(x) exista,ou seja chl_)rzlt_ f(x) = Jlrl_zzg+ f(x) = ﬁif,}f(x) =1L

3)limf(x) = f(a) =L

1.2.6 Teorema do Valor Intermedidrio

Teorema do Valor Intermediario

Suponha que o intervalo [a, b] pertenca ao D de uma funcio f e que esta funcio seja continua
neste mesmo intervalo.Sendo N um nimero qualquer entre f(a) e f(b),em que f(a) # f(b),
entdo existira obrigatoriamente pelo meno um (c) em (a, b) tal que f(c) = N:

sejama < c < beN tais que:
f@) <N <f(b) ou f(a)>N>f(b)

entdo existira pelo menos um (c) tal que:

flc)=N

Exemplo: Prove que todo polinomio de coeficientes reais de grau impar possui pelo menos 1 raiz real.
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1.3 Revisao

1.3.1 Limites Triviais ou imediatos: quando L=f(a)

I

VestCursos

a) Quando j4 se tem o gréfico ou quando ele é facilmente esbogdvel
Determine: y
limfG= lm f(x)=
x5
lirgl_ fx)= ; lin}I fx) = — - 3
x=(3) x=(=3) -3 3
b) Fungées Continuas

Relembrando: Defini¢do de Funcdo Continua em um ponto:

Uma funcio f(x) é continua no ponto (a,L) se limf(x) = f(a) =L
x—-a

i 53+799x‘8—8+ x3—9 _5(1)3+799.(1)‘8—8+(1)3—9_5+1+—8_4
padl I PE —x5+5) 1 —(15+5 4

i () sen() | iog, ) _ MM sen(m) - oiog,n _ D0 L iog,n _ g10g,m
X—>T x2 T2 772
Vs Vs
(tg(x) + sec(x) + ctg (x + 7) ) tg(0) + sec(0) + ctg (O + 7) 0+1+0 1
lim = — _ =
x—0

sen(x) + cos(x) + csc (x + %) sen(0) + cos(0) + csc (0 + %) 0+1+1 2

x
lim (x+|x|+u+sgn(x)>=O+0+1+1=2
x—07F X

lim (x|+{x}+1[x]) = lim (xD+ lim {x}D+ lim (x] =

x—(39,7)* x—(39,7)* x—(39,7)* x—(39,7)*
= (39) + (0,7) + (40) = 79,7
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1.3.2 Limites Nio-Imediatos

a)

Técnicas Algébricas Bdsicas

M¢étodo Geral ( = ) : Sempre que f(x) forigual a g(x) para todo (x),

exceto possivelmente quando (x) for igual a (a),

entdo lim f(x) =lim g(x), contanto que o limite exista.
x—a xX—a

Sumario das principais formas de se Calcular um Limite:
Opera — se algebricamente até se poder aplicar o Método Geral.

Aconselho o leitor a prestar muita atencio nos seguintes limites,
pois eles sdo os mais recorrentes em qualquer prova!

1) Fatoragao:

lim <x2 _ a2> = lim <(x —x a)) é lim(x+a)=a+a=2a

x-a X —a xX—2 X —aQa x—-a

2) Desracionalizagio:

y (x/x+a—\/a>_l_ (\/x+a—\/a)(\/x+a+\/5)_l, <(x+a)—(a)>
o\ x RN (Vxta+va) »0\x(vx ¥ a+a)
sl )2
~x0\x(vxta+va)) o\vxta+tva 2va

3) Mudanca de variavel:

3
x—1
lim(X/_ ); Vx ER- x>0 - x=t°enote que x > 1 implicaemt® - 1

x—1 \/_—1

i Ve —1 _u 2 — 1 _u t-1(t+1) ;l_ ( t+1 )_2
i\ Ve—1) N e 1) T N\ re+ )T i\ v+ 1) T3

4) Binomio de Newton:

. (x+h)"™— ()" : x"+nx"1h+ MX"_ZW + oo nxl AL 4 R — x2
() = ; -

h <nx"‘1 yn= ) (nz— D x" 2R+ -+ nxth™?% + h"‘l)
L h

13 =

nn-—1
;lirré (nx”‘1 + —( 5 )x"‘zhl + -+ nxth" 2 + hn‘1> =nx"?!
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1) Condicoes de Existéncia de um Limite Bilateral:

v 0 limite a esquerda de (a) deve ser igual ao limite a direita:
Lim f(x) = lim, f(x) = L
x—-a x—a

v L deve assumir um Gnico valor finito e bem definido

2) Nao faz sentido escrever um Limite Lateral em torno do + co:
x U Li ;b ;U
L pled s G iy dim i)y Ui, 1)

Portanto, também nao existem Limites Bilaterais em torno do Infinito.

3) Assintotas Horizontais
Limites que tendem a um valor finito e bem definido (L) quando x decresce
ou cresce indefinidamente:
v Existem,pois possuem um valor finito e bem definido
v Possuem a seguinte notacao:
lim f(x)=Lou llm f(x) =

x—>(—0)

4) Assintotas Verticais
Limites que tendem a (o) em torno de uma abscissa (a):
Nao existem, pois ndo possuem um valor finito e bem definido
Todavia, podemos utilizar a notagdo matematica (= o) como forma de
expressar (a tendéncia de uma funcao) em torno de um ponto de
abscissa finita (a):

lim f(x) =—o ; lim f(x) =40 ; lim f(x)=—c ; lim f(x) =+

(a*) x—(at) x-(a”) x—(a”)

(Eles representam Assintotas Verticais).

L X

5) Caso mais comum
Limites que tendem a () quando x cresce ou decresce indefinidamente:
Nao existem, pois nao possuem um valor finito e bem definido
Todavia podemos utilizar a notacdo matematica (= o) como forma de expressar
(a tendéncia de uma fungio) para (abscissas muito distantes da origem):
lim f(x)=—-o ; lim f(x)=+0; lim f(x)=-cw ; lim f(x)=+ow
x> (+00) x—(=00) x—(=00)

x—(+)
(Eles nao representam nem Assintotas Verticais nem Assintotas Horizontais)

L X

6) Perceba que nenhum dos seguintes Limites existe:
Todavia o 32 possui representacio matematica.

lirrb (—) (A e ndo possui representacio matematica)
X— X

- n ~ = ~ 7 3
lm}) sen (—) (A e ndo possui representacdo matematica)
xX— X

1
lim (x_> = 4+ (Possuirepresentacio matematica, apesar de nio existir)

y 7x°1 — 5x* + 8 Ll 9x87 + m. x1° i 7x10% + 217 o 15x78 + Jm. x1° — 6
e\ 5253 + 3x15 4 x5 ) | xSt 3x87 —3fe 26 \ 5x108 — 7 *oeo 5x77 + x38 — (/e
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d)

Limites Fundamentais

t
SR eda funcao 9(x)

lim <M> = lim <sen(x)> =1
x-0 X x-0 X

1) O limite fundamental da fungio

2) 0 Limite Fundamental da Base de Euler (e) é do tipo (1)

X

1
12 Visualizacgio: lim (1 + ;) = e=2,71828 ...

x—+oo
1
22 Visualizacgio: lkir%l(l + k)k= e=2,71828 ...

1 1,k

VestCursos

Nota: Se o expoente tender para 0: lim(1+ x)x = 15"({5 (1 + —) =1
X—00 ‘-4-‘1 -
=
3) 0 Teorema do In(a)
. oa*r—1
() -
y A X
1
y = (sen(x)) y = (1 + ;)
X
1
0 X
O
i 0
V x
1
y=(1+ 0@ y
y=a*
' A 1 B a*—1

y =
/ In(a)
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1.3.3 Teoremas e Revisao Geral

1) lim (3x_5x) =

x—0 X

. (5%4+7¥—4%—3%
2) tim (S8

x—0 X

B lim (F77)

x—-07t x

4) Revisdo de 8 Limites

 (Vx+a—-+a
ill‘%(f):

lim (tg(x)) = lim (sen(x)) = lim (f) =
x—0 X x—0 X x—-0 \X

lim gm0 _
x>0 \sen™(x))

1 1
tim, (1+ —) = lim(1+ k) =
X - k-0

x—+oo

. 1 . 1
pm+xx 2l (1+5) =

a*—1
lim( ) =
x—0 X

- re*—1
llm< ) =
x—0 X

b* — a*
lim< >=

x—0

5) xlirga(x-i—lxl+%+sgn(x)+[xj+{x}+ [x])z

6) Encontre o valor do limite (lin(’)t xsen (x—13)) usando o Teorema do Sandwich
X—

7) Prove que o Polindmio (x3 — 1.6x% + 0.06) possui 3 raizez reais, cada uma nos
seguintes intervalos (—1,0) (0,1) e (1,2).

8) Encontre os valores de u e de v para que a seguinte funcio seja continua nos Reais:
x*—13x%2 + 36
x2—-5x+6

u? —11u+48,x =2
\ v2 —19v + 90,x = 3

< ),x¢26x¢3
fx) =
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1.3.4 Ultimate Fight

9) Agora encontre o valor numérico de T de cabe¢a em menos de 30 segundos ©

| : cos (323 x
T=lim{[ml[( )][tgix)]Jr l ( >>ln<<1+i)>

x-0% X 11"
sen?
\
\

A+ x)x
e
11 1\>* er—1 @ tg3(x)
B (1+E) .ln[ X l senz(x)>=

J

Resolucao:

x x
(s
— T
sen? ( iim [(1 + x)xq n

sen(x)
x

tg(x) N
X

1
lim [(1+x)§
]xe0+

x-0t

| ((1+3) )
|

e 2
[VETa-va
11 1 x15 e —1 i%_x?c a] x3
+ lim (1+—) l dn|lim ] llim—Z
x—-0t X x—07t X x-0t X

1

5
T =101 4 —0 (l" (?)) In(1) + 1i/F-ln[ln(e)](m) [0]

senc[[g]" (3)]

e
T=1+0+0=1->T=1

Qualquer duvida, perguntem no nosso Grupo Exclusivo do Telegram!




