Inicia-se aqui nosso estudo sobre figuras geomé-
tricas espaciais chamadas sélidos geometricos. Nes-
te livro estudaremos os sélidos dos tipos: poliedros
e corpos redondos.

Os poliedros

Poliedros sdo os sélidos limitados por porgdes de
planos — poligonos planos — denominadas faces.
Entre duas faces adjacentes estao as arestas, seg-
mentos de reta cujas extremidades sdo os vértices
do poliedro.

A
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c figura 1 G
0 poliedro ABCDEFGH da figura acima apresenta
0s seguintes elementos:

e A B,C, .. vértices;
» AB, BC, AD, ...: arestas;
= ABCD, ADEF, ...: faces.

Em geral, cada ares-
ta, como intersecao de
duas faces, forma com
esses poligonos planos
um diedro.

figura 2

Cada vértice pode ser interse¢ao de trés ou mais
arestas. Na figura abaixo, por exemplo, em torno de
cada um dos vértices forma-se um triedro.

flgura 3

A figura abaixo mostra um angulo poliédrico for-
mado em torno do vértice A do poliedro ABCDEE
¢ A

figura 4

Um poliedro € dito convexo quando todo plano
que contém uma face deixa todas as outras faces
num Mesmo semi-espago.

Por outro lado, em linguagem simplificada, um
poliedro é n&o convexo quando apresenta alguma
“reentrancia”.

poliedro néo convexo
figura 6

figura 5

poliedro convexo
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Relacao de Euler

A cada um dos oito vértices do poliedro con-
0 matemético suigo Leonhard Euler (1707-1783)

correm trés arestas; assim, o nimero A de ares-

estabeleceu umarelagao entre os nimeros de ares- tas é dado por;

tas, de faces e de vértices de qualquer poliedro

CONVEXo. A=3X8 _ 45
A relagao de Euler, que envolve as quantidades 2

de vértices (V), arestas (A) e faces (F), para qualquer

_ i Pela relagdo de Euler:
poliedro convexo, é:

8~12+F=2

V-A+F=2

Dai, F = 6 (o poliedro possui 6 faces).
Veja um poliedro com essas caracteris-
ticas:

Vamos verificar essa relagdo, por simples conta-
gem, observando os quatro poliedros convexos da-
dos. Veja a tabela abaixo:

valor fixo: 2

Pode-se verificar a relagao de Euler também para
alguns poliedros ndo convexos. Assim dizemos:

Todo poliedro convexo é euleriano, po-
rém nem tado poliedro euleriano & convexo.

Um poliedro convexo tem exatamente seis

0 poliedro da figura abaixo € ndo convexo, embo- faces triangulares e cinco faces quadrangu-
ra valha a relac3o de Euler. lares. Calculemos o nimero de vértices do
poliedro.

E Inicialmente devemos observar que em seis
: faces triangulares temos 6 X 3 arestas e em cin-

co faces quadrangulares hd 5 X 4 arestas, Como
Ll e cada aresta é comum a duas faces, cada aresta
tera sido computada duas vezes:

V-A+F=14-21+9=2
: 2A=B6 X 3+5X4=2A=38=A=19
N

F=11

Como F=6 + 5 = 11, pela relacio de Euler:
Vamos encontrar o ndmero de faces de um

poliedro convexo que possui exatamente oito an-
gulos triédricos.

V-19+11=2=V=10
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exercicios &4

1. Para cada poliedro, proceda & contagem dos

vértices, arestas e faces, verificando a relagdo de
Euler. '

a) c)

prisma pentagonal

tetraedro pirémide hexagonal

2. Descreva completamente o poliedro abaixo,

considerando:

» o nimero de faces de cada tipo;

» 0 nimero total de lados das faces;
» o ntimero de arestas do poliedro;

. » o ntimero de vértices das faces;

» o.nimero de vértices do poliedro;

a soma dos 4ngulos das faces.

pirdmide quadrangular

~ Verifique a relagdo de Euler.

3.t possivel a existéncia de um poliedro convexo

para o qual coincidem as quantidades de vérti-
ces e arestas? Justifique.

4. Certo undecaedro (poliedro de onze faces) con-

vexo possui cinco faces quadrangulares e as de-
mais, triangulares. Quantos sdo os vértices e
quantas sdo as arestas desse poliedro?

5. Determine o ntimero de vértices de um poliedro
convexo que tem trés faces triangulares, uma
face quadrangular, uma face pentagonal e duas
faces hexagonais.

B. Ache o niimero de faces de um poliedro conve-
X0 que possui dezesseis angulos triédricos.

7. Num poliedro convexo, quatro faces sdo qua-
drangulares e as demais sdo triangulares.
Determine o ntimero de faces do poliedro,
sabendo que o ntimero de arestas é o dobro do
numero de faces triangulares.

8. Um poliedro convexo tem exatamente oito faces
triangulares e seis faces quadrangulares. Quantos
s30 os vértices e as arestas desse poliedro?

9. Um poliedro convexo contém unicamente fa-
ces triangulares. Quantos sdo os vértices desse
poliedro quando h4 :

a) oito faces?
b) quatro faces?
c) vinte faces?

10. Doze pentégonos regulares sdo as faces de um
poliedro convexo. Quantos sdo os seus vértices?
E quantas as arestas?

11. Deum poliedro com sete faces, uma é hexago-
nal e as demais, triangulares. Quantas sio as
arestas? E os vértices?

Soma dos angulos das faces
de um poliedro

As faces de um poliedro s&o poligonos. Sabemos
que a soma dos angulos internos de um poligono é
dada por S, = (n — 2) - 180°, sendo n o nimero de
lados desse poligono.

Dependendo, ent&o, do nimero de lados de cada
face e da quantidade de faces do poliedro, podemos
determinar a soma dos angulos das faces desse
poliedro.
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Vamos determinar a soma dos angulos das
faces de um poliedro convexo com 9 arestas e 6
vertices.

Pela relagdo de Euler:

6-9+F=2=F=5

Como sdo 5 faces, elas devem ser apenas
triangulares ou quadrangulares. Se x é o niimero
de faces triangulares e y é o numero de faces
quadrangulares, temos x + y = 5 e, quanto as

arestas,x'—:’,;—ii= g.

Resolvendo o sistema, temosx=2ey=3ea
soma dos &ngulos das faces obtém-se como
S=2:180°+3-360°= 1440°

= ST IRt T e

De modo geral, a soma S dos angulos das faces
de um poliedro convexo & dada por S = (V- 2) - 360°.
De fato, no exemplo acima, temos:

S=(6-2)-360°=1440°

Poliedros de Platao

Um poliedro é chamado poliedro de Platdo quan-
do preenche as seguintes condi¢@es:

* todas as faces tém o mesmo nlimero n de arestas;

* todos.os &ngulos poliédricos tém o mesmo nume-
ra m de arestas;

* vale a relagdo de Euler.

0 prisma quadrangular da figura a seguir é
um poliedro de Platéo, pais:

* todas as b faces sao quadrildteros (n = 4);
* todos os angulos s&o triédricos (m = 3);
* gsendoV=8F=6eA=12, temos:

8-12+6=14-12=2

0 prisma triangular da figura abaixo nao é
poliedro de Platao, pois 2 faces s&o triangulares
e 3 faces sdo quadrangulares.

N T . e WP DT e T

Propriedade

Existem exatamente cinco classes de
poliedros de Platao.

Demonstracéao
Um poliedro de Platdo cumpre necessariamente
as trés condigdes a seguir:

» Cadauma das Ffaces temn arestas (n = 3) e, como
cada aresta estd em duas faces, temos:

n-F=2A=>F=%

» Cada um dos V angulos poliédricos tem m ares-
tas (m = 3) e, como cada aresta contém dois vér-
tices, temos:

N e
m

»- Vale a relag3o de Euler:

V-A+F=2 ®

Substituindo D e @ em (3, vem:
CA _p oA 1 1 1 1
m n m 2 n A

Sabemos que n = 3 e m = 3. Na entanto, seambos
fossem simultaneamente maiores que 3, terfamos:

m>3smeza=t el

m 4

1 _1[™
h >3=D9nh=4d=— = —

n 4
=>l+lsi=>i_l+_j;=l£_0
m n P m 2 n A

0 que constitui absurdo, pois A > 0.



Concluimos que nos poliedros de Platdo temos
obrigatoriamente:

m = 3 (o poliedro possui triedros)
ou
n =3 (o poliedro possui tridngulos como faces)

s Param=3:

1 1.1 1

n 2 3 A

O N
n 6 A

z>41_>i=>n<6
n

faces triangulares
faces quadrangulares
faces pentagonais

faces
/ triangulares

Concluindo, os poliedros de Platdo s&o determi-
nados apenas pelos pares ordenados (m, n) da
tabela abaixo. Portanto, s&o exatamente cinco as
classes de poliedros de Platdo, o que demonstra a
propriedade.

Vamos estudar a possibilidadem=4en =3,

Temos:

et e TR T P 3

o A R st
2A 2-12

Ainda: F = St = F =8, e o poliedro

tem 8 faces, além de 6 vértices (V- 12 +8=2).

et T L s T T T L e T T I L W T S et e T L el I e

Procedendo como no exemplo, para denominar e
caracterizar os poliedros de Platdo, podemos montar
a tabela:

Poliedros regulares

Um poliedro convexo é regular quando:

#- suas faces sdo poligonos regulares e congruentes;
» seus angulos poliédricos sao congruentes.

Pelas condicdes estabelecidas acima, podemos
observar que os poliedros regulares sédo poliedros de
Platdo. Assim, existem exatamente cinco poliedros
regulares. Sao eles:

octaedro
regular

tetraedro hexaedro regular
regular {cubo)

icosaedro
regular

dodecaedro
regular
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Filosofia e poliedros

O filésofo grego Platao, que viveu entre os séculos V e IV a.C,,
deixou-nos uma extensa obra sobre diversos assuntos, entre eles Fi-
losofia, Matematica e leis.

Filosofia

Ele estudou algumas propriedades interessantes dos poliedros.
Recebem o nome de poliedros de Platio aqueles que, sendo

5 eulerianos, apresentam todas as faces com mesmo ntimero de ares-

(T3  tase igualmente, angulos poliédricos também com mesmo nimero

()  dearestas. Hd cinco classes de poliedros de Platdo. Os poliedros re-
'; gulares apresentados neste capitulo pertencem a essas classes. Platiio
Mg

Em um de seus didlogos preservados até hoje — de nome Timeu, s
Platdo descreveu a construgao do Universo a partir dos elementos terra, dgua, ar e fogo. Cada
um deles foi associado a um poliedro regular em funcio da idéia de que tais elementos sdo
COTpos e, Como corpos, sao sélidos e, portanto, limitados por superficies.

De acordo com as caracteristicas de cada sélido e as propriedades de cada elemento, como
leveza, estabilidade e fluidez, observadas pelo fil6sofo, a comparacao feita resultou na associa-
¢do a seguir:

&
(4B}
o
(O
=

fotos: Emilizno Marlinelli

tetraedro cube octaedro icosaedro
T I 1 1
fogo terra ar agua

Restou ao dodecaedro (doze pentdgonos) o papel de Universo ou Cosmos, pois apresenta
a forma mais harmoniosa e nao se decompde em outros poliedros regulares.

Emiliano Martinalli

dodecaedro

1

Cosmos

Por sua vez, o icosaedro (vinte triangulos) decompde-se em dois octaedros (oito tridngulos
cada) e um tetraedro (quatro triangulos). Platao pdde, assim, sugerir explicacdes para algumas
transformagoes que ocorrem na natureza. Por exemplo, a interagdo da dgua com o fogo, que
resulta eni vapor.

Para saber mais sobre este assunto, vocé pode pesquisar em:

MACHADOQO, José Nilson. Os poliedros de Platao e os dedos da mao. Sao Paulo:
Scipione, 2000. (Col. Vivendo a Matematica).

RONAN, Colin A. Histéria Ilustrada da Ciéncia. Rio de Janeiro: Jorge Zahar, 2002. 4 v.
www.apm.pt/apm/amm/paginas/231_249.pdf

Gianni Dagil OniCorbis/Latin Stock
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exercicios Es

Em quais poliedros de Platdo hé faces cuja soma
dos angulos vale 180°¢

Calcule, em graus, a soma dos angulos das faces
de cada um dos poliedros de Platéo.

Um poliedro convexo apresenta faces triangu-
lares e quadrangulares. A soma dos dngulos das
faces vale 2 160°. Determine o ndmero de faces

L

(UF-AM) O niimero de faces de um poliedro conve-
xo de 22 arestas ¢ igual ao niimero de vértices. Entao
o nmero de faces do poliedro &
a) 6 c) 10
b) 8 d) 11

e) 12

(UF-PI} Um poliedro convexo constituido de faces
triangulares e quadrangulares possui 20 arestas, € a
soma dos angulos de suas faces ¢ igual a 2880°. E
correto afirmar que esse poliedro possui:

a) 8 faces triangulares

b) 12 vértices

¢) 10 faces

d) 8 faces quadrangulares

(EMU/Fiam/Faam-SP) Um poliedro convexo tem
seis vértices, De cada vértice partem quatro arestas.
Esse poliedro possui:

a) 2 faces d) 8 faces
b) 16 faces e) 4 faces
c) 20 faces

(PUC-PR) Um poliedro convexo tem 7 faces. Deum
dos seus vértices partem 6 arestas e de cada um dos
vértices restantes partem 3 arestas. Quantas arestas
tem esse poliedro?

c)
d)

a) 8
b)

12
14

e) 16

10

15.

SRR de vestibulares

5.

e

de cada espécie, sabendo que o poliedro possui
15 arestas.

(FEI-SP) Um poliedro convexo com faces qua-
drangulares e pentagonais tem 15 arestas. Cal-
cule o ntimero de faces de cada tipo sabendo
que a soma de todos os angulos dos poligonos
das faces é 32 retos. ’

(FMU/Fiam-SP} O hexaedro regular é um poliedro
com:

a)
b)
c)
d)
e)

(PUC-PR) Um poliedro convexo ¢ formado por fa-
ces quadrangulares e 4 faces triangulares. A soma dos
4ngulos de todas as faces ¢ igual a 12 retos. Qual o
ntimero de arestas desse poliedro?

4 faces triangulares, 6 arestas e 4 vértices.
3 faces quadradas, 4 arestas e 6 vértices.

6 faces triangulares, 12 arestas e 8 vértices.
4 faces quadradas, 8 arestas e 8 vértices.

6 faces quadradas, 12 arestas e 8 vértices.

a) 8 dy 2
b) 6 e) 1
c) 4

(U.F. Santa Maria-RS) Um poliedro convexo tem trés
faces triangulares, uma quadrangular, uma penta-
gonal e duas hexagonais. A soma dos dngulos de to-
das as faces desse poliedro é:
a) 2 880° <) 3000° e)
b) 2890° d) 4000°

4 320°

{UE-CE) Um poliedro convexo de nove vértices pos-
sui quatro angulos triédricos e cinco dngulos tetraé-
dricos. Assim, o nimero de faces do poliedro &

12 ¢) 10 e)] 8
11 d 9

a)
b)

I (UE-MG) Considere um tetraedro regular de vértices A, B, Ce D, cujas arestas medem r. Considere, ainda, que M
t e N sdo pontos médios das arestas BD e CD, respectivamente. Calcule a 4rea do triangulo AMN.
i




