
lnicia"se âquÌnosso êstudo sobre f igures ge0rne-

tr lcas espaciajs châmadas sólidos geométricos Nes_

te l ivro estudaremos os sólÌdos dos t ipos: Poliedros
e corpos redondos,

0s poliedros
Poliedros são os sólidos l imitados por porções de

planos - poligonos olanos - denominadãs Íècos

Entre duas faces âdjacentes estão as arestas, seg-

mentos de reta cujâs extremidades são os vértices

do poliedro.

c ílguÌa 1 G

0 poliedro ABC0EFGH dâ figura acÌmâ apresênta

os segurntes eÌementos:

!F,4,8,C,. . . :vért icesi
È Ab, EL, AU,, , . :  âreslãsi

F- ABC0, ADEt...r fâcês.

Câdâvért Ìcepodeser interseçãodetrêsouma s

arestas. Nâ f igura âbaixo, por exemplo, em lorno de

cadâ um dos vért ices forma-se um tr iedro.

E

A figura abâixo mostra um âng!Ìo pol;édÍico f0r-

mado em torno do vért ice,4 do poliedro ABCDEE

llgula 4

Urn poliedro é dÌto convexo quendo todo plâno

que contém umâ fâce deixa todas as outras faces

num mesmo semì-espãç0.
Por outro lado, em l inguâgem simplií icada, um

poliedro é não convexo quando âpfesentâ algurna
"reentrânclã".

Em gerâ1, câda a res_
tã, como interseção de
duas fâces, forrna com
êsses polígonos planos
um diedro.

íigura 0
llguE 2
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R*!açã* çie [ulen
0 natemé'rco sL co Leo- haro Eu e. r 1707-.1783)

estabelêce! uma re ação entre os números de eres-
tas,  de faces e de vért icês de qua quer pol iedro
convex0.

A relação de Eu er, que envo ve as qlantidades
de vért ices (V), ãresras (Á) e faces (F), para qualquer
p0 edro convexo, é:

[':lr:ri
Vêmos verlf icar essa re êçã0, por simplês conta-

gem, observando os quêtro po iedros convexos dã-
dos. Veja a tabela abâixol

WKffiffi
a1262

ï
vêtoríxo:2

Pode-se verif icar a relação de Eulertambém parâ
alguns polledÍos não convexos. Asslm dizemos:

I Jodo poliedro convexo é euleÍiâno, po. I
LTr "Tlgd " ryl"d,"_:lT Tgglygl i

0 po iedro da íÌgurê aba xo é não convexo, embo,
ra vâlhê ê re açào de EuÌer

A cadâ um dos oho vért ices do poliedro con-
c0rrem três arestasjâssim, o número4 de ares-
tas ê dado pon

^ 3 'B .^
2

Pela relaçâo de Euler

B-12+F=2

DaÍ, F = 6 (o polÌedro possuÌ 6 faces).
Vejê uÍn pol tedro com essas ca.ècÌe. ts.

ticâs:

Um poÌiedro convexo têm exatamênte seis
faces tr iangu ares e cinco Íâcês quâdrangu-
lares.  Calc! lemos o número de vért ices oo
poliêdro.

Iniciê'rente oeve ìos obse.va- que er seis
faces tr iangulares temos 6 X 3 ârestas e ern clh.
co fâces qLredrangulares há 5 x 4ârestâs. Como
cada aresta é comum a dues faces, cada aresta
terá sido computada duas vezes:

I

642

1062

952

6

6

V-A+F=t4-21+9=2
2A=6 '  4-  2A= 38-A= 19x3+5

Vamos encontrâr o núrnero de faces dê um
po edro co^vexo que possui exâtaneôte oito an-
gulos tr iédficos.

Como F= 6 + 5 = 11, pelê relaçào de Eu en

V-19+11=2+V=10
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EË exercrcros ffi
1. Para cada poliedro, proceda à contagem dos

vértices, arestas e faces, verificando a reÌação de
Euler.

â) (:)

2. D"..r"ua compleiamente o poliedro abarxo,
considerando:
. o número de faces de cada tipo;
. o número total de lâdos das faces;
. o número de aÌestas do poliedro;

. . o número de vértices das facesi
. o.número de véítices do poÌiedro;
. a soma dos ângulos das faces,

[,1

5 . Determine o número de vértices cle um poliedro
convexo que tem tÌês faces triângulâÌes, umâ
face quadrangular, uma face pentagonal e duas
faces hexagonais.

6. Ache o número de faces de um poÌiedro conve-
xo que possui dezesseis ângülos triédricos.

7. Num poliedro conrexo. quÀtro fàce.5ao qu.l-
drangulares e as demâis são tr ianguÌares.
Determine o número de faces do poliedro,
sabendo que o número de arestas é o dobÍo do
número de faces triangulares,

8. Um polieilro convexo tem exatamente oito faces
triangulares e seis faces quadrangulares. Quantos
são os vértìces e as arestas desse poüealÌo?

9. Um polieclro convexo contém unicamente fa-
ces triangÌrÌâÌes. Quantos são os vértices desse
poÌiedro quando há |

â) oito faces?
b) quâtrc faces?
c) vinte faces?

Í0. Doze pentágonos regllares sáo as faces ale um
poliedro convexo. Quantos sào os ceus \ érÌice(?
X quantas as arestas?

11. De um poliedro com sete fâces, umâ é herago-
nal e as demdis, tr iangularer. QudDlas 5âo as
âÍestas? E os véÌtices?

t

DC
p rámÌdê quâdÉngulaÍ

Verifique a relação de Euler.

3 . ! possíveÌ a existência de um polieilro convexo
para o qual coincidem as qüantidâdes de vérti-
ces e arestas? JustiÊque.

4. Certo undecaedro (poliedro de onze faces) con-
vexo possui cinco faces quadrângulares e as de-
rÌIais, tdanguÌâres, Qüantos são os véríces e
quantâs são as ârcstas desse poliedro?

Soma dos ângulos das íaces
de um poliedro

As fãces de um poliedro são polígonos. Sabemos
que a somâ dos ângulos internos de um polígono é
dadâ por Sn = (n - 2) 1800, sendo n o número de
lâdos desse polígono.

Dependendo, entã0, do número de lãdos de câda
face e da quantidâde de faces do poliedro, podemos
detêrminâr a sorna dos ângulos dâs Íaces desse
poljedro.
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Vamos delerminar a soma dos àngulos dàs
Éâces de um poliedro convexo com g arestas e 6
vértíces.

Pelâ relação de Eulen

6-9+F=2+F=5

Como são 5 faces, elâs devem ser apenâs
triângulares ou quadrâhgulares. Sex é o núrnero
de faces triangulâres e g é o númêro de faces
quadrangulares, temos x + g = 5 e, quanto às

x 3+u 4 ^a re sÉ s, ----7L = v.

Resolvendo o sistemâ,temosx= 2 e g = 3 ea
soma dos ângulos das faces obtéh.se como
S=2 1800+3 3600=14400.

De modo gêrâ1, â soma 5 dos ângulos dâs faces
de um poliedro convexo é dada por S = (V- 2) . 3600.
De fato, no êxemplo acima, têmos:

s = (6 - 2) .3600 = 1440"

Poliedros de Platão
um poliedro é chamâdo poliedrode Platãoquân.

do preenche as seguintês condições:
. todas âs faces têm o mesmo número,ì dê ârestas;
. todos.osângulospoliédricostêmohesmonúme-

ro m de ârestes;
. vale a relação de Euler.

0 prisma quadrangular dâ ÍiBufa a seguir é
um poliêdro de Platã0, poisl
. rodas as 6 faces sào quâdriráre.os (" = 4)
. todos os ângulos são triédrjcos (m = 3);
. sêndo V= 8, F:6 e A= 12, temos:

8-12+6=14-12=2

0 prÌsma triangular da figura âbâixo não é
poliedro de Platã0, pojs 2 íacês são triangulares
e 3 fâces são quadrangulares.

Propriedade
Existem exatamênte cinco clâsses de

poliedros de Plâtã0.

Dêmonstração
um poliedro de Platão cumpre necessâriâmente

âs três condições â seguir:

> Gda uma dasFácestemn arestas (n ) 3) e, como
cada aresta está em duas fâcês, temos:

> Câda um dos y ângulos poliédricos tem m ares.
tas (n > 3) e, como câda aresta contém doisvér.
tices, ternos:

m V=24=v=l!  aàm-

> Vale a relação dê Eulen

v-A+F=2 O
SubstìtuindoO e@ em O, vem:

?À-a*4=z+!-  1* 1=

Sabemosquen > 3e m > 3. Noentanto,seambos
fossen simultaneamente mâiores oue 3. teria mosr

n >3+n

-1 
1

mn

nmzn
r

*

m>3=m

n F=2a+F=lÀ íDn-

>4

>4

<a
2

* 1=]<o

=! <!
m4

=a<a
n4
.t1
m2
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ConcÌuílnos que nos poLiedros de Platão temos
obrigatoriamente:

m = 3 (o poliedfo possuitrìedros)
0u
n = 3 (o poliedro possuÌ triân gu los como faces)

Vamosestudara possìbi l idadem=4en=3.
Temosì

Ainde: F = 3!= !--11 + F = g, e o porjedro i
tem I íaces, além de 6 vértìces (V - 12 + 8 = 2).

Procedendo como no exemplo, pârâ dênominar e
cârâcterizar os poliedros de Platão, podemos montâr
a tabelâ:

Poliedros regulâres
l lm poliedro convexo é regular quando:

> suâs làcês são polígonos regulâres e congruentes;
> seus ángulos pol édíicos sào congruentes.

Pêlâs condições estabêlecidas acìma, podemos
observâr que os poljedros reBulâres são poliedros de
Platã0. Assim, existem exetâmente cinco poliedros
regulares. São eles:

111711
4-z*í=í- l f=--A=fu

1111
n23A

!=!>o+
6A

_.1
n

1

n
1+n<6
6

lne0r0s
faces triangulares
Éaces quedrânBulares
fâces pentagonais

.  Paran=3:

1111
m23A

-1
m

1

m

a= ! t  o*
6A

!+m<E
6

faces
tnangulâres

,4\
,/, ì \

\Z
l'\
<JP

\,,

.,,I-\
Élï\:ì7

Aêv4
vZ

rêgular

II
ângulos triédrìcos---ffi
ângulos têfiâédricos 13r:

ângulos pentaédricosffi

Concluindo, os poliedros de Platão são determi-
nados apenas pelos pares ordenâdos (m, n) da
tebela âbaixo. oortanto, sào exèÌàme"le cinco âs

classes de poliedros de Platão, o que demonstra a
propriedade.
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Filosofia e poliedros
O fiÌósofo grego Plaúo, qlre viveu entre os séculos V e IV a.C.,

deixou-nos umâ extensa obra sobre diversos assuntos, entre eÌes Fì-
losofia, Matemática e leis.

ËÌe estudou êÌgrrÌnês prop edades interessantes dos poliedros.
Recebem o nome de pol iedros de Platão aqueles que, sendo
euÌeÌianos, apresentam todas as faces com nTesmo número de ares
l i '  e.  iSui l 'ncnle. rngulo, pol ieJr:co. tàrnoem com l Ì . . rro nu..ro
de aÍestâs. Há cinco cÌasses de poÌiedros de Plaião. Os poÌiedros re-
guÌàres aprcsentâdos neste capítuÌo pertencem a essas cÌasses.

Em um de seus diíogos preservados até hoje - de nome Timeu, sobrc a natureza ,
Platão descreveu a constrlÌção do Universo a partir dos eÌementos teÌta, água, ar e fogo. Cada
um deÌes foi associado a um poliedro regular en, função da idéia de que tais elementos sào
corpos e1 como corpos, são sólidos e, portanto, Ìimitados por superfícies.

De acordo com as características de cada sóÌido e as propriedades de cada elemertoj como
leveza, estabilidade e fluidez, observadas peÌo filósofo, a comparação feita resuÌtou na associa-
cão a sequir:

I

g

I

I r

Para saber mais sobre este assunto,você podepesquisar em:
MACHADO, José Nilson . Os políeãros àe Platão e as .ledos Aa mãa. São Paulol
<cipione.2000. íCol.  \  ivendo r Varemdri .a ' .
RONÀN, CoÌin A. ,FÌiÍórid Ilustrada íLa Ciêncìo. Rio de Janeìro: forge Zú a\ 2002.4\.
$'!!v.apm.pt/âpm/âmml paginasl23l 249.pdí

P alão

f;
Ì

Restou âo dodecaedÌo (doz€ pentágonos) o papel de Universo ou Cosmos, pois apresentâ
a forma mais harmoniosa e não se decompõe em outros poliedros regulares,

oË
dodècaedro

Cosmos

Por suavez, o icosaedro (vinte triânguÌot decompõe se em dois octaedros (oito triângulos
cada) e um tetnedro (quatro triàngulos). Platão pôde, assìm, sugerir explicâções para aÌgumâs
transfoÌmaçõ€s que ocorrem na natureza, Por exemplo, a interÂção da água com o fogo, que
resuÌta erÌi 1'apor.
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I ffi exerclclos
12. tm quais poliedros de Platão há faces cuja soma

dos ânguìos vaÌe l80o?

13 . calcul., em graus, u soma dos ângulos das faces
de cada um dos poliedros de Plâtão

14. Um poÌiedro convexo âpresenta faces trrangu
lares e quadrangulares. A soma dos ânguÌos das
faces vale 2 1 600. Determine o número de faces

de cada espécie, sabendo que o poÌieaho possui
15 arestas.

15, (FEI-SP) UÌn poÌiedro convexo com faces qua-
dranguìares e Pentagonais tem 15 arestas. Cal-
cule o número de faces de cada tipo sabendo
que a soma de todos os ânguios dos polígonos
das faces é 32 retos.

b) 8
c) l0 . )  12
dJ t1

c) Ì2 e) 16
d) 14

b)6
c) I

I
)

7. (u. E su"tu un.iu-r.s) um poÌiedro convexo tem tÌês
faces tÌianguÌares, uma quâdranguÌar, uma Pentâ-
gonaÌ e duashexagonais. A somâdos ânsuÌos de to-

das Ís faces dessepoÌiedro é:

a) 2 880" c) 3000"
b) 2 s90. d) 4000"

õ. r l  l -c l)  I  Í ì  po) iedro,on'r \o dero\e vaít ì .er pos
sui quatÌo ânguÌos trjédÌicos e ciÌÌco ângulos tetrâé-
or i .o. .  A*i  ì ,o -umerode fàce'do poì 'ed oe:

a) Ì2
b) Ì Ì

c) 10
d) 9

e) a 3200

e) 8

1, (ur'.cNÍ) o 
"a-..o 

ae faces de um poÌiedro coDve-
xo de 22 arestâs é igual ao iúìero de !éÌtices. ËDtão
o número de faces do polie.Ìro é:

biltrGF[rs de vestibulares m
5. (rÌ"{U/!iam sP) o hexâetÌro regular é um poliedro

â) 4 faces triangulares,6 ârestas e4 véÌlices.
b) 3 íaces quadradas, a ârestâs e 6 vértices
c) 6 fac€s tdangulares, 12 arestas e 8 vérnc€s
d) 4 faces quadradas, s ârestas e 8 véÌtices.
€) 6 faces quadradas, t2 âÌeÍar e I vétices

6. (PUc PR) Um poli"d.o convexo é foÌmado poÌ fa-
.es quadranguÌares e a faces tdangulaÌes. A soma dos
ânguÌos de todas as faces é iguaÌ a 12 retos Qual o
número de rÌestis desse poÌiedro?

d)2

b) 16 fàces
c) 20 fâces

a) 8
b) l0

2. (UF l,l) Um poÌiedro .onÏe]{o cotìstitüido de fâces
triangulares e quadrangrtÌâres Possui 20 arestas, e â
.omd do'  ângJ o. de.uJ. fa.cs e ig!à "2880 |
correto afirnar que esse poliedÌo possui:

a) 8 faces trianguÌares
b) 12 \értices
c) 10 faces
d) 8 faces quãdrângulares

3. (IMU/Fiam/Fââm-SP) Urì poÌiedro convero ten
seis yértices. De câda vértice partem quatÌo areÍâs.
Esse r;oÌiedro possüi:

d) 8 fâces

4. (PUC-PR) U- poÌiedro convexo iem 7 fáces De um

dos seus vértices pâÍtem 6 arestâs e de cadâ um dos

vériices restantes pârtem 3 arestas Quantâs arestas

tem esse poÌiedro?

4Eü


