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Introducao

Nesta aula iniciaremos o estudo de cinemdtica vetorial e composicao de movimento.

Estes assuntos sao muito bem explorados no IME, com questdes bem elaboradas. Por isso,
detalharemos ao maximo toda a teoria e faremos bastantes exercicios no nivel IME. E muito
importante que vocé entenda cada conceito e resolva muitos exercicios para fixacdo, elas o ajudarao
a resolver os exercicios do IME.

Nesta aula e no comeco do curso, teremos poucas questdes do IME, pois a banca gosta de
cobrar questdes com diversos assuntos. Por isso, geralmente, cinematica esta conectada com outro
tema que ainda nao estudamos. Por razoes didaticas, deixaremos essas questdes para o futuro.

Para vocé treinar bem a teoria para o IME, vocé precisa fazer os exercicios da lista que conta
com questdes do ITA, alguns vestibulares com abordagens tedricas valorosas, questdes de livros
estrangeiros e simulados antigos.

Caso tenha alguma duvida entre em contato conosco através do férum de duvidas do

&

Estratégia ou se preferir:

[O')@proftoniburgatto
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1. Cinematica vetorial

Até aqui, vimos os conceitos de espaco, velocidade linear, aceleragao linear, velocidade
angular, aceleracdo angular e todo o tratamento foi feito em apenas uma dimensao, trabalhando
com a velocidade praticamente como um escalar. Apenas estavamos preocupados com a magnitude
da velocidade (o mdédulo do vetor).

A partir de agora, comegaremos o tratamento vetorial da cinematica, trabalhando com
movimento bi ou tridimensionais, nos quais sao importantes também as direcdes e os sentidos dos
movimentos.

Além disso, trabalharemos o movimento de um objeto em um langamento nao vertical.
Geralmente, este assunto é trabalhado com outros assuntos nos nossos vestibulares desejados.
Exercicios vinculados com elétrica, colisdes e outras disciplinas da fisica.

Assim, vamos aprender algumas definicdes novas dentro da cinematica vetorial.

1.1. Vetor deslocamento

1.1.1. Vetor posicao

Se uma particula descreve uma trajetoéria qualquer no espaco, sua localizacao é definida pelo
vetor posi¢do. Define-se vetor posi¢do (S) de um ponto P em relacdo a um referencial O, o vetor
que liga a origem em O a extremidade em P. Para facilitar as contas e entendimento, escolhemos
um sistema de coordenadas triortogonal Oxyz, onde o referencial esta em O.

ZA

Figura 1: Vetor posi¢éo de uma particula no R

Dessa forma, podemos escrever o vetor s das seguintes formas:

§=5y.1+5,]+ 5,k =(5,5)5,)

Ou ainda:

S=5,+5,+5,

De acordo com a geometria dos vetores, vale a relagao entre os modulos:

s? =s; +s; +5s7
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1.1.2. Vetor deslocamento

Uma particula se desloca ao longo de uma trajetdria curvilinea no espaco. Ela passa por A no
instante t; e por B no instante t,. O vetor posi¢io do ponto A é p; e do ponto B é p,. Assim, podemos
representar o deslocamento de A a B e o vetor deslocamento da seguinte forma.

zll.
As B
2
/ _.1
0
X y

Figura 2: Vetor deslocamento de uma particula indo de A para B.
Como ja visto anteriormente, escrevermos o deslocamento do mével da seguinte forma:
As = sp — 54

Na cinematica vetorial definimos a variacdo do vetor posicdo (ou vetor deslocamento) de
forma analoga:

Da geometria, podemos notar que:

|Ap| < |As]|

Aigualdade ocorre quando a trajetoria é retilinea:

AS

Y

-
e

Y

Ap

Neste caso, temos que:

|Ap| = |As|

1.2. Velocidade vetorial média

Apds definirmos o vetor deslocamento, podemos definir a velocidade vetorial média, quando
o vetor posicdo varia de A para B em um dado intervalo de tempo por:

Ap
Um:E
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Devido ao fato do At ser um nimero real e sempre positivo, podemos afirmar que v,, e Ap
possuem o mesmo sinal.

A partir disso, podemos encontrar quem possui maior médulo entre as velocidades:

|Ap| < |As|
Dividindo a equacgdo por At, lembrando que At é sempre positivo, vem:
Ap A
|Apl < |As|
At At
Portanto:
V| < [V,

Isto mostra que:

“O modulo da velocidade vetorial média é sempre menor ou igual ao modulo da velocidade escalar
média.”

Notamos que, quando a trajetdria é retilinea, |Ap| = |As|, dessa forma, o mdédulo da
velocidade vetorial média (7,,) € igual ao mddulo da velocidade escalar média.

ESCLARECENDO!

()

1)

Um corpo move-se com velocidade escalar constante descrevendo uma trajetéria circular de raio 30
m, levando 18 segundos par completar uma volta. Em um intervalo de At = 3,0 s, determine os
modulos:

a) da variacdo do espaco do movel;

b) do vetor deslocamento;

c) da velocidade escalar média; e

d) da velocidade vetorial média.

Comentarios:
a)

Para o intervalo de tempo dado, se o moével gasta 18 segundos para dar uma volta completa,
em 3 ele percorre:

2t Ag 3 =
w—T—E:A(p—Zn.l—S—Erad
b)
Dessa forma, podemos determinar a variacdo da posicdo do corpo pela relacdo geometria:
L=aR
As = ¢.R

T

As| =
ISI3

.30 = [|As| = 10w m|
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Para determinar o |Ap|, vamos utilizar a lei dos cossenos no tridngulo OAB:
s
|AB|? = R? + R? — 2.R.R. cos (§)

|Ap| = 30m

Ou simplesmente ver que o tridngulo OAB ¢ equildtero, portanto, |Ap| = R. Utilizamos a lei
dos cossenos apenas para mostrar como faz para o caso geral, ou seja, quando o triangulo ndo possui
propriedades conhecidas.

c)
O médulo da velocidade escalar é dado por:
|As| 107
v, | = w3 = ||vy,| = KR m/s
d)
Para a velocidade vetorial média, temos que:
, |Apl 30—
|V | = =3 |B,,] = 10 m/s

Note que neste exercicio, o mddulo da velocidade vetorial média € menor que o mddulo da
velocidade escalar média:

3<m=30<10m = |Ap| < |As| = ||7,] < vyl

1.3. Velocidade vetorial instantanea

Semelhante a velocidade escalar instantanea, definimos a velocidade vetorial instantanea (v)
como:

Y
v=lim 4

Dessa forma, para calcular ¥ quando esta passa por um ponto P, devemos tomar outro ponto
Q da trajetdria, fazer o deslocamento entre P e Q e fazer Q tender a P. Assim, percebemos que
quando fazemos Q tender a P, a direcdo de Ap aproxima-se da dire¢do da reta tangente a trajetdria
no ponto P.

Dessa forma, a direcdo da velocidade vetorial instantanea é a da reta tangente a trajetéria no
ponto em questdo e o sentido serd o mesmo do movimento do mével.
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sentido do

. sentido do
movimento

movimento

@

Q

Figura 3: Significado geométrico do cdlculo da velocidade vetorial instantdnea.

E importante notarmos que quando At — 0 (I&-se “intervalo de tempo tende a zero”, isto §é,
estamos pegando intervalos de tempo cada vez menores), o mdédulo da variacdo do espaco tende a
ao modulo do vetor deslocamento, ou seja, |As| — |Ap|. Portanto, no limite temos que:

|As| |Ap|

lim — = lim —
At—0 At At—0 At

vl = ||

Este resultado mostra que:

“O mddulo da velocidade vetorial instanténea é igual ao mddulo da velocidade escalar instantdnea.”

PRESTEMAIS

ATENCAO!

T
V

Nao podemos confundir a conclusao feita anteriormente o caso das velocidades médias
S
(1V| < [vpl).

TOME

NOTA!

&%

As caracteristicas da velocidade vetorial instantanea s3o:
1) Direcdo: a mesma da reta tangente a trajetdria no ponto considerado;
2) Sentido: 0 mesmo do movimento;

3) Igual ao mdédulo da velocidade escalar instantanea.

Observagoes:

1) Em muitos casos, menciona-se velocidade vetorial e ndo se especifica se é média ou
instantanea. Nestes casos, admite-se ser a instantanea.
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2) Quando apenas diz velocidade, sem mencionar qualquer outra informacao, admite-se
ser a vetorial.

1.4. A velocidade vetorial em movimentos particulares

1.4.1. Movimento retilineo uniforme (MRU)

Devido ao fato de a trajetdria ser retilinea, a direcdo da velocidade vetorial ndo se muda.
Assim, U sempre terd o mesmo médulo e o mesmo sentido.

3 —

(2 Va

O— O

Figura 4: Vetores velocidades no MRU.

Assim, podemos escrever que:

|V, = |U,| = |V, =7,

Entdo, dizemos que a velocidade vetorial é constante no MRU.

1.4.2. Movimento circular e uniforme (MCU)

TOME

NOTA!

&)

E facil notar que a velocidade vetorial neste tipo de movimento n3o é constante, uma vez que
estamos mudando de direcdao a cada instante, entretanto, apenas o mddulo da velocidade é

constante. Dessa forma, embora o movimento seja uniforme, dizemos que a velocidade vetorial é
variavel, pois muda dire¢ao, embora o médulo permanega constante.

1?’1 / —=
sentido do / K /

movimento| P1 | T C
/ e

‘ .

Figura 5: Vetores velocidades no eixo tangente no MCU.

|v,| = |¥,|, mas ¥; # ¥,

1.4.3. Movimento retilineo uniformemente variado (MRUV)

Devido ao fato de a trajetdria ser retilinea, sabemos que a direcao do movimento nao é
alterada, entretanto, como existe aceleracao, o médulo da velocidade vetorial se altera:
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— —3

51 Uy

O— O

Figura 6: Vetores velocidades no MRUV.

U, ] # |V, = ¥, # v,

1.4.4. Movimento circular uniformemente variado

Neste tipo de movimento tanto o médulo quanto a dire¢ao da velocidade vetorial se alteram.

4 _.Pzi; —
I

sentido do

movimento

Figura 7: Vetores velocidades no MCUV.

U, ] # |V, = ¥, # 7,

1.5. Aceleracao vetorial média

Se um particula, realizando uma trajetdéria qualquer no espago, ao passar por P, tem
velocidade vetorial ¥; e ao passar por P, tem velocidade vetorial v,, ent3o, a acelera¢3o vetorial
média d,, entre estes dois instantes é definida por:

., AV U,—1
a = — =
At t,—t

ESCLARECENDO!

()

2)
Uma particula descreve um MCUV, tal que no primeiro instante sua velocidade é ¥; e em um
segundo instante sua velocidade é V5. Dado que |¥,] = 6,0m/s e

|v,] = 8 m/s, como na figura abaixo, determine o mddulo da aceleracdo vetorial, se a particula
levou 4 segundos para ir de realizar este percurso. Adote: cosf = 0,6.
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B
R sentido do
mavimento
0 A
U

Comentarios:
A partir da definicdo, devemos encontrar quem é o mddulo da variacdo da velocidade
vetorial:
|A73| = |732 - 771'
Geometricamente:

B
ﬁz . sentido do
Av movimento
4 A
U

Pela lei dos cossenos, temos que:
|AD)? = |5,|? + |D,] — 2.|9,].|D,]. cos 6
|AD|? = 6% + 82 — 2.6.8.(0,6)
|AV| = 6,51 m/s
Entdo, a aceleragao vetorial média é dada por:

AV
m = At
1l = "5
6,51

ld,,| = — = 1,62 m/s?
3) (FEI-SP)
A velocidade ¥ de um mével, em func¢do do tempo, acha-se representada pelo diagrama vetorial da
figura. A intensidade da velocidade inicial é v, = 20 m/s. Determine o mdédulo da aceleragdo
vetorial média entre os instantest = Oet = 8s.
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Comentarios:
Novamente, temos que determinar o modulo determinar o médulo da variacdo da velocidade

vetorial entre os instantest = 0 et = 8 s:

t=0
N AV
L%
6 =30
U, t=8s
Pela geometria do problema, escrevemos que:
|
send = —
|AV|
A
= |AD] = —
senf
20
= |AY| = =
a%] = =

= ||AV] = 40 m/s
Logo, o mddulo da aceleragao vetorial média é de:
|AD| _ 40
At 8
= ||d,,| = 50m/s?

|l =

1.6 Aceleragao vetorial instantanea

Relembrando da cinemdtica escalar definimos a aceleragdo escalar instantanea (a) como o
limite da variagdo da velocidade escalar quando o tempo tende a zero, isto é:

y Av
a= lim —
At—-0 At

Para a acelerac3o vetorial instantanea (a) por:
=
L, .. Av
a= lim —
At—0 At

ATENGAO
DECORE!

Qb
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Dessa forma, dizemos que um corpo esta em repouso ou em movimento retilineo uniforme

- - . - 7 7 . .
se a = 0, pois, neste caso teremos que v é constante. Este resultado é muito importante no estudo
de Dinamica, assunto das nossas préximas aulas.

A partir de agora, vamos estudar algumas curvas particulares onde frequentemente
aparecem em questdes dos nossos vestibulares.

1.6.1. Trajetoria retilinea

Para o caso da trajetdria retilinea, o vetor @ tem a mesma direcdo da trajetdria e o mddulo
igual a0 médulo da aceleracdo escalar. Se o movimento for acelerado (a.v > 0), @ tem o mesmo
sentido de ¥. Por outro lado, se 0 movimento for retardado (a.v < 0), d tem sentido contrario ao
de 7.

a 0 a )
® - - ® -

Movimento retilineo e acelerado Movimento retilineo e retardado

Figura 8: Representagdo dos vetores aceleragdo e velocidade para os dois tipos de movimento.

1.6.2. Trajetodria curva

Para o caso da trajetdria curva qualquer, verifica-se que acelera¢do do corpo @ “aponta para
dentro da curva”, como na figura 8, pois, trata-se de uma composicdo de duas aceleracdes: a
aceleracdo tangencial (a,) na qual sua direc3o é tangente a trajetdria e a aceleracdo centripeta ou
aceleracdo normal (d.), na qual sua direcdo é normal a trajetdria.

-
] 'a-t '.d__,_,-"'

® C (centro de curvatura da trajetdria)

Figura 9: Representagdo das aceleragées em uma trajetoria curva.

Vetorialmente, temos que:

i=a,+ad,

A relagao entre os médulos pode ser obtida pelo teorema de Pitagoras:

| d

dl* = 1d.|* + ld.|*

Pode-se demonstrar que a aceleracdo tangencial tem mdédulo igual ao mdédulo da aceleragao
escalar, isto é:

|at| = |ae|

N —
Dessa forma, se a, = 0, em outras palavras um movimento uniforme, entao a; = 0.

88  Cinematica vetorial e langamento obliquo.
y ww.estrategiamilitar.com.br




Prof. Toni Burgatto
Aula 02

Portanto, a aceleracdo tangencial estd vinculada a variacdo do mddulo da velocidade linear v
mas ndo muda a sua direcdo. O sentido de d, é o mesmo da velocidade vetorial instantdnea v, se o
movimento for acelerado, e contrario ao de ¥, se o movimento for retardado.

® C (centro de curvatura da trajetdria) ® C (centro de curvatura da trajetdria)

Figura 10: Representagdo dos vetores velocidade e aceleragéo para o movimento acelerado e retardado.

E possivel demonstrar que a acelerag3o centripeta (d,) é dada por:

=2
ac|l = —
¢ R

Onde v é o mddulo da velocidade e R é o raio de curvatura da trajetodria.

Se a trajetoria é circular, o raio de curvatura é o prdoprio raio da circunferéncia. Para o caso de
a trajetdria ndo ser uma circunferéncia, é possivel obter uma circunferéncia tangente a trajetoria,
chamada de circunferéncia osculadora, de tal forma que o raio é o raio de curvatura a ser usado no
calculo do mddulo de d,, que aponta para o centro da circunferéncia osculadora. Este é um método
para calcular o raio de curvatura de uma trajetdria, sem utilizar os recursos do Calculo.

Figura 11: Representagdo da aceleragdo na circunferéncia osculadora.

Ainda neste capitulo, desenvolveremos a féormula da aceleracdao centripeta para o caso
particular do MCU. Esta aceleragao estd ligada diretamente com a varia¢ao da direcdo da velocidade.
Além disso, sua incidéncia nos nossos vestibulares é muito grande, portanto, vamos enfatizar alguns
aspectos:

19) Para o caso de o movimento ser retilineo, sua circunferéncia osculadora teria raio infinito.
Assim, |d.| = 0, ou seja, d. = 0. Assim, concluimos que a aceleracdo centripeta é n3o-nula
apenas em movimentos curvilineos.

22) Para o movimento uniforme, a acelera¢3o tangencial é nula sempre (a, = 0).

39) Se ndo for especificado qual a aceleracdo esta sendo trabalhada, admite-se que se trata
da aceleracdo vetorial instantanea.
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Sendo assim, vamos estudar alguns casos particulares de movimentos com foco nas
componentes tangenciais e normais.

1.6.3. Aceleragdes no MRU

Nesse movimento, temos as seguintes propriedades:

—

- = -
a,=0ea,=0

Como d = d; + d., portanto:

Q
Il
ol

1.6.4. Aceleragdes no MCU

Como visto anteriormente, a aceleragdo escalar nesse movimento é nula, entao, a aceleragao
tangencial também é nula. Porém, a trajetéria do movimento é uma curva, logo, sabemos que a
aceleracdo centripeta nao é nula. Entao:

+d,

Il
QU
Ry

a

Mas, d, = 0, portanto:

Q
QU

C

Se estamos no MCU, sabemos que a velocidade nao varia em moddulo, entao, ao calcularmos

~ , v? P ~ . C ,
a aceleracdo centripeta, |d,| = Y percebemos que o seu médulo ndo varia. Contudo, a dire¢ao esta
variando a cada instante.

-
-

tangente
normal - )
N ST T~ _“normal
Py = N
7 Acy /<‘>_P2
sentidodo s -/ ‘ “dc, | tangente
movimento| | ICentro
R
\\\ /

Figura 12: Representagdo da aceleragdo centripeta no MCU.

Portanto, dizemos que:

] = | = 1] = |a] = 2
.| = ldg,| =la.| =lal =—
cl c2 Cc R
Entretanto, devemos nos atentar que:

‘Ul * Uz

C_icl i C_I)'CZ
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1.6.5. Aceleragdoes no MCUV

Por fim, temos o caso onde a aceleragao escalar € ndao-nula e constante. Assim, sabemos que
a aceleracdo tangencial também é constante e diferente de zero. Como a trajetéria é curvilinea,

2
. P ~ , . P , v
sabemos que existe também a aceleracdo centripeta cujo mddulo é dado por |a,| = = Portanto,
podemos afirmar que a aceleragdo centripeta ird variar, pois o mddulo da velocidade é varidvel (d, #
5
0).

tangente ,-

Figura 13: Representagdo da aceleragdo centripeta no MCUV.

Entao, temos que:

|C—it1| = |C_it2|

-

i
Fl

“tangente ,-°.
Y s A

- kS

-
aiq,’ normal -

Figura 14: Representagdo das aceleragées no MCUV em dois instantes diferentes.

Portanto:

C_itl * atz mas |C_it1| = |C_it2|

dey # de; e |ac1| # |dc,|
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ESCLARECENDO!

()

4)

Um corpo descreve uma trajetdria circular de centro C, com velocidade escalar inicial v, = 4 m/s,
emt, = 0.Noinstantet = 1,0 s, a acelerac¢do vetorial instantanea tem médulo 10 m/s?, conforme
a figura abaixo. Dado que cosf = 0,8, determine:

a) Mddulo da aceleragao escalar;

b) Mddulo da aceleracdo centripeta quando t = 1,0 s;

c) Médulo da velocidade no instante t = 1,0 s;

d) O raio da trajetéria.

Comentdrios:
a)
Da teoria, podemos construir os vetores das aceleragdes tangenciais e normais:

Assim, pela trigonometria podemos dizer que:

|d,| = |d|.sen8 = |d.| = 10.0,6 = ||d,| = 6 m/s?
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Logo, o mddulo da aceleragdo escalar é de 6 m/s2.
b)

Para determinar o moddulo da aceleracao centripeta, podemos utilizar a relacao
trigonométrica da figura em questao ou aplicar o teorema de Pitagoras. Como trata-se de um
triangulo pitagorico multiplo do triangulo 3, 4 e 5, podemos escrever diretamente que a aceleragao
centripeta tem mddulo igual a 8,0 m/s2. Ou ainda:

ld.| = |dl|.cos8 = 10.0,8 = ||a.| = 8 m/s?
c)
A velocidade no instante t = 1,0 s, pode ser obtida pela equagdo horaria da velocidade no
MUV:
v=v0+ae.t=>v=4+6.1=>
d)
Pela equacao do mdédulo da aceleracao centripeta, podemos encontrar o raio da trajetéria:
. v? 102
IaCI = E = 8 = ?
=>|R=125m

1.7. Calculo da aceleragao centripeta para o movimento circular uniforme

TOME

NOTA!

&

V

No subcapitulo anterior, dizemos que o mdédulo da aceleragao centripeta era calculado por:

2

i.| = —
gl = —

Em que R é o raio de curvatura da trajetdria e v a velocidade linear do mével no instante
onde se deseja calcular |d,|.

v

Vamos mostrar esse resultado para o caso particular do movimento circular uniforme, onde
o raio de curvatura é igual ao raio da circunferéncia osculadora.

Para isso, vamos considerar uma pequena particula em movimento uniforme sobre uma
circunferéncia de raio R e centro 0. No instante t;, a particula em P; tem velocidade ¥, e no instante
t, (t, > t;), a particula tem velocidade v,. Dado que o movimento é uniforme, temos que |V;| =
| U,|. Neste intervalo de tempo, At =t, — t;, podemos representar a variacdo da velocidade
vetorial (A7) e relacionar com os lados dos tridngulos:
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Figura 15: Calculo do mddulo da aceleragdo centripeta no MCU.

Utilizando semelhanga de tridangulos, vemos que o triangulo O P; P, é semelhante ao triangulo
P,MN. Logo, encontramos a seguinte relagao:

AT [Vl

|P1P;| R

(1)

A medida que pegamos intervalos de tempo muito pequenos (isto é fazer At — 0), podemos
considerar que P, esta bem proximo de P; e que o segmento P; P, tem comprimento préoximo ao do
arco P, P,. Com isso, podemos escrever que:

|PP;| = |PP;| (2)

Esta aproximacgdo do segmento |P, P,| se aproximar ao comprimento do arco P, P,, é algo
comum na geometria, quando tomamos angulos muito pequenos. Repare que quando
aproximamos P, de P, o angulo 8 se torna muito pequeno.

Como estamos calculando a aceleracao centripeta para o movimento circular uniforme,
temos que:

|PiP,| = |9]. At| (3)

Substituindo (3) em (2), concluimos que:

|P,P,| = |V|. At
Substituindo esta ultima em (1), temos:

=>|—=

(4)

Lembrando sempre que para considerar |P, P, | = |P1P2 , fizemos que At seja muito pequeno.
Dessa forma, podemos calcular o médulo da acelerac¢io vetorial instantanea d pela definic3o:

@l = 1i |AD
al = lim —
At—0 At
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Para intervalos de tempo cada vez menores (fazer At — 0), temos que |P, P,| se torna cada
vez mais proximo de |P1P2|, entdo, a relacdo em (4) torna-se cada vez mais verdadeira, até que no
limite de At tendendo a zero, temos que:

A |97 v? al

Ao At . R R

N —
Para o caso do movimento circular uniforme, a aceleragao tangencial é nula (a; = 0), logo:

-

a=d;+d,

i=a,

Assim, concluimos que o mddulo da aceleracgao centripeta é dado por:

172

i, =—
gl = —

Entdo, podemos representar os vetores da seguinte forma:

P

1

Figura 16: Representagdo da aceleragdo centripeta no MCU.
ESCLARECENDO!

5) (FESP)

Em determinado instante, a velocidade vetorial e a aceleracdao vetorial de uma particula estao
representadas na figura abaixo. Qual dos pares oferecidos representa, no instante considerado, os
valores da aceleragdo escalar a, e o raio de curvatura R da trajetéria?

10m/s

60°

4m/s?

a)a, =40m/s’eR =0
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b)a, =4,0m/s*eR - »

c)a, =2,0m/s?eR=29m
d)a, =20m/s?eR=29m
e)a, =34m/s’eR=29m

Comentarios:
Pela representacdo dos vetores da figura, sabemos que a aceleracdo centripeta é normal ao

vetor velocidade, assim, podemos representar os demais vetores da seguinte forma:

10m/s

Am/s?

Centro de curvatura da trajetoria

Pela decomposicdo do vetor d, encontramos que:
ld.| = |d| - sen(60°)

V3
= |C_l)C| = 4<7> = 2\/§m/52
|d,| = |d|.cos(60°)
1
= |d,| =4(=
@l =4(3)

= |ld,| = 2,0 m/s?
Para o calculo do raio de curvatura, vamos utilizar o mdédulo da aceleragao centripeta:

Gabarito: C
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HORADE

PRATICAR!

2. Lista de exercicios de cinematica vetorial

1. (AFA-2010)

Um carro percorre uma curva circular com velocidade linear constante de 15 m/s completando-
aem 5v2 s, conforme figura abaixo.

E correto afirmar que o médulo da aceleracio média experimentada pelo carro nesse trecho,
em m/s?, é

a)o

b) 1,8
c) 3,0
d)5,3

2. (AFA-2007)

Uma particula descreve movimento circular passando pelos pontos A e B om velocidades v, e
U, conforme a figura. A opg¢do que representa o vetor aceleracdo média entre A e B é:

P - ‘}A
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c) /
"f‘
d) _,
3. (ITA-1973)

Um flutuador em colchdao de ar, desloca-se num
circulo horizontal, sobre uma mesa e preso a
extremidade de um fio inextensivel, de comprimento
0,8m, com velocidade angular mostrada no grafico
(@ propulsdao é dada pelos gases expelidos do
aparelho). Suponha a massa do aparelho constante.
Calcule as aceleragdes angular y, tangencial (a;) e
centripeta (a.) e assinale a resposta correta abaixo.

y(rad/s?) a.(m/s?) ac(m/s*)

a) 0,25 0,20 0,8 + 0,32t + 0,032t2.

b) 0,20 0,16 0,8 4+ 0,4t + 0,05¢t2. o[ 0 5 20 25 Pus)
c) 0,25 0,20 0,8 + 0,4t + 0,05¢t2.

d) 0,20 0,16 0,8 + 0,32t + 0,032¢t2.

e) 0,25 0,16 0,8 + 0,32t + 0,032¢t2.

4. (ITA-1974)

Uma particula descreve um movimento circular de raio R, partindo do repouso e com uma
aceleragao tangencial a constante. A relagao entre o mddulo da aceleragdo centripeta a. e o
modulo da aceleracdo tangencial é:
2
art
a) —.
&
b) —.
art
VZ
c) —.
) t
a
d) —=.
R
) ath
o

5. (ITA-1979)
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Um ponto P de uma roda é obrigado a descrever uma trajetéria circular de raio R , com
aceleracdo d de mddulo constante. Num dado instante, a direcdo e o sentido dos vetores
aceleracao e velocidade sao indicados na Fig. 1.

)

7

Fig. 3

] 3 p v’ P ¥
El
2

Fig. 1 Fig.

Pode-se, entao, afirmar que:

a) As componentes tangencial e centripeta de d, respectivamente a; e a. sdo constantes.

b) Sendo periddico o movimento, decorrido um periodo apds o instante correspondente a
situacdo da Fig. 1, a nova figuracdo dos vetores velocidade ¥ e aceleracdo d, com v' > v é

ilustrada na Fig. 2 acima.
2

, ~ . — . , v
c) O médulo da aceleragdo tangencial a;, em cada instante, é dado por a; = e

d) A aceleracdo d é constante.
e) Na primeira vez que a particula torna a passar pela posicdo inicial, a configuracdo dos

vetores velocidade ¥ e acelera¢do a’, com v’ > v, é ilustrada na Fig. 3.

6. (ITA-1982)

Acima de um disco horizontal de centro O que gira em torno de seu eixo, no vacuo, dando 50,0
voltas por minuto, estao duas pequenas esferas M e N. A primeira esta 2,00 m acima do disco
e a segunda a 4,50 m acima do disco, ambas na mesma vertical. Elas sdo abandonadas
simultaneamente e, ao chocar-se com o disco, deixam marcas N’ e M’ tais que o angulo M'ON’
é igual a 95,5°. Podemos concluir que a aceleracdo da gravidade local vale:

a) 10,1 m/s?.

b) 49,3 m/s?

c) 9,86 m/s?

d) 11,1 m/s?

e) 3,14 m/s?

7. (ITA-1985)
Uma roda de uma bicicleta tem raio de 25c¢m. Em 55 o ciclista alcanga a velocidade de 10m/s.

A aceleracdo angular da roda, suposta constante, é:
rad

rad

b) 0,085

rad
C) 2 5—2

rad

d) 875

rad

e) 0,5 5—2
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8. (ITA-1991)

Uma particula move-se em drbita circular com aceleragao tangencial de mddulo constante.
Considere que a velocidade angular era nula no instante t = 0. Em dado instante t’, o angulo
entre o vetor aceleracdo d e a dire¢do ao longo do raio é /4. Indique qual das alternativas
abaixo exige um valor de aceleragdo angular (y) adequado a particula no instante t’.

1
a) y=-.

t,

b) y = 2t'.
) 1
Y =Wy
1

VY= e

)y =2
e)y =+

9. (ITA-1995)

Um aviao voa numa altitude e velocidade de mddulo constante, numa trajetéria circular de
raio R, cujo centro coincide com o pico de uma montanha onde esta instalado um canhdo. A
velocidade tangencial do avido é de 200m/s e a componente horizontal da velocidade da bala
do canhdo é de 800m/s. Desprezando-se os efeitos de atrito e o movimento da Terra e
admitindo que o canhdo estd direcionado de forma a compensar o efeito de atracao
gravitacional, para atingir o avido, no instante do disparo, o canhdo devera estar apontando
para um ponto na frente do mesmo situado a:

a) 4,0 rad.

b) 4,0m rad.

¢) 0,25R rad.

d) 0,25m rad.

e) 0,25 rad.

10.(ITA-2007)

A figura mostra uma pista de corrida A B C D E F, com seus trechos retilineos e circulares
percorridos por um atleta desde o ponto A, de onde parte do repouso, até a chegada em F,
onde para. Os trechos BC, CD e DE sao percorridos com a mesma velocidade de mddulo
constante.

Considere as seguintes afirmacdes:

| — O movimento do atleta é acelerado nos trechos
AB, BC, DE e EF.

I — O sentido da aceleragcao vetorial média do
movimento do atleta é o mesmo nos trechos AB e
EF.

[l — O sentido da aceleracdao vetorial média do
movimento do atleta é para sudeste no trecho BC, e,
para sudoeste, no DE.

Esta(3o) correta(s):

a) Apenasa l.

b) Apenasalell.
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c) Apenasalelll
d) Apenasallelll.
e) Todas.

11.(ITA-2009)

Na figura um ciclista percorre um trecho AB com velocidade escalar média de 22,5 km/h e,
em seguida, o trecho BC de 3,0 km de extensdo. No retorno, ao passar em B, verifica ser de
20,0 km/h sua velocidade escalar média no percurso entdo percorrido, ABCB. Finalmente, ele
chega em A perfazendo todo o percurso de ida e voltaem 1,00 h, com velocidade escalar média
de 24,0 km/h. Assinale o médulo v do vetor velocidade média referente ao percurso ABCB.

a) v=12,0km/h. c
b) v = 12,00 km/h. _,;,::"
c) v =20,0 km/h. Pt
d) v = 20,00 km/h. A « 87

e) v=2360km/h.

12.(ITA-2011)

Um problema cldssico de cinematica considera objetos que, a partir de certo instante, se
movem conjuntamente com velocidade de mddulo constante a partir dos vértices de um
poligono regular, cada qual apontando a posicao instantanea do objeto vizinho em movimento.
A figura mostra a configuracao desse movimento multiplo no caso de um hexdgono regular.
Considere que o hexagono tinha 10,0 m de lado no instante inicial e que os objetos de
movimentam com velocidade de mddulo constante de 2,00 m/s.

Apds quanto tempo estes se encontrarao e qual devera ser a distancia percorrida por cada um
dos seis objetos?

a)5,8se11,5m. /’ e
b) 11,55 e 5,8m. . \
c) 10,0s e 20,0m. \ .
d) 20,0s e 10,0m.

e) 20,05 e 40,0m. — J/

13.(Simulado ITA 12 fase)

Considere o plano cartesiano XY. Sobre esse plano, trés moveis (A, B e C) estdo se movendo em
linha reta, paralelas entre si. Eles partem do repouso no instante de tempo t = 0 s. O mével A
tem equacdo horario S,(t) = (0; 2 + 8t3), o mével B tem equacdo horaria Sz(t) = (2; —4 +
2t*) e o movel C tem equagdo horario S.(t) = (4; Yc(t)). Sabendo que os moveis
permanecem alinhados durante todo o movimento, qual é a fungdo Y.(t) que descreve a
posi¢ao vertical do corpo C?

a) Y.(t) = —8t3 + 4t - 10

b)Y.(t) = —t3+t?2—1

o) Y.(t) =4t -1

d) Y.(t) =5t3+t*>—10
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e) Y.(t) = -8t

Comentarios:

Para que esses vetores sempre estejam alinhados, eles devem estar na mesma reta. Dessa
maneira, o determinante formado por eles deve ser nulo:

X4 Va1l 02+8t31
xpyp1| =0=[2-4+2¢21|=0
XcYcl 4 v.(t) 1

Resolvendo o determinante, chegamos em:

Y. (t) = —8t3 + 4t — 10

Gabarito: A

14.(Simulado ITA 12 fase)

Um rio de largura L esta fluindo de tal forma que a velocidade da correnteza varia com y da
seguinte forma:

V3-1 ]
'y

UR=170‘[1+ I

Em que y é a distancia perpendicular a margem. Um barco comeca a se mover, a partir da
margem, com velocidade constante v = 2v,, de tal maneira que ele sempre se move ao longo
de uma linha reta perpendicular as margens. Qual serd a velocidade do barco, ao longo da linha
reta, quando ele chegar ao outra margem?

a)0,5v, b)v, c)2v, d)3v, e)4y,
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GABARITO

3. Gabarito de cinematica vetorial sem comentarios

E

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10) E
11) A
12) C
13) A
14) B

OO mMmmooOnOon
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ESCLARECENDO!

()

4. Lista comentada de cinematica vetorial

1. (AFA-2010)

Um carro percorre uma curva circular com velocidade linear constante de 15 m/s completando-
aem 5v2 s, conforme figura abaixo.

E correto afirmar que o médulo da aceleracio média experimentada pelo carro nesse trecho,
em m/s?, é

a)o

b) 1,8
c) 3,0
d) 5,3

Comentarios:

Por definicdo, a aceleracdao média vetorial é dada por:

Logo, o mddulo da aceleragao média vetorial é dado por:
- -
|9 — i
At

| =
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Como |17f| = |#;| = v, entdo |A¥| = vV/2. Portanto:

) 2
ol =5
L, 15V2
|am|_ﬁ

|d,,| = 3,0 m/s?

Gabarito: C

2. (AFA-2007)

Uma particula descreve movimento circular passando pelos pontos A e B om velocidades 7, e
U, conforme a figura. A opg¢do que representa o vetor aceleracdo média entre A e B é:

P - "}A
!

/g

a) -

b)

d)

*

Comentarios:
Por definicdo, a aceleracao vetorial média é dada por:
Uy~ Vi _ AV
At At
Geometricamente, temos:
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Portanto, a dire¢do de d,, € a mesma de A”, como mostrado na figura acima e melhor
explicitado na alternativa C.

Gabarito: C

3. (ITA-1973)

w (radis)

Um flutuador em colchdo de ar, desloca-se num
circulo horizontal, sobre uma mesa e preso a
extremidade de um fio inextensivel, de comprimento
0,8m, com velocidade angular mostrada no grafico (a
propulsdo é dada pelos gases expelidos do aparelho).
Suponha a massa do aparelho constante. Calcule as
aceleragdes angular y, tangencial (a;) e centripeta
(a.) e assinale a resposta correta abaixo.

y(rad/s?) a,(m/s?) ac(m/s?)

a) 0,25 020 08+ 0,32t + 0,032t 55205 s
b) 0,20 016 0,8+ 0,4t +0,05¢2.

c) 0,25 020 0,8+ 0,4t + 0,052

d) 0,20 016 08+ 0,32t +0,032t2.

e) 0,25 016 08+ 0,32t + 0,032t

Comentarios:

Considere a representacao do movimento na figura abaixo, onde o flutuador é representado
pelo ponto C.

Note pelo grafico que a velocidade angular do flutuador varia linearmente com o tempo, de
modo que podemos acertar que sua aceleragao tangencial é constante. Para calcula-la, basta
usarmos a defini¢cao de aceleragao:

Aw

Y=

Usando os pontos (0,1) e (20,5) do grafico, obtemos:
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5—-1 4 5
y = 20 =0 =%= 0,20rad/s
Para obtermos a aceleracdo tangencial basta multiplicarmos pelo raio da trajetdria:
a, =yR =0,20.0,8 = 0,16 m/s?

Lembrando que a aceleragao centripeta de uma particula em trajetdria circular é dada por:

_ Vtzangencial (e 1)
R e

Voltamos nossa atencdo ao cdlculo da velocidade tangencial do flutuador. Podemos
relacionar a velocidade tangencial da particula com sua velocidade angular através da expressao:

Vtangencial =w-R (eq.2)

Substituindo (2) em (1), obtemos:

ac

a. = w?-R
Pelo grafico apresentado podemos deduzir a variacdo de w com o tempo:
w =1+ 0,20t (eq.dareta)
a. = (1+ 0,40t + 0,04t%).0,8
a. = 0,8+ 0,32t + 0,032t% m/s?
Gabarito: D

4. (ITA-1974)

Uma particula descreve um movimento circular de raio R, partindo do repouso e com uma
aceleragao tangencial ar constante. A relagdao entre o modulo da aceleragao centripeta a. e o
modulo da aceleracdo tangencial é:

a) @
R

b)
c) —.
d) —

e) —

Comentarios:

Primeiramente, calcularemos a velocidade tangencial do movimento que é representada por
V na figura:
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Na diregao tangencial o movimento tem aceleragdo constante logo:
AV = arAt
V=Vy+art (eq.1)
Como a particula parte do repouso temos: V, = 0.

Lembrando que a aceleragao centripeta (aceleracdo direcionada ao centro, responsavel por
desviar a trajetdria da linearidade) é dada por:

VZ
ac=— (eq.2)
Substituindo (1) em (2), temos:
azt?
a. =
¢ R
a, _ art?
ar R
Gabarito: E
5. (ITA-1979)

Um ponto P de uma roda é obrigado a descrever uma trajetdria circular de raio R , com
aceleracdo d de mddulo constante. Num dado instante, a direcdo e o sentido dos vetores
aceleracao e velocidade sao indicados na Fig. 1.

=

P ¥ P

wl
[

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
Pode-se, entdo, afirmar que:
a) As componentes tangencial e centripeta de d, respectivamente a; e a. sdo constantes.

b) Sendo periddico o movimento, decorrido um periodo apds o instante correspondente a

situacdo da Fig. 1, a nova figuracdo dos vetores velocidade ¥ e aceleracdo d, com v' > v é
ilustrada na Fig. 2 acima.
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, ~ . —_— . , v
c) O médulo da aceleragao tangencial ay, em cada instante, é dado por a; = =

d) A acelerac3o a é constante.
e) Na primeira vez que a particula torna a passar pela posicdo inicial, a configuracdo dos

vetores velocidade ¥ e acelera¢do a’, com v’ > v, é ilustrada na Fig. 3.
Comentarios:

a) Incorreta. Considere a representacao das duas aceleracées na trajetéria:

Suponha, por absurdo, que as componentes tangencial e centripeta sdao constantes. Nesse
caso poderiamos escrever a velocidade tangencial como:
V=a;t (eq.1)

E como a aceleragao centripeta é dada por:
2

ac=— (eq.2)
O moddulo da aceleragao da particula é dado por:

a’ = a? + a?

444
art
— 2 T
a= |ar+ R2
B azt*
a=ar [1+ RZ

O que ndo é constante, portanto, contrariando a hipdtese original.
b) Incorreto. Em um movimento periddico as grandezas fisicas apresentam valores iguais aos iniciais

apos um periodo.
c) Incorreto. Essa expressdo representa a aceleragdo centripeta em cada instante.

d) Incorreto. Uma particula sujeita a aceleracdo constante percorre uma parabola, lembre-se, por
exemplo, de lancamentos obliquos, onde a aceleracdao gravitacional é uma aceleracdo vetorial
constante. Se o corpo estivesse em repouso ou com velocidade inicial na dire¢ao do vetor aceleragao
entdo a trajetodria seria uma reta.

e) Correto. Como v’ > v podemos afirmar que a aceleragdo centripeta aumentou nesse intervalo
(veja a expressdo para aceleracdo centripeta acima) e como a aceleracdo resultante deve ser
constante, podemos concluir que a aceleragao tangencial diminuiu. Graficamente:
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Por isso a aceleragdao é mostrada mais préxima ao raio.

Gabarito: E

6. (ITA-1982)

Acima de um disco horizontal de centro O que gira em torno de seu eixo, no vacuo, dando 50,0
voltas por minuto, estao duas pequenas esferas M e N. A primeira esta 2,00 m acima do disco
e a segunda a 4,50 m acima do disco, ambas na mesma vertical. Elas sdo abandonadas
simultaneamente e, ao chocar-se com o disco, deixam marcas N’ e M’ tais que o angulo M'ON’
é igual a 95,5°. Podemos concluir que a aceleracdo da gravidade local vale:

a) 10,1 m/s?.

b) 49,3 m/s?

c) 9,86 m/s?

d) 11,1 m/s?

e) 3,14 m/s?

Comentarios:

O tempo que o disco usou para rotacionar 95,5° é igual a diferen¢a do tempo de queda das
duas esferas. Calculando-se esse tempo:

t=tN_tM

Jg(%ﬁ;-ﬂJﬁE) (eq.1)

2Hy  [2H,,

t = =
g g

e o t? . . .
Aqui foi usado a expressdao h = 97 de queda livre. Podemos usar o movimento do disco para

calcular o tempo acima:
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Aqui devemos transformar o angulo fornecido para radianos e a frequéncia para hertz.
~ 95,51 .
Efetuando as transformagdes encontramos 5/6 Hz e oo rad. Logo, o tempo decorrido entre as
colisdes foi:

t= id = 0,318
“2nf >

Substituindo o valor encontrado em (1), obtemos:

2
0,3183 = E(Jﬁ ~2)

(75 - 2)

0,31832
~ 9,87 m/s?

g=2

_ 2(6,5-6)
" 0,31832

O aluno deveria ser muito cuidadoso com essa questdo, jd que a resposta era instavel nas
outras varidveis, pequenas imprecisdes nas contas levariam facilmente para outras respostas.

Gabarito: C

7. (ITA-1985)

Uma roda de uma bicicleta tem raio de 25 cm.Em 5 s o ciclista alcanga a velocidade de 10 m/s.

A aceleracdo angular da roda, suposta constante, é:
rad

rad

b) 0,087

rad

rad

d) 85—2.

rad

E) 0,5 s_z

Comentarios:

Assumindo que a roda nao desliza em relagdo ao solo, devemos ter uma velocidade nula no
ponto de contato do pneu da roda com o solo, como visto em teoria:

Ve=Vr =Vt =0

VT = Vrot
AVp AV
At At

Aign = a - R
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Onde a;,, € a aceleragao tangencial, @ a aceleragdo angular e R o raio do pneu da bicicleta.
A velocidade de translagcao da bicicleta é a mesma das rodas, isto é, a velocidade de translagao do

ciclista, logo:
1 2
Aign = ? =2m/s
— 2 — 8 d 2
a= 025 rad/s
Gabarito: D
8. (ITA-1991)

Uma particula move-se em drbita circular com aceleragao tangencial de mddulo constante.
Considere que a velocidade angular era nula no instante t = 0. Em dado instante t’, o angulo
entre o vetor acelera¢do d e a direcdo ao longo do raio é /4. Indique qual das alternativas
abaixo exige um valor de aceleragdo angular (y) adequado a particula no instante t’.

1
a) Y=
b) y = 2t'.
)y = 1
C y_(t/?lz
VY =5

2
e)y=F.

Comentarios:

Considere o esquema representando o movimento:

A aceleragao resultante pode ser separa em uma aceleragao centripeta e tangencial, como
seu angulo com o raio é 45°, temos:
acp, = a; (eq.1)
Partindo do repouso a particula percorre um movimento uniformemente variado na
tangencial, logo sua velocidade apds se passar um tempo t’ é:
—_— 14
Vi=a;, -t (eq.2)

Substituindo (2) em (1), temos:
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R_“
a;()” _
R t
V=R T )2
Gabarito: C
9. (ITA-1995)

Um avidao voa numa altitude e velocidade de mddulo constante, numa trajetéria circular de
raio R, cujo centro coincide com o pico de uma montanha onde esta instalado um canhdo. A
velocidade tangencial do avido é de 200 m/s e a componente horizontal da velocidade da bala
do canhdo é de 800 m/s. Desprezando-se os efeitos de atrito e o movimento da Terra e
admitindo que o canhdo estd direcionado de forma a compensar o efeito de atracao
gravitacional, para atingir o avido, no instante do disparo, o canhao devera estar apontando
para um ponto na frente do mesmo situado a:

a) 4,0 rad.

b) 4,0m rad.

¢) 0,25R rad.

d) 0,25m rad.

e) 0,25 rad.

Comentarios:

A figura abaixo mostra o sistema no momento do disparo, visto por cima:

A Uprojétil

Em que A é o local onde se encontra o canhdo, B é a posi¢ao do aviao no momento do disparo
e C é o ponto o projétil deve atingir o avido. Para que a colisdao ocorra o projétil e o avido necessitam
levar o mesmo tempo para alcancar C, a partir de suas posicdes mostradas na figura:

a-R_ R

t =
Vaviéo Vprojétil
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V. ,ix 1
a=—22 —_=0,25rad
Vprojétil

Gabarito: E

10. (ITA-2007)

A figura mostra uma pista de corrida AB C D E F, com seus trechos retilineos e circulares
percorridos por um atleta desde o ponto A, de onde parte do repouso, até a chegada em F,
onde para. Os trechos BC, CD e DE sao percorridos com a mesma velocidade de mddulo
constante.

Considere as seguintes afirmagdes:

| — O movimento do atleta é acelerado nos trechos AB, BC, DE e EF.

Il — O sentido da aceleragao vetorial média do movimento do atleta € o mesmo nos trechos AB
e EF.

[l — O sentido da aceleracdo vetorial média do movimento do atleta é para sudeste no trecho
BC, e, para sudoeste, no DE.

Esta(30) correta(s): YI

a) Apenasa l. - o

b) Apenasalelll. . * ‘é‘ * :
c) Apenasalelll. ) L

d) Apenasallelll. s

e) Todas. F

Comentarios:

L. Correto. No trecho AB o atleta parte do repouso e atinge uma velocidade nao nula,
portanto sofre aceleracdo. No trecho EF o atleta apresenta velocidade no inicio, mas
chega ao seu com velocidade nula, logo houve acelera¢dao. Nos trechos BC e DE a
velocidade do atleta é constante, mas a trajetéria é curvilinea e, portanto, temos
aceleracdo centripeta.

II. Correto. No trecho AB a aceleragao tem sentido de A para B, pois aumenta a velocidade
do atleta, ja em EF, ela deve ter sentido de F para E, uma vez que o atleta percorre o
percurso de E para F e sua velocidade diminui.

III.  Correto. Veja a figura abaixo:
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Qualquer ponto arbitrdrio A na trajetdria apresenta seu simétrico A’ em relacdo a S, de
modo que ao tirarmos a média das aceleragdes s6 a componente naquela dire¢dao nao se
cancela. A demonstracdo para o trecho BC é andloga.

Gabarito: E

11.(ITA-2009)

Na figura um ciclista percorre um trecho AB com velocidade escalar média de 22,5 km/h e,
em seguida, o trecho BC de 3,0 km de extensdo. No retorno, ao passar em B, verifica ser de
20,0 km/h sua velocidade escalar média no percurso entdo percorrido, ABCB. Finalmente, ele
chega em A perfazendo todo o percurso de ida e voltaem 1,00 h, com velocidade escalar média
de 24,0 km/h. Assinale o médulo v do vetor velocidade média referente ao percurso ABCB.

a) v=12,0km/h. -
wo

b) v =12,00 km/h. Pt

c) v =20,0 km/h. A — 87

d) v = 20,00 km/h. S

e) v=2360km/h.
Comentarios:

Da ultima informacao dada pela questdao podemos determinar o comprimento de AB:

_ dapcpa

Vmed,total - t
ABCBA

dapcea = 24,0 km
Cuidado com os algarismos significativos!

2AB + 2BC = 24,0

AB =9,0 km

Usando a velocidade média do percurso ABCB, temos:
AB + 2BC
Vimed,aBce = I
ABCB
Podemos encontrar o tempo que o ciclista gastou naquele percurso:

tapce = o = S h

20 4

Por definicdo a velocidade média vetorial no percurso ABCB é dada por:

. AB
Vimea,aBcp = t
ABCB
Aplicando mdédulo dos dois lados da expressao:
R AB 9,0
|Vmed,ABCB| = ' =3 = 12,0 m/s
ABCB 7

Note que a questdo também trabalha com algarismos significativos.
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Gabarito: A

12.(ITA-2011)

Um problema classico de cinematica considera objetos que, a partir de certo instante, se
movem conjuntamente com velocidade de mddulo constante a partir dos vértices de um
poligono regular, cada qual apontando a posicao instantanea do objeto vizinho em movimento.
A figura mostra a configuracao desse movimento multiplo no caso de um hexagono regular.
Considere que o hexagono tinha 10,0 m de lado no instante inicial e que os objetos de
movimentam com velocidade de médulo constante de 2,00 m/s.

Apods quanto tempo estes se encontrarao e qual devera ser a distancia percorrida por cada um
dos seis objetos?

a)58se11,5m. /0 —
b) 11,55 e 5,8m.

c) 10,0s e 20,0m. * H'L
d) 20,0s e 10,0m.

e) 20,0s e 40,0m. —  J

Comentarios:

A figura abaixo mostra a configuragcao do movimento entre dois vértices do hexagono em um
momento qualquer:

AAC\(:GOO v B

v

Perceba que a velocidade relativa entre dois vértices se mantém a mesma:

v
Vypey = V- CO0S60° — v = B
Os objetos se encontrardo quando a distancia relativa entre eles for nula, ou seja:
v _ Adrel
rel At
v L
2 At
2L
At = —
v
Usando os dados fornecidos no enunciado:
(2-10)
t=——=10s

2

Sabemos que as particulas possuiam velocidades de moddulo constante, como se
movimentaram durante 10 s, podemos afirmar:

d=v- At
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A trajetdria das particulas € uma espiral, mas isso nao é relevante, tudo que precisamos saber
é que a velocidade tangencial da particula é constante e, portanto, a expressao de movimento
uniforme se aplica. Substituindo os valores do enunciado na expressao acima, obtemos:

d=20m
Gabarito: C

13.(Simulado ITA 12 fase)

Considere o plano cartesiano XY. Sobre esse plano, trés moveis (A, B e C) estdo se movendo em
linha reta, paralelas entre si. Eles partem do repouso no instante de tempo t = 0 s. O mdével A
tem equacdo horario S, (t) = (0; 2 + 8t3), o mével B tem equacdo horéria Sz(t) = (2; —4 +
2t*) e o movel C tem equagdo horario S-(t) = (4; Yc(t)). Sabendo que os moveis
permanecem alinhados durante todo o movimento, qual é a fungdo Y.(t) que descreve a
posicao vertical do corpo C?

a) Y.(t) = —8t3 + 4t — 10
b)Y.(t) = —-t3+t?>—1

o) Y.(t) =4t?> -1

d) Y.(t) =5t3+t2—-10

e) Y.(t) = -8t

Comentarios:

Para que esses vetores sempre estejam alinhados, eles devem estar na mesma reta. Dessa
maneira, o determinante formado por eles deve ser nulo:

XaVal 02+8t31
xpgYpl1l|=0=|2-442¢21|=0
XcYcl 4 Y.(t) 1

Resolvendo o determinante, chegamos em:

Y. (t) = —8t3 + 4t — 10

Gabarito: A

14.(Simulado ITA 12 fase)

Um rio de largura L esta fluindo de tal forma que a velocidade da correnteza varia com y da
seguinte forma:

V3—-1
L 'y]

UR:vo'll-I'

Em que y é a distancia perpendicular a margem. Um barco comeca a se mover, a partir da
margem, com velocidade constante v = 2v, de tal maneira que ele sempre se move ao longo
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de uma linha reta perpendicular as margens. Qual sera a velocidade do barco, ao longo da linha
reta, quando ele chegar ao outra margem?

a)0,5v, b)v, c)2v, d)3v, e)4y,

Comentario:

Quando o corpo chega até a margem oposta, temos:

y=L ;v=V3-v, ; v-cosa=vg= 2vycosa =13 v,

cosa'=7=>a=30°

Deste modo, a velocidade ao longo da linha reta é de:
Vpes = Vy = V- Sena = 2v,sen30°
Ures = Vg

Gabarito: B
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INDO MAIS

FUNDO!

L

>

5. Composi¢cao de movimentos

Muitas vezes o movimento de um movel pode ser visto como a superposicdo de dois ou mais
movimentos.

Dado dois vetores no espac¢o, podemos escrever cada vetor em relagcdo a origem e podemos
escrever um vetor em relagdo ao outro:

FB/A B

7
/0

/ T /
0

Figura 17: Vetor deslocamento no R3.

Quando escrevemos FA/O estamos escrevendo o vetor de A em relagdo a origem O, FB/O o vetor
de B em relagao a origem O e FB/A o vetor de B em relagdao a A. Além disso, pela soma vetorial,
temos que:

- o -
Tgjo = T/a T Taj0

- - -
Tejo = TE@ fayo

Dessa forma, podemos dizer que um vetor pode ser escrito como a soma de dois vetores, sendo
que se pode escolher um ponto qualquer para escrever a soma vetorial (o ponto A poderia ser um
ponto qualquer que valeria 75,5 = 75,4 + T4/0)-

Estd é a regra “das bolinhas”: Digamos que temos trés vetores 7’z /g, T5/0 € 7g/o- Coloca-se o
vetor desejado, vamos supor 775/0- Entdo devemos escolher dois vetores de forma que o termo
escreveremos o vetor E em relagdo ao ponto B e o ponto B em relagdo ao ponto O, isto é:

- _ 2 -
Tgjo = Te/p T T8)0
Como escrever FE/B e FB/E so altera o sentido dos vetores, entdao temos que:
- _ -
Te/p = —TBJE
Entdo:

Tgjo = —Tg/E T TBjo
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De acordo com os vetores dados.

Esta regra “das bolinhas” é muito utilizada nas questdes de composicao de movimento e soma
vetorial.

A partir da relagao das posicoes, derivando em relagao ao tempo, chegamos na relagcao entre
as velocidades, e derivando novamente em relacdo ao tempo, encontramos a relagcao das
aceleracgdes.

Vamos fazer um exercicio de fixacao para ilustrar essa relacdo entre os vetores.
ESCLARECENDO!

)

6)

Considere um rio retilineo na qual as 4guas movimentam-se com velocidade de 2,0 m/s em relagao
as margens. Um barco cuja velocidade em relagdo as aguas é 4,0 m/s e parte de uma ponte a outra
gue distam 60 metros. Inicialmente, o barco estd subindo o rio de uma ponte para a outra e depois
volta para a primeira.

a) determine o intervalo de tempo para o barco subir o rio, da primeira a segunda ponte.

b) determine o intervalo de tempo para o barco descer o rio, da segunda a primeira ponte.

c) se o rio estivesse parado em relacdo as margens, qual seria o tempo total de ida e volta.

Comentarios:
Inicialmente, escrevemos todos os vetores velocidades:
Ug,u: velocidade do barco em relagio as margens
Up,4: velocidade do barco em relagdo a dgua
Ua/um: velocidade da dgua em relacao as margens
Pela regra das bolinhas, temos que:

- _ = -
Vp/m = Vgja t Vam

a)
Quando o barco esta subindo o rio, ou seja, indo contra a correnteza (o barco vai a montante),
temos a seguinte disposicao dos vetores velocidades:

-
Vgia

= =
Ve/m Varm
- i}

Assim, podemos relacionar os médulos da seguinte forma:

|53/M| = |’7B/A| - |73A/M|
U5 /m| = 40 —2,0=2,0m/s
Para um referencial nas margens do rio, a distancia percorrida pelo barco para ir de uma
ponte a outra é de 60 metros, portanto:
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60
= 5 = B =30

Quando o barco esta descendo o rio, ou seja, indo a favor da correnteza (o barco vai a
jusante), temos a seguinte disposicdo dos vetores velocidades:

%
Va/n

b)

=l

- -
Vainm Vg
i} =i}

Nesse caso, temos a seguinte relacao dos modulos dos vetores:
|1_7)B/M| = |1_7)B/A| + |1_7)A/M| = 4,0 + 2,0 = 6,0 m/S
Logo, o tempo para descer o rio é de:

e, = = B, =105

c)
O tempo total caso as aguas estivessem paradas em relagdao as margens, isto &, ﬁA/M = 6,
pode ser dado por:
1_7)B/M = 1_7)3/,4 + ﬁA/M = ﬁB/M = ﬁB/A
Portanto:
|Pa/m| = [Pa/a| = 4.0m/s
Logo, o tempo total seria de:

g Bs 260
=2 —=
B
M

= [At =30 5]

Vamos trabalhar um problema cldssico em composi¢cao de movimentos em um movimento
em duas dimensdes, utilizando um exercicio de fixacao.

VEJACOMO CAIEM

PROVA!

Py

7)

Um rio de margens paralelas corre com uma velocidade de 3,0 m/s em relagdo as margens. A
distancia entre as margens é de 12 metros. Um barco de pesca sai de uma das margens em dire¢ao
aoutra com velocidade de 4,0 m/s em relagdo a 4gua, de tal forma que o seu eixo fique perpendicular
a correnteza. Determine:

a) o médulo da velocidade do barco de pesca em relagdo as margens;

b) quanto tempo o barco leva para ir de uma margem a outra;

c) o deslocamento do rio abaixo;

d) o deslocamento m relagao as margens.
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Comentarios:
Novamente, vamos definir os vetores velocidades e a relacdo vetorial entre eles:
Up,n: velocidade do barco em relagdo as margens
Up,4: velocidade do barco em relagdo a dgua
Ua/ym: velocidade da dgua em relacao as margens
Pela regra das bolinhas, temos que:
- 2 -
Vp/m = Vpja t Vam
Além disso, representamos geometricamente o problema:

12 m

a)
Para encontrarmos o mdédulo da velocidade do barco de pesca, precisamos utilizar a relagao
de Pitagoras para relacionar os mddulos dos vetores velocidades:
4 2 _ |2 2 4 2
|P5/m|* = |Fs/al? + |Vam|
|1—7)B/M|2 = 4‘2 + 32

|1_7)B/M| = 5,0 m/S

b)
Para encontrar o tempo de travessia, podemos utilizar a velocidade do barco em relagao a
agua e o seu deslocamento neste trajeto:

At d 2 At = 3,0
= =—-= =3 =5UsS
Do 40
c)
O deslocamento do rio abaixo pode ser obtido pela velocidade das dguas em relacdo as

margens, dado que o tempo gasto pelo barco foi de 3,0 s:

d = |vau| - At =33 =[d=9,0m]

Para um observador fixo na margem do rio, o seu movimento acontece na direcdo da
velocidade do barco em relacdo a margem, isto é, de A para C. Logo, podemos calcular esse
deslocamento da seguinte forma:

d)

|AC? = AB* + BC?|

AC?=1224+92=|AC =15m
Pela cinematica, poderiamos calcular o deslocamento da seguinte forma:
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Note que o tempo de travessia é exatamente o mesmo, para qualquer umas das velocidades
escolhidas:

AC AB BC
At = - = - = -
|vB/M | |”B/A | |”A/M |
Como mostra os calculos:
12m 9m 15m
3,0 S = = =
40m/s 30m/s 50m/s
ATENCAO!

oy

8)
Uma lancha dotada de um motor potente, encontra-se parada em uma das margens de um rio de
margens paralelas. A velocidade da correnteza em relacdo as margens é de 4 m/s e a partirde t =
0, a lancha comega a movimentar-se com MRUV em relagdo a agua com aceleragao escalar de 2,0
m/s?, de tal forma que o movel fique perpendicular a correnteza.
a) determine a trajetdria da lancha para um observador fixo na Terra.
b) determine a velocidade da lancha em relacao as margens em t = 1,0 s (suponha que a lancha
ainda ndo atravessou o rio).
Comentarios:
a)

Inicialmente, vamos adotar um sistema de coordenadas cartesiana, onde a origem coincida
com a posicao inicial da lancha na margem do rio. Além disso, colocamos o eixo x orientado no

sentido da correnteza, conforme figura abaixo:
| y(m)

margem

3o p——

margem

o} x(m)

Considerando um observador nas margens do rio, isto &, ele esta fixo na Terra, para ele a
lancha é levada rio abaixo, com modulo de velocidade v,,/y, em um movimento uniforme. Para este
tipo de movimento, a funcao hordria do espaco é dada por:

S=Sg+vym-t

Logo, para o nosso caso, temos que:

(1)

Por outro lado, enquanto a lancha move-se rio abaixo (na direcdo de x), ela também se
desloca na dire¢ao de y mas realizando um MUV nesta orienta¢ao. Logo, a posi¢cdao y pode ser dada
por:
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s=so+v0-t+%-t2

Yy=0+0-t+=-¢2

y=1t*(2)

Isolando o tempo em (1) e substituindo em (2), podemos encontrar a equac¢ao da trajetoria:
x=4-t=t= f

=1 () oo

Este resultado, mostra que a equacgao da trajetdria da lancha é uma pardbola e neste intervalo

de tempo ela ira descrever um arco de parabola.
A y(m)

margem

M0 —

margem

0 x(m)

b)

Emt = 1,0 s, nadirecdo x temos que|v, = 4,0 m/s|e nadire¢doy, alancha realizaum MUV,
portanto:

vy, = Vo, +ay, -t
v,=0+2-¢
v,(1)=2-1)=|v,=20m/s
Dessa forma, o médulo da velocidade em t = 1 s é dado por:
v:=vZ+v2=v2=4242%2=|v=2/5m/s

Podemos representar as velocidades neste instante por:
4 y(m)

margem

=1t

M0 —

margem
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5.1. Composi¢cao de movimento aplicada a roda
Se um corpo rigido descreve um movimento composto de translacdo e rotacao, sua
velocidade pode ser definida pela soma vetorial da velocidade de translagdao mais a velocidade de

rotagao:
$=7, +7,

SW=v+wxr
Observacao: a velocidade de rotacdao de um corpo pode ser determinada pelo produto

vetorial do vetor da velocidade angular com o vetor que representa o raio de gira¢do (@ X 7).

Define-se eixo instantaneo de rotagao o eixo onde todos os seus pontos tém velocidade nula

em um determinado instante.
Como ¥ = ¥, + @ X 7 e pela defini¢do de eixo instantaneo de rotacdo, temos que:

vV=0=20=7,+w X7

1—7)t=—a_))><77

Pelas propriedades de produto vetorial, concluimos que a velocidade de translacdo ¥, e

ortogonal a velocidade vetorial angular @ e é ortogonal ao vetor 7.
Podemos determinar a velocidade de um ponto do corpo conhecida a posi¢ao do eixo

instantaneo de rotagao. Para isso, vamos considerar um corpo cujo eixo instantaneo de rotagao é
perpendicular ao plano da figura e que gira no sentido anti-horario, como visto na figura:

@ 0 I, eixo instantaneo
©) de rotacio

Figura 18: Um corpo qualquer rotacionando com uma velocidade angular w.

V=& X7
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Observacdo: o vetor @ tem orientacdo “saindo do pape
circulo com uma bolinha no meio, préximo ao ponto O.

, por isso representamos por um

Mas como @ 1 7, podemos dizer que o médulo de v é

Para determinar a posicao do eixo instantaneo de rotacdo, basta fazer a intersec¢ao das retas
gue passam pelos pontos considerados e sao perpendiculares as respectivas velocidades:

Figura 19: Determinagdo geométrica do eixo instantdneo de rotagdo.

Depois disso, podemos construir o diagrama das velocidades dos pontos de um corpo rigido.

Devido ao fato de os moddulos das velocidades serem proporcionais a distancia ao eixo
instantaneo de rotacao, escrevemos o diagrama das velocidades:

& Cinematica vetorial e langamento obliquo.
, ww.estrategiamilitar.com.br




Prof. Toni Burgatto
Aula 02

Figura 20: Determinagdo da relagdo entre os modulos das velocidades e os raios de giragdo.

Como o mddulo da velocidade angular é constante, podemos dizer que:

U1
w = — = — = constante
&1 )

De posse dessas defini¢des, podemos estudar o caso do movimento da roda de um mével em
deslocamento.

5.1.1. Movimento da roda sem deslizamento

Se nao existe deslizamento, a velocidade no ponto de contato é nula pois a velocidade de
translagao tem o mesmo mddulo da velocidade de rotagdo, mas elas possuem sentidos opostos,
conforme figura abaixo:
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Figura 21: Velocidade de translagdo e rotagdo para a roda sem deslizamento.

N —

V=0, + U, mas v, = —v, ~ |V =0

Portanto, o contato (ponto E) passa o eixo instantaneo de rotacdo, a direcdo do eixo é a reta
que esta furando a pagina no ponto E.

Logo, temos as seguintes disposi¢des da velocidade de translagao:

&
4

eixo instanténeo de rotacao

E/i

Figura 22: Determinagdo geométrica do eixo instantdneo de rotagdo.

5.1.2. Movimento da roda com deslizamento

Devido ao fato de ter deslizamento entre a roda e o solo, a velocidade no ponto de contato
ndo é nula, isto é, existe uma velocidade resultante da rotacao e da translacao.

Neste caso, vamos dividir o problema em quatro casos possiveis:
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a) Rolamento no sentido do deslocamento deslizando, com velocidade do contato no
sentido do deslocamento:

Para determinar a posicao do eixo instantaneo de rotacao é necessario conhecer a velocidade
de contato e a velocidade de translacdo correspondendo a velocidade da posi¢cdo do eixo da
roda:

| . . - =
® eixo instantaneo de rotacao

i

Figura 23: Determinagdo geométrica do eixo instantdneo de rotagdo.

Essa situagao acontece quando é acionado os freios, mas as rodas do veiculo e o atrito nao
sao suficientes para reduzir a velocidade de translacdo até que essa possa impedir o
deslizamento.

Em outras palavras:

|| > |7,]

|ﬁc| - |73t| - |1_7)r|
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b) Rolamento no sentido do deslocamento deslizando, com velocidade do contato no
sentido contrario ao deslocamento:

Nesse caso, para determinar o eixo instantaneo de rotacao, basta conhecer a velocidade de
contato e a velocidade de translacdo, que corresponde a velocidade da posicdo do eixo da
roda:

Figura 24: Determinagéo geométrica do eixo instantdneo de rotagdo.

Essa situacdo acontece quando o motor do mdvel aumenta muito a velocidade de rotagao
das rodas e o atrito ndo é suficiente para aumentar a velocidade de translagao para evitar o
deslizamento, isto é:

V| > |7

|§C| - |1_7>r| - |ﬁt|

¢) Movimento da roda de um veiculo sem rolamento.

Nessa situagao, nao ha rolamento da roda durante o movimento, entao existe apenas a
translagao da roda e todos os seus pontos terao velocidades iguais a de translagao:
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-
E ' v |
]

Figura 25:Determinagdo geométrica do eixo instantdneo de rotagdo.

Nesse caso, os freios travam as rodas e o atrito é tao pequeno que o veiculo continua seu
movimento de transla¢ao, imagine um carro em uma estrada coberta de gelo, por exemplo.

- —>

VU, =1,
Para essa situagao particular, dizemos que o eixo instantaneo de rotagdo esta la no infinito
(apenas uma abstracdo da situagao).
d) Roda em sentido contrario ao deslocamento.

Nessa situacdo, para determinar o eixo instantaneo de rotacao basta conhecer a velocidade
do contato e a velocidade de translacdo, que corresponde a velocidade do eixo da roda:
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Vo
W !
A

I
vt . . . -
|, & eixo instantaneo de rotacéo
:
I
I
I
I

D

]
-

Figura 26: Determinagdo geométrica do eixo instantdneo de rotagdo.

Nesse caso, imagine que o motorista engate uma marcha a ré implicando movimento
contrdrio as rodas, mas o atrito nao é suficiente para fazer o mével parar e inverter o seu
sentido.

Observagao: Nao coloque uma marcha a ré no seu carro para fazer este teste, nossos carros
sao projetados para que a marcha a ré seja acionada com o carro parado. Essa manobra pode
danificar sua caixa de engrenagens.

Nesse caso temos que:
b= B, + B,
|1_7)c| = |1_7)t| + h_))rl

Para determinar a velocidade de um ponto qualquer da roda, podemos partir do eixo
instantaneo de rotacdo e da velocidade de translacao.

Para um ponto P da roda, vamos considerar sua velocidade de translacdo U, e eu eixo
instantaneo de rotacao conforme a figura abaixo:
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Figura 27:Determinagdo geométrica do eixo instantdneo de rotagdo e a relagdo entre os mddulos das velocidades.
— -
=wX"T1,o0

Pela defini¢do de velocidade angular para a rotacdo de um corpo extenso, U,

maodulo da velocidade angular (w = z) pode ser escrito por:

Up (43

WD =E=m = —
PL. CI,

PI,

S |V, = Vypo—
PN
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5.2. A cicloide

Chama-se cicloide a curva definida por um ponto de uma circunferéncia que rola sem deslizar
sobre uma reta. Graficamente, temos que:

y

X
Figura 28: Representagdo de uma cicloide.
Podemos escrever a posi¢cdao do ponto S como:
y
o, N
X

Vetorialmente, temos:
0S=0C +CS

Podemos ver que quando a circunferéncia gira um certo angulo 8, o comprimento OT é igual
ao arco TS, nada mais é que R - 6. Portanto:

OT = ArcoTS =R -6
Portanto, podemos escrever os vetores como sendo:
0C =0T +TC
0C=(R-6,0)+ (0,R)
0C = (R-6,R)
ECS:
CS = (—R - sen(6), —R - cos(6))
Portanto, 0S é dado por:
0S = (R-6,R) + (=R - sen(8),—R - cos())
0S=(R-6—R-sen(®),R —R - cos(9))
Diante disso, as equagdes paramétricas da cicloide sdo:

x(@) =R - (9 — sen(@))
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y(8) = R(1 — cos(6))
Emque 8 = w - t. Logo:

x(t) =R - (a) -t —sen(w - t))
y(t) =R(1 — cos(w - t))

Derivando x(t) e y(t) em relagdo ao tempo, temos que:

{vx=w-R—R-cos(w-t)-w

vy, =R-sen(w-t) w

Novamente, derivando v, e v, em relagdo ao tempo, temos:

a, =R - w? sen(w-t)
a, =R -w?® - cos(w - t)

Para calcular o raio da circunferéncia osculadora, temos que:

v
Acp = p

UZ
P—acp

Se pegarmos 8 = w -t = 180°, temos que:
v,=2-w-R a, =0
{ v, =0 e{ay=—R-w2
Logo, temos que o raio de curvatura é dado por:
v? (2 -w-R)?

Acp R - w?

Observacao: No ITA ja caiu uma questao de Movimento Harmonico Simples (MHS) que se
tornaria bem mais simples a resolugdo se o candidato conhecesse essa relagao (p = 4R). Entretanto,
existem outros meios para fazer a questdo. Trabalharemos este exercicio na aula de MHS.

p:

A titulo de curiosidade, a cicloide invertida é a solugao para o problema da braquistécrona.
Braquistdcrona é a trajetdria de uma particula que, sujeita a um campo gravitacional constante, sem
atrito e com velocidade inicial nula, se desloca entre dois pontos no menor intervalo de tempo. A
equacdo que define essa curva foge do escopo do nosso curso.
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6. Lista de exercicios de composi¢cao de movimentos

1. (EFOMM - 2013)

Dois navios A e B podem mover-se apenas ao longo de um y(m)

plano XY. O navio B estava em repouso na origem quando, em A
t = 0, parte com vetor aceleracao constante fazendo um Va
angulo a, com o eixo Y. No mesmo instante (t = 0), o navio A T
passa pela posicdo mostrada na figura com vetor velocidade @ = 377
constante de mddulo 5,0 m/s e fazendo um angulo 6 com o S I ‘
eixo Y. Considerando que no instante t; = 20s, sendo
y4(t,) = yg(t;) = 30 m, ocorre uma colisdo entre os navios,
ovalorde tg(a) é |
Dados: sen(8) = 0,60 e cos(8) = 0,80. o
a)V3/3 °
g x(m)
b) 1,0 >
0 B
c)1,5
d) V3
e) 2,0

2. (EFOMM - 2011)

Um barco atravessa um rio de margens paralelas e largura de 4,0 km. Devido a correnteza, as
componentes da velocidade do barco sdo V, = 0,50 km/h e V,, = 2,0 km/h. Considerando
que, em t = 0, o barco parte da origem do sistema cartesiano xy (indicado na figura), as
coordenadas de posicao, em quildmetro, e o instante, em horas, de chegada do barco a outra
margem sao

Margem do rio

yikm) ;
Sentido oa corenteza

xkm) Margemn do ro
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a)(1,0;4,0)e 1,0
b) (1,0;4,0)e 2,0
c)(2,0;4,0)e4,0
d) (16;4,0) e 2,0
e) (16 ; 4,0) e 8,0

3. (EFOMM - 2010)

Observe as figuras a seguir.

&0° -

#

N N

.I_-l'
Vp=5,0nds Wf
V=2, Inds
U I
i
L]

I B
jA

Numa regido de mar calmo, dois navios, A e B, navegam com velocidades, respectivamente,
iguais a v, = 5,0 n6s no rumo norte e vz = 2,0 nés na dire¢do 60°NEE, medidas em relagao
a terra, conforme indica a figura acima. O comandante do navio B precisa medir a velocidade
do navio A em relacdo ao navio B. Que item informa o médulo, em nds, e esboca a direcdo e
sentido do vetor velocidade a ser medido?

Dado: cos(60°) = 0,5.

a) 2,2 'W:'

b) 4,4 &:_
c) 4,4 w,,
d) 6,6 k:m
e) 6,6 W
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4. (EFOMM -2008)

Um satélite meteoroldgico envia para os computadores de bordo de um navio conteneiro
informacgdes sobre um tornado que se forma na rota desse navio a 54,0 milhas a boreste
(direita). Segundo as informacdes, o tornado tem forma conica de 252 m de altura e 84 m de
raio. A velocidade angular é aproximadamente 45 rad/s. O modulo da velocidade vetorial de
rotacdo do tornado, em km/h, num ponto situado a 3 m do plano de sua base, vale

a) 162
b) 242
c) 308
d) 476
e) 588

5. (EN - 2017)

Dois navios da Marinha de Guerra, as Fragatas Independéncia e Rademaker, encontram-se
proximos a um farol. A Fragata Independéncia segue em dire¢do ao norte com velocidade de

15v2 nés e a Fragata Rademaker, em direcdo ao nordeste com velocidade de 20 nés.
Considere que ambas as velocidades foram medidas em relagdo ao farol. Se na regiao ha uma
corrente maritima de 2,0 nds no sentido norte-sul, qual o mddulo da velocidade relativa da
Fragata Independéncia, em nds, em relacdo a Fragata Rademaker?

a) 10,0
b) 12,3
c) 13,7
d) 15,8
e) 16,7

6. (EN—2008)

Em um certo cruzamento de uma rodovia, no instante t, = 0, um veiculo A possui velocidade
de 4,0 i{(m/s) e outro veiculo B velocidade de 6,0 j (m/s). A partir de entdo, o veiculo A recebe,
durante 2,8 s, uma acelerac3o de 3,0 m/s?, no sentido positivo do eixo dos Y, e o veiculo B
recebe, durante 2,5 s, uma aceleracdo de 2,0 m/s?, no sentido negativo do eixo dos X. O
modulo da velocidade do veiculo A em relagdo ao veiculo B, em m/s, noinstantet = 1,0 s, é

a) 1,5v3
b) 2,005
c) 3,0/3
d) 3,0v5
e) 5,0V5
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7. (AFA-2007)

Um avido voa na direcdo leste a 120 km/h para ir da cidade A a cidade B. Havendo vento para
o Sul com velocidade de 50 km/h, para que o tempo de viagem seja 0 mesmo, a velocidade do
aviao devera ser

a) 130 km/h
b) 145 km/h
c) 170 km/h
d) 185 km/h

8. (ITA-1982)

Um nadador, que pode desenvolver uma velocidade de 0,900m/s na dgua parada, atravessa
o rio de largura D metros, cuja correnteza tem velocidade de 1,08km/h. Nadando em linha
reta ele quer alcancar um ponto da outra margem situada gD metros abaixo do ponto de

partida. Para que isso ocorra, sua velocidade em relacdo ao rio deve formar com a correnteza
o angulo:

a) arcseng(\/ﬁ +1).

V3
b) arcsen P
c) zero grau.

V3
d) arcsen o

e) O problema nao tem solugdo.

9. (ITA-1987)

Um avido Xavantes estd a 8km de altura e voa horizontalmente a 700km/h, patrulhando as
costas brasileiras. Em dado instante, ele observa um submarino inimigo parado na superficie.
Desprezando as forcas de resisténcia do ar e adotando g = 10m/s?, pode-se afirmar que o
tempo que dispde o submarino para deslocar-se apds o aviao ter solto uma bomba é de:

a) 108s

b) 20s

c) 30s

d) 40s

e) Ndo é possivel determinar se ndo for conhecida a distancia inicial entre o avido e o
submarino.

10. (ITA-1994)
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Um barco, com motor em regime constante, desce um trecho de um rio em 2,0 horas e sobe o
mesmo em 4,0 horas. Quanto tempo levara o barco para percorrer o mesmo trecho, rio abaixo,
com o motor desligado?

a) 3,5 horas.

b) 6,0 horas.

c) 8,0 horas.

d) 4,0 horas.

e) 4,5 horas.

11.(ITA-2009)

Um barco leva 10 horas para subir e 4 horas para descer um mesmo trecho do rio Amazonas,
mantendo constante o mdédulo de sua velocidade em relagdo a agua. Quanto tempo o barco
leva para descer esse trecho com os motores desligados?

a) 14 horas e 30 minutos.

b) 13 horas e 20 minutos.

c) 7 horas e 20 minutos.

d) 10 horas.

e) N3o é possivel resolver porque nao foi dada a distancia percorrida pelo barco.

12.(IME-2016)

Dois observadores em movimento acompanham o deslocamento de uma particula no plano. O
observador 1, considerando estar no centro do seu sistema de coordenadas, verifica que a
particula descreve um movimento dado pelas equagdes x; (t) = 3cos (t) e y,(t) = 4sen (t),
sendo t a varidvel tempo. O observador 2, considerando estar no centro de seu sistema de
coordenadas, equaciona o movimento da particula como x,(t) = 5cos (t) e y,(t) =
5sen (t). O observador 1 descreveria o movimento do observador 2 por meio da equagdo:
Observacdes:

- Os eixo0s x; e x, sdo paralelos e possuem o mesmo sentido; e

- Os eixos y, e y, sao paralelos e possuem o mesmo sentido.

a) 9x2 + 16y?% = 25.

b) = +¥ =25,
9 ' 16

c) 4x? +y? =1.
X2 2

d) Lty =1.

e) 4x? + y? = 4.,

13.(ITA)

Dois barcos, 1 e 2, partem simultaneamente de um ponto A da margem de um rio, conforme a
figura, com velocidades constantes em relagdo a agua respectivamente iguais V; e /5. O barco
1 vai diretamente até o ponto B da mesma margem, rio abaixo, e volta a A. O barco 2 vai
diretamente até o ponto C da outra margem e volta a A. Os tempos de ida e volta para ambos
os barcos sdo iguais. As distancias AC e AB sdo iguais entre si e a velocidade da correnteza é
constante e apresenta modulo V, em relacdo as margens do rio. Sabendo que a razdo entre o
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tempo de descida de A para B e o tempo de subida de B para A é r, os médulos V; e V/,, valem
respectivamente:

R ELLLLLLT T

A B
1+r 1+r 2 1-r 2
a) Vl = V(:) VZ =V (Tr) -1+ (? .
1 147\ 2 1-1\?
b) V= V(D) VZ_V\/(%: +1+ ()

d) Vi=2V(D) e V; = V\/(lf—:)z —1 (g)2
&) Vi=20() e V, = v\/(g)2 —1+ (%)2

14. (Fuvest — SP)

Um cilindro de madeira de 4,0 cm de diametro rola, sem deslizar, entre duas tdbuas horizontais
moveis A e B, como mostra a figura. Em determinado instante, a tabua A se movimenta para a
direita com velocidade 40 cm/s e o centro do cilindro se move para a esquerda com velocidade
de intensidade 10 cm/s.

ANNANNNNN NNNNNNN

4,0 cm

SONNNNNONNNANNNN

Qual é, nesse instante, a velocidade da tabua B em médulo e sentido?

15.(SARAEVA)

Um disco continuo rola sem deslizamento em um caminho horizontal com velocidade
constante v (ver figura):
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167 /2

Demonstrar que a velocidade linear de rotagao relativamente ao centro O de qualquer ponto
do disco, que se encontra na sua borda, é igual a velocidade do movimento de translacdo do
disco.

Determinar a grandeza e a direcdo das velocidades dos pontos A, B, C e D situados na borda
do disco, relativamente a um observador fixo.

Quais pontos do disco tém, relativamente a um observador fixo, a mesma grandeza absoluta
de velocidade que o centro do disco?

16.(Simulado ITA 12 fase)

Uma roda translada sem deslizar sobre uma superficie horizontal. A velocidade de translacao
da roda é constante e vale V. Uma gota de 4dgua se desprende do ponto A e cai sobre este
mesmo ponto A na roda apos ela realizar N voltas. Qual é o valor do raio da roda?

V

2
a)R = 4
2mgN
2
b)R = 22—
TgN
2
) R=-"
TgN
2
dR ="
gN
2
e)R =2
gN
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GABARITO
7. Gabarito de composicao de movimentos sem comentarios

1) E
2)B
3)C
4) A
5)D
6) D
7)A
8) A
9) D
10) C
11) B
12) D
13) A
14) 60 cm/s para a esquerda
15) 2.

3. Circunferéncia de centro em D e raio igual ao do disco Circunferéncia de centro em D e raio igual
ao do disco

16) C
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ESCLARECENDO!

()

8. Lista de composicao de movimentos comentada

1. (EFOMM - 2013)

Dois navios A e B podem mover-se apenas ao longo de um y(m)

plano XY. O navio B estava em repouso na origem quando, em A
t = 0, parte com vetor aceleracao constante fazendo um Va
angulo a, com o eixo Y. No mesmo instante (t = 0), o navio A T
passa pela posicdo mostrada na figura com vetor velocidade 0 = 37”"“,\“
constante de mddulo 5,0 m/s e fazendo um angulo 8 com o S I ‘
eixo Y. Considerando que no instante t; = 20s, sendo
y4(t,) = yg(t;) = 30 m, ocorre uma colisdo entre os navios,
ovalorde tg(a) é |
Dados: sen(8) = 0,60 e cos(8) = 0,80. o
a)V3/3 °
ap x(m)
b) 1,0 >
0 B
c)1,5
d)v3
e) 2,0

Comentarios:
Decompondo a velocidade de A nas diregdes x e y, temos que:

{vx = v, - sen(0) {vx =50:-06 {vx =3,0m/s
v, = v, - cos (0) v, =5,0-0,8 v, =4,0m/s

Durante os 20 segundos, A percorreu em x a seguinte distancia:
X4 = Uy - 20
x, =3,0-20=60m

Note que no ponto de colisdo, os navios também possuem a mesma abscissa. Portanto, tg(a)
pode ser dada por:

X 60
tg(a) = A 2,0

Ya B % N
Gabarito: E
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2. (EFOMM -2011)
Um barco atravessa um rio de margens paralelas e largura de 4,0 km. Devido a correnteza, as
componentes da velocidade do barco sdo V, = 0,50 km/h e V,, = 2,0 km/h. Considerando
que, em t = 0, o barco parte da origem do sistema cartesiano xy (indicado na figura), as
coordenadas de posicao, em quildmetro, e o instante, em horas, de chegada do barco a outra
margem sao

Margem do rio

y{km} :
Sentido da corranieza

x(km) Margem do ro

a) (1,0;4,0)e 1,0
b) (1,0; 4,0) e 2,0
c)(2,0;4,0) e 4,0
d) (16 ; 4,0) e 2,0
e) (16;4,0)e 8,0

Comentarios:

Note que a questdo fornece as velocidades do barco em relagdao as margens, contabilizando
o efeito da correnteza. Portanto, podemos determinar o tempo para atravessar o rio olhando apenas

para a diregao y:

Ay
Ty

4,0
At = ﬁ =20h
Durante esse tempo, o barco se desloca no eixo x uma distancia igual a:
Ax = v, - At
Ax =0,5-2,0=1,0km

Logo, o ponto onde o barco chega ao atravessar o rio é (1,0 ; 4,0) e ele gasta 2,0 h.

At

Gabarito: B

3. (EFOMM - 2010)

Observe as figuras a seguir.
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V=5, 0nd=

| A

o
60 -

-
%az ,Inés

Numa regido de mar calmo, dois navios, A e B, navegam com velocidades, respectivamente,

iguais a v4 = 5,0 nés no rumo norte e vy =
a terra, conforme indica a figura acima. O co
do navio A em relagdo ao navio B. Que item
sentido do vetor velocidade a ser medido?

Dado: cos(60°) = 0,5.

a) 2,2 r‘:ﬂ
b) 4,4 &:‘
c) 4,4 wﬂ,
d) 6,6 kim
e) 6,6 'ﬁ"

Comentarios:
Podemos escrever que:
Var =

= —
Vap =

2,0 n6s na direcao 60°NEE, medidas em relacdo
mandante do navio B precisa medir a velocidade
informa o mddulo, em nds, e esboga a direcao e

- -
VUap + VUpr

- -
Var — VBT

De acordo com as disposi¢des espaciais dos vetores, temos:
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3 VA — UB = VA,B

60°

—

UB

Pela lei dos cossenos, temos:

Vig = Vi +Vj—2-v, vp-cos(60°)
1
vip=57+22-2:52-7

UE’B == 19

Vap = 4,4 n0s

Gabarito: C

4. (EFOMM - 2008)

Um satélite meteorolégico envia para os computadores de bordo de um navio conteneiro
informacdes sobre um tornado que se forma na rota desse navio a 54,0 milhas a boreste
(direita). Segundo as informacdes, o tornado tem forma conica de 252 m de altura e 84 m de
raio. A velocidade angular é aproximadamente 45 rad/s. O médulo da velocidade vetorial de
rotacdo do tornado, em km/h, num ponto situado a 3 m do plano de sua base, vale

a) 162
b) 242
c) 308
d) 476
e) 588

Comentarios:

Segundo o enunciado, temos a seguinte configuracao dos elementos geométricos do tornado:
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w84 m
] i
252 m L
3m
Y :
Pela semelhanca dos triangulos, temos:
ro 3
84 252
Assim, a velocidade linear no ponto situado a 3 metros de sua base é de:
vV=w-r
v=45-1
v=45m/s
v=162km/h
Gabarito: A
5. (EN-2017)

Dois navios da Marinha de Guerra, as Fragatas Independéncia e Rademaker, encontram-se
préximos a um farol. A Fragata Independéncia segue em direcao ao norte com velocidade de

15v2 nés e a Fragata Rademaker, em direcdo ao nordeste com velocidade de 20 nés.
Considere que ambas as velocidades foram medidas em relagdo ao farol. Se na regido ha uma
corrente maritima de 2,0 n6s no sentido norte-sul, qual o médulo da velocidade relativa da
Fragata Independéncia, em nds, em relacdo a Fragata Rademaker?

a) 10,0
b) 12,3
c) 13,7
d) 15,8
e) 16,7

Comentarios:

p Cinematica vetorial e langamento obliquo.
ww.estrategiamilitar.com.br




Prof. Toni Burgatto -
Aula 02 /4/////

Denotando por ¥y, a velocidade da Fragata Independéncia e Uz a velocidade da Fragata
Rademaker, ambas em relagao ao farol, podemos dizer que:

ﬁFI/éguas = ﬁFI/FR + ﬁFR/éguas
ﬁFI/T = aFI/éguas + ﬁéguas/T
‘BFR/T = 171~"R/z'aguas + 17aiguas/T
Como a Fragata Rademaker se desloca na direcdo nordeste, sua velocidade é dada por:
Upg/r = 20 - cos 45° 1+ 20 - sen 45° f
Bpryr = 10V2 1+ 10v2 f
Além disso:
prr = 15V2]
Viguas)r = —2J
Todas as velocidades em nés. Para a Fragata Independéncia, temos:
ﬁFI/éguas = EFI/T - ﬁéguas/T
1_7)F1/éguas = 15\/Ef - (_Zf)
Vri/aguas = (15V2 + 2)f
Para a Fragata Rademaker, temos:
ﬁFR/éguas = EFR/T - ﬁéguas/T
Vrr/sguas = 10V2 1+ 10V2 j — (=2§)
Brrsguas = 10V2 1+ (10vV2 + 2) f
Portanto:
1_7)FI/FR = aFI/éguas - 6FR/éguas
Brer = (15V2 + 2)f — [10V2 1 + (10V2 + 2) f]
Ur/pr = —10V21 + 5V2f

O médulo de U, pg € dado por:

eyl = J (~10V2)" + (5v2)'

|1_7)FI/FR| = 15,8 nés

Gabarito: D

6. (EN - 2008)

Em um certo cruzamento de uma rodovia, no instante t, = 0, um veiculo A possui velocidade
de 4,0 i{(m/s) e outro veiculo B velocidade de 6,0 j (m/s). A partir de entdo, o veiculo A recebe,
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durante 2,8 s, uma acelerac3o de 3,0 m/s?, no sentido positivo do eixo dos Y, e o veiculo B
recebe, durante 2,5 s, uma aceleracdo de 2,0 m/s?, no sentido negativo do eixo dos X. O
modulo da velocidade do veiculo A em relagdo ao veiculo B, em m/s, noinstantet = 1,0 s, é

a) 1,5v3
b) 2,005
c) 3,0v/3
d) 3,0v5
e) 5,0V5

Comentarios:

Tomando como origem o cruzamento, e escrevendo as leis das velocidades em cada direcao,
temos:

{ﬁA =4,01+ (0+3,0-t)j
v =(0—2,0-t)i+6,0f

Emt = 1,0 s, as velocidades sdao dadas por:
{fz’A =400+ (0+3,0-1)f
vg =(0—2,0-1)i+6,0f
{ v, = 4,00 + 3,0f
v = —2,01 + 6,0f
Pela composi¢cdao de movimento, temos:
Var = Vasp + Up)r
5A/B = EA/T - 6B/T

Va5 = 4,00 + 3,07 — (—2,0i + 6,0)

ﬁA/B = 6,0i - 3,0j

|%4/5| = v/6,0% + (—3,0)2

|1_7)A/B| = 3\/§m/s

Gabarito: D

7. (AFA -2007)

Um avido voa na direcdo leste a 120 km/h para ir da cidade A a cidade B. Havendo vento para
o Sul com velocidade de 50 km/h, para que o tempo de viagem seja 0 mesmo, a velocidade do
aviao devera ser

a) 130 km/h
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b) 145 km/h
c) 170 km/h
d) 185 km/h

Comentarios:
Pela composi¢cao dos movimentos, temos:
1—7)Avifao/T = 13Aviz§o/Vento + 1_7)Vento/T
1—7)Avifao/Vento = 1—7)Avi;?1o/T - 1_7)Vento/T
Geometricamente:
zilJ ?_jam'&o B

Vyento

— - 4 —
Uamao/vento = Vaviao — Vvento

Pelo Teorema de Pitagoras, vem:
2
- R 2 - 2
|vaviéo/vento| - |vaviéo| + |vvento|

|1_7)aviéo/vento| = 122 + 52 =169

|1_7)avi§o/vento| =13m/s

Gabarito: A

8. (ITA-1982)

Um nadador, que pode desenvolver uma velocidade de 0,900m/s na dgua parada, atravessa
o rio de largura D metros, cuja correnteza tem velocidade de 1,08km/h. Nadando em linha

. V3 .
reta ele quer alcangar um ponto da outra margem situada ?D metros abaixo do ponto de
partida. Para que isso ocorra, sua velocidade em relagdo ao rio deve formar com a correnteza

o angulo:
a) arcseng(\/SS +1).

V3
b) arcsen >
c) zero grau.
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V3
d) arcsen o

e) O problema nao tem solugao.

Comentarios:

Considere a situacao em que o nadador tem a velocidade inclinada no sentido da velocidade
da correnteza (se for o contrario vocé encontrard isso no valor de ():

D E
Vrio
———
Unadador
&
o
A

A é o ponto de partida do nadador, D é a sua reflexdao na margem oposta e E é o ponto de
chegada. Convertendo a velocidade da correnteza para m/s obtemos 0,3m/s, assim temos a
relacao:

Viadador = 3 Vrio
Pelas distancias dadas no enunciado conseguimos determinar o angulo a:

V3
g PE_3D_V3
WE=UD™ "D T3
a = 30°

A partir disso, podemos concluir que:
AED = 60°

Note que o nadador deve ter sua velocidade resultante na dire¢ao do segmento de reta AE:

VUrio

Vnadador

Vresultante

Em que y = AED. Usando a lei dos senos obtemos:

Vnadador _ Vrio
seny sen f§
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V., V3
senf = sen 60° ——— = —
nadador 6

Perceba que a questdo pede o angulo entre a velocidade do nadador (V,,4444d0r) € @ margem
do rio (f + 60°):
sen(f + 60°) = sin § cos 60° + sin 60° cos 8
V31 V333 V3

sen(f+60°) = —- +———=1 (1 ++33)

Gabarito: A

9. (ITA-1987)

Um avido Xavantes estd a 8km de altura e voa horizontalmente a 700km/h, patrulhando as
costas brasileiras. Em dado instante, ele observa um submarino inimigo parado na superficie.
Desprezando as forcas de resisténcia do ar e adotando g = 10m/s?, pode-se afirmar que o
tempo que dispde o submarino para deslocar-se apds o avido ter solto uma bomba é de:

a) 108s

b) 20s

c) 30s

d) 40s

e) Ndo é possivel determinar se ndo for conhecida a distancia inicial entre o avido e o
submarino.

Comentarios:

Neste problema ndo precisamos nos preocupar com o movimento horizontal da bomba, ja
gue sabemos que ela ndo atingird o submarino enquanto nao percorrer os 8km verticais alcangcando
a superficie. Como sua velocidade vertical inicial é nula (langamento horizontal, igual a velocidade
do avido) temos:

t2 2h
h=2 o= =2
2 g

._ [2.8000 _
- T 10 C*°

Gabarito: D

10. (ITA-1994)

Um barco, com motor em regime constante, desce um trecho de um rio em 2,0 horas e sobe o
mesmo em 4,0 horas. Quanto tempo levara o barco para percorrer o mesmo trecho, rio abaixo,
com o motor desligado?

a) 3,5 horas.
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b) 6,0 horas.
c) 8,0 horas.
d) 4,0 horas.
e) 4,5 horas.

Comentarios:

Seja u a velocidade que o motor do barco é capaz de gerar e v a velocidade da correnteza.
Entdo, na descida do rio com o motor ligado teremos (o sentido da velocidade da correnteza é
sempre rio abaixo):

- - -
vBarco/terra - UBarco/Correnteza + vCorrenteza/terra

AS
u+v=— (eq.1)
iy

Na subida a velocidade da correnteza se opde a velocidade gerada pelo barco:
AS
u—v=— (eq.2)
ts
Dividindo (1) por (2), temos:
u+v _t,

u-v t
Do enunciado temos que t; = 2 het, = 4h, assim:
ut+v=2u-—2v
u=3v

O motor do barco desenvolve uma velocidade igual a 3 vezes a da correnteza. Substituindo
esse resultado em (1), obtemos:
AS
4v = —
iy
AS=4-v-t; (eq.3)

Na situagao em que o barco desce o rio com seu motor desligado sua velocidade é v, assim:

AS
vV=—
t
Substituindo (3) na equacgdo acima:
4 D tl
t=——=4-2=8h

v
Gabarito: C

11.(ITA-2009)
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Um barco leva 10 horas para subir e 4 horas para descer um mesmo trecho do rio Amazonas,
mantendo constante o mdédulo de sua velocidade em relagdo a agua. Quanto tempo o barco
leva para descer esse trecho com os motores desligados?

a) 14 horas e 30 minutos.

b) 13 horas e 20 minutos.

c) 7 horas e 20 minutos.

d) 10 horas.
e) Nao é possivel resolver porque nao foi dada a distancia percorrida pelo barco.

Comentarios:

Seja u a velocidade que o motor do barco é capaz de gerar e v a velocidade da correnteza.
Entdo, na descida do rio com o motor ligado teremos (o sentido da velocidade da correnteza é

sempre rio abaixo):

- - -
vBarco/terra - UBarco/Correnteza + vCorrenteza/terra

AS
u+v=— (eq.1)
ty

Na subida a velocidade da correnteza se opde a velocidade gerada pelo barco:
AS
u—v=— (eq.2)
ty
Dividindo (1) por (2), temos:
u+v i

u-—v B t1
Do enunciado temos que t; = 2 he t, = 4h, assim:

2u+ 2v = 5u — 5v
7

u=§v

O motor do barco desenvolve uma velocidade igual a sete ter¢cos a da correnteza.
Substituindo esse resultado em (1), obtemos:

10  AS
377,
10
AS = 3V t; (eq.3)
Na situagao em que o barco desce o rio com seu motor desligado sua velocidade é v, assim:
AS
v=—
t
Substituindo (3) na equacgado acima:
t_lO v-t; 10 4_40 "
3 v 3 3
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1
t=13+§h=13h20min

Gabarito: B

12.(IME-2016)

Dois observadores em movimento acompanham o deslocamento de uma particula no plano. O
observador 1, considerando estar no centro do seu sistema de coordenadas, verifica que a
particula descreve um movimento dado pelas equagdes x;(t) = 3cos (t) e y,(t) = 4sen (t),
sendo t a variavel tempo. O observador 2, considerando estar no centro de seu sistema de
coordenadas, equaciona o movimento da particula como x,(t) = 5cos(t) e y,(t) =
5sen (t). O observador 1 descreveria o movimento do observador 2 por meio da equagao:

Observacdes:
- Os eixos x; e x, sdo paralelos e possuem o mesmo sentido; e

- Os eixos y, e y, sao paralelos e possuem o mesmo sentido.
a) 9x% + 16y? = 25.

b) = +L =25,
9 ' 16

c) 4x* +y%=1.
X2 2

d) Lty =1.

e) 4x? + y? = 4,

Comentarios:
Considere o referencial da particula. Nesse referencial o observador 1 tem coordenadas:
Xp1(t) = =3 cos(t)
Yp1 () = —4sen(t)
O observador 2 tem coordenadas:
X2 (t) = =5 cos(t)
Vp2(t) = —5sen(t)
Assim, podemos representar a posi¢cao do observador 2 em relagdo ao 1 pela equagao:
x(t) = xp2(t) — x1(t) = —2cos(t)
y(€) = ¥p2(t) — yp1(t) = —sen(t)

Isolando os valores de cos(t) e sen(t) nas equagBes acima e usando a identidade
trigonométrica sen? @ + cos? 8 = 1, temos:

Gabarito: D

13.(ITA)
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Dois barcos, 1 e 2, partem simultaneamente de um ponto A da margem de um rio, conforme a
figura, com velocidades constantes em relagao a agua respectivamente iguais V; e /5. O barco
1 vai diretamente até o ponto B da mesma margem, rio abaixo, e volta a A. O barco 2 vai
diretamente até o ponto C da outra margem e volta a A. Os tempos de ida e volta para ambos
os barcos sao iguais. As distancias AC e AB sao iguais entre si e a velocidade da correnteza é
constante e apresenta mddulo V, em relacao as margens do rio. Sabendo que a razao entre o
tempo de descida de A para B e o tempo de subida de B para A é r, os médulos V; e V/,, valem
respectivamente:

c
5,
e

a) V1=V(g)e V2=V\/(1_4—':)2_1+(1;:2

b) V; =V(ED) e V2=V\/(L—Z)Z+1+(£)Z

2 N
qxq=v§§)evg=VJ§§)—1—(EQ.
d)m=2ﬂ£9eIQ=VJ +

o i=2VviD e V=V |(2) -1+ (1)

Comentarios:

Calculando o tempo de descida do primeiro barco, obtemos:

tg = VitV (eq.1)
Onde x = AC = AB. O tempo de subida:
ts = V.-V (eq.2)
A razao entre esses tempos é dada pela questao:
ta
T
Substituindo (1) e (2), temos:
V,=V
"tV v
1+7r
h=V (1 - r)
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A velocidade do barco 2 em relagdo ao rio (desenvolvida pelo seu motor) deve ser inclinada,
de modo que a resultante tem a diregao AC:

O tempo total de viagem do barco 1 é:

t, =t +tg
2xV;
t; = VZ_v? (eq.3)

O tempo total de viagem do barco 2 é:

(eq.4)

X
tz =2 <—>
\/ V22 - VZ

O problema nos diz que:

Substituindo (3) e (4), obtemos:

2V, 1
T (ﬁ)
Pk

Vf
VZ=VE-V2+V*V?

Vi=V2+

Substituindo V;, temos:

Gabarito: A

14.(Fuvest — SP)
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Um cilindro de madeira de 4,0 cm de diametro rola, sem deslizar, entre duas tabuas horizontais
moveis A e B, como mostra a figura. Em determinado instante, a tabua A se movimenta para a
direita com velocidade 40 cm/s e o centro do cilindro se move para a esquerda com velocidade
de intensidade 10 cm/s.

ANNANNNNN NNNNNNN

4,0 cm

SONNNNNONNANNANNNN

Qual é, nesse instante, a velocidade da tabua B em médulo e sentido?

Comentarios:

Se a tdbua A movimenta sem escorregar com o cilindro, entdao a velocidade no ponto de
contato do cilindro com a tabua A deve ser igual a 40 cm/s para a direita. Como a velocidade do
centro do cilindro é para a esquerda, podemos encontrar o eixo instantaneo de rotacao e a partir
dele encontrar a velocidade da tdbua B.

O diagrama de velocidade no cilindro é:

4,0 cm

Em que E é o eixo instantaneo de rotacdo. Note que o triangulo APE é semelhante ao triangulo
CQE. Portanto:

40 x
10y
x =4y
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Como x + y = 2,0 cm, entdo:
x+y=20
4y +y =20
y=04cm
Além disso, note que o triangulo EQC é semelhante ao triangulo ERB. Logo:
v (20+y)

10y
v 2,0+04
10 04
1% 2,4
10 04

v=60cm/s

Gabarito: 60 cm/s para a esquerda.

15.(SARAEVA)

Um disco continuo rola sem deslizamento em um caminho horizontal com velocidade
constante v (ver figura):

167 /7

Demonstrar que a velocidade linear de rotagao relativamente ao centro O de qualquer ponto
do disco, que se encontra na sua borda, é igual a velocidade do movimento de translacdao do

disco.
Determinar a grandeza e a diregao das velocidades dos pontos A, B, C e D situados na borda

do disco, relativamente a um observador fixo.
Quais pontos do disco tém, relativamente a um observador fixo, a mesma grandeza absoluta

de velocidade que o centro do disco?

Comentarios:
1)
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C V"’f Vrotg
@—=—r0110

O movimento é a composicao de uma rotacdo e translacdao. Cada ponto da superficie tem a
mesma velocidade em relagdo ao centro de massa (centro O): Vot = Viot1 =---= Viot10-

Assumindo que a roda nao desliza em relagdo ao solo, devemos tem uma velocidade nula no ponto
C:

Ve=Vo =Vt =0
Vo = Vior

2) Veja a representacao dessas velocidades na figura abaixo:

c v v

—

No item 1 foi determinado que a velocidade tangencial na superficie é igual a velocidade de
translacdo (O), portanto as duas sdo representadas aqui por v. No ponto A e B as velocidades
tangencial e translacional sao perpendiculares entre, formando com o vetor velocidade resultante
um tridngulo retangulo. Usando o Teorema de Pitagoras:

va = vp = P2 F 97 = 02

A direcao dessas velocidades é representada na figura. No ponto D a velocidade é nula,
devido ao rolamento perfeito aquele ponto deve ter a mesma velocidade com o solo, que neste caso
é nula. No ponto C ambas a velocidade de translagao e rotagao possuem mesma dire¢ao e sentido,
formando um vetor de magnitude 2v e diregdo horizontal, como representado na figura.
3) A configuracdo de velocidades de um ponto qualquer A é representada abaixo:
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Perceba que todos os pontos do disco rotacionam com a mesma velocidade angular em torno
do seu CM, assim:

v  v(r)
"R r
Em que R é o raio do disco. Assim, podemos escrever:
r
v(r) =v—
") =vy

Fazendo a resultante dessas duas velocidades em A nos rende:

) 2
+ <v (1 + %sen 9))

r6) =v | cos?g +1+2 send + - sen? 6
vA T, =7 RZCOS Rsen sten

vi(r,0) = (v%cos 0)

2 T
va(r,0) =v —+1+2Esen9

RZ
Queremos saber o lugar geométrico onde v, (r, 8) = v, para isso, devemos ter:
r +1+4+2 r 0=1
— —senfd =
R? R
r = —2Rsenf
Seja (x,y) as coordenas cartesianas de A, entdo:
2Ry
r=—-—
r
r? = —2Ry

x?+y%+ 2Ry + R* = R?
x%*+ (y + R)? = R?

Essa equacdo representa uma circunferéncia centrada em D e de raio R, igual ao do disco.
Assim vemos que todos os pontos do disco estdao girando com a mesma velocidade angular em
relacao ao ponto de contato dele com o solo.

Gabarito: 1) e 2) Ver acima 3) Circunferéncia de centro em D e raio igual ao do disco
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16.(Simulado ITA 12 fase)

Uma roda translada sem deslizar sobre uma superficie horizontal. A velocidade de translacao
da roda é constante e vale V. Uma gota de agua se desprende do ponto A e cai sobre este
mesmo ponto A na roda apos ela realizar N voltas. Qual é o valor do raio da roda?

%

VZ
a)R =

2mgN

2

b) R = 22
TgN

2
o R=""
TgN

2

d)R =~

gN

2
VR=2

gN

Comentarios:
A velocidade da gota ao se desprender do ponto A é dada por:
vn=V,v,=V

O tempo que a gota permanece em movimento é exatamente o tempo em que a roda realiza
N voltas.

2t 2nNR
T=N-—=
Vv
R
Esse tempo é o mesmo de voo da gota:
2V
tyoo = g =
2V 2mNR
g v
VZ
R =
TgN

Gabarito: C
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ACORDE!

(2]

9. Langamento obliquo

Antes de comecar o estudo de um corpo langado obliquamente, vamos recordar o principio
da independéncia ou principios da simultaneidade proposto por Galileu, quando estudava os
problemas envolvendo composi¢cao de movimentos.

Quando um corpo apresenta um movimento composto, isto €, seu movimento pode ser dividido
numa soma de movimentos independentes, cada um dos movimentos componentes se realizam
como se os demais nao existissem e os movimentos acontecem no mesmo intervalo de tempo.

De acordo com esse principio, se pegarmos um barco realizando um movimento de travessia,
podemos decompor em dois movimentos: perpendicular as margens e paralelo as margens. Cada
um dos movimentos ndo depende do outro, mas a soma deles resultam no movimento real do barco.
Além disso, esses movimentos ocorrem de forma simultanea, isto é, o transcorrer do tempo é o
mesmo para cada um dos movimentos, assim como para o movimento resultante.

Outra consideracdao que devemos fazer é quanto ao médulo da acelera¢ao da gravidade.
Quando falamos de corpo em queda livre, mencionamos o fato de a gravidade ser considerada
constante para a resolucao dos nossos problemas. Além disso, como o raio de curvatura é muito
grande, consideramos a superficie da Terra onde estamos realizando o movimento como plano.

Normalmente, apenas na vertical temos a aceleracao da gravidade atuando no corpo e nessa
direcdao o movel realiza um MUV. Entretanto, em algumas questdes aparecem aceleragdes na
horizontal e na vertical. Dessa forma, sempre que vamos resolver uma questao de lancamento
obliquo iremos analisar as forcas atuando no objeto, para conhecer as possiveis aceleracdes e
conhecer a natureza de cada movimento.

Estudar langcamento obliquo é relembrar os conceitos dos movimentos ja estudados e aplicar
corretamente de acordo com as condi¢des do problema, trabalhando cada direcdao de forma
independente, como proposto pelo principio da independéncia de Galileu.

Nada mais é que a soma de dois movimentos: na horizontal trata-se de um MU, pois a
aceleracdao na horizontal geralmente é nula e na vertical trata-se de um MUYV, pois temos a
aceleracdo da gravidade voltada para baixo. Assim, o langamento obliquo é o movimento resultante
da soma dos movimentos em cada componente.

Inicialmente, trabalharemos o lancamento obliquo mais comum, onde apenas a gravidade
atual na vertical e na horizontal ndo existem forcas atuando. Além disso, vamos desprezar a
resisténcia e os efeitos do ar. Assim, considere um objeto lancado do ponto O, com velocidade inicial
¥y cuja direcdo forma um angulo 6 com a horizontal na hora do langamento, como visto abaixo:
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Solo
x

d

Figura 29: Langamento obliquo de um corpo a partir do solo.
Nesta situagéo, temos os seguintes elementos que compc”)em (0] Iangamento:

1) Angulo de langamento (8): angulo formado pelo vetor %, com a dire¢3o horizontal;

2) Vértice da trajetdria (P): ponto mais alto da trajetoria; e

3) Alcance maximo (d): distancia entre o ponto de langcamento (0) e o ponto onde o corpo
atinge o solo novamente (0’).

Neste tipo de langcamento, sabemos que na horizontal ndao existem forgas atuando, logo a
aceleracdo na direcao é nula, portanto, o movimento sera uniforme, ou seja, ocorre com velocidade
constante. Por isso, ao decompor a velocidade inicial na direcao x esta componente se mantera
constante ao longo do lancamento:

Do € constante

Por outro lado, na dire¢ao vertical o corpo sofre acao da gravidade. Assim, podemos dividir
esse movimento em duas fases: subida e descida. Na subida temos um movimento retardado, com
o médulo da velocidade diminuindo a cada instante devido a acdo da gravidade. Isto ocorre até o
ponto, onde a velocidade na vertical se anula. Nesse instante, chegamos ao ponto mais alto da
trajetoria.

A partir desse momento o mdvel inverte o sentido na vertical e comeca a descer em
movimento acelerado, repetindo os valores de velocidade na vertical, simetricamente, como visto
no estudo do lancamento vertical. A figura abaixo esquematiza os vetores velocidades durante o
lancamento.

bp, =0
Up, Vpy = nivel 3
= ¥
g l i ,
Vp,y nivel 2
-
P, Yoxr nivel 1

solo

N
Q
S
=

Figura 30: Representagdo dos vetores velocidades no langamento obliquo.
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Na decomposicdo vertical, o mével apenas sobe e desce. Assim, podemos certificar que as
velocidades para um dado nivel, possuem o mesmo modulo, mas dire¢ao oposta, como indicado na
figura anterior. Portanto:

|§P1y| = |5Psy|

|13PZY| = |13P4Y|

|730y| = |770/y|
N -
vpy = 0

9.1. Equagoes do langcamento obliquo

Para deduzirmos as equacdes de espaco e de velocidade para cada dire¢ao e para o
movimento resultante, vamos analisar cada componente individualmente, adotando um eixo de
coordenadas Oxy na origem do langamento, da seguinte forma:

Solo
€T

d

Figura 31: Defini¢éo dos eixos cartesianos no langamento obliquo.

Decompondo o movimento em cada direcdao, temos que:

a) Diregao horizontal: 0 mével ndo esta sujeito a nenhuma forga resultante, logo aceleragao
nesta dire¢ao é nula, entdo a velocidade ao longo do eixo x é constante. Nessa direcdo, o
corpo realiza um MRU:

S=Sytv-t
Aplicando as condigdes do problema, temos que:
x=0+wvy, -t
X =V, t

Pela decomposicao vetorial da velocidade inicial, podemos escrever o médulo da velocidade
nessa direcdo e o vetor velocidade:

Vox = Vg * COSO

- ~
Vox = Vg * €0SO T

Assim, a funcdo hordria do espaco na horizontal é:

x = (vycosB) - t
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b) Direcdo vertical: o movel sofre apenas acdo da forca peso, isto é, existe a aceleracdo
resultante ndao nula sobre o corpo, sendo ela a acelerag¢ao da gravidade no local apontando
para baixo. Assim, na vertical teremos um MRUV, onde a equacdo horaria de velocidade é
dada por:

Vy = Vgy +ay -t
Como aceleragdo é contrdria a orientacdo adotada na vertical, temos que:
Vy =Vgy—g-t

Pela decomposicao vetorial da velocidade na vertical, escrevemos:

Voy = Vy - Sent

Voy = Vo - Senf j

Portanto:

1%

y =Vo-senb —g-t

Podemos notar que a partir da decomposi¢ao de vetores, temos a seguinte relagao entre os
vetores velocidades:

- -
Vo = Vox + voy

2 2
Uy = Vgx T Vgy

Dessa forma, a equacao horaria do espaco é dada por:
a-t?
2

S=SytVvy-t+

Aplicando na direcao, temos:

a, - t?

)’=)’0+v0y't+—y2 =y =0+ (v, -senf) - t —

Se olharmos apenas para o movimento na vertical, sabemos que existe uma simetria entre a

subida e a descida. Pelo estudo de lancamento vertical, vimos que o tempo de subida é igual ao

tempo de descida, isto é, o tempo que o moével leva para chegar em P é o mesmo tempo para ele
sair de P e chegar em Q’. Portanto, o tempo de voo do corpo é o dobro do tempo de subida.

g-t?
2

O tempo de subida pode ser calculado pela equacao horaria da velocidade na vertical, pois
no ponto P, a velocidade na vertical é nula. Logo:

vy =Vgy, —g-t
Upy = Voy — 9 * Lsubida
Vpy =0

0 =vy.5enl — g - teupida

v, - Senf
g

tsubida =
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PRESTEMAIS

ATENCAO!

Sy

Fique atento com essa afirmacdo! No ponto mais alto da trajetéria (ponto P), a velocidade
nao é nula, pois existe a componente horizontal da velocidade, que é constante. Portanto, apenas
a componente vertical é nula no ponto mais alto da trajetodria.

Portanto, o tempo de voo é dado por:

tyoo = 2 * tsubida

2-v,-send
g
O alcance do corpo pode ser encontrado pela funcao horaria do espago na direcao x:

x(t) = (vy - cosO) - t

zl’—’UOO -

d = (vg - cosB) - t,,

2-v,-senf
d = (v, - cosB) - (0—)

v2(2-sen B - cosH)
g
Da trigonometria, temos a relacdo de seno do arco duplo dado por:
sen(20) =2 -sen@ - cosb

Finalmente, chegamos a equacgdo do alcance:

d=

vé - sen(26)
g

Por ultimo, podemos calcular a altura maxima que o corpo atingiu na vertical, quando lancado

com um angulo 6. Para isso, temos duas op¢des para chegar ao resultado: calculando a posicao

vertical no tempo de subida ou utilizando Torricelli na direcao vertical entre os pontos O e P. Vamos
utilizar Torricelli, entdo:

d =

2

vy =G, —2-g-Ay
0 = (vysenB)?>—2-g-H

vé - sen?0

H =
29
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FIQUE

ATENTO!

&

Olhando rapidamente para altura maxima atingida quando langado com um angulo 8 vemos
como é semelhante ao alcance para o mesmo angulo. Na pratica, considero bem desnecessario
decorar essas formulas pois vocé pode rapidamente desenvolvé-las.

ESCLARECENDO!

&

9)

Um projétil é langado em t = 0 do alto de um precipicio abrupto situado 400 metros acima do nivel
do mar, formando um angulo 8 com a horizontal. O mdvel cai no mar no ponto X. Dado que v, =
100 m/s, senf = 0,8 e cosf = 0,6. Desprezando a resisténcia do ar, determine:

a) o tempo de voo do corpo até atingir o mar;

b) a distancia entre o ponto de lancamento e o ponto X;

c) o médulo da velocidade quando o projétil atinge o mar.

Comentarios:

Vamos fazer um desenho esquematico do problema e escrevermos as equagdes horarias em
cada componente:

Voy
precipicio
vﬂx

(.-«)lil mar
O o

A

A partir da figura esquematica, vem:
Direcao horizontal:
x(t) =vg, - t
x(t) = (vycosh) - t
x(t) =100-0,6 -t
x(t) =60-t

Direcao vertical:
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2

ay -t
2

g-t
y(@) =yo+ (v, - senf) - t — 5

y(t) =400+ 100-0,8-t—5-t2
y() =100+80-t—5-t?
A equacdo horaria da velocidade é dada por:
v,(t) =voy tay, -t
v,(t) =v,-senf —g -t

v,(t) =80—-10-t

No instante que o corpo atinge o mar, sua posi¢do vertical é nula, ou seja, y(t,) = 0.
Portanto:

y(t)ZYO'l'vOy't-l'

y(tx) =0
400 + 80t —5t2 =0
—80 + 120 i
, T80+ V802 —4-400-(=5) -804 120 |t =3 = —*s (ndoserve)
B 2-(=5)  —10 _ —80—120

tz = ——q5 = [tz=205]

Assim, o corpo leva 20 segundos para atingir o mar.
Para determinar a distancia entre o ponto do langamento e o ponto X, precisamos saber
guanto o corpo se deslocou na dire¢ao horizontal:
x(t)=60-t
x(20) =60-20=1200m
Pelo teorema de Pitdagoras, temos a distancia dpy:

dpy = V4002 + 12007 = ,/4002(1 + 32) = |dpy = 400v10m = 1264,9 m

No ponto X temos a velocidade horizontal que permanece constante ao longo do movimento
e a velocidade na vertical dada por:

v, (t) = 80 — 10t
v,(20) = 80 — 10x20 = |v,(20) = —120 m/s
Assim, para calcular o médulo do vetor cujas componentes ortogonais sdo 60 e 120 (em
modulo), basta aplicar o teorema de Pitagoras:
v:=vi+v)
v? = 602 + 1207
v? = 60%(1 + 22)
v = 60V5m/s
Note que aqui a velocidade do ponto de lancamento nao foi igual a velocidade no instante
guando toca o mar, pois nao estamos falando de pontos simétricos da trajetéria.

NOVIDADE!
3
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Vamos resolver uma questao onde colocamos uma aceleragao no eixo horizontal. Embora
ainda nao estudemos ainda eletricidade, isso ndo comprometerd o entendimento da questao.
ESCLARECENDOQ!

&

10)
Uma carga positiva de massa m e carga +q é langada com uma velocidade inicial de vy, com um

angulo de a com a horizontal numa regiao onde existe um campo elétrico uniforme, como na figura

abaixo:
Yy

Yo

+q .

Determine o ponto onde a carga toca novamente o eixo x.

Comentarios:

Decompondo o movimento nas diregdes x e y, temos que:

Em x: temos a forca elétrica atuando no corpo para a direita com maddulo:
F,=q-E

Como apenas ela atua na carga na horizontal, entdo ela é a forca resultante nesta direcao,

portanto:
F=F
E. =F,
m-a,=q-E
-E
“T T

Temos um MUV na horizontal também, portanto temos a seguinte equag¢ao horaria do espago

em Xx:

q-Ey.
x = (vycosa) - t +(mT)t2

Em y: temos que a forga peso é a Unica atuante no corpo nesta dire¢ao, dessa forma, temos

um MUV, onde a aceleragao da gravidade é a aceleragao em y. Portanto:
v, = vosena — g -t
g-t
2

y = (vysena) - t —
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Pelo principio da independéncia dos movimentos proposto por Galileu, podemos trabalhar

0os movimentos em cada componentes. Entdao, quando o corpo tocar o eixo x, sua coordenada y sera
zero, entao:

y=0
. t2
(vosena) - t — g 7= 0
-t
t-|(vysena) — gT] =0
2v,sena
o t]_ =00u tz =T

Como t; = 0 representa o momento do langamento, estamos interessados no outro instante
de tempo. Assim, o deslocamento em x é dado por:

q- E) . (2vosena)2

2vysena
x(t,) = vycosa - ( 0 ) + ( m g
g 2
2 2 com 2
_ vgsen2a q E - 2visen‘a
o (1) (£

Repare que embora tenha uma aceleracdao na horizontal, nds trabalhamos o exercicio da
mesma maneira que antes.

9.2. Alcance maximo

Como visto anteriormente, o alcance é calculado por:

vé.sen26
9
Se fixarmos a velocidade de lancamento do objeto e variar apenas o angulo, vemos que o

alcance depende apenas do angulo de inclinagdo com a horizontal. Entdo, para que o alcance seja
maximo, sen260 deve ser maximo.

Nas definicdes de seno, conhecemos que seno de um angulo é um valor entre -1 e 1. Entao,
sen26 assumi seu valor maximo quando é igual a 1.

Se sen26 = 1, o alcance maximo é dado por:

Vg
Amax = —

9
Como sen26 = 1, entdo 260 = 90°. Portanto, [ = 45°]|.

Propriedade do alcance:

Se duas particulas sao langadas de um mesmo ponto, com velocidades de mesmo mdédulo e a soma
dos angulos de langamento serem 90°, entdo as duas particulas terao o mesmo alcance.

88  Cinematica vetorial e langamento obliquo.
y ww.estrategiamilitar.com.br




Prof. Toni Burgatto
Aula 02

Demonstracdo: dadas duas particulas A e B com velocidades cujos médulos sdo iguais a v, (|U,4] =
|U5| = v,). Se A é lancada com um angulo a e B é lancada com um angulo S, tal que a + b = 90°.
Entdo, podemos escrever o alcance para cada uma das particulas.

visen2a . visen2f
4 g 7 g
Pela trigonometria, sabemos que:
a+f =90
2a+ 24 =180
2a = 180 — 28

Logo:
sen(2a) = sen(180 — 2p3)
Mas, sabemos que: sen(180 — 8) = sen8, portanto:
sen(2a) = sen(2p)
2 2
U—.sen(Za) = v—o.sen(Zﬂ)
g g

dA = dB
A volta da propriedade também é valida, isto é, se dois corpos partem de um mesmo ponto
e possuem o mesmo alcance, entdao a soma dos angulos de lancamento é igual 90° (em outras

palavras, dizemos que os angulos de langamentos sao complementares).
Yy

9.3. Equacgao da curva do langamento obliquo.

Até trabalhamos as equacgdes de cada componente de forma isolada. Vamos agora cominar
as funcdes horarias de espaco de cada direcdo e analisar o resultado obtido.

Para um lancamento obliquo como na figura abaixo, temos as fun¢des hordrias de espaco:
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O.’

Solo
T

d

Figura 32: Defini¢cdo da origem dos eixos cartesianos no langamento obliquo.

X = vycos0 - t (1)

)
y=vosen9-t—% (2)

Isolando o tempo em (1) e substituindo em (2), temos que:

_ X
"~ v, - cosO
x 2
RN )
v, - cosf 2
Como z:z = tgl, secld = ﬁ para cosf # 0 esec? 8 =1+ tg?8, logo, temos que:

g1+ tg?0) 2

=x-tg6 —
y=xtg 2v¢

Essa é a equagdo da trajetdria do langamento obliquo. Ela mostra que a curva descrita por
um corpo lancado (desprezando a resisténcia do ar) é uma pardbola, pois trata-se de uma func¢do do
segundo grau (f(x) = ax? + bx + c), onde o coeficiente na frente do termo quadrético é negativo,
mostrando que é uma pardbola com concavidade para baixo, como observado fisicamente no
movimento.

Poucas questdes trabalham diretamente com a equacdo da trajetdéria, mas nosso préoximo,
gue é um topico especial, utilizara essa equacao para desenvolvimento tedrico.

INDO MAIS

FUNDO!

o

9.4. Tdpico especial: parabola de seguranga

Vamos fazer uma abordagem um pouco diferente do langamento obliquo. Este assunto ainda
ndo foi cobrado fortemente no ITA, entretanto, é bem provdvel de cair, pois utiliza apenas
abordagem da equacdo parabdlica do lancamento.
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Alguns livros estrangeiros tratam esse assunto com diversas questdes, sem a necessidade de
utilizar o Cdlculo Diferencial, mas vamos lembrar de ter os pés no chdao e nao ir além daquilo cobrado
pelo ITA.

Mas afinal, o que é a parabola de seguran¢a?

Imagine que vocé deseja lancar um objeto da origem de um sistema de coordenadas
cartesianas Oxy, e seu braco se limita apenas a velocidade ¥,. Dessa forma, vocé decide variar o
angulo de langamento para observar a regidao de espaco onde serd possivel seu objeto cair.

Sabemos que quando vocé langa o objeto, a trajetéria dele serd uma parabola dada por:

g(1 +tg29).x2

=x.tgl —
o 20

Assim, o conjunto de parabolas possiveis serao:

Yy

Figura 33: Familia de pardbola possiveis com uma determinada velocidade inicial constante.

Nessa figura, representamos as parabolas simétricas em relagdao ao eixo Oy da mesma cor e
de acordo com a equacao da trajetoria, variamos o angulo de lancamento a partir de 15° até 170°,
em intervalos de 15° e encontramos esta familia de pardbolas. Claro que existem infinitas parabolas
nesse conjunto de lancamento, mas usamos apenas essa para mostrar onde queremos chegar.

Ao analisar essas parabolas, vemos que existe uma regido no espaco onde elas estdao
inseridas. Mas que regiao seria essa?

Essa pergunta estd atrelada a outra pergunta: que ponto do plano, um observador pode ficar
parado no ponto P e nao ser atingido pelo objeto?

Como o lancador esta limitado a uma velocidade 7, isto é, essa é a maior velocidade que o
seu braco pode langar o corpo, podemos apenas variar o angulo. Assim, devemos achar os possiveis
valores de angulo de langamento para atingir nosso observador:

g(1+tg*0)
— 5.2 X
2v§
Como sabemos que o observador esta em um ponto conhecido P(x,,yp), vamos aplicar a
equacdo da parabola e isolar tg0:

y=x-tgl —
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(tgh)? — (%) - tgl + (1 + ZAU‘Z’ZP) = 0leq. (a)

9-Xp

Assim, temos uma equagdo do segundo grau para as tangentes de 6 e, por isso, existem
algumas possiveis solugdes para encontrarmos 6:

a) Caso A > 0: se o discriminante da eq. (a) for maior que zero, isso implica dois possiveis
angulos de langamentos que irdo atingir o observador.

(0] T

Figura 34: Caso em que existem dois possiveis langamento para atingir o observador. O ponto estd dentro da regido de risco.

b) Caso A < 0: se o discriminante da eq. (a) for menor que zero, ndo existe solucdo real para a
equacgao, isto é, ndo existem angulos que satisfagam nossa equag¢ao. Entdo, nao importa a
forma como atirar o objeto com a velocidade ¥,, ndo serd possivel atingir o observador.
Dizemos que ele estd em uma zona de seguranca, pois nunca sera atingido.

Yy

€T
Figura 35: Ponto P na zona de seguranga, isto é, ndo pode ser atingido pelo objeto.

¢) Caso A = 0: se o discriminante é igual a zero, temos apenas um Unico angulo de disparo que

ird atingir o observador. Entdo podemos encontrar a equag¢ao do conjunto dos pontos que
terdo essa propriedade:

22 2 .p2.
<tg9>z_(gf).tge+(1+#):o

p g Xp

2
A:0:><2vg> —4-<1+—2'vg'y”>=0
g-Xp g xf
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2
Vo 9 2

:2-g_2-v§'xp

|y,

Esse resultado mostra que existe um conjunto de pontos que definem outra pardbola, onde
sO existe um ponto de alcance do objeto, trata-se da Parabola de Seguranga (parabola
vermelha do grafico a seguir). Ela define o limite da zona atingida pelo objeto e a zona de
seguranca. Vemos também que ela é a envoltdria para nossa familia de parabolas, isto é, as
parabolas podem tocar nela apenas uma vez, como mostra a figura abaixo:

zona de seguranca zona de seguranca

parabola de seguranca e> parabola de seguranca

Figura 36: Representagdo da Pardbola de Seguranga, ponto que definem a fronteira da regido de risco e zona de seguran¢a. Mostra que as
equagles de trajetdrias tocam a envoltdria (pardbola de seguranga) uma unica vez.

FIQUE

ATENTO!

()

Parabola de Segurancga ndo é a equacao da trajetoria do corpo. Ela é apenas uma envoltdria de
todas as possiveis trajetdrias, delimitando a regido do espaco de seguranca e regido atingida pelo
corpo.

Se o observador estd na pardbola de seguranca, a eq. (a) tem A = 0 e apenas uma solugao,
dado por:

zona de seguranca

parabola de seguranca

g-xp " Xp
( ZvS)
b _g'xP
t 9: =
g 2a 2.1
2
v
tgl = 0
.XP
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Desta forma, podemos otimizar o angulo de disparo para atingir o observador. Repare que
depende apenas da posi¢gdao xp, uma vez que a velocidade esta limitada ao langador e a gravidade é

suposta constante.
ESCLARECENDO!

&

11)
Um jogador de basquete esta parado a 4v/3 m da base da cesta e consegue lancar a bola com uma

velocidade inicial de 10 m/s. Qual pode ser a altura mais alta atingida pela bola, quando ela passa
pela vertical onde estd o aro? Com qual angulo deve ser arremessada a bola para que possa atingir

essa altura maxima?

Comentarios:
A maxima altura alcancada pela bola na reta vertical, que contém o aro da cesta, serd a

ordenada de um ponto que esta na parabola de seguranga, quando xp = 44/3.
Pela equagao da parabola de seguranga, temos que:
_v g
yp_Z-g 2 vé X

(10)? 10 2
yp=2-10_2-(10)2'(4‘/§)

O angulo de langamento é dado por:

Outro problema classico quando tratamos desse assunto é atingir um alvo usando a

velocidade minima de disparo.

NOTA!

&)

V

12)
 Um jovem Padawan jogando futebol estd frente ao goleiro adversario e decide fazer o famoso “gol |

- de cobertura”. Ele estd a 5 m do goleiro e o defensor consegue pegar a bola até uma altura de 3 m. |
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Considerando g = 10 m/s? e desprezando os efeitos do ar, qual deve ser a minima bola para que o
jovem Padawan consiga encobrir o goleiro, de tal forma que o defensor quase consiga fazer evitar o
gol.

Comentarios:

Neste caso, a bola deve ser lancada de tal forma que o goleiro ndo consiga chegar nela, isto
é, ela deve ser lancada num ponto que caia fora da pardbola de segurancga, na zona de segurancga,
pois tira qualquer chance de o goleiro alcangar a bola.

Por outro lado, queremos a velocidade minima, entdo, basta impor que as luvas do goleiro
podem alcangar apenas o ponto (5,3) e que este ponto estd na nossa parabola de segurancga. Assim,
temos que:

— vO _ g .xz
Ty 2w
Ve 10
3=————-52
210 20

(v3)? — 60v2 — 2500 = 0
_ 604602 —4-1-(-2500)

2

vo 21
Somente interessa vg > (0, entao:
60 + 20v34
vg = ————=30+10V34

2
Portanto, o médulo da velocidade deve ser:

Vo = V30 + 10v/34

Vo =294m/s
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HORADE

PRATICAR!

10. Lista de exercicios langamento obliquo

1. (EFOMM - 2016)

Uma bola é lancada do topo de uma torre de 85 m de altura com uma velocidade horizontal
de 5,0 m/s (ver figura). A distancia horizontal D, em metros, entre a torre e o ponto onde a
bola atinge o barranco (plano inclinado), vale

Dado: g = 10 m/s?

I 5mis "=~
85m ) D
'8
-
10m

a) 15
b) 17
c) 20
d) 25
e) 28

2. (EFOMM - 2013/modificada)

Uma bola é lancada obliguamente e, quando atinge a altura de 10 m do solo, seu vetor
velocidade faz um angulo de 60° com a horizontal e possui uma componente vertical de médulo
5,0 m/s. Desprezando a resisténcia do ar, a altura maxima alcangada pela bola, em metros, é
de
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Dado: g = 10 m/s?.
a) 45/4
b) 50/4
c) 55/4
d) 60/4
e) 65/4

3. (EN - 2015)

Analise a figura abaixo.

T T T 7 7 7 7 xm)

*Xo

Conforme indica a figura acima, no instante t = 0, uma particula é lancada no ar, e sua posicdo
em func¢do do tempo é descrita pela equacdo 7(t) = (6,0t + 2,5)1 + (—5,0t? + 2,0t + 8,4)],
com r em metros e t em segundos. Apds 1,0 segundos, as medidas de sua altura do solo, em
metros, e do mddulo da sua velocidade, em m/s, serdo, respectivamente, iguais a

a)3,4e10
b) 3,6 e 8,0
c)3,6e10
d)5,4e38,0
e)5,4e10
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4. (EN-2014)

Considere uma particula se movimentando no plano xy. As coordenadas x e y da posi¢do da
particula em fun¢do do tempo sdo dadas por x(t) = —2t? + 2t + 1 e y(t) = t> —t + 2, com
x e y em metros e t em segundos. Das op¢des abaixo, assinale a que pode representar o grafico
da trajetdria da particuladet =0at =4s.

a) b)
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5. (EN -2013)

Os graficos abaixo foram obtidos da trajetdria de um projétil, sendo y a distancia vertical e x a
distancia horizontal percorrida pelo projétil. A componente vertical da velocidade, em m/s, do
projétil no instante inicial vale:

Dado: |g] = 10 m/s?
y (m) X (m) 4

20 1] DR —————. ,

a) zero
b) 5,0
c) 10
d) 17
e) 29

6. (EN-2013)

Conforme mostra figura abaixo, em um jogo de futebol, no instante em que o jogador situado
no ponto A faz um langamento, o jogador situado no ponto B, que inicialmente estava parado,
comeca a correr com aceleragdo constante igual a 3,00 m/s?, deslocando-se até o ponto C. Esse
jogador chega em C no instante em que a bola toca o chao no ponto D. Todo o movimento se
processa em um plano vertical, e a distancia inicial entre A e B vale 25,0 m. Sabendo-se que a
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velocidade inicial da bola tem mddulo igual a 20,0 m/s, e faz um angulo de 45° com a horizontal,
o valor da distancia, d, entre os pontos C e D, em metros, é

Dado: |g] = 10 m/s?

a) 1,00
b) 3,00
c) 5,00
d) 12,0
e) 15,0

7. (EN-2012)

Um projétil é lancado contra um anteparo vertical situado a 20 m do ponto de lancamento.
Despreze a resisténcia do ar. Se esse lancamento é feito com uma velocidade inicial de 20 m/s
numa diregdo que faz um angulo de 60° com a horizontal, a altura aproximada do ponto onde
o projétil se choca com o anteparo, em metros, é

Dados: tg(60°) ~ 1,7; g = 10 m/s?.

¥
a) 7,0 1L Anteparo
b) 11
ammmm .

C) 14 v, 'r_,_.-'"_ !

iR
d) 19 j co-

i * > %
e) 23 "2":“"

8. (AFA-2010)

No instante t = 0, uma particula A é lancada obliquamente, a partir do solo, com velocidade
de 80 m/s sob um angulo de 30° com a horizontal. No instante t = 2 s, outra particula B é
langada verticalmente para cima, também a partir do solo, com velocidade de 40 m/s, de um
ponto situado a 200v/3 m da posicdao de langamento da primeira. Sabendo-se que essas duas
particulas colidem no ar, pode-se afirmar que no momento do encontro

a) ambas estdo subindo.
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b) A esta subindo e B descendo.
c) B estd subindo e A descendo.

d) ambas estdo descendo.

9. (AFA-2009)

Uma bola de basquete descreve a trajetéria mostrada na figura apds ser arremessada por um
jovem atleta que tenta bater um recorde de arremesso.

T
50m

20m

e
|

x 1
A bola é langada com uma velocidade de 10 m/s e, ao cair na cesta, sua componente horizontal
vale 6,0 m/s. Despreze a resisténcia do ar e considere g = 10 m/s?. Pode-se afirmar que a

distancia horizontal (x) percorrida pela bola desde o langamento até cair na cesta, em metros,
vale

a) 3,0
b) 3,6
c)4,8
d) 6,0

10. (AFA - 2009)

Na figura abaixo, uma particula com carga elétrica positiva g e massa m é langada
obliguamente de uma superficie plana, com velocidade inicial de médulo vy, no vacuo,
inclinada de um angulo 8 em relacao a horizontal.

v 7

E
—»
Considere que, além do campo gravitacional de intensidade g, atua também um campo

elétrico uniforme de maédulo E. Pode-se afirmar que a particula voltara a altura inicial de
lancamento apds percorrer, horizontalmente, uma distancia igual a

a) :Tgsen(ZH) (1 + Zl—Eg tg(@))

b) gsen(ﬁ) (cos(@) + %sen(@))
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c) 1;70 (sen(29) + :1—2)

Vo qE
d) 20 (1 + ;S@TL(ZQ))

11.(AFA - 2007)

A figura abaixo representa as trajetdrias de dois projéteis A e B lancados no mesmo instante
num local onde o campo gravitacional é constante e a resisténcia do ar é desprezivel.

'J'. t‘ﬂ;mmdﬂ‘
T e _*1‘.‘*;‘:..-,2#'.,&“.}(:"&1] de 8

[
F‘ “‘Lp
b T
i
[

Ao passar pelo ponto P, ponto comum de suas trajetodrias, os projéteis possuiam a mesma

a) velocidade tangencial.
b) velocidade horizontal.
c) aceleracdo centripeta.

d) aceleracdo resultante.

12.(ITA-1989)

Do alto de uma torre de 20 m de altura, um artilheiro mira um baldao que se encontra parado
sobre um ponto, tal que a distancia do pé da torre a vertical que passa pelo referido ponto é
de 400 m. O angulo de visada do artilheiro em relacdo a horizontal é de 15°. No instante exato
que o artilheiro dispara um projétil (P) os ocupantes do baldo deixam cair um objeto (0) que é
atingido pelo disparo. A velocidade do projétil ao deixar o cano da arma é v, = 200 m/s.
Despreze a resisténcia do ar. (g = 9,8 m/s?)

a) Faca um esquema indicando a configuracao do problema.

b) Deduza as equagdes horarias: xp(t) e yp(t) para o projétil e y,(t) para o objeto
(literalmente).

c) Calcule o instante do encontro projétil — objeto (hnumericamente).

d) Calcule a altura do encontro (numericamente).

13.(ITA-2004)

Durante as Olimpiadas de 1968, na cidade do México, Bob Beamow bateu o recorde de salto
em distancia, cobrindo 8,9 m de extensao. Suponha que, durante o salto, o centro de gravidade
do atleta teve sua altura variando de 1,0 m no inicio, chegando ao maximo de 2,0m e
terminado a 0,20 m no fim do salto. Desprezando o atrito com o ar, pode-se afirmar que o
componente horizontal da velocidade inicial do salto foi de: (g = 10 m/s?)

a) 8,5m/s.
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b) 7,5m/s.
c) 6,5m/s.
d) 5,2m/s.
e) 45m/s.

14.(ITA-2009)

Considere hipoteticamente duas bolas langcadas de um mesmo lugar ao mesmo tempo: a bola
1, com velocidade para cima de 30m/s, e a bola 2, com velocidade de 50m/s formando um
angulo de 30° com a horizontal. Considerando g = 10m/s?, assinale a distancia entre as bolas
no instante em que a primeira alcanga sua maxima altura.

a) d =vV6250m.
b) d =v7217 m.
c) d=+17100m.

d) d =+v19375 m.
e) d =+V26875m.

15.(ITA-2011)

Duas particulas idénticas, de mesma massa m, sao projetadas de uma origem O comum, num
plano vertical, com velocidade iniciais de mesmo mdédulo v, e angulos de lancamento
respectivamente « e f em relagdo a horizontal. Considere T; e T, os respectivos tempos de
alcance do ponto mais alto de cada trajetoria e t; e t, os respectivos tempos para as particulas
alcangarem um ponto comum de ambas as trajetdrias. Assinale a opgao com o valor da t;T; +
t,T,.

a) 2v5(tga +tgp)/g*

b) 2vé/g2.

c) 4visena/g>.

d) 4visenB/g>.

e) 2vé(sena + senf)/g>.

16.(ITA-2018)

A partir de um mesmo ponto a uma certa altura do solo, uma particula é lancada
sequencialmente em trés condicdes diferentes, mas sempre com a mesma velocidade inicial
Vo. O primeiro langamento é feito no vacuo e o segundo, na atmosfera com ar em repouso. O
terceiro é feito na atmosfera com ar movimentado cuja velocidade em relagdo ao solo é igual
ao moddulo, diregao e sentido a velocidade v,. Para os trés langamentos, designando-se
respectivamente de t,, t, e t; os tempos de queda das particulas e de v,, v, e v3 os mdédulos
de suas respectivas velocidades ao atingir o solo, assinale a alternativa correta.

a) ty <t3 <tV >Uv3> 0,

b) t; <t3 =ty v >v3 > v,

C) t; =tz <ty; v = V3 > Vs

d) t; <t, <t3 v, =v3>v,.

e) t; <tz =ty;v; > V3 =V,
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17.(ITA-2018)

Numa quadra de volei de 18m de comprimento, com rede de 2,24m de altura, um atleta
solitaria faz um saque com a bola bem em cima da linha de fundo, a 3,0m de altura, num angulo
6 de 15° com a horizontal, conforme a figura, com trajetdria num plano perpendicular a rede.
Desprezando o atrito, pode-se dizer que, com 12m/s de velocidade inicial, a bola (g =
10m/s?)

50 ]

bl

T T T T T I T Ty

a) bate na rede.

b) passa tangenciando a rede.

c) passa a rede e cai antes da linha de fundo.
d) passa a rede e cai na linha de fundo.

e) passa a rede e cai fora da quadra.

18.

Dispara-se um projétil a partir do solo de modo que seu alcance horizontal é igual ao triplo da
altura maxima atingida. Desprezando a resisténcia do ar, podemos afirmar que o angulo de a
é:

a) cosa = 2/3.

b) sena = 2/3.
c) tana = 4/3.
d) tana = 1/4.
e) seca = 1/3.
19.

Uma particula é lancada obliquamente, a partir de uma altura 3h (ver figura). Sabe-se que o
angulo de disparo vale 6. Nestas condi¢Oes, se a maior altura atingida acima do ponto de
projecdo é h, entdo distancia horizontal d percorrida pela particula, imediatamente antes de
atingir o solo (ponto B) é:
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a) 2hsené.
b) 4hcos@.
c) 6hcot@.
d) 8htan®.
e) 8hsech.

20.(ITA)

O esquema indica a trajetéria de um objeto que foi lancado obliqguamente do ponto (P), a partir
do solo e passa rente a bandeira de altura h, e finalmente atingindo o ponto (M). Pode-se
afirmar que a altura H maxima atingida pelo objeto, em funcdo de a, b e h vale:

; b
P
2

a) H = h(b+2a) .
2ab 5

b) H= hb+a)”
4ab 5

C) H= h(2b+a) .
4ab 5

d) H= M_
2ab 5

e) H = h(2b—-a) .
2ab

21.
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Um corpo foi langado com uma velocidade inicial v, formando um angulo & com a horizontal.
Qual é o tempo de duragdo do voo? Em qual distancia do local de langamento caird o corpo?
Para qual valor de angulo a a longitude de voo sera a maior?

Em qual altura estara o corpo apds um intervalo de tempo 7 desde o inicio do movimento?
Quais serao a grandeza e direcao da velocidade do corpo nesse instante? Considerar T maior
do que o tempo de ascensao do corpo até uma altura maxima. A resisténcia do ar é desprezada.

22.

E necessario lancar da terra uma bola por cima de uma parede vertical de altura H, que se
encontra a uma distancia S (ver figura). Para qual menor velocidade inicial é isso é possivel?
Com que angulo a em relagao a horizontal devera, nesse caso, ser dirigida a velocidade?

23.

As provas do detonador de uma granada efetuam-se no centro do fundo de um poco cilindrico
de profundidade H. Os estilhacos da granada, que se produzem depois da explosdo e cujas
velocidades ndao passam de v, ndo devem cair na superficie da terra. Qual devera ser o
diametro minimo D do pogo?

24.

Um corpo foi langado de um despenhadeiro abrupto de altura H dentro da dgua. A velocidade
inicial do corpo, v, forma um angulo a com a horizontal. A que distancia da margem caira o
corpo? Depois de quantos segundos apds o inicio do movimento o corpo estard a uma altura h
sobre a agua? Qual é a velocidade do corpo no momento de queda na dgua?

25.

Um bombardeiro de mergulho lanca bombas desde uma altura H, estando a uma distancia L
do objetivo. A velocidade do bombardeiro é v. Sob qual angulo em relacdo a horizontal o
bombardeiro deve mergulhar?

26.

Do ponto x =y = 0 (ver figura) sdo langados simultaneamente dois corpos com a mesma
velocidade inicial v, e formando diferentes angulos a; e @, com a horizontal. Qual é a
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velocidade de movimento dos corpos um relativamente o outro? Qual é a distancia entre os
corpos apos o intervalo de tempo 7? (Os corpos movem-se progressivamente).

7\

%

N

% %

z

27.(Simulado IME — 12 fase)

Uma particula é lancada do ponto G. Sua trajetdria toca os pontos B, C, D e E de um hexagono
regular de lado a. Qual é o alcance horizontal GH?

a)GH =vV6a b)GH =+v7a <¢)GH =+5a d)GH =+11a e)GH =+/13a

28.(Simulado ITA 12 fase)

Um pato voa horizontalmente com velocidade constante e uma cacadora inexperiente lhe
lanca uma pedra. No instante do lancamento, a direcdo da pedra esta orientada para o pato,
como na figura abaixo. Apds ser langada a pedra, o tempo para a pedra atingir o pato é de:
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2v

C( )t—;tga
4v

D ( )t—;tga’

_ s
E( )t= gtga
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GABARITO

11. Gabarito da lista de langamento obliquo sem comentarios
1) A

2) A
3)E
4) B
5)E
6) B
7)C
8)C
9) D
10) A
11)D
12) a)

400 x

2 2
b) xp(t) = vycosOt, yp(t)=h+vosen0t—% e yo(t)=H—%

c)2s
d)121m
13) A
14) C
15) B
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16) B

17)C

18) C

19)C

20) B

21)tyo0 = 25N A = x(tyeo) = vg sen2a Acrivico = 45°, h = vysenat — gziz,v(r) =,/v§ — 2gh
cosf = ==

2

22) Vyin = JgVH + VHZ + 52, tg gy = :1_(;
2vy |vd
23) — ’—— 2H
) VN g
_ v cosa 2gH __vpsena 2(H-h)g _
24)  dpargem = °T<sen a+ ’sen2 a+ ?), T = T(l + ’1 + a— a), Vqueda =

JVE+2gH

25) arctg(—

v? vt 2v2H
gV12-H? + \/g(LZ—HZ) + g(L2-HZ) D

26) Vyop = \/fvo\/l + cos(a; + ), dye(7) = \/Evo\/l + cos(a; + ay) T
27) B

28) B
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ESCLARECENDO!

()

12. Lista comentada de lancamento obliquo

1. (EFOMM - 2016)

Uma bola é lancada do topo de uma torre de 85 m de altura com uma velocidade horizontal
de 5,0 m/s (ver figura). A distancia horizontal D, em metros, entre a torre e o ponto onde a
bola atinge o barranco (plano inclinado), vale

Dado: g = 10 m/s?

B85 m

—

a) 15
b) 17
c) 20
d) 25
e) 28

Comentarios:

10m

De acordo com a figura, a bola descera uma certa altura, dada pela geometria do problema:

p Cinematica vetorial e langamento obliquo.
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B85 m

Assim, a bola descera:
H=85—-y
H=85-8-(D—-10)

Para descer essa altura, a bola gastara o seguinte tempo de queda:

2H
tq= ?

tq =\/§(85—8-(D —10))

Entretanto, no eixo horizontal, a bola descrevera um MRU, com velocidade de 5,0 m/s e
percorrerd a distancia D. Entao:

D=UH'tq

D=5-\/§(85—8-(D—10))

Considerando g = 10 m/s?, vem:

2
D=5-\/E(85—8-(D—10))

p? =52. [%(85—8°(D - 10))]

D?2=5-85-5-8(D —10)

p Cinematica vetorial e langamento obliquo.
ww.estrategiamilitar.com.br




Prof. Toni Burgatto
Aula 02 T

D? + 40D = 825
D% +2-20-D + 202 = 825 + 202
(D + 20)% = 1225
(D + 20)? = 352
(D +20)2—352 =0
(D +20—35)(D +20+35) =0

(D+20—-35)((D+20+35) =0
D=15 D=-55

D < 0 ndo convém no nosso problema. Portanto:

[D =15m]

Gabarito: A

2. (EFOMM - 2013/modificada)

Uma bola é lancada obliquamente e, quando atinge a altura de 10 m do solo, seu vetor
velocidade faz um angulo de 60° com a horizontal e possui uma componente vertical de médulo
5,0 m/s. Desprezando a resisténcia do ar, a altura maxima alcangada pela bola, em metros, é
de

Dado: g = 10 m/s?.
a) 45/4
b) 50/4
c) 55/4
d) 60/4
e) 65/4

Comentarios:

Podemos considerar o ponto A como origem do nosso langamento e, assim, podemos
determinar a altura maxima utilizando Torricelli.

v§=v0;+2-ay-Ay

02 =52+42-(=10) - (h, — 10)

& Cinematica vetorial e langamento obliquo.
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Rmax = T m
Gabarito: A
3. (EN-2015)
Analise a figura abaixo.
m
‘y{ )
v, t=0

, ' P E— ./

o e T ST T 7 e

Conforme indica a figura acima, no instante t = 0, uma particula é lancada no ar, e sua posicao
em funcdo do tempo é descrita pela equacdo 7(t) = (6,0t + 2,5)i + (—5,0t? + 2,0t + 8,4)],
com r em metros e t em segundos. Apds 1,0 segundos, as medidas de sua altura do solo, em
metros, e do médulo da sua velocidade, em m/s, serdo, respectivamente, iguais a

a)3,4e10
b) 3,6 € 8,0
c)3,6e10
d)5,4e8,0
e)5,4e10

Comentarios:

De acordo com a posi¢do do vetor 7(t), em x a particula descreve um MRU e em y ela
descreve um MRUV. Apés t = 1, temos:

#(1) = (6,0 - 14 2,5)i + (=5,0-12+ 2,0 - 1 + 8,4)]
7(1) = 8,51 + 5,4]

p Cinematica vetorial e langamento obliquo.
ww.estrategiamilitar.com.br




Prof. Toni Burgatto
Aula 02 T

Portanto, a altura do solo em que se encontra a particula é de 5,4 m. Para determinar a
velocidade do corpo, basta derivar o vetor posicao em relagao ao tempo, isto é, derivar a fungao
hordria de cada componente em relacdo ao tempo:

dr

U= i vl +v,f = 6,00 + (=10t + 2,0)f

Parat = 1 s, temos a seguinte velocidade:
v(1) = 6,00 + (—10 -1+ 2,0)f
(1) = 6,0i — 8

Portanto:
13(1)| = /6,02 + (—8,0)2
[v(1)] = 10m/s
Gabarito: E
4. (EN-2014)

Considere uma particula se movimentando no plano xy. As coordenadas x e y da posi¢ao da
particula em fun¢do do tempo sdo dadas por x(t) = —2t2 + 2t + 1 e y(t) = t> —t + 2, com
X e yem metros e t em segundos. Das opgOes abaixo, assinale a que pode representar o grafico
da trajetdria da particuladet =0at =4s.

a) b)

& Cinematica vetorial e langamento obliquo.
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Comentarios:
De acordo com o enunciado, temos as seguintes equagdes em x e em y:
x(t) = =2t2+ 2t +1
y@) =t?—t+2
Fazendo x + 2y, temos:
x+2y=—-2t>+2t+1+2(t*—t+2)
x+2y=-2t>+2t+1+2t*-2t+4

x+2y=5

Entdo a relagdo entre x e y é uma reta, que passa por y = 2,5 e x =5, isto é, uma reta
decrescente. A Unica alternativa possivel é a letra B.

Gabarito: B

5. (EN-2013)

p Cinematica vetorial e langamento obliquo.
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Os graficos abaixo foram obtidos da trajetdria de um projétil, sendo y a distancia vertical e x a
distancia horizontal percorrida pelo projétil. A componente vertical da velocidade, em m/s, do
projétil no instante inicial vale:

Dado: |g] = 10 m/s?

y (m) X% (M) 4
20 " ] SO — :
0 4 x:m} 0 4 Hs)
a) zero
b) 5,0
c) 10
d) 17
e) 29

Comentarios:

A velocidade horizontal do projétil é dada pela inclinagao da reta no grafico x X t:

20
vx=z=5m/s

Para percorrer 4 metros em x, o projétil gasta um tempo igual a:

Ax 4
t=—=-=08s
v, 5
Nesse mesmo intervalo de tempo, ele desloca 20 metros em y, que possui fungdao horaria
dada por:

g-t’
Y=Y+ Voy t— >
g-t’
Ay =vg, -t — >
10-0,82
20 = vgy - 0,8 — ——

Voy = 29m/s

Gabarito: E
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6. (EN-2013)

=

Conforme mostra figura abaixo, em um jogo de futebol, no instante em que o jogador situado
no ponto A faz um langcamento, o jogador situado no ponto B, que inicialmente estava parado,
comeca a correr com aceleragdo constante igual a 3,00 m/s?, deslocando-se até o ponto C. Esse
jogador chega em C no instante em que a bola toca o chdo no ponto D. Todo o movimento se
processa em um plano vertical, e a distancia inicial entre A e B vale 25,0 m. Sabendo-se que a
velocidade inicial da bola tem mddulo igual a 20,0 m/s, e faz um angulo de 45° com a horizontal,
o valor da distancia, d, entre os pontos C e D, em metros, é

Dado: |g] = 10 m/s?

a) 1,00
b) 3,00
c) 5,00
d) 12,0
e) 15,0

Comentarios:

Durante o tempo de voo da bola, o jogador se desloca de B para C dado por:

O tempo de voo da bola é dado por:

tUOO -

Portanto:

p

ww.estrategiamilitar.com.br
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2, sen(6)
g
V2

2
2-20 - sen(45°)
10

t‘UOO -

tvoo = 2V2 s
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[BC = 12,0 m]|

Por outro lado, o alcance da bola é calculado por:

ve - sen(20)

A=AD =
g
202 - sen(2 - 45°)
AD =
10
|AD = 40,0 m|
Portanto:
AD = AB + BC + CD
40=25+12+CD
|CD = 3,00 m|
Gabarito: B
7. (EN-2012)

Um projétil é lancado contra um anteparo vertical situado a 20 m do ponto de langamento.
Despreze a resisténcia do ar. Se esse langamento é feito com uma velocidade inicial de 20 m/s
numa direcdao que faz um angulo de 60° com a horizontal, a altura aproximada do ponto onde
o projétil se choca com o anteparo, em metros, é

Dados: tg(60°) ~ 1,7; g = 10 m/s?.

¥
a) 7,0 T Anteparc
b) 11
UL .

C) 14 ﬂ 'r__.-f"_ !

iR
d) 19 ./: 60°

i i L . X
e) 23 ‘“““.-“"“.2-6";." T

Comentarios:

Inicialmente, vamos calcular o tempo que o projétil leva para percorrer a distancia horizontal
de 20 metros:

Ax =v, -t

Ax = vy -cos60°-t

p Cinematica vetorial e langamento obliquo.
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O movimento em y é um MRUV, com fung¢ao horaria dada por:
2
a, -t
2
10 - t2
2

Y=YotVoy t+

y=0+20-sen60°-t—

Parat = 2 s, temos:
V3
y(2)=20-7-2—5-22

y(2) = 20v3 - 20

Como tg(60°) = /3 e o enunciado pediu para considerar tg(60°) = 1,7, entdo v/3 = 1,7.
Portanto:

y(2)=20-17-20=20-(1,7—-1)=20-0,7
y(2) =14m

Gabarito: C

8. (AFA-2010)

No instante t = 0, uma particula A é lancada obliquamente, a partir do solo, com velocidade
de 80 m/s sob um angulo de 30° com a horizontal. No instante t = 2 s, outra particula B é
langada verticalmente para cima, também a partir do solo, com velocidade de 40 m/s, de um

ponto situado a 200v/3 m da posicdao de langamento da primeira. Sabendo-se que essas duas
particulas colidem no ar, pode-se afirmar que no momento do encontro

a) ambas estdo subindo.
b) A esta subindo e B descendo.
c) B estd subindo e A descendo.

d) ambas estdo descendo.

Comentarios:

Como a particula B é lancada verticalmente para cima, se houver alguma colisdo, essa colisdo
devera ocorrer ao longo da reta x = 200v/3. No momento em que as particulas colidem, ambas
estd0 no mesmo ponto. Para chegar em x = 200+/3, a particula A gasta:

. _200V3
==
. __200v3 _ 200v3
~ 80-cos30°
cos 80 . ﬁ

2

Cinematica vetorial e langamento obliquo.
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A altura alcancada pela particula e a velocidade em t = 5 s sdo:

{yA=80-ser130°-t—5-t2
vy, =80-sen30°—10-¢t

{yA=80-senSO°-5—5-52
vy, =80-sen30°—-10-5

vy =—-10m/s

Em x = 200+/3, a particula A ja esta caindo. Por outro lado, temos as condi¢des de B:

{yB=40-t—5-t2
UB=40—5‘t

{y,3=40-5—5-52
v3=40_5‘5

{yB=75m
vg =15m/s

Portanto, B ainda esta subindo quando ocorre a colisao, graficamente, temos:

Gabarito: C

9. (AFA-2009)
Uma bola de basquete descreve a trajetéria mostrada na figura apds ser arremessada por um
jovem atleta que tenta bater um recorde de arremesso.

'
\
. -
,
. |

50m

e ]
| |
I = 1

A bola é langada com uma velocidade de 10 m/s e, ao cair na cesta, sua componente horizontal
vale 6,0 m/s. Despreze a resisténcia do ar e considere g = 10 m/s?. Pode-se afirmar que a

e
~
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distancia horizontal (x) percorrida pela bola desde o langamento até cair na cesta, em metros,
vale

a) 3,0
b) 3,6
c)4,8
d) 6,0

Comentarios:

Se a bola é lancada com 10 m/s e sua componente horizontal vale 6,0 m/s, entdo a
componente vertical vale 8,0 m/s, pelo teorema de Pitagoras:

v: =vi + vy

10% = 6% + v?

v, =8,0m/s

O tempo para a bola chegar a altura de 5 m é dado por:

g-t?
2
5=20+80-t—5-t2
5t2—8t+3=0

~(—8) +/(=8)2 — 453

Y =YoT Vo, -

L= 2-5
(8 +£+4)
=10
tl=%=0,6s
8 + 2
t2=T=1,OS

Note que t = 0,6 s corresponde ao tempo em que a bola possui a altura de 5 metros, mas
ainda estd subindo. Ja t = 1,0 s corresponde ao tempo em que a bola possui altura igual a 5 metros,
mas agora esta descendo. Para a nossa situagao em questao, a bola descendera para o jogador fazer

a cesta. Portanto, devemos utilizar este tempo para determinar a distancia x percorrida pela bola
na horizontal:

X=v,-t
x=6,0-10

Gabarito: D
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10. (AFA —2009)

Na figura abaixo, uma particula com carga elétrica positiva g e massa m é langada
obliqguamente de uma superficie plana, com velocidade inicial de mdédulo v, no vacuo,
inclinada de um angulo 8 em relagao a horizontal.

9 7 E
_'.

Considere que, além do campo gravitacional de intensidade g, atua também um campo
elétrico uniforme de mddulo E. Pode-se afirmar que a particula voltard a altura inicial de
lancamento apds percorrer, horizontalmente, uma distancia igual a

a) %gsen(ZH) (1 + i—itg(@))
b) gsen(e) (cos(@) + %wn(@))
c) 1;70 (sen(ZG) + Z—Eg)

Vo qE
d) 20 <1 + Zsen(29)>

Comentarios:

Devido ao fato de haver um campo elétrico na horizontal, a particula positiva experimentara
a acao de uma forga elétrica na horizontal dada por:

Fee =q - E

Como a forga elétrica é a Unica forca que atua na horizontal, entdo ela serd a resultante das
forcas nessa direcdo. Portanto, a acelerag¢ao na horizontal é dada por:

Fere = Ry
q-E=m-a,

q-E

ax=—m

Na direcdo vertical, ndo houve alteracao em nada. Logo, o tempo de voo na vertical continua
sendo:

v, - sen(0)
tvoo = T
Logo, a distancia deslocada pela particula em x é de:
a,t?
X = Vg - cos(0) - tyeo + xT
2
v, - sen(6 -E v, - sen(6
x=v0-cos(9)-<2 4 ())+q -(2 0 ()>
g 2m g

Cinematica vetorial e langamento obliquo.
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2

v - E
x =—2(2-sen(d) - cos(8) + a>z. 2sen?(0)
9 m-g

v -E sen(6
x = —| sen(26) + az. 2 - sen(0) - cos(9) - ©)
9 m-g sen(20) \_.COS__,(G)

tg(9)

2

v
X = ﬁ(sen(ZB} + a

- sen(20) - tg(@))

v -E
x =—-sen(20) - 1+q—-tg(9)
g m-g

Gabarito: A

11.(AFA - 2007)
A figura abaixo representa as trajetérias de dois projéteis A e B lancados no mesmo instante
num local onde o campo gravitacional é constante e a resisténcia do ar é desprezivel.

[

-y
-

e '*ﬂ;h‘-&h‘lﬂﬂl da A

d eeeena, _:_'.,.-Z’,,vtrnjcléﬁa da 8
| NP

Ay
i
N

Ao passar pelo ponto P, ponto comum de suas trajetérias, os projéteis possuiam a mesma

a) velocidade tangencial.
b) velocidade horizontal.
c) aceleragao centripeta.

d) aceleracao resultante.

Comentarios:

A questdao faz uma pegadinha, pois ela ndo menciona se o0s projéteis passam
simultaneamente pelo ponto P, diz apenas que elas passam por P. Por isso, ndo sabemos se a
velocidade horizontal é a mesma ou nao. De fato, o deslocamento horizontal dos projéteis para
chegar em P é o mesmo e pode ser escrito como:

X =Vyy -ty
{x = vyp ' tp

Em que vy, é a velocidade horizontal de A e vy é a velocidade horizontal de B. Portanto,

nao podemos afirmar se a velocidade horizontal é a mesma para os dois projéteis.

88  Cinematica vetorial e langamento obliquo.
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De acordo com a figura, no ponto P as curvas possuem velocidades diferentes, logo, possuem
velocidades tangenciais diferentes.

A aceleracdo centripeta pode ser calculada por:

Em que v é a velocidade tangencial no ponto e p o raio da circunferéncia osculadora. Dado
que as velocidades tangenciais sdo diferentes, nada podemos falar sobre a circunferéncia osculadora
e, por isso, nada podemos falar sobre a igualdade das acelerag¢des centripetas.

De fato, a Unica alternativa correta é a alternativa D, pois a Unica for¢ca que atua no
langamento obliquo em questao é a forca peso. Logo, a for¢a resultante sobre os projéteis é a forca
peso, resultando na aceleragao resultante sobre cada projétil ser a acelera¢ao da gravidade local.

Portanto, ambos projéteis tém a mesma aceleracao resultante.

Gabarito: D

12.(ITA-1989)

Do alto de uma torre de 20 m de altura, um artilheiro mira um baldo que se encontra parado
sobre um ponto, tal que a distancia do pé da torre a vertical que passa pelo referido ponto é
de 400 m. O angulo de visada do artilheiro em relacdo a horizontal é de 15°. No instante exato
que o artilheiro dispara um projétil (P) os ocupantes do baldo deixam cair um objeto (0) que é
atingido pelo disparo. A velocidade do projétil ao deixar o cano da arma é v, = 200 m/s.
Despreze a resisténcia do ar. (g = 9,8 m/s?)

a) Faca um esquema indicando a configuracao do problema.

b) Deduza as equagdes horarias: xp(t) e yp(t) para o projétil e y,(t) para o objeto
(literalmente).

c) Calcule o instante do encontro projétil — objeto (humericamente).

d) Calcule a altura do encontro (humericamente).

Comentarios:

a)

88  Cinematica vetorial e langamento obliquo.
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O artilheiro dispara do alto da torre em A, o encontro do projétil com o objeto ocorreem B e
o ponto C é onde o balao esta posicionado.

b)

Aplicando a segunda Lei de Newton nas diregdes x e y:
X: Fy=may=0->ay=0
Y. Fy,=may=P=mg—-ay=g
Logo o movimento é uniforme na horizontal e uniformemente acelerado na vertical:
xp(t) = vycosbt
yp(t) = h+170sen6?t—th2

O movimento do objeto obedece as mesmas equac¢des dinamicas, sendo seu movimento
diferenciado pela velocidade e posi¢ao inicial. Como se trata de um movimento uniformemente
acelerado de velocidade inicial nula, temos:

t2
yo(t) =H —gT

Em que 6 é o angulo do lancamento em relacdo a horizontal, h é a altura do artilheiroe H é
a altura do balao.
c)
Para calcularmos isso basta tornamos nossa aten¢ao para o movimento horizontal. No
momento da colisdo o projétil devera ter percorrido uma distancia horizontal de 400 m:
xp(te) 400
¢ vycos@ 200.cos15°

~2s

d)

Agora que temos o tempo de encontro basta substitui-lo na equagdo que fornece a posi¢do
vertical do em funcdo do tempo:

88  Cinematica vetorial e langamento obliquo.
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Ye = yp(2)
o g -4
Ve = 20 + 2v,sen 15 BTy
Ve = 121m
Gabarito:
a) Veja a figura acima
2 2
b) xp(t) = vycosOt, yp(t) = h+vosen9t+% e yo(t) = —%
c)2s
d)121m

13.(ITA-2004)

Durante as Olimpiadas de 1968, na cidade do México, Bob Beamow bateu o recorde de salto
em distancia, cobrindo 8,9 m de extensao. Suponha que, durante o salto, o centro de gravidade
do atleta teve sua altura variando de 1,0 m no inicio, chegando ao maximo de 2,0m e
terminado a 0,20 m no fim do salto. Desprezando o atrito com o ar, pode-se afirmar que o
componente horizontal da velocidade inicial do salto foi de: (g = 10 m/s?)

a) 8,5m/s.

b) 7,5m/s.

c) 6,5m/s.

d) 52m/s.

e) 4,5m/s.

Comentarios:

A figura abaixo representa o movimento do centro de massa do atleta durante o salto:

B
5 ]
A
/ C
0 2 4 5 3 ~

O ponto A marca o inicio do salto, B é o ponto mais alto de sua trajetdria e C é sua posicao
guando ele toca o solo.

Por Torricelli, encontramos a velocidade inicial em y:

vgy = 2g(hg — hy)

Substituindo os valores fornecidos no enunciado:
Voy =V20m/s

A equacdo horaria da posicdo vertical do centro de massa do atleta é dada por:
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tZ
y(t) =1+ vyt — gT

Como sabemos sua posi¢cdao no fim do langamento podemos calcular seu tempo de voo:
y(tvoo) = Yfinal = 0,2m

t2
1+ Vg typoo — gzﬂ =0,2

5t2,, — V20t,,, — 0,8 =0
Essa equacdo tem raizes:
V20t 6
tvoo = 1—0
O sinal negativo ndo nos interessa pois rende um tempo negativo.

Lembrando que o movimento na horizontal é uniforme, agora basta usarmos o tempo de voo

para determinarmos a velocidade horizontal do atleta:
x(tvoo) _ xfinal

‘Ux = ’on = =
tl?OO tUOO

8,9
s —Y20+6 _ 89
0% 10 V20 + 6

~ 8,5m/s

Gabarito: A

14.(ITA-2009)

Considere hipoteticamente duas bolas langadas de um mesmo lugar ao mesmo tempo: a bola
1, com velocidade para cima de 30m/s, e a bola 2, com velocidade de 50m/s formando um
angulo de 30° com a horizontal. Considerando g = 10m/s?, assinale a distancia entre as bolas
no instante em que a primeira alcanca sua maxima altura.

a) d =vV6250m.

b) d =+v7217 m.

c) d=+17100m.

d) d =+v19375 m.

e) d =+v26875m.

Comentarios:

Considere a esquematizacdo na figura abaixo:
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As linhas roxa e marrom representam o movimento das bolas 1 e 2, respectivamente. Sendo
O o ponto de partida de ambas as bolas, F o ponto mais alto da trajetéria da bola 1 e A o ponto a
segunda bola estara quando a primeira alcancgar F.

Primeiramente calcularemos o instante em que a primeira bola alcangca sua maxima altura:
AV

T At
Vi

a

g:

th,max

thmax = 3s
Naquele ponto (F), sua altura é:

_ gti%,max _ _
V1= Vilhmax = 5 =90 = 45 =45 m

Agora devemos calcular a posicao da segunda bola nesse instante de tempo. Pela equacao
hordrio do movimento na direcao x, temos:

Xy =V, c0830°ty gy = 75vV3 m
Pela equagdo hordria do movimento na dire¢ao y, obtemos:

2
g th,max

vy, =V, sen 30° thmax — >

y, =75—45=30m

Observe na figura que a distancia que queremos calcular é AF. Utilizando o Teorema de
Pitagoras no triangulo FHA, temos:

d?> = (y1 —y,)* + x5
d? = 225 + 16875
d=+v17100m
Gabarito: C
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15.(ITA-2011)

Duas particulas idénticas, de mesma massa m, sao projetadas de uma origem O comum, num
plano vertical, com velocidade iniciais de mesmo moddulo v, e angulos de langcamento
respectivamente a e f em relagao a horizontal. Considere T; e T, os respectivos tempos de
alcance do ponto mais alto de cada trajetodria e t; e t, os respectivos tempos para as particulas
alcangarem um ponto comum de ambas as trajetdrias. Assinale a opgao com o valor da t;T; +
t,T,.

a) 2v;i(tga +tgp)/g*.

b) 2v3/g>.

c) 4visena/g>.

d) 4visenf/g>.

e) 2vi(sena + senf)/g>.

Comentarios:

O movimento das particulas na vertical é uniformemente variado, além disso o tempo que
elas levam para alcancar o ponto mais alto de suas trajetérias é o tempo que leva para suas
velocidades verticais se anularem:

vy, = Vg, — gt
Para a primeira particula:
0=vycosa—gT;

vy Cos a
I, =—— (eq.1)

Para a segunda:
0=vycosf —gT,

Vo COS
T, =°Tﬁ (eq.2)

Seja x a abscissa do ponto de encontro das trajetdrias e y a ordenada. O movimento das
particulas na horizontal é uniforme. Assim, podemos escrever:

X =vycosat; =vycosft,

cosa
= t; (eq.3)

t, =
2" cosfB

Como o movimento das particulas na vertical tem velocidade constante, sua equagao horaria
é escrita como:
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y(t) = Voyl ——5—
Igualando a ordenada do ponto de encontro das trajetdrias:

y1(t1) = y,(t,)

tf gt;
vy senat, — 5 =V senf t, - (eq.4)

Substituindo (3) em (4), obtemos:

. gt? vysenfcosat; gticosta
vosenat; — = —
0 12 cosf 2cos?

2 cos B vy(sen B cosa —senacosfB)
1 —_

g(cos? a — cos? B)
_2cosBvgsen(f —a)

1

(eq.3)

g(cos? a — cos? B)
Voltando a expressao que queremos calcular:

Tit; + T,t,
Substituindo (1) e (2), obtemos:

v
Tty + Tyt, = Eo(senatl +senft,)

Substituindo (3):

sen S cosa ty

v
Tltl + T2t2 = ?0(361’10.’ tl +

cos 8
Tot, + Tyt = —2L ¢ B + sen f cos @)
= sen a cos sen S cos a
1“1 2%2 gCOS,B
Vot sen(p + a
Tltl + thz = 01 (ﬁ )

gcospf

Por fim, substituindo (4), temos:

2v¢ cos B sen(B + a) sen(f — a)
g?(cos? a — cos? B)

Tltl + T2t2 =
Nesse ponto é necessdrio o uso de identidades trigonométricas para que cheguemos a
resposta. Primeiramente lembre-se que:
2senasenb = cos(a — b) — cos(a + b)
Utilizando essa identidade na multiplicacao de senos que temos na equagao, obtemos:

v§ cos B (cos 2a — cos 23)

Tty + Tyt, =
1T e g?(cos? a — cos? B)

A Ultima identidade que precisaremos é:

cos2a = 2cos’a—1
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Voltando a expressao:
v cos B (2cos? a — 1 — 2cos? B + 1)
Tltl + thz = 2 2 2
g?(cos? a — cos? )
v
T1t1 + T2t2 = ?
Gabarito: B

16.(ITA-2018)

A partir de um mesmo ponto a uma certa altura do solo, uma particula é lancada
sequencialmente em trés condicdes diferentes, mas sempre com a mesma velocidade inicial
Vo. O primeiro langamento é feito no vacuo e o segundo, na atmosfera com ar em repouso. O
terceiro é feito na atmosfera com ar movimentado cuja velocidade em relagao ao solo é igual
ao moddulo, diregao e sentido a velocidade v,. Para os trés langamentos, designando-se
respectivamente de t;, t, e t; os tempos de queda das particulas e de v;, v, e v; 0os modulos
de suas respectivas velocidades ao atingir o solo, assinale a alternativa correta.

a) ty < t3 <tV >v3> 0,

b) t; <t; =ty v; > V3 > v,.

C) t; =tz <ty v = V3 > vy

d) t; <t, <t3 v, =v3>v,.

e) t; <tz =ty;v; > V3 =V,

Comentarios:

Quando ha atmosfera a particula sofre uma forga resistiva, diminuindo sua velocidade, assim
v, é a maior das velocidades. Essa forga resistiva € proporcional a velocidade relativa entre a
particula e o ar, assim podemos deduzir que ela € menor no caso 3 em relagao ao 2. Como a particula
sofreu uma desaceleragdao de menor intensidade em 3, temos que sua velocidade é maior nesse caso
(em relagcao a 2). Assim podemos escrever:

v > U3 > v,

O tempo que a particula leva para chegar ao solo depende apenas de sua velocidade vertical.
Note que a forga de resisténcia do ar atrasa a particula, mas, como foi discutido anteriormente, essa
forca depende da velocidade relativa entre a particula e o ar, como o ar s6 se move na horizontal a
componente vertical da velocidade relativa entre eles € a mesma no caso 2 e 3, logo:

tl < t3 = tz
Gabarito: B

17.(ITA-2018)

Numa quadra de véblei de 18m de comprimento, com rede de 2,24m de altura, um atleta
solitaria faz um saque com a bola bem em cima da linha de fundo, a 3,0m de altura, num angulo
6 de 15° com a horizontal, conforme a figura, com trajetéria num plano perpendicular a rede.
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Desprezando o atrito, pode-se dizer que, com 12m/s de velocidade inicial, a bola (g =
10m/s?)

el |

2

R R PR RO RO R R T

a) bate na rede.

b) passa tangenciando a rede.

c) passa a rede e cai antes da linha de fundo.
d) passa a rede e cai na linha de fundo.

e) passa a rede e cai fora da quadra.

Comentarios:
A equacado da trajetéria de um langcamento obliquo é dada por:

gx?
y(x) =y, +xtan@ _W
Substituindo os dados do problema:
y(x) =3+ 0,27x — 0,037x>

Primeiramente veremos se a bola ultrapassa a rede. Note que a rede esta no meio da quadra
em x = 9 m, queremos saber a altura da bola quando passa na mesma vertical da rede:

y(9) =3+4+0,27.9-0,037.81 =2,433m
v(9) > 2,24m

E, portanto, a bola ultrapassa a rede. Para determinamos onde ela aterrissa devemos ver em
qual x sua altura é nula:

Y (%fim) = 0
3+40,27x — 0,037x%> =0
Essa equacdo tem solugdo positiva (a Unica relevante): xg;, ~ 13,36 m
Como Xf;;, < 18 m, podemos afirmar que a bola aterrissa dentro da quadra.

Gabarito: C

18.

Dispara-se um projétil a partir do solo de modo que seu alcance horizontal é igual ao triplo da
altura maxima atingida. Desprezando a resisténcia do ar, podemos afirmar que o angulo de a
é:
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a) cosa = 2/3.
b) sena = 2/3.
c) tana = 4/3.
d) tana = 1/4.
e) seca = 1/3.

Comentarios:
Na vertical temos um movimento com aceleragdo constante, logo:
vy, = Vg, — gt
No fim do movimento sua velocidade vertical deverad ser igual a inicial (pode-se deduzir isso
por simetria do problema fisico ou conservacdo de energia), mas com o sentido oposto, assim seu
tempo de voo é dado por:

—Voy = Voy — Ilvoo

_ 2vgy
tyoo = 7
O movimento horizontal da particula apresenta velocidade constante, assim:
xX(t) = vot
Como a amplitude é a distancia horizontal percorrida até o fim da queda:
4= st = 22

A altura maxima é atingida na metade da trajetéria, usando a equagao horaria de movimento
vertical:

1700) _ 9 (tv%)

t
Hax = Vo senf (

2 2
o = v sen? 6 B vé sen? 6 _ vE sen? 6
g 29 29
A questdo quer uma trajetdria que obedeca a:
A =3H,, 4,

3
sen 260 = Esen2 6

6 =—sen@
cos 2 Sen

t 9—4
ant = -

Gabarito: C

19.
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Uma particula é lancada obliguamente, a partir de uma altura 3h (ver figura). Sabe-se que o
angulo de disparo vale 6. Nestas condi¢Oes, se a maior altura atingida acima do ponto de
projecdo é h, entdo distancia horizontal d percorrida pela particula, imediatamente antes de
atingir o solo (ponto B) é:

.

\

3h

a) 2hsené.
b) 4hcos@.
c) 6hcot?.
d) 8htan®.
e) 8hsech.

Comentdrios:
Por Torricelli na vertical entre o ponto inicial e o ponto mais alto, temos que:
vy = (vy-senB)* —2-g-h
v, =0
1

Vg = \2gh

sen @

Logo a equacado da parabola dessa particula é dada por:
gx*
y(x) =3h+xtanf — 5

2 (seil 5 Zgh) cos? 6

Imediatamente antes de atingir o solo temos y = 0, logo:

y(d) =0

d?tan? 6

- = 0
4h

A equagdo acima tem as solugdes d = 6h cotf ed = —2h cot 8. O valor negativo seria o que
encontrariamos prolongando a parabola para a esquerda.

3h+dtan @ —

Gabarito: C
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20.(ITA)

O esquema indica a trajetéria de um objeto que foi lancado obliqguamente do ponto (P), a partir
do solo e passa rente a bandeira de altura h, e finalmente atingindo o ponto (M). Pode-se
afirmar que a altura H méxima atingida pelo objeto, em funcdo de a, b e h vale:

/ \
/ \
/ g \
/ \
/ \
/ \
/ \
/I b | a \\
- w -
P M
2
a) H = h(b+2a) .
2ab 5
b) H = h(b+a) .
4ab ,
C) H = h(2b+a) '
4ab 5
d) H= h(b—a) .
2ab 5
e) H= h(2b—a) .
2ab

Comentdrios:
Por Torricelli, temos que a altura maxima é dada por:
02 = (vy-senf)? —2- g Hpuy
vE sen? 6
29

Devemos determinar a velocidade inicial e 0 angulo de langamento pelos dados do problema.
Além disso o alcance do lancamento é dado por:

H max

2v§ sen @ cos 0

A= =a+b (eq.1)
g
Isolando a velocidade inicial:
5 gla+b)
= .2
Yo 2senf cosf@ (eq.2)

Escrevendo a equacao da parabola:
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2

x
y(x) =xtgh — g (1+tg?0)

2
O problema nos fornece que y(b) = h, assim:
2

h = btg@—ﬂ(1+tgzt9)
2vé

Substituindo (2) na equacdo acima nos rende:
2

h=btgd — (1 + tg%0)

a+b

t‘9_(a+b)h 3
gt =——r (eq.3)

Voltaremos a equacao (1):

2vZ sen 6 cos

=a+b
g
Para reescrevé-la:
2vé sen?
————=a+b
gtgo
visen®d (a+b)tgh
29 4

Substituindo (3) na equagao acima e notando que o lado esquerdo dela é H,,,,, representado
no inicio, temos:
(a + b)?h
max = 4ab

Gabarito: B

21.

Um corpo foi langado com uma velocidade inicial v, formando um angulo & com a horizontal.
Qual é o tempo de duracao do voo? Em qual distancia do local de lancamento caird o corpo?
Para qual valor de angulo « a longitude de voo serd a maior?

Em qual altura estara o corpo apds um intervalo de tempo 7 desde o inicio do movimento?
Quais serao a grandeza e dire¢ao da velocidade do corpo nesse instante? Considerar T maior
do que o tempo de ascensao do corpo até uma altura maxima. A resisténcia do ar é desprezada.

Comentarios:
Na vertical temos um movimento com aceleragdo constante, logo:
V), = Vgy — gt

No fim do movimento sua velocidade vertical devera ser igual a inicial (pode-se deduzir isso
por simetria do problema fisico), mas com o sentido oposto, assim seu tempo de voo é dado por:

—Voy = Voy — Itvoo
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t‘UOO - g
_ 2ypsena
tyoo = T
O movimento horizontal da particula apresenta velocidade constante, assim:
x(t) = Voxt
Como a longitude do voo é a distancia horizontal percorrida até o fim da queda:
2
4= x(typ) =220 2

Essa expressao tem seu valor maximo quando o seno é igual a 1, considerando que o angulo
de lancamento é um angulo entre 0 e 90°, devemos ter:

20 critico = 90°
Acritico = 45°
A equacao horaria da posicao vertical da particula é dada por:

gt?
y(t) = vyt — -

Apds se passar um tempo 7, teremos:
2

h=vosenar—7 (eq.1)
Por Torricelli e somando vetorialmente a velocidade em x, temos que:
vy = v, — 2gh
v(1)* = v, + vy

2 _ .2 2
vo—v0x+v0y

v(t) = /vg —2gh

Lembre-se que a velocidade horizontal do corpo se mantém constante durante todo o trajeto,
desse modo apresentando a seguinte configuracao:

A direcdo da velocidade é determinada por 6:

Vy - cosa Vy - cosa cosa
cosf = o) = =
vt 2.g.h z.g.h
Vo |1 ——F— 1———
) L)

Em que h é dada por (1).

__ 2wpsena v(z,-sen(Za) 2

. T
Gabarito: t,,, = —Y, A = x(t,0,) = 5 7 Qcritico = 45°, h=v,-sena- -t — gz ,

v(t)z\/v%—z-g-h
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22.

E necessario lancar da terra uma bola por cima de uma parede vertical de altura H, que se
encontra a uma distancia S (ver figura). Para qual menor velocidade inicial é isso é possivel?
Com que angulo o em relagdo a horizontal devera, nesse caso, ser dirigida a velocidade?

Comentarios:

Para uma dada velocidade inicial v,, para se existirem trajetdrias que passam por um ponto
especifico esse ponto deve estar abaixo ou sobre a pardbola de seguranca. Como queremos que a
nossa trajetoria possua o ponto (S, H):

2 2
v: gx
Y=——-———= (P.S.
29 2v¢ (P.5)
2 2
vg gS
HS ——=— .1
~ 29 20 (eq- 1)

O lado direito da inequagado é uma fungao crescente de v, assim para encontrarmos o0 menor
valor de v, devemos considerar também o menor valor dessa fungao, o qual, pela inequacado, é H.

1712nin _ gS

29 2v2

min

2
H =

4 2 —
Umin — ngvmin - gz §2=0
A equagao acima tem solugao:

v2;, = 2gH + 2g~/H? + 52

O sinal negativo ndo nos interessa pois renderia um valor complexo para a velocidade, assim:

Vpnin = \/E\/H +H? + §2

Considere a equacgao parabdlica da trajetoria:
2

gx

=xt e ————
y(x) = xtga 2v§ cos? a

Substituindo nela a identidade sec? a = 1 + tg* a, obtemos:

2v¢ 2v¢
tanza——otga+<1+ 02y>=0
gx gx

88  Cinematica vetorial e langamento obliquo.
, ww.estrategiamilitar.com.br




Prof. Toni Burgatto
Aula 02

Essa equacgao é usada para a dedugao de parabola de seguranca e a igualdade encontrada em
(1) para (S, H), resulta em um A = ( para essa equagdo, assim:

2v¢
35 +0
tg Aeric = 2
g
g Acrir = g_S

2

Gabarito: v,,;, = \/E\/H +VHZ + 8%, tga .y = %

23.

As provas do detonador de uma granada efetuam-se no centro do fundo de um poco cilindrico
de profundidade H. Os estilhacos da granada, que se produzem depois da explosao e cujas as
velocidades ndo passam de v,, ndo devem cair na superficie da terra. Qual devera ser o
diametro minimo D do pog¢o?

Comentarios:

A figura abaixo mostra possiveis trajetorias. A vista é horizontal de um plano vertical que
passa pelo centro do pogo:

2

D

Para termos certeza que nao havera trajetorias para dada velocidade v, que alcancem a
. D n I , .
superficie, devemos ter o ponto (;, H) fora da regido delimitada pela parabola de segurancga. Assim

garantiremos que o estilhago nunca atravessaria a parede do poco:

2 2

vE  gx

Y=——-— (P.S.
29 2v¢ (P.5.)

vy gD?
PRSI L
29 8vy§
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2
Gabarito: 2—\/%0 ";—“— 2H

24.

Um corpo foi langado de um despenhadeiro abrupto de altura H dentro da dgua. A velocidade
inicial do corpo, v, forma um angulo a com a horizontal. A que distancia da margem caira o
corpo? Depois de quantos segundos apds o inicio do movimento o corpo estard a uma altura h
sobre a agua? Qual é a velocidade do corpo no momento de queda na dgua?

Comentarios:
A equacado da trajetdria parabdlica em um langamento obliquo é dada por:
g-x’
y(x) =H+x-tga—m
Onde convencionamos y = 0 para a superficie da dgua. Quando o corpo chegar ao fim do seu
movimento teremos:
Y(dmargem) = 0

2
g dmargem

H+d tga — =0
margem g 2 . vg . COSZ a
Essa equagdo do segundo grau tem as solugdes:
vZ - cosa , 2-g-H
Amargem = ———| sena = |sen‘a + ———
g Vo
Das quais, apenas a solugdo positiva nos interessa:
vE - cosa , 2-g-H
Amargem = ————| sena + [sen’*a + ——5—
g Vo

O corpo sofre uma aceleragao constante na vertical, assim podemos escrever a equagao
hordria de sua posicao vertical como:

a-t?
Y(t)=3’0+v0y't+ 2

g-t?
2
Calculando o tempo que ele levara para alcancar a altura h:

y(t) =h

y(t)=H+v,-sena-t—
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2

g-T
2
Essa equacdo do segundo grau tem as solugdes:

—vy-sena-7—(H—h)=0

vy - sena

2(H — h) -
CEL L B L e R

g v, - sen? a

Das quais, apenas a solugao positiva nos interessa:

Vo - Sena 2(H—h) -
r=2"""""(1+ 1+M

g v, - sen® a
Por Torricelli e somando vetorialmente a velocidade em x, temos a velocidade de queda:
2 _ .2
vy = Vg, + 2gh
2 _ .2 2
v(1)* = vy + vy

2 .2 2
Vg = Vox + Voy

vqueda=\/vg+2'g'H

2
o __vgcosa 2 2gH __vgsena 2(H-h)g _
Gabarito: d;pqrgem = p (sen o+ \/sen o+ ey ), T=""— (1 + /1 + osen? a » Vqueda =
/v% + 2gH

25.

Um bombardeiro de mergulho lanca bombas desde uma altura H, estando a uma distancia L
do objetivo. A velocidade do bombardeiro é v. Sob qual angulo em relacdo a horizontal o
bombardeiro deve mergulhar?

Comentarios:

Considere a representagao do movimento:
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Onde B é o bombardeiro, O o objetivo e @ o angulo que queremos encontrar. A equacao
horaria do movimento na vertical é:
g-t
2

O tempo que a bomba levara para chegar ao objetivo pode ser calculado através do
movimento horizontal, o qual apresenta velocidade constante:

1/LZ_HZ

V:-Ccosa

y(t)=H—-v-sena-t—

t0=

Nesse instante a bomba devera estar no nivel do solo, logo:

. LZ_HZ
H-tga I —H? -2 ( )

2-v2-cos?a

Usando a identidade trigonométrica Coslza =1+ tg® a, temos:
g (L>-—H*) tg’a s, (9 W —H?)
t ]2 — H2 ——H|=0
2 v? tiga * 2v?
tg? a + 2 t +<1 2 v H ) 0
a+——=-tga ———| =
’ g-V1? — H? & g- (> —H?)

Resolvendo a equacado do segundo grau acima, obtemos as seguintes raizes:

2 - v? 4 . p4 8-v2-H

SN A + —4
g-m_ g%? - (l? —H?)  g-(*—-H?)
t =
ga 2
Das quais, apenas a positiva nos interessa:
o — v? N vt N 2-v2-H .
84 = g-w/LZ—HZ g.(LZ_HZ) g.(LZ_HZ)

Gabarito: arctg(——2—+ |2+ 20 q
abarito: arc g g\/m g(Lz_HZ) g(LZ_HZ)
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26.
Do ponto x =y = 0 (ver figura) sdo langados simultaneamente dois corpos com a mesma

velocidade inicial v, e formando diferentes angulos a; e a, com a horizontal. Qual é a
velocidade de movimento dos corpos um relativamente o outro? Qual é a distancia entre os

corpos apods o intervalo de tempo 7? (Os corpos movem-se progressivamente).

7\

%

N

‘. %

N

Comentarios:
A velocidade relativa horizontal dos corpos é dada por:

Uxret = Vx,1 — VUx2
Vyrel = Vp - COSQy — (—Vq - COS 3)
Vyret = Vo(COSa; + COS @y)
Do mesmo modo a componente vertical da velocidade relativa pode ser expressado por:
Vyrelt = Vy1 = Uy
Lembrando-se que o movimento vertical é uniformemente acelerado, com aceleragdo g,

temos:
Vyret = (vo "sena, —g- t) - (v -sena, — g -t)

Vyrel = Vo(s€na; — sen a,)

Por fim, podemos calcular o médulo da velocidade relativa a partir de suas componentes:

— 2 2
Urer = va,rel + vy,rel

Vyer = Voy/ (COS @y + cOS @,)? + (sen a; — sen a,)?

Vil = 170\/2+2-cosal-cosoz2 —2-senaq - sena,

Vyet = V204 - /1 + cos(a + a)

Perceba que a velocidade encontrada é constante, portanto, podemos calcular a distancia
relativa entre os corpos como calculariamos a variacdo da posicdo em um movimento uniforme:

Arei(T) = Vper - T
dre1(T) = V204 - /1 + cos(ay + @) - T
Gabarito: v,; = V2vy/1 + cos(a; + a3), d,.(t) = V2v4/1+ cos(a; + ay) T
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27.(Simulado IME - 12 fase)

Uma particula é langcada do ponto G. Sua trajetéria toca os pontos B, C, D e E de um hexagono
regular de lado a. Qual é o alcance horizontal GH?

a)GH =vV6a b)GH =+v7a ¢)GH =+5a d)GH =+11a e)GH =+/13a

Comentarios:

[
i ]

x *-- l."'..'.'-“'..'.-'..-.I01-..-

o

G

>

Considere a origem no ponto médio do segmento CD, como mostrado na figura. Considere
uma parabola da forma:

y* =m(x + b),
Devemos encontrar m e b. Os pontos D e E, pertencem a parabola:

D= (o,%) eE = <@a>
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Substituindo na equacgdo da parabola, temos:

\/§a a
b=

Para o alcance GH, a coordenada H = (OI, 5) = (\/§a, g) Substituindo na parabola:

V3a a 3a®> a? 7a? V7
y? = (\/—a+—>=>y =

= 4 —=2yl=—— o y=—
2 3 y ta Y=oy

R
y=E=>R=\/7a

R=GH =+V7a

GABARITO: B

28.(Simulado ITA 12 fase)

Um pato voa horizontalmente com velocidade constante e uma cagadora inexperiente lhe
lanca uma pedra. No instante do langamento, a direcdao da pedra esta orientada para o pato,
como na figura abaixo. Apds ser lancada a pedra, o tempo para a pedra atingir o pato é de:

A( )tzgtga
2V

B ( )t—;tga
2V

C( )t—;tga
4v

D ( )t—;tga

5v
E( )t—;tga

Comentarios:
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Ao lancgar a pedra com uma inclinagao «a, a pedra ird descrever um arco de parabola e o pato
ird continuar seu movimento retilineo uniforme na horizontal. Note que o pato pode ser atingido
pela pedra em duas situacdes:

1) Pedra no movimento ascendente:

&,
;P

1 -
Vi v
/
/){:1

2) Pedra no movimento descendente:

Vale ressaltar que cada um dos casos dependera das velocidades: v, v e @. Como nosso

problema é calcular o tempo t, podemos considerar qualquer um dos casos. Vamos tomar o segundo
caso.

% Dy=ypcoso” [ TTTTTTTTTTTm e
' |
F——hcota ¥
|-
A

pedra

De acordo com a figura logo acima, os deslocamentos horizontais sdo dados por:
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dyedra = dyato + h - coOtg a
O pato realiza um MRU na horizontal. Entao:
vgrt=v-t+h-cotga
v,-cosa-t=v-t+h-cotga(eq.1)
Na vertical, temos que:
g-t?
2

h=vp-sena-t—

Substituindo h na equacdo 1, temos:

. t2
vp-cosa-t=v-t+<vp-sena-t— > >-cotga
_ g
vp-cosa—v+vp-sena-cotga—i-t-cotga
cosa
sena

2v

v=%-t-cotga=> t=?-tga

Gabarito: B
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13. Consideracgoes finais da aula

Chegamos ao final da nossa aula. Estudamos a ultima parte da Cinematica de uma particula.
Fomos mais afundo em composicao de movimento e em langamento obliquo. No IME ainda ndo caiu
uma questao abordando parabola de seguranca, mas nada impede de aparece no nosso vestibular.
Estude bem essa aula pois o IME gosta dessa abordagem da Cinematica e as questdes costumam
possuir um elevado grau de dificuldade.

No capitulo de Langamento Obliquo, abordamos o assunto parabola de seguranca. Embora
nao tenha caido algo substancial na prova, este assunto possui grandes chances de aparecer. Por isso,
pegamos varios exercicios do Problemas Selecionados de Fisica Elementar, mas apenas aqueles
exercicios que tém chances de cair. Cuidado para ndao perder o foco!

Na nossa jornada até a aprovagao vamos passar por diversos topicos especiais, eles fazem
parte da nossa trajetoria, é inevitavel. Muitas vezes é dificil a compreensao, sao assuntos complexos,
mas se esforce para entender o que for abordado no nosso material. Muito cuidado para nao ficar
preso em questdes de outros livros desses assuntos, livros que estao fora do foco dos nossos
vestibulares.

Conte comigo nessa caminhada. Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes entre em contato
pelo férum de duvidas do Estratégia ou se preferir:

&%

f O"@ proftoniburgatto
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15. Versao da aula
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