MATEMATICA

MODULO

05

FRENTE

A

Produtos Notaveis e Fatoracao

PRODUTOS NOTAVEIS ﬁgl

Os produtos notaveis sdo identidades que podem
ser obtidas de maneira pratica. Assim, como sdo muito
frequentes no cdlculo algébrico, vamos listar os principais:

i) Quadrado da soma de dois termos
(a +b)?=a?+ 2.a.b + b?

i) Quadrado da diferenga de dois termos
(a-b)2=a%-2.a.b+b?

ifli) Produto da soma pela diferenga de dois termos
(a +b)(a-b)=2a-b?

iv) Cubo da soma de dois termos
(a + b)?=a3+ 3.a2.b + 3.a.b? + b3

v) Cubo da diferenca de dois termos
(a-b)®=a*-3.a2b + 3.a.b2 - b’

EXERCICIOS RESOLVIDOS

01. Desenvolver os seguintes produtos notaveis:

a 2
A) [=z-b
) (5-2)
Resolucdo:
2 2 ) > 2b
8b -2 28%p.b) -2 - up
3 3 9

B) (x + 3y)(x - 3y)

Resolucdo:
(x + 3y)(x = 3y) = (x)? - (3y)* = x> - 9y?

02. (UNIMEP-SP) A diferenga entre o quadrado da soma de
dois nimeros inteiros e a soma de seus quadrados ndo
pode ser:

A) 12.
B) 6.
C) 4.
D) 2.
E) 9.

Resolugdo:

Sejam x e y dois nimeros inteiros. Temos:

(X +y)2-(x2+y?) =x242xy + y2 - x2 - y? = 2xy
Como o numero obtido é par, temos que o Unico

valor que ndo corresponde a expressdo é 9. Portanto,
a alternativa correta é a E.

FATORACAO ﬁg.

Seja uma expressdo algébrica escrita como uma soma de
termos. Fatorar essa expressao significa escrevé-la na forma
de um produto. Para tanto, existem determinadas técnicas,
descritas a seguir:

Fator comum

Inicialmente, identificamos um termo comum a todas as
parcelas da expressdo. Em seguida, colocamos esse termo
em evidéncia.

Exemplos:
1°) ab+ac=a(b +c¢)
29) 24x3y? - 6x%y + 12x%y° = 6X2y(4xy — x? + 2y*)

Agrupamento

As vezes, ndo é possivel identificar, de inicio, um fator comum
a todas as parcelas da expressao. Nesse caso, formamos dois
ou mais grupos com um termo comum. Em seguida, colocamos
em evidéncia um fator comum a todos os grupos.

Exemplos:
19) ax + ay + bx + by = a(x +y) + b(x + y)
=(x+y)a+b)
20) 8x? - 4xz - 6xy + 3yz = 4x(2x - z) - 3y(2x - 2)
= (2x - z)(4x - 3y)

EXERCICIO RESOLVIDO

03. Fatorar a expressdo a2 - 4ba + 3b2.
Resolugdo:
a? - 4ba + 3b? = a%? - ba - 3ba + 3b?
=a(a-b)-3b(a-b)
= (a - b)(a - 3b)
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medulo 05 |

Soma e diferenca de cubos EXERCICIOS DE RISGIUGERSNO
@ Bernoulli Play

Trata-se de identidades muito Uteis em célculo algébrico. APRE N D | ZAG EM

Sdo elas:

i) Soma de cubos 01. (IFCE) O valor da expressdo (a + b)? - (a - b)? é:

. . , . A) ab D) 4ab
a®+ b3 =(a+ b)(a®-ab + b? B) 2ab E) 6ab
i) Diferenga de cubos C) 3ab

a’-b*=(a-b)a>+ ab + b?
02. (CEFET-MG) O valor numérico da expressdo 68 - 322

LGYZ
Exemplo: estd compreendido no intervalo:
A) [30,40[
Vamos fatorar a expressao x> — 27:
B) [40,50[
x3-27=x3-33= (X - 3)(X2 + 3x + 9) C) [50,60[
D) [60,70[
Identificacao de um produto notavel 03. (UTFPR-2017) Uma indistria fabrica uma placa metalica
no formato de um retangulo de lados (ax + by) e
Exemplos: (bx + ay). Encontre, de forma fatorada, o perimetro

1°) x2 + 10x + 25 = (x + 5)? = Quadrado da soma. alesie e e

A) 2(a+b)(x +y) D) 4(a - b)(x -y)
29) a*b? - c® = (a%b)? - (c*)? = (a%b + c3)(a’*b - ¢3) B) 4(a + b)(x + ) E) (a+ b)(x +Y)
= Produto da soma pela diferenca. C) 2(a-b)(x-vy)
39) @°-3a*+3a-1=(a-1) - Cubo da diferenca. 04. (UFRGS-2016)Sex +y = 13 exy = 1, entdo x? + y2 é:
A) 166.
- e oA B) 167.
Fatoracao do trinomio da forma
5 ; C) 168.
ax’+bx+c ) 4,
Sejam X, e x, as raizes reais do trindmio ax? + bx + c, E) 170.

com a = 0. Esse trindbmio pode ser escrito na forma:
05. (PUCRio) O produto (x + 1)(x2 - x +1) é igual a:

LaYP
8 —
a(x - Xl)(x - Xz) A L
B) x>+ 3x2-3x+1
C) x*+1
OBSERVAGAO D) x*-3x2+3x-1
, i B E) x2+2
As raizes podem ser obtidas pela Formula de Bhaskara:
ey 1 , 1. _
X = , sendo b = b? - 4ac. 06. (UEPB) Dado x - = =13, o valor de x? + — é igual a:
2a TMSU X x?
A) 171. D) 130.
Exemplo: .
. B) 169. 5 228
Vamos fatorar a expressao x? - 5x + 6. 13
, , C) 167.
Calculo das raizes:
D=(-502-4.1.6=25-24=1 ?FZD' (IFCE) Sejam X, y e R com x + y = -16 e xy = 64.
\/— O valor da expressao X Y g
x=511=x1=2ex2=3 y X
2 A) -2. C) o. E) 2.
Substituindo na forma fatorada, temos 1(x - 2)(x - 3). B) -1. D) 1.

4 Colecao 6V



ittt Produtos Notaveis e Fatoracao

08. (UTFPR-2018)DadosA=x+y,B=x-yeC=x.y, para 06. (IFCE) Para cada nimero real positivo m, a express&o
TWAB
x =y, X # 0ey # 0. Simplificando a express&o algébrica, ( 1 _1)2 1 1
m2+m?/ + 1+ = 1-— éigual a:
A’ - B? obtém-se: \/n_q \/E ©lguata
C
1
A) 0 D) _2X A) m2 D) m + 3
Yy
2y 1
<y 4 =2
B) ) 4 B) m+1 E)m+m
xy
C) m+2
C) 4
, 07. (CEFET-MG-2015) Simplificando a fragdo algébrica
855T
2 2
EXERCICIOS @"E”W‘F"’Es"? M, sendo x e y nimeros reais, tais que
Bernoulli Play X2 - y2 S
PROPOSTOS X+y=0ex-y=4, obtém-se o valor: E
2 £2\2 _ (32 _£2y2 A) 1,5. c) 0,5. =
01. (CEFET-MG-2016) Se m-G +5)2 (fz ) , entdo o =
. (3° .59 B) 1,0. D) 0,0. <
valor de M é: s
2
A) 15. Cc) — 2 _
) ) 15 ?H?Vl (UTFPR-2016) Simplificando a expressao (x+);)724xy,
X -
B) 14 D) 4 com x # y, obtém-se: Y
' 225
A) 2-4xy @ 24 By - Y
02 1 SP) O | d % 2 la: Xy h
. (Insper-SP) O valor de 200(_._)2_'_2009_2e|gua a: B) X-y D) -2xy
X+Y
A 2007 c 2007 = 2009
) 2008 ° ) 2009 ° ) 2007 °
09. (Fatec-SP) Sabe-se que a2 - 2bc - b2 - ¢c2 = 40 e
2 008 2009 5YNT ’ . N
B) 5009 D) 3008 - a-b-c=10, com a, b e c numeros reais. Entdo,
o valorde a + b + c é igual a:
03. (UTFPR) A expressdo algébrica: x___x 1-%
X+l x-1 2 A) 1. B) 2. C) 4. D) 10. E) 20.
equivale a:
A) 2x D) —x 10. (CEFET-RJ) O Unico par de nimeros naturais m e n que
2 TL0S satisfaz a igualdade m2 — n2 = 17 é tal que
B) x E) x -1 A) seu produto é 72.
C) -2x B) sua soma é 18.
04. (ESPM-SP) Considerando-se que x = 9 7312, o eEL gt @ U
DZMN . .
y = 39072e z = 2/Xy, o valor da express&o y/x + y - z é: D) sua diferenca é 2.
A) 6792.
11. (EPCAR-MG-2016) O valor da expressdo
B) 5 824. LH5G , , , ,
C) 7 321. i(@:yfl . XZJ'XZ ,emquexeyeR*ex #ye
y X" -y
D) 4 938. X # -y é:
E) 7 721. A) -1. o 1.
~ B) -2. D) 2.
05. (IFCE)Sex +y=2ex?+y2 =3, entdo x3 + y3 vale:
3K56
A) 4. 12. (FUVEST-SP) A diferenca entre os quadrados de dois
B) 5. VZRG ndmeros naturais é 21. Um dos possiveis valores da soma
C) 6. dos quadrados desses dois nimeros &
D) 7. A) 29. C) 132. E) 252.
E) 8. B) 97. D) 184.
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Mddulo 05

Frente A

%830' (EPCAR-MG-2017) Simplificando as expressodes
I

2
1- ¥ e
X

2
As—m— B=ﬂ,nasquaisy>x>0,

(\/;—\/;)2+2\/E ) =

é correto afirmar que:

C) AB>0

D) A+B>0

)
14. (CEFET-MG) Simplificando a expressdo XZ
6MWP

x? - X x? + X
para x e R -{-1, 0, 1} obtém-se:

A) x
B) x?
C) x-1
D) x2-1

4x + 8 3x -
_—t

X2 +3x+2 x2-1'

15. (Unesp) A expressdo parax # £ 1,

X # -2, é equivalente a:

A) 4 3
x+1 x-1
1

B)
x+1
7

C

) X+1

D) & + E
x+1 x-1
1

E) ——

) x-1

16. (ESPM-SP-2015) Em relagdo ao niimero N = 2% - 1, pode-se

5UI6
afirmar que

A) ele é primo.

B) ele é par.

C) ele é multiplo de 7.

D) ele ndo é multiplo de 2% + 1.

E) ele néo é divisivel por 9.

6 Colecao 6V

-1 x*+2x+1

SECAO ENEM

01. Em Matematica, verifica-se, em varias situacdes, uma
correspondéncia entre um modelo algébrico e um modelo

geométrico. Como exemplo, observe a figura a seguir:

b
o o
b
L v
a
Mo o

A area da figura anterior corresponde ao produto notavel:
A) (a- b)? D) (a + b)?

B) (a + b)? E) (a-b)

C) (a +b)(a-b)

02. Anselmo foi encarregado de calcular o valor da express&o

A = 4000 . 2062 -4 000 . 204? sem utilizar calculadora.
Seu amigo Fernando recomendou a utilizagdo de técnicas
de fatoragdo, além do conhecimento dos produtos
notaveis. Ao seguir o conselho de Fernando, Anselmo

obteve:
A) 3 280 000. D) 1 680 000.
B) 360 000. E) 1 240 000.
C) 2 380 000.
GABARITO Meu aproveitamento //jl
Aprendizagem  Acertei Errei
O 01.D O 04.8B O 07.E
O 02.D O o05.C O 08.C
O 03.A O 06. A
Propostos Acertei Errei
O o01.D O 05.B O 09.C O 13.cC
O 02. A O 06. D O 10. A O 14. A
O 03.B O 07. A O 11. A O 15.C
O 04.8B O 08.B O 12. A O 16.C
Set;éo Enem Acertei Errei
O 01.B
O 02.A
; ; Total dos meus acertos: de . %




FRENTE = MODULO

MATEMATICA A 06

Potenciacao e Radiciacao

POTENCIA DE l%
i
EXPOENTE INTEIRO

Definicao

Dados um numero real a e um numero natural n,
com n > 1, chama-se de poténcia de base a e expoente n o

naimero a", que é o produto de n fatores iguais a a.
Por definigdo, temos ainda que a® = 1 (sendoa = 0) ea' = a.

Dessa definigao, decorre que:

a’=a.a, a’=a.a.a, a*=a.a.a.a, etc
a"=a.a.a.....a
e e
n fatores

Dados um numero real a, ndo nulo, e um ndmero natural n,
chama-se de poténcia de base a e expoente -n o nimero a™,
que é o inverso de a".

Propriedades

SeaeR, beR, meZeneZ, entdo valem as seguintes
propriedades:

am.a"n = gm+n

m
a_=a""",a==0

n

(a.b)" = an.bn

RAIZ ENESIMA ARITMETICA |ﬁ@.

Definicao
Dados um numero real ndo negativo a e um numero

natural n, n = 1, chama-se de raiz enésima aritmética de a
o numero real e ndo negativo b tal que b" = a.

O simbolo ¥a, chamado radical, indica a raiz enésima
aritmética de a. Nele, a é chamado de radicando, e n, de indice.

Ya=beb=zaebz0

OBSERVAGOES

i) Da definigdo, decorre (Ya) = a, para todo a = 0.

i) Observemos, na definigdo dada, que:

/36 =6 /16 = 4
©_ g 25 _,5
4 2 1 9

/-8 =-2 /0,09 = :0,3

+/49 = 17 E=i6

iili) Devemos estar atentos ao calculo da raiz quadrada
de um quadrado perfeito:

Ja? = |a|

Exemplos:
19) J(-5)* = |-5| = 5, e ndo /(-5)° = -
20) \/— |x|,ena0x/_—x

No conjunto dos nimeros reais, temos situagdes distintas
conforme n seja par ou impar.

1) Paran par:
Se a < 0, ndo existe raiz enésima de a.
Exemplo:
V-5 ndo existe no conjunto dos nimeros reais.

Se a = 0, a Unica raiz enésima de a é zero.

Bernoulli Sistema de Ensino 7



Maddulo 06

Frente A

Exemplo:

J0=0

Se a > 0, a Unica raiz enésima de a é ¥a.
Exemplo:

/4 =2

2) Para nimpar:

Qualquer que seja o numero real a, existe uma Unica
1

raiz enésima, que é indicada por ¥a (ou a", como

veremos adiante).

Exemplos:
10) Y-8 =-2
20) A =1

Propriedades

SeaeR,beR, meZ neNepeN, temos:

Jab = ¥ 96

dgz%(b¢0)

(43" - o
SebeR+eneN*,temosb.Q/;=M.

Exemplos:
10) 235 -35.2° =340
20) 342 = -\2.3° = 18

Assim, o coeficiente do radical pode ser colocado no
radicando, com expoente igual ao indice do radical.

POTENCIA DE .@@I
EXPOENTE RACIONAL

Definicao
Dados um numero real a (positivo), um namero inteiro p
e um numero natural q (q = 1), chama-se de poténcia de

base a e expoente L a raiz com indice q de ar.
q

o
a>0 a'=va">0

P
Sendo P > 0, define-se 0¢ = 0.

q
Exemplos:
3
10) 22 = \2° = 222 -22
1
20) 3 =33

8 Colecao 6V

Propriedades

As propriedades a seguir se verificam para as poténcias

de expoente racional.

. . P ~ .
Assim,seaeR’, — €Q, e Q, entao valem as seguintes
q s

propriedades:

RACIONALIZACAO DE '%I
DENOMINADORES

Para facilitar calculos, € comum eliminar raizes dos
denominadores das fracGes, através de um processo

chamado racionalizagdo.

. . 1 ,
Por exemplo, ao realizarmos a divisdo ——, como /2 &,

NF]

aproximadamente, 1,41, teremos de efetuar 141

Porém, se racionalizarmos a fragdo dada (multiplicando

numerador e denominador por /2), teremos:

1 _1V2 V2

V2 22 2

E, usando a mesma aproximacao anterior, ficamos com a

. 1,41 o o
divisdo 5 que & mais simples que a primeira.

De modo geral, para racionalizarmos uma fragao

com denominador ¥a’, multiplicamos o numerador e o

denominador por ¥Ya"?, pois Y& . Ya" P = YaP*" P = a.



Exemplos:

by 3.3 45 365 35
NCEENCENCEENC-

o L _1 ¥ 33 7

532 - 5’32 .5l33 B 5[35 B 3
Caso apareca, no denominador de uma fragdo, uma soma
de radicais, devemos utilizar os produtos notaveis.
Vejamos alguns exemplos de racionalizagdes:

Exemplo 1:

Quando o denominadorédotipoa+boua-b,eae/oub
sdo raizes quadradas, lembrando que

a2-b?>=(a+b)(a-b),

devemos multiplicar numerador e denominador por a - b ou

a + b, respectivamente. Assim:

2 2 5-1_2(5-1) 5-1

M BT B E (B 2

20) i 1 \/7+\/§=\/7+\/§
V7-V2 7-2°7420 5

Exemplo 2:

Quando o denominador é do tipo (a - b) ou (a + b), e um
dos dois é uma raiz cubica, lembrando que
a’-b3=(a-b)(a+ ab + b?
a3+ b3 = (a + b)(a? - ab + b?),

devemos multiplicar o numerador e o denominador por

a’ + ab + b? ou a2 - ab + b?, respectivamente. Assim:

11 (322 +32 +12)
P-1 P2-1 ({27 +32417)

1 _(%/2—2+%/£+1) -
-1 Pl

1 3, 3
=V4 +32+1
2 -1

R, Poteniaco e Radiciagao

EXERCICIOS DE

APRENDIZAGEM

01.

02.
DUHY

03.
TWKC

04.

05

YFHI

06.
CXTG

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(UFRGS-RS) A distancia que a luz percorre em um ano,
chamada ano-luz, é de aproximadamente 38 . 4° . 512
quilometros. A notacdo cientifica desse nimero é:

A) 9,5. 10 C) 9,5.10% E) 9,5.10%*
B) 0,95.10% D) 95. 102
10 -3 -2

(CEFET-MG-2015) Sendo y = %, a metade do
valor de y vale:
A) 2°3 B) 2+ C) 2% D) 2-¢
(CEFET-MG-2015) O valor da expressdo numérica

1,25)%+4.5" . .

—r—=7 = éigual a:

(9.9 -2(-10)*

1 3 4 6

A) = B) =. c) —. D) —.
) 5 ) 5 ) 5) ) 5

(IFSC-SC-2015) Considere a expressdo numérica
A= 0,001
1 000

2 B
+ 83 + +/25. E correto afirmar que o valor de A é:

Disponivel em: <pplware.sapo/o-pplware-apresenta-kids>.
Acesso em: 10 ago. 2014.

A) 9. D) 69.
B) 10. E) 9,000001.
C) 81,003.

(UPF-RS-2018) Considere as afirmagdes a seguir, em que
a e b sdo numeros reais.

I. Ja?2=a
II. /Ja2+b2=a+b

I1I. /a? + b? = /a?. /b?
a®  [a?
Iv. b_2= E,b::o

A) Apenas III e 1V séo verdadeiras.
B) Apenas IV é verdadeira.

C) Apenas II é falsa.

D) Apenas I, II e IV sdo verdadeiras.

E) Todas sdo verdadeiras.

(IFSC-SC) O valor correto da expressdo numérica
E=(102).(10%:(10%) +(8.8")+10* &

A) 58,0001. D) 8.

B) 8,000001. E) 80.

C) 100001,0001.

Bernoulli Sistema de Ensino 9
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medulo 06 [

07

10

JINL

08.
XAQJ

EXERCICIOS

(UFMG) O valor de

m = (2/8 + 3/5 - 7/2)(/72 + /20 - 4/2) é:

A) 6 C) 16 E) 12/5
B) 6/6 D) 18
(UNITAU-SP) A expressdo \EI\E é igual a:

+
A) —V2-43 C) V2443 E) V3-12
B) 2-43 D) %»f%

RESOLUCOES NO
® Bernoulli Play

PROPOSTOS

3*"4+3.3?7"-9.3""

01. (UEL-PR)Simplificando-seaexpressdo W
para n € R, obtém-se: '
1
A) = D) 1-3t-n
6
1
B) = E) -3n+!
) E )
C) 6.3 1!
(5)6%0. (UFRRJ) Encontre o valor da expressdo mostrada a seguir:
1° 5° 1
= .0,66...+, = -
6 7 1,33..
% m-1 m+1
03. (UFLA-MG) O valor da expressdo M é:
10m (107 + 10773
A) 1 c) 10™27 E) 10
B) 10 D) 10727’
04. (UDESC)Se h* = 16 _ 4, entdo o valor absoluto de h é:
32YA 2- \/E
A) 12 +8/2 c) 2 E) 2v3+2v2
2
B) 4 D) ——
N3+ 2\/5
05. (UFMG)Uma fazenda tem uma area de 0,4 km2. Suponha
VDC1 . .
que essa fazenda seja um quadrado, cujo lado mede
£ metros. O numero ¢ satisfaz a condigdo:
A) 180 </ < 210 C) 400 < ¢ < 500
B) 210 < ¢ < 250 D) 600 < ¢ < 700
06. (UEL-PR) O valord 50 — ! 1.
] = valor da expressdo =~ — =" é:
3866 E \/E 1+\/§ 2+\/E
A) -2 Cc) o E) 2
B) = D) V2
2 2
Colecao 6V

07.
90X0

08.

09.

10.
B40B

11.

12.
Qs6I

2
(Unimontes-MG-2015) A expresso (J§-1 Ay
éigual a: 5-45
A) 9+/5 Cc) 11-/5
B) -11 + /5 D) 9-5
(UNITAU-SP) A expresséo % é igual a:
7
4(3/5) 4(\3/343)
A) ——— D) ———
7 7
4(\/3) 4(3 49)
B) ——= E
) 7 ) >
4(Ja9)
7
(PUC Rio-2018) Simplificando, 39+ 3i (#E " %/Z)
encontramos: \E
A) 9. c) ¥3. E) 1.
B) 10. D) 12.
(CFT-R1-2017) Alex, Beatriz e Camila foram convidados a
fazerem afirmagOes sobre o nimero N = 250 + 420,
e Alex afirmou que N é multiplo de 8.
e Beatriz afirmou que metade de N é igual a 2%° + 41°.
e Camila afirmou que N é par.
Quantas das afirmacgdes feitas pelos participantes sdo
verdadeiras?
A) O B) 1 C) 2 D) 3
-2 3[
(Poli-USP) A expressdo e é igual a:
¢fs1
2 2 5
A) —. c =. E) =.
) 5 ) 3 ) =
1
B) =. D) 1
) E )
(PUC-SP) A tabela a seguir permite exprimir os valores de

certas grandezas em relagdo a um valor determinado da
mesma grandeza tomado como referéncia. Os multiplos
e submultiplos decimais das unidades derivadas das
unidades do Sistema Internacional de Unidades (SI)
podem ser obtidos direta ou indiretamente dos valores
apresentados e tém seus nomes formados pelo emprego
dos prefixos indicados.

Fator pelo qual a unidade
é multiplicada

tera T 102 = 1 000 000 000 000
giga G 10° = 1 000 000 000
mega M 10% = 1 000 000
quilo k 103 =1 000

hecto h 102 = 100



R, Poteniaco e Raticiagao

13.
QICR

14.
HZKA

15.
FAPZ

16.
HRKS

17.
weve

deca da 10 = 10

deci d 10t =0,1

centi [ 102 = 0,01

mili m 103 = 0,001
micro u 10-¢ = 0,000001
nano n 10 = 0,000000001
pico p 10-*2 = 0,000000000001

Quadro Geral de Unidades de Medida, 2. ed. - INMETRO.

Brasilia, 2000.

Assim, por exemplo, se a unidade de referéncia fosse o
metro (m), teriamos:

28 000 ym (micrémetros) = 28 000 . 10°®* m (metros) =
0,028 m (metros)

Considerando o bel (b) como unidade de referéncia,

(0,13 Mb). (0,5 nb)

a expressao é equivalente a

2,5 kb
A) 0,0026 cb. D) 2,6 db.
B) 0,026 ub. E) 26 pb.
C) 0,26 kb.

(Cesgranrio) O numero de algarismos do produto 5'7. 4° é
igual a:

A) 17.
B) 18.

2
(UNIFEI-MG) Sejam A=\/g, B=i/Z e C=<§/g.
y X Yy

o produto A.B.C é igual a:

C) 26.
D) 34.

E) 35.

Entdo,

A Wy 0 3
B) ¥x D) ¥xy
(UEPB) Seja n > 1 um numero natural. O valor da expressao
72 , quando simplificada, é:
92—n _ 2-2n
A) 9 c) 9" E) 1
B) 9= D) VYo
(ESPM-SP) O valor da expressdo E - @ éigual a:
V241 2-1
A) 2/2 C) 0 E) -4/2
B) -2/2 D) 4/2

(PUC Rio-2016) Considere x, y e z reais positivos tais
que x =2015%,3y? =2015*, 2% =2 015°.

A expressao vale:

X.y.Z
A) 20157 C) 201577 E) 20157
B) 20153 D) 2 0155

SECAO ENEM

01.

02.

03.

G Temperatura | Luminosidade
espectral
05

(Enem-2017) Uma das principais provas de velocidade do
atletismo é a prova dos 400 metros rasos. No Campeonato
Mundial de Sevilha, em 1999, o atleta Michael Johnson
venceu essa prova com a marca de 43,18 segundos.
Esse tempo, em segundos, escrito em notagdo cientifica é:
A) 0,4318. 102 D) 431,8.10!

B) 4,318. 10! E) 4318.102

C) 43,18.10°

(Enem) Dentre outros objetos de pesquisa, a Alometria
estuda a relagdo entre medidas de diferentes partes do
corpo humano. Por exemplo, segundo a Alometria, a area
A da superficie corporal de uma pessoa relaciona-se com

2
a sua massa m pela férmula A =km3, em que k é uma
constante positiva.
Se no periodo que vai da infancia até a maioridade de um
individuo sua massa é multiplicada por 8, por quanto sera
multiplicada a area da superficie corporal?

A6 B 4 < 24 D)8 E 64

(Enem) A cor de uma estrela tem relagdo com a
temperatura em sua superficie. Estrelas ndo muito
quentes (cerca de 3 000 K) nos parecem avermelhadas.
Ja as estrelas amarelas, como o Sol, possuem temperatura
em torno dos 6 000 K; as mais quentes sdo brancas ou
azuis porque sua temperatura fica acima dos 10 000 K.
A tabela apresenta uma classificagdo espectral e outros
dados para as estrelas dessas classes.

Estrelas da sequéncia principal

40 000 5. 105 40 18
BO 28 000 2.10¢ 18 7
A0 9 900 80 3 2,5
G2 5770 1 1 1
MO 3480 0,06 0,5 0,6

(Temperatura em Kelvin. Luminosidade, massa e raio,
tomando o Sol como unidade.)

Disponivel em: <http://www.zenite.nu>.
Acesso em: 01 maio 2010 (Adaptagao).

Se tomarmos uma estrela que tenha temperatura 5 vezes
maior que a temperatura do Sol, qual serd a ordem de
grandeza de sua luminosidade?

A) 20 000 vezes a luminosidade do Sol.
B) 28 000 vezes a luminosidade do Sol.
C) 28 850 vezes a luminosidade do Sol.
D) 30 000 vezes a luminosidade do Sol.

E) 50 000 vezes a luminosidade do Sol.

Bernoulli Sistema de Ensino 1 1
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medulo 06 [

04.

(Enem) Um dos grandes problemas da poluigdo dos
mananciais (rios, corregos e outros) ocorre pelo habito de

De acordo com o diagrama, a humanidade aproveita,
na forma de energia elétrica, uma fracdo da energia

jogar 6leo utilizado em frituras nos encanamentos que est&o recebida como radiagdo solar correspondente a:

interligados com o sistema de esgoto. Se isso ocorrer, A) 4.10°
cada 10 litros de 6leo poderdo contaminar 10 milhdes B) 2,5.10
(107) de litros de agua potavel. !
C) 4.10*
Manual de etiqueta. Parte integrante das revistas Veja D) 2.5 . 10
(ed. 2 055), Claudia (ed. 555), National Geographic (ed. 93) s
e Nova Escola (ed. 208) (Adaptacdo). E) 4.107

Suponha que todas as familias de uma cidade descartem
os 6leos de frituras através dos encanamentos e GABARITO Meu aproveitamento /\/\)
consomem 1 000 litros de 6leo em frituras por semana.
Qual seria, em litros, a quantidade de agua potavel Aprendizagem AeErier Erraf
contaminada por semana nessa cidade?
A) 10?2 D) 10° O o01.C O 05 A
B =) a4 O 02 A O 06. C
C) 10*
O 03.D O 07.D
05. (Enem) No depésito de uma biblioteca, ha caixas O 04.E O 08.E
contendo folhas de papel de 0,1 mm de espessura e,
em cada uma delas, estdo anotados 10 titulos de livros PI"OpOStOS AGERE Erref
diferentes. Essas folhas foram empilhadas formando uma
torre vertical de 1 m de altura. Qual a representagdo, O o01.B
em poténcia de 10, correspondente a quantidade de O o2, \/E
titulos de livros registrados nesse empilhamento? 5
A) 107 D) 10¢ O 03.E
B) 10¢ E) 107 O 04. E
C) 105 O 05.D
O 06. C
06. (Enem) O diagrama seguinte representa a energia
solar que atinge a Terra e sua utilizagdo na geragao © 07.C
de eletricidade. A energia solar é responsavel pela O 08. E
manutengao do ciclo da agua, pela movimentagdo do ar, O 09.D
e pelo ciclo do carbono que ocorre através da fotossintese '
dos vegetais, da decomposicdo e da respiracdo dos seres O 10.C
vivos, além da formagdo de combustiveis fosseis. O 11. B
Proveniente do Sol © 12.8
200 bilhdes de MW O 13.B
I ] — ¢ oo
. ~ . ~ O 15.A
Aquecimento | | Evaporagao | | Aquecimento Absorgao
do solo da agua do ar pelas plantas O 16. E
O 17. A
Energia potencial Petréleo, gas Segao Enem Acertei Errei
(chuvas) e carvao
O o01.8B
O 02.8B
Usinas hidroelétricas | | Usinas termoelétricas © 03. A
100 000 MW 400 000 MW O 04.E
l O 05.C
O 06.B
Eletricidade
500 000 MW
Total dos meus acertos: de %

12
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FRENTE = MODULO

MATEMATICA A 07

Equacoes e Problemas

INTRODUCAO ﬁ@,

Estudaremos, neste médulo, alguns métodos de resolugdo
de equacgdes e de sistemas de equacdes. Resolver uma
equagdo significa determinar suas raizes, ou seja, os valores
que tornam a sentenga verdadeira. O conjunto formado
por todas as raizes da equagdo € denominado conjunto
verdade ou conjunto solugao.

Por exemplo, 7 é raiz da equagdo 2x + 1 = 15, pois
2.7+ 1 =15 ¢é uma sentenca verdadeira.

EQUACAO DO 1° GRAU ﬁg.

Chamamos de equacgdo do 1° grau a toda sentenca
da forma ax + b = 0, em que a e b sdo os coeficientes
ea=0.

Dessa forma, temos que:

ax+b=0ﬁax=—bﬁx=—§

O conjunto solugdo €, entdo, S = _b .
a

EQUACAO TIPO PRODUTOI@
OU QUOCIENTE NULO -

Para resolvermos uma equagao do tipo a.b = 0, lembremos
que, sea.b=0,entdoa=00ub =0.

Exemplo:

(2x+1).(x-3)=0 ou ou
1

Portanto, S = —5,3 .

~ . a
Para resolvermos uma equagao do tipo Ry =0, lembremos

que, para o quociente ser nulo, devemostera=0e b = 0.

Exemplo:
i1 3x+4-0 x=-§
Gred)(x-1) o T,

X -1

ou
x-1=0 o
x/1,p0|sx -1=0

Portanto, S = —% .

EQUACAO DO 2° GRAU ﬁQ.

Chamamos de equacgdo do 2° grau a toda sentenga que
pode ser reduzida a ax? + bx + ¢ = 0, em que a, b e c sédo
coeficientes e a = 0.

A resolucdo desse tipo de equacgdo é dada pela Formula
de Bhaskara:

—b+A
2a

ax?+bx+c=0ex= , em que b = b? - 4ac

Demonstragao:
ax?+bx+c=0e

ax? + bx = -c

Multiplicando os dois membros dessa Ultima igualdade
por 4a, tem-se:

ax?+ bx=-ce

4a?x? + 4abx = -4ac

Somando, agora, b? aos dois membros da igualdade,
obtém-se:

4a?x? + 4abx + b2 = b? - 4ac =
(2ax + b)? = b? - 4ac

Para b = b? - 4ac = 0, tem-se:
(2ax + b)? =D =
2ax+b==xVA =

2ax=-b¢\/Z=.

=

-b+
2a

X =

Discussao do numero de raizes

A quantidade de raizes reais de uma equacgdo do 2° grau
depende do valor obtido para o radicando b = b? - 4ac,
chamado discriminante.

Se b < 0, a equacdo ndo admite raizes reais.
Se b = 0, a equacdo admite duas raizes reais e iguais.

Se b > 0, a equagdo admite duas raizes reais e distintas.

Bernoulli Sistema de Ensino 1 3



Frente A Modulo 07

EQUAGOES INCOMPLETAS I

12)b«0ec=0

ax?+bx+c=0e

ax?+bx=0e

x=0 x=0
x(ax +b) =0 ©Y ou
ax+b=0 b
X =-—
a
b

Portanto, S= 0,-= .
a

Exemplo:

2x2+3x=0>=

x=0 x=0
x(2x+3)=0- ©°U ou
2x+3=0 3
X ===
2
3

Portanto, S = 0, _E .

23)b=0ec=0

ax?+bx+c=0sax*+c=0e

f C c c
Portanto, S = - |-=,.,-= ,se -— > 0.
a a a

C s . .
Se -= < 0, entdo ndo existe raizreal, e S = 2.
a

Exemplos:

10) 2x2-8=0=2x>=8 >
X2=4=x=2R

Portanto, S = {-2, 2}.

20) 2x2+8=0=2x2=-8=

X2 =-4=
X = :\/I =>X¢R
Portanto, S = 2.
33 b=0ec=0
ax?+bx+c=0cax*=0sx=0

Portanto, S = {03}.

14 Colecao 6V

SOMA E PRODUTO DAS RAIZES ﬁg.

Sendo x, e X, as raizes da equagdo ax?> + bx + ¢ = 0,
em que a = 0, vamos calcular x, + X, € X,.X,.

) b-JA -b+JA 26 b
DX, = 22 2a  2a a

Portanto, a soma das raizes é dada por:

_-b-va -b+Va _(-b)-(Yaf _

i) Xx,.x
v 2a 2a (2a)
b? - (b? -4ac) 4dac «c

Portanto, o produto das raizes é dado por:

X
1l
[V e

Exemplo:

Vamos determinar k a fim de que uma das raizes da equagdo

x2 - 5x + (k + 3) = 0 seja igual ao quadruplo da outra. Logo:

b
x1+x2=—;=x1+x2=5 09]
C
XX, = = =X X, =K+ 3 (I1)
a
Por hipdtese, x, = 4x,. (I11)

Assim, substituindo (III) em (I):

4x, + X, =5=

Dai, de (II), temos:

4.1=k+3=k=1

SISTEMA DE EQUAGOES 'ﬁgu

A solugdo de um sistema de duas equagdes e duas
incognitas, x ey, é qualquer par ordenado de valores (X, y)

que satisfaz a ambas as equagoes.

Observe que o par ordenado (8, 1) é solugdo do seguinte
sistema:

X+y=9
X-y=7



R Equaces e Problemas

Métodos de resolucao de sistemas EXERCICIO RESOLVIDO

SUbStitUigéO 01. (UFMG) Um estudante planejou fazer uma viagem de

férias e reservou uma certa quantia em dinheiro para o

Esse método consiste em isolar uma das incdgnitas numa L N
pagamento de diarias. Ele tem duas opgdes de hospedagem:
das equagles e em substituir a expressdo encontrada na o
a Pousada A, com didria de R$ 25,00, e a Pousada B,

outra equacdo.
quag com diaria de R$ 30,00. Se escolher a Pousada A,

Exemplo: em vez da Pousada B, ele podera ficar trés dias a mais
X+ya7 de férias. Nesse caso, é correto afirmar que, para o pa-
Resolver o sistema Xx-y=3 ’ gamento de diarias, esse estudante reservou:
<<
) L A) R$ 300,00. [3)
Pelo método da substituicao, escolhemos, por exemplo, o
= . S <C
a equacdo x + y = 7, e vamos isolar a incégnita x. Logo: B) R$ 600,00. s
LU
R .
X+y=76 C) R$ 350,00 :
D) R$ 450,00. =
xX=7-y
Agora, substituindo x por 7 - y na equagdo x - y = 3, temos: Resolucéo:

Considere os seguintes dados:
X-y=3e7-y-y=3s
e Precgo de uma diaria da pousada A: R$ 25,00

"2y =-4ey=2 e Preco de uma diaria da pousada B: R$ 30,00

Agora, substituindo y por 2 na equagdo x + y = 7, temos: e Dias em que o estudante ficou na pousada A: a

X+y=7e e Dias em que o estudante ficou na pousada B: b
Agora, de acordo com o enunciado, temos que:
X+2=7ex=5
a=b+3 I
Portanto, S = {(5, 2)}. Seja x a quantia reservada por este estudante para

viajar, temos:

Adicao X = a.25 an
x = b.30 III
Para resolver um sistema pelo método da adigdo, (I
adicionamos membro a membro as equacbes de modo a Agora, substituindo (I) em (II), temos:
anular uma das incégnitas. x = (b +3).25 (IV)
x = b.30 (111)
Exemplo:
X Substituindo (IV) em (III), temos:
. +y=8
Resolver o sistema .
X-y=6 (b +3).25=0b.30=

Pelo método da adicdo, adicionamos membro a membro 25b + 75 = 30b -

as duas equagdes. 5b =75=
b =15
X+y=8
+ .
X-y=6 Portanto, para descobrir o valor reservado por esse

X =14 o x =7 estudante, basta multiplicar o precgo da diaria da pousada b,

pelo total de dias em que o estudante ficou nesta pousada.

Substituindo 7 na equagao x + y = 8, por exemplo, temos: Desta forma, temos:

7+y=8sy=1 x = 15.30 = 450

Portanto, S = {(7, 1)}. Entdo o estudante tinha reservado um total de R$ 450,00.

Bernoulli Sistema de Ensino 1 5



EXERCICIOS DE

APRENDIZAGEM

01.

02.
OPJS

03.
97DT

04.
H37TY

05.

06.
89QB

07.
5GBS

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(UTF-PR-2015) A soma de trés numeros consecutivos
€ igual a 36. O dobro do menor nimero somado com o
quadrado do maior nimero é:

A) 181. C) 221.
B) 191. D) 321.

E) 421.

(IFSP-2016) Em uma sala de aula com 40 alunos,
o dobro do niimero de meninas excede o triplo do nimero
de meninos em 5 unidades. Sendo assim, nessa sala,
o0 nimero de meninas supera o nimero de meninos em

A) 11 unidades. D) 13 unidades.
B) 12 unidades. E) 14 unidades.
C) 10 unidades.

(UFF-RJ) Colocando-se 24 litros de combustivel no tanque
de uma caminhonete, o ponteiro do marcador, que

1 5
indicava 2 do tanque, passou a indicar —. Determine

a capacidade total do tanque de combustivel da
caminhonete. Justifique sua resposta.

(IFRS-2015) Em uma travessa, havia morangos que
foram distribuidos entre trés pessoas. A primeira pessoa

recebeu 2 dos morangos que havia, mais 6; a segunda

1

5
pessoa recebeu = dos morangos que havia, mais 5;

e a terceira pesso% recebeu 10 morangos que restaram
na travessa. Quantos morangos havia na travessa?

A) 60 C) 65 E) 76

B) 62 D) 70

(IFPE-2015) Num laboratério de pesquisa de biologia
do IFPE, ha baratas e aranhas que serdo estudadas.
Foram contadas por um estudante, ao todo, 10 cabegas e
76 patas. Sabendo que cada aranha tem oito patas, cada
barata tem seis e que cada um dos animais tem apenas
uma cabega, quantas aranhas ha nesse laboratério?

A) 8 C) 6 E) 10

B) 2 D) 4

(IFRS-2015) Um comerciante vende potes grandes a
R$ 3,00 a unidade e potes menores a R$ 2,50 cada um.
Hoje ele vendeu 62 potes, recebendo o valor total de
R$ 171,00 pela venda. Quantos potes menores foram
vendidos?
A) 28

B) 30

C) 32
D) 34

E) 36

(UECE-2015) José quer comprar chocolates e pipocas
com os R$ 11,00 de sua mesada. Tem dinheiro certo para
comprar dois chocolates e trés pacotes de pipocas, mas
faltam-Ihe dois reais para comprar trés chocolates e dois
pacotes de pipocas. Nestas condicdes, podemos afirmar
corretamente que um pacote de pipocas custa

A) R$ 2,00. C) R$ 1,40.

B) R$ 1,60. D) R$ 1,20.

08.
LR28

(FUVEST-SP) A soma e o produto das raizes da equagéo
de segundo grau (4m + 3n)x? - 5nx + (m - 2) = 0 valem,

respectivamente, 3 e i. Entdo, m + n é igual a:
8 32

A) 9. C) 7. E) 5.

B) 8. D) 6.

EXERCICIOS
PROPOSTOS

01.

02.
QwTJ

03.
MBOO

04.
X21Z

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(UESPI) Um grupo de amigos divide a conta de um
restaurante. Se cada um contribui com R$ 13,00, faltam
R$ 24,00; se cada um contribui com R$ 16,00, sobram
R$ 12,00. Quantos sdo os amigos?
A) 18 C) 14
B) 16 D) 12

E) 10

(UECE-2016) Num certo instante, uma caixa-d’agua esta
com um volume de liquido correspondente a um tergo de sua
capacidade total. Ao retirarmos 80 litros de dgua, o volume
de agua restante na caixa corresponde a um quarto de sua
capacidade total. Nesse instante, o volume de agua, em
litros, necessario para encher totalmente a caixa-d‘agua é:
A) 720. C) 700.

B) 740. D) 760.

(UFSM-RS) Em uma determinada regidao do mar, foi
contabilizado um total de 340 mil animais, entre lontras
marinhas, ouricos do mar e lagostas. Verificou-se que
o numero de lontras era o triplo do de ourigos e que o
nimero de lagostas excedia em 20 mil unidades o total de
lontras e ourigos. Pode-se dizer que o nimero de ourigos
dessa regido é

A) 30 mil.

B) 35 mil.

C) 40 mil.

D) 45 mil.

E) 50 mil.

(Albert Einstein-2016) Em virtude do aumento dos
casos de diferentes tipos de gripe que tém assolado a
cidade de Sao Paulo, preventivamente, alguns prontos-
-socorros tém distribuido mascaras cirirgicas aqueles
que buscam atendimento. Todas as mascaras de um lote
foram distribuidas em quatro dias sucessivos de uma
Campanha de Vacinagdo: no primeiro dia foi distribuido

% do total; no segundo, é do total; no terceiro, o dobro

da quantidade distribuida nos dois primeiros dias. Se
no ultimo dia tiverem sido distribuidas as 105 mascaras
restantes, o total de mascaras de tal lote € um nimero
compreendido entre

A) 700 e 900.

B) 500 e 700.

C) 300 e 500.

D) 100 e 300.



05.
0AQR

06.
DOKC

07.
52ER

08.
KP20

09.
Jcpw

(UEMA-2016) Um vendedor oferece suco e sanduiche
natural nas praias de S3o Luis durante os fins de semana.
Num determinado sabado, ele vendeu 50 sanduiches e
75 copos de suco, arrecadando R$ 300,00. Ja,
no domingo, totalizou R$ 305,00 com a venda de
65 sanduiches e 55 copos de suco.
A) Monte um sistema que represente a situagao descrita
acima para o fim de semana de vendas realizadas.
B) Encontre os valores de venda dos copos de suco e
dos sanduiches, praticados no fim de semana.

(IFSC-SC-2016) Considere que a equagao do segundo grau
3x? + ax + d = 0 tem como raizes os nimeros 4 e -3.

Assim sendo, é correto afirmar que os valores de
(a + d) e (a.d) sdo, respectivamente,

A) -1e-12. D) -3 e -36.
B) -39 e 108. E) 1e12.
C) 33 e -108.

(Unicamp-SP) Quarenta pessoas em excursao pernoitam
em um hotel. Somados, os homens despendem
R$ 2 400,00. O grupo de mulheres gasta a mesma
quantia, embora cada uma tenha pago R$ 64,00 a menos
que cada homem.

Denotando por x o nimero de homens do grupo, uma
expressao que modela esse problema e permite encontrar
tal valor é:

A) 2 400x = (2 400 + 64x)(40 — X)
B) 2 400(40 — x) = (2 400 - 64x)x
C) 2400x = (2 400 — 64x)(40 — X)
D) 2 400(40 — x) = (2 400 + 64x)x

(Cesgranrio) Se x, e x, sdo as raizes de x2 + 57x - 228 = 0,

~ 1 1
entdo — +— vale:
Xl X2

A) -

B

B)

IS

c) -

N |~

D)

E) ou -

R N~

1
X
(UECE-2015) No final do més de outubro, os estudantes
Carlos e Artur haviam gastado respectivamente dois
tercos e trés quintos de suas mesadas. Embora a mesada
de Carlos seja menor, ele gastou R$ 8,00 a mais do
que Artur. Se a soma dos valores das duas mesadas é
R$ 810,00, o valor monetario da diferenca entre os valores
das duas mesadas é
A) R$ 25,00.

B) R$ 30,00.

C) R$ 35,00.
D) R$ 40,00.

10.
QHAZ

11.

12.
NYKJ

13.

(UFJF-MG) Para um show de um artista, foram vendidos
ingressos para pista e camarote. Os ingressos foram
vendidos antes do dia do show e no dia do show, sendo
que os pregos dos ingressos vendidos antes do dia do
show tiveram 50% de desconto. Antes do dia do show,
foram vendidos 300 ingressos para pista e 200 para
camarote, arrecadando-se um total de R$ 22 000,00.
No dia do show, foram vendidos 100 ingressos para
pista e 200 para camarote, arrecadando-se um total de
R$ 28 000,00. Qual foi o prego do ingresso, para a pista,
vendido antes do dia do show?

A) R$ 40,00. D) R$ 70,00.
B) R$ 55,00. E) R$ 82,00.
C) R$ 67,00.

(UEL-PR) Marlene confecciona tapetes artesanais de
dois modelos, redondo e retangular. Num certo més,
ela confeccionou 60 tapetes e teve um lucro liquido de
R$ 500,00. Sabendo que cada tapete redondo foi vendido
por R$ 10,00, cada tapete retangular por R$ 12,00 e que
Marlene gastou R$ 160,00 em materiais, quantos tapetes
de cada modelo ela confeccionou nesse més?

A) 20 redondos e 40 retangulares.
B) 30 redondos e 30 retangulares.
C) 40 redondos e 20 retangulares.
D) 10 redondos e 50 retangulares.

E) 50 redondos e 10 retangulares.

(IFCE) Os numeros reais p, q, r e s sdo tais que 2 e 3 sdo
raizes da equacdo x2 + px + g = 0, e -2 e 3 sdo raizes
da equagdo x? + rx + s = 0. Nessas condigbes, as raizes
da equagao x? + px + s = 0 sdo:

A) -1e6.
B) -2e?2.
C) -3eb6.
D) 2e6.
E) -1el.

(UFPB) Um produtor de soja deseja transportar a
producdo da sua propriedade até um armazém distante
2 225 km. Sabe-se que 2 000 km devem ser percorridos
por via maritima, 200 km por via férrea, e 25 km por
via rodoviaria. Ao fazer um levantamento dos custos,
o produtor constatou que, utilizando transporte
ferroviario, o custo por quildmetro percorrido é:

e 100 reais mais caro do que utilizando transporte

maritimo.

e A metade do custo utilizando transporte rodoviario.
Com base nessas informagdes e sabendo que o custo total
para o produtor transportar toda sua produgdo sera de
700 000 reais, é correto afirmar que o custo, em reais,
por quilémetro percorrido, no transporte maritimo é de:

A) 200. C) 300. E) 400.
B) 250. D) 350.
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(UFPR) Durante o més de dezembro, uma loja de
cosméticos obteve um total de R$ 900,00 pelas vendas
de um certo perfume. Com a chegada do més de
janeiro, a loja decidiu dar um desconto para estimular as
vendas, baixando o prego desse perfume em R$ 10,00.
Com isso, vendeu em janeiro 5 perfumes a mais do que
em dezembro, obtendo um total de R$ 1 000,00 pelas
vendas de janeiro. O prego pelo qual esse perfume foi
vendido em dezembro era de:

A) R$ 55,00. C) R$ 65,00.
B) R$ 60,00. D) R$ 70,00.

E) R$ 75,00.

(UFJF-MG) Uma mesa de massa total medindo 32 kg foi
construida utilizando-se dois materiais: madeira e ago.
Na confecgdo desse objeto, foi gasto o mesmo valor
na compra de cada material. Sabendo que o custo de
cada quilograma de ago foi um tergo do custo de cada
quilograma de madeira, qual a quantidade de aco utilizada
na construgao dessa mesa?

(UFTM-MG) Em uma balanga de dois pratos de uma
farmacia de manipulagdo, 10 comprimidos A estdo
perfeitamente equilibrados com 15 comprimidos B.
Se um dos 10 comprimidos A for colocado no prato dos
comprimidos B e um dos 15 comprimidos B for colocado
no prato que anteriormente tinha somente comprimidos A,
este ficara com 40 mg a menos que o outro. A relagdo
entre as massas dos comprimidos A e B, em mg, é dada
corretamente por:

A) B=A-30 D) A=B+20
B) B=A-10 E) A=B + 40
C) A=B+5

(FUVEST-SP) Em uma festa com n pessoas, em um
dado instante, 31 mulheres se retiraram e restaram
convidados na razdo de 2 homens para cada mulher.
Um pouco mais tarde, 55 homens se retiraram e restaram,
a seguir, convidados na razdo de 3 mulheres para cada
homem. O nimero n de pessoas presentes inicialmente
na festa era igual a:

A) 100.
B) 105.

C) 115.
D) 130.

E) 135.

(Mackenzie-SP) Em uma urna ha bolas verdes e bolas
amarelas. Se retirarmos uma bola verde da urna,
entdo um quinto das bolas restantes é de bolas verdes.
Se retirarmos nove bolas amarelas, em vez de retirar
uma bola verde, entdo um quarto das bolas restantes
é de bolas verdes. O numero total de bolas que ha
inicialmente na urna é:

A) 21. C) 41.
B) 36. D) 56.

E) 61.

SECAO ENEM

01.

02.
HPWF

03.

RESOLUCOES NO

@ Bernoulli Play
(Enem-2018) Durante uma festa de colégio, um grupo de
alunos organizou uma rifa. Oitenta alunos faltaram a festa
e ndo participaram da rifa. Entre os que compareceram,
alguns compraram trés bilhetes, 45 compraram 2 bilhetes,
e muitos compraram apenas um. O total de alunos que
comprou um Unico bilhete era 20% do numero total de
bilhetes vendidos, e o total de bilhetes vendidos excedeu
em 33 o numero total de alunos do colégio.

Quantos alunos compraram somente um bilhete?

A) 34 D) 48
B) 42 E) 79
C) 47

(Enem-2017) Em uma cantina, o sucesso de venda no
verdo sdo sucos preparados a base de polpa de frutas.
Um dos sucos mais vendidos é o de morango com acerola,

que é preparado com 2 de polpa de morango e L de
polpa de acerola. :

Para o comerciante, as polpas sdao vendidas em
embalagens de igual volume. Atualmente, a embalagem
da polpa de morango custa R$ 18,00 e a de acerola,
R$ 14,70. Porém, estad prevista uma alta no prego
da embalagem da polpa de acerola no préoximo més,
passando a custar R$ 15,30.

Para ndo aumentar o prego do suco, o comerciante
negociou com o fornecedor uma redugdo no preco da
embalagem da polpa de morango. A redugdo, em real, no
preco da embalagem da polpa de morango devera ser de

A) 1,20. D) 0,40.
B) 0,90. E) 0,30.
C) 0,60.

(Enem-2017) Para incentivar a reciclagem e evitar lixo
espalhado durante as festas de final de ano, a prefeitura
de uma cidade fez uma campanha com sorteio de prémios.
Para participar do sorteio, era necessario entregar cinco
latinhas de aluminio ou trés garrafas de vidro vazias para
ter direito a um cupom. Um grupo de estudantes de uma
escola trocou suas latinhas e garrafas de vidro e com
isso adquiriram dez cupons; outro grupo trocou o triplo
das garrafas e a mesma quantia de latinhas do primeiro
grupo, conseguindo vinte cupons.

Quantas garrafas de vidro e quantas latinhas,
respectivamente, o segundo grupo trocou?

A) 5e5

B) 15e5
C) 15e25
D) 45 e 25
E) 45e 75
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(Enem-2015) Uma padaria vende, em média, 100 pdes
especiais por dia e arrecada com essas vendas,
em média, R$ 300,00. Constatou-se que a quantidade
de paes especiais vendidos diariamente aumenta, caso o
preco seja reduzido, de acordo com a equagao
g = 400 - 100p

na qual q representa a quantidade de pdes especiais
vendidos diariamente e p, 0 seu prego em reais.

A fim de aumentar o fluxo de clientes, o gerente da
padaria decidiu fazer uma promocao. Para tanto, modificara
o preco do pdo especial de modo que a quantidade a ser
vendida diariamente seja a maior possivel, sem diminuir
a média de arrecadacdo didria na venda desse produto.
O preco p, em reais, do pdo especial nessa promogao
devera estar no intervalo
A) R$ 0,50 < p <R$1,50.

B) R$ 1,50 < p < R$ 2,50.
C) R$ 2,50 < p < R$ 3,50.
D) R$ 3,50 < p < R$ 4,50.
E) R$ 4,50 < p < R$ 5,50.

(Enem-2015) A expressdo “Férmula de Young” é utilizada
para calcular a dose infantil de um medicamento, dada a
dose do adulto:

idade da crianga (em anos)
idade da crianga (em anos) + 12

dose de _

_ dose de
crianga '

adulto

Uma enfermeira deve administrar um medicamento X
a uma crianca inconsciente, cuja dosagem de adulto é de
60 mg. A enfermeira ndo consegue descobrir onde esta
registrada a idade da crianga no prontuario, mas identifica
que, algumas horas antes, foi administrada a ela uma
dose de 14 mg de um medicamento Y, cuja dosagem de
adulto é de 42 mg. Sabe-se que a dose da medicagédo Y
administrada a crianca estava correta.

Entdo, a enfermeira devera ministrar uma dosagem do
medicamento X, em miligramas, igual a:

A) 15. C) 30.
B) 20. D) 36.

E) 40.

(Enem) Uma pessoa compra semanalmente, numa mesma
loja, sempre a mesma quantidade de um produto que custa
R$ 10,00 a unidade. Como ja sabe quanto deve gastar, leva
sempre R$ 6,00 a mais do que a quantia necessaria para
comprar tal quantidade, para o caso de eventuais despesas
extras. Entretanto, um dia, ao chegar a loja, foi informada
de que o prego daquele produto havia aumentado 20%.
Devido a esse reajuste, concluiu que o dinheiro levado era
a quantia exata para comprar duas unidades a menos em
relagdo a quantidade habitualmente comprada.

A quantia que essa pessoa levava semanalmente para
fazer a compra era

A) R$ 166,00. D) R$ 46,00.
B) R$ 156,00. E) R$ 24,00.
C) R$ 84,00.

07.

08.

09.

(Enem) Uma fabrica de férmicas produz placas quadradas
de lados de medida igual a y centimetros. Essas placas
sdo vendidas em caixas com N unidades e, na caixa,
é especificada a area maxima S que pode ser coberta
pelas N placas.

Devido a uma demanda do mercado por placas maiores,
a fabrica triplicou a medida dos lados de suas placas e
conseguiu reuni-las em uma nova caixa, de tal forma que
a area coberta S nao fosse alterada.

A quantidade X de placas do novo modelo, em cada nova
caixa, sera igual a:

A) N c) N E) 9N
9 3

B) N D) 3N
6

(Enem) Na afericdo de um novo semaforo, os tempos
sdo ajustados de modo que, em cada ciclo completo
(verde-amarelo-vermelho), a luz amarela permanega
acesa por 5 segundos, e o tempo em que a luz verde
permanega acesa seja igual a % do tempo em que a luz

vermelha fica acesa. A luz verde fica acesa, em cada ciclo,

durante X segundos e cada ciclo dura Y segundos. Qual é
a expressao que representa a relagdo entre X e Y?

A) 5X-3Y+15=0
B) 5X-2Y +10=0
C) 3X-3Y+15=0
D) 3X -2Y + 15=10
E) 3X-2Y+10=0

(Enem) A capacidade minima, em BTU/h, de um
aparelho de ar-condicionado, para ambientes sem
exposicdo ao Sol, pode ser determinada da seguinte forma:

e 600 BTU/h por m?, considerando-se até duas pessoas
no ambiente;

e para cada pessoa adicional nesse ambiente,
acrescentar 600 BTU/h;

e acrescentar mais 600 BTU/h para cada equipamento
eletrénico em funcionamento no ambiente.

Sera instalado um aparelho de ar-condicionado em uma
sala sem exposigdo ao Sol, de dimensées 4 m x 5 m,
em que permanegam quatro pessoas e que possua um
aparelho de televisao em funcionamento.

A capacidade minima, em BTU/h, desse aparelho de
ar-condicionado deve ser:

A) 12 000.
B) 12 600.
C) 13 200.
D) 13 800.
E) 15 000.
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(Enem) Desde 2005, o Banco Central nao fabrica mais a
nota de R$ 1,00 e, desde entdo, s6 produz dinheiro nesse
valor em moedas. Apesar de ser mais caro produzir uma
moeda, a durabilidade do metal é 30 vezes maior que a
do papel. Fabricar uma moeda de R$ 1,00 custa R$ 0,26,
enquanto uma nota custa R$ 0,17; entretanto, a cédula
dura de oito a onze meses.
Disponivel em: <http://noticias.r7.com>.
Acesso em: 26 abr. 2010.

Com R$ 1 000,00 destinados a fabricar moedas, o Banco
Central conseguiria fabricar, aproximadamente, quantas
cédulas a mais?

A) 1667 D) 4 300
B) 2036 E) 5882
C) 3846

(Enem) Uma escola recebeu do governo uma verba
de R$ 1 000,00 para enviar dois tipos de folhetos pelo
correio. O diretor da escola pesquisou que tipos de selos
deveriam ser utilizados. Concluiu que, para o primeiro
tipo de folheto, bastava um selo de R$ 0,65 enquanto
para folhetos do segundo tipo seriam necessarios trés
selos, um de R$ 0,65, um de R$ 0,60 e um de R$ 0,20.
O diretor solicitou que se comprassem selos de modo que
fossem postados exatamente 500 folhetos do segundo
tipo e uma quantidade restante de selos que permitisse
o envio do maximo possivel de folhetos do primeiro tipo.
Quantos selos de R$ 0,65 foram comprados?

A) 476 D) 965
B) 675 E) 1538
C) 923

(Enem) O salto triplo € uma modalidade do atletismo em
que o atleta da um salto em um sé pé, uma passada e um
salto, nessa ordem. Sendo que o salto com impulsdo em
um sé pé sera feito de modo que o atleta caia primeiro
sobre 0 mesmo pé que deu a impulsdo; na passada ele
cairad com o outro pé, do qual o salto é realizado.

Disponivel em: <www.cbat.org.br> (Adaptagéo).

Um atleta da modalidade salto triplo, depois de estudar
seus movimentos, percebeu que, do segundo para o
primeiro salto, o alcance diminuia em 1,2 m, e, do terceiro
para o segundo salto, o alcance diminuia 1,5 m. Querendo
atingir a meta de 17,4 m nessa prova e considerando os
seus estudos, a distancia alcangada no primeiro salto teria
de estar entre:

A) 40meb5,0m.
B) 5,0me6,0m.
C) 60me7,0m.

D) 70me 8,0m.
E) 8,0 me 9,0 m.

13.
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(Enem) Na cidade de Jodo e Maria, havera shows em uma
boate. Pensando em todos, a boate propés pacotes para
que os fregueses escolhessem o que seria melhor para si.
Pacote 1: taxa de 40 reais por show.

Pacote 2: taxa de 80 reais mais 10 reais por show.
Pacote 3: taxa de 60 reais para 4 shows, e 15 reais por
cada show a mais.

Jodo assistira a 7 shows e Maria, a 4. As melhores opgGes
para Jodo e Maria sdo, respectivamente, os pacotes

A) 1e?2. C) 3el. E) 3e3.
B) 2e?2. D) 2el.
Meu aproveitamento //\7‘
Acertei_ Errei___
01. B O 05. A
02. C O 06.B
03. 64 L O 07.C
04. A O 08. A
Acertei Errei
01. D
02. A
03. C
04. A
05.
O A 2x +3y =12
13x + 11y = 61
O B) Sanduiches: R$ 3,00
Copo de suco: R$ 2,00
06. B O 13. C
07. C O 14. B
08. B O 15. m, =24kg
09. B O 16. D
10. A O 17.D
11. B O 18. E
12. A
Acertei __ Errei
01. D O 08.B
02. E O 09. D
03. D O 10.B
04. A O 11.C
05. B O 12.D
06. B O 13.E
07. A
Total dos meus acertos: de . %




MATEMATICA

Funcao
CONCEITOS BASICOS ﬁg.

Produto cartesiano

O produto cartesiano A x B de dois conjuntos A e B
ndo vazios é definido como o conjunto de todos os pares
ordenados (X, y), nos quais x pertence a A, e y pertence a B.

AxB={(x,y)| xeAeyeB}

Exemplo:

Sejam os conjuntos A = {2, 3,4} e B = {1, 5}. Obter os
produtos cartesianos A x B, A2 e B x A.

AxB={(2,1),(25), (3, 1), (3,5), (4, 1), (4, 5)}

A2 ={(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4), (4 2),
(4, 3), (4, 4)}

BxA=14{(1,2),(1,3),@1,4),(5, 2), (5 3), (5 49}

Relacao

Dados dois conjuntos, A e B, ndo vazios, definimos uma
relacdo R de A em B como um subconjunto de A x B.

Considere A = {-1,0,1, 2}y eB = {1, 2}.

AxB = {(_11 1)/ (_11 2)1 (0/ 1)/ (Ol 2)/ (11 1)1 (11 2)/
(2, 1), (2, 2)}

Assim, duas relagées de A em B poderiam ser:
R, ={(x,y)eAxB|y=x}={(1,1) (2 2)}
R,={(x,y)eAxB|y=x+1} ={(0, 1), (1, 2)}

DEFINICAO DE FUNCAO ﬁgl

Dados dois conjuntos, A e B, ndo vazios, uma relagao f
de A em B é fungdo de A em B se, e somente se, para todo
X € A se associa a um unico y € B, tal que (x, y) € f.

Sistema de notacgao
A fungdo f de A em B pode ser indicada por f: A - B.

FRENTE = MODULO

Esquematicamente, temos:

f:A-B
A B

Em outras palavras, cada um dos elementos do conjunto A
esta relacionado a um Unico elemento do conjunto B.

No diagrama anterior, definimos o seguinte:
i) O conjunto A é o dominio da fungéo.
ii) O conjunto B é o contradominio da fungdo.

iii) Os elementos do contradominio que estdo relacionados,
por setas, com os elementos de A formam o conjunto
imagem da funcao.

FUNCOES DEFINIDAS
POR FORMULAS

Algumas fungGes tém a sua lei de correspondéncia
definida por formulas. Por exemplo, sejam dois conjuntos,
M=4{1,01,2yeN=¢{-2,-1,0,1,2, 3,4,5, 6}.
Seja f uma fungdo que associa a cada elemento de M o
seu dobro, acrescido de uma unidade. Denotando por x um
elemento genérico do dominio M e denotando por y a sua
correspondente imagem no conjunto N, temos a formula:

y=2x+1,xeM

ﬁQ.

. Parax=-1=y=2(-1)+ 1=y = -1.
° Parax=0=y=2(0)+ 1=y =1.
° Parax=1=y=2(1)+ 1=y = 3.
. Parax=2=y=2(2)+ 1=y =5.

Dizemos que x é a variavel independente, e y, a variavel
dependente. Assim, a variavel y é dita funcdo de x,
e escrevemos y = f(x).

Bernoulli Sistema de Ensino
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medulo 08 [

DOMINIO DE UMA FUNCAO |@@|

Determinar o dominio de uma fungdo significa saber
para quais valores de x a expressdo matematica y
esta definida, ou seja, quais valores podem ser atribuidos a
variavel x de modo a ndo violar as condigGes de existéncia
da expressdo matematica.

Exemplos:

19) Na fungdo y = 3x + 7, para qualquer valor real
de x existe uma imagem y correspondente.
Logo, o dominio dessa fungdo é D = R.

29) Na fungdo y = %, devemos observar que x - 4 é
X

denominador de uma fragdo e, portanto, deve ser
diferente de zero, ou seja, x - 4 = 0, portanto, x = 4.
Entdo, o dominio dessa funcdo é D = {x e R | x = 4}.

39) Na fungdo y = 4x -5, devemos observar que
X — 5 é o radicando de uma raiz quadrada.
Esse radicando deve ser maior ou igual a zero,
ou seja, x - 5 = 0, portanto, x = 5. Entdo, o dominio
dessa fungdo deve ser D = {x e R | x = 5}.

GRAFICOS DE FUNGOES ﬁ@,

O grafico de uma fungdo f: R - R é dado pelo conjunto de
todos os pontos (X, y) do plano cartesiano tais que y = f(x).
Seguem alguns exemplos de graficos de fungdes:

Grafico I Grafico II
y y
—\/
O X (0] X
Grafico III Grafico IV
y: Y
e
o) X / 0 X

Exemplo:

Dada a funcdo f: A - R, na qual f(x) = 2x - 4 e
A = [0, 6], representar o seu grafico no plano cartesiano.

Vamos escolher alguns valores para x dentro do dominio A
fornecido e substitui-los na expressdao matematica dada.
Com os resultados, temos a seguinte tabela:

0 -4
1 -2
2 0
3 2
4 4
5 6
6 8

2 2 Colecao 6V

Marcando esses pares (X, y) no plano cartesiano, obtemos
o grafico da fungdo.

RECONHECIMENTO DO
GRAFICO DE UMA FUNCAO

Observe os seguintes graficos:

ﬁ@.

Grafico I

Grafico II

0]

Sejam A e B os intervalos numéricos destacados em
cada grafico.

No grafico I, existem elementos do conjunto A que estdo
relacionados com mais de um elemento do conjunto B.
Portanto, tal grafico ndo representa uma fungdo de A em B.

No grafico II, cada elemento de A esta relacionado com
um unico elemento de B. Portanto, tal grafico representa
uma fungdo de A em B.

De modo geral, para verificarmos se um grafico representa
uma fungdo de A em B, basta tragarmos retas paralelas ao
eixo Oy a partir dos elementos de A. Assim, se cada reta
interceptar o grafico em um Unico ponto, trata-se do grafico
de uma fungdo.



. Funcao

DOMINIO E IMAGEM DE FUNCAO CRESCENTE, |@@.

UMA FUNCAO A PARTIR I@@ DECRESCENTE E CONSTANTE
DO SEU GRAFICO i) Funcdo crescente: Uma fungdo é dita crescente

Considere o gréafico da funcdo a seguir: quando, para quaisquer valores x, e x, do seu dominio,
y tais que x, < x,, temos f(x,) < f(x,). Em outras
8 palavras, quando os valores de x aumentam, os valores
correspondentes de y também aumentam.
Imagem
(Projegdo no eixo Exemplo:
das ordenadas) | 3
y
1 <<
o
|_
[¢) <Zt
Dominio fx) 1 -
(Projecao no eixo das abscissas) <
=
Observe que a fungdo esta definida para um intervalo
limitado de valores de x, a saber, o intervalo [1, 6]. f(x,)1
Esse intervalo, que é a projecdo ortogonal do grafico
sobre o eixo das abscissas, € o dominio da fungdo. 0]

Os correspondentes valores de y sdo dados pelo intervalo [1, 8].
Esse intervalo, que é a projegao ortogonal do grafico sobre

. L ~ i) Funcgdo decrescente: Uma fungdo é dita decrescente
0 eixo das ordenadas, € a imagem da fungao.

quando, para quaisquer valores x, e x, do seu dominio,
tais que x, < x,, temos f(x,) > f(x,). Em outras
palavras, quando os valores de x aumentam,

ESTU DO DO SlNAL b os valores correspondentes de y diminuem.
DE UMAFUNCAO ~ GJI Exemplo:

Estudar o sinal de uma funcgdo significa determinar
para quais valores de x os correspondentes valores de y
sdo negativos, nulos ou positivos.

Portanto, temos dominio: D = [1, 6] e imagem: Im = [1, 8].

Exemplo:
Considere o grafico da fungdo f: R -~ R a seguir:
y

iii) Funcao constante: Uma fungdo é dita constante

- 0] 3 7 X
(raiz)\ @ @ /(raiz) (rai& @ quando, para quaisquer valores x, e x, do seu dominio,
temos f(x,) = f(x,). Em outras palavras, quando os

valores de x aumentam, os valores correspondentes
Analisando o grafico anterior, temos: de y permanecem iguais.
i) Para-4 <x<3oux>7,o0svalores correspondentes

de y sdo negativos. Apresentamos esse fato com os Exemplo:

sinais de menos indicados no gréfico. f(x)

.. f(x,) = f(x,)
if) Parax=-4,x=3oux=7,aordenada correspondente

é nula. Esses pontos sdo chamados raizes ou zeros

da funcdo.

ili) Parax < -4ou3<x<7,0s valores correspondentes
de y s&o positivos. Apresentamos esse fato com os X o) X
sinais de mais indicados no grafico.

2
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GRAF'COS TRANSLACOES I% O gréfico correspondente é:
E REFLEXOES !

Em varias situagGes, € possivel efetuar a construgdo de

f(x + 1)

graficos mais complexos a partir de translagdes ou reflexdes

de graficos de fungdes mais simples.

1) Tomemos como exemplo o grafico da fungdo

PR e ———

’3-2 -10 2 3 4 x

f(x) = x + 2, com dominio R.
Observe que o grafico da fungdo f(x + 1) equivale ao

— grafico da fungdo f(x) deslocado uma unidade para

a esquerda. Portanto, o grafico de f(x + 1) é obtido

-3 -1 pela translagdo de uma unidade para a esquerda do
grafico de f(x).

_ Yy
% g f(x + 1)
5t---- 7 ()
-1 1 4l - )
3V /)
0 2 N S
saan
1 3 1 1
/712—10 1234 x
2 4 -2
-3
f(x) De maneira geral, seja o grafico de uma fungdo

f(x) com dominio R e k um numero real positivo.
Assim, temos:

i) O grafico da fungdo f(x + k) é obtido pelo
deslocamento do grafico de f(x) de k unidades
para a esquerda.

ii) O grafico da fungdo f(x - k) é obtido pelo
deslocamento do grafico de f(x) de k unidades
para a direita.

Exemplo:

Y

. - ~ 5
Como seria o grafico da fungao f(x + 1) para todo x real? f(x + K) f(x)  f(x - K)

Para responder a essa pergunta, tomemos os seguintes

valores tabelados:

-k (o} k X
— f(x+1)=(x+1)+2=x+3

=3 0

2) Considere, agora, o grafico da fungdo f(x) = x + 2
2 1 para todo x real. Seja uma fungdo g: R - R dada por
g(x) = 2 + f(x). Assim, temos:

-1 2 | x| 00 =x+2 | g(x) =2+f(x)

-3 -1 1

0 3 -2 0 2
-1 1 3

1 4 0 2 4
1 3 5

2 g 2 4 6
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Na figura a seguir, encontram-se representados
os graficos das fungdes f(x) e g(x) em um mesmo

sistema cartesiano.

f(x)

Observe que o grafico de g(x) é obtido pela translagéo

do grafico de f(x) duas unidades para cima.

Generalizando, seja o grafico de uma fungdo f(x) com

dominio R e k um ndmero real positivo. Assim, temos:
i) O gréafico da fungdo g(x) = f(x) + k é obtido pelo
deslocamento do grafico de f(x) de k unidades

para cima.

ii) O grafico da fungdo g(x) = f(x) — k é obtido pelo

deslocamento do grafico de f(x) de k unidades

para baixo.
Exemplo:
Y f(x) + k
X) +
/_k\\_/
/- f(x)
4 6] X
f(x) - k
./__?\_/—

3) Considere, a seguir, o grafico da fungdo f(x) = 3x
com dominio R.

y f(x)
6 .....
5 |
n f(x) = 3x 4 ;
2 6 31/
il 2 [
-1 -3 11/
-2-1 L
. /o1 2 X
0 0 R
1 3 A
Lo f-1-3
2 6 : _4
; -5
[----- -6

Funcao

Agora, vamos construir o grafico da fungdo f(-x) para

todo x real.
f(-x) vy
..... 6
H 5
u f(-x) = 3(-x) = =3x ' 4
-2 6 C\-13
A\
4 g Coo\
Lo 12
0 0 .10 T X
S AN
' - 2p\
2 -6 31
_4 :
-5 E
—64----- \

Observe que o grafico da fungdo f(-x) é obtido por
uma reflexdo, em relagdo ao eixo y, do grafico da

fungao f(x).

4) Novamente, vamos utilizar o exemplo da fungdo
f(x) = x + 2, cujo grafico foi representado no item 1.
A partir desse exemplo, vamos construir o grafico da

fungdo g(x) = —f(x).

a2 Lo =00

-2 0 0
-1 1 -1
0 2 -2
1 3 -3
2 4 -4
y
g(x) L3

Observe que o grafico da fungdo -f(x) é obtido por
uma reflexdo, em relagdo ao eixo x, do grafico da

fungao f(x).
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EXERCIiCIOS DE

RESOLUGGES NO
® Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

(UFPA) Sejam os conjuntos A = {1, 2} e B = {0, 1, 2}.
Qual das afirmativas a seguir é verdadeira?

A) f: x - 2x é uma fungdo de A em B.

B) f: x -~ x + 1 é uma fungdo de A em B.

C) f: x - x2 - 3x + 2 é uma fungdo de A em B.
D) f: x - x2 - x é uma fungdo de B em A.

E) f: x - x -1 ¢é uma fungdo de B em A.

02. (CEFET-MG) Seja a fungdo real f(x)= - ,
4IML 2
2+
3+ 2
4+ X
x # —-4. O valor de f(5) € uma fragdo racional equivalente a:
2
A) =.
5
5
B) =.
13
5
Cc) =.
) 2
13
D) —.
5
03. (CEFET-MG-2016) O grafico a seguir mostra a Intencio de
Consumo das Familias (ICF) de janeiro a maio de 2015.
y (ICF)
120+
1184 118
11691 117,6
1144
1124
1104
108 109,4
109,3 0
106 107,1
1044
1024
100 T T T T
jan/15  fev/15 mar/15 abr/15 mai/15 C(Meses)

26

Disponivel em: <http://www.dm.com.br/economia/2015/05/
comercio-esperafaturar-mais-no-mes-dos-namorados-revela-
presidente-da-fecomercio.html>

Acesso em: 28 ago. 2015 (Adaptagdo).

Se este grafico representa uma funcdo f que mostra o
valor da ICF em fungdo do tempo, de janeiro a maio,
entdo seu conjunto imagem é:

A) Im{f} =[107,1; 118]

B) Im{f} = [jan/15; mai/15]

C) Im{f} ={107,1; 109,3; 117,6; 118}

D) Im{f} = {jan/15; fev/15; mar/15; abr/15; mai/15}

Colecao 6V

04.
1103

05.
RP8V

06

7121

(UFF-RJ) Em Mecanica Classica, a norma G do campo
gravitacional gerado por um corpo de massa m em um
ponto a uma distédncia d > 0 do corpo € diretamente
proporcional a m e inversamente proporcional ao
quadrado de d.

Seja G = f(d) a fungdo que descreve a norma G do campo
gravitacional, gerado por um corpo de massa constante
m em um ponto a uma distancia d > 0 desse corpo.

E correto afirmar que f(2d) é igual a:

@ C) 4f(d) E) f(d)
B) @ D) 2f(d)

(Unesp) Os graficos de duas fungGes f(x) e g(x), definidas
de R em R, estdo representados no mesmo plano

cartesiano.

Yy

f(x) 20
15
10 /
5

g(x)

o) /

-5 -4 -3 -2- \1)/345x
-5

No intervalo [-4, 5], o conjunto solugdo da inequagao
f(x).g(x) < 0 é:
A) {xeR|-1<x<3}

B) {xeR|-1<x<0ou3<xzs<b5}
C) {(xeR|-4<x<-1oul<x<3}
D) {xeR | -4 <x<0}

E) {xeR|-4=<x<-1ou3<x<5}

(CEFET-MG-2016) Na figura a seguir, estao representados
os graficos de duas fungoes reais, f e g, com dominios
reais. Para cada x € R, a fungdo h é definida por
h(x) = f(x).g(x).

Y

o 1~ 5 X

Nessas condigBes, o valor de h(5) é igual a:
A) 0.

B) 4.

C) 10.

D) 25.



g)E7M. (PUC RS) A funcdo real f & definida por f(x) = g(x).
A representacdo grafica de g esta na figura a seguir:

-12+

Determine o dominio da fungdo f.

08. (UFMG) Uma funcdo f: R - R é tal que f(5x) = 5f(x) para

THW6  todo numero real x. Se f(25) = 75, entdo o valor de f(1) é:
A) 3. C) 15. E) 45.
B) 5. D) 25.

EXERCICIOS
PROPOSTOS

01. (Insper-SP) O gréfico a seguir mostra o nivel de dgua no

RESOLUGGES NO
@ Bernoulli Play

reservatério de uma cidade, em centimetros.

Dia do més

O periodo do més em que as variagoes diarias do nivel
do reservatorio, independentemente se para enché-lo ou
esvazia-lo, foram as maiores foi

A) nos dez primeiros dias.

B) entre o dia 10 e o dia 15.
C) entre o dia 15 e o dia 20.
D) entre o dia 20 e o dia 25.

E) nos ultimos cinco dias.

02. (UERJ) Em um ecossistema lacustre habitado por vérios
peixes de pequeno porte, foi introduzido um determinado
peixe carnivoro. A presencga desse predador provocou
variagdo das populagdes de seres vivos ali existentes,
conforme mostra o grafico a seguir.

03

XNEJ

04.
3207

Funcao

9 X

o4 Lo W

w2 e Y

o> .

=R BP0

85

an S Z
Tempo

Introdugao do
peixe carnivoro

A curva que indica a tendéncia da variagao da populagdo
de fitoplancton nesse lago, apos a introdugdo do peixe
carnivoro, é a identificada por

A) W. B) X.

Q) Y.

D) Z.

7

(UFMG) Observe a figura.
y

<
2
=
<
=
L
-
<
=

/

A
7o

Nessa figura, estdo esbogados os graficos das fungdes
f(x), g(x) e h(x). A Unica afirmativa falsa é:

A) Para todo x tal que x < a tem-se g(x) = f(x).
B) Para todo x tal que b < x < c tem-se h(x) = g(x).
C) Para todo x tal que a < x < c tem-se h(x) = f(x).

D) Para todo x tal que x = c tem-se g(x) = h(x).

(UFSJ-MG) Na figura a seguir, estdo representados os
esbogos dos graficos das fungbes f(x) e g(x).
S T SR SV N R R

Sobre essas fungoes, € correto afirmar que

A) quando x assume valores cada vez maiores, g(x)
assume valores cada vez maiores.

B) a medida que x assume valores cada vez maiores,
g(x) assume valores cada vez menores.

C) a medida que x assume valores cada vez menores,
f(x) se aproxima de zero.

D) quando x assume valores cada vez menores, f(x)
assume valores préximos de zero.

Bernoulli Sistema de Ensino 27
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05. (PUC-Campinas-SP) Numa certa cidade, as agéncias
de correio cobram R$ 0,30 na postagem de cartas até
20 g, exclusive; R$ 0,50 se o peso variarde 20ga50ge
R$ 1,00 se o peso for maior que 50 g. O grafico da fungdo
que ao peso x da carta, em gramas, associa o prego P
da postagem, em centavos, da carta é:

A) P
100 f---=-=-=--e-e- —
501 e

30 ¢—

X
c P
SO - o——0
0——
o zio sé) 180 x

D) P
100 4 /

50{ - e—e

v

E) P
100--------------- o—
() S— —
L4 :
30 0 !
o) 20 50 X

2 8 Colecao 6V

06. (UFU-MG) Se f é uma fungao cujo gréafico é dado a seguir,
3990 entdo o grafico da funcdo g, tal que g(x) = f(x - 1), sera
dado por:

07. (EsPCEx-SP-2017) Na figura estdo representados os

L) graficos das fungdes reais f (quadratica) e g (modular)
definidas em R. Todas as raizes das fungdes f e g também
estdo representadas na figura.

Y

Desenho ilustrativo fora de escala

Sendo h(x) = % , assinale a alternativa que apresenta
g(x

os intervalos em que h assume valores negativos.
A) 1-3, -1]U ]6, 8]

B) ]-oo, =3[ U ]-1, 6[ 18, + oof

C) ]-o, 2[ U [4, + oo

D) ]-oo, =3[ U[-1, 2[ U [7, + oo[

E) 1-3,-11U 2, 4[ U ]6, 8]



. Funcao

08.

09

WCMS

10.
6331

(EsPCEx-SP) Na figura seguinte esta representado o grafico
da fungao polinomial f, definida no intervalo real [a, b].

Y

Desenho ilustrativo fora de escala
Com base nas informagdes fornecidas pela figura,
podemos afirmar que:
A) f é crescente no intervalo [a, 0].
B) f(x) < f(e) para todo x no intervalo [d, b].
C) f(x) < 0 para todo x no intervalo [c, 0].
D) a fungdo f é decrescente no intervalo [c, e].
E) sex, [a, c] ex, [d, e] entdo f(x,) < f(x,).

(Mackenzie-SP) Considere a fungdo f tal que para todo
x real tem-se f(x + 2) = 3f(x) + 2% Se f(-3) = % e
f(-1) = a, entdo o valor de a2 é:

A) 2. g & g 22
36 100 64
B) 36, p) 6.
49 81

(ESPM-RS) Na figura a seguir, o grafico da fungdo g(x) foi
obtido pelo deslocamento do grafico da fungdo f(x) de 1
unidade para cima e 1 unidade para a direita.

Y 9
£ y ™

QLTO

Podemos concluir que:
A) g(x) =1+ f(x)
B) g(x) =f(x + 1)
C) gx)=1+f(x+1)

D) g(x) = f(x - 1)
E) g(x) =1+ f(x-1)

(Mackenzie-SP) A fungéo f, de dominio real mais amplo

ax+b-5
+3b
e f(-1) = 1, entdo o valor de a2+ b2 é

possivel, é tal que f(x) = . Se f(3) nao existe

A) 25, c 5.
2 2

B) 2. D) 2.
4 25

12,
4MMé

(UFMG) Na figura, esta representado o grafico da
fungdo y = f(x), cujo dominio é {x € R: -6 < x < 6},

e cuja imagem é {y e R: -2 <y < 3}.

13.
BIGB

SECAO ENEM

01.
SEPT

Sendo g(x) = f(x) + 2 e h(x) = f(x + 2),

A) determine g(0) e h(0).
B) esboce os graficos de y = g(x) e y = h(x).

C) determine os dominios das fungGes g e h.

(FUVEST-SP-2018) Considere a fungao real definida por

f(x) = [x-L+ /1_1 _x.
X X

A) Qual é o dominio de f?

B) Encontre o(s) valor(es) de x para o(s) qual(is) f(x) = 0.

RESOLUGGES NO
@ Bernoulli Play

(Enem-2017) Os congestionamentos de transito
constituem um problema que aflige, todos os dias, milhares
de motoristas brasileiros. O grafico ilustra a situagdo,
representando, ao longo de um intervalo definido de
tempo, a variacdo da velocidade de um veiculo durante
um congestionamento.

Velocidade

10
Tempo (min)

Quantos minutos o veiculo permaneceu imdvel ao longo
do intervalo de tempo total analisado?

A) 4
B) 3
c) 2
D) 1
E) O

Bernoulli Sistema de Ensino

29

7

<
2
=
<
=
L
-
<
=




medulo 08 [

(1)6%0' (Enem-2017) A agua para o abastecimento de um D) n

prédio é armazenada em um sistema formado por dois
reservatorios idénticos, em formato de bloco retangular,

ligados entre si por um cano igual ao cano de entrada,
conforme ilustra a figura. ~

Cano deg/_\ p 4
entrada /
C /

Reservatério 1 Reservatdrio 2

A agua entra no sistema pelo cano de entrada no E) h
Reservatodrio 1 a uma vazdo constante e, ao atingir o nivel

do cano de ligacdo, passa a abastecer o Reservatorio 2. P
7. - '
Suponha que, inicialmente, os dois reservatérios estejam v

vazios. y.d

Qual dos graficos melhor descrevera a altura h do nivel
da agua no Reservatério 1, em fungdo do volume V de

agua no sistema? Y4
A

A) h
) \%

03. (Enem-2016) Em um exame, foi feito o monitoramento
TKRM " 4os niveis de duas substancias presentes (A e B) na
corrente sanguinea de uma pessoa, durante um periodo
de 24 h, conforme o resultado apresentado na figura.
Um nutricionista, no intuito de prescrever uma dieta
para essa pessoa, analisou os niveis dessas substéancias,
determinando que, para uma dieta semanal eficaz, devera
ser estabelecido um parametro cujo valor sera dado pelo
\Y nimero de vezes em que os niveis de A e de B forem
iguais, porém, maiores que o nivel minimo da substancia

A durante o periodo de duracdo da dieta.

B) h
g - Substancia A
Y, =
/
/'/'
/
XL |
E Substancia B 1
C) h 0 24  Tempo (h)
y. Considere que o padrdo apresentado no resultado do
exame, no periodo analisado, se repita para os dias
7 subsequentes.
O valor do parametro estabelecido pelo nutricionista,
74 para uma dieta semanal, sera igual a
p.
/ A) 28. D) 7.
/ B) 21. E) 14.
\% Cc) 2.

3 0 Colecao 6V
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04.

Disponivel em:

05.

(Enem-2015) Atualmente existem diversas locadoras de
veiculos, permitindo uma concorréncia saudavel para o
mercado, fazendo com que os pregos se tornem acessiveis.
Nas locadoras P e Q, o valor da diaria de seus carros
depende da distancia percorrida, conforme o grafico.

06.

160

140
120

110+

©
i

60

Valor da diaria (R$)

40-

20+

0 20 40 60 80 100 120 140 160
Distancia percorrida (km)
<sempretops.com>. Acesso em: 07 ago. 2012.

07.

O valor pago na locadora Q é menor ou igual aquele
pago nas locadoras P para disténcias, em quilémetros,
presentes em qual(is) intervalo(s)?

A) De 20 a 100.

B) De 80 a 130.

C) De 100 a 160.

D) De0a 20 ede 100 a 160.
E) De40a 80 ede 130 a 160.

(Enem-2015) Um investidor inicia um dia com x agées de
uma empresa. No decorrer desse dia, ele efetua apenas
dois tipos de operagdes, comprar ou vender agdes. Para
realizar essas operagoes, ele segue estes critérios:

I. vende metade das agdes que possui, assim que seu
valor fica acima do valor ideal (V);

II. compra a mesma quantidade de agdes que possui,
assim que seu valor fica abaixo do valor minimo (V. );

III. vende todas as agdes que possui, quando seu valor

fica acima do valor 6timo (V,);

O grafico apresenta o periodo de operagbes e a variagao
do valor de cada agdo, em reais, no decorrer daquele dia
e a indicacdo dos valores ideal, minimo e 6timo.

Valor da agao (R$)

JAN
ffffffffffffffffffffff VA

Vi
Vm

10 11 12 13 14 15 16 17 Tempo (hora)

Quantas operagdes o investidor fez naquele dia?
A) 3 C) 5 E) 7
B) 4 D) 6

(Enem) A temperatura T de um forno (em graus
centigrados) é reduzida por um sistema a partir do

instante de seu desligamento (t = 0) e varia de acordo
2
com a expressao T(t) = - tz + 400, com t em minutos. Por

motivos de seguranca, a trava do forno so é liberada para
abertura quando o forno atinge a temperatura de 39 °C.
Qual o tempo minimo de espera, em minutos, apds se
desligar o forno, para que a porta possa ser aberta?

A) 19,0

B) 19,8

C) 20,0

D) 38,0

E) 39,0

(Enem) O gréfico fornece os valores das agées da empresa
XPN, no periodo das 10 as 17 horas, num dia em que
elas oscilaram acentuadamente em curtos intervalos
de tempo.

Valor da agdo (em reais)

460

Tempo
(em horas)

10 11 12 13 14 15 16 17

Nesse dia, cinco investidores compraram e venderam
0 mesmo volume de agdes, porém em horarios diferentes,
de acordo com a seguinte tabela.

oo | rscoms | e

1 10:00 15:00
2 10:00 17:00
3 13:00 15:00
4 15:00 16:00
5 16:00 17:00

Com relagdo ao capital adquirido na compra e venda das
acoes, qual investidor fez o melhor negdcio?

A) 1
B) 2
c) 3
D) 4
E) 5

31
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GABARITO Meu aproveitamento /\/\71
Aprendizagem Acertei Errei
O o1.C O 03. A O 05.C O 07. 2<x<2
O 02.B O 04. A O 06.B O 08. A

Propostos Acertei Errei

O 01.B O 07.8B
O 02. A O 08.D
O 03.cC O 09. E
O 04.B O 10. E
O 05. A O 11. A
O 06. A

12.

O A) g(0)=2

h(0) = -2
O B)

9(x)

O C) D(g) = [-6, 6]
D(h) =[-8, 4]
13.
O A) D=[-1,0[U[L, +o[

=ﬁ
2

O B)

Segéo Enem Acertei Errei

01.

(@)

O 05.B
O 06.D
O 07.A

V Total dos meus acertos: de . %

02.
03.

o O O
o m O 0O

04.

32 Colecao 6V
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MATEMATICA B 05

Semelhanca de Triangulos

e Teorema de Tales

SEMELHANCA DE
FIGURAS PLANAS :

A ideia de semelhanca de figuras planas é uma das mais
importantes da Geometria. Dizemos que duas figuras planas
sao semelhantes quando possuem a mesma forma.

Exemplos:
19) Dois quadrados quaisquer sempre sao semelhantes.

H G

A B E F

29) Dois tridngulos sdo semelhantes quando seus lados
tém medidas proporcionais.

F
C
4 cm 8 cm
2 cm 4 cm
A 3cm B D 6 cm E
Definicao

Dois tridangulos sdo semelhantes se, e somente se,

i) os angulos sdo congruentes;

ii) os lados opostos a angulos congruentes sdo
proporcionais.

A

@
(@]
m
ul

A ABC ~ A DEF &

o> T >>
1
> om> o>
>
[os]
w
(@]
>
(@]

OBSERVAGOES
i) Indicamos a semelhanca pelo simbolo ~.

i) Lados opostos a angulos congruentes sdao chamados
de lados homdlogos.

iiif) A razdo entre dois lados homologos (k) é a razdo de
semelhancga.

CASOS DE SEMELHANCA »
DE TRIANGULOS -

Vimos que dois tridngulos sdo semelhantes se, e somente se,
possuem os trés angulos congruentes e os trés lados
proporcionais. Porém, para verificar se dois triangulos sdo
semelhantes, ndo é necessario conferir todas essas condigGes.

A seguir, enunciamos os casos de semelhanga, que
sdao alguns grupos de condigdes capazes de garantir a
semelhanga dos triangulos.

Caso AA (angulo, angulo)

Dois triangulos sdo semelhantes se, e somente se,
tém dois angulos respectivamente congruentes.

A
/\ D

ABC ~ DEF

o> >
1
> om>

Caso LAL (lado, angulo, lado)
Dois triangulos sdo semelhantes se, e somente se, tém dois
lados respectivamente proporcionais e se os angulos
formados por esses lados forem congruentes.

A
D
AB _BC
DE EF ABC ~ DEF
N N
B=E

Bernoulli Sistema de Ensino
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Caso LLL (lado, lado, lado)

Dois triangulos sdo semelhantes se, e somente se, tém os

trés lados respectivamente proporcionais.

A
D
AB_BC_AC  rBC~ DEF
DE EF DF

Razao de semelhanca

A razdo de semelhanga de dois triangulos € a razdo entre as
medidas de dois segmentos correspondentes (lados, alturas,
medianas, etc.). Essa razdo também é valida para os perimetros.

Considere os tridangulos semelhantes ABC e ADE.

A
AQ e AP sdo alturas.
AM e AN sdo medianas.
D -] E
I\/ P
R [
B M Q C

A razdo de semelhanca do triangulo ABC para o triangulo
ADE é o numero k, tal que:

«_AB_AC_BC_AQ_AM
AD AE DE AP AN

Razao entre areas

A razdo entre as areas de dois tridngulos semelhantes
é dada pelo quadrado da razdo de semelhanca entre eles.

Demonstracgao:
Consideremos que A ABC ~ A DEF.
A
D
BC.H EF.h
SABC = T @ Soer = —— (D)
Mas ¢ _H 1 am
EF h

Portanto, considerando (I), (II) e (III), temos que:

BC.H S
SABC_ Z/ —Eﬂ—kk SABC=k2
S, EF.h EF'h DEF

34 Colecao 6V

EXERCICIO RESOLVIDO

01. Na figura, sabe-se que I/E\ e é\ sdo congruentes,
AD =7cm, AE=5cm,ED =4 cme AB = 10 cm.

A) Determinar AC =xeBC =y.

B) Determinar a razdo entre as areas do triangulo ADE
e do quadrilatero BCED.

Resolucdo:

A) Os triangulos ADE e ABC sdo semelhantes, pois
os angulos £ e B sio congruentes, e o angulo A
é comum aos dois triangulos (caso AA). Entdo:

P Xx=14cmey=8cm

B) Seja A a area do tridangulo ADE. A razdo entre as areas

A
de ADE e de ABC é k2 = l. Assim, —2BE = k2 = =,
4 ABC
Entdo, A,;. = 4A, . = 4A e A, = 3A, como mostrado
na figura a seguir:

Portanto, “ace _

CONGRUENCIA
DE TRIANGULOS

Definicao

Se a razdo de semelhanga entre dois triangulos é k = 1,
os triangulos sao chamados congruentes e possuem

i) os angulos congruentes;

ii) os lados homdlogos congruentes.



A D
B C E F
A=D AB = DE
ABC= DEF B=F e AC=DF
cof BC = EF

BASE MEDIA DE TRIANGULO ﬁg.

Sejam o tridangulo ABC e os pontos médios M e N dos
lados AB e AC, respectivamente.

Os triangulos AMN e ABC sdo semelhantes pelo caso LAL,
e a razdo de semelhancga é k = AM 1
AB 2
1 A A A N
Logo, MN = EBC' B = M, C = N e, consequentemente,

MN//BC. O segmento MN é chamado base média do triangulo
ABC e, esquematicamente, temos:

MN = 1BC
MN é base média do tridangulo ABC < 2
MN // BC

TEOREMA DE TALES |@@,

Considere trés retas paralelas a, b, ¢ “cortadas” por duas
transversais r e s.

\ c

Pelo Teorema de Tales, temos que a razdo entre segmentos
correspondentes nas duas transversais é constante, isto é:

Y -1 hanca de Trigngulos e Teorema de Tales

AB_BC_AC
DE EF DF

TEOREMA DA i
BISSETRIZ INTERNA ™ G

Em qualquer tridngulo, uma bissetriz interna divide o lado
oposto em segmentos proporcionais aos lados adjacentes.

A

ESCALAS TERMOMETRICAS

A escala Celsius adota, sob pressao normal, o valor 0 (zero) para a
temperatura de fusdo do gelo e o valor 100 (cem) para a temperatura
sob a qual a dgua entra em ebulicdo. Na escala Fahrenheit,
sdo atribuidos os valores 32 (trinta e dois) e 212 (duzentos e doze)
a essas temperaturas de fusdo e ebuligdo, respectivamente.
Os simbolos °C e °F indicam graus Celsius e graus Fahrenheit,
respectivamente.

Aplicando o Teorema de Tales, podemos transformar
medidas de uma dessas escalas em medidas de outra. Por
exemplo, para transformar 75 °C em graus Fahrenheit, agimos

da seguinte maneira:

100 oc..M,,,,,,,,,,,,,,,,,M__le oF

oF oC

750cN. o NLy 120 351(8)
gg 20

40 ¢ 3°
20 -10
0 E|E -20
=1 E

—40 £ -
' -50
0 °C L Pl 32 °C -60 -60

Termémetro graduado nas escalas Fahrenheit e Celsius.

MP M

100-0 212-32
= = ==
NP N'P’

75-0 X - 32

= Xx =167

Logo, 75 °C equivalem a 167 °F.
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EXERCIiCIOS DE

APRENDIZAGEM

01.
VsC2

02.

03.
20ZN

RESOLUGGES NO
@ Bernoulli Play

(Cesgranrio) As retas r,, r, e r, sdo paralelas, e os
comprimentos dos segmentos de transversais sdo os
indicados na figura. Entdo, x é igual a:

X \11 ry
5
=
15 3 2
| rs
A) 4l Cc) 5
5. . E) 6
1 8
B) 5=. D) —.
) 5 )5

(IFSC-SC-2016) Em um determinado local e horario do
dia, Marcio observou que sua sombra era de 1 metro e
que a sombra projetada por um prédio em construgdo,
no mesmo local e horario em que ele estava, era de
10 metros.

Sabendo-se que Marcio tem 1,62 m de altura, é correto
afirmar que a altura desse prédio é de, aproximadamente,

Sombra do prédio

Sombra
do Marcio

—1m-—

A) 6,2 metros.
B) 8,1 metros.
C) 16,2 metros.

D) 14 metros.
E) 13,8 metros.

(UFRN) Numa projegdo de filme, o projetor foi colocado
a 12 m de distancia da tela. Isso fez com que aparecesse
a imagem de um homem com 3 m de altura. Numa
sala menor, a projecao resultou na imagem de um
homem com apenas 2 m de altura. Nessa nova sala,
a distancia do projetor em relagdo a tela era de

A) 18 m.
B) 8 m.
C) 36m.
D) 9m.

Colecao 6V

04.
VAEC

05.
AKST

06.
IGMY

07.

(CEFET-MG) A figura representa um perfil de um
reservatdrio-d’agua com lado AB paralelo a CD.

Se a é o menor primo e b é 50% maior que a, entdo,
o valor de x é:

A) 4.

B) 6.

C) 8.

D) 10.

(CEFET-MG) Numa festa junina, além da tradicional
brincadeira de roubar bandeira no alto do pau de sebo,
quem descobrisse a sua altura ganharia um prémio.
O ganhador do desafio fincou, paralelamente a esse
mastro, um bastdo de 1 m. Medindo-se as sombras
projetadas no chdo pelo bastdo e pelo pau, ele encontrou,
respectivamente, 25 dm e 125 dm. Portanto, a altura do
“pau de sebo”, em metros, é:

A) 5,0.
B) 5,5.
C) 6,0.
D) 6,5.

(UNEB-BA) Um turista esta subindo uma trilha, em linha
reta, em uma montanha que da acesso a um mirante
com uma vista muito bela. Apds ter andado 200 m, ele
observa uma placa com os seguintes dizeres:

Parabéns! Vocé ja esta a 34 m de altura! O mirante
esta a 170 m de altura: agora falta pouco! N&o desista.
A vista é linda!

Nessas condigdes, o turista ainda vai ter que andar
A) 720 m.
B) 740 m.
C) 760 m.
D) 780 m.
E) 800 m.

(ETECs-SP) Para melhorar a qualidade do solo,
aumentando a produtividade do milho e da soja, em uma
fazenda é feito o rodizio entre essas culturas e a area
destinada ao pasto. Com essa finalidade, a area produtiva
da fazenda foi dividida em trés partes conforme a figura.

A B c B

soja pasto
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08.
8M5A

Considere que
e o0s pontos A, B, C e D estdo alinhados;
e os pontos H, G, F e E estdo alinhados;

e 0s segmentos AH, BG, CF e DE s&o, dois a dois,
paralelos entre si;

e AB=500m,BC=600m,CD=700meHE=1980m.

Nessas condigbes, a medida do segmentoﬁé, em metros:
A) 665.
B) 660.
C) 655.
D) 650.
E) 645.

(CEFET-MG) A figura a seguir tem as seguintes
caracteristicas:
A A I
. O angulo E € reto;
. O segmento de reta AE é paralelo ao segmento BD;

. Os segmentos AE, BD e DE, medem, respectivamente,
5 4e3.

O segmento AC, em unidades de comprimento, mede:
A) 8

B) 12

C) 13

D) /61

E) 5/10

EXERCICIOS

PROPOSTOS

01.
0s2Y

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(Unesp) Para que alguém, com o olho normal, possa
distinguir um ponto separado de outro, € necessario que
as imagens desses pontos, que sdo projetadas em sua
retina, estejam separadas uma da outra a uma distéancia
de 0,005 mm.

1 mm

10,005 mm

1
fora de escala

X 15 mm

02.

03.
8H1J

04.
FJGO

Adotando-se um modelo muito simplificado do olho humano
no qual ele possa ser considerado uma esfera cujo diametro
médio é igual a 15 mm, a maior distancia x, em metros, que
dois pontos luminosos, distantes 1 mm um do outro, podem
estar do observador, para que este os perceba separados, é:

A) 1. D) 4.
B) 2. E) 5.
C) 3.

(UFSM-RS) A crise energética tem levado as médias e
grandes empresas a buscarem alternativas na geragéo de
energia elétrica para a manutencdo do maquinario. Uma
alternativa encontrada por uma fabrica foi a de construir
uma pequena hidrelétrica, aproveitando a correnteza
de um rio que passa proximo as suas instalagdes.
Observando a figura e admitindo que as linhas retasr, se t
sejam paralelas, pode-se afirmar que a barreira mede

30m
24 m

Barreira

2m
/ t
Rio
A) 33 m. D) 48 m.
B) 38 m. E) 53 m.
C) 43 m.

(PUC Rio) Uma reta paralela ao lado BC de um triangulo
ABC intercepta os lados AB e AC do trianguloem P e Q,
respectivamente, onde AQ = 4, PB = 9 e AP = QC. Entdo
o comprimento de AP é:

A) 5. D) 2.
B) 6. E) 1.
C) 8.

(UFRGS-RS) Observe os discos de raios 2 e 4, tangentes
entre si e as semirretas s e t, representados na figura

éI

A distancia entre os pontos P e Q é:

A) 9. D) 12.
B) 10. E) 13.
C) 11.
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05.

06

RNVD

07.
DAVI

08.

(Unesp) Considere 3 retas coplanares paralelas, r, s e t, 09.
cortadas por 2 outras retas, conforme a figura. E62P
| :
4 [3
s
X 5
10 y
[ t
Os valores dos segmentos identificados por x e y sao,
respectivamente,
A S e 3 D) 11 e6.
20 40
B) 6e 1l. g 2 el
3 3
C) 9e13.
(PUC Rio) Considere um triangulo ABC retdangulo em A,
onde AB = 21, e AC = 20. BD é a bissetriz do &ngulo
ABC. Quanto mede AD? 10.
Y96N
A) 42 D) 9
5
21
B) == E) 8
20
o 2
21
(IFCE) Sobre os lados AB e AC do triangulo ABC, sdo
marcados os pontos D e E, respectivamente, de tal forma,
que DE // BC, AE = 6 cm, DB = 2 cm, EC = 3 cm e
DE = 8 cm. Nessas condigdes, a soma das medidas dos
segmentos AD e BC, em centimetros, vale:
A) 12. D) 24.
B) 16. E) 30.
C) 18.
11.
) . YPLX
(CEFET-MG) A figura a seguir apresenta um quadrado
DEFG e um tridangulo ABC cujo lado BC mede 40 cm e a
altura AH, 24 cm.
A
E F
c D D G
B H C

A medida do lado desse quadrado é um nimero
A) par.

B) primo.

C) divisivel por 4.

D) multiplo de 5.

Colecao 6V

(UFPR) Um telhado inclinado reto foi construido sobre
trés suportes verticais de ago, colocados nos pontos A,
B e C, como mostra a figura a seguir. Os suportes nas
extremidades A e C medem, respectivamente, 4 metros
e 6 metros de altura.

B 12 m 8m )
A B C

A altura do suporte em B é, entdo, de
A) 4,2 metros.

B) 4,5 metros.

C) 5 metros.

D) 5,2 metros.

E) 5,5 metros.

(CEFET-MG-2015) O perimetro do triangulo ABC vale
120 cm e a bissetriz do &ngulo A divide o lado oposto
em dois segmentos de 18 e 22 cm, conforme a figura.

A

B 18 22 C

A medida do maior lado desse triangulo, em cm é:
A) 22.
B) 36.
C) 44.
D) 52.

(Mackenzie-SP) A area do quadrado assinalado na figura
é igual a:

A) 15.
B) 20.
c) 12.
D) 18.
E) 16.
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12,
XBBW

13.

14.

(UFF-RJ) O circuito triangular de uma corrida esta
esquematizado na figura a seguir:

PRuaPQQ Av. QR

o R
Rua TP
Rua TS = 3 km
Rua SQ = 3 km
Rua PQ = 2 km
Av. QR = 4 km

As ruas TP e SQ sdo paralelas. Partindo de S, cada corredor
deve percorrer o circuito passando, sucessivamente, por
R, Q, P, T, retornando, finalmente, a S.

Assinale a opgdo que indica o perimetro do circuito.
A) 4,5 km.
B) 19,5 km.
C) 20,0 km.
D) 22,5 km.
E) 24,0 km.

(FUVEST-SP) Um lateral L faz um langamento para um
atacante A, situado 32 m a sua frente em uma linha
paralela a lateral do campo de futebol. A bola, entretanto,
segue uma trajetodria retilinea, mas ndo paralela a lateral
e, quando passa pela linha de meio do campo, esta a uma
distancia de 12 m da linha que une o lateral ao atacante.
Sabendo-se que a linha de meio do campo estd a mesma
distancia dos dois jogadores, a distdncia minima que o
atacante terd que percorrer para encontrar a trajetoria
da bola sera de

A) 18,8 m.
B) 19,2 m.

C) 19,6 m.
D) 20,0 m.

E) 20,4 m.

(PUC Rio) O retdngulo DEFG esta inscrito no triangulo
isésceles ABC, como na figura a seguir:

C

15.

Assumindo DE = GF = 12, EF = DG = 8 e AB = 15,
a altura do tridngulo ABC é:

A) 2.
B)
o 2.

D) =2,

E) 22,

(ESPM-SP-2015) Um prédio de 15 m de altura projeta
uma sombra de 20 m de comprimento sobre um piso
horizontal plano, como mostra a figura a seguir. A maxima
distancia que uma pessoa de 1,80 m de altura pode se
afastar do prédio para que continue totalmente a sua

sombra é:
7 |EmEm
HE EE
0l EE
e 15 m
D Bl
L i\ mE BN
| | X ]
! 20 m ‘
A) 17,60 m. C) 17,40 m. E) 18,00 m.
B) 18,20 m. D) 17,80 m.
%(SGW. (UFRN) Dois postes, um de 10 m e outro de 6 m, devem

ser sustentados, respectivamente, por cabos de ago de
comprimentos a e b, conforme ilustra a figura a seguir.

Os pontos de fixagdo F,, F, e F, devem ser determinados
de modo que a quantidade de cabo de ago seja minima.

A disténcia do ponto F, até a base do poste menor devera ser:
A) 10 m. C) 20 m.

B) 15 m. D) 25 m.
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17.
WHC8

18.
2KWB

40

(FUVEST-SP) Na figura, o triangulo ABC é retangulo
com catetos BC = 3 e AB = 4. Além disso, o ponto D
pertence ao cateto AB, o ponto E pertence ao cateto BC
e o ponto F pertence a hipotenusa AC, de tal forma que

DECF seja um paralelogramo. Se DE = E , entdo a area
do paralelogramo DECF vale: 2

63
25°

B) —.

o 58
)25'

56
D) ¢

E) —.

(UEL-PR) Apds um tremor de terra, dois muros paralelos
em uma rua de uma cidade ficaram ligeiramente
abalados. Os moradores se reuniram e decidiram escorar
os muros utilizando duas barras metalicas, como mostra
a figura a seguir. Sabendo que os muros tém alturas de
9 m e 3 m, respectivamente, a que altura do nivel do chdo
as duas barras se interceptam? Despreze a espessura
das barras.

3m

A) 1,50 m.
B) 1,75 m.
C) 2,00 m.
D) 2,25 m.
E) 2,50 m.

Colecao 6V

19.
DFSN

20.
IPYG

21.
owa7

(CEFET-MG-2016) No triangulo ABC da figura a seguir,
MN // BC e a medida de AC é igual a 30 cm. Sabe-se

que o ponto M dista 8 cm do vértice B, que AB mede %

da medida de AC e que a medida de BC vale a metade
da medida de AC.

M B

O perimetro do triangulo AMN da figura, mede, em cm,
A) 15.
B) 21.
C) 27.
D) 39.

(CEFET-MG-2016) Na figura a seguir, o segmento AC
representa uma parede cuja altura é 2,9 m. A medida
do segmento AB é 1,3 m o segmento CD representa o
beiral da casa. Os raios de Sol r, e r, passam ao mesmo
tempo pela casa e pelo prédio, respectivamente.

Fa

-
N

oooooo
— oooooo
[o0]

4

A o

Se r, é paralelo com r,, entdo, o comprimento do beiral,
em metros, é:

A) 0,60.

B) 0,65.

C) 0,70.

D) 0,75.

(FUVEST-SP) Uma circunferéncia de raio 3 cm esta
inscrita no tridangulo isésceles ABC, no qual AB = AC.
A altura relativa ao lado BC mede 8 cm. O comprimento
de BC é, portanto, igual a:

A) 24 cm.

B) 13 cm.

C) 12 cm.

D) 9 cm.

E) 7 cm.



FZV% (FUVEST-SP) Em uma mesa de bilhar, coloca-se uma bola branca na posicao B e uma bola vermelha na posigao V, conforme

0 esquema a seguir.

1,20 m

—>
' 0,90 m

Semelhanca de Tridngulos e Teorema de Tales

Deve-se jogar a bola branca de modo que ela siga a trajetéria indicada na figura e atinja a bola vermelha.

Assumindo que, em cada colisdo da bola branca com uma das bordas da mesa, os angulos de incidéncia e de reflexdo sdo

iguais, a que distancia x do vértice Q deve-se jogar a bola branca?

SECAO ENEM

01. (Enem-2016) Pretende-se construir um mosaico com o formato de um tridngulo retangulo, dispondo-se de trés pegas, sendo duas

delas retangulos congruentes e a terceira um triangulo isésceles. A figura apresenta cinco mosaicos formados por trés pecas.

Na figura, o mosaico que tem as caracteristicas daquele que se pretende construir é o

A) 1.
B) 2.
c) 3.
D) 4.
E) 5.

Mosaico 3

Mosaico 5

Bernoulli Sistema de Ensino
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02. (Enem) O dono de um sitio pretende colocar uma haste GABAR|T0 Meu aproveitamento /\/\)

de sustentagdao para melhor firmar dois postes de
comprimentos iguais a 6 m e 4 m. A figura representa Ap rendizagem Acertei Errei
a situagdo real, na qual os postes sdo descritos pelos
segmentos AC e BD, e a haste é representada pelo O o01.E
segmento EF, todos perpendiculares ao solo, que é O 02.C
indicado pelo segmento de reta AB. Os segmentos AD e
. O 03.B
BC representam cabos de ago que serdo instalados.
O o04.B
D
O 05. A
C
O 06. E
E 6
4 O o07.8B
| ) J O 08.E
A F B
) Propostos Acertei Errei
Qual deve ser o valor do comprimento da haste EF?
A) 1m. D) 3m. ©oonc
B) 2m. E) 2/6 m. O 02.B
C) 2,4 m. O 03.8B
O 04.D
03. (Enem) Em canteiros de obras de construgdo civil, -
é comum perceber trabalhadores realizando medidas de o 12
comprimento e de angulos e fazendo demarcagées por O 06. A
onde a obra deve comegar ou se erguer. Em um desses O 07.8B
canteiros, foram feitas algumas marcas no chdo plano. .
Foi possivel perceber que, das seis estacas colocadas, e
trés eram vértices de um triangulo retangulo e as outras O 09.D
trés eram os pontos médios dos lados desse tridngulo, O 10.C
conforme pode ser visto na figura, em que as estacas
foram indicadas por letras. O 11 A
B O 12.8B
O 13.B
M
P O 14.D
O 15. A
Al N c O 16.8B
A regido demarcada pelas estacas A, B, M e N deveria O 17. A
ser calcada com concreto. O 18.D
Nessas condigOes, a area a ser calgada corresponde: O 19.D
A) a mesma area do triangulo AMC. O 20.A
B) a mesma area do tridangulo BNC.
O 21.cC
C) a metade da area formada pelo triangulo ABC. :
p o~ O L=
D) ao dobro da area do triangulo MNC. 22 17 m
E) ao triplo da area do triangulo MNC. .
Segao Enem Acertei Errei
04. (Enem) A sombra de uma pessoa que tem 1,80 m de O o1 B
altura mede 60 cm. No mesmo momento, a seu lado, a
sombra projetada de um poste mede 2,00 m. Se, mais © 02.C
tarde, a sombra do poste diminui 50 cm, a sombra da O 03.E
pessoa passa a medir: O o4 B
A) 30 cm. C) 50 cm. E) 90 cm.
B) 45 cm. D) 80 cm. /Total dos meus acertos: de . %

42 Colecao 6V



MATEMATICA

Quadrilateros

QUADRILATEROS NOTAVEISI@@|
Trapézios

Os trapézios sdo os quadrilateros que possuem dois lados
paralelos, chamados bases.

B C

AD // BC

A D
O quadrilatero ABCD é um trapézio de bases AD e BC.

Classificacao

Trapézio isosceles

Os lados n&o paralelos sdo congruentes (AB = CD), e os
N A N A
angulos das bases sdo congruentes (A = D e B = C).

AD // BC

A D

Trapézio retangulo
Um de seus lados é perpendicular as bases (ﬁ =B= 90°).

B C
-]

AD // BC

ATI D

Trapézio escaleno

Os lados nado paralelos ndo sdo congruentes, e nenhum
angulo interno é reto.

B C S
AD // BC

AB = CD
AN A A
A=B=C=«D

FRENTE = MODULO

B 06

Base média do trapézio

Seja MN um segmento com extremidades nos pontos médios

dos lados ndo paralelos de um trapézio ABCD. Entéo:

i) MN é paralelo as bases AB e CD.

ii) MN é igual a semissoma das bases.

D C
/M/ N
A B
wn _ AB +DC
MN é base média do trapézio ABCD = a
MN// AB // CD

Demonstragdo: prolongamos DN até encontrar o

prolongamento de AB.

D C

[ .

A B E

Na figura, os triangulos DCN e NBE sdo congruentes,

pois possuem os angulos congruentes e CN = NB (caso ALA).

Entdo, BE = CD e NE = DN.

Como MN é base média do triangulo ADE, entdo:

MN // AB// CD e MN = %J‘B;BE - AB;CD
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Frente B Modulo 06

Paralelogramos
Os paralelogramos sdo os quadrilateros que possuem os lados opostos paralelos.
B C
M AB // CD
AD // BC
A D

Propriedades

i) Os lados opostos sdo paralelos e congruentes.

ii) Os angulos opostos sdo congruentes.

iii) Os angulos consecutivos (como A e 6) sdo suplementares, ou seja, somam 180°.

iv) As diagonais se cortam ao meio, ou seja, M é ponto médio dos segmentos AC e BD.

Classificacao

Retangulos
Os retangulos sdo os paralelogramos que possuem todos os angulos retos.
B - c Além das propriedades validas para os paralelogramos, temos
que os retangulos possuem as diagonais congruentes.
_ M T
A" “b

Losangos
Os losangos sdo os paralelogramos que possuem todos os lados congruentes.

B Além das propriedades de paralelogramo, suas diagonais
sdo perpendiculares e sdo bissetrizes dos angulos internos do
losango.

A C
D
Quadrados
Os quadrados sé&o os paralelogramos que possuem todos os lados e angulos congruentes.

B / C Todo quadrado € um paralelogramo, um retangulo e um
losango; portanto, para ele, sdo validas todas as propriedades
vistas para esses quadrilateros.

M

A 7 D

Podemos representar os conjuntos dos quadrildteros notaveis pelo seguinte esquema.

P: Conjunto dos paralelogramos
R: Conjunto dos retangulos

L: Conjunto dos losangos

Q: Conjunto dos quadrados

PR L
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EXERCIiCIOS DE

APRENDIZAGEM

02.

03

M4HS

04.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(UNIFESP) Em um paralelogramo, as medidas de dois
angulos internos consecutivos estdo na razdo 1 : 3.
O menor éngulo desse paralelogramo mede:

A) 450,
B) 50°.
C) 55°.
D) 60°.
E) 65°.

(IFSC-SC) O perimetro de um losango é 40 cm e uma
diagonal mede 16 cm. A outra diagonal mede

A) 10 cm.
B) 6 cm.
C) 12 cm.
D) 8 cm.
E) 5cm.

(UFU-MG) Em um quadrilatero ABCD, o &ngulo Ce igual a
% do angulo @, o angulo A mede o quintuplo do angulo ¢
e o angulo 6 vale 45°. Pode-se dizer que A\ - /B\ vale

A) 50°.
B) 60°.
c) 70°.
D) 80°.
E) 90°.

(CEFET-MG-2015) A figura a seguir é plana e composta
por dois trapézios isdsceles e um losango.

B c

O comprimento da base maior do trapézio ABCD ¢ igual
ao da base menor do trapézio EFGH, que vale 2x e,
a base maior de cada trapézio é o dobro da base menor,
e o lado EF do losango vale y. O perimetro da figura dada,
expresso em fungdo de x e y, é:

A) 6x + 4y
B) 9x + 4y
C) 12x + 2y
D) 15x + 2y

05.
ISUT

06.
3RYF

07.
UOBD

08.
OMON

(PUC-SP)

Sendo:

A = {x | x é quadrilatero}
B = {x | x é quadrado}

C = {x | x é retéangulo}

D = {x | x é losango}

E = {x | x é trapézio}

F = {x | x é paralelogramo}

Entdo, vale a relagao:
A) AbD>oE

B) AbF>Do>B

C) FcDcA

D) AbFoBo>C

E) BcDcACE

(CEFET-CE) No paralelogramo ABCD, calcule as medidas
das diagonais, de acordo com a figura a seguir:

A B
[2)

D C

Dados:

AP = x

BP = x + 14

CP=2y-5

DP =3y + 2

(FGV-SP) A diagonal menor de um losango decompde
esse losango em dois triangulos congruentes. Se cada
angulo obtuso do losango mede 130°, quais sdo as
medidas dos trés angulos de cada um dos tridangulos
considerados?

(IFCE) As medidas dos angulos internos de um
quadrilatero convexo sdo inversamente proporcionais a
5, 8, 10 e 40, entdo as medidas, em graus, dos angulos
sdo, respectivamente, iguais a:

A) 160°; 100°; 80° e 20°.
B) 100°; 80°; 20° e 160°.
C) 80°; 50°; 40° e 10°.
D) 50°; 40°; 10° e 80°.
E) 75°; 45°; 40° e 20°.

Bernoulli Sistema de Ensino
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EXERCICIOS
PROPOSTOS

01.
CIRO

02.
ELCX

03.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(Unicamp-SP-2015) A figura a seguir exibe um retangulo
ABCD decomposto em quatro quadrados.

O valor da razéo i é igual a:
BC

D C

A) Q)

wlun
wIlh

(Mackenzie-SP) Na figura, ABCD é um quadrado e
APD é um tridngulo equilatero. A medida do angulo q,
em graus, é:

A B
o
p
D C
A) 65. C) 80. E) 75.
B) 55. D) 60.

(UECE-2018) Em um plano, duas circunferéncias tém
seus centros nos pontos P e Q e as medidas de seus
raios sdo ambas iguais a 3 m. Se essas circunferéncias
cortam-se nos pontos R e S e se a disténcia entre P e Q
€ igual a distancia entre R e S, entdo a medida da area
do quadrilatero convexo cujos vértices sdo os pontos P,
Q ReS, emm? é

A) 18.

B) 9/2.

c) 9/3.

D) 9.

Colecao 6V

04.
MH63

05.
LRDM

06.
sX28

(UCS-RS-2016) Na figura a seguir, o quadrilatero ABCD
é um paralelogramo, em que os segmentos orientados
AB e AD representam duas forcas, sendo med (AD) = 80,
med(AB)= 100 e med(ABC) = 120°.

B

A

Assinale a alternativa que contém a afirmacgdo correta
sobre a medA(E) do segmento AE, e sobre a medida q
do angulo DAC.

A) med (AE) = 50 e q = 30°
B) med (AE) = 130 e q = 30°
C) med (AE) = 130 e q > 30°
D) med (AE) = 50 e q < 30°
E) med (AE) = 85 e q = 30°

(UDESC) No paralelogramo ABCD, conforme mostra a
figura, o segmento CE é a bissetriz do angulo DCB.

A E B

D C

Sabendo que AE = 2 e AD = 5, entdo o valor do perimetro
do paralelogramo ABCD é:

A) 26. C) 20.
B) 16. D) 22.

E) 24.

(UFRGS-RS) Considere as seguintes afirmagdes sobre um
quadriladtero convexo.

I. Se as diagonais se interceptam em seus respectivos
pontos médios, entdo o quadriladtero é um retangulo.

II. Se as diagonais se interceptam perpendicularmente
em seus respectivos pontos médios, entdo o
quadriladtero é um losango.

III. Se as diagonais se interceptam perpendicularmente e
sdo congruentes, entdo o quadrilatero € um quadrado.

Quais estdo corretas?
A) Apenas II

B) Apenas III

C) Apenaslell

D) ApenasI e III
E) I,IIelll



R, uadrivateros

07.

08.
0VB1

09.

10.
PFD7

(UFV-MG) Em um trapézio isosceles de bases diferentes,
uma diagonal é também bissetriz de um angulo adjacente
a base maior. Isso significa que 01.
A) os angulos adjacentes a base menor ndo séao
congruentes.

B) a base menor tem medida igual a dos lados obliquos.

C) as diagonais se interceptam formando angulo reto.

D) a base maior tem medida igual a dos lados obliquos.

E) as duas diagonais se interceptam no seu ponto médio.

(ITA-SP) Dadas as afirmagoes:

I. Quaisquer dois angulos opostos de um quadrilatero

sdo suplementares.

II. Quaisquer dois angulos consecutivos de um
paralelogramo sdo suplementares.

III. Se as diagonais de um paralelogramo sao
perpendiculares entre si e se cruzam em seu ponto

médio, entdo esse paralelogramo é um losango.

02.

Podemos garantir que

A) todas sdo verdadeiras.

B) apenas I e II sdo verdadeiras.
C) apenas II e III sdo verdadeiras.
D) apenas II é verdadeira.

E) apenas III é verdadeira.

(Unimontes-MG / Adaptado) Se ABCD é um paralelogramo,
com AB > BC, AP é bissetriz, AD = 6 cm e PC = 2 cm,
0 seu perimetro é:

A) 24 cm.

B) 14 cm.

C) 32 cm.

D) 28 cm.

(UFJF-MG-2016) Sejam A, B, C e D os vértices de um
trapézio isosceles. Os angulos AeB ambos agudos sdo os
angulos da base desse trapézio, enquanto que os angulos
6 e 6 sao ambos obtusos e medem cada um, o dobro da
medida de cada angulo agudo desse trapézio. Sabe-se
ainda que a diagonal AC é perpendicular ao lado BC. Sendo
a medida do lado AB igual a 10 cm, o valor da medida do
perimetro do trapézio ABCD, em centimetros, é:

A) 21.

B) 22.

C) 23.

D) 24.

E) 25.

SECAO ENEM

(Enem) Diariamente, uma residéncia consome 20 160 Wh.
Essa residéncia possui 100 células solares retangulares
(dispositivos capazes de converter a luz solar em energia
elétrica) de dimensdes 6 cm x 8 cm. Cada uma das tais
células produz, ao longo do dia, 24 Wh por centimetro de
diagonal. O proprietario dessa residéncia quer produzir,
por dia, exatamente a mesma quantidade de energia que

sua casa consome.

Qual deve ser a acdo desse proprietario para que ele
atinja o seu objetivo?

7

A) Retirar 16 células.

B) Retirar 40 células.

<
=
=
<
)
51}
-
<
=

C) Acrescentar 5 células.

D) Acrescentar 20 células.

E) Acrescentar 40 células.

(Enem) Para confeccionar, em madeira, um cesto de lixo
que compora o ambiente decorativo de uma sala de aula,
um marceneiro utilizara, para as faces laterais, retangulos
e trapézios isdsceles e, para o fundo, um quadrilatero,
com os lados de mesma medida e angulos retos. Qual
das figuras representa o formato de um cesto que possui
as caracteristicas estabelecidas?

. y 4
AV
B)
Ay
o)
y 4
D)
A
E)

47
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03.

04.

05.

(Enem) O jornal de certa cidade publicou em uma
pagina inteira a seguinte divulgacdo de seu caderno

de classificados.

96%
Pessoas que consultam
nossos classificados

400 mm

e 260 mm —
Para que a propaganda seja fidedigna a porcentagem
da area que aparece na divulgagcdo, a medida do
lado do retangulo que representa os 4%, deve ser de
aproximadamente:

A) 1 mm.
B) 10 mm.

C) 17 mm.
D) 160 mm.

E) 167 mm.

(Enem) A loja Telas & Molduras cobra 20 reais por metro
quadrado de tela, 15 reais por metro linear de moldura,
mais uma taxa fixa de entrega de 10 reais.

Uma artista plastica precisa encomendar telas e molduras
a essa loja, suficientes para 8 quadros retangulares
(25 cm x 50 cm). Em seguida, faz uma segunda
encomenda, mas agora para 8 quadros retangulares
(50 cm x 100 cm). O valor da segunda encomenda sera:

A) o dobro do valor da primeira encomenda, porque a
altura e a largura dos quadros dobraram.

B) maior do que o valor da primeira encomenda, mas
ndo o dobro.

C) a metade do valor da primeira encomenda, porque a
altura e a largura dos quadros dobraram.

D) menor do que o valor da primeira encomenda, mas
ndo a metade.

E) igual ao valor da primeira encomenda, porque o custo
de entrega serd o mesmo.

(Enem) Um marceneiro deseja construir uma escada
trapezoidal com 5 degraus, de forma que o mais baixo
e 0 mais alto tenham larguras respectivamente iguais a
60 cm e a 30 cm, conforme a figura.

Colecao 6V

GABARITO

30—~

Os degraus serdo obtidos cortando-se uma peca linear
de madeira cujo comprimento minimo, em cm, deve ser:

A) 144.
B) 180.
C) 210.
D) 225.
E) 240.

Meu aproveitamento /\/\;'

Aprendizagem  Acertei Errei
01. A
O 02.C
O 03.cC
O 04.8B
O o05.B
O 06. AC=18
BD = 46
07. 50°, 65°, 65°
08. A
PFOPOStOS Acertei Errei
O o01. A O 06. A
O 02.E O 07.8B
O 03.D O o08.C
O 04.cC O 09. D
O 05. E O 10. E
Sec;éo Enem Acertei Errei
O 01. A O 04.B
O o02.¢C O 05.D
O 03.D
7Total dos meus acertos: de . %




MATEMATICA

Poligonos
POLIGONO ﬁgl

Um poligono é uma figura geométrica plana formada por
segmentos de reta (ndo colineares dois a dois), tais que cada
extremidade de qualquer um deles é comum a apenas um outro.

A seguir, temos um poligono com seis lados (hexagono)
e seus principais elementos:

C Vértice

Angulo
externo

Atabela a seguir mostra os nomes que recebem os poligonos,
conforme o seu nimero n de lados (ou de vértices).

N©° de lados -
(N° de vértices) Nome do poligono

3 Tridangulo
Quadrilatero

5 Pentagono
6 Hexagono
7 Heptagono
8 Octdgono
9 Eneagono
10 Decagono
11 Undecagono
12 Dodecagono
15 Pentadecagono
20 Icosagono

Aos demais poligonos, ndo daremos nomes especiais,
referindo-nos a eles explicitando o seu nimero de lados.

Poligono convexo

Observe que a reta r, que contém o lado AB do hexagono
a seguir, isola, em um mesmo semiplano, todos os demais
lados do hexagono.

FRENTE = MODULO

B 07

0O mesmo acontece com as retas que contém qualquer um dos
outros lados. Por isso, dizemos que esse hexagono é convexo.

Um poligono é convexo se, e somente se, as retas que
contém qualquer um de seus lados deixam todos os demais
lados contidos em um mesmo semiplano.

Observando o poligono ABCDEFG, constatamos que
ele ndo é convexo, pois a reta r, que contém o lado AB,
ndo deixa os demais lados contidos em um mesmo semiplano.
O poligono que ndo é convexo é denominado poligono céncavo.

Cc D

Poligono regular

Um poligono convexo que possui todos os lados congruentes
entre si (equilatero) e todos os angulos internos congruentes
entre si (equiangulo) é chamado de poligono regular.

Triangulo regular
(triangulo equilatero)

Hexagono regular

Quadrilatero regular
(quadrado)

DIAGONAIS E SOMA DOS I@@|
ANGULOS INTERNOS E EXTERNOS

Se um poligono tem n lados, n > 3, entdo
n(n-3) d="nm-3)

diagonais. >

ele possui

A soma das medidas dos angulos internos
de um poligono convexo de n lados é
(n - 2)180°.

S, = (n - 2)180°

A soma das medidas dos angulos externos

= o
de um poligono convexo é 360°. S, = 360
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Cl RCU N FE REN ClAS b Raio R da circunferéncia circunscrita:
CIRCUN§CRITA E INSCRITAT c
EM POLIGONOS REGULARES

Todo poligono regular admite a circunferéncia circunscrita
(aquela que passa por todos os vértices do poligono) e a
circunferéncia inscrita (aquela que tangencia todos os lados
do poligono). Essas duas circunferéncias tém o mesmo
centro O, chamado também de centro do poligono regular.

Vamos estudar o calculo das medidas dos raios
das circunferéncias circunscrita e inscrita em alguns
poligonos regulares. Ao raio da circunferéncia inscrita em
um poligono regular, damos o nome de apotema.

Quadrado

A medida da diagonal de um quadrado de lado ¢ é ¢/?2.
Portanto, temos:

Hexagono regular

Os vértices de um hexagono regular dividem a circunferéncia

circunscrita em seis arcos congruentes; logo, cada um desses
o R arcos mede 60°. Assim, o angulo central correspondente a
0 cada um desses arcos também mede 60°.
R
{
. . o . w2
Raio R da circunferéncia circunscrita: R = -
F Y
[ Yo /

7
\ / ComoAO=0Be AGB = 60°, temos que OﬁB = O@A =60°¢,

portanto, o tridangulo AOB é equilatero. Sendo ¢ a medida

Raio r da circunferéncia inscrita (apétema): | r = L do lado desse hexagono, concluimos que o raio R da
2 circunferéncia circunscrita é:
Triangulo equilatero R=/
A medida da altura h de um tridngulo equilatero de lado ¢ Vamos analisar o caso em que a circunferéncia esta inscrita
g\/‘ em um hexagono regular.

. 3 a L ~
é T. Como, no triangulo equilatero, as alturas estao

contidas nas mediatrizes e coincidem com as bissetrizes
e com as medianas, temos que o ponto comum as alturas
é circuncentro (centro da circunferéncia circunscrita),
é, também, incentro (centro da circunferéncia inscrita) e,
também, baricentro (divide cada mediana na razdo 2 para 1).

Como r é a medida da altura de um tridangulo equilatero de
lado ¢, entdo o raio r da circunferéncia inscrita (apétema) mede:

5 0 Colecao 6V



ANGULOS EM POLIGONOS 1
REGULARES

Angulo céntrico

Todos os angulos céntricos de um poligono regular
sdo congruentes. Entdo, a medida de cada um deles é dada por:

360°
n

ac=

Angulo interno

Como o poligono regular possui os n angulos congruentes,
a medida de cada um deles é dada por:

a =

S, _(n-2)180°
n n

Angulo externo

Como todos os angulos externos sdo congruentes,
a medida de cada um dos n angulos externos é dada por:

_ 360°
n

e

a—se
n

EXERCICIO RESOLVIDO

01. (UNITAU-SP) O poligono regular convexo em que o

numero de lados é igual ao niumero de diagonais é o:
A) dodecagono.

B) pentagono.

C) decagono.

D) hexagono.

E) heptagono.

Resolucdo:

Admitindo que n seja o nimero de lados de um poligono
e d o niumero de diagonais, temos:

nonn-3)
2

n=d 2n=n*-3n n*-5n=0

n(n-5)=0 DA (ndo convém)
n=>5

Logo, o valor de n é 5, sendo o poligono regular um

pentagono.

R, poligonos

EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

01. (UTFPR-2016) O valor de x no pentédgono a seguir é igual a

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

A) 25°, C) 250°. E) 1 000°.
B) 40°. D) 540°.
91{%1; (UECE) Se, em um poligono convexo, o nimero de lados
n é um tergo do nimero de diagonais, entdo o valor de
n é:
A) 9. B) 11. C) 13. D) 15.
(K)J%(. (Cesgranrio) Se um poligono convexo de n lados tem
54 diagonais, entdo n é:
A) 8. C) 10. E) 12.
B) 9. D) 11.
04. (IFCE-2016) Um hexagono convexo possui trés angulos
internos retos e outros trés que medem y graus cada.
O valor dey é:
A) 135. C) 120. E) 30.
B) 150. D) 60.
?F?QI (IFSP-2016) Ana estava participando de uma gincana na

escola em que estuda e uma das questdes que ela tinha
de responder era “quanto vale a soma das medidas dos
angulos internos do poligono regular da figura?”

Para responder a essa pergunta, ela lembrou que seu
professor ensinou que a soma das medidas dos angulos
internos de um triangulo é igual a 180°, e que todo
poligono pode ser decomposto em um ndmero minimo de
triangulos. Sendo assim, Ana respondeu corretamente a
pergunta dizendo:

A) 720°.
B) 900°.

C) 540°.
D) 1 080°.

E) 630°.

Bernoulli Sistema de Ensino 5 1
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06

AZFW

92

07.
JLV2

08.
QN19

(UTFPR-2015) Os angulos externos de um poligono regular
medem 15°. O nimero de diagonais desse poligono é:

A) 56.
B) 24.
C) 252.
D) 128.
E) 168.

(IFSul-2015) Sabe-se que a medida de cada angulo
interno de um poligono regular é 144°, entdo qual é o
numero de diagonais de tal poligono?

A) 10
B) 14
C) 35
D) 72

(IFCE) Um rob0, caminhando em linha reta, parte de
um ponto A em diregao a um ponto B, que distam entre
si cinco metros. Ao chegar ao ponto B, gira novamente
60° a esquerda e caminha mais cinco metros, repetindo
0 movimento e o giro até retornar ao ponto de origem.
O percurso do rob6 formara um poligono regular de

A) 10 lados.
B) 9 lados.
C) 8 lados.
D) 7 lados.
E) 6 lados.

EXERCICIOS

PROPOSTOS

01.

RESOLUGGES NO
@ Bernoulli Play

(IFPE-2015) O tangram é um quebra-cabeca formado
por sete pegas, como mostra a figura a seguir.

1. tridngulo reténgulo e isdsceles médio.
2. paralelogramo.

3 e 5. triangulos retangulos e isdsceles pequenos
(congruentes).

4. quadrado.

6 e 7. triangulos retangulos e is6sceles grandes
(congruentes).

Somando os angulos internos de todas as sete pecas do
tangram, teremos o seguinte resultado:

A) 1 6200. D) 720°.
B) 1 530°. E) 360°.
C) 980°.

Colecao 6V

02.

03

862T

04.
FOF7

05.

(IFAL-2016) Um pai possui um terreno no formato de um
hexagono regular com lado 12 m. Ele pretende construir
um muro dividindo o terreno em dois trapézios de mesma
area, um com frente para uma rua e outro para a outra,
que serdo dados para seus dois filhos. Qual o comprimento
do muro?
A) 12 m.
B) 18 m.
C) 24 m.
D) 30 m.

E) 36 m.
(PUC-RS) Para uma engrenagem mecanica, deseja-se fazer

uma peca de formato hexagonal regular. A distancia entre
os lados paralelos é de 1 cm, conforme a figura a seguir.

O lado desse hexagono mede cm.

A)

B)

t wlgn ™I

®)

D)

m‘ﬁ

E) 1

(Unimontes-MG) Na figura a seguir, temos um pentagono
regular ABCDE. Se as retas DC e A}f sdo paralelas, podemos
afirmar que a medida do éngulo BAF vale

A F

A) 32°.
B) 72°.
C) 36°.
D) 54°.
(UFU-MG) Num quadrilatero ABCD, o angulo Ceé igual a

1
3 do angulo @, o angulo A mede o quintuplo do angulo

A n A i AN
C, e 0 angulo D vale 45°. Pode-se dizer que A - B vale:

A) 500. D) 80°.
B) 60°. E) 90°.
c) 70°.



06.

07.
w370

08.

(FGV) Na figura, ABCDEF é um hexagono regular de lado
1 dm, e Q é o centro da circunferéncia inscrita a ele.
O perimetro do poligono AQCEF, em dm, é igual a:

B C
A Q D
F E
A) 4+\/§
B) 4+\/§
C) 6
D) 4+\/§

E) 2(2 o \/E)

(UFRGS-RS-2016) Um desenhista foi interrompido
durante a realizagdo de um trabalho, e seu desenho ficou
como na figura a seguir.

Se o desenho estivesse completo, ele seria um
poligono regular composto por triangulos equilateros ndo
sobrepostos, com dois de seus vértices sobre um circulo,
e formando um angulo de 40°, como indicado na figura.

Quando a figura estiver completa, o nimero de tridngulos
equilateros com dois de seus vértices sobre o circulo é:

A) 10.
B) 12.
C) 14.
D) 16.
E) 18.

(UECE-2016) Se a partir de cada um dos vértices de um
poligono convexo com n lados podemos tracar tantas
diagonais quantas sdo a totalidade das diagonais de um
hexagono convexo, entdo, o valor de n é:

A) o.
B) 10.
C) 11.
D) 12.

10.
PK2P

11

XGWV

Poligonos

(ESPM-SP) Os pontos A, B, C e D sdo vértices consecutivos
de um poligono regular com 20 diagonais, cujo lado mede 1.
O comprimento do segmento AD é igual a:

A) 2
B) 1+42
) 242-1
D) 242+1
E) 22

(CEFET-MG-2018) Considere um hexagono regular ABCDEF.
A partir dos pontos médios dos lados traca-se um novo
hexagono A'B'C'D’E'F..

A A' B

A medida do angulo BA'B’, em graus, é
A) 20.
B) 30.
C) 40.
D) 60.

(UEG-G0O-2018) A melhor maneira de alocarmos pontos
igualmente espacados em um circulo é escrevé-los nos
vértices de poligonos regulares, conforme a figura a seguir
exemplifica com 6 pontos.

Para alocarmos 36 pontos igualmente espagados em um
circulo de raio 1, a distancia minima entre eles deve ser
aproximadamente

Use sen(5°) = 0,08
A) 0,12.
B) 0,11.
C) 0,16.
D) 0,14.
E) 0,19.
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12,

13.
RSV6

14.
NME7

94

(UECE-2018) No quadrildtero XYZW, as medidas dos
angulos internos Z e W sdo respectivamente 128 graus
e 76 graus. Se as bissetrizes dos angulos internos X e
Y cortam-se no ponto O, pode-se afirmar corretamente
que a medida do angulo X0y é igual a

A) 156 graus.
B) 78 graus.
C) 204 graus.
D) 102 graus.

(Insper-SP) Um poligono regular possui n lados, sendo
n um numero par maior ou igual a 4. Uma pessoa uniu
dois vértices desse poligono por meio de um segmento
de reta, dividindo-o em dois poligonos convexos P, e P,,
congruentes entre si. O numero de lados do poligono P,
é igual a:

n
—+2 —-1
A) > D)
n n
—+1 =2
B) 2+ E) >
)
Q) >

(UFF-RJ) No estudo da distribuigdo de torres em uma rede
de telefonia celular, € comum se encontrar um modelo
no qual as torres de transmissdo estdo localizadas nos
centros de hexagonos regulares, congruentes, justapostos
e inscritos em circulos, como na figura a seguir.

Supondo que, nessa figura, o raio de cada circulo seja
igual a 1 km, é correto afirmar que a distancia d; 4 (entre
as torres 3 e 8), a distancia d3’5 (entreastorres3e5)ea
distancia d,s(entre as torres 5 e 8) sdo, respectivamente,
em km, iguais a:

A) d,, =243, d,, -3, d, -3+2V3
B) d,-4 d, -3, d -5

o d
D) d,, =23, d,, -3, d,, =21

E) d

Colecao 6V
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SECAO ENEM

01.
UKV

(UFRGS-RS) Um hexagono regular tem lado de
comprimento 1. A soma dos quadrados de todas as suas
diagonais é:

A) 6.

B) 12.

C) 18.

D) 24.

E) 30.

(UECE) Sejam P e Q poligonos regulares. Se P é um
hexagono e se o nimero de diagonais do Q, partindo de
um vértice, é igual ao numero total de diagonais de P,
entdo a medida de cada um dos angulos internos de Q é

A) 144 graus.
B) 150 graus.
C) 156 graus.
D) 162 graus.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(Enem-2017) A manchete demonstra que o transporte
de grandes cargas representa cada vez mais preocupagao

quando feito em vias urbanas.

Caminhao entala em viaduto no Centro

Um caminhdo de grande porte entalou embaixo do
viaduto no cruzamento das avenidas Borges de Medeiros
e Loureiro da Silva no sentido Centro-Bairro, préximo a
Ponte de Pedra, na capital. Esse veiculo vinha de S&o
Paulo para Porto Alegre e transportava trés grandes tubos,
conforme ilustrado na foto.

Disponivel em: <www.caminhoes-e-carretas.com>.
Acesso em: 21 maio 2012 (Adaptagdo).

Considere que o raio externo de cada cano da imagem
seja 0,60 m e que eles estejam em cima de uma carroceria
cuja parte superior estd a 1,30 m do solo. O desenho
representa a vista traseira do empilhamento dos canos.



-
AN

A margem de seguranga recomendada para que um
veiculo passe sob um viaduto é que a altura total do
veiculo com a carga seja, no minimo, 0,50 m menor do
que a altura do vao do viaduto.

Observacéo: Considere 1,7 como aproximag&o para /3.

Qual deveria ser a altura minima do viaduto, em metro,
para que esse caminhdo pudesse passar com seguranga
sob seu vao?

A) 2,82 D)4,02
B) 3,52 E) 4,20
C) 3,70

(Enem-2016) Um marceneiro esta construindo um
material didatico que corresponde ao encaixe de pegas
de madeira com 10 cm de altura e formas geométricas
variadas, num bloco de madeira em que cada pega se
posicione na perfuragao com seu formato correspondente,
conforme ilustra a figura. O bloco de madeira ja possui trés
perfuragdes prontas de bases distintas: uma quadrada (Q),
de lado 4 cm, uma retangular (R), com base 3 cm e altura
4 cm, e uma em forma de um triangulo equilatero (T),
de lado 6,8 cm. Falta realizar uma perfuragao de base
circular (C).

O marceneiro ndo quer que as outras pegas caibam
na perfuragdo circular e nem que a pega de base circular
caiba nas demais perfuragées e, para isso, escolherd o
didametro do circulo que atenda a tais condigGes. Procurou
em suas ferramentas uma serra copo (broca com formato
circular) para perfurar a base em madeira, encontrando
cinco exemplares, com diferentes medidas de diametros,
como segue: (I) 3,8 cm; (II) 4,7 cm; (III) 5,6 cm;
(IV) 7,2 cm e (V) 9,4 cm.

03.

Poligonos

Considere 1,4 e 1,7 como aproximacdes para v2 e /3,
respectivamente.

Para que seja atingido o seu objetivo, qual dos exemplares
de serra copo o marceneiro devera escolher?

A) I
B) II
C) III
D) IV
E) V

(Enem-2015) Para uma alimentagdo saudavel, recomenda-se
ingerir, em relagdo ao total de calorias diarias, 60% de
carboidratos, 10% de proteinas e 30% de gorduras.
Uma nutricionista, para melhorar a visualizagdo dessas
porcentagens, quer dispor esses dados em um poligono.
Ela pode fazer isso em um tridngulo equildtero, um losango,
um pentagono regular, um hexagono regular ou um
octdégono regular, desde que o poligono seja dividido em
regiGes cujas areas sejam proporcionais as porcentagens
mencionadas. Ela desenhou as seguintes figuras:

Carboidratos

Cafboidratos |2 Carboidratos

Entre esses poligonos, o Unico que satisfaz as condicdes
necessarias para representar a ingestdo correta de
diferentes tipos de alimentos é o:

A) tridngulo.
B) losango.
C) pentagono.
D) hexagono.

E) octdgono.

Bernoulli Sistema de Ensino 55

7

<
=
=
<
)
51}
-
<
=




Frente B Modulo 07

04. (Enem) Em exposicdes de artes plasticas, é usual que Propostos Acertei Errei
estatuas sejam expostas sobre plataformas giratorias.
Uma medida de seguranca é que a base da escultura

(@)
esteja integralmente apoiada sobre a plataforma. Para 01. A
que se providencie o equipamento adequado, no caso
de uma base quadrada que serd fixada sobre uma O o2.c
plataforma circular, o auxiliar técnico do evento deve
estimar a medida R do raio adequado para a plataforma O 03.8B
em termos da medida L do lado da base da estatua.
Qual relacdo entre R e L o auxiliar técnico devera O 04. C
apresentar de modo que a exigéncia de seguranga seja
cumprida? O o05.C
L
A) Rz —
2 O 06.B
B) R=2t O 07.E
T
L O 08.D
C) Rz—
N
O 09.B
L
D) R==
2
O 10.8B
E) R= L
22 O 11.c

GABARITO Meu aproveitamento//jl e

O 13.B
Aprendizagem  Acertei Errei O 14D
O 01.B O 15 E
O 02.A O 16. 8
O 03.E Segéo Enem Acertei Errei__
O 04.B O o1 D
O 05 B O 02.B
O o06.C O 03.C
O 07.C O 04. A
O 08 E /Totaldos meus acertos: de . %
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MATEMATICA

Circunferéencia

Sendo C um ponto de um plano a e r uma medida positiva,

chamamos circunferéncia de centro C e raio r o conjunto dos
pontos do plano a que distam de C a medida r.

e «—————— Ponto exterior
a circunferéncia
<—— Ponto pertencente
a circunferéncia
. Ponto interior
a circunferéncia

A unido de uma circunferéncia com o conjunto de seus

pontos interiores é chamada de circulo.

Circulo

Arcos e cordas

Dois pontos A e B de uma circunferéncia dividem-na em
duas partes chamadas arcos. O segmento de reta AB é
chamado de corda. Uma corda que passa pelo centro C da

circunferéncia é chamada de diametro.
A A
A
<::::::2 <::::J[> <::}:::>
B B
PERIMETRO DA :
CIRCUNFERENCIA =N

Todas as circunferéncias sdo semelhantes entre si.
Por isso, a razdo entre a medida C do comprimento
(perimetro) de uma circunferéncia e a medida 2r de seu
didmetro é constante, isto é:

— = constante
2r

FRENTE = MODULO

B 08

c , . . .
A constante o € simbolizada pela letra grega n (pi),

e sabemos, hoje, que essa constante € um numero irracional,

isto &, tem infinitas casas decimais e ndo é periddica:
n= 3,14159265...

C .
Da sentenga > = podemos concluir que:

C=2mr

Portanto, o perimetro de uma circunferéncia € igual ao
produto da medida do diametro por n.

POSICOES RELATIVAS ENTRE :
RETA E CIRCUNFERENCIA %I

Uma reta r e uma circunferéncia a, contidas em um mesmo
plano, admitem as seguintes posicdes relativas:

Exterior

r é exterior a A quando ndo ha ponto comum entre elas.

r

Secante

Uma secante a uma circunferéncia é uma reta que
intercepta a circunferéncia em dois pontos distintos.

A
r

Dizemos que a reta e a circunferéncia sdo secantes.
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Frente B Modulo 08

Propriedades da secante Uma interna a outra: quando todos os pontos de uma
delas sdo internos a outra.

S
A d<|r-r]

i) Seumaretas, secante a uma circunferéncia x (C, r),
intercepta A em dois pontos distintos A e B e se

Secantes: quando tém exatamente dois pontos distintos

- - em comum.
M é o ponto médio da corda AB, entdo a reta CM

é perpendicular a secante s (ou perpendicular P
a corda AB).

ii) Seuma retas, secante a uma circunferéncia x (C, r),
intercepta A em dois pontos distintos A e B, entdo N .
a reta perpendicular a s, conduzida pelo centro C, t Q 2
passa pelo ponto médio da corda AB. Ir-rl<d<r+r,

Tangentes: quando tém um Unico ponto em comum.

Tangente
Uma tangente a uma circunferéncia é uma reta que -
intercepta a circunferéncia num unico ponto, denominado T
ponto de tangéncia.
t
;\‘1 }\‘2 ;\‘2
T d=r+r, d=|r, -1,
Em duas circunferéncias tangentes, os centros C, e C, e
o ponto de tangéncia T sdo colineares.
A Coincidentes: quando possuem todos os seus pontos

Propriedade da tangente em comum.

Toda reta é perpendicular a um raio na extremidade da d=0
circunferéncia se, e somente se, for tangente a circunferéncia. r=r

: t A=,
@ QUADRILATEROS
h CIRCUNSCRITIVEIS E 1( :

POSICOES RELATIVAS ENTREI@ INSCRITIVEIS "
DUAS CIRCUNFERENCIAS c Segmentos tangentes

Duas circunferéncias 1, e I,, de centros C, e C, e de raios Se de um ponto P conduzim mentos PA e PB
r, e r,, contidas em um mesmo plano, admitem as posicdes € de um ponto F conduzimos os segmentos e rb,

relativas a seguir: ambos tangentes a uma circunferéncia, com A e B na

Externas: quando todos os pontos de qualquer uma delas circunferéncia, entdo PA = PB.
sdo externos a outra.

d A

p
}\’1 }\'2
d>r+r,
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Quadrilatero circunscrito

Um quadrilatero convexo é circunscrito a uma circunferéncia
se, e somente se, seus quatro lados sdo tangentes a
circunferéncia.

A,

A soma de dois lados opostos € igual a soma dos
outros dois.
Quadrilatero inscrito

Um quadrilatero convexo é inscritivel se, e somente se,
tem os vértices numa circunferéncia.

Os angulos opostos sdo suplementares.

ANGULOS NA :
CIRCUNFERENCIA G

Angulo central de uma circunferéncia

Todo angulo cujo vértice é o centro de uma circunferéncia
é chamado de angulo central dessa circunferéncia.

A

o = Angulo central

. AB = Arco determinado
pelo &ngulo central

Define-se a medida, em graus, de um arco de circunferéncia
como a medida do angulo central que o determina.

Circunferéncia

Exemplo:

() m(ACB) = m(AB) = 60°

B
Angulo inscrito em uma
circunferéncia
Todo angulo cujo vértice pertence a uma circunferéncia e
os lados sdo secantes a ela é chamado de angulo inscrito

dessa circunferéncia.

o. = Angulo inscrito

<
2
=
<L
=
L
-
<
=

AB = Arco determinado
pelo angulo inscrito

A medida do angulo inscrito é metade da medida
do angulo central correspondente.

Demonstragao:

Tracando o angulo central b e o didmetro VD passando
por C, temos:

’A A
v/ .) . v

B B
Observe que os tridngulos CVA e CVB sdo isosceles,
A VAN VAN VA
portanto CVA = CAV e CVB = CBW.
ACD é angulo externo ao triangulo CVA, assim:

ACD = cA + cAv = 2.c0A = c0a = %

AN
BCD ¢é angulo externo ao triangulo CVB, assim:

BCD = B + cBv = 2.c0B = CVB—BCTD
a—CVA+CVB—%+BCTD:

% (ACD + BCD) -

N |
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Angulo de segmento

Todo angulo cujo vértice pertence a uma circunferéncia,
com um lado tangente e o outro secante a circunferéncia,

é chamado de angulo de segmento.

Um angulo de segmento e um angulo central que
determinam o mesmo arco sdo chamados de angulos
correspondentes dessa circunferéncia.

A medida do angulo de segmento é metade da medida do
angulo central correspondente.

Demonstragao:

O angulo clA ¢ complementar de AUB.

Logo, m(COA) =90° - a.

Se o tridngulo CVA é isdsceles, pois CV = CA, entdo
COA = cﬁv = 90° - a. Assim, pela soma dos angulos internos

do A CVA:

8+ 90°-a+90°-a=180°=2a=0p=

N [

Angulo excéntrico

Interior

Se o vértice de um angulo € interior a circunferéncia e ndo
coincide com o seu centro, esse angulo é chamado angulo

excéntrico interior.

6 0 Colecao 6V

A medida de um angulo excéntrico interior é igual a
semissoma das medidas dos arcos interceptados por ele
e por seu oposto pelo vértice.

R

Exterior

Se o vértice de um angulo é exterior a circunferéncia e seus
lados sdo secantes a ela, esse angulo é chamado angulo
excéntrico exterior.

A medida de um angulo excéntrico exterior é igual
a semidiferenca das medidas dos arcos que ele
intercepta.

RELACOES METRICAS NA I%
CIRCUNFERENCIA :
Ponto interior a circunferéncia

Se, em uma circunferéncia, duas cordas AB e CD
concorrem em um ponto P, entdo:

PA.PB = PC.PD

e
"

B

&
<



Demonstracgao:

Observe que os triangulos APC e DPB s3o semelhantes, pelo

caso AA (PKC e PSB sdo angulos inscritos que determinam o
mesmo arco, e AI/D\C e DSB sdo opostos pelo vértice). Assim,
temos a proporgao:

PA _PC . pa.PB = PC.PD
PD  PB

Ponto exterior a circunferéncia

i) Seduasretas secantes AB e CD, concorrentesem P,
interceptam uma circunferéncia em A, B, C e D,
conforme a figura a seguir, entdo:

PA.PB = PC.PD

Demonstracao:

Observe que os triangulos PAD e PCB sdo semelhantes,
pelo caso AA (A/ISC é angulo comum aos dois triangulos,
e P/B\C e P6A sdo angulos inscritos que determinam o
mesmo arco). Assim, temos a proporgao:

PA _PD
PC PB

~ PA.PB = PC.PD

. — —

if) Se uma reta secante AB e uma tangente PT,
concorrentes em P, interceptam uma circunferéncia
em A, B e T, conforme a figura a seguir, entdo:

(PT)? = PA.PB

T T

Demonstracao:

Observe que os tridangulos PAT e PTB sdo triangulos
semelhantes, pelo caso AA (A/IST € um angulo comum aos
dois triangulos; Pﬁ'l’, inscrito na circunferéncia, e P/'I\'A, angulo
de segmento, determinam o mesmo arco). Assim, temos a
proporgao:

PT _PB

— = — - (PT)> = PA.PB
PA PT

i Gircunerencia

EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

01. (IFAL-2016) Pedro, passeando de bicicleta pela bela orla
de Maceid percorreu 900nm. Se o didmetro da roda de sua
bicicleta tem 60 cm, entdo o nimero de voltas realizadas

RESOLUGGES NO
Bernoulli Play

pela roda é:
A) 15. C) 1 500. E) 50.
B) 500. D) 5 000.

02. (UFTM-MG) O maior relégio de torre de toda a Europa é
CVWY ¢ da Igreja St. Peter, na cidade de Zurique, Suiga, que foi
construido durante uma reforma do local, em 1970.
O ESTADO DE S. PAULO (Adaptagdo).
O mostrador desse reldgio tem formato circular, e o seu
ponteiro dos minutos mede 4,35 m. Considerandon = 3,1,
a distancia que a extremidade desse ponteiro percorre
durante 20 minutos é, aproximadamente,
A) 10 m. C) 8 m.
B) 9 m. D) 7 m.

E) 6 m.

03. (FUVEST-SP) O raio da circunferéncia da figura é 2,5 cm.
AT = 6 cm (T é o ponto de tangéncia). Entdo, AB = x
vale, em centimetros:

A B
5o,
.
A) 2. B) 9. C)3.  D)35 E 4

04. (Cesgranrio) Na figura a seguir, AB = 8 cm, BC = 10 cm,
90LA  AD =4 cmeo ponto O é o centro da circunferéncia.
O perimetro do triangulo AOC mede, em cm:

=

A) 36. B) 45. C) 48. D) 50. E) 54.

05. (IFCE-2016) Em uma engrenagem, uma roda tem 90 cm
SA0U g comprimento e da 600 voltas, enquanto outra, menor,
da 1 800 voltas. O raio da roda menor, em centimetros, é:

A 12 o 5 E) n
# 2=
15 3=

B 2 D) >

) - ) >

06. (IFSC-SC-2016) Considere a seguinte situagdo: Durante a
Oktoberfest, em Blumenau-SC, um conjunto de bicicletas
com rodas de didametro 26 polegadas percorreu 855,6 m
em linha reta, durante o desfile na Rua XV de Novembro.
Sabendo-se que 1 polegada equivalea 2,5cmequen= 3,1,
é correto afirmar que, durante o desfile, a roda realizou
A) 600 voltas. D) mais de 1 200 voltas.
B) 800 voltas. E) entre 400 e 500 voltas.
C) menos de 400 voltas.
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Médulo 08

07.
ceIz

08.
3D1C

(Macken2|e SP) Na ﬂgura a seguir, sabe-se que CAD 20°
CED = 70°. Entdo, AMB é igual a:

A) 50°.
B) 45°.
C) 60°.
D) 22°30-.
E) 30°.

(UFRRJ) Um arquiteto vai construir um obelisco de base
circular. Serdo elevadas sobre essa base duas hastes
triangulares, conforme figura a seguir, em que o ponto O
é/s) centro do circulo de raio 2 m e os angulos BOC e
OBC sao iguais.

O comprimento do segmento AB é:

C) 3m.
D) 2V5m.

E) 2\/§m.

A) 2 m.

B) 3 m.

EXERCICIOS
PROPOSTOS

01.

APA2

02.

RESOLucéssug
® Bernoulli Play

(UFRGS-RS) Um disco de raio 1 gira ao longo de uma
reta coordenada na diregdo positiva, como representado
na figura a seguir.

-

7 8

Considerando-se que o ponto P estd inicialmente na
origem, a coordenada de P, apds 10 voltas completas,
estara entre

A) 60 e 62.
B) 62 e 64.

C) 64 e 66.
D) 66 e 68.

E) 68 e 70.

(FGV-2017) Suponha que fosse possivel dar uma volta
completa em torno da linha do Equador caminhando e
que essa linha fosse uma circunferéncia perfeita na esfera
terrestre. Nesse caso, se uma pessoa de 2 m de altura
desse uma volta completa na Terra pela linha do Equador,
o topo de sua cabega, ao completar a viagem, teria
percorrido uma distancia maior que a sola dos seus pés
em, aproximadamente,

A) 63 cm. C) 6,3 km.
B) 12,6 m. D) 12,6 km.

E) 63 km.

62 Colecao 6V

03.

04.
IHDG

05.

06.
EQEB

07.
M7YB

(UTFPR-2016) Duas cordas cortam-se no interior de um
circulo. Os segmentos da primeira sdo expressos por 6x e
2x + 2 e os da segunda por 2x e 8x — 2. Com isso podemos
determinar que o comprimento da maior corda vale:

A) 24. C) 32. E) 38.

B) 30. D) 34.

(IFSP) Na figura, a reta t é tangente, no ponto P, ao circulo
de centro O. A medida do arco AB é 100° e a do arco écTD
€ 194°, O valor de x, em graus, é:

=] t A) 53.
A B) 57.
5 C C) 61.
D) 64.

B
E) 66.

(CEFET-RJ-2016) Na figura a seguir temos uma
circunferéncia com centro em O. Os pontos P, Q e R
sdo pontos sobre a circunferéncia, sendo PQ um lado de
um hexagono regular inscrito nessa circunferéncia. Uma
formiga estava sobre o ponto P e se deslocou sobre a
circunferéncia no sentido horario, até o ponto Q, passando
pelo ponto R uma Unica vez. Calcule a disténcia percorrida
pela formiga, sabendo que PQ = 3 cm.

Observagdo: A relagdo entre o comprimento da
circunferéncia “C” com seu raio “r” é dado por: C = 2.

>
R
Q

(UFES) Na figura, A, B, C e D sdao pontos d/t\e uma
circunferéncia, a corda CD é bissetriz do angulo ACB e as
cordas AB e AC tém o mesmo comprlmento Se o angulo
BAD mede 40°, a medida « do angulo BAC é:

A) 6ncm.
B) 5ncm.
C) 3ncm.

D) 2ncm.

A A) 10°.

@f‘ B) 15°.
D

C) 20°.

N

2 E E) 30°.

(FGV) Na figura, AB e AE sdo tangentes a
circunferéncia nos pontos B e E, respectivamente,
e BAE = 60°.

(v
)
m



08.
NT95

09.
6624

10.
SORI

e e ——

11

Se os arcos BPC,CQD eDRE tém medidas iguais, a 3LLF
medida do &ngulo BEC, indicada na figura por a, & igual a
A) 20°. C) 45°. E) 80°.
B) 40°. D) 60°.
(UFRGS-RS-2016) Considere o setor circular de raio 6 e
angulo central 60° da figura a seguir.
S
P! R
' 6 o .2
-60°°Q
[ 3
© 12.
Se P e Q sdo pontos médios, respectivamente, de OS e
OR, entdo o perimetro da regido sombreada é:
A) n+ 6 D) n+ 12
B) 2n+ 6 E) 3n+ 12
C) 3n+ 6
(CEFET-MG-2016) Na figura a seguir, o pentagono
regular esta inscrito numa circunferéncia de centro O e
as semirretas PA e PB s&o tangentes a circunferéncia nos
pontos A e B, respectivamente.
D
E C
Av— B 13.
B9VH

p

A medida do angulo APB, em graus, € igual a:
A) 36. C) 108.
B) 72. D) 154.

(UEL-PR) Uma pista de corrida de 400 m é constituida por
trechos retos e semicirculares, conforme a figura a seguir:

01.
sc3s

Suponha que dois atletas, nas curvas, sempre se
mantenham na parte mais interna de suas raias, de modo
a percorrerem a menor distdncia nas curvas, e que a
distancia medida a partir da parte interna da raia 1 até
a parte interna da raia 8 seja de 8 m.

Para que ambos percorram 400 m, quantos metros o
atleta da raia mais externa deve partir a frente do atleta
da raia mais interna?
Dado: n = 3,14

A) 10,00 m.

B) 25,12 m.

C) 32,46 m.
D) 50,24 m.

E) 100,48 m.

SECAO ENEM

Circunferéncia

(EPCAR-MG-2017) Na figura, E e F sdo, respectivamente,
pontos de tangéncia das retas r e s com a circunferéncia
de centro O e raio R. D é ponto de tangéncia de BC com
a mesma circunferéncia e AE = 20 cm.

O perimetro do tridngulo ABC (hachurado), em
centimetros, é igual a:

A) 20. B) 10. C) 40. D) 15.

(CEFET-R]) Na figura a seguir, O é o centro de uma
circunferéncia que tangencia a semirreta BA no ponto A e
tangencia o segmento BE no ponto C. Sabendo ainda que BA
€ paralela a reta OF, que o segmento EF é perpendicular a OF
e que o menor arco da circunferéncia com extremidades em
A e C mede 60°, podemos afirmar que o &ngulo DEF mede

E

A) 20°.

B) 30°.

C) 50°. D) 60°.

(ITA-SP) Num trapézio retdngulo circunscritivel, a soma dos
dois lados paralelos é igual a 18 cm e a diferenga dos dois
outros lados é igual a 2 cm. Se r é o raio da circunferéncia
inscrita e @ € o comprimento do menor lado do trapézio,
entdo a soma a + r (em cm) é igual a:
A) 12. C) 10.

B) 11. D) 9.

E) 8.

RESOLUCOES NO

@ Bernoulli Play
(Enem-2017) Pivo central é um sistema de irrigagdo muito
usado na agricultura, em que uma area circular é projetada
para receber uma estrutura suspensa. No centro dessa area,
ha uma tubulagdo vertical que transmite agua através de um
cano horizontal longo, apoiado em torres de sustentagdo,
as quais giram, sobre rodas, em torno do centro do pivo,
também chamado de base, conforme mostram as figuras.
Cada torre move-se com velocidade constante.

63
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02.

03.

04.

Um pivd de trés torres (T,, T, e T;) sera instalado em
uma fazenda, sendo que as distancias entre torres
consecutivas bem como da base a torre T, sdo iguais a
50 m. O fazendeiro pretende ajustar as velocidades das
torres, de tal forma que o pivé efetue uma volta completa
em 25 horas. Use 3 como aproximagao para m.

Para atingir seu objetivo, as velocidades das torres T,, T,
e T, devem ser, em metro por hora, de

A) 12,24 e 36. D) 300, 1 200 e 2 700.
B) 6,12 e 18. E) 600, 2 400 e 5 400.
C) 2,4e6.

(Enem) Uma empresa que organiza eventos de formatura
confecciona canudos de diplomas a partir de folhas de
papel quadradas. Para que todos os canudos fiquem
idénticos, cada folha é enrolada em torno de um cilindro
de madeira de didmetro d em centimetros, sem folga,
dando-se 5 voltas completas em torno de tal cilindro. Ao
final, amarra-se um corddo no meio do diploma, bem
ajustado, para que nao ocorra o desenrolamento, como
ilustrado na figura.

Em seguida, retira-se o cilindro de madeira do meio do papel
enrolado, finalizando-se a confecgdo do diploma. Considere
que a espessura da folha de papel original seja desprezivel.
Qual é a medida, em centimetros, do lado da folha de papel
usado na confecgao do diploma?

A) d B) 2rd C) 4 D) 5md E) 10rd
(Enem) Durante seu treinamento, um atleta percorre
metade de uma pista circular de raio R, conforme figura
a seguir. A sua largada foi dada na posicdo representada
pela letra L, a chegada esta representada pela letra C
e a letra A representa o atleta. O segmento LC é um
didametro da circunferéncia e o centro da circunferéncia
estd representado pela letra F.

L4 4 4
L R F R C
Sabemos que, em qualquer posigao que o atleta esteja na

pista, os segmentos LA e AC sdo perpendiculares. Seja o
o angulo que o segmento AF faz com segmento FC.

Quantos graus medira o angulo e quando o segmento AC
medir R durante a corrida?

A) 15°. B) 30°. C) 60°. D) 90°. E) 120°.
(Enem) Uma metallrgica recebeu uma encomenda para
fabricar, em grande quantidade, uma pega com o formato
de um prisma reto com base triangular, cujas dimensées
da base sdo 6 cm, 8 cm e 10 cm e cuja altura é 10 cm.
Tal peca deve ser vazada de tal maneira que a perfuragao
na forma de um cilindro circular reto seja tangente as

suas faces laterais, conforme mostra a figura.

05.

O O O O O

6 cm«

O raio da perfuragdo da peca € igual a
A) 1cm. C) 3cm.
B) 2 cm. D) 4 cm.

E) 5cm.

(Enem) Uma fabrica de tubos acondiciona tubos cilindricos
menores dentro de outros tubos cilindricos. A figura
mostra uma situagdo em que quatro tubos cilindricos
estdo acondicionados perfeitamente em um tubo com
raio maior.

Suponha que vocé seja o operador da maquina que
produzira os tubos maiores em que serdo colocados, sem
ajustes ou folgas, quatro tubos cilindricos internos. Se o
raio da base de cada um dos cilindros menores for igual
a 6 cm, a maquina por vocé operada devera ser ajustada
para produzir tubos maiores, com raio da base igual a:

A) 12 cm. C) 2442 cm. E) 12(1+/2)cm.
B) 12/2 cm. D) 6(1 + /2) cm.
Meu aproveitamento /sM
Acertei Errei
01. C O 03.E O 05.B O 07.E
02. B O 04. E O 06. E O 08.E
Acertei Errei
01. B O 06.C O 11.C
02. B O 07.B O 12.B
03. E O 08.C O 13.C
04. D O 09.C
05. B O 10.D
Acertei Errei
01. A 03. C O 05.D
02. D 04. B

/Totaldos meus acertos: de . %



MATEMATICA

Médias

MEDIA ARITMETICA I%.

A média aritmética dos nimeros reais X,, X,, X5, ..., X

n

é definida por:

X X, X+ X

Exemplos:

10)

20)

4
e —.

e e . 5
Calcular a média aritmética dos numeros By 63

OIN

2,4
T9'63 9.5+7.2+4 63
3

N o

A=

3.7.9 189

W=

(FUVEST-SP) O nimero de gols marcados nos 6 jogos
da primeira rodada de um campeonato de futebol foi
5,3, 1,4,0e 2. Nasegunda rodada, serdo realizados
mais 5 jogos. Qual deve ser o numero total de gols
marcados nessa rodada para que a média de gols,
nas duas rodadas, seja 20% superior a média obtida
na primeira rodada?

A média aritmética da primeira rodada foi de
5+43+1+4+0+2 15 5 . -
— ¢ "6 2 gols por jogo. A média

da primeira e segunda rodadas é 20% superior,
. 5 56 .

ou seja, € de 5.1,2 - 3 gols por jogo.

Como serao realizadas 11 partidas, teremos um total

de 33 gols. Porém, na primeira rodada, ja foram feitos

15 gols. Portanto, na segunda rodada, o numero de

gols a serem marcados é 18.

MEDIA GEOMETRICA |6@,

A média geométrica dos nimeros reais positivos x,, X,,
Xy + X, € definida por:

Exemplos:

19) Calcular a média geométrica dos niumeros 90, 75 e 4.

G=%90.75.4=3%27000 =30

20)

FRENTE = MODULO

C 05

José investiu um capital € na bolsa ha 3 anos.
No primeiro ano, ele obteve um rendimento de 27%,
no segundo ano, o rendimento caiu para 12% e,
no terceiro ano, ocorreu um prejuizo de 8%. Qual foi
o rendimento médio anual?

O montante obtido por José ao final dos trés anos é dado
porM=1,27.1,12.0,92.C. Desejamos encontrar uma
taxa média i tal que M = (1 + i)3.C. Logo, temos:
(1+i)3C=1,27.1,12.0,92.C>
(1+i)3F=1,27.1,12.0,92 =
(1+i)=%1,27.1,12.0,92

Observe que (1 + i) é a média geométrica dos nimeros
1,27,1,12 e 0,92. Essa média é dada por /1,308608,
que €, aproximadamente, 1,0938. Logo, o rendimento
médio anual é, aproximadamente, 9,38%.

MEDIA HARMONICA ﬁg,

Dados os nimeros reais ndo nulos x,, X,, X, ..., X,, @ média

harmonica desses nimeros é definida por:

n
Y
X X X
1 2 3 n

Exemplos:

1°)

20)

Calcular a média harménica dos nimeros 15 e 5.

2 _2 21515

1,104 42
15 5 15
Jodo esta fazendo uma viagem. Na primeira metade
da viagem, sua velocidade média é 80 km/h.
Na segunda metade da viagem, sua velocidade média
aumentou para 120 km/h. Qual a velocidade média
no total do percurso?

A velocidade média v é dada pela média harmonica
das velocidades nas duas metades da viagem. Assim:

v 2 2 2280 4
1 1 5 5

80 '120 240

Portanto, a velocidade média ao longo de toda a viagem
foi de 96 km/h.

Bernoulli Sistema de Ensino
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PROPRIEDADE DAS MEDIASI%.

Dados a, b € R*,com a =

b, valem as seguintes

desigualdades:

2 S\/55a+bsa
2

b=

+

Q=
(o=

Essa propriedade também é verificada para trés ou mais
ndmeros reais positivos. As médias estdo no intervalo que
vai do menor até o maior nimero tomado. Quando elas
sdo diferentes, a maior entre elas € a aritmética, e a menor,
a harmonica.

MEDIA PONDERADA ﬁ@,

A média ponderada dos nUmeros reais positivos

Xy, Xy

X3+ X, COM pEsos m,, m,, m,, ..., m_(também

nUmeros reais positivos), respectivamente, é definida por:

Xm + XM, + XM, +--+ XM

P =
M+ M, + M+ + M

Exemplos:

19) Calcular a média ponderada dos nimeros 15, 20 e 40,
com pesos 6, 3 e 1, respectivamente.
M = 15.6+20.3+40_90+60+40_@_19

6+3+1 10 10
29) No processo seletivo de uma empresa, os candidatos

sdo submetidos a testes de Portugués e Matematica,
além de uma entrevista. A cada um desses é
atribuida uma nota que varia de zero a dez.
Porém, a entrevista tem peso trés vezes maior
que os testes de Matematica e Portugués.
A nota final do candidato é a média das notas de
cada etapa, considerando-se o peso de cada
uma delas. Essa empresa sé seleciona candidatos
que obtiverem uma nota final igual ou superior a oito.
Maria obteve nota 6 no teste de Portugués e
7 em Matematica. Qual é a nota minima que ela deve
obter na entrevista para ser selecionada?
Considere que as notas no teste de Portugués, no de
Matematica e na entrevista sejam, respectivamente,
n, n, e n. Dessa forma, a nota final N de um
candidato é dada por:

n,+n_+ 3n,

N =
1+1+3

Assim, para Maria obter nota 8, devemos ter:

6+7+3n
fe=8 -=13+3n,=40=3n,=27>n,=9

Colecao 6V

EXERCIiCIOS DE

APRENDIZAGEM

01.
J5PM

02.
2039

03.

04.
F558

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(UEG-GO-2015) A Universidade Estadual de Goias
mudou seu sistema de avaliagdo e uma das mudangas
é o calculo da média final, que passou a ser dado por:

2N, +3N,

média final = , onde N, e N, sdo a primeira

e segunda nota do aluno, respectivamente. Se um
aluno tiver 5,0 e 7,0 na primeira e na segunda nota,
respectivamente, a média final desse aluno sera:

A) 6,3. C) 6,1.

B) 6,2. D) 6,0.

(ESPM-SP-2015) O grafico a seguir mostra a distribuicdo
das notas obtidas por uma turma de 40 alunos numa
prova de Matematica:

Numero de
alunos

Notas

Pode-se concluir que a média aritmética das notas dessa

turma foi:
A) 6,35. C) 6,85. E) 6,15.
B) 7,05. D) 7,25.

(UERJ) Na tabela a seguir, estdo indicados os pregos do
rodizio de pizzas de um restaurante.

Segunda-feira, terga-feira,
quarta-feira e quinta-feira

Valor unitario do

rodizio (R$)

18,50

Sexta-feira, sabado

) 22,00
e domingo

Considere um cliente que foi a esse restaurante todos
os dias de uma mesma semana, pagando um rodizio
em cada dia.

Determine o valor médio que esse cliente pagou,
em reais, pelo rodizio nessa semana.

(UEG-GO-2016) A tabela a seguir apresenta o nimero de
6nibus utilizados no transporte publico de um municipio
e 0 numero de passageiros transportados num periodo
de cinco dias.



R, wisias

05.
WM1K

06.
NTKW

07.

08.
26CL

47 1410
50 1400
48 1536
52 1352
49 1 666

Os dados da tabela indicam que o nimero médio de
passageiros transportados por 6nibus nesse municipio
durante esse periodo é

A) superior a 30 e inferior a 40.

B) inferior a 30.

C) superior a 40 e inferior a 50.

D) superior a 50.

(UEL-PR) Um automovel subiu uma ladeira a uma
velocidade média de 60 km/h e, em seguida, desceu
a mesma ladeira a velocidade média de 100 km/h.
A velocidade média desse veiculo no percurso inteiro foi de

A) 72 km/h. C) 78 km/h. E) 84 km/h.
B) 75 km/h. D) 80 km/h.

(FDSBC-SP-2016) Um escritério de advocacia tem
22 funcionarios cuja média salarial é igual a R$ 3 500,00.
Se nenhum funcionario for dispensado e forem contratados
trés novos funcionarios, com salarios de R$ 900,00,
R$ 1 200,00 e R$ 1 800,00, a média salarial passara a
ser igual a

A) R$ 3 236,00.

B) R$ 3 248,00.

C) R$ 3 350,00.
D) R$ 3 384,00.

(Mackenzie-SP)

Média das notas obtidas

A 60 5,0
B 50 4,0
C 40 7,0
D 50 3,0

Atabela anterior se refere a uma prova aplicada a 200 alunos,
distribuidos em 4 turmas, A, B, C e D. A média aritmética
das notas dessa prova é:

A) 4,65. C) 4,45.
B) 4,25. D) 4,55.

E) 4,35.

(UCB-DF-2016) A média salarial dos 100 funcionarios
de uma empresa é R$ 3 200,00. Se forem dispensados
20 funcionarios com média salarial de R$ 4 000,00,
a média salarial, em reais, dos que ficarem na empresa

sera igual a:
A) 2 800. C) 3 200. E) 4 000.
B) 3 000. D) 3 600.

EXERCICIOS

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

02.
84CZ

03.

04.

(UFG-GO) De acordo com diagndstico do Banco Central
a respeito de meios de pagamento de varejo no Brasil,
no ano de 2006, constata-se que 24% dos pagamentos
foram feitos com cheque e 46%, com cartdo. O valor
médio desses pagamentos foi de R$ 623,00 para os
cheques e de R$ 65,00 para os cartdes. O valor médio,
quando se consideram todos os pagamentos efetuados
com cheque e cartdo, €, aproximadamente,

A) R$ 179,00. D) R$ 302,00.
B) R$ 240,00. E) R$ 344,00.
C) R$ 256,00.

(Unifor-CE-2016) Um professor de uma faculdade
particular de Fortaleza implantou, em sua disciplina,
o seguinte critério para avaliar seus alunos: o aluno fara
duas avaliagGes durante o semestre, a primeira com peso
2 e a segunda com peso 3. Se o aluno ndo obter média
7 nessas avaliagOes, ele terd que fazer uma avaliagdo
final. Sua média final sera entdo a média entre a nota
da avaliagdo final, com peso 2 e a média das avaliacdes
do semestre, com peso 3. Um aluno obteve nota 4
na primeira avaliagdo e nota 6 na segunda avaliagdo.
Se a média final para aprovagdo é 5, qual a menor nota
que esse aluno precisa obter na avaliagao final para ser
aprovado?

A) 4,5
B) 4,7

C) 5,2
D) 5,5

E) 5,7

(Uncisal-2016) Num certo dia do més de novembro de
2015, seis barracas da Feirinha de Artesanato da Pajugara
vendiam castanhas de caju em embalagens com pesos
variados de acordo com a tabela.

A 1 000 48,00
B 800 44,00
C 1 000 45,00
D 1 000 48,00
E 800 40,00
F 800 40,00

Nesse dia, o preco médio de venda do quilo da castanha,
desprezando-se 0s centavos, era

A) R$ 44,00. C) R$ 49,00.
B) R$ 47,00. D) R$ 59,00.

E) R$900,00.

(PUC Minas) Ao misturar 2 kg de café em pé do tipo I com
3 kg de café em pd do tipo II, um comerciante obtém
um tipo de café cujo preco € R$ 6,80 o quilograma. Mas,
se misturar 3 kg de café em pd do tipo I com 2 kg de café
em pé do tipo II, o quilo da nova mistura custara R$ 8,20.
Com base nessas informagoes, é correto afirmar que o preco
de um quilo do café em p6 do tipo I é igual a:

A) R$ 4,00. C) R$ 11,00.
B) R$ 7,50. D) R$ 12,40.
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05.

06.
T4WM

07.
UHTV

08.
8PHZ

09.
CW09

10.
ZQDC

(PUC-Campinas-SP) A analise do biotipo de cada um
dos atletas que integraram a delegagdo brasileira na
ultima Olimpiada permitiu que se calculasse, certo dia,
a média de pesos das 122 mulheres participantes: 62 kg.
Supondo-se que uma dessas atletas fosse excluida do
grupo, a média de pesos das 121 restantes passaria a
ser 61,9 kg. Nessas condicoes, o peso, em quilogramas,
da atleta excluida seria:

A) 75,5. C) 74,6.
B) 75,2. D) 74,1.

E) 73,8.

(FUVEST-SP-2016) Em uma classe com 14 alunos,
8 sdo mulheres e 6 sdo homens. A média das notas das
mulheres no final do semestre ficou 1 ponto acima da
média da classe. A soma das notas dos homens foi metade
da soma das notas das mulheres. Entdo, a média das
notas dos homens ficou mais préxima de:

A) 4,3. C) 4,7.
B) 4,5. D) 4,9.

E) 5,1.

(UECE) A média aritmética de 50 nimeros é 40. Dentre
esses estdo os numeros 75, 125 e 155, os quais
sdo suprimidos. A média aritmética dos 47 numeros
restantes é:
A) 39.

B) 37.

C) 35.
D) 33.

(PUC Rio) Foi feita uma pesquisa sobre a qualidade
do doce de abdbora da empresa Bora-Bora. Cada
entrevistado dava ao produto uma nota de 0 a 10.
Na primeira etapa da pesquisa, foram entrevistados
1 000 consumidores e a média das notas foi igual a 7.
Apds a realizagdo da segunda etapa da pesquisa,
constatou-se que a média das notas dadas pelos
entrevistados nas duas etapas foi igual a 8. O nimero de
entrevistados na segunda etapa foi, no minimo, igual a:

A) 300. C) 500. E) 850.
B) 400. D) 700.

(FGV-2016) Um professor de Matematica aplica trés
provas em seu curso (P,, P,, P,), cada uma valendo de
0 a 10 pontos. A nota final do aluno é a média aritmética
ponderada das trés provas, sendo que o peso da prova P,
€ igual a n2. Para ser aprovado na matéria, o aluno tem
que ter nota final maior ou igual a 5,4. De acordo com
esse critério, um aluno sera aprovado nessa disciplina,
independentemente das notas tiradas nas duas primeiras
provas, se tirar na P,, no minimo, nota
A) 7,6. C) 8,2.

B) 7,9. D) 8,4.

E) 8,6.

(UEL-PR) A média aritmética dos niumeros a e b

é a+b, e a média geométrica de a e b é /ab. Dois

numeros tém média aritmética 4,1 e média geométrica 4.
A alternativa que apresenta o maior deles é:

A) 1. B) 4. C) 2. D) 8,2. E) 5.

11.
RDZZ

12,

13.
331

14.
VPE2

15.
9ALY

(FGV-SP) Uma sala de aula é constituida por 10% de
mulheres e 90% de homens. Em uma prova valendo
de 0 a 100 pontos, todas as mulheres tiraram a mesma
nota, a média aritmética das notas dos homens foi 83,
e a média aritmética das notas de toda a classe foi 84.
Nessas condigdes, cada mulher da sala fez um total de
pontos igual a:

A) 90.
B) 91.

c) 92.
D) 93.

E) 94.

(ESPM-SP-2016) Seja A = {2x, x + 10, x, 3x + 10, 4x}
um conjunto de 5 niumeros positivos. Se o menor deles
for retirado, a média aritmética desses valores aumenta
em 7 unidades. Podemos afirmar que a diferenga entre o
maior valor e o menor valor dos elementos desse conjunto
é igual a:
A) 50.

B) 55.

C) 60.
D) 65.

E) 70.

(Insper) Para fazer parte do time de basquete de uma
escola, é necessario ter, no minimo, 11 anos. A média das
idades dos cinco jogadores titulares desse time é 13 anos,
sendo que o mais velho deles tem 17 anos. Dessa forma,
o segundo mais velho do time titular pode ter, no maximo,
A) 17 anos. C) 15 anos. E) 13 anos.
B) 16 anos. D) 14 anos.

(Uncisal-2016) Um professor prometeu um churrasco
para sua turma de 20 alunos se a média aritmética das
notas finais da turma fosse superior ou igual a 7,50.
O planejamento da disciplina previa a realizagdo de trés
avaliagdes (um trabalho individual, um trabalho em grupo
e uma prova, realizadas nesta ordem) e a nota final de
cada aluno seria a média ponderada dessas avaliagdes,
com pesos 2, 3 e 5, respectivamente. Mesmo levando em
conta que Joana (7,00 no trabalho individual e 5,00 no
trabalho em grupo) ndo compareceu a prova por motivo
de doenga, o professor verificou que a média dos outros
dezenove alunos foi igual a 7,60. Que nota minima Joana
precisa obter na segunda chamada para a turma ganhar
o churrasco?

A) 9,18
B) 9,00

C) 6,60
D) 5,40

E) 4,80

(UECE-2015) Se x é a média aritmética dos numeros
reais a, b e ¢, y é a média aritmética de seus quadrados,
entdo a média aritmética de seus produtos dois a dois
ab, ac, bc, em fungdo de x ey é

Sugestdo: Considere o quadrado da soma dos trés
ndmeros.

2 2
A oY c) X +y
2 2
B) 3X+y D) 3x-y
2 2
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16.
F9EM

17.

SECAO ENEM

01.

(Albert Einstein-SP-2018) Pedro e Luiza estdo jogando
cartas, sendo que, em cada carta esta escrito algum
nimero inteiro e positivo. Cada um inicia o jogo com
5 cartas e informa ao adversario a média dos niumeros
de suas cartas. No inicio do jogo, Pedro avisou que a
média de suas cartas era 6 e Luiza avisou que a média
de suas cartas era 4. Na primeira rodada Pedro passou
uma carta para Luiza e Luiza passou uma carta para Pedro
que estava escrito o nimero 1.

Se a média das cartas que Pedro passou a ter ficou igual
a 4,8, o nimero da carta que Pedro passou para Luiza era

A) 4. B) 5. C) 6. D) 7.

(Insper-SP) A média das idades dos seis jogadores titulares
de um time de vélei é 27 anos e a média das idades dos
seis jogadores reservas é 24 anos. Devido a uma contusdo,
um dos jogadores titulares foi afastado da equipe. Com
isso, um dos reservas assumiu seu lugar no sexteto titular,
ficando a equipe com apenas cinco reservas. Apos a
substituicdo, a média das idades dos titulares caiu para
26 anos, enquanto a dos reservas subiu para 24,8 anos.
A idade do jogador que foi afastado por contuséo é:

A) 26 anos. D) 29 anos.
B) 27 anos. E) 30 anos.
C) 28 anos.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(Enem-2018) A Comissdo Interna de Prevengdo de
Acidentes (CIPA) de uma empresa, observando os altos
custos com os frequentes acidentes de trabalho ocorridos,
fez, a pedido da diretoria, uma pesquisa do numero
de acidentes sofridos por funcionarios. Essa pesquisa,
realizada com uma amostra de 100 funcionarios, norteara
as agbes da empresa na politica de seguranga no trabalho.

Os resultados obtidos estdo no quadro.

Numero de acidentes Numero de
sofridos trabalhadores

0 50
1 17
2 15
3 10
4 6
5 2

A média do nimero de acidentes por funcionario na
amostra que a CIPA apresentara a diretoria da empresa é

A) 0,15.
B) 0,30.
C) 0,50.
D) 1,11.
E) 2,22.

02.

03.
7JH

(Enem-2018) Os alunos da disciplina de estatistica, em
um curso universitario, realizam quatro avaliagbes por
semestre com os pesos de 20%, 10%, 30% e 40%,
respectivamente. No final do semestre, precisam obter
uma média nas quatro avaliagées de, no minimo, 60
pontos para serem aprovados. Um estudante dessa
disciplina obteve os seguintes pontos nas trés primeiras
avaliagOes: 46, 60 e 50, respectivamente.

O minimo de pontos que esse estudante precisa obter na
quarta avaliagdo para ser aprovado é

A) 29,8.
B) 71,0.
C) 74,5.
D) 75,5.
E) 84,0.

(Enem-2016) Preocupada com seus resultados, uma
empresa fez um balango dos lucros obtidos nos ultimos
sete meses, conforme dados do quadro.

o ASdN 37 33 35 22 30 35 25
milhdes de reais)

04.

Avaliando os resultados, o conselho diretor da empresa
decidiu comprar, nos dois meses subsequentes, a mesma
quantidade de matéria-prima comprada no més em
que o lucro mais se aproximou da média dos lucros
mensais dessa empresa nesse periodo de sete meses.
Nos proximos dois meses, essa empresa devera comprar
a mesma quantidade de matéria-prima comprada no més

A) L
B) II.
c) IV.
D) V.
E) VII

(Enem-2015) Um concurso € composto por cinco
etapas. Cada etapa vale 100 pontos. A pontuagao final
de cada candidato é a média de suas notas nas cinco
etapas. A classificagdo obedece a ordem decrescente das
pontuagdes finais. O critério de desempate baseia-se na
maior pontuagdo na quinta etapa.

: Média nas quatro | Pontuagdo na

A 90 60
B 85 85
C 80 95
D 60 90
E 60 100

A ordem de classificagdo final desse concurso é:
A) A, B, C, E,D. D) C, B, E, D, A.
B) B, A, C, E, D. E) E, C, D, B, A.
C) C, B, E A,D.
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Frente C Modulo 05

05.

06.

(Enem) Ao final de uma competicdo de ciéncias em uma
escola, restaram apenas trés candidatos. De acordo
com as regras, o vencedor sera o candidato que obtiver
a maior média ponderada entre as notas das provas
finais nas disciplinas Quimica e Fisica, considerando,
respectivamente, os pesos 4 e 6 para elas. As notas
sdo sempre numeros inteiros. Por questées médicas,
o candidato II ainda ndo fez a prova final de Quimica.
No dia em que sua avaliagdo for aplicada, as notas dos
outros dois candidatos, em ambas as disciplinas, ja terdo
sido divulgadas.

O quadro apresenta as notas obtidas pelos finalistas nas
provas finais.

oo | aquimcs | —isca |

I 20 23
II X 25
111 21 18

A menor nota que o candidato II devera obter na prova
final de Quimica para vencer a competigdo é:

A) 18. D) 25.
B) 19. E) 26.
c) 22.

(Enem) Um pesquisador estd realizando varias séries de
experimentos com alguns reagentes para verificar qual
€ o mais adequado para a producdo de um determinado
produto. Cada série consiste em avaliar um dado reagente
em cinco experimentos diferentes. O pesquisador esta
especialmente interessado naquele reagente que apresentar
a maior quantidade dos resultados de seus experimentos
acima da média encontrada para aquele reagente. Apds a
realizagdo de cinco séries de experimentos, o pesquisador
encontrou os seguintes resultados.

Reagente|Reagente ReagenteReagente Reagente
1 2 3 4 5
1 0 2 2 1

Experimento

70

Levando-se em consideracdo os experimentos feitos,
o reagente que atende as expectativas do pesquisador é o

A) 1. D) 4.
B) 2. E) 5.
C) 3.

Colecao 6V

07. (Enem) Em sete de abril de 2004, um jornal publicou o
ranking de desmatamento, conforme grafico, da chamada
Amazonia Legal, integrada por nove estados.

Ranking do desmatamento em km?

90 Amapé_ 4
8o Tocantins_] 136
70 Roraima |1 326
60 Acre [ ] 549
50 Maranhéo_: 766
40 Amazonas_:| 797
30 Rondénia |13 463
20 Pard | |7 293
10 Mato Grosso | | 10 416

Disponivel em: <www.folhaonline.com.br>.
Acesso em: 30 abr. 2010 (Adaptagdo).

Considerando-se que até 2009 o desmatamento cresceu
10,5% em relagdo aos dados de 2004, o desmatamento
médio por estado em 2009 esta entre

A) 100 km? e 900 km?2.

B) 1000 km2e 2 700 km?2.
C) 2800 km? e 3 200 km?.
D) 3 300 km? e 4 000 km?.
E) 4 100 km? e 5 800 km?2.

GABARITO Meu aproveitamento //‘;Tl

Aprendizagem  Acertei Errei
01. B O 05 8B

O 02.E O 06. A
O 03. R$ 20,00 O 07. A
O 04.B O 08.B

Propostos Acertei Errei
O o01.C O o07.C O 13.cC
O 02.8B O 08.C O 14.D
O 03.C O 09.D O 15 A
O o04.C O 10. E O 16.D
O 05.D O 11.D O 17. A
O 06. C O 12.C

Se(;éo Enem Acertei Errei
O o01.D O 03.D O 05 A O o07.C
O 02.C O 04.B O 06.8B

/Totaldos meus acertos: de . % I
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Trigonometria no Triangulo Retangulo

TRIANGULO RETANGULO l@@|

Tridngulo retangulo é todo triangulo que tem um

angulo reto.

Na figura, BAC é reto. Costumamos dizer que o triangulo
ABC é retangulo em A.

B

A c

Em todo triangulo retangulo, os lados que formam o dngulo
reto sdo denominados catetos, o lado oposto ao angulo
reto é chamado de hipotenusa, e os dngulos agudos sdo

denominados complementares.
TEOREMA DE PITAGORAS ﬁg.

Em todo tridngulo retangulo, a soma dos
quadrados das medidas dos catetos € igual ao
quadrado da medida da hipotenusa.

Na figura, b e ¢ sdo as medidas dos catetos; e a, a medida

da hipotenusa. Assim, temos:

B/\
[ :

C \
l " ',IC
A: b i
¢+ b? =a?

A demonstracdo formal do Teorema de Pitagoras pode ser
feita a partir das relagbes métricas no triangulo retangulo.
Oferecemos, aqui, apenas uma ideia de como obter
tal resultado, utilizando um quadrado (de lado b + c),
subdividido em quatro tridngulos retdngulos (de lados a, be c),
e um quadrado menor (de lado a).

Somando as areas dos quatro tridngulos retangulos e
do quadrado menor, obtemos a area do quadrado maior. Logo:

4-% +a2=(b+c)? = 2bc+az2=b2+2bc+c?=

a?=b?+c?

Aplicacoes

Vamos deduzir, num quadrado, a relagdo entre as medidas
d de uma diagonal e ¢ de um lado e, num triangulo equilatero,
a relagdo entre as medidas h de uma altura e ¢ de um lado.

Diagonal do quadrado

P-

4

0

IN
. N

(—>

No triangulo BCD, pelo Teorema de Pitagoras, temos:

d2=r+02 sd2=2r2| d=14/2
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Altura do triangulo equilatero

VI
[N

S —

No tridngulo HBC, pelo Teorema de Pitagoras, temos:

2
h2+(£) =Z2=h2=€2—ﬁ=h2=%=¢ h=@
2 4 4 2

RELACOES TRIGONOMETRICAS
EM UM TRIANGULO '@q
RETANGULO

i) Seno: Em todo tridngulo retdngulo, o seno de um
angulo agudo é a razdo entre a medida do cateto
oposto a esse angulo e a medida da hipotenusa.

ii) Cosseno: Em todo tridngulo retdngulo, o cosseno de
um angulo agudo é a razdo entre a medida do cateto
adjacente a esse angulo e a medida da hipotenusa.

iii) Tangente: Em todo tridngulo retangulo, a tangente
de um angulo agudo é a razdo entre a medida do
cateto oposto a esse angulo e a medida do cateto
adjacente a esse angulo.

Num tridangulo ABC, retangulo em A, vamos indicar por
A A A . .
B e C as medidas dos angulos internos, respectivamente,
de vértices B e C.

\

Q|OT

H
Tlo o|T oo H

Seno (sen)

Cosseno (cos)

Tangente (tg)

III |

0|l oo

Utilizando o quadrado e o triangulo equilatero, é possivel
construir uma tabela com os valores do seno, do cosseno e
da tangente dos angulos 30°, 45° e 60°.

7 2 Colecao 6V

1
en s 1 V2 V3
2 2 2
B 2 1
COS a — — =
2 2 2
- @ ] N

RELACOES ENTRE SENO,
COSSENO E TANGENTE )

4+ C

o>

Na figura, temos:

A C A b A
senC=g,cosC=g,th=

Dividindo sen /B\ por cos /B\, obtemos:

[ 2 b . &
sen
A=Q=*=th
cosB ¢ €
a
sen o
9a="sq

Portanto, a tangente de um angulo é o quociente entre o
seno e o cosseno desse angulo.
Dividindo os membros de b? + ¢ = a? por a?, temos:
b’+c*> & b

C
= L t - =1
a a a a

b

Substituindo = por sen @, e g por cos @, obtemos:
a

N N
sen?B + cos?2B =1

Portanto, a soma dos quadrados do seno e do cosseno de
um angulo é igual a 1.
. A A A A
Observamos ainda que sen B = cos C e sen C = cos B.
Portanto, o seno de um angulo agudo € igual ao cosseno
do complemento desse angulo e vice-versa.

sen?a + cos?a=1
cos a = sen (90° - a)

sen a = cos (90° - a)
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EXERCICIOS DE

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

02.
N58R

03.

04.
ECR4

cos 45° + sen 30°

(PUC Rio) O valor de
cos 60°

A) V2+1
B) 2

o

o) +1

(Vunesp) A figura representa o perfil de uma escada cujos
degraus tém todos a mesma extensdo e a mesma altura.
Se AB = 2 m e a mede 30°, entdo a medida da extensao
de cada degrau é:

A
-1 o
B
A)%m D) —m
B)gm E)ﬁ
3 3
V3
C)?m

(PUC Rio) Queremos encostar uma escada de sete metros
de comprimento em uma parede, de modo que ela forme
um angulo de 30° com a parede. A que distancia da
parede devemos apoiar a escada no solo?

A) 1m.
B) 2m.
C) 2,5m.
D) 3,5m.
E) 5m.

(UFSC) Um observador, a 100 metros de uma torre e
com a cabega ao nivel da base desta, enxerga o topo
da torre inclinando a cabeca em um éangulo de 30°.
A altura da torre é:

A) 100.tg 30° m.
B) 100.sen 30° m.
C) 100.cos 30° m.
D) 100.tg 60° m.
E) 1004/2.tg 30° m.

05.

07.

08

1FY1

(UFPA) O perimetro, em cm, do pentdgono PENTA da
figura é igual a:

P
A) 16. C) 32. E) 80.
B) 24. D) 64.

(CEFET-MG-2016) O triangulo ABC é retangulo em ABC
e os segmentos BD e AC sdo perpendiculares.

B.

\5/5
60° \
fo

A D

Assim, a medida do segmento DC vale:

B) 63

p) 2

A) 103 :

15
c) =2
. 2

(PUC-Campinas-SP-2016) “...tudo teria comegado com a
haste vertical ao Sol, que projetava sua sombra num plano
horizontal demarcado.” Com um angulo de inclinacdo de 30°,
em relagdo ao solo plano, os raios solares incidindo sobre
uma haste vertical de 2,5 m de comprimento geram uma
sombra de x m. Um pouco mais tarde, quando o angulo
de inclinagdo dos raios solares é de 45° graus, a mesma
sombra gerada agora é de y m. A diferenga ente x ey é
de, aproximadamente,

sen 30° = 0,5 cos 30° = 0,866 tg30°=0,577
sen 45° = 0,707 cos 45° = 0,707 tg45° =1

A) 1m. D) 0,88 m.

B) 1,83 m. E) 2,27 m.

C) 2,45 m.

(UECE-2016) Uma pessoa, com 1,7 m de altura, esta em
um plano horizontal e caminha na direcao perpendicular
a um prédio cuja base esta situada neste mesmo plano.
Em certo instante, essa pessoa visualiza o ponto mais
alto do prédio sob um angulo de 30 graus. Ao caminhar
mais 3 m, visualiza o ponto mais alto do prédio, agora
sob um angulo de 45 graus. Nestas condicGes, a medida
da altura do prédio, em metros, é, aproximadamente,

A) 5,6. C) 7,6.
B) 6,6. D) 8,6.
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EXERCICIOS

RESOLUCOES NO
® Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.
14VH

02.
AFRR

(UFSJ-MG) O teodolito é um instrumento de medida de
angulos bastante util na topografia. Com ele, é possivel
determinar distancias que ndo poderiam ser medidas
diretamente. Para calcular a altura de um morro em
relagdo a uma regido plana no seu entorno, o topografo
pode utilizar esse instrumento adotando o seguinte
procedimento: situa o teodolito no ponto A e, mirando
o ponto T no topo do morro, mede o angulo de 30° com
a horizontal; desloca o teodolito 160 metros em diregao
ao morro, colocando-o agora no ponto B, do qual,
novamente mirando o ponto T, mede o angulo de 60°
com a horizontal.

30°

160 m

Se a altura do teodolito é de 1,5 metro, é correto afirmar
que a altura do morro com relagdo a regido plana a qual
pertencem A e B €, em metros:

160V3

3

16043

3

A) 80V3+1,5 o)

+1,5

B) 80v3-1,5 D)

-1,5

(Unesp-2016) Uma mesa de passar roupa possui pernas
articuladas AB e CD, conforme indica a figura. Sabe-se
que AB = CD = 1 m, e que M é ponto médio dos
segmentos coplanares AB e CD. Quando a mesa esta
armada, o tampo fi/(\:a paralelo ao plano do chdo e a
medida do &ngulo AMC é 60°.

Colecao 6V

03

UNZB'

04.
52D3

05.
AUXK

Considerando-se despreziveis as medidas dos pés e da
espessura do tampo e adotando \/5 =1,7, a altura do
tampo dessa mesa armada em relagdo ao plano do chao,
em centimetros, esta entre

A) 96 e 99. C) 80 e 83.

B) 84 e 87. D) 92 e 95.

E) 88e9l.

(FUVEST-SP) Um movel parte de A e segue numa diregao
que forma com a reta AC um angulo de 30°. Sabe-se
que o mével caminha com uma velocidade constante de
50 km/h. Apo6s 3 horas de&ercurso, a distancia que o
movel se encontra da reta AC é de

A) 75 km. C) 50/3km.
B) 75/3km. D) 75/2km.

E) 50 km.

(PUC-SP) Abilio (A) e Gioconda (G) estdo sobre uma
superficie plana de uma mesma praia e, num dado
instante, veem, sob respectivos dngulos de 30° e 45°,
um passaro (P) voando, conforme é representado na
planificagdo a seguir.

45°
A *G

‘ 240 m

Considerando despreziveis as medidas das alturas de
Abilio e Gioconda e sabendo que, naquele instante,
a distancia entre A e G era de 240 m, a quantos metros
de altura o passaro distava da superficie da praia?

A) 60(v3+1) D) 180(v3-1)
B) 120(v3-1)

c) 120(J3+1)

E) 180(v3+1)

(UFOP-MG) Um observador vé um prédio segundo um
angulo a. Apés caminhar uma distancia d em diregdo ao
prédio, ele passa a vé-lo segundo um angulo b. Podemos
afirmar que a altura h do prédio é:

el |
OO
OO

h
a B B
d.tga.tgp Q) d.tga.tg B
tgp-tg a tgp+tg a
d.tg a.tg B D) d
tg a-tg B
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06. (UEFS-BA-2016) 09. (UECE-2016) No tridngulo XYZ, retangulo em X, a medida
JHBR 4 @ ces do angulo interno em Y é 30°. Se M é a intersegdo
da bissetriz do angulo interno em Z com o lado XY, e
a medida do segmento ZM é 6\/5 m, entdo, pode-se
afirmar corretamente que o perimetro deste tridngulo é
60° 300 uma medida, em metros, situada entre
12 cm A) 40 e 45. C) 50 e 55.
O trapézio representado, na figura, tem bases medindo B) 45 e 50. D) 55 e 60.
12 cm e 4 cm, e os angulos internos da base maior
EEET GO & 5% 10. (UFV-MG) Um passageiro em um avido avista duas
Seu perimetro, em cm, € igual a: IF6 cidades, A e B, sob angulos de 15° e 30°, respectivamente,
A) 16+ 4\/5 conforme a figura a seguir. §
|_
B) 16+43 9 s
152l a05 " | z
C) 20+3\2 T 3 km g
@ =
D) 20+ 42 e o l
Cidade A Cidade B
E) 20+4\3
Se 0 avido esta a uma altitude de 3 km, a distancia entre
07. (PUCRS) Tales, um aluno do curso de Matematica, depois as cidades A e B é:
de terminar o semestre com éxito, resolveu viajar para a A) 7 km.
Europa. Ao visitar o Panteon, em Paris, Tales conheceu o B) 5,5 km.
Péndulo de Foucault. O esquema a seguir indica a posigéo do
péndulo fixado a uma haste horizontal, num certo instante. C) 6 km.
Sendo L o seu comprimento e x o angulo em relagdo a sua D) 6,5 km.
posigdo de equilibrio, entdo a altura h do péndulo em relagao E) 5km.
a haste horizontal é expressa pela fungdo:
11. (FGV-2016) Na figura seguinte, as retas r e s sdo
paralelas entre si, e perpendiculares a reta t. Sabe-se,
ainda, que AB =6 cm, CD = 3 cm, AC é perpendicular a
CD, e a medida do angulo entre CD e a reta s é 30°.
D,
A) h(x) = L.cos x D) h(x) = L.cos 2x
B) h(x) = L.sen x E) h(x) = 2L.cos x
C) h(x) = L.sen 2x
08. (UECE-2018) Se a razdo entre as medidas dos catetos de C
1 Fora de escala !
um triangulo retangulo é igual a E , 0 valor do seno do
menor dos angulos internos desse triangulo é o 6 N
A E ‘

n V3.
2
B) V3.
3
o) V2
3
D) V2.
2

Nas condicdes descritas, a medida de DE, em cm,
€ igual a:

A) 12+3V3 D) 6+2\3
B) 12+243 E) 3+23
C) 6+43

75
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SECAO ENEM

01.

02.

(Enem-2017) A famosa Torre de Pisa, localizada na Itdlia,
assim como muitos outros prédios, por motivos adversos,
sofrem inclinagdes durante ou apds suas construgoes.

Um prédio, quando construido, dispunha-se
verticalmente e tinha 60 metros de altura. Ele sofreu
uma inclinagdo de um éangulo « € a projegdo ortogonal
de sua fachada lateral sobre o solo tem largura medindo
1,80 metro, conforme mostra a figura.

« Prédio

—i*]

1,80 m

B

O valor do angulo de inclinagdo pode ser determinado
fazendo-se o uso de uma tabela como a apresentada.

B

0,0 0,0

1,0 0,017
1,5 0,026
1,8 0,031
2,0 0,034
3,0 0,052

Uma estimativa para o dngulo de inclinagdo quando dado
em grau é tal que:

A) 0<a<1,0 D) 1,8<a<2,0

B) 1,0<a<1,5 E) 2,0<a<3,0

C) 1,5<a<1,8

(Enem) Para determinar a distancia de um barco até a praia,
um navegante utilizou o seguinte procedimento: a partir de
um ponto A, mediu o angulo visual a fazendo mira em um
ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido,
ele seguiu até um ponto B, de modo que fosse possivel ver
0 mesmo ponto P da praia, no entanto sob um angulo visual
2a. A figura a seguir ilustra essa situagao:

[

o 20,

Trajetoria do barco

76 Colecao 6V

Suponha que o navegante tenha medido o angulo a = 30°
e, ao chegar ao ponto B, verificou que o barco havia
percorrido a distancia AB = 2 000 m. Com base nesses
dados e mantendo a mesma trajetdria, a menor distancia
do barco até o ponto fixo P sera:

A) 1000 m. D) 2 000 m.
B) 100043 m. E) 200043 m.
Q) 2 oooé m.

03. (Enem) Um baldo atmosférico, langado em Bauru
(343 quildbmetros a noroeste de S&o Paulo), na noite
do ultimo domingo, caiu nesta segunda-feira em
Cuiaba Paulista, na regido de Presidente Prudente,
assustando agricultores da regido. O artefato faz parte
do programa Projeto Hibiscus, desenvolvido por Brasil,
Franga, Argentina, Inglaterra e Italia, para a medigdo do
comportamento da camada de o0z6nio, e sua descida se
deu ap6s o cumprimento do tempo previsto de medicdo.

Disponivel em: <http://www.correiodobrasil.com.br>.
Acesso em: 02 maio 2010.

Baldo

60° 30°
1,8 km A 3,7 km B

Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o baldo.
Uma estava a 1,8 km da posigao vertical do baldo e o
avistou sob um angulo de 60°; a outra estava a 5,5 km
da posicdo vertical do baldo, alinhada com a primeira
e no mesmo sentido, conforme se vé na figura, e o avistou
sob um angulo de 30°. Qual a altura aproximada em que
se encontrava o baldao?

A) 1,8 km. D) 3,7 km.
B) 1,9 km. E) 5,5 km.
C) 3,1 km.

GABARITO Meu aproveitamento /\/\7'

Aprendizagem  Acertei Errei
O 01. A O 03.D O 05.B O 07.8B
O 02.E O 04. A O 06. C O 08. A
Propostos Acertei Errei
O 01. A O 04.B O 07. A O 10.C
O 02.B O 05. A O 08.B O 11. E
O 03. A O 06. E O 09. A
Segéo Enem Acertei Errei
O o1.C O 02.B O 03.C

/ Total dos meus acertos: de . %
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Arcos e Ciclo Trigonometrico

ARCO DE CIRCUNFERENCIA Iﬁ@'

Dois pontos, A e B, de uma circunferéncia dividem-na em
duas partes denominadas arcos; A e B sdo as extremidades
de cada um desses arcos, que indicaremos por AB ou BA.

:B :B
AB BA

Se A coincide com B, temos um arco de uma volta e um
arco nulo.

Arco de 1 volta Arco nulo

Se A e B sdo as extremidades de um mesmo diametro,
temos um arco de meia-volta.

O: centro da circunferéncia

AB: arco de meia-volta

ANGULO CENTRAL ﬁgl

Todo angulo coplanar com uma circunferéncia C, cujo vértice
€ o centro de C, é denominado angulo central relativo a C.

(@]

AB: arco correspondente ao angulo central A6B

O arco de circunferéncia contido num angulo central é
chamado de arco correspondente a esse angulo.

Como a todo angulo central de C corresponde um
Unico arco de C contido nesse angulo, e a todo arco de C
corresponde um Unico dngulo central de C, a medida de um
angulo central, relativo a uma circunferéncia, e a medida
do arco correspondente, numa mesma unidade, sdo iguais.

m(ADB) = m(AB)

MEDIDAS DE ANGULOS
19
E ARCOS C)

Medida em graus

Dividindo-se uma circunferéncia em 360 arcos congruentes
entre si, cada um desses arcos medira um grau (1°).

Dividindo-se um arco de 1° em 60 arcos congruentes entre si,
cada um desses arcos medird um minuto (1').

Dividindo-se um arco de 1' em 60 arcos congruentes entre si,
cada um desses arcos medird um segundo (1").

Portanto, 1° = 60' e 1' = 60".
Para um arco de circunferéncia com medida a graus,
b minutos e ¢ segundos, escrevemos a°b'c".

Radiano

Arco de 1 radiano (rad) é o arco cujo comprimento é igual
a medida do raio da circunferéncia que o contém.

<« Arco de 1 radiano (1 rad)
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Médulo 07

Indicando por « a medida, em radianos, de um arco de Exemplos:
comprimento 7 contido numa circunferéncia de raio r, temos:

RN

\ 0O: centro da circunferéncia
o A Arco orientado AB tem medida

‘ * rad ou 90°.
¢ 2
™2 @

\ 0O: centro da circunferéncia

— o A Arco orientado BA tem medida
r -* rad ou -90°.
2

E importante observar que a medida de um &ngulo,
em radianos, sé é igual ao comprimento de seu arco se

st Ciclo trigonométrico

As medidas de arcos de circunferéncias em graus e em

radianos sao diretamente proporcionais: @
1 \
360° 180°
= (e} A X
27 7

Esse fato nos possibilita obter uma forma de conversao

de unidades por meio de uma regra de trés simples: Toda circunferéncia orientada de centro O e raio
unitario na qual escolhemos um ponto de origem dos
Medida em graus Medida em radianos arcos é denominada circunferéncia trigonométrica ou
ciclo trigonométrico. Adotaremos, como origem dos arcos,
@ ¢ o ponto A de intersegdo do ciclo com o semieixo positivo
180 n das abscissas Ox.
No ciclo trigonométrico, a medida absoluta o, em radianos,
a o de um arco e o comprimento ¢ desse arco sdo iguais,
180 = poi5a=§er=1.
Logo, podemos associar cada numero real a um Unico
AI'CO o ri enta d o ponto P do ciclo trigonométrico com o seguinte procedimento:

Em Trigonometria, adotamos o sentido anti-horario de
Sea =0, tomamos P = A.

percurso como positivo e o sentido horario de percurso Se a > 0, percorremos o ciclo no sentido anti-horério.

como negativo. Se a < 0, percorremos o ciclo no sentido horario.

@ A=P P \A A
/@ -

Todo arco de circunferéncia ndo nulo no qual adotamos m(AP) = 0 m(AP) =a >0 m(m =a<0

um sentido de percurso é chamado de arco orientado. O ponto P é a imagem de « no ciclo trigonométrico.
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Arcos e Ciclo Trigonométrico

Convencoes ARCOS CONGRUOS I%.

i) O sistema de coordenadas xQy divide a circunferéncia

) L Consideremos P a imagem de um arco de 30° no ciclo
trigonométrica em quatro quadrantes:

trigonomeétrico.

Y 900
B
P
300
20 10
Q Q 180° 5 30° 4 0o = 3600
A O A X

30Q | 40Q

5 2700

No sentido anti-horario, dando 1, 2, 3, ... voltas completas,
obtemos os arcos de 30° + 1 . 360° = 390°,
30° + 2. 360° = 750°; 30° + 3 . 360° =1 110°, ...,

todos associados a P.

ii) Sera omitido o simbolo rad nos arcos trigonométricos

<
2
-
<
)
51}
-
<
=

em radianos.

iii) Como todo arco trigonométrico tem, como extremidade,
um mesmo ponto, denotaremos o arco apenas pelo
outro ponto. Também no sentido horario, dando 1, 2, 3, ... voltas completas,

obtemos os arcos de 30° - 1. 360° = -330°,30°-2.360° =
-690°; 30° - 3. 360° = -1 050°, ..., todos associados a P.

Exemplos:

19) Partindo de A e percorrendo, no sentido anti-horario,

: = = Logo, podemos associar ao ponto P infinitos arcos de medida
um arco de comprimento E' obtemos o arco de E'

positiva, bem como infinitos arcos de medida negativa.
s Tais arcos podem ser representados por:
5

30° + k.360°; k € Z ou, em radianos, E +k2m;keZ
A

Como os arcos tém a mesma origem, A, e a mesma imagem,
P, dizemos que eles sdo congruos entre si ou, simplesmente,

. . - coéngruos.
29) Partindo de A e percorrendo, no sentido horario, 9

um arco de comprimento 2, obtemos o arco -2. As medidas dos arcos congruos a um arco de medida a

sdo dadas por:

A a+ k.2n; k € Z ou, em graus, a + k.360°; ke Z
) Se 0 < a < 2rn(ou 0° < a < 360°), 0 arco de medida a
é a determinacgdo principal ou a 12 determinacgdo
Obtemos, assim, o ciclo trigonométrico em radianos ndo negativa desses arcos congruos entre si.
e em graus.

Notemos que a diferenga entre as medidas de dois arcos

1200 90° congruos entre si é igual ao produto de um numero inteiro
por 2n (ou é multiplo de 360°), isto &, sempre equivale

30° a um numero inteiro de voltas completas.

0° = 360° Exemplos:
330° 19) Os arcos de medidas 272 o 13 g cdngruos
315° 5 5
270° entre si, pois 2/x 13 &+@ =8n=4.2n
5 5 5 5
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Maddulo 07

Frente C

29) Os arcos de medidas % e % ndo sdo cOngruos

entre si, pois 2% - % = 3n(ndo é um produto de um

inteiro por 2n).

39) Os arcos de medidas 1 110° e 390° sdo congruos
entre si, pois 1 110° - 390° = 720° = 2 . 360°.

49°) Os arcos de medidas -30° e 320° ndo sdo cdngruos
entre si, pois —30° — 320° = -350° (ndo é multiplo
de 360°).

SIMETRIAS |%,

Consideremos o ponto P, associado a medida 30°,
no ciclo trigonométrico.

P, (30°)

(e} A x

Pelo ponto P, tragando trés retas, uma delas perpendicular
ao eixo das ordenadas, outra que passa pela origem
do sistema, e a terceira perpendicular ao eixo das abscissas,
obtemos os pontos P, P, e P,, respectivamente.

Y

Y
[ -
0 /A X
P3 / P4
Os pontos P,, P, e P, sdo chamados de simétricos

(ou correspondentes) do ponto P, nos diversos quadrantes.
Suas medidas x (0° < x < 360°) sdo:

P, (30°)

P,) 180° - 30° = 150°

(180° - 30°) P, P, (30°)

. 300 300 .
(0] A X

80 Colecao 6V

Analogamente, temos:
P,) 180° + 30° = 210°

Yy
P, (30°)
30° [+
-I'30°V710 A X
(180° + 30°) P,
P,) 360° - 30° = 330°
Yy
/ P, (30°)
30°
Of ~30° L/ A x
P, (360° - 30°)
Temos, entdo:
Yy

(180° - 30°) P /

(180° + 30°) P,

De maneira geral:

2 - P, (30°)
[ :
0 /A X
/ P, (360° - 30°)
i) Seafor uma medida em graus:
y
(180° - &) PZI/L P, (a)
i :
0 /A X
P, (360° - )

(180° + o) P,

7

ii) Se a for uma medida em radianos:

Y

(m-a) Pz//L

Py (a)

(n + a) P,

[6) /A X
P, (2rn - a)




Rtttk Arcos e Ciclo Trigonométrico

EXERCICIOS DE

APRENDIZAGEM

01.
ZPXT

02.
D794

03.

04.
K339

05.

RESOLUGOES NO
Bernoulli Play

(Unemat-MT) Quanto ao arco 4555°, é correto afirmar:

A) Pertence ao segundo quadrante e tem como congruo
o angulo de 55°.

B) Pertence ao primeiro quadrante e tem como congruo
o angulo de 75°.

C) Pertence ao terceiro quadrante e tem como congruo
0 angulo de 195°.

D) Pertence ao quarto quadrante e tem como congruo o
angulo de 3115°.

E) Pertence ao terceiro quadrante e tem como céngruo
0 angulo de 4195°.

(UFSCar-SP) Se o ponteiro dos minutos de um reldgio
mede 12 centimetros, o nimero que melhor aproxima a
distancia em centimetros percorrida por sua extremidade
em 20 minutos é (considere n = 3,14):
A) 37,7 cm. C) 20 cm.

B) 25,1 cm. D) 12 cm.

E) 3,14 cm.

(UEL-PR) Um reldgio marca 20 minutos para o meio-dia.
Entdo, o menor édngulo formado pelos ponteiros das horas
e dos minutos é:

A) 90°.
B) 100°.

C) 110°.
D) 115°.

E) 125°.

(UEG-G0O-2016) Na competicdo de skate a rampa em
forma de U tem o nome de vert, onde os atletas fazem
diversas manobras radicais. Cada uma dessas manobras
recebe um nome distinto de acordo com o total de giros
realizados pelo skatista e pelo skate, uma delas é a
“180 allie frontside”, que consiste num giro de meia volta.
Sabendo-se que 540° e 900° sdo congruos a 180°, um
atleta que faz as manobras 540 Mc Tuist e 900 realizou
giros completos de

A) 1,5 e 2,5 voltas respectivamente.
B) 0,5 e 2,5 voltas respectivamente.
C) 1,5 e 3,0 voltas respectivamente.
D) 3,0 e 5,0 voltas respectivamente.

E) 1,5 e 4,0 voltas respectivamente.

(Unifor-CE) O dispositivo de seguranca de um
cofre tem o formato da figura a seguir, em que as
12 letras, A, B, ..., L, estdo igualmente espacadas
(o angulo central entre duas letras vizinhas é o mesmo)
e a posigdo inicial da seta, quando o cofre se encontra
fechado, é a indicada.

06.
SZXE

07.
GSXR

Para abrir o cofre, sdo necessarias trés operacées
(o segredo), girando o disco menor (onde a seta esta
gravada), de acordo com as seguintes instrugdes, a partir
da posigao indicada:

1) §= no sentido anti-horario.
3 ’ -
2) 5# no sentido horario.

3) %# no sentido anti-horario.

Pode-se, entdo, afirmar corretamente que o cofre sera
aberto quando a seta estiver:

A) no ponto médio entre L e A.
B) na posigédo B.
C) na posigao K.
D) em algum ponto entre J e K.

E) na posicao H.

(UNEB-BA) Em um circulo, um angulo central de
20 graus determina um arco de 5 cm. Qual o tamanho
do arco, em cm, determinado por um angulo central
de 40 graus?
A) 5

B) 10

C) 20
D) 40

E) 60

(CEFET-MG) Se o reldgio da figura marca 8h e 25min,

entdo o angulo x formado pelos ponteiros é:

A) 12° 30'.

B) 90°.

C) 102° 30'.

D) 120°.

Bernoulli Sistema de Ensino 8 1
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medulo 07 - [

?5?1{ (UDESC) O relégio Tower Clock, localizado em Londres, 02. (UFAM) O menor valor ndo negativo congruo ao arco de

Inglaterra, é muito conhecido pela sua precisdo e 21= L.
. ——rad € igual:
tamanho. O angulo interno formado entre os ponteiros 5

das horas e dos minutos deste reldgio, desprezando suas A % rad
. ) . ~rad.
larguras, as 15 horas e 20 minutos é: ) 5 r
=
A) — ot i 7=
) 12 9] 6 E) 9 B) ?rad.
B) = D = C) prad.
36 ) 18
D) Prad.
EXERCI’CIOS RESOLUCOES NO E 25 d
A rad.
P RO POSTOS @ Bernoulli Play ) 2
03. (EN-RJ) Rola-se, sem deslizar, uma roda de 1 metro de
01. (UNEB-BA) A conversdo de capim-elefante em energia R1AX a ,
~ . 2 Aer . diametro, por um percurso reto de 30 centimetros, em
ndo polui. Mesmo o gas carbdnico, CO,, emitido durante
a queima da biomassa utilizada, é menor do que o uma superficie plana. O angulo central de giro da roda,
consumido pela graminea durante todo o seu crescimento. em radianos, é
~ , A) 0,1.
COMPOSIGAO DA MATRIZ ENERGETICA NACIONAL
Baseada em insumos renovaveis, a matriz energética brasileira € uma das mais B) 0,2.
limpas do mundo. O capim-elefante poderia melhorar ainda mais esse quadro C) 0,3
,3.
COMPOSIGAO ATUAL COMPOSIGAO COM A CONTRIBUIGAQ D) 0,6
POTENCIAL DO CAPIM-ELEFANTE s
AN _~
® o ® o 0 00
PETROLEO, rhéfe;m PETROLED, i)
GAS E CARVAO GAS ECARVAO NUCLEAR )
0, d 04. (UEA) Caminhando 100 metros pelo contorno de uma
- 173% | 2% ) 115% [1,3% ) P
EOLICA 1 . praga circular, uma pessoa descreve um arco de 144°.
02% EOLICA—\ )
’ 0,1% . B/ Desse modo, é correto afirmar que a medida, em metros,
O { . Q @ do raio da circunferéncia na praca é:
BIOMASSA* {5)
4% * HIDRELETRICA. BIOMASSA" g o HIDRELETRICA A) 1250
765% 36,4% 50,7% By 175
*Grupo do capim-elefante =
GOVERNO FEDERAL. g 1=
#
Considere, no grafico, que « € a medida do angulo
do setor circular, associado & energia hidrelétrica na py 220
composigao da matriz energética nacional atual, e que =
g € a medida do angulo do setor circular, associado E) 250,

a petroleo, gas e carvdo na composi¢gdo da matriz
energética nacional com a contribuicdo potencial do
capim-elefante. 5

0 (IFSP) Considere uma circunferéncia de centro O e raio
VARGAS, 2010, p. 112-114. ANJ4

6 cm. Sendo A e B pontos distintos dessa circunferéncia,
Nessas condicdes, a — b € igual a: sabe-se que o comprimento de um arco AB é 5x cm.

A medida do angulo central AOB, correspondente ao arco

A) &rad. D) 9_"rad. AB considerado, é:
10 10
A) 120°.
5 Lrrag &) Torad Ve
0 C) 180°.
D) 210°.
Q) &rad.
10 E) 240°.
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06.

07.
P91Q

08.
3283

(Unesp) A figura mostra um reldogio de parede, com
40 cm de diametro externo, marcando 1 hora e
54 minutos.

I

o
.
1 K
I .

Disponivel em: <www.euroferragens.com.br>.

Usando a aproximagdo n = 3, a medida, em cm, do arco
externo do reldgio determinado pelo angulo central agudo
formado pelos ponteiros das horas e dos minutos, no
horario mostrado, vale, aproximadamente,

A) 22. D) 29.
B) 31. E) 20.
C) 34.

(PUC Campinas-SP) A baba eletronica, que cantava
pontualmente as nove da noite, dava o sinal para que
o filho de Ramiro fosse para a cama, mas ele nunca
conseguia dormir antes das 21h30min. Certo dia, ele
subiu para o quarto as 21h e sé dormiu as 21h40min.
Nesse instante, os ponteiros do reldgio carrilhdo da sala,
que funcionava perfeitamente, formavam entre si um
angulo agudo de medida

A) 50°.

C) 52°. E) 55°.

B) 50° 30" D) 52° 40",

(UFG-GO) As cidades de Goiania e Curitiba tém,
aproximadamente, a mesma longitude. Goiania fica
a uma latitude de 16° 40', enquanto a latitude de
Curitiba é de 25° 25'. Considerando-se que a Terra seja
aproximadamente esférica, com a linha do equador
medindo, aproximadamente, 40 000 km, a distancia
entre as duas cidades, em quilémetros, ao longo de um

meridiano,

A) é menor que 700.

B) fica entre 700 e 800.
C) fica entre 800 e 900.
D) fica entre 900 e 1 000.

E) é maior que 1 000.

Arcos e Ciclo Trigonométrico

09. (IFAL) Considerando-se o arco trigonométrico o = Cad rad,
assinale a alternativa falsa. 3
A) o =1308°
B) « da trés voltas e para no 4° quadrante.
C) sen a = -sen 60°
D) cos a = cos 60°

E) a da trés voltas e para no 1° quadrante.

10. (FGV) O relégio indicado na figura marca 6 horas e

A) 55% minutos. D) 54— minutos.
5

— minutos.
11

B) 55 E) 54% minutos.

5

C) 55— minutos.
13

SECAO ENEM

01. (Enem-2018) A rosa dos ventos é uma figura que
representa oito sentidos, que dividem o circulo em partes

iguais.

Um camara de vigilancia esta fixada no teto de um
shopping e sua lente pode ser direcionada remotamente,
através de um controlador, para qualquer sentido. A lente
da camara esta apontada inicialmente no sentido Oeste
e o seu controlador efetua trés mudancas consecutivas,
a saber:

83
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02.

84

e 13 mudanga: 135° no sentido anti-horario;
e 22 mudanga: 60° no sentido horario;
e 33 mudanga: 45° no sentido anti-horario.

Apds a 32 mudanga, ele é orientado a reposicionar
a camara, com a menor amplitude possivel, no sentido
Noroeste (NO) devido a um movimento suspeito de um
cliente.

Qual mudanga de sentido o controlador deve efetuar para
reposicionar a camara?

A) 75° no sentido horario.

B) 105° no sentido anti-horario.

C) 120° no sentido anti-horario.

D) 135° no sentido anti-horario.

E) 165° no sentido horario.

(Enem-2018) Sobre o sistema cartesiano considera-se
uma malha formada por circunferéncias de raios com

medidas dadas por nimeros naturais e por 12 semirretas
com extremidades na origem, separadas por angulos de

rad, conforme a figura.

T
6

X

Suponha que os objetos se desloquem apenas pelas
semirretas e pelas circunferéncias dessa malha, nao
podendo passar pela origem (0, 0).

Considere o valor de n com aproximagao de, pelo menos,
uma casa decimal.

Para realizar o percurso mais curto possivel ao longo
da malha, do ponto B até o ponto A, um objeto deve
percorrer uma distancia igual a:

2.ml
A) T +8 o) 2.n3+4 E) 2.:rc5+2
3 3 3
2.t2 2.nt4
B +6 D 2
) = ) S5

Colecao 6V

03.

GABARITO

Aprendizagem

O

O O O O O O O

Propostos

O O O 0O 0 O O O o o

Secao Enem

(@)

(Enem) Nos X-Games Brasil, em maio de 2004,
0 esqueitista brasileiro Sandro Dias, apelidado
“Mineirinho”, conseguiu realizar a manobra denominada
"900”, na modalidade esqueite vertical, tornando-se
o segundo atleta no mundo a conseguir esse feito.
A denominagdo “900” refere-se ao nimero de graus que
o atleta gira no ar em torno de seu préprio corpo, que,
no caso, corresponde a

A) uma volta completa.
B) uma volta e meia.

C) duas voltas completas.
D) duas voltas e meia.

E) cinco voltas completas.

Meu aproveitamento /\/\;'

Acertei Errei

01. E
02. B
03. C
04. A
05. A
06. B
07. C

08. E

Acertei Errei

01. B
02. A
03. D
04. C
05. B
06. B
07. A
08. D
09. E

10. C

Acertei Errei

01. E O 02.A O 03.D

/ Total dos meus acertos: de . %




MATEMATICA

MODULO

C 08

FRENTE

Funcoes Seno e Cosseno

FUNCAO PERIODICA ﬁg.

Uma fungdo y = f(x) é periddica, de periodo p, se existe
peR, p> 0, tal que f(x + p) = f(x), para todo x pertencente
ao dominio da fungéo.

FUNCAO SENO |@Ql

No cicj\o trigonométrico a seguir, « € a medida do
angulo AOP, e o tridngulo OP,P é retangulo.

Y

o[

Utilizando a definigdo de seno para dngulos agudos em
um triangulo retangulo, podemos escrever:

sena = g, em que OP = 1, e P,P é a ordenada de P, ou seja:

sen a = ordenada de P

A fungdo seno é a funcdo de R em R, que associa a
ordenada do ponto P (imagem de « no ciclo trigonométrico)
a todo numero a.

sen: R - R: a - sena= 0P,

Y

N

C(-1, 0) 0]

D(0, -1)

Dizemos também que OP, é o seno de ADP ou de AP.

sen AOP = sen AP = OP,

O eixo Oy passa a ser denominado, entdo, eixo dos
senos.

Grafico da funcao seno (senoide])
Y
2

A imagem da fungdo seno é o intervalo [-1, 1], isto &,
-1 =<senx < 1, para todo x real.

A fungdo seno é periddica, e seu periodo é 2n.

Sinal

Vamos analisar o sinal de sen « quando P (imagem de a ho
ciclo trigonométrico) pertence a cada um dos quadrantes.
Eixo dos senos:

sen

sen sen

sen
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Frente C Modulo 08

Senos de arcos congruos Grafico da funcao cosseno

Qualquer que seja o numero real o, 0s arcos de medidaa e a [Cossenoide]
+ 2kn, k € Z, tém a mesma origem A e a mesma extremidade

P. Logo:
sen (a + 2kn) = sena, ke Z
Exemplos:
10) sen & = sen & = sen i =l
6 6 6 2
29=

29) A determinacgdo principal do arco de medida =5 rad
A imagem da fungdo cosseno € o intervalo [-1, 1], isto é,
mede 5?" rad. Entdo, sen 23& = sen 5?" = _g, -1 < cos x < 1, para todo x real.

A fungdo cosseno é periddica, e seu periodo € 2n.

FUNCAO COSSENOI}—

No cicllc\) trigonométrico a seguir, « € a medida do angulo
agudo AQOP, e o tridngulo OP P é retangulo.

Sinal

Vamos analisar o sinal de cos a quando P (imagem de a no
ciclo trigonométrico) pertence a cada um dos quadrantes.
Y1B(0, 1)

c(-1, 0)

cos

D(0, -1)

Utilizando a definicdo de cosseno para angulos agudos
num triangulo retangulo, podemos escrever:

COS a = %, em que OP = 1, e OP, ¢ a abscissa de P, ou seja:

COS a = abscissa de P

A funcdo cosseno € a funcdo de R em R que associa a cos
abscissa do ponto P (imagem de a no ciclo trigonométrico)
a todo nimero a.
cos: R - R: a - cos a = OP,
Y180, 1)
C(-1, 0)
cos
D(0, -1)
A —_
Dizemos, também, que OP, é o cosseno de AOP ou de AP,
e indicamos da seguinte forma:
cos AP = cos AP = OP, Cossenos de arcos congruos
Qualquer que seja o numero real a, 0s arcos de
O eixo Ox passa a ser denominado, entdo, eixo dos medidas a € a + 2kn, k € Z, tém a mesma origem A e a

Ccossenos. mesma extremidade P. Logo:
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coS (a + 2kn) = cosq, ke Z

Exemplos:
19) cos 8n=c0s 6n=Ccos4n=cos 2n=cos 0 =1
29) A determinacgdo principal do arco de medida % rad

2= o 20= 2=
vale = rad. Entdao, cos —— = cos — = -
3 3 3

N[+~

PERIODO DE FUNCOES '@g
ENVOLVENDO SENO E COSSENO

Sabendo que as fungBes seno e cosseno sdo periddicas
e que seu periodo € 2r, podemos calcular o periodo p das
seguintes fungdes:

i) fx)=sen (mx+n)=p=-2% m=0

Im|
. 2n
i) f(x)=cos(mx+n)=p=ﬁ,m#0
m
Demonstragao:
i) Sejaf(x) =sen (mx +n), m=0.

Como o periodo da fungdo sen x é igual a 2r, obtemos
um periodo de f(x) quando o arco (mx + n) variar,
por exemplo, de 0 a 2n.

Assim:

n
mX+n=0=X=-—

m

2n n
mXx+n=2n=Xx="--—

m m

Como o periodo p é positivo, temos:

2t n n 2n
p:lAXl: 7_7_(_ )=7
m m m)l |m]|
i) A demonstragdo é analoga.
Exemplos:
19) f(x) = sen 2x
m=2-= p= % =pPp=n
Yy
VA /\ ”””” / B

o)

T n 3 2 X
2 2
N NS

Funcoes Seno e Cosseno

-1/

RELACAO FUNDAMENTAL %
ENTRE SENO E COSSENO &I

Utilizando as razdes trigonométricas em um triangulo
retangulo, ja haviamos deduzido que:

sen?a + cos?a =1

Tal relagcdo é conhecida como Relagdo Fundamental da
Trigonometria e pode ser demonstrada facilmente no ciclo
trigonomeétrico.

Tomemos um anguloatal que 0 < a < z (os demais casos
sdo demonstrados de maneira analoga):

y

<
2
=
<L
=
L
-
<
=

Pt P

1

Assim, temos P,P = OP, = sen o, OP, = cosa e OP = 1.
Pelo Teorema de Pitagoras, temos:

(P,P)?> + (OP,)> = (OP)2 = sen®a + cOS?a = 1

EXERCICIOS RESOLVIDOS

01. Darodominio, o conjunto imagem e esbogar o grafico de
y =1+ sen x.

Resolucdo:

Dominio: D = R

Conjunto imagem:
-1<senx<1=0=<1+senx<2=Im=][0, 2]

Gréafico:
Yy
2. i b
‘ y=1+senx
]/ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
o 1y =senx
., L/ 2n X

m+3
2

02. Determinar m de modo que se tenha cos x =

Resolucéo:
Como -1 < cos x < 1, temos:

1<M+3 <1 2<m+3<2o-5<m=-1
2
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medulo 08 [

88

EXERCICIOS DE

APRENDIZAGEM

01.

02.

03.
CEGZ

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(Unimontes-MG-2015) Considere f: R - [-1, 1] uma
funcao definida por f(x) = —sen x. O esbogo que melhor
representa o grafico de f é:

B) y

o) Y

D)

-1
(PUC Minas) Se cos a = —% e a € um angulo do terceiro
quadrante, entdo sen « é igual a:
a 5 o Vi L
4 4 4
o B 5B

(IFPE-2016) A quantidade de algas A, em toneladas, em
certa baia, varia periodicamente em fungdo do tempo t,
em anos e é representada pela funcdo:

A(t) = 850 + 200.cos L
30

Colecao 6V

04.

3LZC

05.
AHTH

06.
OYSF

07.
WUZK

Se t for medido a partir de 2015, ou seja, atribua a
2015 o valor t = 0. Determine em toneladas, qual sera a
quantidade de algas na baia no inicio de 2045.

A) 1050 C) 750 E) 650
B) 850 D) 950

(FGV-SP) A previsdao mensal da venda de
sorvetes para 2012 em uma sorveteria é dada por

P = 6000 + 50x + 2 000 cos %

de unidades vendidas no més x ; x = 0 representa janeiro
de 2012, x = 1 representa fevereiro de 2012, x = 2
representa margo de 2012 e assim por diante.

, em que P é o numero

Se essas previsfes se verificarem, em julho haverd uma
queda na quantidade vendida, em relagdo a margo,
de aproximadamente:

A) 39,5%. C) 37,5%.
B) 38,5%. D) 36,5%.

E) 35,5%.

(UFES) O periodo e a
X-2

imagem da funcao

f(x) =5-3 cos( ), X € R, sdo, respectivamente:

A) 2n e [-1,1]
B) 2n e [2, 8]
C) 2% e [2, 8]

D) 2n e [-3, 3]
E) 22e [-3, 3]

(UCS-RS-2016) O grafico a seguir representa uma fungéo
real de variavel real.

Assinale a alternativa em que consta a fungdo representada
pelo grafico.

A) f(x) = -2cos x D) f(x) = 2sen 2x

B) f(x)=2cos % E) f(x)=sen %
C) f(x) = 2sen x
(UERJ-2019) O circulo a seguir tem o centro na origem do

plano cartesiano xy e raio igual a 1. Nele, AP determina
um arco de 120°.




R Funcses 5eno e Cosseno

08.
UMH3

As coordenadas de P sao:

1
n LB o B 1
2" 2 2 2
B) -1, Y2 D) _Qll
2 2 2 2

(Unifor-CE-2015) O grafico a seguir mostra a posigdo
em fungdo do tempo de uma particula em movimento
harménico simples (MHS) no intervalo de tempo entre
0 e 4s. A equacao da posigdo em fungdo do tempo € dada
por X = A.cos(wt + a). A partir do grafico, a soma das
constantes A, w, « € de:

X
2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
0 'l t
_2 777777 .
A) 242 D) 4+=n
2
B) 2+=x E) 44+°
Q) 243%
2

EXERCICIOS

PROPOSTOS

01.

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play
(PUC RS) A figura a seguir representa um esbogo do

gréfico de uma fungdo y = A + Bsen X , que é muito util
4

quando se estudam fendémenos periddicos, como, por
exemplo, o movimento de uma mola vibrante. Entéo,
o produto das constantes A e B é:

y
5
4|
3_
2—
1
X
0 [ I I I I
5 10 15\}/0/ 25
-1
2|
A) 6. c) 12. E) 50.
B) 10. D) 18.

02.

(FGV-SP) Uma empresa utiliza a féormula

P =200+ 40sen %t+§ para estimar a quantidade

vendida mensalmente P de um produto, em que t = 1
representa o més de janeiro de 2010, t = 2 representa
o més de fevereiro de 2010, t = 3 0 més de margo de
2010 e assim por diante. Em quais meses de 2010 estdo
estimadas as vendas minima e maxima respectivamente?

A) Outubro e abril.
B) Setembro e margo.

D) Julho e janeiro.
E) Junho e dezembro.

C) Agosto e fevereiro.

(Insper-SP-2015) A figura a seguir representa o grafico
da fungao f(x) = a.cos(x) + b.

04.
s12¢

05.
KOGD

O soma a + b e a diferenga b - a sdo, respectivamente,
iguais a

A) 3el.
B) 1e-3.

C) pel.
D) -1enp.

E) 3e-1.

(FGV-SP) A previsdo de vendas mensais de uma
empresa para 2011, em toneladas de um produto, é

dada por f(x) = 100 + 0,5x + 3sen %, em que x = 1
corresponde a janeiro de 2011, x = 2 corresponde a
fevereiro de 2011 e assim por diante.

A previsdao de vendas (em toneladas) para o primeiro
trimestre de 2011 é:

(Use a aproximagao decimal \E =1,7.)
A) 308,55. C) 309,55.
B) 309,05. D) 310,05.

E) 310,55.

(UFPR-2015) Num laboratério, sensores sdo colocados
no topo de dois pistdes para analisar o desempenho de
um motor. A profundidade do primeiro pistdo no bloco
do motor pode ser descrita, de maneira aproximada,

2nt
pela expressdo H, =12.cos % , e a profundidade do

. 2nt
segundo, pela expressdo H, = 12.sen 50 ,sendo t o

tempo medido em milissegundos a partir do acionamento
do motor. Quanto tempo levard para que os pistdes
estejam na mesma profundidade, pela primeira vez, apos

0 acionamento do motor?
A) 5 milissegundos. D) 22,5 milissegundos.
B) 7,5 milissegundos. E) 45 milissegundos.

C) 10 milissegundos.
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06.

07.
91Dz

08.
6KI3

(IFPE-2016) Na cidade de Recife, mesmo que muito
discretamente, devido a pequena latitude em que nos
encontramos, percebemos que, no verao, o dia se estende
um pouco mais em relagdo a noite e, no inverno, esse
fen6meno se inverte.

Ja em outros lugares do nosso planeta, devido a
grandes latitudes, essa variacdo se da de forma muito
mais acentuada. E o caso de Ancara, na Turquia, onde a
duragdo de luz solar L, em horas, no dia d do ano, apds
21 de margo, é dada pela fungao:

2n
L(d)=12 +2,8.sen ——(d-80
(d) + 365( )

Determine, em horas, respectivamente, a maxima e a
minima duragdo de luz solar durante um dia em Ancara.

A) 12,8 e 12.
B) 14,8 e9,2.
C) 12,8e9,2.
D) 12e 12.

E) 14,8 e 12.

(PUC-SP-2016) Suponha que uma revista publicou um
artigo no qual era estimado que, no ano de 2015 + x,
com x € {0, 1, 2, ... , 9, 10}, o valor arrecadado dos
impostos incidentes sobre as exportagdes de certo pais,
em milhGes de ddlares, poderia ser obtido pela fungdo

f(x) =250 +12.cos gX . Caso essa previsdo se confirme,
entdo, relativamente ao total arrecadado a cada ano
considerado, € correto afirmar que:

A) o valor maximo ocorrera apenas em 2021.

B) atingira o valor minimo somente em duas ocasides.
C) podera superar 300 milhdes de doélares.

D) nunca sera inferior a 250 milhdes de dolares.

(Unifor-CE-2015) As marés sao fendmenos periodicos que
podem ser descritos, simplesmente, pela fungao seno.
Suponhamos que, para determinado porto, a variagao de
altura (h) da ldmina-d‘agua em fungao das horas (t) do
dia seja dada por: h(t) =10 + 4.sen % . Um navio, cujo
casco mede 12 m (parte do navio que fica submersa),
chega as 8 horas da manha no porto. O tempo que pode
permanecer, sem encalhar, é de

A) 2 horas.
B) 3 horas.
C) 4 horas.
D) 5 horas.
E) 6 horas.

09. (FUVEST-SP-2018)
H85N
y A
', \‘ ,'r “ ,1 \‘ ,/ \‘
.’ ‘| 1! " ‘n : )
' \ /“\, 1 /\
1 1 \ 1 1 1 ¥
. 1 N U 1 1 »
0 Vo VoA \ ! X
1 I v ! 1 1 1 5
1 v ! ] vy
\ ,' v ! v ! vy
‘\’ ‘I' ‘\l’ ‘\.'
Admitindo que a linha pontilhada represente o grafico da
fungdo f(x) = sen (x) e que a linha continua represente o
grafico da fungdo g(x) = a . sen(gx), segue que:
A) 0<a<leO<pg<l1
B) a>1e0O<pg<1
C) a=1lep>1
D) 0<a<1lep>1
E) O<a<lep=1
10. (Unesp) Em situacdo normal, observa-se que os
SGIL sucessivos periodos de aspiragdo e expiragdo de ar dos
pulmdes em um individuo sdo iguais em tempo, bem
como na quantidade de ar inalada e expelida.

A velocidade de aspiragdo e expiragdao de ar dos
pulmdes de um individuo esta representada pela curva
do gréfico, considerando-se apenas um ciclo do processo.

V (L/s)

t(s)

Aspiragao Expiragéo

Sabendo-se que, em uma pessoa em estado de repouso,
um ciclo de aspiragdo e expiragdo completo ocorre a
cada 5 segundos e que a taxa maxima de inalagdo e
exalacdo, em modulo, é 0,6 L/s, a expressdo da fungdo
cujo grafico mais se aproxima da curva representada
na figura é:

A) V() = 2?.sen gt D) V(t) =0,6.sen th

3 5
B) V(t) = —sen —t
) V(1) E >

=

E) V(t) = 23 .cos (0,6t)

C) V(t) =0,6.cos zft



11.
0

12,
VPIL

(Fatec-SP) Um determinado objeto de estudo é modelado
segundo uma fungdo trigonométrica f, de R em R, sendo
parte do seu grafico representado na figura:

Y
4

Usando as informagdes dadas nesse grafico, pode-se
afirmar que:

A) a fungdo f é definida por f(x) = 2 + 3.sen x.
B) f é crescente para todo x tal que X € [rn; 2n].
C) o conjunto imagem da fungéo f é [2; 4].

19

D) paray =f ,tem-se 2 <y < 4.

E) o periodo de f é p.

(Insper-SP-2016) Na figura, em que esta representada a
circunferéncia trigonométrica, P é a extremidade de um
arco trigonométrico da 12 volta cuja medida, em radianos,
€ igual a a. Observe que P é um ponto do 2° quadrante
localizado no interior do retdngulo ABCD.

y
B A

e

@ D

As coordenadas dos vértices do retdngulo sdo dadas por:

Al V2 43 o2 V3 _ 2 B
22 22 ! 2" 2 !
D=_2,__3
2 2

Assim, é necessariamente verdadeira a desigualdade:

A) E<a<2—n D) 5—n<a<n
2 3 6

B) 2—n<cx<3—ﬂ: E) n<a<7—n
3 4 6
3n 5n

C) —<a<—

) 3%

13.
PEZI

14.
0AJA

SECAO ENEM

01.

(CEFET-MG) A figura a seguir representa uma circunferéncia

trigonométrica em que MN é diametro e o angulo a mede

2] radianos.
6

y A

9 /

A razdo entre as medidas dos segmentos AB e AC é:

B) 3 o 2 D) 2

A) 26\3 5 -

(UFPR-2016) Considere a seguinte sequéncia de poligonos
regulares inscritos em um circulo de raio 2 cm:

3 lados 4 lados 5 lados

Sabendo que a area A de um poligono regular de n

lados dessa sequéncia pode ser calculada pela formula

2% . . ] .
A =2nsen P considere as seguintes afirmativas:

1. As areas do tridangulo equilatero e do quadrado nessa
sequéncia sdo, respectivamente, 3\/5 cm? e 8 cm?.

2. O poligono regular de 12 lados, obtido nessa
sequéncia, tera area de 12 cm?.

3. A medida que n aumenta, o valor A se aproxima de
4p cm?2.

Assinale a alternativa correta.

A) Somente a afirmativa 1 é verdadeira.

B) Somente as afirmativas 1 e 2 sdao verdadeiras.

C) Somente as afirmativas 1 e 3 sdo verdadeiras.

D) Somente as afirmativas 2 e 3 sdao verdadeiras.

E) As afirmativas 1, 2 e 3 sdo verdadeiras.

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play
(Enem-2018) Em 2014 foi inaugurada a maior roda-
-gigante do mundo, a High Roller, situada em Las Vegas.

A figura representa um esbogo dessa roda-gigante, no qual
0 ponto A representa uma de suas cadeiras:

Bernoulli Sistema de Ensino 9 1
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02,
UAMZ

03.

al

Solo Solo

A partir da posicdo indicada, em que o segmento OA
se encontra paralelo ao plano do solo, rotaciona-se a
High Roller no sentido anti-horario, em torno do ponto O.
Sejam t o angulo determinado pelo segmento OA em
relagdo a sua posicdo inicial, e f a funcdo que descreve
a altura do ponto A, em relagao ao solo, em fungdo de t.

04.

Apos duas voltas completas, f tem o seguinte gréfico:

f (metro)
168 | -

88

21 4n t (radiano)

A expressdo da fungdo altura é dada por:
A) f(t) = 80sen(t) + 88

B) f(t) = 80cos(t) + 88

C) f(t) = 88cos(t) + 168

D) f(t) = 168sen(t) + 88cos(t)

E) f(t) = 88sen(t) + 168cos(t)

(Enem-2017) Raios de luz solar estdo atingindo a superficie
de um lago formando um angulo x com a superficie,
conforme indica a figura. Em determinadas condicoes,
pode-se supor que a intensidade luminosa desses raios, O
na superficie do lago, seja dada aproximadamente por

O
I(x) = k.sen(x), sendo k uma constante, e supondo-se
que x esta entre 0° e 90°.
O
(@)
4 o)
O
\ X
Quando x = 30°, a intensidade luminosa se reduz a qual O
percentual de seu valor maximo? e}
A) 33%. C) 57%. E) 86%.
B) 50%. D) 70%.

(Enem-2015) Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia
e Estatistica (IBGE), produtos sazonais sdo aqueles que
apresentam ciclos bem definidos de producdo, consumo
e preco. Resumidamente, existem épocas do ano em
que a sua disponibilidade nos mercados varejistas ora
é escassa, com precos elevados, ora € abundante,
com pregos mais baixos, o que ocorre no més de produgdo
maxima da safra. A partir de uma série historica,
observou-se que o prego P, em reais, do quilograma de
um certo produto sazonal pode ser descrito pela fungao

P(x) =8+ 5.cos *X~# , onde x representa o més do ano,
6
sendo x = 1 associado ao més de janeiro, x = 2 ao més

de fevereiro, e assim sucessivamente, até x = 12 associado
ao més de dezembro.

Disponivel em: <www.ibge.gov.br>.

Acesso em: 02 ago. 2012 (Adaptagdo).

Na safra, o més de producdo maxima desse produto é:
C) junho.
D) julho.

A) janeiro.
B) abril.

E) outubro.

(Enem) Um satélite de telecomunicagbes, t minutos apds
ter atingido sua drbita, esta a r quildometros de distancia do
centro da Terra. Quando r assume seus valores maximo e
minimo, diz-se que o satélite atingiu o apogeu e o perigeu,
respectivamente. Suponha que, para esse satélite, o valor
de r em fungdo de t seja dado por:

5865

r(t) =
1+0,15.cos (0,06.t)

Um cientista monitora o movimento desse satélite para
controlar o seu afastamento do centro da Terra. Para isso,
ele precisa calcular a soma dos valores de r, no apogeu
e no perigeu, representada por S. O cientista deveria
concluir que, periodicamente, S atinge o valor de

A) 12 765 km. D) 10 965 km.
B) 12 000 km. E) 5865 km.
C) 11 730 km.
Meu aproveitamento //J
Acertei_ Errei__
01.D O 03.E O 05.C O 07.A
02. A O 04.A O 06.D O 08.B
Acertei__ Errei___
01. A O 05.B O 09.A O 13.B
02.E O 06.B O 10.D O 14.E
03.E O 07.B O 11.D
04.D O 08.A O 12.B
Acertei_ Errei___
01. A O 03.D
02.B O 04.B

/Totaldos meus acertos: de . %




