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~ Apresentacio

Fundamentos de Matemdtica Elementar é uma colegio elaborada com o objeti-
vo de oferecer ao estudante uma visfio global da Matematica, no ensino médio. De-
senvolvendo os programas em geral adotados nas escolas, a colecdo dirige-se aos
vestibulandos, aos universitdrios que necessitam rever a Matematica elementar e tam-
bém, como € 6bvio, aqueles alunos de ensino médio cujo interesse focaliza-se em ad-
(uirir uma formagfio mais consistente na 4rea de Matematica.

No desenvolvimento dos capitulos dos livros de Fundamentos procuramos seguir
ima ordem logica na apresentacio de conceitos e propriedades. Salvo algumas exce-
¢Oes bem conhecidas da Matemdtica elementar, as proposicdes e os teoremas estio
sempre acompanhados das respectivas demonstrages.

Na estruturagfio das séries de exercicios, buscamos sempre uma ordenacdo crescen-
(¢ de dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a questdes que en-
volvem outros assuntos jé vistos, levando o estudante a uma revisio. A seqiiéncia do tex-
(0 sugere uma dosagem para teoria e exercicios. Os exercicios resolvidos, apresentados
¢m meio aos propostos, pretendem sempre dar explicagiio sobre alguma novidade que
uparece. No final de cada volume, o aluno pode encontrar as respostas para os problemas
propostos e assim ter seu reforco positivo ou partir a procura do erro cometido.

A tltima parte de cada volume € constituida por testes de vestibulares, selecionados
dos melhores vestibulares do pais e com respostas. Esses testes podem ser usados para uma
revisdo da matéria estudada. |

Aproveitamos a oportunidade para agradecer "ao professor dr. Hygino H.
Domingues, autor dos textos de histéria da Matemdtica que contribuem muito para o
enriquecimento da obra.

Neste volume fazemos uma revisdo do estudo das funcoes elementares, estuda-
mos conceitos de limite e continuidade e no¢io de derivada, associando derivada a va-
tiagio da funcdo. Finalizamos com nog¢des introdutérias de integral definida. Esse dlti-
mo capitulo ultrapassa um pouco as fronteiras do ensino médio.

Finalmente, como hé sempre uma certa distincia entre o anseio dos autores e o
valor de sua obra, gostariamos de receber dos colegas professores uma apreciacio so-
bre este trabalho, notadamente os comentdrios criticos, os quais agradecemos.

Os autores




O texto deste volume (8) ndo sofreu muitas alteracdes. A teoria
foi totalmente revista e, onde foi necessdrio, fizeram-se pequenas modi-
ficagBes. Reduzimos ao niimero minimo os exercicios de cdlculos de li-
mites pela definicao. As respostas dos exercicios foram cuidadosamente
conferidas. No manual do professor estdo resolvidos os exercicios mais
complicados.

Finalmente, como hd sempre uma enorme distancia entre o an-
seio dos autores e o valor de sua obra, gostariamos de receber dos cole-
gas professores uma apreciagdo sobre este trabalho, notadamente os co-
mentarios criticos, os quais agradecemos.

Os Autores.
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CAPITULO 1

Funcoes

Neste capitulo resumiremos aspectos essenciais do estudo das fungdes, feito
o longo dos volumes 1, 2 e 3 desta cole¢do. Introduziremos mais algumas no-
(oes que serdo necessarias ao desenvolvimento deste livro.

I. A nocao de funcao

I. Definicdo

Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, chama-se relagdo de A em B
1 conjunto formado por pares ordenados (x, y) emque x € A e y € B.

Fxemplo

Se A =1fa,b,c,d e B=1{0,1, 2}, entdo:
R, = {(a, 0)]

R, = {(a, 1), (b, 0), (b, 1), (c,2), (d, 2)]
Ry = {(a, 0), (b, 1), (c, 1), (d, 2)}

Il

510 (rés exemplos de relagdes de A em B.




FUNCOES
Definicao

2. Uma relagdo fde A em B recebe o nome de funcdo definida em A com
imagens em B ou aplicacdo de A em B se, e somente se, para todo x € A
existe um s6 y € B tal que (x, y) € f.

No exemplo anterior, s6 a relagdo R, é uma fungio, pois em R, os ele-
mentos b, ¢, d ndo participam de nenhum par e em R, o elemento b participa
de dois pares.

Lei de correspondéncia

3. Geralmente, existe uma sentenca aberta y = f(x) que expressa a lei me-
diante a qual, dado um x € A, determina-se o y € B de modo que
(x, ») € f. '

Assim, por exemplo, dados os conjuntos A = (0, 1, 2, 3} e
B=1{01234,5,6,7 8 9 easentenca aberta y = x?, € possivel con-
siderar a funcao:

f=10,0, (1,1, 2,4, G,9)

de A em B, cujos pares (x, y) verificam a lei y = x?.
Para indicarmos uma func¢do fde A em B que obedece a lei de correspon-
déncia y = f(x), vamos usar a seguinte notac¢io:

fifA— B
x — f(x)

Freqiientemente encontramos func¢des em que a lei de correspondéncia
para obter y a partir de x muda, dependendo do valor de x. Dizemos que essas
fun¢des sdo definidas por vdrias sentencas.

Exemplos

19) f: IR — IR tal que
f(x):il, se x <0
-1, se x>0
¢ uma funcdo definida por duas sentencas:

y =1 (quando x < 0)
ou
y = —1 (quando x > 0)

FUNCOES

2°) f: IR — IR tal que
-x, se x <0
fx) =4 0, se 0 <x<1
X, se x =1
¢ uma funcdo definida por trés sentencgas:
y = —x quando x € ] —o°, 0[
ou
y = 0 quando x € [0, 1]
ou
y = x quando x € [1, + oo

As fungdes definidas por vdrias sentencas tém uma importancia especial
neste livro.

. Dominio e imagem

Chama-se dominio da fun¢do f: A —= B o conjunto A. Notacdo: D(f).

Chama-se imagem da fun¢do f: A —= B o conjunto constituido pelos
clementos y € B para os quais existe algum x € A talque (x,y) € f. No-
(ugao: Im(f).

Chama-se contradominio da funcdo f: A —= B o conjunto B. Nota-
io: CD(f).

Por exemplo, se A = {0, 1,2,3], B=10,1,2,3,4,5,6,7,8 9 ¢
/+ A4 —= B é definida pela sentenga y = x?, temos:

[ ={0,0), (1, 1), 2,4, G, 9 A E

D(f) = {0, 1, 2, 3}

Im(f) = {0, 1, 4, 9}

CD(f) =1{0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9

m(f)

Ii evidente que, para todo f,
Im(f) C B.

L.embremos ainda que, feita a representacdo cartesiana (grafico) da fun-
(ao f, temos:

1) Dominio D(f) é o conjunto das abscissas dos pontos do grafico, isto
¢, o conjunto das abscissas dos pontos tais que as retas verticais por eles con-
duzidas interceptam o grafico.

1) Imagem Im(f) é o conjunto das ordenadas dos pontos do grafico,
isto ¢, o conjunto das ordenadas dos pontos tais que as retas horizontais por
cles conduzidas interceptam o gréfico.




FUNCOES

Exemplos

<Y
=<V

D(f)
Im(f)

-2, 1] D(f) = IR*
[0, 4] Im(f) = IR*

Il

. Uma fung¢io esta bem definida quando sao conhecidos D(f), CD(f) e
a lei de correspondéncia y = f(x). E comum, entretanto, darmos apenas a
sentenca aberta y = f(x) para nos referirmos a uma funcdo f. Neste caso,
flca suben}endidp que D(f) ¢ o conjunto formado pelos niimeros reais cujas
imagens sdo reais, isto é:

x € D) = y=1fx) € IR

5. Fungdes iguais

Duas fung¢des f: 4 — B e g: C — D sio iguais se, e somente se,
A=C, B=D ¢ f(x) = g(x) paratodo x € A.

Exemplos

1°) Se A =(-1,0,1} e B=1{0,1, 2, 4}, as fungdes f*A — B e
g A — B dadas por f(x) = x? e g(x¥) = x* sdo iguais, pois:

f(=1) = (-1)* = (=D)* = g(-1)
f(0) = 0> = 0* = g(0)
f(1) = 12 = 14 = g(l)

2?) Se A =R* e B=1IR, asfunges fr4A — B e gcA — B
D! s
dadas por f(x) =x—2 e gk = icx_Zx sdo iguais pois, para todo

x € IR*, temos:

o) = x-2= X x-2 = X2 _ g

FUNCOLS
II. Principais funcdes elementares

.  Funcées polinomiais

Dada a seqiiéncia finita de nimeros reais (a,, @, @5, ..., @,), chama-se
(ungio polinomial associada a esta seqiiéncia a fungdo f:IR — IR dada por:
f(x) = a, + a;x + ax* + ... + ax"

Os reais a,, a,, a,, ..., a, sdo chamados coeficientes ¢ as parcelas a,,
a,\, a,x% ..., a,x" sdo denominadas termos da funcdo polinomial.

Uma funcdo polinomial que tem todos os coeficientes nulos ¢ chamada
[ung¢do nula.

Chama-se grau de uma fungdo polinomial f, ndo nula, o nimero natural
ptal que a, #0 e a; = 0 para todo [ > p.

Iixemplos

19) fx) = 1 + 2x + 5x* + 7x* tem grau 3

29) g(x) = 2 + 3x?> tem grau 2

39) h(x) = 1 + 4x tem grau 1

4%) i(x) = 3 tem grau 0

Uma func¢do polinomial do tipo f(x) = k, isto é, uma funcdo em que
u, k e a=a, = .. = 0 échamada funcdo constante.

O grafico de uma funcao constan- Ay

(¢ ¢ uma reta paralela ao eixo dos x, pe-
[o ponto (0, k). A imagem ¢ o conjun-

(o Im = {ki.
(0, k)

xV

Uma funcdo polinomial que apresenta a, = b, a, = a #0 ¢ ¢
a, = a; = ... = 0 échamada func¢do afim; portanto, afim ¢ uma funcdo po-
linomial do tipo f(x) = ax + b, com a # 0.

&




FUNCOES

O gréfico de uma funcéo afim é uma reta passando pelos pontos (0, b) e

<— z, 0>. Quando @ > 0, a funcdo afim € crescente e, se a < 0, elaé

decrescente. Sua imagem ¢ IR.

Ay a<o0 VA a>0
\{ (0, b) L/
(0, b)
(-=0) (-ae0)
a a
N x / X
Uma fung¢do polinomial que tem a, =c, a, = b, a,=a % 0 e
a; = a, = ... = 0 é chamada fungdo quadrdtica; portanto, quadrética é uma

fun¢do polinomial do tipo f(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0.
O grafico de uma funcdo quadratica é uma pardbola que tem eixo de
simetria nareta x = — b e vértice no ponto V<— L, - A . Se a >0,
2a 2a 4a
a parabola tem concavidade voltada para cima e, se a < 0, para baixo. Con-
forme A = b?— 4ac seja positivo, nulo ou negativo, a interse¢do da para-
bola com o eixo dos x é formada por 2,  ou nenhum ponto, respectivamente.

Assim, sdo os seguintes seis tipos de graficos que podem ser obtidos para
fun¢des quadraticas.

YA a>0 YA a> ylr a>0
e e e
A >0 \ A= \ A<O
\ | i !
1 1
1 1 !
\ ! | |
! 1 I
1 ]
: . ' Y .
Nk ! I
V
VA ~ v \ YA !
! L Y - ! B
/ : X l’ X Y X
I | :
: ! .
| ! |
/| 1 | |
{ ! I
a<o / a<o / a<o
e e e
A >0 A=0 A<O

FUNCOLS

/. Funcées circulares

Dado um numero real x, seja P 4“’
‘i imagem no ciclo trigonométrico. As
coordenadas de P em relagdo ao sistema P,
uOv, OP, e OP, sio chamadas
(08 x (cosseno de x) e sen x (seno de x),
fespectivamente.

B’

Chama-se funcdo seno a fun¢do f: IR —= IR que associa a cada real
v o real 613, = sen x, isto é, f(x) = sen x.
Sdo notaveis as seguintes propriedades da funcdo seno:
1) sua imagem é Im = [~1, I], isto é, —1 < sen x < I para todo
x € R;
2%) ¢ periddica e seu periodo é 2m;
34) seu grafico é a sendide.

AY = senx

i 3n

; 2
T fd E 27I'
2 :

Chama-se funcdo cosseno a fungdo f:IR —= IR que associa a cada real
v o real OP, = cos x, isto é, f(x) = cos x. :
Sdo notdveis as seguintes propriedades da fun¢do cosseno:
1) sua imagem é o intervalo [/, I], istoé, —I < cosx < I parato-
do x € R;
2%) ¢é periddica e seu periodo ¢ 2m;
3%) seu grafico é a cossendide.

1

<V

-1

Ay = cos x

xv

._;r - 0 r\r/ﬂ 27 VW
2 2 2




FUNCOES

Para x € IR e x # % + km (k € Z), sabemos que cos x # 0 e,

23 . . N .
entdo, existe o quociente ‘Ze—j((, denominado g x.

Chama-se funcdo tangente a fungio f: {x € Rlx # % + kw} — R

y sen x . .
que associa a cada x o real fg x = cos x° isto ¢, f(x)

Destacam-se as seguintes propriedades da func¢do tangente:

1?) sua imagem ¢ IR, isto ¢, para todo y € IR existe um x € IR tal
que g x = y;

2%) € perioddica e seu periodo é 7;
3%) seu grafico ¢ a tangentdide.

= tg x.

AY = tg x

-3

xv

8. Fungées exponenciais

Dado um nimero real @, com 0 < a # I, chama-se fungao exponen-
cial de base a a fun¢do f- IR —= IR definida pela lei f(x) =

8

FUNCOLS
Destacamos as seguintes propriedades das fung¢des exponenciais:
I') sua imagem é IR*, isto é, ¢* > 0 para todo x € IR;
2') se 0 < a < 1, afuncgldo é decrescente e, se a > I, a funcao ¢
crescente;
3') seu grafico tem um dos seguintes aspectos:
AY a* ‘} y = a
0 =< @< 1
a>1
(0, 1) (0, 1
X =

EXERCICIOS

Construa os graficos das seguintes fung¢des definidas em IR:

. 1, se x <0 x+ 1, se x<O0
w) Lo = [2 se x;O &) () = {(x—l)z, se x =20

. -1, se x < X+ 2x+ 1, se x<0
e se x;l B e = [x2+ I, se x>0

1, se x =0

se x < —1
se -1 <x<1
X, se x > 1

d) f(x) =

o Filin = {, se x #0




FUNCOES

2. Construa os graficos das seguintes func¢des elementares:

X, se x =20

a) f(x) = Ixl, isto ¢, f(x) = [—x e x <0

b) g(x) = —— se x # 0 e g0) =0

Ix
Gy =, x=0
X
d)i(x)=%, X # 0

e) j(x) = x\.

3. Construa o grafico da func¢do f: IR — IR dada pela lei:

cosx, para x < 0
2%, para x > 0

f(x) = {

III. Composicao de funcoes

9. Definicdo

Dadas as fun¢des f- 4 —= B e g: B —= C, chama-se fungcdo com-
posta de g com f a funcdo F: A —= C definida pela lei F(x) = g(f(x)).

B

Isso quer dizer que a fungdo F'levacada x € A no elemento F(x) ob-
tido da seguinte forma: sobre x € A4 aplica-se f, obtendo o elemento
f(x) € B,esobre f(x) aplica-se g, obtendo-se o elemento g(f(x)) € C, tam-
bém chamado F(x).

10

FUNQOLES

A Tun¢do F, composta de g e f, também pode ser indicada com o simbolo
i (Ié-se: ““g circulo ).

10, Fxemplos

[") Consideremos os conjuntos A = (—1,0, 1,2}, B = {0, 1, 2, 3, 4},
( |1, 3, 5, 7, 9]. Consideremos também as fun¢des f: A — B tal que
/[(\) - x? e go B —= C tal que g(x) = 2x + 1.
I imediato que:
f-1) =1, f0) =0, f(1) =1 e fQ2) = 4.
Também ¢ evidente que:
g0) =1, g(1) =3, g2 =5, g3 =7¢ g4 =9

Neste caso, a fun¢do composta F ¢é a fun¢do de 4 em C que tem o seguin-
(¢ comportamento:

F(=1) = g(f(-1)) = g(1) = 3
FO) = gf(0) =120 =1
F(1) =gf(1)) =gd)=3
FQ2) =2(f@) =g4 =9

O esquema ilustra o que ocorreu:

A funcdo Ftem também uma lei de correspondéncia que pode ser encon-
(rada se procurarmos o valor de F(x):

F(x) = gf(x) = 2 - fx) + 1 = 2x2 +1

11




FUNCOES

De forma geral, para obtermos a lei de correspondéncia da fun¢do com-
posta F = gof devemos trocar x por f(x) na lei de g.

2?) Sejam as func¢des de IR em IR: f(x) = sen x ¢ g(x) = x2. A com-
posta de g com f ¢é a fungdo F: IR — IR tal que:

F(x) = (gohx) = g(f(x)) = (fx))* = sen’x

39) Sejam as funcdes de IR em IR: f(x) = 2x e g(x) = e*. A composta
de g com f € a fungdo: F: IR — IR tal que:

F(x) = (gof) (x) = g(f(x)) = e™ = e*

11. Observacdes

1?) A composta gof sé ¢ definida quando o contradominio de f é igual
ao dominio de g.

2%) Quando 4 = C, istoé, frA — B e g-B — A épossivel de-
finir duas compostas gof = F, ¢ fog = F,.

Assim, por exemplo, se f: IR, — IR ¢ dada por f(x) = \/;c e
g IR — IR, é dada por g(x) = x2 + 1, temos:

Fi(®) = (g0N® = gf®) = F@P + 1 = (%2 + 1 = x + 1

F,(x) = (fog)x) = f(g() = Jeg(x) = {x* + 1
sendo F,: IR, — IR, e F,y IR — IR.

De maneira geral, quando ambas existem, gof e fog sdo funcdes dis-
tintas e isto nos obriga a dobrar a aten¢do quando compomos.

12. Para a compreensdo de alguns assuntos deste livro é fundamental que sai-
bamos decompor (sempre que isso for possivel) uma func¢do em duas ou mais
funcdes elementares.

Exemplos

1?) A funcdo F(x) = sen’x deve ser vista como F(x) = (sen x)? ; por-
tanto, F'é a composta gof, sendo g(x) = x? e f(x) = sen x, uma vez que
0 esquema para calcular F(x) a partir de x é 0 seguinte:

X —= senx —= (sen x)?
g
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2?) A func¢do F(x) = cos e’*’+! como seria decomposta? Olhando o
¢squema para calcular F(x), temos:

X —= 3x2 + 1 —= ¥+l s (g5 e+l
f g h

entio F € a composta ho(gof), sendo J&X) =3x2 4+ 1, g(x) = & ¢
(x) = cos x.

EXERCICIOS

I Se f: A — B ¢ dada pela lei J&x) =x—1, g¢ B—= C ¢ dada por
£2(x) =.2x +1,A=[1,23,B=1{01234eC=1012345,6, 7,8,9,
determine os pares ordenados que constituem gof.

5. Se fe g sdo fungSes de IR em IR dadas pelas leis J&x) =x3 e gx) = x + 1, ob-
tenha as leis que definem as compostas: gof, fog fofegog.

6. Sejam as fungbes reais f(x) = x + 2, gx) = x? e h(x) = 2*. Determine
hogof e fogoh.

/. Determine funcdes elementares f e g de modo que gof = F, quando F é uma fun-
¢do real dada por uma das leis abaixo:

a) Fx) = Ix2 + 1l d) F(x) = tg2x
b) F(x) = sen (x* + 4) e) F(x) = 2cosx
¢) F(x) = tg x3 f) F(x) = sen 3%

4. Determine as fungdes elementares f, g e 4 de modo que hogof = F, sendo Fuma
funcdo real dada por F(x) = cos 2*+3,

IV. Funcdes inversiveis

I3, Dada uma fungdo f: A — B, consideremos a relacdo inversa de f:
1=y, x) EB X A|(x,y) Ef)

13
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Quase sempre f~/ ndo é uma func¢do, ou porque existe y € B para o
qual ndo ha x € A com (y, x) € f/ ou porque para o me_slmo ¥ € B
existem x,, x, € A com x, # x,, 0, x,) Ef' e (y,x) € f~1. Vejamos
dois exemplos:

f é funcdo ' ndo é funcéo
A ’ B
(5 ndo tem correspondente)
5 -3 ' ndo é funcido
A f é funcéo B

B A
E imediato que f~! é uma fun¢io quando fodo y € B € o correspon-
dente de um unico x € A.

(3 tem dois correspondentes)

14. Definicdo

Uma fun¢do f: A —= B ¢inversivel se, € somente se, a re}ag;ﬁo inversa
de ftambém é uma fungéo, isto é, para cada y € B existe um unico x € A
tal que y = flx).

Indica-se a funcdo inversa de f com a notagdo f~.

14

FUNQOLES
1. Observacées

I") Sendo f~! a funcdo inversa de J, temos as seguintes propriedades:
a) D(f) = B = Im(f)
b) Im(f') = A = D(f)
)V, X) Ef! <= x,y)Ef

d) o grafico de f~7 ¢é simétrico do grafico de f em relacdo a reta
Yy =X

2%) Dada a funcdo inversivel f: A — B, definida pelalei y = f(x),
frara obtermos a lei que define f~/ procedemos assim:

a) transformamos algebricamente a expressio Y = flx) até expres-
sarmos x em funcdo de y: x = f1 ().

b) nalei x = f~/ (y) trocamos os nomes das varidveis (x por ye
vice-versa), obtendo a lei y = £ (x).

Assim, por exemplo, se f: IR — IR ¢ dada por J&) = 3x + 2 eque-
femos obter a inversa de f, temos:

y—2

fx) =y=3x+2 = x = 3

Permutando as varidveis, temos:

portanto, f~' ¢ uma funcdo de IR em IR dada por f~! (x) = 5-5—2

1, Inversas notaveis

Ha algumas fungdes, inversas de fungdes elementares, cuja importancia
¢ prande para o estudo que faremos neste volume:

a) Fungdo y = \/)_c

A func¢do f: IR, — IR, dada pela lei de correspondéncia y = x? é
inversivel. Sua inversa é f~ : IR, — IR, dadapor y = «/)vc Seus graficos,

simétricos em relacdo a bissetriz do 1° quadrante, sdo os seguintes:

15
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v Y

(%) = Vx

=V
=<V

b) Funcdo logaritmica: y = log,x (0 < a # 1)

A funcio frIR — IR* dadapelalei y = a*, 0 < a # I, chama-
da exponencial, é inversivel. Sua inversa é f/: IR* — IR dada por

y = log,x, chamada logaritmica. Dependendo do valor de a, os graficos da
logaritmica e da exponencial tomam um dos aspectos seguintes:

a>1 O<ax<1

YA

f(x) = a*

>

/ f1(x) = log,x

¢). Fung¢do arco-seno: y = arc sen x

A func¢do seno (y = sen x), quando restrita ao dominio [— % , l] e

2
ao contradominio [—1, I], ¢ inversivel e sua inversa é a fun¢do de [—1, I] em
[— %— 3 %:I dada pela lei y = arc sen x.

16
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A partir da senoide, ysando a si-

metrin em relagdo a bissetriz y = x, YA
construimos o grafico ao lado. | f') = arcsenx
2 | flx) = sen x
5
|
| |
} I
Il i
—T L
_LI -1 0 i poafial X
i 2
1
R et -1
) T
B (N

d) Fungdo arco-cosseno: y = arc cos x

A funcdo cosseno (¥ = cos x), quando restrita ao dominio [0, 7] e
no contradominio [—1, 1], ¢é inversivel e sua inversa é a funcdo de [—1, ]
vin |0, w] dada pela lei y = arc cos x.

Analogamente a funcdo anterior, temos o grafico abaixo.

AV~ cosXx Ay = arc cos x

=Y

¢) Funcdo arco-tangente: y = arc t1g x

~ 7~ . s . i e
A fun¢do tangente (¥ = fgx), quando restrita ao dominio ]— - 7[
¢ no contradominio IR, é inversivel e sua inversa ¢ a funcdo de IR em

17
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& . . .
:I— ER —2—[ dada pela lei y = arc tg x. Eis o gréfico:
Ay = tg x 7rAy=arctgx
2
T T X *
2 2
eI
2

EXERCICIOS

9. Examine cada uma das fungdes abaixo e estabeleca quais sdo inversiveis. Para es-
tas, defina a inversa.
a) f: {a, b, ¢ — fa’, b’, ¢’} tal que f = [(a, a"), (b, b"), (c, ¢')].
b) g: {1,2,3] — {4,5,6,7} talque g(1) = 4, g2) = 6 ¢ g(3) = 4.
c) h: R — IR tal que h(x) = 1 — 5x.
d) i: R — IR tal que i(x) = x3 — 2.
e) j: R. — IR, tal que j(x) = x2.

f) p: R* — IR* tal que p(x) = %

10. Determine a inversa da fun¢io f* IR — IR assim definida:

X, quando x <1
x + 1
2

x2—17, quando x > 3

f(x) = ,quando 1 < x < 3

11. Sejam as fungGes f: IR — IR tal que f(x) = 2x—3 e g:IR — IR tal que
g(x) = 3x — 1. Determine a funcdo g'of .

18
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1+ Determine a inversa da funcdo f: IR* — IR dada por f(x) = log Jx.

{1 Determine a inversa da fungéo f; [—%, %] —[—1, 1] dada pela lei f(x)=sen )2(

V. Operacdes com funcées

17 Adicdo

Dadas duas fungdes f: A —= B e g:A — B, chama-se somaf + g
nlungdo h: A —= B definida pela lei A(x) = (f + 9() = f(x) + g().

Por exemplo, sejam as fungdes de IR em IR: f(x) = e* € g(x) = e™.
“uinsoma € a fungdo A(x) = eX + e

I8 .S‘ubtragﬁo

Dadas duas fungdes f:r 4 —= B e g: A — B, chama-se diferenca
[ u afungdo h:A — B definidapelalei #(x) = (f— g)(x) = f(x) — g(x).

Como exemplo, sejam as funcdes de IR em IR: f(x) = senxeg(x) = logx.
“un diferenca € a funcdo A(x) = sen x — log x.

|9 Multiplicacdo

Dadas as fungbes f: 4 —= B e gr A — B, chama-se produto fg a
fungio h: A — B definida pela lei A(x) = (fo)(x) = f(x) - gx).

Assim, se f(x) = x? e g(x) = cos x sdo fungdes de IR em IR, seu pro-
duto ¢ a funcdo h(x) = x?- cos x.

o) Quociente

f

Dadas as fun¢des f-4 — B e g: A — B, chama-se quociente ~—
0 lungio h: A — B definida pela lei h(x) = <i>(x) = J&) para
g g(x)
VO A ={x€ Algk # 0.
Assim, se f(x) = x? e g(x) = x — I sdo fungbes de IR em IR, seu quo-
definida em IR — {7].

viente ¢ a fungdo h(x) =

19




CAPITULO 1I

Limite

I. Nocéao intuitiva de limite

Cx+1)(x—1D
x—1

x # 1. Se x # 1, podemos dividir o numerador e o denominador por x — 1,

obtendo f(x) = 2x + 1.

Estudemos os valores da funcdo f quando x assume valores proximos de
1, mas diferentes de 1.

Atribuindo a x valores préximos de I, porém menores que /, temos:

21. Seja a funcdo f(x) =

definida para todo x real e

x 01.0,50075 | 0,9 100,990,999
fe) Ll 2025 F2.8 1 298 | 2,008

Se atribuirmos a x valores préximos de 1, porém maiores que I, temos:

xel2 00050 1,280 11, 101010 1001
160 iS4 3050 323,001 31000

Observemos em ambas as tabelas que, quando x se aproxima cada vez
mais de 7, f(x) aproxima-se cada vez mais de 3, isto é, quanto mais proximo
de 7 estiver x, tanto mais proximo de 3 estara f(x).

20
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Notemos na primeira tabela que:

v 09 = f(x) =28 istoé,x—1=-0,1
v 0,99 = f(x) = 2,98 istoé, x—1 = —0,01
v 0,99 = f(x) = 2,998 isto é, x — 1 = —0,001

f(x) — 3 = —0,2
f(x) — 3 = —0,02
f(x) — 3 = —0,002

bl

¢ u segunda tabela nos mostra que:

X 1,1 = f(x) =3,2 istoé,x—1=0,1 = f(x) —3 = 0,2
X 1,01 = f(x) = 3,02 isto é,x—1 = 0,01 = f(x) —3 = 0,02
X 1,001 = f(x) = 3,002isto é, x — 1 = 0,001 = f(x) —3 = 0,002

portanto, pelas duas tabelas vemos que:

Ix—=11=0,1 = |f(x)—31=0,2
Ix—=11=0,01 = If(x)—31=0,02
Ix=11= 0,001 = [|f(x)—31 = 0,002

Il

Observemos que podemos tornar f(x) tdo proximo de 3 quanto desejar-
mos, bastando para isso tomarmos x suficientemente proximo de /.

Um outro modo de dizermos isto é: podemos tornar o modulo da dife-
renga entre f(x) e 3 tdo pequeno quanto desejarmos desde que tomemos o mo-
(lulo da diferenca entre x e 1 suficientemente pequeno.

77, A linguagem utilizada até aqui ndo ¢ uma linguagem matemadtica, pois
no dizermos “‘l f(x) — 3 | tdo pequeno quanto desejarmos’ e “‘l x — I | su-
licientemente pequeno’’, ndo sabemos quantificar o quédo pequenas devem ser
cssas diferencgas.

A Matematica usa simbolos para indicar essas diferengas pequenas. Os
vimbolos usualmente sdo e (épsilon) e 6 (delta).

Assim, dado um numero positivo ¢, se desejamos | f(x) — 3 | menor que
, devemos tomar | x — / | suficientemente pequeno, isto é, devemos encon-
(rar um ndmero positivo 6, suficientemente pequeno, de tal modo que

O0<Ix—-1I<6 = Ifx)—31<e

A condicdo 0 < | x — 1| énestecasoequivalentea 0 % | x — I |, isto
¢, x # I, porque estamos interessados nos valores de f(x), quando x esta
proximo de I, mas ndo quando x = 1.
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E importante perceber que 6 depende do e considerado. Nas duas tabelay
vemos que:

I9Ix=-11=0,1 = 1fx)—31=0,2
entdo, se for dado e = 0,2, tomamos 6 = 0,/ e afirmamos que:

0<Iix—-11<0,1 = Ifx)—31<0,2

29 1x—=11=0,01 = Ifx)—31 = 0,02
entdo, se for dado e = 0,02, tomamos & = 0,0/ e temos:

0<Ix-11<00 = 1fx)-31<0,02

39)Ix=-11=0,001 = |1fx)—31 = 0,002
entdo, se for dado e¢ = 0,002, tomamos 6 = 0,001 e temos:

0<Ix—-11<0,00l = If(x)-31< 0,002

Notemos que, dado ¢, tomamos 6 = % Generalizando, afirmamos
que, qualquer que seja o valor positivo e, podemos tomar § = —;— tal que
O<Ix—1l<6=% = 1fx) -3 <e

De fato:

O<Ix—1|<6=% = Ix—ll<% = 2lx—-1l<e =

= I2x=-21<e = I2xX+1-3l<e = [fx)-31<ce

f(x)
y A
Notando que
0<Ix—-1l<é6 <= 1-6<x<1+5$ f
ex#1 3+e /

— €

e ol
fx) =31 <e = 3-e<f(x) <3 + ¢ 3 /
vejamos qual é o significado de e e 6 no grafi- / |
co ao lado. P E
Para todo x entre /-6 ¢ I + 6 ¢ }
x # 1, temos os valores de f(x) entre 3 — ¢ ' o
e 3 +e 1-86 1 1+8

23. O valor considerado % para 6 ndo ¢ tnico, é simplesmente o maior va-

lor que 6 pode assumir.
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. . € r
Assim, se considerarmos 6, = 3 teremos também

0<|X—1|<61=% = If(x)—31 <€

De fato:
leix-1i<s =% = Ix-1I<E = 2Ix-—l|<% =

(95— 3] & 2 e [2m e I — 3l 26 s

— 3

f(x)
s 2¢ . 2€
H(x)—3l<T = [fx)— 31 < e p01sT<e
Considerando 6, < 6, percebe- vA

imos que o intervalo de extremos I — §,
¢ | + 6, estd contido no intervalo de

3+e /

extremos I —6 e 1 + 6 e, portanto, ;
(odo x que satisfaz - 7/
I -6, <x<1+6 e x#1 3-¢

tislara
l-0<x<1+4+6ex#1
¢, consequientemente, teremos
J—e<f(x) <3 + ¢
0 (ue pode ser confirmado no grafico
no lado.

Quando, para qualquer valor positivo ¢, podemos encontrar um valor
apropriado para 6 tal que
O0<Ix—1l<é6 = Ifx)—31<e
dizemos que o limite de f(x), para x tendendo a I, é 3. Em simbolos:
11_1)1} f(x) = 3

|
1
1
I
/f
A '
I
I
{
i
]
1
I}
1

1=6 1=6, 1 146 145,

II. Definicao de limite

2. Seja I um intervalo aberto ao qual pertence o niimero real a. Seja f uma

lungdo definida para x € I — [a¢}. Dizemos que o limite de f(x), quando x

fende aa, € L e escrevemos lim f(x) = L, separatodo e > 0, existir 6 > 0
X—a

(lquese 0 <lx—al <é entdo | f(x)— LI < e

23
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Em simbolos, temos: Unicidade dO limite

limf(x) = L <> (¥ >0,35>010<(x-al<d = If®-LI<¢ Teorema

Se lim f(x) = L, e lim f(x) = L,, entdo L, = L,.

E importante observarmos nesta defini¢do que nada é mencionado sobre
o valor da fun¢do quando x = a, isto é, ndo é necessario que a fun¢do esteja
definida em a. Assim, no exemplo anterior, vimos que

Demonstracdo

Demonstraremos este teorema por reducdo ao absurdo.
lim Cx+ DHE-1 Supondo L, # L, temos:
x— 1 x-=1

= l_in}(2x+ 1) =3
Sendo ){Lma S&x) = L,, vem:

Cx + D (x—1)

ndo esta definida para x = 1.
x=1D

mas g = Vo> 0,35 >0/0<Ix-al<8 = If@-Li<e (O

Sendo {_ing Jx) = L,, vem:

Pode ocorrer que a fun¢io esteja definida em a e {1_{7‘11 fx) # fla).
; Ve >0, 3 >0]0<Ix-al<s = If®-Lil<e (2)

Bscrevendo L, — L, como L, — f(x) + f(x) — L, e aplicando a desi-

Lef oy DeNIkee A vualdade triangular (1@ + b1 < lal+ 1bl, ¥ a, b € R), temos:
i) = {2x+ 1 sex # 1
5 sex = 1 Ly =Lyl = 1Ly = f®) + (F) —Ly) | 1L, = f(x) | + | f(x) — L, | =

temos: [fx) - LI + 1 fx) — L, |

lim f(x) = lim @x + 1) = 3 = (1) '
Xl ik Chamando de 6 o menor dos nimeros §, € 6,, temos &6 < §, € 6 < 6,

¢ considerando @ e @, temos:

Ve >0, 36 > 0 tal que:
h<lx—al<e = Ifx)— L, | +1fx)—L,I < 2e

mas L =Ly, <1 fx)—L, I + | f(x) — L, 1|, entdo:
Ve >0, 36 > 0 tal que:
I<lx—al<e = IL —L,| < 2¢

E importante ter ssmpre em mente no calculo de /im f(x) que interessa o
X=>a

’ ~ | Ly =il ]
comportamento de f(x) quando x se aproxima de ¢ ¢ ndo o que ocorre com Se tomarmos ¢ = —-—=2_ vem:
fquando x = a. 2

£ : 5y T : IL,—L, | .
O préximo teorema afirma que uma func¢édo ndo pode se aproximar de para e = #, 36 = min (5, &)

dois ndmeros diferentes quando x se aproxima de a. E o teorema da unicidade
do limite de uma funcdo; ele nos garante que, se o limite de uma funcfo existe,
entdo ele é unico. f

alque 0 <lx—al<e = IL,-L,I <L, —L,li
(ue ¢ uma contradicdo e, portanto, a nossa suposicdo é falsa. Logo L, = L,.
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EXERCICIOS

14.

15.

16.

17.

18.

26

Seja a funcdo f definida por f(x) = 5x — 2 para todo x real. Se l_imzf(x) = &3

encontre um 6 para e¢ = 0,01 tal que

0<Ix—21<6 = If(x)—81 < 0,01

Solucao i

If(x) — 81 < 0,01 <= [(5x72)—81< 0,01 «— |5x-101< 0,01 <>
<> 5-1x—-21<001 = |x—2| < 0,002
Se tomarmos 6 = 0,002, teremos: i
0<lix=21<0002 = 1fx)—8!| < 0,01
Notemos que qualquer nimero positivo menor que 0,002 pode ser usado no
lugar de 0,002 como sendo o 6 pedido, isto é, se 0 < §;, < 0,002, a
afirmacdo
0 ik =2 g el fix) —i 8 1 <in, 01
¢é verdadeira, porque todo nimero x que satisfaca a desigualdade
0 < Ix— 2| < §, satisfard também a desigualdade 0 < Ix — 2| < 8.

Seja f uma funcdo tal que f(x) = 3x + 2, x € RR.
Se liml f(x) = 5, encontre um § para e = 0,0/
X=»

talque 0<Ilx—711<é6 = If(x)—51< 0,01

Dada a funcdo ftal que f(x) = 5 — 2x, x € IR, determine um numero § para
e = 0,001 demodoque 0 < Ilx+ 21 <6 = |f(x) —9I| < ¢, sabendo que
lin’i i Sfx) = 9.

' : N
Seja a fungdo f(x) = e

= ; definida para todo xreal e x # —I1. Sabendo que

lim f(x) = -2, calculeddemodoque 0<Ix+ 11<é6 = If(x)+21<0,01.
x—>-1

2
Supondo conhecido que limz %— = 4, quao proximo de % deve estar x
p
3
~ 9x?-—-4 X ; ; oy 'Y
para que a fragdo 3y — osteja proxima de 4, com aproximacio inferior a
0,0001?

Usando a definicdo, demonstre que /im (3x + 2) = 5.
x—1

Soluciio

Devemos mostrar que, para qualquer e > 0, existe § > 0 tal que:
Ol =il [l s | (3% AR DY 5 e e

Notemos que:

€

1(3x +2)~51<e <= 13x—3 | <e <= 3Ix—1l<e <= lx—1l< 3

. €
Assim, se escolhermos 6 = 3 teremos:

Ve>0,36=5>0|0<Ix-11<86 = I(Bx+2-51<ce

o

3
De fato, se

o<|x—1|<5=§ = |x—1|<§ = 3lx-1l<e =

[3x =3 <L e = 1Bx+ 2)—5]<¢

-

Demonstre, usando a defini¢dao, que:

) lim2 Ux-1)=7 b) lim3 4-2x) =2 c) lim_1 (Bx—2)

Demonstre, usando a defini¢do, que lim x? = 1.
x—1

Solugao

Devemos provar:
Ve >0, 38500 < Ix~1]l €8 == Ix2=11<e
Notemos que:

B wibor B T8 S GO Ve R
Suponhamos que o valor de § que queremos encontrar seja menor ou igual
a I, isto &,

O«<ix=ll<ogl —lx-1l ] sl e gl — Qcix <)

¢,sendo ¢ > 0 talquese 0 < e < ] entdo € = € ouse ¢ > I entdo
0 < € < 1, temos:

el < gl4eglte = 0<lre<®<l e =

= Jl-¢ <Ixl<yJl+e = Jl-¢ <x<l +¢ =

| x sl < gl—i
e Jl—e—1<x—-1l<Jl+e—-1 = e
i el e i el

LIMITE

= -5
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3¢’ —ie"
Notando que 3—¢ shOR 3 €
0<{l+e¢—-1<1-{1-¢ < 1temos: g 2
2 p , Ix =2l i s
para todo e > 0, existe 6 = I + ¢ —lemquee =ese0 < e < 1 3 e
oul < e < Isee > 1, tal que . "
et T e’ G et [ i 3al
Fx =D e
De fato, 3 +i€
0 wlxe— 1 e 00 == g =iT]he B o et —as 3¢ 3¢
S e Not: i
=>\/1—_?_1<1_\[1—+~?<X__1<‘[1+6,_1=> otando que 0<3+e,<3_E,,temosparatodo e > 0, existe
i ‘1—6_1<X_1<‘“1+6—,1 B ‘“_,E <x<{l+e B S e — >0 emque ¢ =€ se 0<e<3 ou O0<e <3 se
= et XAl hie e gf <o x2a ] el ies X2 el ke e 3+ e
t 2 3, tal que
22 Prove pela defini¢io de limite que: 0<Ix=21<d6 = S midiiatile
a) lim x> = 4 b) im x* + 1) = 10 ¢) lim (1 -x? = De fato:
X—>2 X——3 X—>2 3¢
0<Ix=2l<d = Ix-21<—25_
g 3+ ¢
23. Prove pela defini¢do de limite que it_t?zzﬁ =3 , 3¢ R 3¢’ i 36" =
3+ € 3+ ¢ I
-3¢ i 3¢’
Solugio 3+ ¢ A 3=e
9 9
Devemos provar: s i L S A — — 3 =
3+ ¢ B e
¥e>0,35>0]0<ix-21<d = |[—2—-3|<. ; o i Preipndieg it Selie B & e S
Xl 3+¢ 3-¢ 3 e 9 3—¢
Notemos que: 9
> =i +1<3+6'=>—-e'<x+1—3<e'=>
[ 4 —3|<e=>—e< —3<e = 3—¢< <3+e
X4+ 1 X+ 1 X+ 1 9
Considerando ¢ > 0, talque ¢ =€ se 0 < e <3 ou 0<¢€ < 3se = x+1—3<61<€'
€ = 3, temos:
diie 3t el 2 I <3t e <3 te = Ufa! Quanto trabalho! Seréd que vai ser sempre assim? Ndo, com as propriedades
i dos limites (item seguinte) evitaremos tantos artificios.
= 0<3—¢ < +l<3+e’=> p
- ’rove pela definicdo de limite que Jim ——— = 2,
1 X+ 1 1 9 x> X+ 2
e T g e e e 2
3¢ e I’rove pela definicdo de limite que /im 2 = 4,
9 9 Hows? 196 =]
= = QL S X O Sl B e o o
Sie 3eote Prove pela definicdo de limite que /im x° = 1.

x—1
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LIMITE
LIMITE

IV. Propriedades do limite de uma funcao Demonstragdo

Devemos considerar dois casos:
26. No paragrafo anterior vimos que, para provarmos lim f(x) = L, devemo .
X—>a 0 . —
exibir um 6 > 0 para um dado ¢ > 0. 1? caso: ¢ = 0
Considerando que freqlientemente uma fun¢do é construida a partir d
funcdes mais simples; por exemplo uma fun¢ao polinomial /¢ uma soma finit
de fung¢des do tipo fi(x) = a;x' em que a;, € IR e i € IN, isto é:

S¢ ¢c=0, entdo ¢c-f(x) =0-f(x) =0 e ¢c-L =0-L = 0.
cla 12 propriedade, temos:
. ) !il}lvll [c-f(x)]:ii_{gO:O:c-L
f(x) = a; + a;x + a,x> + ... + ax" = E ax = Z f.(x)
i=0

=0 2" caso: ¢ # 0

Se as fungdes f; tém limites para x tendendo a @, entdo uma combinaca

conveniente nos fornece o limite de f quando x tende a a.

A fim de que ndo tenhamos que voltar repetidamente a definigdo de limi
te para provarmos [lim f(x) = L, vamos apresentar as propriedades algébrica
X—>a

Devemos provar:

ve >0, 36>0|0<Ix—al<é = lc-f(x)—c-Ll <e
I'emos, por hipotese:
lim f(x) = L
do limite de uma funcio. Hesll

No que segue estamos supondo que @ é elemento de um intervalo abert

I, e queem I — {a] estdo definidas as fungdes f, g, ... ‘‘envolvidas’ na pro
priedade.

isto é,
Ve >0, 36, >0|0<Ix—al<é§ = Ifx)—Ll<e

. = v €
l'ntao “e > 0, considerando el temos:
@

16 >0/0<Ix—al<s = If(x)— LI <

27. 19 propriedade lcl

.. isto é,
“Se ¢ € IR eféafuncdo definida por f(x) = ¢, paratodo xreal, en
tdao limc = c.”

X—=a

16>0|0<Ix—al<é = IcI-If(x)—LI<|—Z|—-IcI:e

Demonstracdo oIl Sl
16 >0]0<Ix—al<dé = lc-f(x)—c-Ll<e
Devemos provar:

¥e >0, 36 >0]0<Ix—al<d = Ifx)—cl <e
E sempre verdadeiro, pois

M 24 .
Ifx) —cl =lc—cl =0 < e /. 3% propriedade

Se {iﬂf(x) = L & )1(1113 g(x) = M, entdo ){an (f+ g x)=L + M.

’ Demonstragdo
28. 29 propriedade ¢ ¢

. _ ] Devemos provar:
» . Went =c- 18
Se c € R e limf(x) = L, entdo lim[c-fx)] = c-limf(x) = ¢ Ve>0, 36>0[0<Ix—al <8 = If+ &) —(@L + M)l < e
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LIMITE

Para todo € > 0, consideremos % Temos:

35, >0|0< Ix—al <8 = If(x)—Ll<%

35, >0|0< Ix—al <§ = Ig(x)—MI<%

Considerando 6 = min {5, 6,] e, portanto, 6 < 6, ¢ & < §,, ven
6 =min (§,8) |0 < Ix—al <§ =

= Ifx)— LI + |g(x)—MI<%+%=e

Mas, pela desigualdade triangular, temos:
Ifx)— LI + lgx)—MI < Ifx) + gx)— (L + M) = I(f + g)(x) — (L + M)
entdo:
36 =min (3, 6,}|0<Ix—al<é = I(f+gx) —L + M)I<

30. Esta propriedade pode ser estendida para uma soma de um niimero finit
de fungdes, isto é:

Se }(i_{r; f,x) = L,, !(m} ) = Ly s !(i_rg f(x) = L,, entdo
)1(111; ¢ +5+...+f)x)=L, +L, + ... +L,.
Demonstracdo

Deixamos como exercicio para o leitor.

31. 49 propriedade

Se {(ing fx) =1L e {1_{73 g(x) = M, entdo )l(l_l:ll (f—9kx) =L—-M.

Demonstracdo

lim (f - g)(x) = lim[f(x) — gx)] = lim [fx) + (-1) - 8] =
= lim f(x) + lim [(-1) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x) = L — M

32
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I Antes de passarmos para a proxima propriedade, vamos considerar dois

Wi
I.ema 1

lim f(x) = L se, e somente se, }(1113 fx)—L)=0

Prova

i [(x) =L < (#>0,36>0|0< Ix—al<é = Ifx)-Li<e <=
v (Mc>0,36>0|0<Ix—al<d = Ifx)-L-01<¢ <=

- !il‘l‘ll fx)—L)=20

l.ema2

lim f(x) = L e }‘1_1,1; g(x) = 0, entdo )1(1_{13 f-gx = 0.

Prova

[Devemos provar que:

Ve >0,36>0]0<Ix—al<é = If(x)-gx)I <e

(‘onsiderando que {(1_13‘11 fx) = L, istoé,

Ve >0, 36>0]0<Ix—al<é = Ifx)—-LlI<e
¢ lnzendo e = 1, vem:

15, >0]0<Ix—al <8 = Ifx)-LI<1
s /ool =1L1 < If(x) — L1 e portanto:

15, >0[0<Ix—al <8 = If@l<1+ILI (@

(‘onsiderando que )l(ing g(x) = 0, isto ¢,

Ve >0, 36>0|0<Ix—al <6 = Igx)I <e

s teiC W
1+ ILI

18, >0]0< Ix—al <8 = lg® <

¢ tomando temos:

__€
1 + ILI
o ¢,

36, >0]0< Ix—al <6 = (1 +ILI) lg(x)l < €

©)
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LIMITE LIMITE
Sendo 6 = min (§,, 6,], e portanto 6§ < &, e & < §,, temos:
ve >0, 36 =min {6, 8,] > 0|0 < Ix—al <§ =

= If(x) - gx)| = Ifx)! - lgx)l < (1 + ILD - lg®x)| < €

©)

1 6" propriedade

Se lim f(x) = L, entdo )l(l_r!{il (f)(x) = L", n € IN*.
@ .

('Trata-se do caso particular da propriedade vista no pardgrafo 34, fazen-

0 /fi=f==f=FL)

33. 59 propriedade
' Antes da préxima propriedade, vejamos mais dois lemas:
Se lim f(x) = L e lim g(x) = M, entdo lim (f- g)(x) = LM.

X—a X—a X—a I,cma 3

L Se lim f(x) = L # 0, entdo existem & e N positivos tais que
X—=>a

Notemos que:

f-9x =1x) - -gx) = fx)-gx)—L-gx) + L-gx) —LM + LM
isto é, 1

(f-g)(x) = [f(x) -~ L] - gx) + L - [gx) —M] + LM

Considerando que:

1) }(i_{r; fx) = L = iizr?} fx) — L) = 0,

2) limgx) = M <= lim (g(x) - M) = 0,

3) m(f() ~L) = 0 e limg() = M = lim [(F() ~ L) - ()] = 0.
temos:

lim (€ ¢)6) = lim ([f(x) L] - g6 + L - [g0) ~ M] + LM] =
= lim (IfG) ~ L] - g0} + lim (L - [g(x) = MJ} + lim LM =
=0 + L-liir;[g(x)—M] +LM=L-0+LM = LM

0<lx—al<é = Ifx)l > N.

Prova

De ){tnz f(x) = L, vem:

Ve >0, 36 >0]|0<Ix—al<é = Ifx)— LI <e
Tomando € = —UE“L, existe um 6 > 0 tal que:

fied Tl Lt B If(x)—LI<%I— ad

R, —_ R e — e < s

Iintdo sdo possiveis dois casos:

19) se L > 0, entdo 0 < % < f(x) < —32L
34. Esta propriedade pode ser estendida para um produto de um niimero fi-
nito de fungdes, isto é:

29) se L < 0, entdo % < f(x) < % <0
Se lim f,(9 = L;, lim £,() = Ly, ..., lim f,(x) = L,, entdo

T (= Becw s £30) =Ly - Lyw - L

X—a

ntio, para L # 0, temos 0 < |=-| < 1r6a1 < |25

ne

Demonstracdo Considerando N = ’%‘ > 0, temos:

Deixamos como exercicio para o leitor. 0<lIx—al<é = Ifx)l >N
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T LIMITE

Lema 4 8¢ propriedade

Se )[(ingfx) = L, entdo )l(ing nfo) = '{/f com L >0 e n € IN*¥ ou

() ¢ n é impar.
A demonstracdo deste teorema serd feita oportunamente, mas iremos
uplici-lo quando for necessario.

Por uma questdo de simplicidade indicaremos as propriedades de limites
vomo sendo as propriedades L e vamos fazer rapido sumdrio dessas pro-
priedades.

Se ljm fx) =L e )lrz_/?:zi g(x) = M, entio:

Se lim g(x) = M = 0, entdo lim =y
‘ —egx) M

’ o
Prova

Considerando que A{lﬂ g(x) = M # 0, pelo lema 3, temos:

35, N>0]0<Ix—al <8 = lg) >N = —L o L
lg(x)] N

De )l(zﬁ gx) = M, vem: I limc=c

¥e>0, 36>0]/0<Ix—al<é = lgx)—MI < ¢ L dim e - f0] = ¢+ lim f(x) = ¢ - L
by [il_llll [(f + & ()] = lim f(x) + lim g(x) = L + M
L lim [(F = g) @] = lim ()~ lim g() = L =M
L lim [ - ¢) (O] = lim () - lim g6 = L - M

o tim [ @) = [lim f9]" = L

L. lim [(%) (x)] = % - = M #0)

Ly lim Yf(x) = H{m} f(x) = ‘{/E (se n € IN* e L > 0 ousenéimpare

L <0

Considerando € - IM| - N, temos:
Ye > 0, 362>0!0<Ix—al<62= lgx) — Ml < e-IMI-N
Sendo & = min (5, §,}, vem: ¥e > 0, 36 tal que

0<|x—a|<a—_->] 1 _ 1 |_|2&x—-M)_
g(x) M '\g(x)-M’

1 1 e IMI-N

= B =Ml el "M S TN M

a . v
S A prepyedude /. Limite de uma funcdo polinomial

Se lim f(x) = L e lim gx) = M # 0, entio lim <i> {oil =)
TCE M Uma das conseqiiéncias das propriedades L é a regra para obter o limite

D . (e uma fungdo polinomial.
emonstracao

19, ]
Pelo lema 4, temos: I'eorema

limgx) =M # 0 = lim Lo nl
hiy =igx) M

O limite de uma fung¢do polinomial

n
f(x) = ay + a;x + ax> + ... + ax" = Z ax, a, € IR, para x ten-
i=0

€ entdo

. I . 1 1 L
1 e = l . = @ —_— =
XI_I:[; < g > (X) xl_l;r; [f(X) g(x) :l L M M

dendo para a, ¢ igual ao valor numérico de f(x) para x = a.
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LIMITE

Antes de provarmos esta proposi¢do, provemos que /lim x = a.
X—=a

E trivialmente verdadeira pois, dado e > 0, basta tomarmos & = e ¢
temos 0 < Ix—al <e = Ix—al <e.

Provemos agora que, se /¢ uma fun¢io polinomial, entdo lim f(x) = f(a).
X—=a

ll_{r; f(x) = !(I_I}; (8 + a;x + ax®> + ... + ax") =
W . , . .
= lim a;, + lim a;x + lim a,x2 + ... + lim ax» =
X—>a X—>a X—>a x—>a W
® . ; .
=a, + a limx + a, lim x> + ... + a, lim x" =
X—>a X=—>a X—a

3)

= a + aa+ aa’ + ... + aa" = f(a)

Justificacoes:

(1) 3?2 propriedade
(2) 22 propriedade
(3) 62 propriedade

EXERCICIOS

27. Calcule os seguintes limites, especificando em cada passagem a propriedade ou o

38

x—1 Ix—2

y x4+ 2x— 3 g X+ 2x2—3x + 2
B i, 4x — 3 oy 3\/ X2+ 4x + 3
- Solugio
a) Pelo teorema da fun¢do polinomial (7)), vem:

}(imz(3x2—5x 2y = 322§ 2l =g

: : 2 £l

g emeed B BNy o g

x=>-1 4x — 3 : !(im_l 4x — 3) Tl 7

teorema utilizado.

a) ;‘un2 (Bx2—5x + 2)

2 o 2
C)lim<2x X + 1>

N

LIMITE

P e o ( 2x2—x+1>2 (Ly)
"l‘i‘%( 3% - 2 > o he

; gt 2
E }(1211 (2x x0T (T) a
}(iml (Bx — 2)

0y Tisk 4 X} +2x2—3x + 2 (Ls):ilim x}+2x2—-3x +2 (L
&R 2 + 4x + 3 A DR P

X+ —2

lim2 3 + 2x2 —3x + 2)
)

b @ y5- -

lim (x* + 4x +3)
X—=2

(alcule os seguintes limites, especificando em cada passagem a propriedade ou o

{corema utilizado.
. 2_92x—5 \3
a) lim (42 = 7x + 5) f) lim <ﬂ——x—>

=2 \ —x% + 3x + 4
b) lim (¢ = 2x2 = 4x + 3) g)&3<#££f§%§;5y
o) lim )(23_"#6::3;7 h) p, Lzijf—x[i
o gm, BT ¥ Ixii“-fJ e e e
o tim _XZ;-—Z+—3 ) lim 2x26+_ 34); + 2
x?—4

Calcule )l(l_r)nz o

Solucao

Temos limz (x4 whid= Ole £in12 (x? — 2x) = 0 e nada podemos concluir
X— iy

ainda sobre o limite procurado.

Os polinémios (x? — 4) e (x? — 2x) anulam-se para x = 2; portanto, pe-
lo teorema de D’Alembert, sdo divisiveis por x — 2, isto é:

2 o4 eIy e

X2 — 2% x(x —2) RS
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LIMITE

Considerando que no célculo do limite de uma fun¢do, quando x tende a a,
Interessa o comportamento da fun¢do quando x se aproxima de @ € ndo o que

ocorre com a fung¢do quando x = a, concluimos:
. 24 J D

lim —); O e O

x—=2 X% — 2x X2 X

30. Calcule os limites:

a) l\l_l}l1 );2__11 f) il_rfl_% %
o lim, 5% Pl

c) 1i_r)ni z;;)(:—_—f h) ,l(i_{n—z %

Q) fim X A3 b tim 4=

¢) lim 2x2 + 5x — 3

x_,% 2x2 — 5% + 2

31. Seja a fung¢do f definida por:

x2—3x + 2
f(x) = x—1
3 se x =1

Calcule £ImI fx).

se X # 1

Solug¢io

Como no célculo do limite de uma fungio, quando x tende a g, interessa o
comportamento da fun¢do quando x se aproxima de a e ndo o que ocorre com
a funcdo quando x = @, temos:

; et e o i D el (e N Op e B A
};1.1311 f(x)—)l(x_x}'ll———wx_l —)1(1_r>nl G —)1(1_1:111 (X —2) e ]

32. Seja a funcdo f definida por:
2x2 — 3x — 2

fx) = x=2
3 56 X =2

se X # 2

Caleule lim f(x).

40

1]

LIMITE

Seja a funcdo:

2% + 9x + 9
f(x) = X+ 3

3 s€& x = —3

se x # —3

Mostre que )l(z_)m_} fx) = —3.

23 + x?—dx + 1
x3—3x? + 5x—-3"

Calcule lim
x—1

Solucio

Temos lim 2x® + xX2—4x + 1) = 0 ¢ liml = 3x%2+ 5x — 3) = 0.

X v
Os polindmios (2x3 + x?—4x + I) e (x* —3x? + 5x— 3 _apul‘am-se
para x = I ; portanto, pelo teorema de D’Alembert, sdo divisiveis por
(x—1), isto &, x—1 é um fator comum em (2x* + x?—4x + 1) e
(3 — 3x2 + 5x— 3).
Efetuando as divisdes de (2x° + x2 — 4x + I) e (x* — 3x? + 5x— 3) por
(x — I), obtemos:

233 + x2—4x + 1 @— 1) - 42x% £ 3x e 1 2%% +.3x— 1
x3—3x2 +5x—3  (x—1)-x-2x + 3) x*—2x + 3
Entao:
o 22 sx g 2)(2+3x—1=2
i s ey o e
Calcule os limites:
. x +3x*—x—3 .o x3-3x2+6x—4
%) Jm, 3 —x2+ 2 o I x> —4x* + 8 —5
. x2—-6x—9 . x*—10x + 4
D -3 DM T -me

Calcule /im 3x7 —dx’ —x + 2
Sl AT

Solucao
Temos liml B —4x2— x+2)=0c¢e ’l‘zml @xF = 3x2 )= 0
X— -

Efetuando as divisdes de 3x° —4x?2—x + 2 e 2x? —3x? + 1 por x— 1,

temos:

3t e 2
23— 3x2 + 1

G 1) G =aee 2 de s
G-—DHEE—x+1) 2 —ix )
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37.

38.

39.

42

entdo:

WO e R e
lim el

x>1 2% — 3x% 4 e 2xt— % — 1
mas:

Il

liml(3x2-x-—2) Oelim‘(2x2—x—1)=0
e X

e entio:
32 —x—2 x—1)(Bx +2) s 5

Hnpod- K i SR 150
SRR TRl v e e e e L v gl

Calcule os limites:
) Ty = =B 4
x—1 x*—4x + 3
X+ 43 + x2 - 12x — 12
x==2 2%} + Tx* + 4x — 4
¢ Tim *-x-x+5x+ 4
x—>=1 X3 4+ 4x% 4+ 5x + 2
. x*+ 2 - 52— 12x — 4
d) lim
x>-2 2x* 4+ 7x} + 2x2—12x — 8

Calcular os limites:
2 — 52 ‘xM
. X a x? -1
a) lim ——— d) lim
Xx-a X —a x—1 x" — ]
2 . 2 n n
. az—x s~ KD
b) lim ——— e) lim 3t 8
x—=—-a ga° 4+ X X—>a X —a
X = ] . xm — g
¢) lim f) lim ————
x=>1 x—1 x—a XU — g0

Calcule /lim —Iu
x—>3 x= 3

Solugao

Como J{mg WI+x-2=0c¢e lt'rt13 (x — 3) = 0, ndo podemos aplicar a

propriedade L, (limite do quociente). Multiplicando o numerador e o de-

LIMITE

nominador da frag¢do pelo ‘‘conjugado’ do numerador, temos:

[Tvx-2 dizx-2dT+x+2 _ e 3
x—§ 0 N e o pEe S
I O
JdExx 2

¢ entao:

lim l+x_2_=lim 1 =—l~

Ked | X 3 TR 4

(‘alcule os limites:

Jx=1 Lo Jl=2x—-x2-1

1) lim ——— d hm
1) }(linl e ) L "

. 1-4J1 —x i \1+X_1J -
bh) lim ———— e) lim

X0 X x>0

. x+3-2 o2 —x + 1 JX+
¢) lim —— f) im —————

Xx—1 x—1 X—1 X 1

C‘alcule os limites:

3-410 - x

a) lim ——— d) lim

Xl x2—1 x=2 Jx + 2 \}3x—
—Jx + 1 oy =3x +3-yx2 +3x-3

b) >l(l£na x2—-9 ©) ,l(l_r.m]:] x2—3x + 2

. NX +3-2
¢) lim

xo1 X2—3x + 2

Calcule lzm L
’ ? {dx+ 1-3

Solucdo
Como ltm W3x—2-2)=0c¢e Itm Hex + 1 — -3) =0, multiplicamos o

numerador e o denominador pelo ‘‘conjugado’’ do numerador e também pe-
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LIMITE

43.

44.

45.

44

lo “‘conjugado’’ do denominador.

Bx-2-2  (3x-2-2)-({3x-2+2- (& +1+3)
ST N R S e R R
sk 2) (J4x iR B) 3(J4x + 1+ 3)

s DRy 2 S ke D

€ entdo:
s L AT ey D
=2 Jax + 1-3  x=2 43x—2 + 2) 8

Calcule os limites:

V2x +1-3

a4y B 2219 ¢) lim

X—>4 X — 2— 2 x—0

V3x + 4—x + 4
vx + 1 -1

. 4—-410 + x Lo x—2-yx—x +2
b) lim — Y2 X d) lim
=6 2— 10— x x=2 x+2-2

Calcule os limites:
) 2 _ i [3%2 _
o Ty v2x 3Xx +2-2 by Tim 3x* + 4x + 2 -1
x=>2 3x2—-5x—1-—1 x==1 x2 + 3x + 6 —2

. =2
Cilpdle. im0 E
x=2 Y3x-5-1

Solucio
Notemos lim (x~2) = 0 e lim, Ax-5-n=o0
X X
Lembrando da identidade @’ — b = (a — b) (a? + ab + b?), vamos mul-
tiplicar o numerador € o denominador por [(3x — 5% + i3x—5 + 1}
¥=2 0 e E Ry dnaa ey
Px-5-1 GBx-5-1)[@ABx-52 + Y3x -5 + 1]

b8 ) GB3x =52+ Px -5+ 1 GBx—52 +3x -5 + 1
3(x — 2) 3 )

€ entdo:
%42 % CBx—52 +Y3x—5 + 1

lim =
X2 :1/3)(_—5 -1 X2 3

=1

L

LIMITE

Calcule os limites:

3 3 2
. 1=1 . 8§ —2x + x 2
n) lim —Jx L ¢) lim X 5
0 X x>0 X=X
X+ 1

bh) lim

xeot 32x 4+ 3 -1

(‘alcule os limites:
1-31-x

. - Tx 41 41
) lim ——— ¢) lim

x=0 1 + 33x — 1 x=2 Y2x2—5x + 31

b) lim 3—_MH
x==2 1 + 32x + 3

(‘alcule os limites:

. 5% +4-3 . A3x2—=5x+6 —2
) lim ——— ¢) lim
x—1 3x —2 4+ 1 xo1 Ax2=3x+ 1 +1

. Ysx—2-12
b) lim ————— =
x=2 Jx—1-1

Calcule lim M—
x— 64 j\/ix——zl

Solugao

Notemos que [lim (J;— =0ceilm Cx—4=0
X 64 X~ 64

Poderiamos empregar no calculo deste limite os processos mencionados nos
exercicios 39 e 45. Vamos, entretanto, apresentar um novo processo. Fazendo

ix =y, temos Vx = @Gx)P = y? e Ix = @x7 =y

¢ notando que lim 6«/; = G}Iim b (e i/a =hd 2y
x— 64 X —> 64

y—=2
temos:
- n8 LY 42y + 4
i (B H g L =3
X > 64 {l;—4 y_.zy-—4 il o) y+2
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50. Calcule os limites:

. Yz . Ax—1
a) lim ——— ¢) im —
x-—-1 X + 1 Xx—1 4\/;—1
b)lim——‘/;_l d) lim 2 E*=1
x—1 3\/;—] x—0 m_l
51. Calcule os limites:
_ nf, _n
o fim XX —ala & lim X2
X—>a \/;—\/; X—a X—a
o Yx -1 . ™x—"a
Dlm-— T O —a
B i = 1
) T

VI. Limites laterais

40. Lembremos que, ao considerarmos /im f(x), estdvamos interessados no
X—a

comportamento da fun¢do nos valores préximos de a, isto é, nos valores de
X pertencentes a um intervalo aberto contendo ¢ mas diferentes de a e, portan-
to, nos valores desse intervalo que sdo maiores ou menores que a.

Entretanto, o comportamento em algumas fungées, quando x estd proxi-
mo de @, mas assume valores menores que «, é diferente do comportamento
da mesma funcdo, quando x esta proximo de @, mas assume valores maiores
que a.

Assim, por exemplo, na funcio

4—-x se x <1
f(x) = (2 se x =1
x—2 se x> 1

atribuindo a x valores proximos de /, porém menores que 7 (2 esquerda de /),
temos:

005|075 |
lalas |2
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¢ ntribuindo a x valores proximos de I, porém maiores que / (& direita de /),
mos:

x 20 18] los) 1a) Loii 1601
f9 | 0| 0,5 | 0,75 | -0,9 | ~0,99 | —0,999

Observamos que, se x esta proximo de /, a esquerda de /, entdo os valo-
Ien da funcdo estdo proximos de 3, e se x estd préximo de I, a direita, entdo
un valores da func¢do estdo préximos de —1. ’

Em casos como este, em que supomos x assumindo valores proximos de
/, mas somente a esquerda ou somente a direita de /, consideramos os limites
Interais pela esquerda ou pela direita de 7, que definiremos a seguir.

I'l. Definicdo

Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto lae, b[. O limite de
/(v), quando x se aproxima de a@ pela direita, sera L e escrevemos

lim, fx) = L

W, para todo e > 0, existir 6 > 0, tal que se 0 < x—a < § entdo
[/(x) — Ll < e.

Em simbolos, temos:

lim fx) =L < (M>0, 36>0|0<x—-a<§ =

x-.a+

= f(x) - LI < ¢

12, Definicdo

Seja f uma fungdo definida em um intervalo aberto 1b, a[. O limite de
/(x), quando x se aproxima de a pela esquerda, serd L e escrevemos

lim f(x) = L

Xx—a

we, para todo e > 0, existir 6 > 0, tal que se —6 < x—a < 0 entdo
[/(x) — LI < e.
Em simbolos, temos:

lim fx) =L < (v¢e>0, 36>0|-6<x—-a<0 =

= |fx) — LI < ¢
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43. A§ propriedades de limites (propriedades L) e o teorema do limite da fun-
¢do polinomial sdo validos se substituirmos “‘x — @’> por ‘‘x— a*’’ ou po

-39

“x—->a.

¢ linalmente:
lim fx) = L e lim f(x) =L
+

Nl X—>a

Exemplos

Na funcao f definida por

EXERCICIOS

x2—4 se x <1
f(x) = {—1 se x = 1
3—x se x> 1

Nos exercicios 52 a 57, é dada uma funcdo f. Calcule os limites indicados, se existi-
rem; se o(s) limite(s) ndo existir(em), especifique a razao.

temos:
lim+ fx) =lim B —x) =2 3x—2 se x> 1
X— x—>171
1 1 M. ((x) = {2 se x =1
e‘ ) 4x + 1 se x< 1
lim f(x) =lim (x2—4) = -3 . .
x—17 x=1" ) lim f(x) b) lim f(x) ¢) lim f(x)
g1t x—1" x—1
Como os limites laterais sdo diferentes, dizemos que /im f(x) nio existe.
x—1 by
A justifica¢do da nfo-existéncia de um limite devido ao fato de os limites late- M. ((x) = {3 2x se x > 1
rais serem diferentes ¢ dada no teorema que segue. 4=r ¢ ¥ <l
) lim  f(x) b) lim f(x) ¢) lim f(x)
44. Teorema P g X1
Seja I um intervalo aberto contendo « e seja f uma funcdo definida para W ((x) = {ZX Bl
x € 1 - {a]. Temos lim f(x) = L se, e somente se, existirem lim f(x) ¢ 4-5x se x<3
o xea ) lim  f b) lim f lim f
lim f(x) e forem ambos iguais a L. Y xlin3+ @) ) xlfls— @ 2 0 )
x—>a_
1—x% se x <2
Demonstragcdo W I(x) = {0 se x =2
Notando que x—1 se x>2
0<Ix—al<d e 6<x—a<0oul<x—-a<} ”)li“‘2+f(x) b)}(imz_f(x) 91 1

temos:
lim f(x) = L < (e >0, E|6>0|O<Ix—al<6 = If(x) — LI < ¢
- 8 — 2x se x > 3

a) lim  f(x) b) lim f(x) c) }(1_{[13 f(x)

x—»3% x—>3"

. ix2—3x+2sex<3
[(x) =

Isto equivale a:
(Me>0, 36>Cl-6<x—a<0oul0<x—-a<dé = I —-LlI<e

ou ainda:
2x2—3x—1 se x <2
ve>0, 36 >0/-6<x-a<0 = Ifx)—Ll<e 87, 100 = |1 se x = 2
e —x2 4+ 6x—7 se x> 2
¥e>0, 36>0/0<x-a<d = Ifx)—Ll<e a) lim  f(x) b) lim f(x) c) limzf(x)
x—-27F x—=2" X
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3 2 =
() = 220X + X =6 jofinida em IR — (2.

58. Dada a funcio fdefinida por f(x) = %para todox € IR*, calcule lim f(x) O % — 2l
1 . N x-0t
)I(l_r»r})h f(x). Existe i% f(x)? a) ,l(lmz X £(x) b) }(imr £(x) 0) ’l(l_rg £(x)
Solucido 3 Ax2
) = o X T 6 gefinida em IR - {2, i}.
Lembrando que [2x2 — 9x + 101 2
fagk i X se x>0 a) }(1_1312+ f(x) b) }(1_1}12_ f(x) <) }(1312 £(x)
mxuse L < ()
temos: 5 5 i o
i, Dada a funcdo méximo inteiro®, denotada por f(x) = [x] paratodo x € IR,
lim f(x) = lim Lt lidi: o= Km0 &1 calcule se existir:
x>0+ i R ko a) lim  [x] d) liml+ x = [x]) g) limle x + [xD
() x—1 X— X=>
b) lim_ [x] e) lim_ (x — [x) h) lim_ (x + [x])

lim f(x) = lim _'_& = lim -X 2 ey ("l) . x—1 x—1 x—1
i FAECER T e R i o) lim [x] ) lim (x = [x) ) lim (x + [x)

i g s . x—1 X— X
Considerando que )l(m% i JO) # lmz _ J(), concluimos que ndo existe

S X

lim :
*md 2 ., Dada a funcio f definida por

3x -2 se x > -1
f(x) = {3 se x = —1
5—ax se x < —1

Nos exercicios 59 a 64 ¢ dada uma funcdo /. Calcule os limites indicados se existirem.

59. f(x) = li I ;l definida em R — (1], determine @ € IR para que exista )I(i_r>n_l Sf).

a) lim . f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
X——1

x—~-1 Xx—>-1"

(.7 Dada a fun¢do f definida por

(x) = [4x+ 3 se x € 2

60. f(x) = % definida em IR — {%} 3 +a se x> 2

- 3x
i ) determine ¢ € IR para que exista lim f(x).
i T b) lim _ £(9) o) lim  f(x) o
3 Rpiam x—»%
3% ; 1 Dada a funcdo f definida por
61. f(x) = XITXJ“ definida em R — (1]. ol = B =0

=" x-2_ **<?

a) lim f i s = -

) U, (%) b) )l(linl_ f(x) c) )1(1_1311 f(x) g g b " S 220

13%x2 — 5% — determine @ € IR para que exista /lim f(x).
62. f(x) = X—M definida em IR — {2} x—2
x=2
%) ,l(l_l,nz+ f(x) b) )l(i_{nz_ f(x) 9] )](l_rg f(x) (*) A fungdo maximo inteiro é a fungio f: R — Z tal que f(x) = [x] = n talque n < x < n+ I
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LEITURA

!

Arquimedes, o Grande Precursor
do Calculo Integral

Hygino H. Domingues

Uma das primeiras manifestacdes do calculo integral é devida a
Antifon, um contemporineo de Socrates. Antifon argumentava que,
por sucessivas duplicacdes do nimero de lados de um poligono regular
inscrito num circulo, a diferenca entre a area do circulo e a dos poligo-
nos seria ‘‘ao fim”’ exaurida. E como sempre € possivel construir um
quadrado equivalente a qualquer poligono, a quadratura do circulo seria
possivel.

Apesar de sua inconsisténcia, a argumentacdo de Antifon con-
tém o gérmen do método de exaustdo, creditado a Eudoxio, cuja base
¢ a proposicdo: ‘‘Se de uma grandeza subtrai-se uma parte nio menor
que sua metade, do restante outra parte ndo menor que sua metade,
e assim por diante, numa determinada etapa do processo chega-se a
uma grandeza menor que qualquer outra da mesma espécie fixada a
priori’’. Este método representa o expediente grego para evitar proces-
sos infinitos — dos quais desconfiavam. E ninguém o manejou com
tanta elegdncia e mestria como Arquimedes (287-212 a.C.).

E Natural de Siracusa, na época a maior cidade do mundo grego,
situada na costa sudoeste da Sicilia, Arquimedes era filho do astrénomo
Fidias, talvez seu mestre. Mas € pos-
sivel que tenha estudado em Ale-
xandria, em virtude da correspon-
déncia regular que mantinha com
alguns sabios do museu local, co-
mo, por exemplo, Eratostenes.

Seu excepcional talento para
inven¢Ges mecinicas ganhou noto-
riedade, especialmente durante a se-
gunda Guerra Punica, quando Sira-
cusa foi sitiada pelos romanos. Gra-
¢as aos engenhos bélicos que ideou,
: a cidade resistiu ao assédio romano
: Nz, por cerca de dois anos e s6 caiu de-

o By vido a atos de traicdo de cidaddos
Arquimedes (287-212 a.C.). locais.

Depois da invasdo inimiga, Arquimedes foi morto por um soldado
romano, com o qual teria se irritado por ser interrompido em meio suas
pesquisas matematicas. Desgostoso com esse desfecho, o comandante
romano Marcelo mandou que se cumprisse um desejo expresso em Vvi-
da por Arquimedes: que se gravasse em seu timulo a figura de uma
¢sfera inscrita num cilindro reto, para ser lembrado pelo teorema de
sua autoria que lhe era mais caro, ou seja, ‘‘o volume da esfera inscri-
fa ¢ 2/3 do volume do cilindro’’.

Mas o que Arquimedes realmente valorizava eram suas conquis-
{as tedricas no campo da matematica, da astronomia e da mecénica.
listas foram muitas, todas de grande originalidade, expressas no mais
nuténtico rigor da tradicdo grega, mas com um toque oriental, na me-
dida em que ndo subestimavam 0s numeros e as aproximacdes nu-
méricas.

As mais importantes contribui¢cdes de Arquimedes sdo sobre ques-
{0es em cuja abordagem se usa hoje o Calculo Diferencial e Integral.
Assim € que no livro A quadratura da pardbola ele fornece dois méto-
dos para determinar a drea de um segmento de parabola. No primeiro,
em que considera certas figuras planas envolvidas como ‘‘somas’’ infi-
nitas de segmentos de reta, usa argumentos mecanicos. Se A e B sdo
0s extremos do segmento de parabola considerado ¢ C € o ponto on-
de a tangente a parabola é paralela
i AB, Arquimedes chegou a conclu-
sa0 de que a area do segmento de B
parabola mostrado na figura deve-
ria ser 4/3 da area do triangulo
ACB. No segundo, o método de
exaustdo, que utiliza ao fim o resul-
tado ja obtido mecanicamente, bus- C
ca a certeza que sé a geometria for-
nece. Se A é a area do tridngulo
ABC, D e E sdo os pontos da para-
bola em que as tangentes sdo para-
lelas a AC e CB, prosseguindo nes-
s¢ raciocinio Arquimedes provou
que ACB, (ADC) U (CEB), ..., sa- -
tisfazem a proposi¢do que embasa
0 método de exaustdo, relativamen-
f¢ ao segmento de parabola, e também que a seqii€ncia das dreas res-
pectivas € A, A/4, A/16, .... Modernamente bastaria achar a soma da
progressido geométrica infinita A + A/4 + A/16 + ... para ter a area pre-
tendida. Como desconhecia esse procedimento hoje corriqueiro, Ar-
(uimedes provou por dupla reducdo ao absurdo que essa area ndo po-
deria ser nem maior nem menor que 4/3A, resultado de que ja dispunha.

Esse fato ilustra por que, ao que parece, Arquimedes teria dito
em algum momento de sua vida: ‘“So a ciéncia pura € digna de um es-
pirito superior.’’




CAPITULO 1III

O Infinito

I. Limites infinitos

45. Seja a fungdo f definida por f(x) = U .

=) para todo x real

x # 1.

Atribuindo a x valores proximos de /, 4 esquerda de I, temos:

¢ atribuindo a x valores préximos de 7, a direita de / , temos:

i
1000 000

6 |
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Observamos nas duas tabelas que

o vilores da funcdo sdo cada vez maio- vA |
104, 1 medida que x se aproxima de /. ;
{111 oulras palavras, podemos tornar :
/14) tho grande quanto desejarmos, is- |
{110, maior que qualquer nimero positi- i
‘i1, lomando valores para x bastante |
piosimos de I, e escrevemos: i
1
s 1 !
lim ———— = + |
i1 (x — 1)? ] : "
‘i1 que o simbolo ‘¢4 00”7 [é-se ‘‘mais 1 x
nlinito” ou “‘infinito positivo’’.

1. Definicdo

Seja I um intervalo aberto que
contém o real a. Seja fuma fungéo de-
linfdaem I — {a]. Dizemos que, quan-
(o v se aproxima de a, f(x) cresce
iimitadamente e escrevemos

lim f(x) = +°
X—>a
W, para qualquer nimero M > 0, exis-

i 6 >0talquese 0 < lx—al <6
antho f(x) > M.

e

aa+d

I'm simbolos, temos:

limf(x) = 4% <> M>0,36>0|0<Ix—al<dé = f(x)>M)

Koell

O simbolo ““ + ©’’ ndo representa nenhum nimero real mas indica o que
neorre com a funcdo quando x se aproxima de a.

/. Tomemos agora a fun¢do g como sendo o oposto da funcdo f, isto €,

ux) = —fx) = .~ definida para todo x real e x # 1.
(x— 1y
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Os valores da fungdo g sdo opos-
tos dos valores da fun¢do f. Assim, pa-
ra a funcdo g, quando x se aproxima de
1, os valores de g(x) decrescem ilimita-
damente. Em outras palavras, podemos
tornar os valores de g(x) tanto menores
quanto desejarmos, isto é, menores que
qualquer nimero negativo, tomando va-
lores de x bastante proximos de 7, e es-
Crevemos:

1 _—1 = == 00
)1(1—1?11 x — 1)
o simbolo ‘‘—’’ [é-se ‘““‘menos infinito”’
ou ‘““infinito negativo’’.

48. Definicdo

Seja I um intervalo aberto que
contém a. Seja f uma fungdo definida
em I — {a]. Dizemos que, quando x se
aproxima de a, f(x) decresce ilimitada-
mente € escrevemos

}(in; f(x) = —

se, para qualquer numero M < 0, exis-
tiré > Otalquese0 < Ix — al < §en-
tdo f(x) < M.

Em simbolos, temos:

y =

y A&

- AN B 95

£ =t (.

1Y Consideremos agora a funcdo 4 definida pbr h(x) =

ol ¢ x # 1.

Wl 109 | 099

(Observemos que se X assume va-
lien proximos de 1, a esquerda de 7, os y 4
“ulores da fungdo decrescem ilimitada-
mente ¢ se x assume valores proximos
de /, 0 direita de 1, entdo os valores da
fungio crescem ilimitadamente. Esta-

O INFINITO

para todo x

Atribuindo a x valores préximos de /, porém menores que 1, temos:

. ulribuindo a x valores préximos de 7, porém maiores que /, temos:

s considerando os limites laterais que -
‘a0 “infinitos’’ e escrevemos:
1 . 1 _
i — = —o0 ¢ lim = 4+
| X = x—171 X — 1
W) Definigdo
Seja I um intervalo aberto que A
(ontém a e seja f uma fungdo definida Y

¢ |~ |al. Dizemos que, quando x se
uproxima de a por valores maiores que

Lrevemos

X—>a

lim f(x) = —®© <= (VMM <0, 36>0|0< Ix—al<é = f(x)<M)

lim, f(x) = +

i
¥
i

2

Insistimos novamente em observar que o simbolo ¢‘—e’’ nio represent.
nenhum nimero real, mas indica o que ocorre com a fun¢do quando x se apro

xima de a.

56

i, qualquer que seja o numero M > 0,
exlstir & > Otalquese 0 < x—a < 6

i, /(x) cresce ilimitadamente, e es- [V

><v

witho f(x) > M.

[ S ittt btd
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Em simbolos: Vamos considerar dois casos:

1? caso: Supondo ¢ > 0

lim f(x)=+% < (VWM>0, 36>0|0<x-a<d = f(x)>M)

Por hipdtese temos firr”t f(x) = ¢ > 0, isto é:
Coloquemos com simbolos as definicdes de lim_ f(x) = -
X—a

lim_ f(x) = +° e lim_ f(x) = —oo: ve>0, 36 >0]0<Ix—al<d = If(x)—cl<e

Tomemos e = %, entdo existe 6, > 0 tal que

X—a

lim f(x)=-® < (VM <0, 36>0]|0<x-a<d = fx)<M)

L
2

O0<lIx—al<§ = If(x)—cl<
lim f(x)=+%° < (¥M>0, 36> 0|-6<x—a<0 = fx)>M)

ik o sejac

C
0<lIx—al < = —%<f(x)—c<7

o ainda:

lim f(x) = - <= (VW <0, 36>0]|-6<x-a<0 = f(x)<M)‘““.

3c

c
0<lIx—al<é = 7<f(x)< >

Para concluirmos que os valores de uma func¢fio cresciam infinitament
ou decresciam infinitamente, quando x se aproximava de a, pela esquerda o
pela direita de @, construimos uma tabela de valores da funcdo quando x esta
va proximo de a. Vejamos como chegar 4 mesma conclusio sem construirmo
essa tabela.

Assim, existe §, > 0 tal que
0<Ix—al <8 = f(x)>%>0 (1)
o ¢, f(x) > 0 quando x estd préximo de a.

51. Teorema

Mas, por hipodtese, fEX; > 0 quando x estd proximo de a, entdo
g(x

Sejam f'e g funcdes tais que lim f(x) = ¢ # 0 e lim g(x) = 0. Entdo: A(%) > 0 quando ¥ estd proximo de a.

Dlim 18— oo o S0 5 6 quando x estd proximo de a; Pela definigao de lim g() = 0, temos:
x+a  pix) g(x)
I1) lim At se i) < 0 quando x estd proximo de a. Ve >0, 36, >0|0<Ix—al <§ = |g’(x)l ek .
gl g(® mis lg(x)! = g(x) ja que g(x) > 0 quando x estd proximo de a. Entdo:
Demonstragio Ve>0, 36,>0|0<Ix—al<$ = gx)<e (2

Faremos a demonstracgdo de I e deixaremos a prova de 11, que ¢é feita de Com base nas afirmagdes (1) e (2), podemos concluir que para qualquer

t . i s 1 l
modo andlogo, a cargo do leitor. Para demonstrar que ){znz g—g = + oo deve- 0 existe min {8, 6 tal que
: f(x
mos mostrar: 0 o Uy — il s (x) & 2L
¥M >0, 36>0|0<Ix-al<é = f(x) >M g(x) €

58 69




O INFINITO

Assim, dado M > 0, seja ¢ = ﬁ e 6 = min (6, 6, > 0 emq
6, e 0, sdo numeros positivos que satisfazem (1) e (2) respectivamente. E

tdo: dado M > 0, 36 = min [5,, §,] > 0 tal que

f(x) c c
O<lIx—al<é —2 5 = = =M
e = e 26 T 2
2M
O que prova que lim M = 4 oo,
*ad  o(x)

2?2 caso: Supondo ¢ < 0

Se lim f() = ¢ < 0, entfo lim [-f(9] = ~c > 0 ¢, se L) 5.

g(x)
quando x estd préximo de a, entdo % > 0 quando x esta proximo de a
Considerando as fungdes # e j tais que A(x) = —f(x) paratodo x do do
minio de fe j(x) = —g(x) para todo x do dominio de g, temos pelo primeir
caso ja demonstrado
h(x)
m —_ = -+ ©o
=2 j(x)
h(x) —f(x) f(x)
mas . = —
J(x) —g(x) g(x)
entdo lim i) = + ®©
it g(x)

Observacdo: Este teorema continy’a vdlido se “‘x —= @’ for substitui-
do por “x —at” ou “x —sa -

EXERCICIOS

69. Calcule:
. 3x + 2 : 1—-x
a) }‘1_1311 x =17 b) ,1(1_{‘12 =2
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Solucdo

a) Como lim 3x +2) =35 ¢ lin12 (x— I’ = 0, estudemos 0 sinal de
x—1 X— 5

-f—?—%— = —fx——-JrT)Z; quando x estd proximo de /.
g(x x -

=2/3

\]

sinal de 0 i
f(x) = 3x + 2

SRR e i S

sinal de
gx) = x— 1)

sinal de 0 i
M) x4 3
g(x) G

Notemos que Jo | Jxid > 0 quando x estd proximo de /. Entdo:

g Gy
: 3x + 2
_— = +4 ©©
o Y
b) Como lim I—x)=—1 e lin12 (x — 22 = 0, estudemos o sinal de
x—2 X
S L quando x estd proximo de 2.

3 -~ (-2

1 2 =
sinal de X 0 o <
fxy=1—-x
sinal de & . 0 =
gx) = (x— 2y |
sinal de . 0 o :. -
@k o 2R ;
g®  x-2y :
Notemos que g gg = (Ji :;)2 < 0 quando x esta proximo de 2. Entéo:
i 1-x .
T (x — 2
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70. Calcule:
. 3x—4 . 3x2—5%x + 2 _ i AL e e | .
a) lim ®-2¢ d) ,l(l_rbr}) - R Observemos que ndo tem significado falarmos em 51_1311 RN K s
. 2x + 3 . 5 2 2x +.1 ! 2x + 1
b) lim ————=- X + ] i o J e W U e
L ) Im T 1 - =1 il Bl e utpr ey
. 1-3x 2 2 S5x — 3
¢) lim ——— : X2 + 5x
=1 (x =12 b ™ Ve ok 2 .
Determine: oo B
. + 4 : X :
mlim _——— f) 11_1315 + 5 ox
71. Calcule: z
. 2x + 1 . 2% + 1 ) x + 4 ; 2% + 3
1 = 2 S ol lim
2) o x—1 B :l(l-rfll*' x—1 b) l.”.n»-z X + 2 g x-17 (x— 1)}
. - 2x . 2x + 3
) lim h) lim  ———
Solu¢iio e x—3 x—1t (x = 1)
. 1 — 2% i} Ty 2x2—3x— 5
Como )I(iml_ @x+ 1= limI+ @Cx+D=3e¢ IimI_ (=1 = lip (=)= 08 B lim | ——3 o2 (2 x)?
! X— X Xl i
N lim X+ 2 T Sl Sl B
estudemos o sinal de L&) _ 2+ 1 quando x estd préximo de /. € I, S 2 1 sug* B
g(x) x4 .
-1/2 1 X .1
> Mostre pela definigdo que lim — = + .
sinal de i 0 x>0 X
f(x) = 2x + 1 4 + o
Mostre pela defini¢do que:
sinal de 1 . 1
gEy A ! = T S o I, == B} ft t =
: i
sinal de |
+ 0 =
fR) _ 2x + 1 s i
g(x) x=1 e 1
1
Notemos que ﬁ’g = 2;‘ _+ 11 < 0 quando x estd préximo de 7, a esquer- il. P ropriedades dOS limites infinitos
da. Entdo:
lim 2 i S Veremos a seguir dez teoremas cujos enunciados serao apresentados com

Helvl R i wimbolo “x — @’’, mas que serdo validos se trocarmos esse simbolo por

: «1\ > ‘l -9 Ou “x_>a+”.
& Jx) . 2x+ 1

PG SRR

> 0 quando x esta proximo de I, a direita. Entdo:

Ry T,
fith sl ke s ,. Teorema

xa1t xi=

62

Se lim f(x) = +° € ling g(x) = + %, entdo ){grg (f+ 8 = +o.
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Demonstracdo Se considerarmos as funcoes

] ((x) = e gx) = definidas em IR — {I}, teremos
Para provarmos que /im (f + g)(x) = + %, devemos provar =) =
¥YM >0, 36>0|0<Ix-al<é = f+gEx >M - 11=+°°elirrll+ x331=+w.
Kt B e X el
mas lim f(x) = + o, isto ¢, se tomamos L 0, temos: .
M >0 36>0[0<ix—al<s f M . 7 (f(x)—g(x))=lim< §7° " § >=
VT> ) 1 >0]0<Ix—al<§ = (x)>7 il_{r}+ (f—g)(x)—xlil}+ L PR o 2 —1
i b x=2 o K-DE+D _pn _X+2

€ £in3 g(x) = + o, isto é, se tomamos > > 0, temos:

ol E-DER+x+1) T GoDE@ A x+ D) it R4 x+]

v M 5 0,35>0(0<ix—al<s = gy > M

2 2 4. Teorema

Entdo, considerando & = min {§,, §,}, temos: Se lim f(x) = + ¢ lim g(x) = b # 0, entdo:

YM >0, 35>0|0<Ix—al<s — f(x)+g(x)>—l\2/1—+%= D) se b>0, lim(f-g)) =+

1) se b <0, lgg f-gx) = —x

53. Teorema
Demonstracdo

a I.
Faremos apenas a demonstracao de .
Se lim g(x) = b > 0, entdo existem o > 0 e 6, > 0 tais que se
X—=a

Se lim f(x) = —o e lim g(x) = —, entdo lim (f + g)(x) = —»

A demonstragio deste teorema é feita de modo andlogo ao teorema anterior;
deixaremos a cargo do leitor.

()« lx—al <6, entdo gx) > a.

-~ . M .
54. Observagdo Se lirrg f(x) = + o, entdo existem - - > 0 e 6,> 0 tais que s

5 M
(< lx—al <6, entdo f(x) > o

Considerando & = min {§,, 8,}, decorre que, para todo M > 0, existe
a M M
4 -0 tal que se 0<Ix—al < entdo (f- X)) = fx)- gx) > o :

Se lim f(x) = + <, limg() = +w, limh() = — e limi(x) = —o

ndo podemos estabelecer uma lei geral para os seguintes limites:
lim(f ~ )¢9, lim (0= D) e lim (f + D).

Por exemplo, consideremos as func¢ées f(x) = % e gx) = —12— defi-
) X X 20, Teorema
nidas para todo x real e x # 0. Observemos que:

1 1 Se lim f(x) = = e lim g(x) = b # 0, entdo:
lim e = 40 e lim — = - 00 x—>a ’."’
oe = e I) se b > 0, entdo lim (f-g)x) = ==

I) se b < 0, entdo )l(l_rg f-g9x) = +=

e calculemos:

o ine2 ‘ o ;o
lim (f = g)(x) = im(f(o) — g(x)) = lim <—14 = —):2> = lim < 1-x > = + 4 A demonstracio deste teorema ficard como exercicio.
X— X— X X
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57. Observacdo

nt). Teorema
Se ){zﬂ J&) = +00 (ou —) ¢ )1(1173 g(x) = 0, em que g ndo é funci

Se lim f0) =~ ¢ lim g() = —=, emio im (- 9 =+
- X—>a .
nula, ndo podemos formular uma lei geral para ){ing - gx). =t

Demonstrar este teorema a titulo de exercicio.

Por exemplo, consideremos as fungdes f,(x) = ? e fHL(x) = p
definidas em IR* e as funcdes g,(x) = x* e g,(x) = x? definidas em IR. 1. Observacdo

Observemos que: Se lim f(x) = + (ou —) e lim g(x) = + % (ou —), entdo nao
X—=a

lim £,(0 = lim — = +, lim 00 = lim L = 1o

x>0 X x—0 x->0 X >

. e A F
jindemos estabelecer uma lei geral para lim <—g- ().
lim g,(x) = lim x* = 0 e lim g,(x) = lim x* = 0

< 1 - L
Ma Por exemplo, consideremos as fungdes f(x) = =k 80 = P
s:
1 -
lim (f, - g)(x) = lim < : x4> =limx* =0 e v =-—7 definidas em IR*.
X—> x2 X —>
lirr(} -8 = ling <% . x2> = lirr(} % = 400 Observemos que: N
X— X— X X—
58. Teorema '
lim h(x) = = FEed
Se lim f(x) = + e limg(x) = + o, entdo lim (f- g)(x) = e y
—a x—>a X—>a as:
Demonstracdo 1
e .
Se lim f(x) = + o, entdo existem JM > 0 e 6, > 0 tais que, se lim < > (x) = lim Xl = lmg x2 =0
xX—>a S S RS X—
0 <lIx—al <§, entdo f(x) > JA_J; e se £l_{?3 g(x) = + o0, entdo existem x4
W> 0 e 6,>0 taisque,se 0 < Ix—al < 8,, entdo g(x) > W 1
Considerando 6 = min (5, §,), temos para todo M > 0, existe " S
6>0 talquese 0 <Ix—al <§ entdo f(x)-g(x) > M- M = llm< )(x) lim | ———| = =
X—> Xz
59. Teorema
=],
Se limf(x) = 4+ ¢ lim g(x) = —oo, entdo lim f-8x) = —oo, 2 . o
hm< > x) = lim "1 = lim (-1) = ~1
A demonstracdo deste teorema ¢ feita de modo analogo a do teorema an- X x>0 ) 1
terior; portanto, ficard como exercicio. x?
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62. Teorema 5. Observacdo

Se lim f(x) = + o, entdo [lim ! Se existir 6 tal que para todo x que satisfaca 0 < |x — al < 6 tenhamos
e ’ e fd) I 1
a ] = ] = [ee]
Demonstragdo /(y) > 0, entdo ){1112 m = ){tgg 70 I + oo,

Se {m;z Jx) = +0, entdo existem M >0 e 6 > 0 tais que, §
0 < lIx—al <6, entdo f(x) > M.

Mas:

Se existir 6 tal que para todo x que satisfaca 0 < |x — al < 6 tenhamos
/(\) < 0, entdo:

1
f(x)

= —o0

lim - = lim — |

fx) >M >0 < Ifx)| > M @lﬁkﬁ

(10 Antes de prosseguirmos, fagamos um resumo dos teoremas apresentados,
lsmbrando que as proposi¢des permanecerdo validas se substituirmos o simbo-

—9)

v “v—@a’ por “x—>a*” ou ‘“x—>a’’.

Tomando e = 714—, temos para todo e > 0, existe 6 > 0 tal que, s¢

0 < lx—al <6, entdo ’ f(lx) — 0( < € e, portanto, {Lma f(Ix) = 0. . D’adofé L L ‘ Conclusio
lim f(x) = + o0 Pﬂ gx) = + )lcl_I.l’; f+x) = +©
63. Teorema :
[im f(x) = —o° )l‘i_r)r; g(x) = — ,1(111; f+gx = —>
Se lim f(x) = =, entdo lim f(Ix) = 0. | : e i i kb
A demonstracdo ficard a cargo do leitor. gm f(x) = +2° lim gx) =b =0 xl—r»ral( LB B o se bl 0
i —o se b>0
64. Teorema lim f(x) = —eo | lim gx) = b # 0 | lim (f - g)(x) = i+°° Lol
5 - ) 1
Se {TZ J&) = 0, entao f’l’Z f(x) ‘ = h lim f(x) = + o )l(lng g(x) = + )1(1_{1:} f-9x) = +

Demonstracdo

im f(x) = & = )l(l_r)ré g(x) = —o lim (f - g)(x) = —

X—a

Se )l(ingf(x) = 0, entdo existem ¢ > 0 e § > 0 tais que,se 0 < Ix—al < §,

entdo 1f(x)! < e. lim f(x) = —eo | lim g(x) = —% i lim{fi - g)(&) =+
Mas: y
1 1 lim f(x) = + }(EI; ) = ()
Ifx)| < e <> ’ ’> 1 e
f(x) €
lim f(x) = — lim =
Tomando M = %, temos paratodo M > 0, existe & > 0, tal que, se p Bes Q)
: 1
lim f(x) = 0 lim \= + ©
0<lIx—al <5, entéol : ’> M e, portanto, lim d \ = 4 oo, i ) x—~a | f(x)
S | f(x)
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Nao poderemos estabelecer uma lei para os seguintes casos:

lim f(x) = + o0 lim g(x) = + lim (f - g)(x) =

lim £6) = —eo lim g(x) = —e° lim (f ~ )(9) =

lim f(x) = + oo lim g(x) = — lim (f + &)

lim f(x) = + % (ou —e0) lim g(x) = 0 lim (f - g)(x) =

lim f(x) = + ° (ou —o) | lim g(x) = —% (ou + %) | lim — (x) = ?

X—a

III. Limites no infinito

67. Sejaa funcdo fdefinida por f(x) = ¥ -‘x 2 paratodo xreale x # 0.

Atribuindo a x os valores 1, 5, 10, 100, 1 000, 10 000 e assim por diante, de

tal forma que x cres¢a ilimitadamente, temos:

Observamos que, 4 medida que x
cresce através de valores positivos, os vA
valores da fun¢fo f se aproximam cada
vez mais de 7, isto é, podemos tornar
J(x) tdo préximo de I quanto desejar-
mos, se atribuirmos a x valores cada
vez maiores. 1

Escrevemos, entdo: \

x+2=1 X

lim

X— + o
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08. Definicdo

Seja fuma fun¢do definida em um
intervalo aberto la, + o[. Dizemos
jue, quando x cresce ilimitadamente,
/(v) se aproxima de L e escrevemos

lim f(x) =1L
X— + ®
w, para qualquer nimero e > 0, exis-

(it N > 0 tal que se x > N entao
[/(x) — LI < e.

><"

Em simbolos, temos:

lidrriw fx)=L <> (¥¢>0, IN>0|x>N = Ifx)<—-Ll<¢)

(. Consideremos novamente a funcdo f(x) = % Atribuindo a x os

valores —1, =5, —10, —100, —1 000, —10 000 e assim por diante, de tal forma
(ue x decresca ilimitadamente, temos:

x |e1]= | ~1000 | 10000
o | 0998 | 0998

Observamos que, a medida que x decresce com valores negativos, os va-
lores da funcgdo se aproximam cada vez mais de 1, isto ¢, podemos tornar f(x)
(o proximo de / quanto desejarmos, se atribuirmos a x valores cada vez me-
nores. Escrevemos, entdo:

lim

X—>—®
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70. Definig&o /Y. Se agora atribuirmos a x os valores —1, =5, —10, —100, —1 000 e assim
Licessivamente, de tal forma que x decresca ilimitadamente, temos:

Seja fuma funcdo definida em um

intervalo aberto ]—oo, g¢[. Dizemos ki 5 ] N B T
que, quando x decresce ilimitadamente, f W el s e e
f(x) aproxima-se de L, e escrevemos feoilp 100 | 10 000 | 1 000 000

lim f(x) =L
X—>—
Observamos que, 2 medida que x decresce através de valores negativos,

¥ j&- ot ooserto—-m——-—- FL + €

se, para qualquer nimero e > 0, exis- b ey :

tir’ N < 0 tal que se x < N ’entéo ! L s valores da funcdo crescem e ilimitadamente. Em outras palavr_as, dizemos

lfx)-Lli<e — ________ E_ _________ L - (e podemos tornar f(x) tdo grande quanto deseJarrqos, isto ¢, maior que q}xal-
: (uer nimero positivo, tomando para x valores negativos cujos modulos sejam
: wilicientemente grandes, € escrevemos:
! lim  f(x) = +
| X—>—00
N x

Em simbolos, temos: /1. Definicoes

Seja_fuma fungdo definida em um
inlervalo aberto Ja, + o[. Dizemos
(jue, quando x cresce ilimitadamente,
/(x) cresce também ilimitadamente, e
gacrevemos:

lim  f(x) = +

lim f(x) =L <> (e>0, IN<O|x <N = [f(x)~LI < ¢ |

i
w

71. Sejaafuncdo f(x) = x2, defini-
da para todo x real.

Atribuindo a x os valores 1, 5, 10,
100, 1 000 e assim sucessivamente, de
tal forma que x cresca ilimitadamente,

A ) )
Y \, para qualquer nimero M > 0, exis-

il N > 0 tal que se x > N entdo
/(x) > M.

temos:
9 ‘l“ WG :“3‘1 00 ; 1 000?‘ ‘ > Em simbolos, temos:
f) | 1|25 | 100 | 10000 | 1000000 X

\ lim f(x) = +© <> (¥M > 0, 3N>0|x>N = f(x) > M)

Observamos que, a medida que x cresce através de valores positivos, 0s
valores da funcdo também crescem e ilimitadamente. Em outras palavras, di-
zemos que podemos tornar f(x) tdo grande quanto desejarmos, isto é, maior
que qualquer numero positivo, tomando para x valores suficientemente gran- |
des, e escrevemos:

Coloquemos com simbolos as defini¢bes de:
lim f(x) = —, lim f(x) = +% € lim_f(x) = —
X+ + o© X—>—> X—

lim f(x) = + o | lim fx) =-o < (¥M< 0, EIN>0|x>N = f(x) < M)

X—» +
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1@00 fx) = +° < W >0, IN<O|x <N = f(x) > M)

lim f(x) = -® <> WM <0, IN<O|x <N = f(x) < M)

— — 00

Para concluirmos algo com relagdo ao comportamento dos valores da fur

¢do quando x crescia ou decrescia ilimitadamente, construimos uma tabela

valores de x e f(x). Vejamos como chegar & mesma conclusdo, sem con

truirmos essa tabela.

74. Teorema

Se ¢ € IR, entdo limF c=1Ilim c¢=c
X o

X— —00
Demonstracao

A demonstragdo é bastante simples, ja que
e >0, AIN>0|x>N = O0=lc—cl<e
¢ trivialmente verdadeira e portanto:

lim c=c¢c¢

X— +

75. Teorema

Se n ¢ um numero inteiro e positivo, entdo:
I) im x*= +o0
X—> + o

D im  x = + o0 se n é par
Ap=e —oo se n ¢ impar

Demonstracdo

Faremos a demonstra¢do de II por inducio sobre n.

1? caso: n é impar

A proposi¢do ¢ verdadeira para n = I, pois

M <0, IM<O|x<M = x<M) = lim x = -0,

X—>— 00
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. . .
Supondo que a proposi¢do seja verdadeira para n = p, mostremzos que ¢
vwidadeira para n = p + 2, isto &, se )l(-‘inzw XxP = —o0 entdo )I(T:Z_w xP+2 = —o00,

De fato, por aplicagdes sucessivas dos teoremas ja vistos, temos:

1 P+2 = |j P.x2) = [i P . lim x2
l\u.n‘m X }L"lm xP - x?) )I(l_{t}m xP - lim

Mas lim x2 = lim x-lim x = 4+ ¢ lim xP = —c. Portanto,
X—>— 00 X—>—00 X —> o X—>—00

llim  x0P*+2 = —oo,

As demonstrag()es para o caso em que n é par € da parte I ficam como
Lnereicios.

‘0. Teorema

Se n é um numero inteiro positivo, entdo:

) lim =0
X—> + © Xn

M lim —— =0
x—>=—0 x0

Demonstracdo

I'ica como exercicio.

//. Teorema

Se f(x) = a, + a;x + ax? + ... + a,x", a, # 0, ¢ uma fungdo po-

linomial, entdo:
lim  £60 = lim (@) e lm  f(x) = lim_ (ax)
Demonstracdo

Por aplicagdes sucessivas das propriedades e teoremas, temos:

lim f(x) = lin}r (@3, + ax + ax2 + ... + ax") =
X—> + ®© X—> +
. a a _
lim |ax® LS s e R 1>] =
Kow b ax" ax" ax

, . a, a, a,
m a,x") - lim + ek =
i, . (8% <anx" ax Tl gt

X—>+ ®
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pois:
lim < & & o + 1) =
Bk | g axht T
: a . .
=l =0 . lim + lim =L - lim 1
x-+® g X—>+ 00 xN X—>+® g X—>+ e yn-l
. a .
+ lim 2. lim 1 + +lim 1=1
x> te g X—>+o xn-—2 X—> +

78. Teorema

Se fW=agy+ax+ax*+...+ax" a,#0, ¢ gx)=by,+ b;x £
+ b,,x™, b, # 0, sdo fun¢Ges polinomiais, entdo:

<A
B

+ b,x? + ...

f(x)

lim =
e g(x)

Demonstracdo

£(%)

m
x>+ g(X)

. a .
lim < n x“‘m> e lim
X— + © bm X—>—0c0

a + ax + ax® + ...

f(x)

= l1m
gx) =

+ ax"

im
x>+ by 4+ bx + bx® + ...

ax"<a° TR N
n

+ b x™

— B ax" ax"! a,x"2
X—> + %. o bO " b1 b2 1
mX \ T xm b, xm! ¥ b, xm~2 -
m m m
o, & & + 1
- lim < a,x" > - lim a,x" a,x"! axn 2
X—> + 0 bmxm X—> + 0 bO T ]:)1 b2 1
m m-—1 m-—2
b_x b_x b_x
m m m

xﬂ‘ﬂl)

N
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EXERCICIOS

l'ncontre:

a) lim @x>="7x + 3)

D) l‘im+°c (—3x} + 2x2—5x + 3)

Solucdo

¢) lim 5x} —4x?—3x + 2)

d) lim @x*—7x + 2x* —5x — 4)
X — — 00

Q) lim @x2-7x + 3) =1lim @x}) = +
X— + by fms Al il

by lim (-3x* + 2x*—5x + 3) =lim (-3x}) = -
X— + ® X—> +

¢) lim. (§x° 4% =3x+ 2) = }(i_lp_m (5x) = —o

d) lim. (3x* % 7x® £/288 25k~ 4) = }(i_{n_w (BxY) = + o

Iincontre:
a) lim+°° 2x + 3)
b) !(im_m 4 — 5x)

¢) lim+ . (5x2 —4x + 3)

l‘ncontre:
a) lim“° (x"— 1), n € IN*

b) lim_ao (1 -x", n € IN*

I‘'ncontre:

a) lim m
X—> + ®

lincontre:
&) By o=k 2
st e Sx—1

5 —4x
2x—3

b) lim _

d) lim+ L@- x2)
e) }(im_ . (Bx3—4)

) }(irn_a° 8 —x)

¢) lim (c-x),c € R*
X—> +

d) lim _ <%> ¢ € R

b) lim VX2 —=3x + 5

) lim 5x2 —4x + 3
O e 3+ 2
d) lim s Rl

x>—w 3x2 + 5x — 2
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80.

81.

78

Solucdo

St st s R g
X—> 0 Sx—l X—> + © X

b) lim 2 ey . lim

x—>—-o 2x — 3 e S

: SxAm R 3 Sx?
53 :Icl—r»n+°° 3x + 2 i }cl—lp-fw 3x

: A% ] s 4x
4 }(l—»n&m 3x2 4+ 5x — 2 vlcl—rp—w 3x2

STAK Lith
2x

Encontre:
3 —2x
Sx + 1
4x — 3
3x + 2
2-4

i X
o =Ygy
x—=1
x2 + 1

x2—3x + 4
3x3 + 5x2—6x + 2
x2 + 4
8x3 -1

a) lim

X~ 00

b) lim

X—> — 0

@ lim,

e) lim

X— + ©

f) lim

X—>—00

Encontre:

Jx2—2x + 2

li .
2) L, x + 1

X— +

Soluc¢iao

Observemos -que:

lim yx2—2x + = lim X2 =2x 4+ 2 = + 00, lim+ x+ 1) = + oo,
- 4+ - — 0O Kp 00

)l(im_ . (x + 1) = — ¢ ndo tém significado os simbolos

Xt ®©

X—>— 00

A
ST

(-2) = 2

. Sk
W T

X — = 0 3x

g) lim

X——00

h) lim

X—> + o

i) lim
hm
i) lim

X— + o

ey o,

b) lim

X—>— 0

x4+ x + 1

x + 1P -

2x = 3)

xx + DX + 2)
(Bx + 2)}

2x(3x + D)dx — 1)
2x —3PBx — 2

5
x+ 2*—-@x-1D

2x + 3)°

VX2 —2x + 2

x + 1

+ o + oo
€

+ oo —o0 °

e

LN

Notemos que:

S 3. i3
: L By A e
Jx2—2x+2__\jx <l x+xz>_|X] /! x+x2
X+ x+ 1 x<1 i L)
X
¢ portanto:
o 2 2 2
VKE=2x + 2 XLl S ; L x?
| +m———-——1—=,l{1m*m 1 =hm+w .
o z2 T X (1 + —> i 1+ —
X X
| o 2 2 o
; x2—2x+2 . x‘\Jl x+x2 \Il x+x2
e lim _ i =11m_w—————-—T-—=}(1m_w—————~—l——
. 48 2 x(l +—> I 1+ —
X
Iincontre:
2 2
a) lim _x—-l—x+_l e) lim . S
X + 0 x + 1 X + ® 1+X\];
. yx2 + x + 1 . x + ¥x
by 1 D 1
. 2x2—3x—5 . X
¢) lim —————— 2 lim ————
-y x=== 3[3 — 1000
: 2x>—3x—5 : Ix2 + 1
d) lim ——— h) im ———
x--o x4 4 x>+w X + 1

Encontre lim+ (Wx? + 3x + 2—X).
X—> + ©

Solucdo

Observemos que
Iim o Ax? A 32
Xwp +

cado o simbolo (+ %) — (4 ).

O INFINITO

+o e lz'm+w (x) = + o, mas carece de signifi-
X= .
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i, lincontre:

Q) lim+m( X + X + J;)
X+ X A%

X
I+ x4
e

x~ve ax + 1

Para obtermos o limite procurado, multiplicamos e dividimos

(X2 + 3x + 2—x) por (x? + 3x + 2 + x). Assim, temos:

2 iR f0
g s st s NG 2
R PO e

b) lim

X— + ©
3x + 2
X2 4+ 3x + 2+ x

Notemos que ){im+m Bx + 2) = + o, )ljmw (Ax?is 3x 20 ¥y = 400

Il

W/ Mostre pela defini¢do que:

e o simbolo o= nao tem significado. Fazemos entdo:
= ©o aY Ti D g d 2
.1))1(1m+mx = + b))l(xm_wx = + ©
X (3 i l) e
Ix 42 i X X
m + x i 3 9 il 3 _2“ un Mostre pela defini¢do que:
X( 1+~—+—2+l> ottt Al U W) lim x3 = + o b) lim x} = —o
X X X X 8) S s s
€ portanto:
3
li (2 + 2x + 3—-x) = lim : 2
im X —X) = P e e = T . I & i s
gl S J SRS o IV. Propriedades dos limites no infinito
L2

Veremos em seguida dez teoremas cujos enunciados serdo apresentados
tom o simbolo ““x —= + ’’ e ndo perdem a validade se esse simbolo for
liocado por ““x — —o’’. Estes teoremas sdo basicamente os apresentados
i propriedades dos limites infinitos, com adaptacGes para aplicagdes de limi-
{en no infinito.

84. Encontre:

a) lim (¥ + 3x + 4-x)
b) lim _ (X + 3x + 4—x)
o lim _(x +4-x-2)
d) lim W2 =x + 1 —x)

¢ lim (/2 + 1-Jx~1)
£) lim  (F=dx+5 - -3
g) lim (x—{x +4)

h) lim, (¥ +ax + b-x

79.

Teorema

Se lim fO)=+elim g()=+c, entdo lim (f+8)x)=+ .

Demonstracdo
85. Encontre: Para provarmos que lim _(f + g)(x) = + , devemos provar:
g) im St VE-5x*-2 g lim I A% VM >0, IN>0|x>N = (f+gx>M
T yora e T
Temos, por hipotese
by li J; —Jx + 1 M
) e X+ 2-4x + 3 lmm f(x) = + oo, isto é, se tomamos =51 > 0, vem:
80 81
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41 Teorema
v%>0, AN, >0|x >N, = f(x)>%/[—
Se V{’;”lmf(x) = 4+ ¢ ,{L"lm gx) = b # 0, entdo:

. _ ’ , M .
e ){l_lﬁm g(x) = + oo, isto é, se tomamos - > (0, temos: I)se b> 0 entdo ,I(me = i) =

11 b<0 ao i . - —
V-%—>O, AN, >0|x >N, = g(x)->£2/[— ) se entao )I(I_I}lw(f 8)(x)

entdo, considerando N = max {N,, N,}, decorre: 4o Teorema

¥M >0, AIN>0|x >N = f(x)+g(x)>—-1\2f[—+%=M
Faremos a apresentacdo dos enunciados dos demais teoremas e deixar

mos a cargo do aluno as demonstragoes.

Se '{i_>m+mf(x) = —o0 ¢ ){%w g(x) = b # 0, entdo:

I) se b > 0 entdo )l(im+m -2 = -
II) se b < 0 entdo ’l(xﬁmw° -2 =

80. Teorema Observag¢io

Se )I(ingrwf(x) = —o0 ¢ ){im“ng(x) = —oo, entdo ,lf.mm (f+g=- Se lim f(x) = + (ou—) e £mw 2(x) = 0,
i (que g ndo ¢ a funcdo nula, entdo ndo podemos formular uma lei geral para
I . .

Observacio m.(f- g

Por exemplo, consideremos as fungdes f(x) = 2x + 1 € h(x) = x2 — 4
definida em IR — {/}.

Se lim _ fx) = +o0, lim gx) = + o, lim ~h(x) = - delinidas em IR e a fungdo g(x) =

e lim i(x) = —oo, ndo podemos estabelecer uma lei geral para os seguint

i Observemos que

hmltes. _ . ) lim f(x) =lim @x + 1) = + o
}(er}rw -9, 11m (h—DEX) e hm L+ b)) SR Ay

li = li 2 - 4) =
Por exemplo, con51deremos as fungdes f(x) =3x—2egx) =3x+ 5 e ) lmw & —4) L
definidas para todo x real. Observemos que

}(erlw(3x—2) +we}(qurm(3x+5)=

x 1 _
lim  g(x) = lim —— =0
e calculemos: s

im_ €~aie) = Jm = ekl = lim (- 9)() = lim | 1169 - g0o] = lim 2L 2
= lim [(3x—2)~(x + 9] = lim (-7) = — X
Aprk & Atk 62 . . . 2_ ¢4
Se considerarmos as fungdes f(x) = 3x2—7x + I € g(x) = 2x? + 2x— lim ~(h-g)x) = lim [h(x) - gX)] = lim ); = = T

definidas para todo x real, teremos:

lim (@x2—7x + 1) =+ e lim @x*+2x—3) = + .
X+ X+ Ny Teorema

mas lim _ (f = 9®) = lim _ [fx) ~ (0] |
=lim (G —7x + 1) - @& + 2x~3)] = lim _ (¢~ 9x + 4) = Selim _f() = +elim gk) = +o,entdolim (- gX) = + .
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84. Teorema Observacgio

Se existir N > 0 tal que paratodo x > N tenhamos f(x) > 0, entdo:
lim = lim 1
e i) v f(x)
ol se existir NV > 0 tal que para todo x > N tenhamos f(x) < 0, entdo:
1

- =i =00

li = li
e T T e 1

Se lim _f(x) = + e lim gx) = —, entdo lim (f- k) = —%

= [ee]

85. Teorema

Se £l_i:l’l+ oof(x) = — ¢ £if.71+mg(x) = —oo, entdo )[rl_{n+m(f () = +@

Observacao

Se ){%w fx) = + % (ou—>) e ,lem g(x) = + o0 (ou —), ndo po

. . f 49 Resumo
demos estabelecer uma lei geral para Jl(mi iy (x).
I'aremos agora um resumo dos teoremas apresentados, lembrando que

un proposi¢des continuam verdadeiras se trocarmos o simbolo “‘x — + o’
por x = —o0’?,

Por exemplo, consideremos as fungdes f(x) = 2x — 3, g(x) = 3x —
e h(x) = x2— 4x + 3 definidas em IR.

Notemos que
liqw f(x) = )1(1_.rqrm 2x—3) = +

lim gx) =lim _(@Gx-4) =+ Dﬁdo‘s f ~ Conclusdo

lim h(x) = lim (—4x + 3) = + o B, () = +eoflifn 2() = #o Iim (F + pix) = 4 oo

X—> + 00

mas
lim <i> x) = lim fx) _ Ton 2x=3 _ 2
X—> + g 3

g () =~% ilim g =-% |Im @+l =—2

(¢ x>+ 3x — 4 !|,'n'mf(x)= 4 oo }(mwg(x)-_-b;go ,I(i_{r}m(f'g)(x)={j: Sel;>8
. h 1 hx) _ .. XX—4x +3 _ se b <
Iim (—)® =lim —==1Ilm —-——F—— = 4
e AE AN ln_f)=-o |lim gx)=b=0|lm_(-e={ . 00
6 | X—>» + © o> 00 + oo se b<0
86.
Teorema fim ()= + |lim g&)=+* |lim @ 9K =+
. K ) . 1 B % | 00 Xt e > + 00
e, JO)= H%, eadle O, S = 0 lim )= +o | lim _g®) =-e |lim (-g)(x)=—c
87. Teorema B, f(x)=—= Ll e) =~ «idm  (F:gx)r=+o
Bl JiE) = =%, entie U f(Ix) gt e oy
; ; 1
88. Teorema LRl b e fx) .
; 2 50 1 e lim f(x) = 0 i Lo |a
Se lim () = 0, entdo lim |7 ‘_ + oo, lim _ £(x) e | ) l -
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CAPITULO IV

‘Néo podemos estabelecer uma lei para os seguintes casos:

lim  f(x) = + lim g() =+ lim (f-2)() =

lim (%)= moo lim g(x) = —° lim _(f-g)(x)

lim () = + 0 lim _ g(6) = — lim _(F+ £)()

Complementos
sobre Limites

lim _ () = + % (ou —) | lim _g(x) = 0 lim _ (f-£)()

Jl(i;{I-li-& f(X) = + o (Ou "'°°) ,l(i—'];llw g(X) = -4 oo (ou "‘00) lim <__£__> (X)

I. Teoremas adicionais sobre limites

Y. Funcdo limitada
Definicdao

Dizemos que uma fung¢éo f, definida em A4, é limitadaem B C A se exis-
(i um numero M > 0 tal que, para todo x pertencente a B, temos
) < M, isto é, —M < f(x) < M.

Em simbolos:

’ f é limitadaem B < @AM > 0/x € B = Ifx)l < M)

i cabd x
AT st N

-M

Decorre da definicdo que, se f € limitada em B, entdo existem a e b reais
Wl que, para todo x € B, vale a < f(x) < b.
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Exemplos

1°) A fun¢do f(x) = cos x ¢ li-
mitada em IR, pois —/ < cos x < 1,
x € R.

2°) A fun¢do f(x) = x3 + 1
nio ¢é limitada em IR mas ¢ limitada no
intervalo [—1, I], pois
-2 < x? + 1 < 2 para todo
x € [-1, 1].

91. Teorema

Se lim f(x) = b, entdo existe um intervalo aberto I contendo a, tal q
X—-a

f é limitada em I — {g}.
Demonstragcao

Devemos provar que se £i)13 f(x) = b entdo existem M > 0 ¢ 6 >
tais que se 0 < lx —al < § entdo If(x)| < M.

De fato, se )I{inz f() = b, tomando ¢ = I na defini¢cdo de limite, temos

e=1 36>0|0<Ix—al<dé = Ifx)—bl <1

mas
If(x) — bl > If(x)| — Ibl
€ portanto: |
Ifx) —bl <1 = Ifx)I—1bl <1 = Ifx)I < Ibl + 1
pondo M = |bl + I, temos:
IJM >0, 36 >0|]0< Ix—al<d = Ifx)I <M

88

COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES

y»  Teorema da conservacdo do sinal

Se {1112 f(x) = b # 0, entdo existe um intervalo aberto I contendo a,

(1l que f conserva o mesmo sinal de b em I — {a].

Demonstragdo
Sendo ){z_{rg f(x) = b, tomando € = IZA na defini¢do de limite, temos:
( ='%’, 36>0[0<Ix—al <8 = If(x)— bl <'—g'— -
bl Ibl
s b-— < f —
> x) <b+ 3
Se b > 0, entdo, para todo x tal que 0 < Ix —al < 6, vem
Ix) > b—-% = b—% = % > 0 => f tem o mesmo sinal de b.
Se b < 0, entdo, para todo x tal que 0 < Ix —al < §, vem
lx) < b + Ib% =b ——g— = % < 0 => f tem o mesmo sinal de b.

0| Teorema do confronto

Se )l(t_{ig glx) = ){l_{rg h(x) = b esefétal que gx) < f(x) < h(x) pa-

i todo x € I—{a}, em que I é intervalo aberto que contém a, entdo

(m,{ Jf(x) = b.

Demonstragcdo

Sendo lim g(x) = lim h(x) = b, entdo, para todo ¢ > 0, existem §,> 0

¢ b, > 0 tais que:

0<lx—al<é = lgx)—bl<e = b—-e<gx)<b+e

0<lIlx—al<é = lhx)—bl<e = b—-e<hXx <b+e

Sendo & = min (8, 6,}, temos para todo e > 0, existe 6 > 0 tal que
Ix—al<d = b—e<gx) <) <hx) <b+e =

v b—e<fx) <b+e = If(x)—bl <e
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isto é:
lim f(x) = b

“Se ){ﬁ”ﬁm gx) = ,IL"L h(x) = b esefétal que g(x) < f(x) < h
para todo x € la, + [ entdo )lcz;nsz(x) =b.” ‘

l)".

Demonstracao

Sendo )1(117& L &) = ){Lm+ . h(x) = b, entlo para todo € > 0 existel
N, >0 e N, > 0 tais que

x > N, lgx) —bl<e = b—e<gx)<b+e¢
x>N, = |hx)—bl<e = b—e<hx® <b + ¢

Sendo N = max {N, N,}, para todo e > 0, existe N > 0 tal q
X>N = b-e<gx) <) <hx)<b+ e =
= b-—e<f®) <b+e = If(x) —bl <e¢
isto é, ){ergrwf(x)=b.

—

1

Obs.: O teorema continua valido se substituirmos

“X—> +w)! p
“x —> —0” e la, + o[ por ]—o, qa. :

94, Teorema

Se )1(1173 fx) =b e ){zfrg gx) = ¢, com b < ¢, entdo existe um interva
aberto I contendo a, tal que f(x) < g(x) em I - {a].

Demonstracdo

Sendo lim f(x) = b e lim g(x) = ¢ etomando e = . ; b ha de

ni¢do de limite, decorre que existem §, > 0 e §, > 0 tais que:

0<lx—al<d = If(x)—bl<S=b 3b-c _ fx) < L&
2 2 2
O<lIx—al< s, = Ig(x)—cI<C;b == b;C<g(x)<302— Yo

Tomando 6 = min {6, §,}, temos:
36>0]0<Ix—al <6 = f(x)<%<g(x) — (%) < g

90
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lim cos x =
X—+a

COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES

Limites trigonomeétricos

Teorema

limsen x = sen a, ¥a € IR

\a

Demonstragcdo

Para demonstrarmos que /im sen x = sen a, Provemos que
X—a

i (sen x — sen a) = 0, ja que £irr3 senx = sena <> ){I_{Iz (sen x — sena) = 0.

Temos, da Trigonometria,

— X + a X—a
I+ lsen x—sen al =‘2 sen 2% . cos x+a‘=‘2cos ————Hsen ——|

2 2 2

X—a X—a X + a

< e‘2cos }<2.
2 }\‘ 2 ’ 2 =
Iintdo:

X—a

()glsenx—senaIQZ\ ’ = 0 < lsenx —senal < |x—al

2

Considerando as funcdes g(x) = 0, f(x) = Isenx—sen al e h(x) = |x—al

¢ notando que

lilr?} g(x) = }(1_{2 0=20

Iir}; h(x) = }(1_{2 Ix —al = 0.

Segue-se pelo teorema do confronto que ){inz lsen x — sen al = 0 e,

portanto, lim |lsen x — sen al = 0, ou seja, )l(ing sen x = sen a.
X—a -

Teorema

cosa, ¥Ya€ IR

A demonstracdo deste teorema, que ¢é feita de modo andlogo a do ante-

tlor, licara como exercicio.
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97. Teorema
)l‘i_r.r;tgx=tga, Va#%+ krm, k € Z

Demonstragdo

lim sen x
lim tg x = lim S0 X _ x-a _ sema _
X x—a CcOS X lim cos x cos a

X—>a

tg a

98. Teorema (limite trigonométrico fundamental)
lim L% _
x—0
Demonstracdo
Da Trigonometria, temos:
a)0<x<% = senx < x < tgx =
Eo ; > L > 1 (I)
sen x X tg x

sen x

COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES

Multiplicando as desigualdades @ e @ por sen Xx, resulta:

(sen x > 0)
o< x < X sen x sen X sen X __
2 sen x X tg x
= [ 5= 20E s oy
X
(sen x < 0)
T < x<0 sen x sen x sen x
2 sen x X tg x
ey ] % L s o08 %
X
Temos, portanto:
n
para —-%<x<% e x # 0 cosx<%x—<1

Considerando g(x) = cosx, f(x) = ii’z—x e h(x) = I enotando que
i gx) = lin(q) cos x = cos0 =1
lim h(x) = lim 1 =1
Vel x—0
pelo teorema do confronto, resulta: lirré Sel; 2 1

tg x

EXERCICIOS

b)-—%<x<0 = senx > X > tgx =

1<1<1

sen x X tg x

(n

"9 Bincontre:

ARNAR

92

sen x

a) lim sen 2x b) lim sen 3x ¢) lim I — c2os X
x—0 X x—0 sen 5x x—0 X
Solu¢io
a) an=nm (2._35_11_235.) i S TG )
X—0 X x—0 2x:
. Eenr3x ; 3  sen 3x 5% 3 3
sl IR G Jics E S e e U
b) B e ( CH o~ 5x) 5 5
tg x ! 2
‘ N 1-cosx . (1-cos x)(1 +cos x) i ((sen x)7 1 > l 4
©) ,l(lﬂ x? _il_r.r}) %2 (1 + cos x) o x2 . 1+cosx/ 2
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90.

91.

92.

94

Encontre:
. sen 3x . tgax
a) lim ———— f) lim —=———
) x>0 2X ) x>0 bx
. sen 2Xx : 1 — cos x
b) lim ————— g) lim ————
x—0 Sen X X—0
. sen ax .1 —secx
¢) lim ——— h) lim ———
) x—-0 bx ) x>0 x2
. sen ax oo tg X 4+ sen x
d) lim ——— i) lim
x—0 sen bx X—0 X
. tg 2x - 1 — cos x
e) lim g T = j) lim ————
x—>0 3X x—=0 X -+ Sen x
. sen x — sen a
Encontre lim Lok it 2 B
x—>a xX—a
Solucéo
Da Trigonometria, temos:
= X
sen X — sen a = 2 sen ——2 . cos B
2 2
Entao:
X + a
sen X — sen a ¢ sen e 2
lim ———————— = lim i
X—>a Xo== o X—>a X—a
X=—a
sen
: 2 X +.a |
= lim cos =1-cosa = cos a
x—>a Xt a 2
2
Encontre:
; COS X — COS a . sen X — COS X
a) lim ———— d) lim ———>
X—>a X—a o T 1- tg X
. tgx—tga . tg X — sen X
b) lim £ e) lim g_z__
X—>a X—a x—0 sen“x
, Sec X — sec a ; sen 3x — sen 2x
¢) lim —————— f) lim ————
X—>a X—a X—0 sen X

CcOs 2X — €OoS 3x

g) lim 3

x—0 X

k) T sen(x + a) —sen a
x—0 X

cos(x + a) —cos a

i) lim
x—=0 X
1 — sen %
j) lim
X—>m T — X
k) lim 1 —2 cos x

& 3%
3

X

. 1 - x?
1) im —————
x—1 Sen mx

: cos 2x
m) lim ————————
T COS X — sen X

Kiprar

1. Encontre:

a) lim x - sen 1
X

Xx—=0

b) im x - sen 1L
X

X—> +

COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES

1 — cos’x

n) lim
x—>0  sen®x

sen ax — sen bx

o) lim
x—0 X
; COS ax —
p) lim cos bx
x—0 X
: X — sen 2x
q) lim ————=—
x—»0 X + sen 3x
r) lim 1 — cos x
x—0 Xz
cos T
; 2
s) lim —————
x—1 1—x

t) lin}] Jl + sen x;Jl — sen X

¢) lim (1-x-tg ==
X—

d) lim cotg 2x - cotg <_7r_ = x>
x—0 2

I1l. Limites da funcdo exponencial

09 Teorema

Demonstragdo
Para demonstrarmos que /ing a*
X—

Ve>0, 36>0|0<Ixl <3

Se a€ R e 0<a# 1, entdo linga"=1.

= /, devemos provar:
= la*—1l < ¢

95




COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES COMPLEMENTOS SQERE LIMITES

Demonstracao

Supondo ¢ > 1 ¢ 0 < e < I, temos:

lar—1l<e = —e<a*~1<e = l—-e<a<]+e <=
< log,(1—¢ <x<log, (1 + ¢
mas,se a > 1 e 0<e< 1, entdo log, (I —¢) <0 e log,(I1 + ¢ > 0
e, portanto:

log,(1-¢e <x<log,(1 +¢) <= x<log,(1+ ¢ ¢
—x < —log, (1 —¢) <= Ixl <log, (1 + ¢ e Ixl < —log, (1 — ¢).

Assim, para todo 0 < e < /, existe 6 = min {log, (I + ¢€), —log, (I —¢)}
talque 0 < Ixl <6 = la*—1Il < e.

Se a>1 e e > 1, tomamos ¢ < I < € e determinamos

6’ = min {log, (1 + €'), —log, (1 — ¢’)] tal que

O0<Ixl<d = lax—1l< € <€

Deixaremos a cargo do leitor a demonstracdo paraocaso 0 < a < I.

Para demonstrarmos que lim+ a¥ = + %, devemos provar:
X—> + ©

¥M>0, AIN>0|[x>N = a>M

Notemos que para todo M > 0 temos a* > M < x > log,M.

Se M > I, tomamos N = log,M > 0 e segue que, para todo
M > 1, existe N = log,M > 0 tal que x > N = a*~ > M.

Se 0 < M < I, tomamos M' > I > M, determinamos
N - log,M' > 0 e segue que, paratodo M < I, existe N = log M > 0
il que x > N = a*~> M.

Para demonstrarmos que /im a* = 0, devemos provar:
X—>—0

¥e>0, AN<O|x <N = la*l <e

Notemos que:
la¥Xl < ¢ <= a* < e <= x < log,e
Se 0 < e< 1, tomamos N = log,e < 0 talque x < N = la*l <e.

Se € > I, tomamos € < I < ¢ determinamos N = log,e’ < 0
¢ sepue que, paratodo e > 1, existe N = log,e’ < 0 talque x < N =
la¥l < € < e.

100. Teorema

Se ¢ €IR e 0<a# 1, entdo lim a* = a’.

x—b
Demonstracido

Para demonstrarmos que linz a* = a®, provemos que
X—

lim (a* = a®) = 0. 102. Teorema

o . by ; ;. o .
Provemos inicialmente que ){lﬁ a*~b =1, isto é: Se a€ER e 0<a< I, entdo ){%m ax =0 e lim a* = + o,

L
¥e>0, 6>0[0<Ix—bl<é = lax>—1l<e
Fazendo x — b = w, temos:
¥e>0, 6>0[0<Iwl<é = lav—1l<e

que ¢ verdadeiro pelo teorema anterior.

Mostremos agora que f’fl (a* — a?) = 0. De fato:

A demonstrac¢do deste teorema ficara a cargo do leitor como exercicio.

103. Teorema

Sea€lR, 0<a#1ce linz f(x) = 0, entdo lirrlz7 a/® = 1.

lim (ax—ab) = lim [a®- (a*" > — 1)] =
g e Demonstracdo

I
Q
o

'linl‘, (av—=1) = ab-[ling axbt—1]=a-[1-1] =a-0=20
x_’ x_. Considerando que ling f(x) = 0 esupondo a > I, temos:

1) Dado ¢, > 0, existe 8, > 0 tal que
0<lIx—bl<é§ = IfxI <log, (1 + ¢) =
= —log, (1 + ¢) < f(x) < log, (1 + €).

101. Teorema
Se a € IR e a > 1, entdo ){inimaxz + o ¢ J{inzm a* = 0.
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2) Dado 0 < ¢, < I, existe 8, > 0 tal que
0<Ix=bl<é = Ifx) < —log, (1 —¢) =
= log, (1 —¢) < f(x) < —log, (I — ¢)

Notemos que, para ¢, > 0 e 0 < ¢, < I, temos:

log, (1 —¢) <0 <log, (1 + ¢)

Entdo, para todo e > 0, temos:

1) Se 0 < e < 1, entdo existe & = min [5,, 5, tal que

O0<Ix—-bl<d = log, (1—¢ < f(x) <log, (1 + ¢) =
= l-e<a®W<l+e = —e<a®—1 < ¢ =— la'™® — 1] < ¢

EXERCICIOS

1. Complete:

: X — ¢) lim e* =
a) }(1_1}12 3 ) X—>2

. 1\ : 1V
o (4] - o (4

2) Se € > 1, entdotomamos 0 < ¢ < I < € eexiste & > 0 tal que
0<Ix—-bl<§ = 1d/W—-1]l<¢€ <e

. ] . 5. Complete:
Assim provamos que /im a/® = ] para a > I. Deixamos a cargo
x—b

; 1 \*
. 5 ‘oo i = d) 1 - =
do leitor a demonstra¢do para 0 < a < I, que é feita de modo andlogo. a) lim 2% b im <3 >
b) ’l(i_r.n_w 2% m= e) inn+we =
- Ly _ f) im e =
104. Teorema 9lim {3) = e

Se a€ER, 0<a#1e Iirt;z) f(x) = ¢, entdo:

l, .
lim f(x) 6. Complete:
lim a'® = gx-b = gc, 3x+2
X—>b . x=1 _
a) f}f‘; 22x2—3x+1 — 9) )1(1_12) e
4x2 + 6x-2
Demonstracdo g 5 i a ki T x4
: = im 10 =
b) lim =~ 3rere® = ) lim
Por hipodtese, temos linl Jx) = ¢, isto é, ling [f(x) —c] = 0.
X— X
Pelo teorema anterior:
lim [f(x) —¢c] = 0 = lim alf®-d = | 7. Complete:
4 x~b x3-6x2 + 11x—6
. . X6+ 1x—6
Para demonstrarmos que /im a/® = g¢, provemos que = . 1 =342
L a) lim 3 x2 = d) llm2 = =
. i K
lim [a/® — a = 0. i
X—b 1-32 o
a . _I . -
Entéo: by lim < 1 > =1 ¢) lim eV*-! =
lim [a'™ —a = lim a° - [af®-c— 1] = x—1 \ 2 x—1
b P x2—5x + 4
= a®-lim [a®~c — 1] = ac [lim a™-°—]] = K-3x+2 1\ -2
s x=b ¢) lim 2 ¥®+x-2 = f) lim <—"> =
=a-(1-1)=a-0=0 X 1 x—4 \ e

98 929




OBRE LIMITES
COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES COMPLEMENTOS S

IV. Limites da funcédo logaritmica Provemos inicialmente que /in <loga %) = 0, isto ¢,

105. Teorema Ve>0, 35> 010 <Ix=bl <8 <> [log | < e

Se a€ IR e 0<a##1I, entdo Iin} (log,x) = 0. Fazendo = = w, isto é, x = bw e notando que
o b

v bl = Ibw—D>bl = Ibl-Ilw— 11, temos:
Demonstracdo 5
vie >0, 36’>0|0<Iw—1I<TB|—=6’=>Ilogaw|<e

Para demonstrarmos que lin} (log,x) = 0, devemos provar:
X—

(e ¢ verdadeira pelo teorema anterior.
¥e>0, 36>0|0<Ix—11<§ = log, x| < € Mostremos agora que linl (log,x — log,b) = 0.

Supondo @ > 1 e € > 0, segue que: De fato:

llog, x| < € <= —¢ < log,x <= af‘<x<a = . ‘ X
< a*¢ fa1 < xe—l < af—<101€:as <a‘i~1 <a0 e affl > 0, portanto: ,l(l.ir% (log,x — log.b) = )1(112 (loga ?> =0
af-l<x—-l<a—-l<=x-1<a‘—-1lel—-x<1—a¢<
= Ix—ll<a‘—1e lx—1l<1-—ae
Assim, para todo € > 0, existe & = min (a¢— 1, ] — a9 tal que
0<Ix—1l <6 = llogxl < e

111, Teorema

= . _ i = —o00,
Supondo 0 < a <1 e e > 0, segue que: Se a € R e a> 1, entdo lim (log,x) =+ e lim (log,x)
llog,xl < e <= —e<logx<e <= a“* < x < a€¢ <
<= a*~1<x-1l<a“—1mas a*—1<0eac—1>0, portanto: Demonstragdo

a—-l<x—l<at—1 < x—1<a€—1el-x<]—a¢t <>
= Ix—1ll<a€¢—1e¢€e Ix—1l<1-—a¢
Assim, para todo e > 0, existe 6 = min fa¢—1, 1 — a<] tal que
O0<Ix—1l <6 = llogxl < e

Para demonstrarmos que
1im+ (log,x) = +
X—> + 00

levemos provar:

¥vM>0, AIN>0|x >N = logx > M.

Notemos que, para todo M > 0, temos log,x > M < x > aM.
Assim, tomando N = aM, segue que para todo M > 0 existe

N aM > 0 tal que:

106. Teorema

Se a€IR e 0<a#1, entio lim (log,x) = log,b em que b > 0.
xob x>N = logx>M

7 Para demonstrarmos que lim (log,x) = —, devemos provar:
Demonstracdo x>0

¥vM<0 36>0|0<x<é = logx <M

Para demonstrarmos que ,{’fl (log,x) = log,b, provemos que Notemos que:

)I‘inl (log,x — log,b) = 0. logx <M <= x < aM
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Assim, tomando &6 = @™, para todo M < (0 existe 6 = a¥ >
tal que

Demonstracdo

0<x<dé = logx <M f(_x)___I.
c

Por hipdtese, temos ling f(x) = ¢, isto &, ling
X X—
Pelo teorema anterior,

lim @ =1 = lim [loga f(x)] - o.

x—b C

Para demonstrarmos que lirrg [log,f(x)] = log,c, provemos

108. Teorema

Se a€IR e 0<a< 1, entdo ,l,i”iw (log,x) = — ¢
1in;+ (log,x) = + oo,

A demonstracdo deste teorema, que ¢ feita de modo analogo 2 do ant

lim [log,f(x) — log,c] = 0.
rior, ficard a cargo do leitor. e

Temos:

f(x)

lim [log, f(x) — log,c] = lim [loga T] o

109. Teorema

Sea€ R, 0<a#1lce linl Sf(x) = 1, entdo lirrl17 [log,f(x)] =

Demonstracdo

Considerando que linz fx) =1 e a> 1, temos:
X—

EXERCICIOS

1) Dado ¢ > 0, existe 6, > 0, tal que

0<Ix—-bl<é = Ifx)—-1ll<as—-1 = 4. Complete:

— lma<im-l<at=1 = 2-a% < i) < a 2) lim logyx = 0 lim fnx =
2) Dado ¢, > 0, existe 6, > 0, tal que 52 x—e?
0<Ix=bl<é = fx-1ll<l-a2 = ae—-1< b)lini log, x = d))l(l_IHOOOIOgX=
X—> N

<fx)-l<l—-ae = ae<fx<2-a*e

Notemos que, para ¢, > 0 ¢ ¢ > 0, temos 0 < a© < I < qa*
Entdo, para todo e > 0, existe & = min (5,, 6, tal que

9. Complete:

d a) lim__log,x = d) lim _logyx =
0<Ix—bl<déd = a¢<f(x)<a® = —e<log,f(x) <e = Xt
= llog,f(x)! < e. ‘ b) )l(i_rp)rwlong = €) ,l‘if},a, fnhx =
Com isso provamos que ling [log, f(x)] = 0 para a > I. Deixam 2
x> 9 i = f) lim log, x =
a cargo do leitor a demonstracdo para 0 < a < 1. ¢) im _fn x ) lm, g%
100, Complete:
110. Teorema o 6x + 2
‘ 1 2 o = i —_—
Se a€ER, 0<a#1ce limf(x) =c>0, entio: W m, ok BEH ) ’1‘1313 - & .3
’ x=sb ’ ' . 3x2 — 5x + 2
. ; 2 —9) = ot 28T & o
lim [log, fx)] = log, [lim (] = log,c. oy Jiy, Bl 422 D o8 E =+ 2
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101. Complete: ou seja:

~ X4+ 3x+2 =3 _ 1 1 1 1 1 2
P R B = () =t (- D) e (1) (12 2) ¢ s
._3 — — —
b) lim log —5—— = d) lim log 1 = 4% _ | +L<1 l) <1—i> <1—L> <1— i 1>
+ X X—>—2 Jm_z ! n n 3 n

Indicando

(2622 o -5 (-2
-4 ~

(emos:

V. Limite exponencial fundamental

111. Teorema

n—1

a = ._.I_ " 11 * a ; .
Na funcido f(n) (1 + n) definida em IN*, temos: ] = 2 E . +1 . I <1 B _31—>
(1) f é crescente em IN* i=1 Coi=1
2) 2 <f(n) <3,¥nE IN*

(3) existe lim  f(n).

N+

_ ’ ] n+1
Desenvolvendo dé modo andlogo f(n + I) = <1 + — 1> s
‘neontramos: o
]

1 : _
H“+1)=2+~E(i—+fj!_j=l<l l‘1+1>.

i=1

Para demonstrarmos que f(n + I) > f(n), devemos provar:

S R I
a)z(l+1)'nl n+ 1 >.E (1+i)!j1:111 n

i=1 j=1 i=1

Demonstragdo de (1)

Desenvolvendo <1 + _rll_>" pelas férmulas do binémio de Newto b) 1 ‘ < j >0
(veja no livro 5), temos: (n+ D! n+ 1
Prova de a

(1Y g (n). L (). L, (n). L
f(n)—(1+n> _1+<1> n+<2> n2+<3> n3+...

Notemos que, paratodo j € IN e I < j < n— 1, temos:

1 . ; ;
+...+<n>-— j j i j J J
r - - - 1= >1-= =
- ! n+1 < n n+ 1 o n . n+1 n
i (- e) - H )
ny _ n! . . - = > — = ==
Lembrando que <z> SRTICETY, para { < n, vem: i n+ 1 e n
n—1 1 n-l j
(i1 n 1, n@-1) 1 _ n@-D@-2) 1 1 <1_ i ) < -_) =
f(n)_<1+n> R TR T R avor B ) aear U
=1 % n-1 n—1
non-)@=2..2-1 1 1 "1<_ j >> 1 <_L>
S n! n" oA+ o n + 1 =+ ,1:‘[1 n
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Prova de b
1 "<1_ j >= 1 n <n+1—j>_
(m + 1! n+ 1 m+ D55\ n+1 /7
1 1 n . 1 1
= . . + 1— = e . | =
@+ D @+ap L@ L I
1

=W>O pois n € IN*

Demonstracdo de (2)

Considerando que em (1) provamos que f é crescente em IN*, decorr
que f assumird o menor valor para n = I. Entdo:

£(1) = (1 + %)1 =2

portanto f(n) > 2 para todo n € IN*,
Provemos agora que f(n) < 3 para todo n € IN*.

Notemos que, paratodo j € IN, I <j < n—1, temos:

L= —<1=H< ><1
ji=1
e, paratodo i € IN, I < i< n-—1, temos:

A+ip2 = 1 1
A+ S

portanto, paratodo i €IN, jJEIN, I <i<n—1e I<j<n—1, temos

1 n—l( ]> 1 n-! 1 n—l< ]> n-l
S R R e _1 =l
a+or 11 n) <% :i; a+ o e\ <§2 2

i=1

n
1 ~ :
E > ¢ a soma dos termos de uma progressdo geométrica,

portanto:

(*) Fica como exercicio provar por indugdo finita que (I + i)! > 2, ¥ i € IN*.
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lopo:

.>". (1+1)‘ = 1< ) ;

1 .
2
n—1
f(“)_:“'E(IH)'I—I( )

i=1
Demonstracdo de (3)

Considerando que f ¢ crescente € limitada em IN*, seja L, 2 < L < 3
tul que:

1°) f(n) < L paratodo n € IN*
29) se f(n) < K paratodo n € IN*, entdo K > L

Mostremos que £z#m+ _Jm) =L
De fato, para todo e > 0, existe n, € IN*, tal que f(n;) > L —e.
Tomando M = n,;, temos paratodo ¢ >0 e n> M
L-e<f(n)<fm<L<L+e
W0 ¢, para todo e > 0, existe M > 0 tal que:
n>M = If(n)— LI <e

I'12. Definicdo do niimero e

Chamamos de e o limite da func¢do f(n) = (1 + —’!1—)” definida em

IN*, quando n tende a + oo.

= lim (1 + —1—>n
nisih o n

O ntimero e ¢ um ndmero irracional.
Um valor aproximado de e ¢ 2,7182818284.

113. Teorema
Seja a fungdo f(x) = <1 + é)x definida em {x € IR Ix < —1 ou
\ » 0], entdo [lim (l + L>x =e.
X+ ® X
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Demonstracdo Demonstracdo
Sejamne n + 1 dois nimeros inteiros positivos e consecutivos. Par Fazendo x = —(w + I) enotando que se x tende a — entdo w tende
todo x tal que n < x < n + I, temos: i | o, temos:

n<x<n+1=>%>l> 1

X n+1

- B ] o el g
n X n+1

Considerando que #» < w < n + I, resulta:

<1+ 1 >"<<1+—1—>x<'<1+L>"+1
n+ 1 \ X n

g

X —(w+1)
lim (1 +L> = lim <1—;> "o
N> — 00 X W + o w + 1
—(w+ 1) w+ 1
= lim <—W > Y o lim <__._W et ) L
vhe \w ot 1 v\

e e [T )]
W + © W W— + 00 w w

= i <1+——>w-lim <1+L =g =g
w

W— + 00 W— 4
Mas:
1 <1 4 41. 1>n+1 11, Teorema
g n 3 n
1) !,‘in“o <1 + n+ 1 > = '}}E‘M 1+ 1 = Seja a fulngio definida em {xle R|—1 < x # 0] por
n + 1 )~ (I + 0%, entdo lim (I + %)~ = e.
X (1 " 1 >n‘+1
_ 1111—I>n+°° n+ 1 _ & _ : Demonstragdo
lim <1 1 > 1
n—++ + 1 i 1 y
I+mn Fazendo x = 7, obtemos (I + x)* = <I + 7) e notando que
: 1\t 1) 1] _ g —= = 3
2) lim 1 + = = lim 1 —] {1l + = = x —= 0 = y —> —®
n— + % n n— + o n n

1 \o 1 mos:
= lim <1+—>-lim <1+—>=e-1=e
n— + © n n— + n

entdo, pelo teorema do confronto, temos:

lim <1 + L>x = @
X— + o X

| =

Il
@

lim (1 + %)% = lim <1 n L>y
x—+0% y—> + @ y

1
lim (1 + %% = lim <1 " l>y e
x—+0" Yo —100 y
¢ portanto:
1
lim (1 + x)*x = e
X0
114. Teorema

Seja f a fungdo definida em (x € Rlx < -1 ou x> 0} p 116, Teorema

flo) = <1 + %) entdio lim <1 n i)" s

X—> = X

a— 1
X

Se a > 0, entdo ling = fn a.
X
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Demonstracdo 01 Calcule:

3x %
Para ¢ = I, temos: W) lim <1 # l) - ¢) lim (1 % —3—> =
X—> + © X X—>— 00 X
. a*— 1 . *—1 : X+2 x
—_— = —_— = = f . 1 + . a
lim —=— lim — lim 0=0=+1 b) lim _ (1 + T) = ) }(1_xp+w<1 + ?> -
Supondo 0 < a # I e fazendo ¢*— 1 = w, temos: 4 \x ) 2 \bx
¢) lim (l + ——> — g) lim 142 _
a—-1l=w = a=14w = Mma=h{l+w) = X X Xer @ X
3x . X
f ; 2\ . X > _
= xfna=fh(+w = x=——n(;nzw). ‘l),l(l_rf‘_w<l+x> h),l(l_‘.“+m<x+1
ax—1 1 fna . .
Notemos qu¢ —— = (@*— 1) - — =w - ———, & 104, Calcule:
X fn (1 + w) i e [\
Notando que, se x tende a zero, entdo w também tende a zero, temo a) lim, w<1 - ?) = ¢) lim <1 - T) =
X — s - X 2x
lim &=L _ fll_l’n_a_ =/na- lm}) ! b) lim _ <1 - i) = d )l(im“o(l - %) =
Xx—0 X wv—0 fn (1 + w) =0 L oma+ w X X
w
= En a- hm 1 = En 4 = fn 4 = fn N 1 Calcule /lim <x 4 >X
w0 RN . x fne 1 x>+ \ x—1
fn (1 + w)¥ fn [lm}) a+ wvl]
Solucao
X
EXERCICIOS T s o
!‘ '°°(x—-l> Tt | Tx—1 g o (1-_1_>x 7
X X
102. Calcule: : 1 A%
lim (1 + ——*—)
X 1 \2x¢ . 3 \X R HNY = e L
a) ’I(I_IP+°° 1+ 7 b) }(I_Igl_m 1 + 7 1im+m (1 .....i_)x _1_
X e

Solu§ﬁo

: o\ N2l R 06 Caleule:
a) ’l(l_l"lfl+w<l+;‘> =}:l-{n+oo <1+;(—> =;l(l—£n+w[:<l+—;>_ =“ b/ A X+4>x <X_4>x+3

n) lim d) lim
X Xx—>+0o\ x—3 x—>+®o\ x — 1
b) Fazendo w = =-, temos: i 2 \x 2 4 1 \¢

‘ ¢ b) lim (2F e) lim (35—

N | ek 1\v]3 b xeme \ X+ 1 x> o\ x2—3
lim (1 + -—) = lim (I + ——) = lim [(1 i —) = d
S X W W/ 0 wose | w ‘ . x—3 \*

: ; A ; - ¢) lim < >
. ‘ ! e AR IR x—— \X + 2
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107.

108.

109.

110. Calcule )l(in}) X1—2x.

112

Calcule:
Y Finy 2x + 3 >"
M e\2x + 1

. 2x — 1 \*
L >l(l-r>n—°°<2x+ 1>

Calcule:

%, o
a) lim L L
x—0 X
3x _
b) lim 2x-1
x—0 X
. e —1
<) }(1_13}) P
- 3= —1
d) Hno o1
Calcule:
&) T h (1 + x)
x—>0 X
b) lim log (1 + x)
x—>0 X

¢) lim _S'X_“"Z_)ZX
X—> —00 3X - 1
X s 2
i =2
X — pd
f) lim L
x->a X —a
. 20— 28
g) lim ——
& Tin fn (1 + 2x)
x—>0 X
& Jim log (1 + 3x)
x—0 X
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LEITURA

Newton e o Método dos Fluxos
Hygino H. Domingues

Matematicamente, o século XVII ja reunia condi¢Ges para a cria-
¢do do calculo diferencial e integral como disciplina independente da
geometria — a édlgebra simbolica e a geometria analitica, produtos re-
centes, propiciavam esse avanco. Por outro lado, os grandes proble-
mas cientificos da época requeriam um instrumento matemdatico mais
Agil e abrangente que o método de exaustdo. (Ver pags. 52 € 53.)

Esses problemas eram principalmente quatro. O primeiro con-
sistia em achar velocidade e aceleracdo de um mdvel, conhecida a lei
algébrica relacionando espaco percorrido e tempo (e vice-versa). O se-
gundo dizia respeito a determinacdo de tangentes a curvas (questdes
de 6ptica por exemplo, levavam a essa preocupacio). O terceiro envol-
via calculos de méximos e minimos (por exemplo, qual a méaxima e qual
a minima distdncia de um planeta ao Sol?). Por fim, a obtencdo de
coisas como comprimentos, dreas, volumes e centros de gravidade, pa-
ra as quais o método de exaustdo exigia muita engenhosidade. Varios
matematicos do século XVII enfrentaram esses problemas, alguns com
contribuicdes de grande porte. Dentre estes, porém, dois se sobressai-
ram, cada um a seu modo, com papel decisivo: Newton e Leibniz.

Isaac Newton (1643-1727) nasceu na aldeia de Woolsthorpe, In-
platerra, filho péstumo de um pequeno sitiante da localidade. Ele pré-
prio estava fadado ao mesmo destino, ndo fora a habilidade demons-
(rada em menino para a constru¢do de engenhos mecanicos. Assim,
mesmo nao revelando nenhum brilho especial na escola puiblica em que
ingressou aos 12 anos de idade, em 1661 chegava ao Trinity College,
Cambridge, onde se graduaria em ciéncias quatro anos depois. A peste
bubdnica que assolou Londres a seguir levou-o a passar os dois anos
seguintes em sua aldeia natal. Foi nesse periodo que engendrou as ba-
ses cientificas do método dos fluxos (hoje calculo diferencial) e da teo-
ria da gravitacdo universal. Em 1669, dois anos apds ter retornado a
(Cambridge para obter o grau de mestre, sucede Isaac Barrow
(1630-1677) no Trinity College (por indicacdo do proprio Barrow, seu
ex-professor). Somente em 1696 deixaria sua cadeira em Cambridge
0 fim de exercer fung¢des publicas de alto nivel em Londres.

Numa monografia de 1669, que sé circulou entre seus amigos e
nlunos (apenas em 1711 foi publicada), Newton exp0s suas primeiras
idéias sobre o céalculo. Por exemplo, usando a expansdo generalizada
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de (x + a)?, resultado que obtivera anteriormente (salvo quando p €
inteiro positivo a expanséo € infinita), mostrou que a area sob a curva
z=ax’ (p EQ) é y = paxr~! (derivada de z, na terminologia mo-
derna). Vice-versa, a drea sob a curva y = pax”* € z = ax’. Tudo in-
dica que esta foi a primeira vez na histéria da matemadtica que uma
area foi obtida pelo processo inverso da derivagdo. Este resultado con-
tém, em gérmen, a esséncia do cdlculo. i

Mas a exposi¢cdo de Newton pecava quanto ao rigor 1égico. Nu-
ma segunda versdo em 1671 (s6 publicada em 1736) considera suas va-
ridveis, as quais chamou de fluentes, e indicou por x, ¥, ..., gerada
por movimentos continuos. A taxa de variacdo de um fluente x é o qu
Newton chamou de fluxo de x e indicou por X. Foi esta versdo, porém
numa linguagem geométrica, que Newton incluiu em sua obra-prima,
os Principia. Em trés volumes (o ul-
timo de 1687), esta obra mostra, pe-
- la forga do célculo, como a lei de
gravitagdo implica os movimento
em elipse dos planetas, conforme a
leis de Kepler, além de abrir cam
nho para uma descri¢do matem:
ca do Universo. ‘

A questdo do rigor no calcu
lo ainda mereceria a atencdo de
Newton, num trabalho de 1676
mas sem resultados significativos
Quase dois séculos decorreriam até
que o assunto fosse posto em pr
tos limpos quanto a sua fundamen
tacdo logica. Mas a esséncia dess
fundamentagdo, a teoria dos lim
tes, estava em sua obra, na idéia de
taxa de variagdo. De qualquer ma-
neira, a obra de Newton é um mo-
numento cientifico. Outros iriam
cuidar dos acabamentos.

Isaac Newton (1643-1727).

CAPITULO V

Continuidade

I. Nocdo de continuidade

I'l'7. Definicdo

Seja f uma fungdo definida em um intervalo aberto I e @ um elemento
de |, Dizemos que f € continua em a, se lim f(x) = f(a).
X—>a

Notemos que para falarmos em continuidade de uma fun¢do em um pon-
I ¢ necessario que este ponto pertenca ao dominio da funcdo.

Da defini¢do decorre que, se f ¢ continua em a, entdo as trés condi¢des
deverdo estar satisfeitas:

19) existe f(a)

29) existe ’1(15} f(x)

39) ll_l};l f(x) = f(a)

1IN, Definicdo

Seja fuma funcdo definida em um intervalo aberto I € ¢ um elemento
de 1. Dizemos que f é descontinua em @ se f ndo for continua em a.

Observemos também que para falarmos em descontinuidade de uma fun-
LA em um ponto € necessario que esse ponto pertenca ao dominio da fun¢io.
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Da defini¢do decorre que, se f ¢ descontinua em a, entdo as duas cond
¢Oes abaixo deverdo estar satisfeitas:

1?) existe f(a)
2%) ndo existe )1(1_1’1} f(x) ou )1(11’1; f(x) # f(a)

2°) A funcdo

e
>
=

2x + 1 se x # 1

X = 4 se x =1

IS
i
1

T

w
1
!
1

definida em IR é descontinua em 7, pois
“II.I [(x) = lirrll Cx + 1) =3#4=1(1).
119. Definicdo

/
7

Observemos que /¢ continua em IR — {/] pois, paratodo a € IR — {1},
IMos:

11_{1} f(x) = 1111; 2x + 1)

Dizemos que uma fun¢do f é continua em um intervalo aberto ]a, /
se f for continua em qualquer elemento x desse intervalo.

JY I, SR §

<y

120. Definicdao

2a + 1 = f(a
Seja @ um ponto do dominio da funcio f. (@)
Dizemos que f € continua a direita de @ se lim, f(x) = f(a) e dizenu N

x>a 3%) A funcao

que f é continua a esquerda de a se lim_ f(x) = f(a). by
X—a f(x) = x+1se x<1 ol
Sl - x se x> 1 i
121. Defini¢do delinida em IR ¢ descontinua em /, pois / |
S
1

<y

Dizemos que uma fungdo f é continua em um intervalo fechado [a,
se f for continua no intervalo aberto ]a, b[ e se também for continua a direil
de a e a esquerda de b.

lm 60 = lim (x + 1) = 2
¢ lim, 6o = lim (1-x) =0 /

portanto, nao existe lin} Sf).
X—

122. Exemplos

Observemos que f¢é continua em IR — {I] pois, paratodo @ € R — (1},
ltmos: se a > 1, entdo )1(1_1?2 fx) = ){l_{?;l I—x)=1—-a = fla)

1°) A fungdo f(x) = 2x + 1
definida em IR ¢é continua em I, pois

lim f(x) = lim @z + 1} = 3 = f1). se a < 1, entdo lim f(9) = lim (x + 1) = a + I = f(@

4°) Na fun¢io f(x)= l—;d— de- Ty
1

linida em IR* ndo podemos afirmar que
/¢ descontinuaem x = 0, pois x = 0
o pertence ao dominio da funcio.

<V

e

Notemos que f é continua em IR, pois para todo a € IR, temos:
11_{2 f(x) = )1‘1_12 2x + 1) = 2a + 1 = f(a).
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Observemos que

Ix| 1 se x>0
f = —_— =
) X -1 se x <0

b) l_imz_ f(x) = lim_ (x5 1) =3
1i-rg+ f(x) = li_rg+ (Fo= ey e 3
¢ continua em IR* pois, para todo @ € IR*, temos: entdo lim f(x) = 3 = f(2)

se a > 0, entao ){mg S = )I‘Lma 1 =1= f(a) logo f é continua em x = 2.
se a < 0, entdo £irrz fx) = ){z»ng 1) = -1 = f(a)

2 Verifique se a fun¢do f é continua no ponto especificado.

2- ]
5°) Na fungdo f(x) = >——
.. : i ~f() x_.I a) f(x) = & B2l no ponto x = 0
definida em IR — {/} ndo podemos afir- 2 se x <0
mar que f é descontinua em x = I, pois
x = I ndo pertence ao dominio da x> —4  x % -2
funcdo. / b) f(x) = { x + 2 no ponto x = —2
/_1 4 se x = —2
1 —x2
‘ ¢) fx) = ¢ x—1 i X 5 1 no ponto x =1
Notemos que f é continua em IR — {/] pois, para todo a € IR — (/| ~2 se x = 1
temos:
lim fx) = lim X=L1 — lim x + 1) = a + 1 = f(a) Sl
X—a X—>a X—>a d) f(x) = x + 1 no ponto x = —1
1 se x = -1

1 Verifique se a func¢do f é continua no ponto especificado.

EXERCICIOS

3x + 2 se x = —2
f(x) = = -
a) f(x) {—ZX e x < -2 no ponto x 2
111. Verifique se a fungdo definida por
X b) f(x) = x2—3x + 2 se x > 1 N ; 2y
f(x) = X2 —1 se x <2 T x2+4x-5 se x <1 © ponto X =
7—2x se X =2
¢é continua em x = 2. 3x — 10 se x > 4
c) f(x) = {2 se x =4 no ponto x = 4
Solu¢ao 10 — 2x se X < 4
Devemos verificar se limz f() =.12). 2x2—3x + 2 se x > 1
X—
d) f(x) = {2 se x =1 no ponto x = 1
a) f2) = Ti—= 22 =13 2 — x? se x < 1
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114. Verifique se a funcdo f é continua em x = 0:

>0
sen x d) fx) = X se X no ponto x = 0
a) f(x) = X se x #0 3x2—4x + a se x <0
1 se x =0
3 _
1 — cos x S F Ll g g e
— — s x#0 e) fx) = X no ponto x = 0
b) f(x) = X . R
0 se x =0
8. G 13 se x #0
c) f(x) = sen x 11/ Determine @ para que a func¢io
1 se x =0 g %
0
f(x) = | sen 2x se x #
O = |xrsenx ©X*O gos 2 i =14
X) =
1 se x =0 seja continua em x = 0.

115. Verifique se a fun¢do f é continua no ponto especificado.

3 . 5 -

Q) fx) = | x—2 LR L ——— Il. Propriedades das funcdes continuas

0 se x =2

X2 —1 171, Teorema

b) f() = | (x— 1) e X # 1 o ponto x = 1 ) ) ' R

2 W K = | Se fe g sdo fungdes continuas em «, entdo sdo continuas em « as fun-

wes f+ g f-g f-g e %, neste ultimo caso, desde que g(a) # 0.
1

¢) f(x) = { Ix—1I €l no ponto x = 1 . :

1 se x = 1 Demonstracdo

Demonstraremos como modelo a continuidade de f + g.

116. Determine a para que a funcdo seja continua no ponto especificado. Como f e g sdo continuas em a, pela definicio temos:

x*—=5x + 6 — lim f(x) = f(a) e lim gx) = g(a)
a) f(x) = x—2 no ponto x = 2 x—a x—a
a se x =2 Para provarmos que f + g ¢ continua em a, devemos provar a
Wwunldade:
x—1 : lim (f + @)(x) = f + g)(a
b) fx) = | 1—x se x # 1 i pioTes. & = i lim ( g)x) = ( g)(a)
a se x = 1 De fato:
P lim (f + £)(x) = lim [f0) + g(] = lim £(x) + lim g(x) = (@) + g(a) =
X — N
c) fx) = | x—4 BB 2 no ponto x = 4 c(F+ g)(a).
3% 4+ a e x <4 Agora faca a demonstrac¢do para as demais funcdes.
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124.

—

“x—>at”’ ou “x—=a’’.

122

CONTINUIDADE
Exemplos Exemplos
1°) A funcdo h(x) = x2 + 2* é continua em R, pois f(x) = x? 19 1 sen® X .. sen x \2 . sen x \2

g(x) = 2* sdo continuas em IR e A(x) = f(x) + g(x). ) ;1(1.1.13 x2 ,l(l_r.% X = 1{{% X =1?=1
2°) A fungdo h(x) = x - sen x ¢ continua em IR, pois f(x) = x

g(x) = sen x sdo continuas em IR e h(x) = f(x) - g(x).

3 X lim  (3+ 2x)

39) A fung¢do h(x) = xTx-i-_I_ é continua em IR, pois f(x) = x? 2?) }({{El 2742 = x—1 =2 =8

g(x) = x? + 1 sdo continuas em IR, A(x) = % e g(x) ¢‘
para todo x real. '

2 2
39) lim co <x—+4> = < X +4) _ -
) lim cos < — 1 cos )1‘1_{13 — cos (—4)

Teorema do limite da funcdo composta
fune P 125, Teorema

Se lim g(x) = b e se f¢é uma fun¢do continua em b, entdo ; ) )
Xora Se a fun¢do g é continua em a e a fungdo f é continua em g(a), entdo

lim (fog)(x) = f(b), isto é, }(in; (fog)(x) = f(lim g(x)). i lun¢do composta fog ¢ continua em a.

Demonstracdo

Demonstracdo ; . , .
Considerando que g ¢ continua em a, isto é, lim g(x) = g(a) e fécon-
X—a

(lnua em g(a), pelo teorema anterior temos:
lim (fog)(x) = lim f(g(0) = f(lim g) = f(g(@) = (fog)(a)

i (ue prova que fog ¢ continua em a.

O teorema ficara demonstrado se provarmos:

¥e>0, 36>0|0<Ix—al<é = I(fog)x)—f(b)l < e

Sabemos que f é continua em b, isto &, ling f(» = f(b); portan
2 ok

ve>0, 36>0|0<ly—bl<é = If(y)—f(b)l <e

. . , Exemplos
Por outro lado, ){mg gx) = b, isto é,

1?) A funcdo h(x) = sen (x> + x? + x + 1) é continua em IR, pois
Jx) = senx e g(x) = x> + x2 + x + 1 sdo continuas em IR e

h(x) = f(gx)).

2%) A fungdo h(x) = 2¢«* ¢ continua em IR, pois f(x) = 2* e
8(x) = cos x sdo continuas em IR e A(x) = f(g(x)).

¥8 >0, 36>0[0<Ix—al<d = lgx) —bl <y
Se substituirmos y por g(x) em (I), teremos:

¥e>0, 36,>0]|0<lgx)—bl<é = If(gx)—fb)I<e
Com base nas afirmac¢des (II) e (III), temos:

ve>0, 36>0]|0<Ix—al<bé = If(gx) — f(b)l <e
I(fog)(x) — f(b)I < e.

{

lll. Limite da 7f(x)

. .Como haviamos prometido quando da apresentagdo da propriedade /.,
il¢ limites, vamos demonstrar essa propriedade, mas antes vejamos dois lemas.

Observacio

Este teorema continua valido se o simbolo “‘x — @’ for substituido

—99

123




CONTINUIDADE CONTINUIDADE

126. Lema 1

juidemos fazer com que o 6 seja menor ou igual a a, isto &,

Se n €IN* ¢ a € IR, ouse n € IN*, néimpar e a € IR*, enl BBl <d & 052 <28

lim 1x = 4a. Fazendo x = 0 em — ! , temos:
- = n—i
‘ Z 4T w gD
Demonstracdo i=1
= 1 1
Faremos a demonstragdo para o caso em que n € IN* e a € | Ix —al - < Ix—al-—=

1L i-n n—i
Z an .x»n an
i=1
Como queremos que
1

n—1
n

Deixaremos a cargo do leitor a demonstracdo paraocaso # € IN*, n éim|
e a € IR*.

Para demonstrarmos que

lim yx = a

X—>a

Ix —al - < e

devemos provar

¥e>0, 36>0|0<Ix—al<é = Ifx—1al <e
Lembrando da fatoracdo

y—b*=(y—b) - (! + by 2 + b2y"3 + ... + b*2y + b

o ¢,
n—1
Ix —al <a®™ -¢
n—1

mimos 6 = min {a, a " - € e segue-se que, para todo e > 0, existe

isto é,

n

G-b)- Y by nt
i=1 o minf{a, a ™ - ¢ tal que

0<Ix—al<é = Ifx—1al<e
De fato:

yn = bn

podemos expressar I'(f = JZI em termos de |x — al. Facamos '{f =
na = b; decorre x = y" e a = b". Entdo:

n—1
n

O0<lIlx—al<a<a
O0<lx—al<é = ou =

n—1

O0<lx—al<a" -e<a

Ix —al = ly—b"l = I(y—b) - E bi-1 yn-i] =

i=1
I i-1 n—i
=lfx—nfal.| Y a® .x=
i=1
e finalmente temos:

1L Jil n—i
s
i=1

=

— O0<lIx—al<a® e = Ifx—%al =
l n—1

= |x —al - <a"™ -¢- — = €

i—1 n—i

n
Z a T % T
i=1

Considerando que desejamos encontrar & > 0 tal que 1"/ Lema 2

0<lIx—al<é = Ix—al- : — < € A funcdo h(x) = %/x, definida em IR, se n é par ou definida em IR

1 ¢ impar, é continua em ¢ para ¢ € IR* (se n épar)ou a € IR (se n
¢ (mpar).
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Demonstracdo

Faremos a demonstracio para o caso # par. Deixamos a cargo do lei

como exercicio, a demonstracdo para n impar.
Pelo lema 1, temos:

lim h(o) = lim x = va = ha)

0 que prova que / ¢ continua em a.

128. Teorema

Se lim f(x) = L, emque L >0 e n € IN*¥ ou L < 0 enénat

impar, entao:
im <69 = fim 700 = <L
Demonstracdo

Sendo a funcido A4 definida por A(x) = '{/;c, temos a composta

definida por (h0f)(¥) = A(f(¥) = Yf().

Pelo lema 2 a funcdo 4 é continua em L; entdo, pelo teorema do li |

da funcdo composta, temos:

lim f(x) = lim h(f(x)) = h (im f(x)) = ylim f(x) = L

X—>a

Exemplos

1?)993st+1 @g(x3+1)=J§=3

29 lim Ysen x = }lim sen x = 3\ﬁ =1
x—»l x-»l
e _1
3°) lim {er = 4lim e = {e! =¢*
x——1 x—-1

126

CAPITULO VI

Derivadas

|, Derivada no ponto x,

|y Definicao

Seja fuma fun¢do definida em um intervalo aberto I e x, um elemento

e 1. Chama-se derivada de f no ponto x, o limite

fx) — f(xo)
X = X,

lim

X—=Xo

0 este existir e for finito.
A derivada de f no ponto x, ¢ habitualmente indicada com uma das
“puintes notagdes:

. df
" (x,) ou [W]xﬂo ou Df(x,)

A diferenca Ax = x — x, é chamada acréscimo ou incremento da va-
iilvel x relativamente ao ponto x,. A diferenca Ay = f(x) — f(x,) é chama-
i acréscimo ou incremento da fungdo f relativamente ao ponto x,. O quo-
Ay _ S = fx)
Ax X — X,
viinente ao ponto x,.

dlente recebe o nome de razdo incremental de f relati-
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Frisemos que a derivada de f no ponto x, pode ser indicada das seg 37) Calculemos a derivada de f(x) = sen x em x, = -

tes formas: 3
) sen <% + Ax> — sen %
i . f(x) — f(x . ; Ay N N I _
f'(xp) = 115}0 +,XO—°“ ou f'(xp) = lim_ v ou . <3> o Ax
2 - sen —— - COS <% + _Azx_>
GENE U s Ay ) = i, iz =
ou (X)) = }slxnlo Ax
il % A 1
. . e = lim -cos<i+—x> = cos © = —
Quando existe [f'(x,) dizemos que f é derivdvel no ponto x,. D Ax—0 X 2 3 2
mos também que f € derivdvel no intervalo aberto I quando existe f'(x,) 2

ra todo x, € 1.
4?) Calculemos a derivada de f(x) = %/)_c em x, = 0.

=, 3
f'(0) = lin}) w = lim \/; = lim 1 portanto, como

x—0 X x>0 3 X2
1

lim = + oo, ndo existe f'(0).

x—0 3\/x2

130. Exemplos

1?) Calculemos a derivada de f(x) = 2x no ponto x, = 3.

vy e X)) —F3) . 2x—-6 .. 2(x—3)
= tim SO~y 25y 2020

Outra maneira de proceder seria esta:

£(3) = lAim f(3 + Ax) - f(3) — lim 23 + Ax)— 6 = Tim

Xx—0 AX Ax—0 Ax Ax—0

EXERCICIOS

2°) Calculemos a derivada de f(x) = x2 + x no ponto x, = /. Nos problemas que seguem, calcule f'(xp).

Hof(x) = = 123. = ! =L
’ . £+ Ax) — £(1) N (x) =3x+ 1, x5 =2 3. f(x) = cos X, X )
f (1) = glm0 n
n x Y ((x) =x2+2x+ 5, %=1 124. f(x) = J;, X = 1
2 112 ‘
= lim_ HE e b ot (1A+ an)] = I+ 1] 0. (0 = %, x = -1 125. fx) = ¥x,  xp = 2
AX — X 4
WL 1) = I1x1, x5 = 1 126. f(x) = ¥x, X = 0
g B | *o d
= M A% = i = WL () = IxI, %, =0 127. fx) = x - 1xl, %y = 0

128 129




DERIVADAS

II. Interpretacdao geométrica

131. Sejafuma fungdo continua no intervalo aberto I. Admitamos que
ta a derivada de f no ponto x, € I.

Dado um ponto x € I, tal que x # Xx, consideremos a reta s de

minada pelos pontos P(x,, f(x,) € O(x, f(x)).

YA

=V

A reta s € secante com o grafico de f e seu coeficiente angular é:

fx) — f(xo)
X =¥ XO

tg a =

portanto, f{g o € a razdo incremental de f relativamente ao ponto x,.

Se f é continua em I, entdo, quando x tende a x,, Q desloca-se

bre o grafico da fungfo e aproxima-se de P. Conseqiientemente, a reta s de|

ca-se tomando sucessivamente as posicoes s,, S, Sj, ...
com a reta ¢, tangente a curva no ponto P.

e tende a coinci

Como existe f'(xy) = limM

= lim tg a =tg(ima) = tg
X—*Xo X - XO X—>X0 X—>X0 k

concluimos:

A derivada de uma funcdo f no ponto x, é igual ao coeficiente aj
gular da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x,. i

130
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117, Quando queremos obter a equa- v
i de uma reta passando por P(xg, y,)
 voin coeficiente angular m, utilizamos
4 [ormula de Geometria Analitica: -

Yo
Y=Y = m- (X~ X

$0 b e

<y

0

Em particular, se queremos a equag¢do da tangente ¢ ao grafico de uma
lingio f no ponto (x, ¥,), em que f é derivavel, basta fazer y, = f(x,)) e
o S(xp). A equacgdo da reta ¢ fica:

y — (%)) = F'(Xo) - X — Xo)

EXERCICIOS

1/l Qual é a equacdo da reta tangente & curva y = x? — 3x no seu ponto de abs-
cissa 47

Solucdo
Xg =4 = f(x) =4—-3:4=

= 16 =12:=4
entdo P(4, 4) é o ponto de tangéncia.

i : ol it — )
Poo =i Rl e o i
UL o
- o EETE S
x—4 x— 4

~ lim (x—-4)—(-x+ 1)

=41 4 1) =5,
X4 X 4 xlix}i (X )

portanto, o coeficiente angular de ¢ 5 e
sua equagdo é:
y—4 = 5(x —4).
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129. Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = fg x no ponto

130.

132

5 T
abscissa x, = Vi

Solucio

7r : i
x0=—2- = f(xo) =tg—74-r—= 1, entdo

P (%, 1> ¢ o ponto de tangéncia. v
w
t — e
" it A i A% 4
f'(xp) = f i e e e
%X x — Lo i
: i
4
™
sen ( 4)
€OS X - €08 %
= lim am
T T
S S
T
sen (x = ~—>
13 4 |
il Im}r j : L ! = 2 eaequa
RS Ko COS X - COS % cos? »} !

cdlodaretaré y—1 =2( —%)

Determine, em cada caso, a equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto &

a) f(X)=X+1, X0=3

b) f(x) = x* — 2x, Xg = 1

c) f(x) = sen x, Xg =0
- L B

d) f(x) = o Xo =1

e) f(x) = ‘l;’ Xo = 4

f) fo) = 3, %p = 242

DERIVADAS
Ill. Interpretacdo cinematica

113, Do estudo da Cinematica sabemos que a posi¢do de um ponto material
i movimento, sobre uma curva ® (trajetdria) conhecida, pode ser determi-
inda, em cada instante ¢, através de sua abscissa s, medida sobre a curva b.

A expressdo que nos da s em fungdo de #: '

s = s(t)

¢ chamada equagdo hordria.

Sendo dado um instante ¢, e sendo ¢ um instante diferente de #,, chama-
w velocidade escalar média do ponto entre os instantes £, e { 0 quociente:

_ s = st) _ As

" t—t, At
¢ chama-se velocidade escalar do ponto no instante ¢, o limite:
. . s(t) — s(ty) . As .
— = R e S~ l e i —
Yo = B T =i =g =l gy =W

Dai se conclui que:

A derivada da fung¢do s = s(¢) no ponto ¢ = f, ¢ igual a velo-
cidade escalar do moével no instante #,. ‘ e

| 141. Sabemos ainda que a velocidade v de um ponto material em movimento
pode variar de instante para instante. A equacdo que nos dd v em fungdo do
tempo t:

v = v(t)
¢ chamada equacdo da velocidade do ponto.
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Sgndo dado um instante ¢, e um instante ¢, diferente de 7,, chama-
aceleracdo escalar média do ponto entre os instantes 7, € 0 quociente:

V() = v(t) _ Av

a, —
" t—t, At

e chama-se aceleracio escalar do ponto no instante #, o limite:

. ) v(t) — v(t,) ] Av
a,, = lim a, = lim —2——% _ [im 2¥ -
t totg t—ty t— 1, Alt->0 At V()

Dai se conclui que:

A derivada da fun¢do v = v(f) no ponto ¢ = ¢, éigual a ac
leragdo escalar do mével no instante #,.

EXERCICIOS

131. Um ponto percorre uma curva obedecendo 2 equacgdo horédria s = ¢2 + ¢ -2
Calcule a sua velocidade no instante ¢, = 2. (Unidades SI) '

Solugio

A velocidade no instante #, = 2 ¢ igual a derivada de s no instante

— 2 5 ) e |
$(tg) = 5'Q) = lim _S(t:__;ﬂ=yr% 2+t 2)t_(22+2 3
B P v e e W el (L7 )
Fut ety S il

132. Calcule no instante #,=3 a velocidade de uma particula que se move obedecend
a equacgdo hordria s = % (Unidades SI)
133. !Jm ponto material em movimento sobre uma reta tem velocidade v = 3/t 1
instante ¢. Calcule a aceleracdo do ponto no instante f, = 2. (Unidades Sl
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Solucao

A aceleracdo no instante f, = 2 ¢ igual a derivada de v no instante f:

V) = V(@) = lim

i -aeE o - sl
D tome

t—>2

3l 3fh
St 2 i
-2 @ft-32)@e + Y2 + 322)

1 _—

1
% — = m/s?
2 +2-24+32 394

111 Calcule a aceleracdo de uma particula no instante #,=35, sabendo que sua velo-
cidade obedece & equagdo v =2+ 3¢+ 5¢2. (Unidades SI)

IV. Funcdo derivada

11, Seja fuma funcdo derivavel no intervalo aberto 1. Para cada x, per-
SO + AX) = fX)
Ax

fencente a I existe e é unico o limite f'(x,) = izxmo

I'ortanto, podemos definir uma fun¢do f":I - IR que associa a cada x, € 1
i derivada de f no ponto x,. Esta fun¢do é chamada fungdo derivada de f ou,
timplesmente, derivada de f.

daf

Habitualmente a derivada de f é representada por f* ou I ou Df.

A lei f'(x) pode ser determinada a partir da lei f(x), aplicando-se a
ilefinicdo de derivada de uma fun¢do, num ponto genérico x € I:

f(x + Ax) — f(x)
Ax

09 = im,

E isso o que faremos logo em seguida para calcular as derivadas das prin-
tipais funcdes elementares.
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V. Derivadas das funcdes elementares

136. Derivada da funcdo constante

Dada a fungdo f(x) = ¢, ¢ € IR, temos:

Ay _ f(x + Ax) — f(x) _c—-¢c _

0
Ax Ax Ax
i s Ay
Fig) = IAlxr-l}o Ax =4
Logo,

fx) =c = 'X) =

137. Derivada da fung¢do poténcia
Dada a fungdo f(x) = x", n € IN*, temos:

Ay _ fx + Ax) — f(x) _ (x + Axp» —x"
Ax Ax AXx B

<g>x“ + <111>x"“ - AX + <§>x“‘2-(Ax)2 + ..+ (E

>(Ax)n — il

Ax

f'(x) = grilo % = <n>x““ =n.x"!

Logo,

I=x = fx =n-x!

136
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Derivada da funcdo seno

Dada a fun¢do f(x) = sen x, temos:

Ax Ax
2 sen<2> cos(x+ 2>

Ay _ sen (x + Ax) — sen x _ .
Ax Ax Ax
Ax
sen <—
_ 2 > Ax >
= cos < ——2

AX

()

N 2 D)
Y
= i1

f'(x) = lim A e = lim hm cos <x + —A2—X> = COS X

Ax—0 AX Ax—0

Logo,

f(x) = sen x = f'(x) = cos x

. Derivada da fung¢do cosseno

Dada a fungdo f(x) = cos x, temos:

—2 - sen (x + %) - sen <%>

Ay  cos(x + AX) —cosx _

Ax AX A%
). 2 (5)
=—sen<x+ 2>. e
2
AX
sen (——>
f’(X) = llm ﬂ = — lim sen <x + &) " lim 2 = —sen X
-0 AX Ax—0 2 R T
'S g 2 B
=1
Logo,
fx) = cosx = f'(x) = —sen x
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140. Derivada da f Hlgae exp onencial 1’17, Obtenha a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) = cos x no ponto <l, l)

3°2
Dada a fungdo f(x) = a*, com a € R e 0 < a # 1, calculemos
sua derivada. Temos: 4

Solucdo
Ay _ fx + Ax) — f(x) _ a*+&—ax _ ax - ar — 1 O coeficiente angular da reta procurada é:
Ax Ax Ax AX e}

£ (—75—) = —sen — = L
f(x) = 1 Ay_l. x .l ax-=1 _ .y ; : 2

®) = A e T R, e, e RE Al d Portanto a equagédo da reta é:

e ( 2 l>

Logo, 2 2 3

f(x) = a* = f'(x) = a*+fna

1 1. Obtenha a equacgdo da reta tangente ao grafico da fun¢do f(x) = e* no ponto
de abscissa 2.

No caso particular da fun¢do exponencial de base e, f(x) = e*, tem
o resultado notavel: 119 Um mével desloca-se sobre um segmento de reta obedecendo & equag¢do horaria
s = cos t (Unidades SI). Determine:

f'(x) = ex-fne = e

a) sua velocidade no instante ¢ = ——s
Logo, %
b) sua aceleracdo no instante ¢ = %s.

fx) = ¢ = f'(x) = e

Solucio

a) A derivada de s nos da em cada instante a velocidade do mével, isto é,
V. = 5(t) = tsent.

No instante ¢ = j—s, temos:

EXERCICIOS i
LS SR eyl S
v ( 7 > sen 71 ) m/s
135. Obtenha a derivada das seguintes funcoes: b) A derivada de v nos dé em cada instante a aceleracdo do movel, isto €,
a = vi{t) = —cost :

fx) = 5 g(x) = x° h(x) = x"

No instante ¢ = %s, temos:
136. Obtenha a derivada das seguintes fung¢des:

f(x) = c-x" (c € IR e n € IN¥ a (—L> = —cos il o —\1—5—-1'11/32
8(x) = tg x 6 9 z
h(x) = sec x
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140. Um movel desloca-se sobre uma reta obedecendo & equagio horaria s = 4 (Ul porém esta funcdo ndo € derivavel no ponto x, = 0, pois:

dades SI). Determine: : _

fim X =0 _ ¢ pim XIZ0 _y
a) sua velocidade no instante ¢ = 2s, -0~ x—0 a0t X —0
b) sua aceleracdo no instante ¢ = 3s, el — 0

‘ntao nao existe f'(0) = lim

¢) em que instante sua velocidade é 108 m/s, (S
X— -

d) em que instante sua aceleragio ¢ 48 m/s2.
2°) A fungdo f(x) = x - cos % se x # 0 ¢ f(0) = 0 é continua no
ponto x, = 0:

T <x . cOS %) = 0 = f(0)

x—0

VI. Derivada e continuidade

mas f ndo é derivavel no ponto x, = 0.

141. Teorema

1
X - COS —

. . 1
= lim ——2% — lim cos —
-0 X—0 X x—0 X

— f(0)

Sejam a fungdo f: A - IR e x, € A. Se f¢é derivavel em x,, entll f'(0) = lim i@
x—0 X

S é continua em x,.
¢ cste ultimo limite ndo existe.
Demonstracdo

Notemos que:

09~ f(x) = T —x)
0

entao:

lim () — f(x)) = lim Q"I i x) = Fxg 0 =
x—>0 X=X X = Xp X=Xg

€ portanto:

lim f(x) = f(x,) e, por definicdo, f é continua no ponto Xx,.
X—».Xa

142. Notemos que o reciproco deste teorema é falso, isto &, existem funcde:
continuas em .x, € ndo derivéveis em x,. '

Exemplos

1?) A fungdo f(x) = Ix| ¢ continua no ponto x, = 0, pois:
lm% IxI = 0 = f(0)
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LEITURA

Leibniz e as Diferenciais
Hygino H. Domingues

“Eu vi um professor de Matemadtica, s6 porque foi grande em
sua vocacdo, ser enterrado como um rei que tivesse feito o bem para
seus suditos.”’ Foi assim que Voltaire se pronunciou apds haver assis-
tido aos funerais de Newton. De fato, o respeito pela obra cientifica
de Newton conseguira transcender em muito o Ambito da comunidade
especializada. Tanto que um sentimento de admiracfio generalizada cer-
cou as ultimas décadas de sua vida. Um episédio, porém, tinha turva-
do em parte a gléria que pdde colher ainda em vida: a polémica com
Leibniz sobre a primazia da criacdo do célculo.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) nasceu em Leipzig, filho
de um jurista, professor da universidade local. Orfdo de pais aos 6 anos
de idade, foi em grande parte o responsavel pela propria educacdo. As-
sim € que, revelando extrema precocidade intelectual, ainda em crian-
¢a conseguiu aprender latim e grego sozinho. J4 graduado em Direito
em Leipzig, em 1667 obtém o grau de doutor em Filosofia na Universi-
dade de Altdorf com a tese Ars combinatoria (A arte das combina-
¢Oes), uma tentativa de criar um
método universal de raciocinio,
através de uma espécie de cdlculo,
numa antecipa¢io da Algebra de
Boole do século XIX. Mas sua for-
macao matemadtica ainda era precd-
ria, como ele proprio reconheceria
futuramente.

Esta tese lhe valeu um convi-
te para ser professor de Direito na
préopria Universidade de Altdorf.
Mas sua aspiracgéo era a carreira pu-
blica diplomadtica, que efetivamen-
te veio a exercer por toda a vida, os
ultimos 40 anos junto a corte de
Hanover. ‘

: A primeira missdo diplomati-
i ca de Leibniz no exterior, que aca-
i bou se estendendo de 1672 a 1676,

em Paris, se politicamente nio dei-

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

142

Xxou marcas, no campo da matemadtica foi da mais alta importancia.
Dois fatores, principalmente, pesaram muito nesse sentido: a amizade
que Leibniz travou com Huygens, que na época morava em Paris ¢ se
tornou seu orientador em matemadtica; e uma viagem que fez a Lon-
dres em 1673, na qual tomou conhecimento da obra de Barrow e, tal-
vez, da primeira versdo do calculo de Newton (ai o embrido da futura
controvérsia). Numa segunda ida a Londres em 1676, Leibniz ja de-
senvolvera os principais aspectos e notagdes do seu cdlculo.

Se para Newton a idéia central do célculo era a de taxa de varia-
¢do (velocidade), para Leibniz era a de diferencial. Embora sem dar
uma definicdo precisa (nem havia como), diferencial para Leibniz era
uma diferenca entre dois valores infinitamente préximos de uma va-
ridvel. Muito mais preocupado do que Newton com simbologia, for-
mulas e regras, Leibniz acabou optando pela notacdo dx, dy, ... para
as diferenciais de x, y, ..., respectivamente. E num artigo de 1682 esta-
beleceu regras como: (i) da = 0, se a é constante; (i) du + v) =
= du + dv; (iii) d(uv) = udv + vdu. Na deducio desta ultima des-
prezou (du)(dv) (sempre procedia assim com produtos de diferen-
ciais).

Seu célculo integral foi explicado noutro artigo, dois anos depois.
A relacdo deste com o calculo diferencial, cerne da questio, é focaliza-

da em termos de somatdrios de
areas infinitesimais. Cada uma des-

A tassobacurvay = y(x)é dada por
B D ydx. Para a soma de todas inventou
/Z o simbolo | (um § alongado). Lo-
y = yix) g0 a drea total sob a curva y = y(x) é
ydx dx
N fy
Sendo Area (OCD)—Area (OAB) =
ydx a diferencial da area, entdo
0 AdxC

dfydx = ydx

e e S o

0 que mostra a invertibilidade de d
el
Hoje ndo ha divida de que Newton e Leibniz seguiram linhas di-
ferentes na criacdo do célculo. Mas o segundo levou a pior na polémi-
ca entre ambos, o que contribuiu para que tivesse um fim obscuro. O
que diria Voltaire se assistisse ao enterro de Leibniz, no qual o tnico
acompanhante era o fiel secretario do falecido?
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CAPITULO VII

Regras de
Derivacao |

de recorrer necessariamente a defini¢do.

I. Derivada da soma

143. Sejam u = u(x) e v = v(x) duas fungdes derivdveisem I = ]a, bl.
Provemos que a fun¢do f(x) = u(x) + v(x) também é derivdavel em I e sua
derivada é

f'(x) = u'(x) + v'(x)
Temos:

Ay = f(x + Ax) — f(x) = [u(x + Ax) + v(x + Ax)] — [u(x) + v(x)] =

= [u(x + Ax) —u)] + [v(x + Ax) — v(x)] = Au + Av

Entdo:
lim &Y - fim AU | o AV
Ax—0  AX Ax=0 AX  ax—-+0 AX

Como u e v sdo fungGes derivaveis, os dois limites do segundo membro

P ) A o . . 5 5
sdo finitos; portanto, ilxmo 7‘% ¢ finito, isto ¢, f é derivdvel em 1.

144
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Calculando os limites, temos:
f'x) = ') + v(x)
Em resumo:

fx) = ux) + v(x) = f'x) = uv'(x) + v'(x)

Notemos que esta propriedade pode ser estendida para uma soma de n
fungdes. Assim:

f(x) = 4 (x) + LE) + ... +1,xX) = ') =uX +uE + ..+ u,X

sempre que x € I e wu,, u,, ..., u, sejam derivaveis em I.
Notemos também que a derivada de uma diferencga de fun¢des pode ser
obtida através de formula semelhante 4 da soma, pois:

(%) = ux) —v(x) = fx) =ux® + [-vx)] = & =uvEK + VK]
= f'x) = u'(x) — v (%)

114, Exemplos

19fx)=x+1 = ffx)=1+0-=1

299 fx) =x2+3 = f'x) = 2x + 0 = 2x

39) f(x) = sen x + cos x = {'(x) = cos X — sen x
4°) f(x) = x* — e* = f'(x) = 2x — ¢

II. Derivada do produto

[15. Sejam u = u(x) e v = v(x) duas funcdes derivaveis em I = ]a, bl.
Provemos que a fungdo f(x) = u(x) - v(x) também ¢ derivdvel em I e sua de-
rivada é:
f'x) = u'x) - v(x) + u) - v'(x)
Temos:
Ay = f(x + Ax) — f(x) = u(x + Ax) - v(x + Ax) —u(x) - v(x) =
u(x + Ax) - v(x + Ax) —u(x) - v(x + Ax) + u(x) - v(x + Ax) —u(x) - v(x) =
[ux + Ax) — ux)] - v(x + Ax) + u(x) - [v(x + Ax) — v(x)] =
Au - v(x + Ax) + u(x) - Av
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Entao

5 Ay : Au ; ; : Av

lim —— =lim — -lim v(x + Ax) + lim u(x) - lim ——

Ax—>0  AX Ax—0 AX  Ax—0 ( ) Ax—0 =) Ax—-0  AX
Como u e v sdo fun¢des derivdveis, e portanto continuas, os quatro li-

mites do segundo membro sdo finitos e, assim, /im —2% ¢ finito, isto ¢,
Av—0

f € derivavel em I.

Calculando os limites, temos:
f'x) = u'x) - v(x) + u() - v'(x)
Em resumo:

f(x) = ux) - v(x) = f'x) = ') - v(x) + ux) - v'(x)

146. No caso particular em que f(x) = ¢ - v(x), isto é, u(x) = ¢ (funcao
constante) e v(x) é uma funcio derivavel, a regra precedente leva ao seguinte
resultado:
f'x) = u®) - v +u® - -vx) =c-vE + 0 v(x) =c-Vvi(x)
Logo:

wmpre que x € 1 e wuy, u,, ...

149.
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, u, sejam derivaveis em I.
Em particular, se u#,(x) = u,(x) = ... = u,(x) = u(x), esta proprie-

dade se reduz a:

fx) = UE] = f® =n-QpE]"! - v Ex)

Exemplos

19 f(x) = x2-senx-¢e = f'(x) = 2x-senx - e +
A s At & L T O &

u, u, us uj u, uy

Uy u; u3 u; U 3
29) f(x) = sen*x = (sen x)* = f'(x) = 4 - sen’x - cos X
N gleia ) A el
u ul u’
39) f(x) = e = (&) = f'(x) =5 -¢e*- ¢
u ut o

fx) =c-v(x) = f'x) =c-v X

EXERCICIOS

147. Exemplos

1141.
19) f(x) = 3x* = f'(x) = 3(4x) = 12x’
29) f(x) = 3x> + 5x = f'(x) = 6x + 5
39) f(x) = (x* + D + 2x) = f'(x) = 2x - (X + 2x) +
+ (x2 4+ 1)(3x2 + 2) = 5x* + 9x? + 2
4°) f(x) = sen x-cos x = f’(x) = cos X-cos X + sen X - (—sen X) =
= cosX — sen’x ]
142.

148. Notemos que a propriedade da derivada do produto pode ser estendida
para um produto de n fatores. Assim:

e G 00 v) = P s U wes . un e
+ Uy (X)) s up(®) e s 0 (X)) o+ () - wp(x) - oL - un(x)

146

Calcule a derivada da fun¢do polinomial f(x) = a5 + a;x + ax?+ ...+ a,x".

Solu¢io

Trata-se de uma soma em que as parcelas tém a forma a,x”; portanto,
sua derivada é p - apx”"’ . Assim, temos:
f'x) = a; + 2a,%x + 3a;%% + ... + n-a;x"!

Calcule a derivada de cada uma das seguintes funcdes:

a) f(x) = 8x!! d) f(x) = 3 + 5x* + x*

b)f(x)=—%x3—£ & f(x) = + X + x + 5

¢) f(x) = 5 + x + 3x? f) fx) = 3 + 2x" + x> (n € IN)
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143. Calcule a derivada de cada uma das seguintes fungdes:

144.

C o) f(x) = (2 + 3x +x2)°

145.

146.

147.

148

a) f(x) = e*+ sen x + 4x° ¢) h(x) = (e* - cos x — x?)*
b) gx) = (x> + x + 1)°

SOIIIQ&Q . . ; L
a) f deve ser vista como soma de duas parcelas (esenx e
anto 7 é a soma das derivadas das parcelag, sendu que a pri

x +e"' OSX+ 12x2

b) Fazendo x* + x + 1 = u(x), vem g(x) = [u(x)], entdo:
g® = 5-[@I e =56 +x + D2x+ 1)

¢) Fazendo ¢* * cos x — ¥ = u(x), vem h(x) = {u{x)}4 entdo;
hix) =4 - [u(x)]3 vx) = 4 § cosm o at (e posx — F - gen X

Obtenha a derivada de cada func¢do f dada abaixo:
a) f(x) = 3x> + x)(1 + x + x%)
b) f(x) = x> (x + x)(1 + x + x3)

d) f(x) = (2x + 3)32

e) f(x) = x*- et

f) f(x) = x+e* + cos x

g) f(x) = x*+ a*

h) f(x) = 3%

1) f(X) o eSerl

J) f(x) = cos’x

k) f(x) = sen’x - cos’x

D) f(x) = a-senx + b - cos x (a, b € R)

Calcule a derivada da fung@o f(x) = (sen x + e%)? (cos x + x°)° no ponto
Xog = 0.

Obtenha a equagido da reta tangente ao gréfico da fungio
f(x) = (3 - sen x + 4+ cos x)° no ponto da abscissa x, = m.

Obtenha a velocidade e a aceleragdo de um ponto material que percorre um seg-
mento de reta obedecendo a equagdo hordria s = a - e - cos t, com a € IH,
(Unidades: SI)

REGRAS DE DERIVACAO

Derivada do quociente

150. Sejam u = u(x) e v = v(x) duas fungdes derivdaveis em I e

1(x) # 0 em I. Provemos que a funcdo f(x) = :((;c)) também ¢é derivavel
) - vx) —u) - v'(x)

¢m I e sua derivada é f'(x) =

[v(x)]?

Temos:
u(x + Ax) _u(x) _ u(x + Ax)-v(x) —u(x) - v(x + Ax) _
V(X + AX) V(X) v(x + AXx) - v(x)
u(x + Ax) - v(x) — u(x®) - v(x) + ux) - v(x) —u(x) - v(x + Ax)
v(xX + AX) - v(x)
[ux + Ax) —u(x)] - v(x) _ u(x) - [v(x + Ax) — v(x)]
v(x + Ax) - v(x) v(x + AXx) - v(x)

, v(x) _ u(x) _
v(x + Ax) - v(x) v(x + Ax) - v(x)

Ay = f(x + Ax)—f(x) =

Entao:
Ay v(x)
— . lim
l\'.“.lo AX lAlx—>0 AX e v(x + AX) - v(x)

u(x) . Av
< ium —
a0 V(X + AX) - v(x) ax-0 AXx

Como u e v sdo derivaveis e continuas, os quatro limites do segundo
membro sdo finitos e, portanto, ﬁlgo % ¢ finito, ou melhor, f é deriva-
vel em I,

Calculando os limites, temos:

V¥ u®
VOF  FWF '@

f(x) = 0'(x) -

Em resumo:

u'(x) - v(x) — u(x) - v'(x)
vx)P?

f(x) = ——:gg f(x) =
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151. Exemplos Em particular, se u(x) = x, vem a importante regra:

_ iy _ - x2—eX-2x _ e(x2— 2x) fx) =x" = f'(x) =-n.x0+Y
19) f(x) = - = f'x) = )2 = =
2 , 2x)(x + 1) — x2 + D)
o) fix) = X+ 1 g _ A
I =0 T e x + 17
_ X+ 2x-1
x + 1)? Y
39) f(x) = senx f'(x) = cos X - a* — sen X - a* - log.a i EXERC[CIOS
° ax (ax)z
= (g0 X — S0 X = Jog:a) 111 Derive as seguintes fungoes:
aX
) = = 80 = =, b = ——, i) = 2%
152. Conseqiiéncias
1%) Derivada da funcdo tangente Solucido
, i 1
Dada a fungdo f(x) = fg x, sabemos que f(x) = SC0X ¢ eny fx) =x! = ff®) =D -x2= T
podemos aplicar a regra da derivada de um quociente: o) St Exck R s _35_
ux) =senx = u'(x) = cosx &

v(x) = cos x - Vi(x) = —senx h(x®) = (sen x}! s Wix) = 1) (Sen 87 cos Xi= & ———~COSZX
portanto, sen” X
iy — WX V(X)) —uX) - v'(X) _ cos?x + sem®x 1 () =07 e (e i) = T (D) e S lz‘i

f'x) = = = e
(v(x))? cos?x cos?x
Logo:
119, Derive as seguintes funcoes:
fx) =tgx = f'(x) = sec? x x 43 X + 2
a)f(x)=% e f) = ——7 +
2%) Derivada da funcdo f(x) = [ux)]™, n € IN* , .
b) f(x) = 3x°5 f) f(x) = X—J;EXTJF
Dada a funcdo f(x) = [u(x)]™ = _[u(IW’ podemos aplicar a reg
da derivada de um quociente: ¢ f(x) = 1 g} 1) = x2 - sen X
0 _ W g - ’ T x4+ x+ 1 e
Py = Q@10 EP - w® | n-we) _
[ux)]> [uG)]"+! X+ 1 cos X
= —n - [uEx)] e+ - u'(x) d) fe) = —— h) f(x) = -
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150. Obtenha a derivada de cada uma das seguintes funcdes: Notemos que, se Ax tende a zero, entdo Ay também tende a zero, pois

a) f(x) = cotg x f) fx) = % + 1) -tgx ilungdo y = f(x) éderivavel e, portanto, continua no ponto x. Assim, para
b) f(x) = sec x & tg x vilores préximos de x (Ax — 0) a fungdo f assume valores proximos de
¢) f(x) = cossec x 8 fx) = sen X + cos X Vo= f(x) (Ay = 0).
d) fx) = tg*x < e )2 5 .
h) f(x) = Entdo, temos:
e) f(x) = sec x —tg x ) 1) tg x
lim AZ — fim A2 . fim, % = lim A% lim_ %
. 3 AX — AX — AX — Ay —> X —
151. Obtenha a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = % + e* no ponl & y X Y y X
1 s i e . . A
de abscissa x, = —1. Como z = g(y) e y = f(x) sdo derivaveis, lim Az e lim 22

ay—0 Ay A0 AXx

o " ) o s X . Az e 0 . . .,
152. Calcule o valor da derivada da fungio f(x) = _XI7 + e + sec? x quill ‘i ambos finitos; portanto, Zﬁio o também. Assim, z = F(x) ¢éderivdvel

[P & ¢ sua derivada é:
0= 4
F'x) =g - f'x
- 2
153. E dada a func¢do y = xsz Em resumo:

a) Determine a derivada.
b) Calcule J{_im“o .

F(x) = g(f(x)) = Fx) = g'(f(x)) - f'(x)

¢) Determine os pontos do grafico em que a tangente passa pela origem.

154. Exemplos

1?) Derivar F(x) = cos 2x.
Fazendo y = f(x) = 2x ¢ z = g(¥) = cos y, temos:
Y =f(x) =2 e 7z = g(y) = —sen y; portanto, vem:
F'x) =gl -f(x) = (—seny)- -2 = —2-sen 2x

IV. Derivada de uma funcdao composta
(Regra da cadeia)

153. Seja f: A — B uma fun¢do dada pela lei y = f(x). Seja g: B — (
uma fungdo dada pela lei z = g(y). Existe a fun¢do composta F: A — (
dada pela lei z = F(x) = g(f(x)).

2%) Derivar F(x) = sen’ x.
Fazendo y = f(x) = sen x e z = g(y) = y3, temos:
Y =f(x) =cosx e 7z = g'(y) = 3y, portanto, vem:
Supondo que f seja derivavel no ponto x e g seja derivavel no ponto g F'(x) =g'(y)- -f'(x) = By?) -cosx = 3 -sen?x - cos X
tal que y = f(x), provemos que F também ¢ derivavel em x e sua derivad

EF(x) =g fx.
Temos inicialmente:

Az _ Az Ay
Ax Ay  Ax

39) Derivar F(x) = e~
Fazendo y = 7x?—2x e z = g(y) = e, temos:
Y =f'(x) =14x—2 e z' = g'(y) = e’; portanto, vem:
F'(x) =g'(y)- f'(x) = e - (14x — 2) = (14x — 2) - e~
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a) F(x) = sen 4x

g =

EXERCICIOS

b) F(x) = —“Lsxﬂ

154. Utilizando a regra da fun¢do composta, obtenha a derivada de cada fung¢do ab

154

¢) Fx) = a-senbx (a, b € IR)
d) F(x) = cos(3x> + x + 5)

a) Fx) = cos"x (n € IN¥) d) F(x) = (f(x))® (n € IN¥) ) F B .
b) F(x) = sen x® (n € IN¥) e) F(x) = cos (sen x) &) Fly) = sene
o Fx) = a® (a € R,) f) F(x) = sen’ 3x ) Fx) = x + 3 - tg 4x

REGRAS DE DERIVACAO

1,. Obtenha a derivada de cada uma das seguintes fungdes:

g Fx) = a*"* (a € R,)

h) F(x) = cotg(3x — 1)

i) F(x) = gx*+5x+1
j) F(x) = tg(cos x)
k) F(x) = tg3 2x
1) F(X) = esen 2x

@€ R,

Solucio 1Ho
a) Fazendo y = f(x) = cosx ¢ z = g(y) = y", temos:
y' =f'(x) = —senx e g’ =g’'(y) = n-y"!, portanto, vem:

1h
F'(x) = g'(y) - f'(x) = (my" )(—sen x) = —n - cos" ™! x - sen x i

b) Fazendo. y = f(x) =x" ¢ z=g(y) =sen y, vem: y' =f'(x) =n-x""1
e ' =g(y) = cosy edai !
F'(x) =g f'(x) = (cosy) - (nx"1) = nx""! - cos x"

1N

c) Fazendo y = f(x) = x> e z = g()) = &, vem: Y = f'(x) = 2x e
7 =g'(y) = a’ - log,a e dai: 4
F'(x) = g'() - '(x) = (@ - log.a) (2x) = 2xa™ - log.a

ALY

d) Fazendo y = f(x) ¢ z = g(») = y", vem: ¥ = f'(x) e
2 = gl(y) = ny" 1, edal;
F'(x) = g'(y) - ') = ny""! f'(x) = nlf®)]"™! £'(x)

e) Fazendo y = f(x) =sen x e z=g(y) =cos y, vem: y' = f'(x) = cos x
e z' = gly) = —sen y, loso:
F'(x) = g'(y) - f'(x) = (—sen y)(cos X) = —cos X - sen (sen x)

f) Fazendo y = f(x) = 3x, z = g()) = seny e t = h(z) = z°, temos
y = fi(x) =3, 2 = gl{y) = cosy e t' = h'(z) = 32% J

Notemos que F(x) = h(g(f(x)), isto &, F éa composta de trés funcdes.
Como a regra da composta pode ser generalizada para a composta de n
fungdes, vem:

F'(x) = h'(2) - g'(y) - '(X) = (3z)(cos y)(3) = (3 - sen® y)(cos ¥)(3) =
= 9 - sen? 3x - cos 3x

15h5.
pira x € 1. Provemos que a fungdo inversa x = f~/ (y) ¢ derivavel em f(I)

cque (fT) Q) =

Calcule o valor da derivada da funcio f(x) = cos’ x + sen’ x no ponto
Xp = 7['/2.

Calcule o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcdo
f(x¥) = e¥*>* no ponto de abscissa —1.

e¥ + e~
2

Obtenha a equacdo da reta tangente a curva y = no ponto de

abscissa —2.

As derivadas dos termos da seqiiéncia:

T nmw
sen X, sen <x + 7), sen(x + w), ..., sen <x + T>’

também sdo termos da seqiiéncia?

V. Derivada da funcédo inversa

Seja a funcdo y = f(x) bijetora e derivavel em I tal que f'(x) # 0

1
———, sendo y = f(x).
J'x)
Como f ¢é bijetora e derivavel, decorre que Ax # 0 = Ay # 0; por-

[nnto, podemos escrever:

Ax _ 1
Ay Ay
AX
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Sendo f derivavel e, portanto, continua, se Ax tende a zero, entdo
também tende a zero. Assim, temos:

’ AX ; 1 1 1
—-1) = —_—= = =
Wre = oy =i L Ay £ (x)
Ax ax—0  AX
Logo,
1

=t = () - T

156. Conseqiiéncia

1. Derivada da funcdo logaritmica

\
I

Sabemos que a fung¢do logaritmica é a inversa da funcio exponencia

y = log,x = x = a¥
Ja vimos que:

XxX=a = x'" =a-fna
Empregando a regra ora deduzida, vem:
x’ a-fna als=x . fn a x-fna
Em resumo:
y=logx = y = ——
x-fna

No caso particular em que ¢ = e, temos:

y = fnx — y’=—l—
X

2. Derivada da fungdo poténcia com expoente real

Dada a fungdo y = x*, em que « € R e x > 0, temos:
y = x* = (et’nx)a'&lx

156
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Aplicando a regra de derivacdo da funcdo logaritmica, obtemos:

y’=eu'?nx,a,_=xa,a,x—l=a,xa—1
X

Em resumo, fica generalizada para qualquer « real a seguinte regra:

Yo=—xo =s gl e el

3. Derivada da funcdo arc sen

Sabemos que a fun¢do y = arc sen x, definidaem I= [/, I] com

s ™

Hnipens em [— — —], ¢ a inversa de x = sen y:

2" 2
y = arcsen x = X = seny
J& vimos que:
X =seny = x' = cosy
Empregando a regra da derivada da inversa, vem:

, 1 1 1 1
y = s = = —
X cCos y 1-— senz y 1 - XZ

Em resumo:

y = arcsen x = y' =

4. Derivada da funcdo arc cos

Sabemos que a fungdo y = arc cosx, definidaem I = [1, I] com

mpens em [0, w], € a inversa de x = cos y:

y = arc cos X <= X = CoS y

Ja vimos que:

X =cosy = Xx = —seny
Empregando a regra da inversa, vem:

N DS S 1 1 1

y =—-= = = e
X —seny — V1 —cos?y J1-x

Em resumo:

1

y = arc cos x = y’=—J—_=
1i—x
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5. Derivada da funcdo arc tg

Dada a funcdo y = arc tg x, de IR em ]— 5

y=arctgx < X =tgy

s s
o

[, sabemos (u

entao:
gLt 1 1
x’ sec’y 1 + tg?y 1 + x?
Em resumo:
y =arctgx =y g
1 + x?
EXERCICIOS
160. Determine a funcido derivada das seguintes func¢des:

a) f(x) = log,x
b) f(x) = log, cos x

e) f(x) = sen x

f) f(x) = arc sen x?

“(—sen x) =

¢) f(x) = \& g) f(x) = arc cos €*
d) fx) = Yx h) f(x) = arc tg (!n x)
Solucio

i 1
R x-fn2
b) Vamos aplicar a regra para fun¢Ges compostas:

b e D R
y=cos x e z=logyy entdo f'(x) =z'(y) y'(x) = s
AL sen x

cos x + fn 2
L f g et
c)f(x)=&=x1/2=>f'(x)=7.x2 =7.X2=
1 - b 1 1
d) fx) = ¥x = x13 = ) =_3_.x3 =5 % et

158

Inl.

R 1h2

¢) Fazendo y = sen x e z = \y, temos:
€os X

1
P Lo : =
x) = 2'(y) - Y% 20y i 2 {sen x

f) Fazendo y = x? e & = arc sen y, temos;

Fx) = z'@y) - y®

1l

g) Fazendo y = e* e z = arc cos y, temos:

Fx) = 20 - YK 2 x i

I

— X =
J1—y?
h) Fazendo y = fnx e z = arc tg y, temos:

') =2z'(y) Yy = U N 1

Determine a funcdo derivada das seguintes fungdes:

__.l.._._.2x=._—.2—x.—..— ‘
1=y k=%t

REGRAS DE DERIVACAO

J1 — e

x(1 + fn?x)

a) f(x) = % + fnx &) f(x) = —f(r)‘s—xx
b) fx) = x"-fnx (n € IN) f) fx) = fn  (ax? + bx + ¢)

¢) f(x) = (ax + b) - fn x
d) f(x) = sen x - fn x

Determine a funcio derivada das seguintes funcdes:

4/7

>

a) f(x) =
b) f(x) = Vs
¢) f(x) = x«f?

d) fx) = 5| =

o) (0 = Yx Jx

M fx) = Jx + ¥x —x2

g) fx) = Jax + b (a, b € IR)

h) f(x) = Yax2 + bx + ¢ (a, b, ¢ € R)
i) f(x) = ya + b x (a, b € R)

g) f(x) = fn sen x
h) f(x) = log, log,x
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i) fx) = %(a, b,c € R). p) f(x) = ‘
k) f(x) = m——fﬁ (a, b € R) @) f(x) = cos {x

i/ Dada a funcdo y = x? + x? + 4x, calcule a derivada de sua funcdo inversa
no ponto x, = —I.

1l Dada a fungdo f(x) = [u(x)]'™, calcule sua derivada.

. r) f(x) = Jcos x Solugiio
1 D fx) = Y1 + x + x?) N () = [uE]'® = [en OO — v tnui
| m) f(x) = x - Jx? + 1 Aplicando a regra de derivacdo da fun¢do composta, temos:
B ) = 62 4 1) - 3x 7 2 t) fx) = log, V1 y=v(® -fhux e z=e¢
3 entdo: ‘
0) ftx) = %tTJX; F@ =2 y® =¢ - [v’(x) “fn u@) + V() - u(lx) : u’(x)]

163. Determine a func@o derivada das seguintes funcdes: ¢ finalmente:

a) f(x) = arc sen 3x h) f(x) = fn arc cos x

b) f(x) = arc cos x3
i) f(x) = Jarc tg x

j) f(x) = x - arc sen x? — &~ 3 14 Obtenha a derivada da fungdo f(x) = (cos x)*.

"y . v - L u® |
f'x) = [u@)]'® [v ) -+ Inu®x) + v(x) s ]

c) f(x) = arc tg %

d) f(x) = x> + arc sen x

e) f(x) = arc cos x — «/; k) f(x) = arc cos = Solugdio
| f) f(x) = x - arc tg x
| 3 Empregando a regra que acaba de ser deduzida, vem:
g) f(x) = _‘/;__ D) fx) = fn _arc sen x. )
arc sen x arc cos x

—sen x
") i . fn e S . ) e
f'(x) = (cos x) [1 n‘cos X X b ]

164. Obtenha a equacio da reta tangente & curva y = x - yx + I no ponto de abscl = (cos X)* - (fn cos X — X - tg X)

xo = 3.
165. Obtenha o ponto em que a reta tangente a curva y = % ¢ parale 1 /). Obtenha a derivada de cada uma das seguintes funcgdes:
eixo dos x. a) f(x) = (sen x)®? ¢) f(x) = x©
b) f(x) = x* d) f(x) = (eM)3*
166. Obtenha o valor da derivada da inversa da fun¢do f(x) = x> + x no pot
xO = 1. 1
VI. Derivadas sucessivas
Solucdo
y=x}+x = o 3%% 41 == dx ____2_1_ 1/, Seja fuma fungio continua em um intervalo I e seja I, o conjunto dos
dx dy dxeiei ] pontos de I em que f é derivavel. Em I, ja definimos a fungdo f*, chamada fun-
| Dok ki <ol kit dx g B o derivada primeira de f. Seja I, o conjunto dos pontos de I, em que f é deri-
i i d A T TR A vivel. Em I, podemos definir a fun¢do derivada de f* que chamaremos de de-
y Xp=1

/ada segunda de f e indicaremos por f*'.

161
160
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Repetindo o processo, podemos definir as derivadas terceira, quarta,
de f. A derivada de ordem n de f representaremos por f®,

158. Exemplos

1?) Calcular as derivadas de f(x) = 3x2 + 5x + 6.

Temos:
f'(x) = 6x + 5
fII(X) = 6

f(x) = fOx) = fOX) = ... = 0

29) Calcular as derivadas de f(x) = sen 2x.
Temos:
f'(x) = 2 - cos 2x
f'(x) = —4 - sen 2x = 22 - cos <2x + %)
f"(x) = —8 - cos 2x = 2% - cos 2x + w)

(n—Dw

f®™ = 27 . cos (2x + 2

)

|
EXERCICIOS

171. Calcule as derivadas sucessivas para cada uma das seguintes funcdes:
a) fx) = x* + 5x2 + 1 ¢) f(x) = e* e) f(x) = co:
b) f(x) = —)1(— d) f(x) = e*

Um ponto moével sobre uma reta tem abscissa s dada em cada instante # pela |
s =a-cos(wt + ¢) em que @, we ¢ sdo nameros reais dados. Determii

172.

a) a lei que da a velocidade do ponto em cada instante;
b) a velocidade no instante ¢ = 0;
c) a lei que dé a aceleracdo do ponto em cada instante;
d) a acelerac¢do no instante ¢ = 1.

A funcdo y = A - senkx, com A > 0, esua derivada segunda y’’ satisfaz
identicamente a igualdade y'* + 4y = 0. O valor da derivada primeira y’, |
x = 0, ¢ 12. Calcule as constantes de 4 ¢ k.

173.

!
162

1H9.

i\, um intervalo V = ]x, — 6,

CAPITULO VIII

Estudo da Variacao
das Funcoes

Neste capitulo mostraremos algumas aplicagdes das derivadas. Veremos

(e, a partir da derivada de uma fungdo, muitas conclusdes podem ser tiradas
«ubre a variacdo da funcdo e, portanto, sobre seu grafico.

Maximos e minimos

Definicoes

I) Seja.a fung¢do f: D — IR eseja x, € D. Chamamos vizinhanca de
X, + 6[, em que 6§ ¢ um numero real positivo.

11) Dizemos que x, ¢ um ponto de mdximo local de f se existir uma vizi-

nhanga V de x, tal que:

#x)(x €V = f(x) < f(x))-
Neste caso, o valor de f(x,) €é chamado mdximo local de f.

[II) Dizemos que x, ¢ um ponto de minimo local de f se existir uma vi-

/inhanga V de x, tal que:

¥x)(x EV = f(x) = f(xy)
Neste caso, o valor de f(x,) € chamado minimo local de f.

V) Dizemos que x, é um ponto extremo ou um extremante se x, for um

ponto de maximo local ou de minimo local de f. Neste caso, o valor de f(x,)

chamado valor extremo de f.
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Os pontos de maximo ou minimo locais que néo sdo extremos do inter-
valo em que a funcdo estd definida sdo chamados pontos de mdximo ou mini-
mo locais interiores. No 4¢ exemplo, x, € x, si0 pontos de minimo locais in-
feriores.

160. Exemplos

19) fix) A x = 0 ¢é o ponto de médximo local |
funcdo f(x) = 1 — x2; o maximo lo

1 de f¢é f(0) =

5Y) As nog¢des de maximo ¢ minimo

flxd 4 locais referem-se a uma vizinhanca do
ponto considerado. Na funcio represen-
tada ao lado, existe uma vizinhanga V,
de x; em que f(x) < f(x,), ¥ Xx; por ou-
tro lado, existe uma vizinhanga V, de

obF-———=————————

i

|

8] L [}
2°) £ A _0 o ponto de minimo loc J ! X, em que f(x) = f(x,), ¥x. Isto leva a
f ()OC) = Ixl; o minimo local de ro I conclusio (aparentemente contraditéria)
J(0) = o. Ll I » de que x, é ponto de maximo local, x, é
a x X2 X ponto de minimo local e f(x,) < f(x,).

- 1. Definicao
0 X
Dizemos que f(x,) ¢ um valor mdximo absoluto de fse f(x,) > f(x)
0 piura todo x do dominio de f, isto é, f(x,) é o maior valor que f assume.

f(x)lr X = 2 ¢ o ponto de maximo local Dizemos que f(x;) ¢ um valor minimo absoluto de fse f(x,) < f(x)

pura todo x do dominio de f, isto ¢, f(x,) ¢ o menor valor que f assume.

J(x) = sen x; o maximo local de : .
Voltando aos cinco exemplos anteriores, temos:

< > =1 1°) o valor maximo absoluto de f(x) = I —x2 ¢é I;
B 2°9) o valor minimo absoluto de f(x) = IxI ¢ 0;
' 39) f(x) = sen x tem um maximo absoluto que ¢ / e um minimo abso-
[uto que é —1;
4%) f(x;) e f(b) sdo, respectivamente, 0 maximo e o minimo absolu-
(os de f.

Observemos que sdo muitas as fun¢des que tém maximos ou minimos
[ocais mas ndo apresentam um maximo ou minimo absoluto.

¢ o ponto de minimo local

f(x) = sen x; o minimo local de

37 _ i o
f<2>—sen il L.

a, x,, x, € b sdo pontos de minimo
cais de f, enquanto x,, x; € x; S0 p
tos de maximo locais de f. Por exemplo, observando o gra- YA
[ico ao lado, vemos que a e ¢ sdo pon-
oy de maximo local, b e d sdo pontos
le- minimo local, porém a fun¢do nio
[t maximo absoluto nem minimo ab-

woluto.

i

%y

ol————

N
[1}f) R,
o] EuERp

0 oo st
0 et i b

V=

ol S

Xy X
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162. Teorema de Fermat

Se f: D — IR éuma funcio derivavel no ponto x, € D e x,
to extremo local interior de f, entdo f'(x,) = O.

Demonstracdo

Suponhamos que X, seja ponto de minimo local interior de f. Exis
uma vizinhanga V de x, tal que, para todo x € V, temos:

ESTUDO DA VARIAGAO DAS FUNCOES

Observemos, porém, que o reci-
proco do teorema de Fermat é falso, is-
[0 ¢, existem fungdes f derivaveis no
ponto x, do seu dominio, f'(x)) = O e
\, nio é ponto extremo de f. E o caso,
por exemplo, da fungdo f(x) = (x—1). _1 X
“ia derivada € f'(x) = 3(x — 1), en-
(o f'(1) = 0e 1ndo é ponto extremo.

fx) = (x — 1)°

€ po

S0~ 1) < 0 para x < Xq Observemos ainda que o teorema fix) = IxIA
f(x)) < f(x) = X=X (e ermat ndo exclui a possibilidade de
f(x) — f(xq) >0 para x > x \, ser ponto extremo sem que se tenha
X=X, P 0 /'(x,) = 0. Isto pode ocorrer se f ndo
¢ derivavel em x,. Por exemplo, 0 ¢
Sendo f derivavel em x,, existe ¢ ¢ finito o limite: ponto de minimo de fungdo f(x) = |xI
- ¢ nio existe f7(0).
g 2R . g 19 -
X=X X — X 0 X

que coincide com os limites laterais a esquerda e a direita de x,. Lembrand
do teorema da conservac¢do do sinal para limites, temos:

Tim &) — fx) _ f'(x) <0

X—>Xp X — Xy f’(XO) =0

lim. w ~ fi(x) > 0 ll. Derivada — crescimento — decréscimo
- — Xo

Se x, for ponto de maximo local de f, @ demonstracdo ¢ andlogdy 163, Neste item vamos provar alguns teoremas que terminam por estabelecer

im clo de ligagdo entre a derivada de uma fung@o e crescimento ou decréscimo

Interpretacdo geométrica desta

O teorema de Fermat garante que num extremo local interior de um
funcdo derivavel f, a reta tangente ao grafico de f ¢ paralela ao eixo dos x

I64d. Teorema de Rolle

f(x,) € maximo local interior f(x,) ¢ minimo local interior

Se f é uma fungdo continua em [a, b], ¢ derivavel em Ja, b[ e

fix) A
/(1) = f(b), entdo existe a0 menos um ponto X, € la, b[ tal que f'(x)) = 0.

f(x) A

Demonstrag@o

12 caso: f é constante em [a, b]

Neste caso f'(x) = 0 em ]a, b[, isto é, paratodo x, € la, b[, temos
/'(x,)) = 0.

!
1
|
1
!
1
|
|
i
!
|
I

X p-——aemm

.3

x y

Xo
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2?2 caso: f ndo é constante em [a, b] 165. Teorema de Lagrange ou teorema do valor médio

]

Neste caso existe x € [a, b] tal que f(x) # f(a) = f(b). Como [

continua em [a, b], ftem um minimo e um mdximo em [a, b]. Se exiy

x € Ja, bl tal que f(x) > f(a) = f(b), entdo o valor f(a) = f(b) nio &

méximo de fem [a, b]; portanto, f assume valor maximo em algum pon
X, € la, b[ e, sendo f derivavel em Ja, b[, temos f’(x,) = 0.

Se existe x € la, b[ tal que f(x) < f(@) = f(b), a prova é andlo

Se f € uma funcdo continua em [a, b] e derivdvel em Jla, b[, entdo
cxiste a0 menos um ponto x, € la, b[ tal que W = f'(x,).

Demonstracio

. . 1? caso: f(a) = f(b)
Interpretacdo geométrica

Neste caso f(b)—i:(a) = 0 e, pelo teorema de Rolle, existe

O teorema de Rolle afirma que, se uma fungéo é derivavel em Ja, b
continua em [a, b] e assume valores iguais nos extremos do intervalo, ent
em algum ponto de ]a, [ a tangente ao grafico de f ¢ paralela ao eixo dog

S®) /@

V€ la, b[ tal que f'(x) = 0 =
b—a

2?2 caso: f(a) # f(b)

f(x) A fm)ﬁ
Consideremos a fungdo g(x) = f(x) — f(a) — W s (x—a).
Observemos que:
I) g € continua em [a, b] por ser a diferenga entre f(x) — f(a) e
/(b) = f(a) ’ ;
———— . (x — a) que sdo continuas em [a, b];
fla) = f(b)}- — - » fla) = flb)ewode ~ome b—a ( ) d [ ]
| | ! : 1
] | | | |
i I oo s : s o ’ S®) — fa) .
A i i E i E ” II) g é derivdvel em la, b[ e sua derivada é g’'(x) = f'(x) — S
1 1 - 1 | e
a b X a Xo ll) X ITI) nos extremos do intervalo [a, b], temos:
f(b) — f
8@ = f(@) — f@ - T2 & . a5 = 0
f(x) A (b) — f(a)
g@)=ﬂw—ﬁ@———gjfL-®—a)=0
portanto, g(a) = g(b) =
Sendo assim, é vahdo para g o teorema de Rolle: existe x, € la, b[
(al que g'(x,) = 0, isto é,
fla) = f(b) - , ’ f(b) — f(a
gw=fm—4%fuco
a
ou ainda:
> ope v H(0) = f{a)
X F) = = —
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Interpretacdo geométrica

Segundo o teorema de Lagrange,
se f ¢ fungdo continua em [a, b] e deri-
vavel em ]a, b[, entdo existe um ponto
X, € la, b[ tal que a reta tangente ao
gréfico de f no ponto P(x,, f(x,)) é pa-
ralela a reta determinada pelos pontos
Af(a, f(a)) e B(b, f(b)), por terem coe-
ficientes angulares iguais.

fix) A

/
/

o] SOEE——— .

EXERCICIOS

174. Dada f(x) = 4x° — 9x? + 5x, verifique se estdo satisfeitas as condicdes op (81
validade do teorema de Rolle em cada um dos seguintes intervalos: [0 ’

5 : , .
[1, ?] e [0, %] Determine um numero « em cada um desses intery (K2

170

de modo que f'(a) = 0.

Soluciio

Notemos que f ¢ derivavel e continua em IR; portanto, também é nos inter-
valos dados.
75

Temos f(0) = 0, fU) = 0 ¢ f(—é—) =~ Assim, 0 teorema de Rolle

€ vélido s6 no intervalo [0, I]. Determinemos o« € [0, I] tal que

S (@) = 0:

) = 122~ 18x + 5= § = "‘"%'ilzﬂ ou x=-2:1—2—@—

9-J21

12

921 .

portanto, o = porque 2 & 10,111

179.

1K0.
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Nos exercicios 175 a 177, verifique se as hipoteses do teorema de Rolle estao sa-
tisfeitas pela fun¢do f no intervalo I.

1
el—[z,l]

f(x)={x+3 se x< 2

2x2 —3x + 1
iy = et L L,
) 3x — 4

T—x se X > 2 e I=0%1

f@) = L—I1%l € [ = [—l;1]

. O reciproco do teorema de Rolle nao é valido. D& exemplos de fun¢des para as

quais a tese do teorema é valida, porém uma das hip6teses ndo é.

Nos exercicios 179 a 181, verifique que as hipdteses do teorema de Rolle sdo sa-
tisfeitas pela fun¢do f no intervalo I. Em seguida, obtenha um ¢ € I que satis-
faca a tese do teorema.

fx) =x2—6x+8 e I=1[24]

fx) =x*-2x2—-x+2 e 1I=][1,2]

fx) =x*—16x e I=10,4]

Dada f(x) = x° + 3x?— 5, verifique que as condi¢des para validade do teo-
rema do valor médio estdo satisfeitas para @ = —I e b = 2. Encontre todos
0S NUmeros «,
, f(2) — f(=1)
o € 1-1, 2[, tal que f'(a) = ——0=-—=-,
2) -1

Solucio

Notemos que f é derivavel e continua em IR; portanto, também € no inter-
valo [—1, 2].
Sua derivada é f'(x) = 3x? + 6x. Entdo:
1(2) — (1) i 15— (—3)
2 == 2=l
32 + 6= 6 =0 = az'~1+\5 ou oz=—-l-«ﬁ.

Como queremos « no intervalo ]—1, 2[, s6 convém « = —I + JE

f'(@) = 3a? + 6a =

171




ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES

Nos exercicios 183 a 186 verifique que as hip6teses do teorema de Lagrange sii
satisfeitas pela funcdo f no intervalo I. Em seguida, obtenha um ¢ € 1 que s
tisfaca a tese do teorema. d

[66. Lembremos agora os conceitos de fungdo crescente e de funcio decres-
cente num intervalo I.

Uma fungdo f: D — IR é crescen-
fe num intervalo I (I C D) quando,
qualquer que seja x;, €1 e x, € 1,
{emos:

X < x, = f(x) < f(x,)

183. f{®x) = x* +2x—1 e 1=10,1] vy

fix,)
184, fx) =2 e 1=10,1] X,

V100 = x> e I = [-8, 6]

2
186. f(x) = —~-—1 ¢l=10[¢d

185. f(x)

fx,)

187. Dada f(x) = x?7, esboce o grafico de f e mostre que nio existe um numero

a € 1-3, 3[ tal que f'(a) = —f%;;__{—fgg) Qual a hipotese do teorema du

valor médio que ndo se verificou?

SOty Uma funcéo f: D — IR é decres- YA

cente num intervalo I (I C D) quando,
qualquer que seja x;, €1 e x, € I,
emos:

X, < X, = f(x;) > f(x,)

Dando valores a x e calculando os fixIg

correspondentes valores de f(x),
podemos obter pontos e esbocar o
grafico ao lado. 1

fx,)

A
Temos f'(x) = —-§ - x713, entdo: i) :
! 1
| | X
P 4 4 =
fla) = I ) BRE 3 -

+ + + + + : -
3.3 -3-2 -1 [01 2 3 «x
9 32/3 o (__3)2/3
g 3 )
e ndo existe « satisfazendo esta ultima igualdade.
A fungéo f é continua em IR mas ndo é derivdvel no ponto x = 0 que

estd no intervalo ]—3, 3[. Isto invalida uma das hipéSteses do teorema do
valor médio.

Podemos também dizer que f é uma fungio crescente num intervalo I
(uando, aumentando o valor atribuido a x, aumenta o valor de f(x).

) . L JO) = f(x)
Notemos ainda que, se f é crescente, entdo —;—_—%—3— > ( para
i 2

lodos x;, x, € I, com x, # x,, pois numerador e denominador tém neces-
sariamente sinais iguais.

Nos exercicios 188 a 190, verifique que hipotese do teorema de Lagrange nio
esta satisfeita pela fun¢do f no intervalo I.

Podemos também dizer que f ¢ uma func¢do decrescente num intervalo
I quando, aumentando o valor atribuido a x, diminui o valor de f(x).
J&p) = fx)

X — X

fodos x;, x, € I, com Xx; # Xx,, pois numerador e denominador tém neces-
sariamente sinais contrarios.

. N
(x =3y

e I=[.6 189.f) =2 ¢ I=[1,

188. f(x)

Notemos ainda que, se f é decrescente, entdo < 0 para

3x +2 se x<1

= [=2; 4
8—3x se x > 1 1 [ 1

190, f(x) = {
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IT) Uma fungio fser decrescen- YA
(cem [a, b], quando fé derivavel, equi-
vale a f'(x) < 0 para todo x € la, bI,
Isto €, os coeficientes angulares das re-
lus tangentes ao grafico f sdo ndo po-
sitivos.

167. Teorema

Seja f uma fun¢do continua em [a, b] e derivavel em Ja, b[. Entdo:

D f'(x) >0 em Ja, bf] < f ¢é crescente em [a, b]
II) f'(x) < 0 em Ja, b[ «< f ¢ decrescente em [a, b]

Demonstragdo

<y

17 parte: <=

I) Seja x, € I = Ja, b[. Dado um outro ponto x € I, considere.
J&) — fxp)
X

- X,

mos o quociente . Conforme vimos no item anterior, se f é cres 168. Exemplos

cente em I, este quociente é pofs(i)tci)vg.}(); §1cordo com o teorema da conservagio 19) A funcdo f(x) = 2 écons- f(x) A
do sinal, decorre que lim ————% = f'(x,) = 0. fante em IR. Sua derivada é f'(x) = 0,
%o X=X v x € IR.
II) Pode-se provar analogamente.
22 parte: =
I) Sejam x,;, x, € [a, b] com X, < X,. E
Como [x,, x,] C [a, b, f¢é continua em [x,, x,] e derivdvel em 1x,, x,[.
De acordo com o teorema de Lagrange, existe x, € ]x,, x,[ tal qu
) f0) = fO) . ) 2°) A fungdo f(x) = x3 é cres- f A
S'x) = P isto ¢, f(x) —f(x) = (x; = x)) - [ (xp). cente em IR. Sua derivada é f'(x) =
24 ) 3x2 >0, ¥x € R.
Sendo f'(x) > 0 em ]a, b[, decorre f'(x,) = 0. Como x, — x; > (

vem: f(x,) — f(x) = 0, isto é f(x,) = f(x;) e, portanto, f € crescente.
II) Analogamente.

x ¥

Interpretacdo geométrica

O teorema acaba de mostrar que: YA

I) Uma fungdo f ser crescente 3?) A fungdo f(x) = % é de- £(x) A

em [a, b], quando f¢é derivavel, equiva-
leaf'(x) > 0paratodo x € ]a, bl, is-
to é, os coeficientes angulares das retas
tangentes ao grafico de f sdo ndo ne-
gativos.

crescente em qualquer intervalo que ndo
contenha o zero. Sua derivada é

Fe) = ——4 <0, ¥x € R~
X

xy

.
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ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES

4°) A funcio f(x) = x> —4 ¢é f(x) A
decrescente em qualquer intervalo conti-
do em IR_ e crescente em qualquer inter-

valo de IR, . Sua derivada é f'(x) = 2x
tal que: :

f'x) <0 se x € IR -2 2
f'x) =2 0 se x € IR,

192. Determine o conjunto dos valores de x para os quais cada funcéo abaixo € crescente.
f(x) = 2x3 — 15x> — 84x + 13
gx) =2-cosx—x + 1
h(x) = sen x — cos x
ix) = lxl-1l

%y

193. Para que valores de x ¢ decrescente a funcdo f(x) = 12 - 1x1-41?

Solucio
59) A fun¢do f(x) = x° — 3x? fx) A

tem derivada f'(x) = 3x? — 6x, entdo:
x<Oouxz22 = f'x) >0
0<x<2 = f'fx) <0

portanto:

fécrescente <= x <0 ou x > 2

fé decrescente <= 0 < x <2

Vamos definir f através de varias sentencas. Como primeiro passo, temos:

f(x) = P2% = | s x>0
T l1-2x— 41, se x <0

e finalmente vem:

————— N
w
Sl
/

w2 d L sl e

fx) = x4 sel 0 X' <2
T 2% 44 sel D2 <x <0
= 4 ee i v )

A derivada de f é, portanto:

EXERCICIOS

£ = 2, 88 =2l e ) out R 02
T2 ge O <ixw 2 ou % < —2

e ndo é definida para x = 0 ou 2 ou —2.

19, Deteriinie & conjunto:dos valoresde. para os:quals 8 fungdo. /() = = Assim, f é decrescente para x pertencente ao conjunto [0, 2] U ]—o, —2]

¢é crescente.

R 194. Determine o conjunto dos valores de x para os quais cada func¢do abaixo é de-

crescente:
f(x) = 3x* + 4x3 — 12x%2 + 1;
g(x) = ¥ — X,

Devemos calcular a derivada de f e determinar em que conjunto a fungio
f' é ndo negativa. Temos:

PRt i ol Sl ’
e = 2o = 2 b = B2

4 \/" «/5 x + 1
f’(x)>0=>—2£-x——1—->0=>——22—gx<ooux27 i(x) = arc sen x.

Em cada um dos exercicios de 195 a 203, determine os intervalos em que f ¢ cres-
cente e os intervalos em que é decrescente.

Lembrando que D(f) = IR*, vem a resposta: f é crescente para x > ——.

195. f(x) = x> —9x2 + 15x =5
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196

197.

198.

199.

200.

201.

202.

203.

204.

205.

206.

207.

208.

209.

178
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210, Esboce o grafico de uma fun¢do fparaa qual sdo verificadas as seguintes hipdteses:

x) = x* + 4x
‘ a) f é continua em IR ¢) 'x) = -1 se x <3

b) f(3) = 2 f'x) =1 se x>3

f(x)=x5——23—5—x3+20x—-2 ) 1) &
»11. Prove que, se f¢é uma fun¢do crescente em I, entdo g = —f é decrescente em 1.
) = x +
X Solucao

f(x) = x9 — x? Sejam x;, €I e x, €1 com x; < x,. Temos:

X, < X = f(x) € f(x) = —f(x) = ~f(x;) = g(x) = g(xp)
fx) = 2-4x— 1 entdo g é decrescente em 1.
f) = 2x + 1, se x <2

T 7-%x  se x>2 »12. Prove que, se f é uma funcdo crescente em I e h é definida em I pela lei
1 %
h(x) = ———, entdo h é decrescente em I.
© =T

fx) = {xz—l, se x <1
= )g2 -
X+ 2x—3, se x> 1 213. Prove que, se f € crescente num intervalo I, g é crescente em 1 e existe fog, en-
tdo fog ¢é crescente em I.

X +x, sex<0
fx) = {x, se 0 <x<1

2% — ‘)\(3, se x > 1
Estude a fungﬁ‘p f:IR% — IR tal que f(x) = log,x + log,(x + 2), deter . s
nando os intervalos em que é crescente ou decrescente. II. Determmagao dOS extremantes

Descreva o crescimento e o decréscimo da funcdo f: IR — IR tal que: . . L
169. Dadauma funcdo f, definida e derivdvelem I = la, b[, o teorema de

l'ermat garante que os valores de x que anulam f”, isto ¢, as raizes da equac@o
/"(x) = 0 sdo possivelmente extremantes de f.

Assim, por exemplo, os possiveis extremantes da funcéo
f(x) = x* — 4x3 sdo as raizes da equacdo f'(x) = 4x’ — 12X’ = 0, isto ¢, 0
¢ 3. Em principio, tanto 0 quanto 3 podem ser ponto de maximo ou ponto de
minimo ou ndo ser extremante. Com toda certeza nenhum numero diferente
desses dois é extremante por ndo anular f'. A questdo agora ¢ saber qual das
alternativas é correta para 0 ou para 3.

-x, se x < —1
fx) = {x3, se -1 <x<1
el se x > 1

Descreva o crescimento e o decréscimo da funcdo f: [0,27] — IR tal que

f(x) =2+ 3-sen (2x—§>.

Determine para que valores de x é crescente ou decrescente a funcdo f: IR — I
tal que f(x) = €™
| 70. Mais geralmente, dado um nimero x, € ]a, b[ tal que f'(xy) = 0,
como determinar se X, € ou ndo extremante de f e ainda, sendo extremante,

sen x
como saber se X, é ponto de maximo ou de minimo?

Prove que se x € :|0, —72"—[, entdo a fungdo f(x) = ¢é decrescente.

19 resposta: x, ¢ ponto de maximo local de f se existir uma vizinhanca
V de x, tal que f'(x) é positiva a esquerda e negativa a direita de x,.

Prove que o polinémio f(x) = 3x° + 5x3 + I admite um tnico zero real.
Sugestiao: calcule )l‘im_m S0, {(im+°° Sf(x) e estude f'(x). 3
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De fato, se existir uma vizinhanca V' de x, com a propriedade citada,

temos para todo x € V:

X <x, = f'(x) >0 = f(x) crescente = f(x) < f(xy)
X > X, = f'(x) <0 = f(x)decrescente = f(x) < f(x,)

e, entdo, x, ¢ um ponto de maximo local.

O grafico ao lado mostra que, Y
numa vizinhan¢a de um ponto x, de r
maximo local, as retas tangentes a cur-
va passam de coeficiente angular posi-
tivo (& esquerda de x,) para negativo (&
direita de x,). E o coeficiente angular é
justamente a derivada de f.

2% resposta: x, € ponto de minimo local de f se existir uma vizinhanga

V de x, tal que f'(x) ¢ negativa a esquerda e positiva a direita de x,.

De fato, se existir uma vizinhanga V de x, com a propriedade referida.i

temos para todo x € V:

X <X = f'(x) <0 = f(x)decrescente = f(x) > f(x,)
X >% = f'(x) >0 = f{(x) crescente = f(x) > f(x,)

e, entdo, x, ¢ um ponto de minimo local.

O grafico ao lado mostra que, y
numa vizinhanca de um ponto x, de
minimo local, as retas tangentes a cur-
va passam de coeficiente angular nega-
tivo (a esquerda de x,) para positivo (&
direita de x,).
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37 resposta: x, ndo é extremante de f se existir uma vizinhanca V de
\, tal que para todo x € V ¢ x # x, tem-se f'(x¥) sempre com mesmo
sinal.

A figura 1 mostra que, se existir uma vizinhang¢a V de x, tal que
/"(x) > 0 paratodo x € V e x # Xx,, entdo X, ndo ¢ extremante. A figu-
i1 2 mostra, analogamente, para o caso em que f'(x) < 0, que x, ndo é ex-
(remante.

Ay

e
|
I
I
I
|
1
I
|
1

1
|
|
[
I
[
|
|
|
|
L
X

<V
=V

o Xo

figura 1 figura 2

I 71. Exemplos

19) Verificar se f(x) = x? — 4x’ tem extremante.

J4 vimos que f'(x) = 4x° — 12x? tem raizes 0 e 3.

Analisemos a variacdo de sinal da fun¢io
['(x) = 4x3 — 12x? = 4x? (x — 3):

0 3

X
x2 + + +
X =3 = . *
£(x) = o +

181




ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES

Existem vizinhangas de 0 em que
S'(x) < 0, portanto, 0 ndo é extreman-
te de f. H4 vizinhangas de 3 em que f'(x)
passa de negativa a positiva, isto é, 3 é
ponto de minimo local.

O grafico ao lado ilustra como
varia a func¢do f. 1

YA

.

NN

2°) Quais sdo os extremantes da funcdo f- ]10,27x[ — IR dada
J(x) = 2 sen x + cos 2x?

Calculando a derivada:

2-cos X —2-sen 2x 2.cosXx—4-sen x-cosx =

2-cosx-(1—2-senx)

f'(x)

ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNGOES

O grafico da fun¢do f confirma nossa analise.

y“
2__
19
0 ™ o 5w X
6 2 6
-1+
—ond
S o S

Os valores de x que anulam f’'(x) sdo as raizes das equacdes cos x

EXERCICIOS

e sen x = L, isto é, %, —321, % —571
Analisando o sinal de f’(x), temos:
0 /6 /2 5w/6 31/2 27
cos X + + == - +
1—2sen x = e — + +
'(x) + - + - +
Verificamos que —g— e {77( sdo pontos de maximo local, enqu
o 3

3 e 5 sdo pontos de minimo local.
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214.

215.

216.

217.

218.

219.

Nos exercicios 214 a 224, determine os extremantes da funcio f.

fx) = —x2 — 5x — 4 220. f(x) = cos 3x
f(x) = 2x> — 8x + 11
221. f(x) = sen <2x - %)
fx) = x> —27x + 1
fx) = —x* + 6x>— 12x + 8 222. f(x) = x - In x
fx) = (x - 8 (x - 6)°* 223. f(x) = tn (2 + 1)
) = — L
=TT ¢ 224. f(x) = e~
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225.

226.
2217.

228.

232.

233.

236.

237.

184

Calcule o valor maximo assumido pela fungio f(x) = e &=’

Solugio

=2 —a) e B
fx) =0 = —2(x—a)- ¢ P =0 = x=2

Como ¢ ®~9 > 0 paratodo x € IR, temos:

x<a = x—-a<0 = f'x)>0
X>a = x—a>0 = f'x)<0

Assim x = g ¢é um ponto de maximo local de f. O valor maximo de f é: ﬁ
fla) = e @@ = ¢ = |, “

Nos exercicios 226 a 231, calcule os valores extremos de f.

f(x) = x2—4x — 1 2929. f(x) = x%e*

f(x) = x* + 8x ef—egX

230. 100 =

N S
=112 231. f®) = (x - 1)*?

Nos exercicios 232 a 235, determine as coordenadas dos pontos extremos
fungdo f.

Coem 1-x3
f(x) = x3 — 9x 234. f(x) = s
1 +x—-%x2 _ fnx
f(X) Ea 1—-x + Xz 235. f(X) - X2

Calcule a e b de modo que a fungdo f(x) = x° + ax? + b tenha um extrem
relativo em (Z, 5).

Obtenha os extremos absolutos de f(x) = x7 + x2—x + I no interval

4]
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Soluciio

Como f é derivavel em [—2, é] , apliquemos o teorema de Fermat:

S ) = 3% & 2x =il =30+ 1) (x i %) e os zeros de f' sdo os nu-

meros —1 e —1-.
3

Analisando a varia¢ao de sinal de /', temos:

=1 1/3

f'x) + (:) = 0 +

entdo —/ é ponto de maximo interior e //3 é ponto de minimo interior.
Calculemos o valor de f nesses pontos criticos e nos extremos do intervalo

B

f(=2)=+8+ 442+ 1 ==, D =—T4+1+141=2

R e il _ 22 G S Tl e S
f(3)‘27+9 3“*27”(2)‘8*4 gl

O valor méaximo absoluto de f no in-

tervalo [-2, —é—] ¢ o maior dos niime-

ros f(=2), f (%) e f(—1), portanto
é uf(ly = 2]

O valor minimo absoluto de f no inter-

«

valo [—2, %] é o menor dos nume-

1 Jine i
s 762, f (&) e 7(£); por
tanto é f(-2) = —1.
O grafico da func¢do ilustra o exposto.

w|=lo
e
3 ]
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238.

239.

240.

241.

242.
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Obtenha os extremos absolutos de f(x) = (x — 2)*° no intervalo [/, 5].

Dada a funcdo f(x) =
valo [3, 6].

= i > obtenha os extremos absolutos de f no inti

Uma pedra ¢ langada verticalmente para cima. Sua altura 4 (metros), em relag
ao solo, ¢ dada por # = 30 + 20t — 5¢°, em que ¢ indica o nimero de seg
dos decorridos apds o lancamento. Em que instante a pedra atingird sua alfy
maxima? '

Um moével desloca-se sobre um eixo de modo que sua abscissa s no instante /
dada por s = a - cos (kt + ), sendo a, k, { constantes dadas.

Determine:

a) instantes e posicdes em que é mdxima a velocidade do mdvel;
b) instantes e posi¢des em que é minima a aceleracdo do movel.

Um tridngulo esta inscrito numa semicircunferéncia de raio R. Seus lados mede
a, b e 2R. Calcule a e b quando a 4rea do tridngulo é maxima.

Solucio

Notemos primeiramente que numa semicircunferéncia de raio R é possivel
inscrever diferentes tridngulos, todos retdngulos. Observemos que a e b,
medidas dos catetos, variam de um tridngulo para outro e percorrem o in-
tervalo ]0,2R][, istoé, 0 < a < 2R e 0 < b < 2R. Para um mesmo
tridngulo sdo verificadas as seguintes relacdes:

. ab
S

e a> + b’ = 4R?
em que S ¢ a area do tridngulo.
Para determinarmos o méaximo de S devemos colocar § como funcdo de

uma varidvel s6 (@ ou b). Eliminando b, pois b = y4R? — a2, temos:

—é- T roeas E J4R?a? — a*

-ab = 5

s
S‘z

243.

244.

245.
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Provemos que S tem um ponto de maximo:

g i L BR%a =da® © 1ORWE A
T2 o A J4R2a? — at
§ S0 IRZam At =) siaie B2

0<a<R{2 — a2<2R? = a3<2R% = S >0
R{2<a<?2R = 2R*’<a = 2Rla<a = § <0
e, entdo, a = R \E ¢ um ponto de maximo local.

R\Ee

Conclusido: O tridngulo de drea maxima ¢é aquele em que a =
b = +J4R?—-2R? = R J2, isto &, é o triangulo isdsceles.

Um retangulo de dimensdes x e y tem perimetro 2a (a é constante dada). Determi-
ne x e y para que sua area seja maxima.

Calcule o perimetro maximo de um trapézio que estd inscrito numa semicircunfe-
réncia de raio R.

Calcule o raio da base e a altura do cilindro de volume méaximo que pode ser ins-
crito numa esfera de raio R.

Solugio

A figura ao lado é uma seccdo
da esfera e do cilindro inscrito,
feita por um plano contendo o
eixo de simetria do cilindro. Ob-
servemos que numa esfera po-
dem ser inscritos diferentes

i i
cilindros, portanto, r € G sdo

variaveis. Para um dado cilindro h
sdo verificadas as seguintes con- R
digdes:

|

5t 23 el LSl

V = 71?h,;»0l< h < 2R7e :
h2

2 s R

r? + %

em que V & o volume do ci-
lindro.
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#50. Um fio de comprimento L é cortado em dois pedagos, um dos quais formard um
circulo e o outro, um quadrado. Como deve ser cortado o fio para que a soma
das dreas do circulo e do quadrado seja minima?

Para determinarmos o méximo de ¥, devemos colocar ¥ como func¢do de

2
uma varidvel s6 (7 ou #). Eliminando r, pois r2 = R2 — —!1—, temos:

4
?51. Um funil cdnico tem raio r e altura 4. Se o volume do funil é V (constante), cal-
2 3 cule a razdo r/h de modo que sua drea lateral seja minima. ‘
V=1rr2h=1r<R2_—~2—>h=1rR2h— e a ! |
?52. Um fazendeiro precisa construir dois
Provemos que ¥ tem um ponto de mAximo: currais lado a lado, com uma cerca co- - =
mum, conforme mostra a figura. Se
: , _ 3wh? cada curral deve ter uma certa area A4, I
M=o R _‘Z_ qual o comprimento minimo que a v y |
; : cerca deve ter? ¥ ‘
V,=0=>31rh =1rR2=>h=2R ’
4 \/5 X X
2 2
0<h<—%—_—>h2<4§ = 32" <TR? = V' >0 1\
il |
g <'h <i2Rih == h% > AR? bl Bah? 2 RE LT Sy ?53. Uma calha de fundo plano e lados it
\/5 3 4 igualmente inclinados vai ser construi- '
da dobrando-se uma folha de metal de
i DR ot largura f. Se os lados e o fundo tém
= A 4
e, entdo, A = ¢ um ponto de méximo local. largura £/3, calcule o angulo 6 de for- _?i; ; = } |
ma que a calha tenha a mdxima sec- 4 ' ‘i i
4 L IR ¢do reta. 7 il
Conclusio: O cilindro de volume mdximo é aquele em que 4 = T (5 3 ‘H, il
3 il
V

2R

T

: 172. i
246. Calcule o raio da base e a altura do cone de area lateral maxima que ¢é inscrit{ 2. Extremantes e derivada segunda

numa esfera de raio R. p : =
Um outro processo para determinar se uma raiz x, da equagdo

/"(x) = 0¢é extremante da funcdo f consiste em estudar o sinal da derivada se-

247. Calcule o raio da base e altura do cone de volume minimo que pode circunscrey ' punda de f no ponto x,. O teorema seguinte explica o processo.

uma esfera de raio R.

248. Um fabricante de caixas de papeldo pretende fazer caixas abertas a partir de {o
lhas de cartdo quadrado de 576 cm?, cortando quadrados iguais nas quatro pon
tas e dobrando os lados. Calcule a medida do lado do quadrado que deve ser co
tado para obter uma caixa cujo volume seja o maior possivel.

173. Teorema

Seja fuma fungéo continua e derivavel até segunda ordem no intervalo
I = la, b[, com derivadas f’ e ' também continuas em I. Seja x, € 1 tal
(que f'(x,) = 0. Nestas condigdes, temos:

a) se f"'(x)) < 0, entdo x, ¢ ponto de maximo local de f; ,

r

b) se f''(x,) > 0, entdo x, ¢ ponto de minimo local de f.

249. Uma ilha estd em um ponto A, a 10 km do ponto B mais préximo sobre u
praia reta. Um armazém estd no ponto C, a 20 km de B sobre a praia. Se uli
homem pode remar a razdo de 4 km/h e andar a razio de 5 km/h, onde dever|
desembarcar para ir da ilha a0 armazém no menor tempo possivel?
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Demonstrac@o

a) Se f''(x,) < 0 e f'' é continua, existe uma vizinhanca V' de x,
qual f'(x) < 0, ¥ x € V. ;
Se f'(x) < 0, entdo f* ¢ decrescente em V; portanto, coi
f'(x,) = 0, decorre que em V, a esquerda de x,, temos f"(x) > 0 e a direlf
de x, temos f'(x) < 0. Concluimos assim que x, ¢ ponto de maximo local

b) Prova-se analogamente.

174. Exemplos

1°) Determinar os extremantes de f(x) = x* — 4x7.
fx) = x* —4x* = f(x) =4 — 1222 = f'(x) = 12%* — )

As raizes da equagdo f'(x) = 4x3 — 12x? = 0 sdo 0 e 3. Substituing
esses numeros em f''(x), vem:

f/(0) = 0 => nada se conclui sobre 0.
f°(3) = 12-32—24.3 = 36 > 0 = 3 ¢é ponto de minimo.

2°) Achar os extremantes de f(x) = 2 - sen x + cos 2x, no interve
[0, 2x]. ‘

f(x) = 2 -sen x + cos 2x => f'(x) = 2-cos x — 2 - sen 2x
= f’(x) = —2-senx — 4 - cos 2x

As raizesde f'(x) = 2-cosx—2-sen2x = 0 sdo w/6, /2, 5
e 3w/2. Testando cada uma em f''(x), temos: '

f"(—“—)=—2-sen%-—4-cos—73—r—=—l—2=—3<0

f"<l>=—2-senl—4-cosqr=—2+4=2>o

2 2
£ <—5ér—>=—z-senigr——4-cos5T“=—1—2=—3<o
f"<37”>=—2-sen—3—2£—4-cos37r= i A =as0

x ~ - T 37
entao {;— e L sdo pontos de maximoe — € ——

sdo pontos de minil
6 2
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[75.

176.

177.
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Observacdo

Devemos observar, nas condi¢des do ultimo teorema, que se f'(x,) = 0

¢ f"(x,) = 0 nada pode ser concluido sobre x,. Um teorema mais geral que
o anterior estabelece finalmente um critério para pesquisar maximos e mini-
mos locais sem chegar a impasse.

Critério geral para pesquisar extremantes

Seja f uma func¢do derivdvel com derivadas sucessivas também deriva-

veisem I = Ja, b[. Seja x, € I tal que

fix,) = £ 00 =i k) =0 e IV a1 # 0

Nestas condi¢Oes, temos:

I) senépare f™(x,) < 0, entdo x, ¢ ponto de mdximo local de f;

1) se n é par e f®(x,) > 0, entdo x, é ponto de minimo local de f;

III) se n é impar, entdo x, ndo ¢ ponto de maximo local nem de mini-
mo local de f.

A demonstracdo deste teorema ndo cabe num curso deste nivel.

Exemplo

Pesquisemos os extremantes da fungdo f(x) = x°—3x*+ 3x?—x? + L.
Calculando as sucessivas derivadas de f, temos:

f'(x) = 5x4—12x* + 9x2 — 2x = x(x — 1 (5x — 2)

f7'(x) = 20x3 — 36x% + 18x —2 = (x — 1)(20x> — 16x + 2)
f'""(x) = 60x*> — 72x + 18

7' (x) = 120x — 72

f(x) = 120

fo(x) = 0, paratodo n > 5.

As raizes de f'(x) = 0 sdo 0, 1 e 2/5.
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portanto: 0 é ponto de maximo, % ¢ ponto de minimo e / ndo ¢ ponto

maximo nem de minimo.

Temos ainda:
f'0) =0e f70) = 2<0
f) =0, f'"A) =0¢e f'"A) =6 %0

i 2 i 12 18
f'{=)=20 Ll Y PR
<5> ¢ <5> 25 >0

EXERCICIOS

254.

255.

256.
260.

261.

262.

263.

192

Nos exercicios 254 a 259, determine os extremantes da funcdo £, utilizando o ¢ri.
tério da segunda derivada.

f(x) = x(x — 2)3 257. f(x) = e + €™
- X _ 2 265.
f(x) A 258. f(x) = log.(1 + x?)
f(x) = x2e* 259. f(x) = (x — 1)*?
266.

Calcule as coordenadas dos pontos extremos do grafico da funcdo

fn =
iy P
(fn x)?
Dada a fun¢ido f(x) = —(x — I)?, determine os extremos absolutos de f no in-

tervalo [—2, 3].
Obtenha os extremos absolutos de f(x) = x?—4x + 8 em [—1, 3].

Dada a func¢do f tal que:

f(x) = X + 2 se x <1
Tlx—-6x+ 8 se x =1

determine os extremos absolutos de f em [—6, 5].

ESTUDO DA VARIAGAO DAS FUNGOLS

264. Ache o ponto P, situado sobre a hipérbole de equagdo xy = I e que estd mais

préximo da origem.

Solucido

Seja P, = (x, ). A distincia de P,a origem ¢ d = m Estando
P, sobre a hipérbole, y = _ch— g, entdo, di= [ x% + ;1_2_ . Calculemos
x para que d seja minima.

_1 X - 1
7 LI
dl —_ _..-1__. (X2 + %) (ZX -2 X—3) o X
X 2 i
e
d':o-—*:bx--xls":o ‘—_—"Xd_l:o:X:—i—l

e, portanto, Py = (I, I) ou Py = (=1, —1I).

Ache o ponto da curva (x — 3)% + (¥ — 6)? = 20 que esta a distdncia minima
do ponto (=2, —4).

Um tridngulo idsceles de base @ estd inscrito numa circunferéncia de raio R. Cal-
cule ¢ de modo que seja maxima a area do tridngulo.

Solu¢iio

Seja ABC o triangulo isosceles de
base a = AB ¢ altura h = CE.
Sua 4rea é dada pela férmula

it
S*Zah

No tridngulo retdngulo BCD, a
altura BE é média geométrica en-
tre os segmentos que determina a
hipotenusa CD. Entdo:
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267.

268.

269.

270.

271.

272.
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(BEY = (EC)(ED) — —i‘f— S h-ORLB = 5 S0 ORT

S = —ah = h{2Rh — h? = {2Rh3 - h*

2 5
2
Procuremos o valor maximo de § para 0 < 4 < 2R:
S = 6Rh? — 4h3 o 3Rh? — 2h3

2J2RW* —h*  [2Rn® - p?

D i 3RBZL OB w0 s h:ﬁzi

Como § =0 para =0 ou " =2R ¢

SI

3 4 2,
h=_3§_=>sz\/2R27R_s1R ot | 33w
2 8 16 16 4

L SR Hes
entdo h = o ponto de maximo para S e, neste caso,

¢ [ 3R _9R? _
s= 3 IR = _RJE.

Calcule o raio da base e a altura do cone de mdximo volume que se pode inscr
ver numa esfera de raio R.

Determine as dimensdes do cone de area total minima que pode circunscrever i
esfera de raio R.

Um fabricante precisa produzir caixas de papeldo, com tampa, tendo na base uni
retdngulo com comprimento igual ao triplo da largura. Calcule as dimensdes que
permitem a maxima economia de papeldo para produzir caixas de volume V (dado),

Uma pégina para impressdo deve conter 300 cm? de 4rea impressa, uma margen|
de 2 cm nas partes superior e inferior e uma margem de 7,5 ¢m nas laterais. Quaiy
sdo as dimensdes da pagina de menor 4rea que preenche essas condigdes?

Um fazendeiro tem 80 porcos, pesando 150 kg cada um. Cada porco aumenti
de peso na propor¢dao de 2,5 kg por dia. Gastam-se R$2,00 por dia pari
manter um porco. Se o pre¢o de venda estd a R$ 3,00 por kg ecai R$0,03 por
dia, quantos dias deve o fazendeiro aguardar para que seu lucro seja maximo?

O custo de produgdo de x unidades de uma certa mercadoriaé a + bx eo prego
de venda é ¢ — dx por unidade, sendo a, b, ¢, d constantes positivas. Quant
unidades devem ser produzidas e vendidas para que seja médximo o lucro d
operag¢ao?
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[V. Concavidade

I'78. Definicdo

Seja_f uma fun¢io continua no intervalo I = [a,. b] e deriyé:vel no ponto
\, € la, b[. Dizemos que o grafico de f tem concavidade positiva em X, se,
¢ somente se, existe uma vizinhanga V de x, tal que, para x € V, os pontos
do grafico de f estdo acima da reta tangente & curva no ponto x,.

Analogamente, se existe uma vizinhanca ¥ de x, tal que, para x € V,
os pontos do grafico de f estdo abaixo da reta tangente a curva no ponto X,
dizemos que o gréfico de f tem concavidade negativa.

A figura 1 a seguir mostra o grafico de uma fungéo que tem c9ncav1da—
de positiva em Xx,, enquanto a figura 2 ilustra uma concavidade negativa em x,.

Wi 760 e

]

5 SO

¥
o><

Um critério para determinar se um gréfico tem concavidade positiva ou
negativa em x, é dado pelo seguinte teorema.

179. Teorema

Se f é uma fungdo derivavel até segunda ordem no intervalo I = [a,
bl, x, é interno a [a, b] e f"'(x,) # 0, entdo:

a) quando f'’(x,) > 0, o grafico de f tem concav?dade positi_va em X,;
b) quando f''(x,) < 0, o grafico de f tem concavidade negativa em X,.

Apenas mostraremos geometricamente que o teorema ¢ valido.
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Se f7'(x;) > 0, entéio f* ¢ cres- y ) Concluimos que nos intervalos YA
cente nas vizinhancas de x,; portanto, T 3
as tangentes ao grafico tém inclinacdo 0, 2 2:" o

crescente e isto s6 € possivel sendo po-

sitiva a concavidade.
\\X?/
|

concavidade negativa e no intervalo |
|
iy 3_7r[a concavidade € positiva. \ /‘: -
2 ] 2 . 0 . 3r 21 x
Confira no gréafico ao lado. 2 2

2?) Como ¢ a concavidade da curva y = x* — 4x3?

Analogamente, se f''(x,) < 0,
entdo f' é decrescente nas vizinhancgas
de x,, isto ¢, as retas tangentes a curva

tém inclinacdo decrescente; portanto, a '
concavidade é negativa. I '

E

|

I

1

1

1

I

1

y=x—4x3 = y =4x} - 12x2 = y'’ = 12x? — 24x
Notando que y’" = 12 - x- (x — 2), temos:

Xx<0oux>2 = y' >0 = concavidade positiva.

0<x<2 = y' <0 = concavidade negativa.

Confira com o grafico do item 171.

180. Exemplos
E [012‘.’) ‘Ejomo ¢ a concavidade do grafico da funcdo f(x) = cos x, pari V. Ponto de inflexdo
X ), 27] 7

Temos f'(x) = —sen x e f''(x) = —cos x. I81. Definicdo

Notando que: Seja fuma fun¢do continua no intervalo I = [a, ] e derivavel no ponto
v\, € la, b[. Dizemos que P, (x,, f(x,)) € um ponto de inflexdo do grafico
de f'se, e somente se, existe uma vizinhanca V de x, tal que nos pontos do gra-
lico fpara x € V e x < x, a concavidade tem sempre o mesmo sinal, que
¢ contrario ao sinal da concavidade nos pontos do grafico para x > x,.

f"x) <0 <= —cosx <0 <= 0<x< - ou ﬂ-<x<21\'

2 2

Em outros termos, P, ¢ ponto de inflexdo quando P, é ponto em que

f'®) > 0 <> —cosx >0 < T < x < ST .
2 = i concavidade ‘‘troca de sinal’’. Eis alguns exemplos:

2
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\ f(x) A Tx) 4 fx) Demonstracdo (it

A
\ ~
Py (X0, F(Xo)) Suponhamos f''(x,) # 0; por exemplo, admitamos f''(x,) > 0.

I
\f’o (X, Flxo)) 4 Temos: i
Py (X, fxo)) }‘ ;
|

e Y oy P = (%)
Xo X \ ) = X~ X ny i
o =X \\

FO-F0) Lo yrew ?‘u
Retomando os exemplos do item 180, vemos que os pontos de inflexao de

X — xO
X # Xp. |
3n
78

Assim, em V, a funcdo f’ é crescente; portanto, em V o grafico de f i

cntdo existe uma vizinhanca V de x, tal que

(em concavidade sempre positiva, isto é, em P, (x,, f(x,)) a concavidade ndo
troca de sinal € P, deixa de ser ponto de inflexdo. |
|

f(x) = cos x no intervalo [0,2w] sdo os pontos de abscissas % e

os pontos de inflexdo da curva y = x? — 4x7 sdo os de abscissas 0 e 2.

Os seguintes teoremas permitem localizar os pontos de inflexdo no gr

fico de uma funcéo. 184. Observacdo I

Este ultimo teorema mostra que uma condic@o necessdria para x, ser a \“ ‘

i . ~ £ o . 'y i
abscissa de um ponto de inflexdo do grafico de f ¢ anular f*’. Entretanto, nem |

(odas as raizes de f''(x) = 0 sdo abscissas de pontos de inflexdo. Se uma raiz |
I

182. Teorema

v,de f'(x) = 0 ndo anular f’"’, o teorema do item 182 garante que x, € abs- i
cissa de ponto de inflexdo. Se, porém, f"'(x,) = f'"'(x,) = 0, nada podemos (i
concluir, usando a teoria dada. U

|

Seja f uma fun¢do com derivadas até terceira ordem em I = Ja, b
Seja x, € la, b[. Se f'"(xy) = 0 e f'""(x,) # 0, entdo x, ¢ abscissa de uni
ponto de inflexdo.

Demonstracdo

i

‘ 185. Exemplo ,“;
Suponhamos, por exemplo, f''(x,) = 0 e f'"'(x,) > 0. De acorde

com o teorema do item 173, x, é ponto de minimo local da funcdo f*. Assit
sendo, existe uma vizinhang¢a V de x, tal que:

Determinar os pontos'de inflexdo do grafico da funcdo f: IR — IR tal \H‘
que f(x) = x*—2x3— 12x? + 12x — 5. I

Temos:
f'(x) = 4x — 6x2 — 24x + 12
f"(x) = 12x2 — 12x — 24

xEV e x<x) = ') <0
xXEV e x>x) = f"(x) >0

isto é, em x, a funcdo '’ “‘troca de sinal’’, ou ainda, em P,(x,, f(x,)) a cois
cavidade do grafico de f troca de sinal; portanto, x, é abscissa de um poni¢
de inflexdo.

As raizes da equacgdo f''(x) = 0, isto é, I2x?— I2x — 24 = 0 sdo:
2¢—1.
183. T Notando que f'''(x) = 24x — 12, vemos que:
J. eorema
") =48-12=36 #0 e f"'(-1) = -24—-12 = =36 # 0

Se f é uma fun¢do derivavel até segunda ordem em [ = Ja, bl
Xy € la, bl e x, é abscissa de ponto de inflexdo do grafico de f, ent
i ¢ P=(@f@) =029 e Q= (1 fCD) = (-1, 26 |
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portanto, 2 e —1 sdo abscissas de pontos de inflexdo e esses pontos sdo
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EXERCICIOS

273.

274.

275.
278.

279.

280.

281.

282.

283.
284.

285.

286.

287.
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Nos exercicios 273 a 277, determine onde o grafico da funcdo dada tem concivi-
dade positiva, onde a concavidade ¢ negativa e obtenha os pontos de inflexiio
caso existam.

f(x) = x> + 9 2x
276. f(x) = ———
2[(X2 + 4)3
fx) = —=
x2—1 ] i A
_ %%, para x < §
fx) = Yx -2 277. 1(x) = {x3 —4x* + 7x — 3, parax » |

Determine os intervalos em que x deve estar para que o grafico da fungiu
f(x) = sen x — cos x tenha concavidade positiva.

Determine as abscissas dos pontos do grafico da fungdo f(x) = x° — x* nu
quais a concavidade é negativa.

Quais sdo os pontos de inflexdo no grafico da func¢do f(x) = (x> — D(x2~4)
Nos exercicios 281 a 283, supondo que f é continua em algum intervalo abeil

que contém c, faca uma parte do grafico de f numa vizinhanca de ¢ de modiu
que fiquem satisfeitas as condi¢bes dadas.

Para x >c, ff(x) <0 e f"x) >0 ¢
para x <¢c, f'x) >0 e f"(x) >0

fx)>0 e f'x) >0 e
) >0 e f'(x) <0

Para x > c,
para x < c,

f'ic) =f"(c) =0 e f'(x) >0 para x < c ou x > c.

Esboce o grafico de uma fungio ftal que, para todo x real, tenhamos f| 0 >0
) <0 e f"(x) > 0.

Esboce o gréfico de uma func¢io f para a qual f(x), f'(x) e f''(x) existem ¢
sdo positivas, ¥ x € IR.

Se f(x) = ay + a;x + a,x? + a;x%, determine ay, a;, @, e a; de modo que
J tenha um extremo relativo em (0, 3) e um ponto de inflexdo em (I, b))

Se f() =ay + a;x + a,x* + a;x* + a,x? caleule ay, a;, a,, a; € a, d
modo que o grafico de f passe pela origem, seja simétrico em relacio ao eixo
¢ tenha um ponto de inflexdo em (I, —I).

ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOL' S

VI. Variacao das funcées

|86. Um dos objetivos da teoria deste capitulo é possibilitar um estudo da
variagdo de uma fungéo f. Para caracterizar como varia uma fung¢io f, procu-
ramos determinar:

a) o dominio;

b) a paridade;

¢) os pontos de descontinuidade;

d) as intersecdes do grafico com os eixos x € y;

e) o comportamento no infinito;

f) o crescimento ou decréscimo;

g) os extremantes;

h) os pontos de inflexdo e a concavidade;

i) o gréafico.

187. Exemplos

1) Estudar a variag¢do da fungdo f(x) = x° + x? — 5x.
a) Seu dominio € IR.
b) A fung¢fo ndo é par nem impar, pois:
f(—x) = (—x)® + (x> —5(—x%x) = —x* + x2 + 5x
ndo ¢ idéntica a f(x) nem a —f(x).
¢) A funcdo polinomial f ¢ continua em IR.
d) Fazendo x = 0, temos f(0) = 0.
Fazendo f(x) = 0, temos x° + x?—5x = 0,
1= =1+ 421

2 ou x = 2

isto ¢, x = 0 ou

-1 —-421
As interse¢des com 0s eixos sdo os pontos (0, 0); <—2—‘/_, 0>

¢ <—1+J§’0>‘

2

e) ,l(inlw f(x) = )l(in}rw X3 = 4+
lim  f(x) = lim  x* = —o
£) f'(x) = 3x% + 2x — 5 = 3(x — 1)<x % %)
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entdo:

5 ¥
X Y ou x =21 = f'(x) >0 = f crescente

N

5 7
_Tgxgl = '(x) < 0 = f decrescente

g9 f'x) =0 = x=1 ou x=_%
£7(1) = 8 > 0
f'@) = 6x + 2 —> :
f"<—7>=—8<0

entdo ftem um minimo em x = / e um méaximo em x = —
h) f"(x) = 6x + 2, entdo:

X < — % = f"'(x) < 0 = concavidade negativa

X > — % = f{”"(x) > 0 = concavidade positiva

Como o sinal da concavidade muda em x = — —;—, o grafico tem u

ponto de inflexdo em — %

i) grafico de f:

A0
| g
TR ] o g
3 / b e redat
1
2°) Estudar a variagio da fungio f(x) = —X— i

2x—5"

a) Seu dominio ¢ D(f) = IR — {—25—3
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b) A fun¢do ndo é par nem impar, pois:
f(—x) = _=xX=1 3o éidéntica a f(x) nem a —f(x).

2(—%)— 3

¢) Como g(x) = x—1 e h(x) = 2x — 5 sdo continuas,

S = 2);__15 ¢é continua em todos os pontos do seu dominio.
Notemos que lingﬁ fx) = —= e limj+ f(x) = + .
X.'-z— X—»E
d) Fazendo x = 0, temos f(0) = B (Lot Sty
2-0-5 5
Fazendo f(x) = 0, temos —— L _ o, istoé, x=1
2x =5

As intersecées com 0S €ix0s sdo os pontos <0, -§—> e (I, 0).

1
1 ——
2 T x—1 _ X _ 1
e)ltf‘kwf(x)—lh"im 2X—5_}<1_I.Ilm z_i o &
X
li“l . f(x) = —;—— (analogamente)
, 1-2x—=35)—-(x—-1)-2 -3 5
f) f'(x) = = <0, ¥ =
) P& @x - 57 @2x - 5) *#
entdo f ¢ decrescente em todo intervalo que ndo contenha £

2
g) f ¢ derivavel em seu dominio e f* nunca se anula, entdo f néo
tem extremantes. '

h) £'(x) = (—2){1_2—5)3

entdo:

x < % = 2x—-5<0 = f’(x) <0 = concavidade negativa

X > % = 2x—5>0 = f’(x) >0 = concavidade positiva
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Como o sinal da concavidade muda no ponto de abscissa % (em que / LEITURA

ndo ¢ definida), concluimos que o grafico de f ndo tem ponto de inflexio,

f Cauchy e Weierstrass: o Rigor
’ Chega ao Calculo

i) grafico de f:

A f(x)

Hygino H. Domingues

3 O célculo, tal como foi deixado por Newton e Leibniz, carecia
quase totalmente de estruturagéo logica. E nos 150 anos seguintes mui-
to pouco mudou quanto a esse aspecto. Embora houvesse consciéncia,
em todo esse tempo, da necessidade de demonstragGes e justificativas,

| estas freqiientemente ndo correspondiam aos padrdes atuais de rigor,
apelando demasiado para a intuicdo geométrica.

Assim € que por muito tempo a confianga no calculo derivava
sobretudo de sua eficacia. Um episddio envolvendo o matematico e as-

' tronomo Edmund Halley (1656-1742) e o bispo George Berkeley
| (1685-1753) ilustra bem essa situacdo. O primeiro, talvez movido por
| concepg¢odes materialistas inspiradas na ciéncia da época (em que o cal-
- | culotinha papel especial), teria convencido alguém em seu leito de morte
|  arecusar o consolo espiritual que lhe seria ministrado por Berkeley.
Este, eximio polemista, expressou sua irritagdo num livro de 1734 inti-
5 tulado O analista: ou um discurso
dirigido a um matemdtico infiel, no
qual provou de forma irrefutavel
que o célculo aquela altura era, tan-
to quanto a religido, matéria de fé.
Pois certamente néo havia ex-
plicagéo para o fato de Newton, no
seu Quadratura de curvas, operar
algebricamente seguidas vezes com
| um incremento % e, ao fim, consi-

EXERCICIOS

Nos exercicios 288 a 297, determine o dominio, a paridade, os pontos de descoi-
tinuidade, as interse¢des do grafico com os eixos, o comportamento no infinito,
o crescimento ou decrescimento, os extremantes, a concavidade, os pontos de i
flexdo e o grafico de f.

|
| s

288. f(x) = 2x3 — 6x 293. f(x) = x'? + 2. x¥? | i : derar nulos todos os termos envol-
289 SR S R ) s e vendo £ (agora igualado a zero). E
fx) = 4=zt =2z~ 1 % =14 &2 v tampouco para aceitar que a razio

290. f(x) = 3x* + 4x3 + 6x2— 4 295. f() = x{1-x E | 1 gﬁ/ggnirétiig zzlsedll,feei%e:i;lail\férsigéig_

: i 138 e 139), expressava a inclinacé

o . x + 1 e o , expressava a inclinagdo
291. f(x) = (x - 12 (x + 2)} 296. f(x) = —— 3 ‘ Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). da tangente, e néo a da secante (ver
figura). O desprezo das diferenciais

202, ¢y = 123 _ 297. Lo B superiores, sem nenhuma explicag¢éo convincente, levaqdo a resulta-
LS e ok " 1G) X2+ 9 dos corretos, ensejava a Berkeley a observacdo ‘‘em virtude de um

I
1

204 | 205
|
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erro duplo chega-se, ainda que ndo a uma ciéncia, pelo menos a uma

verdade”’.

D’Alembert (1717-1783), que em algum momento teria declara-
do ‘‘avante, e a fé lhe vird’’, sugerindo como enfrentar os mistérios
do célculo na época, vislumbrava porém que para sair desse estado era
preciso estabelecer um método de limites.

Em 1784, a Academia de Ciéncias de Berlim instituiu um con-
curso, cujo prémio seria conferido dois anos depois, sobre o problema
do infinito em matemdtica. O edital manifestava o desejo da Acade-
mia de uma explanagdo sobre o porqué de muitos teoremas corretos
serem ‘‘deduzidos de suposicoes contraditorias’’. O vencedor foi o sui¢o
Simon L’Huillier, com o trabalho Exposicdo elementar do cdlculo su-
perior. Mas L’Huillier, que introduziu a notagéio dP/dx = lim (AP/Ax)
para a derivada, pouca luz trouxe ao problema. Seria s6 no século XIX,
especialmente gracas aos esforcos de Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857) e Karl Weierstrass (1815-1897), que o assunto seria funda-
mentado com rigor.

Natural de Paris, Cauchy es-
tudou na Escola Politécnica e, a
despeito de seu grande talento para
A a ciéncia pura, chegou a encetar
uma promissora carreira de enge-
nheiro, abandonada em 1815 por
razdes de saude. Nesse mesmo ano
inicia-se como professor na Escola
Politécnica — afinal, a essa altura,
seu curriculo ja exibia vérios traba-
Ihos de valor no campo da matema-
tica, o primeiro de 1811. No ano se-
guinte aceita sua indicacdo para a
Academia de Ciéncias, mesmo sen-
do para o lugar de Monge, exclui-
do por razdes politicas. Mas era
coerente: em 1830, com a expulsdo
de Carlos X, exila-se voluntaria-
mente; ja de volta a Franca hd cer-
ca de dez anos, em 1848 passa a ocupar uma cadeira na Sorbonne, da
qual € excluido em 1852 por sua recusa em jurar fidelidade ao governo
(em 1854 foi readmitido sem essa exigéncia).

Cauchy deixou cerca de 800 trabalhos entre livros e artigos, co-
brindo quase todos os ramos da matemadtica, um feito talvez s6 supe-
rado por Euler. Mas suas contribui¢ces mais significativas estdo na drea
do célculo e da anélise, sempre pautadas pela preocupagio com o ri-
gor e a clareza. Um exemplo disso estd na sua abordagem das séries,
com o cuidado que dispensou 4 questdo da convergéncia.

Seu Curso de andlise, um livro-texto feito para a Escola Poli-
técnica, apresenta a primeira defini¢do aritmética de limite. A precisdo
com que dela decorrem conceitos basicos como os de continuidade, di-
ferenciabilidade e integral definida seguramente marca o inicio do cal-
culo moderno. Mas Cauchy recorria com freqiiéncia a expressdes co-
mo ‘‘aproximar-se indefinidamente’’ e ‘‘tdo pequeno quanto se dese-
je’’, por exemplo, o que precisava ser quantificado convenientemente.
Esse trabalho seria feito por Weierstrass.

Natural do povoado de Ostenfeld (Alemanha), Weierstrass era
filho de um inspetor de alfindega autoritdrio que desejava vé-lo num
alto posto administrativo — tanto mais que sua passagem pela escola
secunddria fora brilhante. Mas Weierstrass ndo deu essa alegria ao pai,
embora tivesse ficado de 1834 a 1838 em Bonn matriculado no curso
indicado (leis, que afinal ndo concluiu). Em 1839 habilitou-se para o
ensino médio de Matematica em curso intensivo no qual teve como pro-
fessor C. Guderman (1798-1852), especialista em fungdes elipticas, seu
grande inspirador.

Paralelamente ao exercicio do magistério secundario, Weierstras
langou-se a pesquisa. E seus traba-
lhos pouco a pouco foram-no fa-
zendo conhecido: em 1855 obtinha
um doutorado honordrio na Uni-
versidade de Konigsberg e em 1856
tornou-se professor da Universida-
de de Berlim, onde ensinaria nos 30
anos seguintes.

Weierstrass publicou pouco,
comparado a Cauchy. Mas sua obra
distingue-se pela qualidade e, em es-
pecial, pelo rigor. Os ultimos res-
quicios de imprecisdo que ainda
acompanhavam 0s conceitos cen-
trais do calculo, como o de niimero
real, funcdo e derivada, por exem-
plo, foram eliminados por ele. No
que se refere a teoria dos limites, sua grande arma foi a notacdo e — 8.
A razdo finalmente se impunha a fé.

Welierstrass.
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CAPITULO IX

Nocdes de

Calculo Integral

I. Introducdio — Area

188. Historicamente, foi da necessidade de calcular 4reas de figuras plan
cujos contornos ndo sdo segmentos de reta que brotou a nogdo de integral,

Por exemplo, consideremos o ‘}
i L y

problema de calcular a drea 4 da regido
sob o grafico da fungdo f: [a, b] — IR,
em que f(x) > 0 (ver figura).

Admitindo conhecida uma nocdo
intuitiva de drea de uma figura plana e, -
ainda, que a drea de um retdngulo de ba- @
se b e altura h é b - h, vamos descrever
um processo para determinar a area A. &

f(x)

Se f(x) fosse constante e igual }
a k em [a, b], a drea procurada seria Y
a area de um retangulo e teriamos:

A=k-(b—-a)

Nao sendo f(x) constante, divi-

dimos o intervalo [@, b] em subinter- @
valos suficientemente pequenos para
que neles f(x) possa ser considerada
constante com uma boa aproximacéo.

x¥

208

S g =y Sl SRR W= DR S NN i b5

NOGCOES DE CALCULO INTEGRAL

Em cada subintervalo podemos J
calcular, aproximadamente, a area sob y
o grafico, calculando a area do peque- ,
no retdngulo que fica determinado 5‘
(uando supomos f(x) constante; a area 4
procurada sera, aproximadamente, a so-
ma das areas destes retangulos.

xy

1T
a b

Vamos descrever mais precisamente o procedimento acima relata-
do. A divisdo de [a, b] em subintervalos é feita intercalando-se pontos
\,, X5, ..., X,_, entre ¢ € b, como segue:

A =% <K< <. <X <5< . X, < X, =D

Os n subintervalos em que [a, b] fica dividido tém comprimentos
Ax =x—x_;,i=1,2,..,n Escolhemos X; € [x;_,, x;] esupomos f(x)
constante e igual a f(X) em [x,_,, x;], { = 1, 2, ..., n. Graficamente,
femos:

i

A

f(x;)

~--_--_______-§\\
e

/
V4l

\
\
Y

Fem e g

-
X

x
o
Il
©
%
x
N
X
I
x

Xn~1 b = x

n

A drea A é aproximadamente a soma das areas dos retangulos, e es-
Crevemos:

A = f®)AX + f&)AX + oo + fR)AX + ..o + [K)AX
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NOCOES DE CALCULO INTEGRAL

ou seja:

A = E £(%) Ax

EXERCICIOS

A soma que aparece no 2% membro das igualdades anteriores se apro
ma mais e mais da area procurada a medida que dividimos mais e mais [a,
nao deixando nenhum subintervalo grande demais.

189. De um modo geral, se f é uma funcdo continua definida em [a,

n
o numero do qual as somas E Sf(X)A;x se aproximam arbitrariament¢
i=1
medida que todos os A;x se tornam simultaneamente pequenos ¢ chamado |
b
tegral de f em [a, b] e é representado por f f(x)dx. Assim, podemos di

a

que, sendo A,x pequeno, i = I, 2, ... n, temos a igualdade aproximada;:

b n
L fdx = Y, f(%)Ax

i=1

No caso da area A que estavamos calculando, podemos escrever:

A = J: f(x)dx

190. Em muitas outras situacées nio diretamente ligadas ao calculo de 4reay.
somos levados através de um raciocinio semelhante ao exposto acima, a cony
derar uma fungéo fdefinida em [e, b], subdividir [e, b], formar somas do (i

n

JS(xX) Ax e determinar o nimero de que tais somas se aproximam a Im
=]
dida que os A;x diminuem, ou seja, somos levados a um processo de integ
¢do. Estabelecer a nocdo de integral desta forma geral é o que pretende
a partir do proximo item.
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10°
dividindo o intervalo [0, 50] em subintervalos de comprimento /0.

Solugio

Facamos x, = 0, x; = 10, x, = 2

escolhamos, por exemplo, X, = 5, X, = 15, X;
25 = 45.

Graficamente, temos:

(3%}
o
&g
Iy
W
&
o o

YA

i

! for el o S |

! i T :

fi ik i il y |

1 1 Rl I i

“] i e i v : : ; 1 150 ok

{5 1o 115 |20 {25 |30 135 [40 14B\1%0 T
="0 X1 X4 X2 Xy XS X3 X4 Xy Y5 X

A area A tera o valor aproximado:

A = fE)AxX + f&K)AXx + f(X)Ax + f(X)Ax + f(Xs) Asx

Efetuando os cdlculos, resulta: |

A = 8375

O valor correto, conforme veremos, ¢ 8§ 333 —.1?—, sendo o erro cometido da

ordem de 0,5%, apesar de o numero de subdivisGes ser tdo pequeno.

. x?
298. Faga uma estimativa da drea 4 sob o graficode f(x) = 250 — =~ 0 < x <50,
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299. Obtenha uma estimativa da drea sob o grafico da fun¢do f(x) = 220 , x € [10,50]

dividindo o intervalo em 4 subintervalos de comprimento 0. (O valor correto du
area procurada é 321,9.)

II. A integral definida

Vamos agora estabelecer de um modo geral a nogéo de integral de uman
func¢do f definida em um intervalo [a, b].

191. Particdo

Uma parti¢do de [a, b] € um conjunto
P = (X, X1 Xy ey Xi_ys Xiy ey X} cOm X; € [@,b], i = 1,2,...0n ¢

Aa=%x<x5<x<..<x35,<x5<..<x =50

192. Norma

1

) , g 2
Chamamos norma da particio & o nimero u, maximo do conjunta

[Ax, Ayx, ooy Aix, ooy Ax) emque Ax = X, — Xy, £ =1,2,...0.

193. Soma de Riemann

Sendo X; escolhido arbitrariamente no intervalo [x;,_,, x;]1,i = 1, 2, ... n,
asoma f(X)Ax + fO)Ax + ... + fX)Ax + ... + f(X)A,x

ou seja, Z Sf(x)A;x se chama soma de Riemann de f em [a, b] relativa
=1

particao &P e a escolha feita dos X

194. Funcdo integrdvel

Sob certas condicGes bem gerais, que estabeleceremos a seguir, as 50«
mas de Riemann se aproximam arbitrariamente de um nimero fixo I, quanda
a norma p da particdo se torna cada vez menor, independentemente dag
escolhas dos x;. Quando isto ocorre, dizemos que a fungio f € integrdvel em
[a, b] el é a integral de fem [a, b].
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Precisamente, dizemos que f € integravel em [a, b] se existe um nume-
1o real I satisfazendo a seguinte condi¢do:

Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que em toda particdo 2P com norma

n < 6 temos E fx)Ax — I‘ < ¢, qualquer que seja a escolha dos X;

i=1

cm [xi_j, X,—].

195. Integral

Sendo f integravel em [a, b], o numero I é chamado integral de f em
b

la, b] (ou integral definida de f em [a, b]) e é representado por f S(x)dx;

a

resulta que, dado € > 0, existe 6 > 0, tal que

b
p<dé = |y fX)Ax -—fa fx)dx | < €

Vamos, agora, estabelecer uma condicdo geral de integrabilidade.

196. Teorema 1

Se f é continua em [a, b], entdo f ¢ integravel em [a, b].

A demonstracdo deste teorema estd além dos objetivos destas nogées ini-
ciais e deixaremos de apresenta-la. Ela pode ser encontrada, por exemplo, no
livro de Kaplan & Lewis, Cdlculo e Algebra Linear*.

EXERCICIOS

100. Calcule, pela definicdo, a integral de f(x) = 5x + 7 em [, 5].

* Vol. 1, Cap. 4.26. Livros Técnicos e Cientificos Edit.
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214

Solu¢ao

5

Devemos calcular J‘

: (5x + 7)dx. Como a funcdo f(x) = 5x + 7 écon-

tinua em [/, 5], sabemos pelo teorema 1 que a integral existe. Dividindo

[Z, 51 em n subintervalos iguais de comprimento —3-, temos:
4 4 : 4
Xg = L=l e 1 + Z'T’ oy X = (1—1)7,

R nlieE i e e = §

! n

Escolhendo, por exemplo, em cada subintervalo, X; como sendo o ponto 1
médio, resulta:

4 e g
Loyl TR BNl 5o s o
o 2 2 T =
Segue que f(X) = 5% + 7 = 12 + %)—i——ln‘l,
200, 10\ 4 :
fx)Ax = <12 gt n> —, ou seja,
48 40 805
fx)Ax = s 2 + oz i
Logo,

n n
vl 48 40 TR0
Y twax= ) (4540, 80 )

i=1 i'=:1
-Zn:i=48—ﬂ+—8°— ii

= Rl LAy e

n n’ i i e

n

: n-(m+ 1)

Como i=—————" resulta que

igl 2 %
n " 1
y f@)Aix:48~ﬂ+§g.3_<n_u=48~ﬁg+40.<m)
= n n 2 n n
Como “A;x ="' Ak <l Bre Ay, et Ay —Z—, a norma p serd

igual a —3—; logo, quando p se aproxima de zero, temos:

101.

102.
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1) n cresce arbitrariamente
40 :
2) i se aproxima de zero

3)n+1

se aproxima de /

n
4) E Sf()A;x se aproxima arbitrariamente do ntimero 48 — 0 + 40 - I
il
ou seja,
p=0 = Y f&Ax = 88

i=1

Temos, entdo:

5
J: (5x + 7)dx = 88

De fato, calculando a area sob o grafi-

codef(x) = 5x+ 7entrex = Ilex = 5, YA
temos: /
321
127
A=(12’2“32>4=88 1 oo

5

Calcule, pela defini¢do, conforme o exercicio 300, J (5x + 7)dx, escolhendo

1
em cada subintervalo [x;_;, x;] um ponto X; tal que

a) X = X, b) X; = x;

6
Calcule, pela defini¢do, conforme o exercicio 300, L x?dx.

n

Dado: Z %=

i=1

n-m+1-@n+ 1)
; .
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III. O calculo da integral

197. Vamos agora procurar um processo para calcular a integral de fem [a, 4]
sem termos que recorrer a definicéo.

Consideremos f continua € ndo  y,

b
negativa em [a, b]. O numero L SfCodx

representa a drea A sob o grafico de f(x)
no intervalo [a, b].

A = fb f(x)dx @

a

<y

Observacdo: Naturalmente, a letra que representa a variavel indepen
dente pode ser escolhida arbitrariamente, e considera-se que:
b

A = Jb f(x)dx = Jb f(t)dt = Jl f(u)du = ... etc.

a a a

Vamos chamar de A(x) a fungdo v,
que a cada x associa a area sob o grafi-
co de f no intervalo [a, x] (ver figura). f(x)
Segue que A(a) = 0,
b
Ab) = J; f(x)dx, e de um modo geral.
2 A
AK) = j f(t)dt =
a X b

X

(Evitamos escrever A(x) = j Sf(x)dx para poder destacar que a vii

a

riavel x ¢ um dos extremos do intervalo de integracdo.)

Com as hipdteses ja admitidas anteriormente, vamos mostrar que a de

rivada da funcdo A(x) ¢é a funcdo f(x).
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198. Teorema 2

X

Se A(x) = j f(dt, entdo A'(x) = f(x).

Demonstracdo
Seja x € [a, b] e h > 0 com x + h € [a, b].

Sendo f continua em [a, b], ela
oserd em [x, x + k], e portanto admi- vA
e um ponto de maximo X,, € um pon-
to de minimo x,, em [x, x + A].

Raciocinando geometricamente,
cem termos de area, na figura ao lado,
segue que:

(%) -h S A + h)— A®) < f(xy) -h.  F*n)
lLogo,

f(xy)

A + h) — A®x)
h

M(xn) <

< f(xw).

Quando 4 tende a zero, f(x,,) e f(x,,) se aproximam simultaneamente
Ax + h) — AXx)

de f(x) enquanto o quociente p

se aproxima da derivada

A direita de A(x), isto é:
fx) < A'(x*) < f(x)
Resulta que A'(x*) = f(x):

Analogamente, sendo & < 0, considerando o intervalo [x + A, x],
femos:

f(xw) - (7h) < A() — A(x + h) < f(xy) - (-h).

y‘r fx)

Z/

LT | ] e

X)) |- - |
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Segue que
f(x,) < A0~ f‘h"‘ 0 ¢ )
f(x,) < A& T ‘I‘l) ~A® ¢ fxy)

e como no caso anterior, quando 4 tende a zero, resulta que a derivada a e¢s-

querda de A(x) éigual a f(x):
f(x) < A'(x) < f(x), isto é, A'(x") = f(x)

Isso mostra que A'(x) = f(x) em [a, b].
dA

Utilizando a notagdo A'(x) = I

» e lembrando que A(x) = L S,

temos o resultado

d
g J: f(Hdt) = £(x)

bastante sugestivo, ja que estabelece uma relagédo essencial entre dois conceitoy
que nasceram de forma independente: o de derivada e o de integral.
b

Para calcular f

a

Sf()dx, podemos procurar uma fun¢do como A(x),

b
tal que A(@) = 0 e A'(x) = f(x), e teremos: A(b) = L S)dx.

Este procedimento pode ser simplificado se atentarmos para o seguinte
teorema.

199, Teorema 3

Se F(x) é uma funcio qualquer que satisfaz a condicdo F’'(x) = f(x)
em [a, b], fcontinua em [a, b], entdo F(x) = A(X) + ¢ em que c € umi

constante ¢ A(x) = L f(ndt.

Demonstracdo

De fato, mostramos que A’(x) = f(x) e sabemos por hipotese que
F'(x) = f(x); segue que a derivada de fungdo F(x) — A(x) é nulaem [a, b|
e entdo F(x) — A(x) ¢ constante, ou seja, F(x) — A(x) = c.
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S(x) = x2, sdo primitivas de f as fungdes
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Sendo, entdo, F(x) tal que F'(x) = f(x), temos:

{F(b) = A®D) + ¢
F@@ =A@ +c=0+c=c

Logo, F(b) = A(b) + F(a) e entdo A(b) = F(b) — F(a).

b
200. Resumindo, o procedimento para determinar L f(x)dx, em que f é
uma fungdo continua em [a, b] deve ser o seguinte:

a) procuramos uma fungdo F(x) tal que F'(x) = f(x)
b
b) vale que L fx)dx = F(b) — F(a).

Observacdo: Na justificativa do procedimento acima, utilizamos como
hipétese o fato de fser ndo negativa em [a, b]; caso f(x) < 0, uma pequena
altera¢@o nos argumentos levaria & mesma conclusdo, de modo que a tnica exi-
géncia efetiva para f é a continuidade em [a, b].

201. Uma funcido F satisfazendo a condi¢gdo F'(x) = f(x) é chamada pri-
mitiva de f ou, ainda, integral indefinida de f. Se F ¢ uma primitiva de f, entdo
F(x) + ¢, em que ¢ é uma constante, também é. De um modo geral, represen-

tamos uma primitiva genérica de f por j fOodx. Assim, por exemplo, se
x3

+ 5, ou, de um modo

37 3
x3

reral, —— + ¢, € escrevemos:

g » 73

3
2dx = 2 + ¢
_fx X .

Outros exemplos:

6
L[wdx =2 +c
2.Jx"dx= nx“+”1 +c¢ (m#-1)
3.jldx=fdx=x+c

219




NOCOES DE CALCULO INTEGRAL

202. Como conseqiiéncia de propriedades conhecidas para as derivadas, |

4.fcosxdx=

sen X + ¢
5.fsenxdx=—cosx+c
6. fexdx =€ + ¢ ete.

mos ainda:

Seguem mais alguns exemplos que ilustram a aplicacdo das propried

f (fx) + gx)dx = f f(x)dx + f g(x)dx

J -

'k constante

f)dx = k- [ fx)dx  (k # 0)

des acima.

1.

2k

w

N

W

f(x3+cosx)dx=fx3dx+fcosxdx=xT4+senx+c

f5x3dx=5fx3dx=5-xT4+c

f 6x + 7ydx

2
=3-XT+7X+C

.f(3senx+4cosx)dx=—3cosx+4senx+c

.f(x2—5x+3)dx=xT3—5X—2+3x+ c

2

EXERCICIOS

303. Determine primitivas para as funcdes:

220

a) f(x) = Jx

b) f(x) = =

¢) fx) = 5726

d) f(x) =

x2

e) f(x) =

304.

305.

306.
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Solucio

Lembrando das regras de derivacdo ja estabelecidas, temos:

f 3/2 O
giel = Y
i e _x:2_ Ry
b)Y f) = xR B(x) = =5 3%
=2/541
C) f(x) i X—Z/S;. F(X) Ly L2+__ L _;_XS/S
= -5— + 1

d) f(x) = T_%;(Z—; F(x) = arc tg x

i i i
eluf(xy = l——;{—z—, Fx) = x + i

Em cada caso, F(x) + ¢, em que ¢ ¢ constante, também ¢ uma primitiva de

J . 2
f(x). Poderiamos escrever genericamente: f iy —3—x3/2 + ¢, etc.

Determine primitivas para as fung¢des indicadas:

T <7 3
a) f(x) = x*—2x + 7 d ) = _3__ - xT
b) f(x) = sen x + 3 cos x
&) £(x) = X3+ 1
¢) f(x) = —x° + 3 7

Determine as integrais indefinidas indicadas:

a) [ (¢ - 4x2 = 2x + Ddx d) f—dx
b)jseczxdx )J‘<x3+l>
c)f<;—21>dx

Calcule:

a)_fsxdx d)f‘j—%dx
2 I 3& o e) J‘L,_ dx
o) [ Yx dx

221




NOGCOES DE CALCULO INTEGRAL

/2
Calcule f g cos x dx.

NOCOES DE CALCULO INTEGRAL

311. Calcule a érea sob o grafico de f(x) = x?—5x + 9, 1 < x < 4.

x3 %2
By = fi6d5x + e = =~ 5+ ox

F4) ~ (1) =

307.
Solu¢iio
Solugao 4
A area A sera igual a JI Sf()dx (ver figura). Logo,
Uma primitiva de f(x) = cosx é F(x) = J‘ cos xdx = sen x. Segue que
x/2
b S i YA
J:) cos X dx = sen 2 sen 0 = 1.
Também costumamos indicar os calculos como segue: € entdo
/2 w2 4
fo cosxdx = senx | , =sen—72r-—sen0=1 , & = 5x + 9)dx =
e A ) S
3 6 2
308. Calcule as integrais definidas:
1 /4 2
a)f x dx c)J~ sen x dx e)‘[ 12 dx
0 0 1x 312. Calcule a 4rea sob o grafico de fentre x = a e x = b.
2 /4
b) Jl x2dx d) L cos x dx a) f(x) = 4 - x* e [a bl =[22]
b) f(x) = x* + 7 e [a, b] = [0, 3]
309. Calcule: ¢) f(x) = 3 + sen x e [a, b] = [O, %]
1 1
d) f(x) = + 1 e J[a, bl =1]0,4
a) j_l 7 dx d) .L (—x2)dx ) f(®) = Jx 1 [a, b] = [0, 4]
1 il e) f(X) = 1 X X2 € [a’ b] = [0’ 1]
b) > x2 dx e) . 2x4 dx
4
! 313. Calcule f (=x? + 5x — 9)dx e interprete o resultado obtido.
V) » x7 dx I

310. Calcule:

2
a) L (x? = 3x + 5)dx

/2
b) f_ m(sen X + cos x)dx

/2
) J:) (1 + cos x)dx

222

1
d) jo x* — Dx dx

e) f <J§ 5 %)dx

Solucao

Temos: F(x) = j —x* + 5x - 9dx = — =

4
fl —x* + 5x — 9)dx = F(4) — F(1)

b gk b R __41_>=__61=_2_1‘
i 3 6 6 )
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O ntimero —21/2 é o simétrico da medida da 4rea indicada na figura abaixo.

A x )
(Lembramos que a medida de uma
area ¢ um numero sempre ndo ne-
gativo.)

9| De um modo geral, se f(x) < 0
em [a, b], resulta que:

—f(x) > 0 em [a, b] e f(—-f(x))a’x = -—ff(x)dx. Logo, se f(x) < 0
b

em [a, b], L f)dx = —A em que A4 é a drea da regido situada entre o

eixo x e o grafico de f no intervalo [a, b].

27

314. Calcule L sen x dx e interprete o resultado.

Soluciio
Temos: _[sen x dx = =~cos x
2T
Jo sen x dx = (~cos 27) —(—cos 0) = y ‘P
= =1 4+1= 0,

Como senx > Oem [0, Tl esen x < 0

em [x, 27], 0

(s
J:) sen x dx = A, (ver figura)

.E sen x dx = —A, (ver figura)

224
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Como, por simetria, sabemos que
A, = A,, segue que
YA

2
fo sen x dx = A, + (A, = 0. A,

<Y

De um modo geral, se f(x) = 0 em
[a, ], e f(x) € 0 em [c, b], entdo,

b
J fx)dx = A;— A, (ver figura)

a

Justifique geometricamente, através de uma figura, as afirmagGes:
a

a) se f é uma funcdo impar, I fydx = 0

-a

a

h f)dx = ZJ fodx.

0

a

b) se f é uma funcdo par, J

Calcule as areas da regifio compreendida entre as curvas y = x? ¢
y = —x?+ 4x.

Solucdo

Nos pontos de interse¢do das curvas, temos:

x2 = —x2 + 48 = 2’ —4x = 0 =
= x=0ou x=2 v A ok 8
A area A pode ser calculada assim R R w

2
A = jo (—x% + 4x)dx -—J: x?dx

ou, equivalentemente:

A = J: [(=x* + 4x) — (x®)]dx

NF——=— === —

<Y

2 0

Temos, entdo: A = L (—2x% + 4x)dx

&
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e segue que F(x) = f(—ZxZ + 4x)dx = — ~—~2§3 + —-4;2 ! B

e A =FQ) - F0) = <~’3—6+8)—0=%_

317. Calcule a 4rea da regido limitada pelas curvas:

a)y =x e y = x2
b)y=x*-1 e y = 1-x2
oy =x? e y=2x+8
d)y=x2 e y=\/;
e) y = sen x e y = x*— 7x

318. cCalcule %, sendo F(x) igual a:

a)fl (5t + 2)dt b) Jj Jt dt <) .[1 Jt dt

IV. Algumas técnicas de integracéo

203. At¢ agora determinamos f J(X)dx utilizando as regras de derivagio
algumas propriedades das derivadas. Entretanto, o calculo de uma primitivi’

pode ndo ser uma tarefa simples ou imediata. Vejamos alguns exemplos:
j % f2x - cos x2dx = sen x2 + ¢
2 3 e —1dx=2]x-1p +c
3
3.fx-cosxdx = XSenXxX + cos X + ¢
4.fx-exdx = xXe*—¢e* + ¢
Nestes casos, algumas técnicas sdo requeridas, a fim de determinarma

a 1_ntegral i{ldefinida. Nestas nogdes iniciais sobre integral, examinaremos du
a integracdo por substituicdo e a integracdo por partes. .
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204. Integrac@o por substituicdo

Consideremos o calculo de uma primitiva de f(x) = 2x - cos x°.
Fazendo a substituicio x2 = u(x), teremos u'(x) = 2x, e entdo
/() = u'(x) - cosu(x). Lembrando da regra da cadeia, do calculo das deriva-
das resulta que uma primitiva de #’(x) - cos u(x) € sen u(x), ou seja, que

f u’(x) cos u(x)dx = sen u(x) + ¢

De um modo geral, se f(x) pode ser escrita na forma g(u) - u’, em
que u = u(x), entdouma primitiva de f(x) sera obtida tomando-se uma pri-
mitiva de g(u) e substituindo u# por u(x), ou seja: ’

[ fedx = J g - w'@dx = GLE) + ¢
onde G(u) étal que G'(u) = g).

205. No caso de j 3x2x3 — 1 dx, temos:

ux@) = x*—1, v'(x) = 3%
u3/2

L Jdx3 = = .u’ = =
J.3x2 \[x 1 dx J«E u’ dx 372 + c

3 — 1)32
=(X 1) +c=—§—(x3-1)3+c

3/2

EXERCICIOS

319. Determine as primitivas indicadas:

a) [ 7+ sen 7x dx & [+ 17 dx

b) f cos 3x dx e) Jese“ X . cos x dx

) f e’ - x dx
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320.

321.

228

Solugéo

a) Fazendo u(x) = 7x, temos u'(x) =

7 e segue que

j7sen7xdx=fu’-senudx=—cosu+c=—cos7x+c

b) Fazendo u(x) = 3x, temos u'(x) =

3 e segue que

jcos3xdx=~;,—J'3-cos3xdx=—é—fu’-cosudx=

sen 3x
T—8en 1 +C = S
3 3 a1

c) Fazendo u(x) = x?, temos u'(x) =

S
je")x dx = 2J'e(")-2xdx

1 2
e @)

it o
2]

I

d) Fazendo u(x)

18
ju”.u’dx:L

x + D7d
[ o+ viax 18

I

e) Fazendo u(x) = sen x, segue que

fese“" cos x dx = fe“ -u'dx = ' +

Calcule as integrais indefinidas indicadas:
a) [ Gx + 75 3dx
b) [ e 3 dx

c)fS-cosSxdx

Calcule:
a) f e® . x2dx
b) fx - cos 3x%dx

o) J (5x - 11dx

2x e segue que:

.1_ ¢ H S 4 _LU e
zfe u'dx = 2e +iciE

x + 1, temos u'(x) = I e segue que

18
+c=~(§4l-T1)—+c

Sl e

& [3- 5%+ 7dx

1
9| o

d) [ f5x—1dx

1
C)fmdx

ad
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322. Calcule:
a) _f e*dx
b) f (sen x)° cos x dx
<) f sen 5x dx
d) [ cos(3x + 1dx

o | 6 - 20%ax

206. Integragdo por partes

Sabemos que para a derivada de um produto u(x) - v(x) vale a
igualdade:

uE) - v(x) = ') - vE) + V(X - u®).

Assim, segue que uma primitiva de (#(x) - v(x))" ¢igual a soma de uma
primitiva de #’(x)v(x) com uma primitiva de v'(x) - #(x) (a menos de uma
constante), ou seja:

I(u(x) - v(x))'dx = fv(x) -u'(x)dx + fu(x) - v (x)dx

Mas uma primitiva de (u(x) - v(x))’ € u(x) - v(x); logo:

uX) - v(x) = fv(x) - u'(x)dx + _fu(x) - v/ (x)dx

Isso significa que

fv(x) -u'x)dx = u) - v(x) — f u(x) - v'(x)dx

¢ que uma primitiva de v(x) - u'(x) pode ser obtida através de uma primitiva
de u(x) - v'(x), caso isso seja conveniente.

207. Por exemplo, procuremos uma primitiva de x - e¥. Fazendo v(x) = x
e u'(x) = e*, temos:

J'x -e*dx = I v(x) - u'(x)dx
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Como u'(x) = e = u(x) = e*
vix) =x = v'Kx) =1

fv(x) -u'(x)dx = u(x) - v(x) — f u(x) - v'(x)dx
segue que:

fx-e"dx=x-e"—fe"dx

=X-e—¢e + ¢

208. Um outro exemplo: procuremos fx - cos x dx.
Fazendo v(x) = x e u'(x) = cos x, segue que:
fx -cos x dx = fv(x) - u’ (x)dx..

Como u'(x) = cos x => u(x) = sen x
vix) = x = v =1,

fv(X) ' (x)dx = u(x) - v(x) — f u(x) - v'(x)dx

segue que:

fx-cosxdx=x-senx—fsenxdx=X-senx+cosx+c

N

EXERCICIO

323. Calcule:
a) fx - sen x dx
b)j(3x + 7) - cos x dx
c) f(2x = 1)y -etdx
d) [ 3% + 1) - cos 5x dx
¢) [ @x-3)-e-max
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V. Uma aplicacdo geométrica: calculo de volumes

209. Consideremos o sélido de revo-
lucdo gerado a partir da rotagdo do gra-
fico de fem torno do eixo dos x, sendo

Jx) =2 0 em [a, b] (ver figura).

Vamos descrever um modo de
calcular o seu volume V.

Se f fosse constante e igual a c em
|a, b], o sélido gerado seria um cilindro
¢ teria volume V igual a wc? - (b — a):

V =axc2-(b—a)

Nio sendo f constante, vamos di-
vidir [a, b] em pequenos subintervalos
¢ em cada um deles, aproximando f(x)
por uma func¢do constante, vamos cal-
cular o volume da fatia do sélido gera-
do como se fosse o de uma fatia ci-
lindrica.

Assim, o volume V sera, aproxi-
madamente, a soma dos volumes das fa-
lias cilindricas consideradas, ou seja:

n

Y 7 )P - Ax

i=1

V=

emque X; € [x,_,, ;] e Ax =x,—x,_,.

f(x)

Lembrando da defini¢cdo de integral, resulta:

YA :
1
71N\
o f(x) / : \
! | \
/ \ \
1 bl 1
:: ‘. 1 il il >
1
0 2 ) | b: : X
Y vy
= \
! \\Q\:—»’/
|
YA
e
| !
C |- = A
/ o i1
! e )
Lot by 1 =
1 THh 1 bl
[0 I\a] ' \bl ] X
\| // ‘\l /
B = +7
| |
Yi
f(x)
7
PSR on ’
L o \
| !
e 1 A \
/ \ 1 \ '{Y I( !
x’ i ! bogie! "x ]’7;
¥ ] [ X
Vel ey Y &
\\ 5 A |\\ N /l
g = n / \\
N
b
[f(x)]* dx
a

b
V = L w - [fx)Pdx = 7
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210. No caso de um cone circular de raio da base r e altura &, podemos teﬁ ‘ ‘H‘
0 = 5 Respostas i
Hith
h 2 ’I -\\ \‘ ;‘
Logo: V= J <L x> dx = fix) o i
0 h ! \ “‘x }\
h o oS |
=w-r—2-Jx2dx= o[ ~< T il
h Jo S \ ; i
Sy -~ \\ /I > ® ;‘; “
e x| e _ ah L erciCios I
T TR T3 e T e 3 3 X 1C1 i
il
211. No caso de uma esfera de raio r, v A i
podemos ter: ‘
B d
f) = =% i) Capitulo I : "t
Logo: 1. a VA
A e
V=mn 3 (12 — x2pdx = -r \ Y
1
R ! \\ //:
3 g e) YA
= rarx — 2 2 5 D R [
- )| —wZoox(-20)=Lm . y“/
///, E
EXERCICIOS o i -
; | ! /—1 1 X
)
324. Determine o volume do tronco de cone gerado pela rotacdo do segmento de ret ° v ‘A
AB, em torno do eixo dos x, sendo A = (I, 1) e B = (2, 3).
1
325. Calcule o volume do sélido obtido pela rotacdo do gréafico de f(x) = x4
x € [1, 3], em torno do eixo dos x. -
326. A curva y = )]{, x € [, 4], ao ser girada em torno do eixo dos x determi / o
um solido de volume V. Calcule V. *
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

2. a) YA

b) YA

=<V

<Y

0) YA

X
d) 14 y

-
e) Y ‘}

>
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10.

11.

13.

YA

~ /T
L

=Y

cgof = (1, 1), 2, 3), G, 5)

C@of)(x) = X + 1

(fog) () = (x + 1)
(fof) () = x°
(gog) (x) = x + 2

. (hogof) (x) = 20+

(fogoh) (x) = 2% + 2

Ca) g = Ixl e fx) = x> +

1
b) g(x) = sen x e f(x) = x* + 4
c) gx) =tgx e f(x) = x>
d) g(x) = X e f(x) = tg x
e) g(x) = 2" e f(x) = cos x
f) g(x) = sen x e f(x) = 3*

Cf(x) = x + 3, gx) = 2 e h(x) = cos x

ca) 7= (@, a), (b, b), (¢, 0)

b) g ndo ¢ inversivel

-1 - 1-x
o h'(x) =

it =Vx+2

e T = —Vx
Hplm =1
X

X quando x < 1
f7'(x) = }2x—1 quando 1 < x <2

VX + 7 quando x > 2

X+ 9x* + 27x + 35

P -
(g of 7 (x) = g

LT ) = 10%

! (x) = 2 - arc sen x

n

Capitulo II

:5'0<8$%

16. 0 < 8 < 0,0005

17. 0 < & £ 0,01

18. 0<|x—%l<6 e 0<6<
28. a) 2 e) 0
b) 4 1
f) —
o-3 ) g
3 ) 9
d -12 B3
2
) 2 =
30. @) d) 3
7
b) 4 —
) €) 5
7
c) 6 f)T
2. 5
] _3
_ 4 21
a) 3 b) T c) 1
1 1
7. a) > b) 5 c) 8
%. a)y 2a c)n
b)i d =
3a n
1 1
0 3)7 C)T
b) - d) -1
2
1 1
L&) 55 Ry
1
B s >
) N d) -8
2
. a) 12 c) 1
3
B ==k d) 2
2

0,0001
3

s
b =3~
i) 2

) =2

3
3)7

e) na™

f) m amn

e) 1

f)

A"m

44.

46.

47.

48.

51.

62.

03.

04.

66.

67.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

ca)l

Las

a) 1

ca)l

56. a) 2

a) —1

a) -3

ca)l

b) 0
¢) ndo existe

a=-10

a=1

b) —4
3 1
b) > ©) 3
_3 R
b) 3 <) 3
b) -2— a3
4
9] 3
3
d) 3
n
d) £
na
. mn[_n—-m
e) n - ‘2
m
b) 5 ¢) ndo existe
b) 5 c)5
b) —11 ¢) ndo existe
b) -3 ¢) nio existe
b) 2 c)2
b) 1 o1
b) —1 ¢) ndo existe
b) 1 ¢) ndo existe
b) 3 ¢) ndo existe
b) =7 ¢) ndo existe
b) 1 ¢) ndo existe
b) 3 ¢) ndo existe
d) o g 2
e) 1 h) 1

f) ndo existe i) ndoexiste
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Capitulo III

70. a) + o
b) + o

72. a) —
b) + o
c) +
d) —oo

76. a) + oo
b) +

71. a) + o

b) — o se n for par e + « se n for impar

c) — o
d) +

€) +
f) — oo
g — >
h) + o

c) + o
d) — o

g) — oo
f) —oo
i) —oo
j) + e
e) —
f) + o

c) +©sec>0e—osec<0
d) —osec>0e+o2sec <0

78. a) + »

80. a) -2

5

4
b)T

c) + o«
d) —oo
82. a) 1
b) -1
c) 2
84. a) —
b) +
c)0

85. a) 2

86. a) +oo

b) +

d) 2
e) + o
f) 0

b) 0

Capitulo IV

3

90. —
a) 2

b) 2

236

&
ols o

s o9
l)?
j) 72

3
k)T

g 1
h) 0

g0

a
h)T

c) 2

<)

NIES

o
~

_.,
2
ols wlo

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

g0

1
h)—T

a) —sen a

b) sec a

c)seca-tga
2

U=

e) 0
£) 1

5
g) >
h) cos a
i) —sen a
o
a) 0
b) 1
a) 9
b) 2

a) + o
b o
c) 0

a) 210
b) 37°¢

a) 81
b) 4
91

a) log; 2
b) -2

a) +
b) — o
a) 4
b) fn 37
a) —1
b) 0

i) 2
|
i) >
3
N~3.
2
) =
m) V2
3
n) '?
o)a—b
p) O
-1
D 4
1
1') 7
s) %
1
c) 2
™
1
c) &
d) e
d) + oo,
e) + o
f) 0
c) e2
d) 107!
d) 3
e) &
f) 6_12
c) 2
d) 3
c) + e) —®
d) — f) + o
4
c) logT
d) 0
c)fn4
d) log =

103. a) ¢ d) e63
b) e €) e4

0 ¢ f) e

104. a) —

106. a) e’ c) e’
b) e d) e

107. a) e b) e’

108. a) 2
b) 3fn2

2

C)T
2fn3

9) 50n2

109. a) 1
b) log e

110. 2

Capitulo V

112. a) descontinua
b) descontinua

113. a) descontinua
b) continua

114. a) continua
b) continua

115. a) descontinua
b) descontinua

116. a) a = —1
1
b s

) a 3
-47
C) a —T

g) eab
h) o
e
1
C) '—ea—
1
L
e) et
c) &2
e) ¢
f) e*
g) 2*-fn2
c) 2
3
d) ——
) In 10

c) continua
d) descontinua

¢) continua
d) descontinua

¢) descontinua
d) descontinua

¢) descontinua

d) a=

e) a=

W= “\t‘l

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

Capitulo VI

1
118. 124, —
: 2
119. 4 1
125.
120. 3 334
121. 1 126. Nio existe.
122. Nao existe. 127. zero
123. — ——@—-
2
130. a) y =x + 1 e)y=%x+l
b)y=-1
c; , =X fy = ﬁ-x + =
y = y 3 3
dy=-x+2
132. — 4 m/s
9
134. 53 m/s?
135. f'(x) = O
g'(x) = 6
h'(x) = 15x'*
136. f'(x) = cn x*!
g'x) = sec? x
h'(x) = sec x - tg X
138. y = ex—é
140. a) 32 m/s c)t=3s
b) 108 m/s? d)t =2s

Capitulo VII

142. a) f'(x) = 88 x'°

o) f'(x) = 6x + 1

d) f'(x) = 4x> + 10x

e F'(x) = 3x* + 2x + 1

f) £'(x) = 20x*"! + 2n x"!

b) f'(x) =

144, a) f'(x) = 15x* + 4x> + 9x> + 8x + 1
b) f'x) = 9 + 7x° + 1260 + 4x° + 3K°
o) f'(x) = 52x + 3)(x* + 3x + 2)*
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d) f'(x) = 104 - 2x + 3)°!

e) f'(x) = (x* + 3x%) - ¢

f) f'(x) = (1 + x)-e* —sen x

g) f'(x) = 2a% - x* 2 + x fn a)

h) f'(x) = 3 - ™

i) f'(x) = se>*+!

j) f'(x) = =5 - cos*x - sen x

k) f'(x) = sen® - cos’x (7 - cos’x — 3 - sen’x)
1) f'(x) = a-cosx—b-senx

145, £'(0) = 4
146. y = —3840 - x + (38407 — 1024)
147, v = —a-e ' - (cost + sen t)

150.

238

o =2a-sent-e’

Ca) f'(x) = —14 - x8

b) f'(x) = —15 - x7°

5 2x + 1
c) f'(x) = — ———
9 o+ x + 1)
2
d) f'(x) = - ———
) (%) )
2
e)f’(x):—sx t6x:5
x* =1
X2 —4x -7

f) f'(x) = ST

, 2% - sen X + X> - COS X — X° + sen X
g) f'(x) = =
e
. x(sen X + €Os X) + €OS X
h) f'(x) = — ( 2 X)
X" €
a) f'(x) = — cossec? x
b) f'(x) = sec x - tg X
¢) f'(x) = —cossec x - cotg X

d) f'(x) = 2-tgx - sec? x

e) f'(x) = sec x - (tg X — sec Xx)

f) f'(x) = 2x - tg x + (xz + 1)'seczx

o) F(x) = seczx-(senx + cosx)—tgx-(czosx—senx)
(sen x + cos X)

3 er
tg’ x

:<L—1>(x+2)
€

h) f'(x) = - (tg x — sec’ x)

L 128 1
4l<—>= 3 e7a—+4

™

2x

3. 8 Y = o

x* +

b) F'(x) =

d) F'(x) =
e) F'(x) = ¢* - cos e

f) F'(x) = 1 + 12 - sec? 4x

g) FFi(x) = a®"*-cosx-fna

h) F'(x) = =3 - cossec® (3x — 1)
)P = @x + 5)-a ™ g
j) F'(x) = —sen x - sec? (cos X)

k) F'(x) = 6 - tg? 2x - sec? 2x

1) F'(x) = 2 - &*" % - cos 2x

b) 1

c LY (-1, L
©) (0, 0), <1, 2>< 1, 2>

. a) F'(x) = 4 cos 4x

_ 7x - sen 7x + cos 7x
e

X

¢) F'(x) = ab - cos bx
—(6x + 1) - sen(3x> + x + 4)

157. f'(=1) = 3-¢™*
g2 —gl 3e=2 — @2
58y = S x + =
150, Sim: aj = cos x = a,
a;:cos<x+%>=a3
aj = cos(x + m = a,
a, = cos <x + "TW> =a,
, 1 1
161, & P = ==+ —
b) f'x) =x""m-fnx + 1)
¢) f'(x) = a-fnx + ax+b
d) f'(x) = cos x - In x + ~2X
cos X + x - fn x - sen x
e) f'(x) =
) X - cos® X
B e s
ax” + bx + ¢
g) f'(x) = cotg x
1
ATl S ol -
) f'(x) Y T T
’ 4
162. @) () = ——

7.
b) Fe0 = & - U

163.

0 f'(x) = % <

233 _
d) f'(x) = - —_5( X7
e f'(x) = . Y.
2 Jx
f) F'(x) = . S F
2{x 33/x %
a
f = e
B b
2ax + b
h) f'(x) = ———————
FE® 33ax2 + bx + ¢
b
P OTHN  S
Rl 4 Jax + bx32
) £ (@a—-c)-[bx* +2(a + o)x + b]
X) =
! 2 J(ax2 + bx + c)(cx? + bx + a)}
K ) = — 4ab
3 Y(ax + b)(ax — b)°
8x + 431 + x + x*
P it= ————
5x% + 3
f(x) = —————r
) £ 3V + 1)
2
- L
5
flx) = ——————
o) f'(x) o C- )
; -3
p) () = 2(:_ 7
sen VX
q) f'(x) = — _ZE_
T
s) f'(x) = =
P e s
VI =507% ma
a) f'(x) = ——3——
J1 —9x?
Ix?
LR S
S0 g
d) f'(x) = 2x + —J%.—z
-

164.

165.

167.

170.

171.

172.

173.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

R o s 1 _ 1
O R

f) f'(x) = arc tg x +

1+ %
) J1 - x2 - arc sen x — 3x
'(x) =
® 3 9/x4(1 — x2)3 (arc sen x)*
1

h) f'(x) = —
) ) J1 — %2 - arc cos x

1
i) f'x) =
) 2(1 + xz) Jarc tg x

2)(2 2 x3
i) f'(x) = arc sen X> + ——— —3x" €
i) ') e
¥ 10 = = 1—2x
2Jxe* —x2,

arc sen X + arc cos X

1) f'(x) =
)RR J1 —x2 - arc sen X - arc cos X

ol B
Y= 4
G,242)
1
9
a) f'(x) = (sen x)"‘z)' [2x-fnsenx + X2+ cotgx]

b) Fo0 = x 2B tmx + 1]
o) f'(x) = NCRINPL [fn X + —)1(—]

d) f'(x) = (€983 - [3x - sec? 3x + tg 3x]

a) f'(x) = 4 + 10x
fr(x) = 12x* + 10
£ (x) = 24x
fY(x) = 24
fWx) =0, ¥n >S5
b) f®(x) = ()" n! x™', ¥n € IN*
o) fW(x) =€, ¥n € N*
d) f®x) = (1) e, ¥n € IN*

e) f™(x) = cos <x + nT1r>, ¥ n € IN*

a) v(t) = —aw sen (wt + ¢)
b) v(0) = —aw sen ¢

¢) aft) = —aw? cos (ot + @)
d) al) = —aw? cos (w + )

A=6c¢e k=2
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RESPOS i -
OSTAS DOS EXERCICIOS RESPOSTAS DOS EXERCICIOS
2. 196. crescente para x > —1 5, .
Capltulo VIII decrescente para x < I 214, x = == ¢ ponto de méximo 234. <3~/—_2 -;j:) ¢ ponto minimo
4
Sim.
175. Sim 197. CLesscente para x < =2 ou =1 < x < | o 215. x = 2 é ponto de minimo
" 5 . 2 1
176. Nio, ndo existe f'(2). e 5 . 235. b - to maxi
decrescente para—2 < x < —loul < x « ! )16 x = 3 & ponto de minimo e 35 Je, 2 ponto maximo
177. Nio, nio existe f'(0). " (x = -3 é ponto de maximo
198. crescente para x < —loux > 1 3 11
178. f(x) = x%, no intervalo [—1, 4], tem derivada decrescente para =1 < x < lex # 0 217. x = 2 € ponto de inflexdo By B="rp B e 2
nula para x = 0 e, no entanto,
—3J2 X = 6 ¢ ponto de maxim
f-1) = 1 % f4) = 16; g(x) = ———, 1O 199, crescenie para 3%  x € 232 - g o »
) ) x"—1 2 2 ot X = 50 ¢ ponto de minimo 238. x = 2 ¢ ponto de minimo absoluto
intervalo [-2, 2], temlderlvada nula para 3 JE 7 x = 5 & ponto de maximo absoluto
x = 0, f(—2) = f(2) = — e, no entanto, g ndo decrescente para =3 < x < — 5 ou
i ’ . i 3 342 M9, x= - & ponto de maximo 239, x = 6 ¢ ponto de minimo absoluto
& continua.no’ Intervalo; 2 <x<3 2 x = 3 é ponto de médximo absoluto
179. ¢ =3 2k 7 food B
200. decrescente para todo x € IR A= 3—',r (k € Z) ¢ ponto de maximo e 240; 't =28
2+ \ﬁ 220
180. ¢ = 3 201. crescente para X < 2 e = ; s (e ‘& Zyepona denminigto M A % (3T1r ¢ i _l> es=0
decrescente para x > 2
1816=£ I - i - b)t=L(2n7r—t’)es=a
’ 3 202. crescente para x > 0 X = < + k7 (k € Z) é ponto de méximo k
decrescente para x < 0 221. Tr a
183. ¢ = 1 x = — + kr (k € Z) é ponto de minimo 243, xX=y=—
. 2 , 8 2
203. crescente para — > <xg1
" 222. x = e ! & ponto de minimo 244. SR
184. ¢ = — 1
. di t - — =1
27 Cerescente pardix iy 0l X2 223. x = 0 ¢ ponto de minimo 4R 2R2
246. h = = er= 3
185. ¢ = £ |2 204. crescente para todo x € IR* 224. x = —1 ¢é ponto de méaximo e
_— . A x = 1 ¢ ponto de minimo 247. r=Ry2 e h=4R
. crescente em IR,
186. c =1+ 45 decrescente em IR_ 226, f(2) = =5 ¢ valor minimo 248. 4 cm
188. f ndo é continua em I. o T St o 227. f(3J—_2) =2 3«5 + 8 3=2 ¢ valor minimo 249. 13,333km de B e 6,666 km de C
’ )
f ndo é i L
189. f ndo é continua em 1z P 177 o 237 .l f1) = 1 Bvallor indxitnge 250. £ = 7L o B 4L
2ot 2. " " Z S%S48 ) 2 T+4 T+ 4
190. f ndo é derivavelem x = 1 € L. 228. 1
S 117 f(—1) = — — ¢ valor minimo £ 1
192. F:x < 2 ou x =7 decrescente para =T <X < ST ou 2 251. L - f
g 777' +2%kr < x < ‘;" +2km kEZ r oy Br 1y {£®) = 0 & valor minimo e
; 12 12 * [ f(=2) = 4™ ¢ valor méximo 252. . 43A
LT T
h: 4 +2%k7 < x < 4 +2kr, kEZ 207. crescente para m + 2kw < X < 27 + 2kn - 253 0 27 d
230.  Nio tem extremos. : = ——ra
fef gxgOou x> 1 decrescente para 2k7 < x < m + 2kw 3
231. = é ini 2 o
194. f:x £ -2 ou 0 £x<1 a0 (x) b )= 10 € valoFaninimo 254, x = % ¢é ponto de minimo
g:x<0
s o (- ﬁ, 6 JS) ¢ ponto maximo e ” g
: ndo existe X 232. ) N x = —1 é ponto de minimo e
i: ndo existe x /3, = 6 Y3) ¢ ponto minimo . 255. L & ponte de mibdime
195. crescente para x < 1 ou x > 5 - 1 5 s o x = 0 ¢é ponto de minimo e
decrescente para 1 < x < 5 R e ey ponto;maxing A0 = —2 ¢ ponto de maximo

xv
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it RESPOSTAS DOS EXERCICIOS
RESPOSTAS DOS EXERCICIOS
257. x = 0 ¢é ponto de minimo . 4 284. foa 4 290. i 4‘
conc. posit. para x < 1 ou x > -
258. x = 0 ¢é ponto de minimo 4
277. [ conc. negat. para 1 < x < — /
259, Nao € possivel determinar os extremos usando ’ 3 —
o critério da derivada segunda. pontos de inflexdo: 1, 1) & <% ] %:;_) x
260. |4, N, ponto de maximo
4fn2 5% 9r
278_T+2kw<x<T+2k7r,k€Z \
261. x = 1 ¢ ponto de maximo absoluto e %
= —2 ¢ ponto de minimo absoluto
279. x < % e x#0 291. fix) A
262. X = —1 ¢é ponto de maximo absoluto e 285 f(x) HE
x = 2 ¢ ponto de minimo absoluto 5 19 5 19 4 !
280. |~ . |— =) € -l U !
. . 6 36 6 36 |
263. X = —6 ¢ ponto de minimo absoluto e \ ,
x = lex = 5sdo pontos de maximo absoluto 281. ) A | : | /
1 ]
1 1
265. (1, 2) et | >
/ -2-316 1| -2 A X
4R 25 R 0 5| 10
267.h = ——¢er=——o0 __//
3 3
. #(x) A
| 292,
268.h = 4R e r = R2 : X
1
3 3
V6V V6V !
269. :6; ,3‘]6\',% R Il 286 a0=3,al—0,a2=—6e33=2
i T a 0, a o a = L :
5 a, = a, = =0, = =
270. 18 cm e 24 cm 287. 3 = 3 3 2 57% 5 ]
1
271. 7 dias 282. f : i
LY 288 At o 1 g‘ .
m. L 1 °
T :
! 293, o 4
conc. posit. para x > 0 |
1
273. { conc. negat. para x < 0 ! 1| 3
ponto de inflexdo: (0, 0) ¢ L T &
1 - -1 1
I |
conc. posit. para x > 1 ou -1 < x <0 1 o i =
274. { conc. negat. para x < -1 ou 0 < x <1 / c iy : 8/ \ >
ponto de inflexdo: (0, 0) ! ‘\1&] 1 c
4
_4 o
conc. posit. para Xx < 2 283. fix) A
275. { conc. negat. para x > 2 289. fx) A 294, ﬂx)*
ponto de inflexdo: (2, 0)
®
conc. posit. para — «/3 <x<Ooux > ‘/g : 1 3
2
conc. negat. para x < —JE oul < x < «B ! ?2 : / =
4 ! i X
60 ! / Ty !
276. { pontos de inflexdo: (0, 0), (JE, %) ! 3 \ " !
1 ]
— | ol
A : g
50
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295. fod g
]
|
i
2 7
3
296. foa § '
I
1
|
I
1 |
_____________ r————=
1
1 -
-1 3; X
I
I
1
|
I
|
|
297. £ 4
[ I
s %
' 3 3(3x

Capitulo IX

299. 314,9

301. a) 88 b) 88

X4 2
304. a) F(x) = T—x + 7x

b) F(x) = —cos x + 3 sen x
6

c)F(x):—xT+3x
& F 8 x4

VEO =St

4

Fx) = X_ + X

¢) F(x) g F =

244

305.

306.

308.

310.

312.

a)x—4—4x3—xz+x+c
4 3
-1
b)tgx + ¢ d) — + ¢
)sz
1 XX _ 1
c)—+c¢ €e) ———+2¢
X 2 X
a)%x6/5+c d) 24x + ¢
b)%xm+c c)—SJ;Z+L
c)%x5/3+c
1 _ 2 1
a) 3 c) 1 3 €) 2
7 2
b) — M
)3 e 2
a) 14 c) 0 e)%
2 1
b)T d) KR
20 T 20
a) 3 c)——2—+1 e)T
5
b) 2 d) - —
) ) 14
32 3T T
o -+ 1 —=!
a) =3 Q) = e
b) 30 d)ﬁ
3
a)
A
1 F(x) (mpar

<Y

®

I
I
1
1
1
\ 1
T
OF G
|
]
I
I
]
I

a a
f f(x) dx =J. f(x)dx + J‘O f(x)dx
o | 0 -a

=A-A=0

317.

318.

320.

b)
{\
f(x) par
"
1 I
! i
1 1
1 I
| 1
| 1
I |
1 1
1 I
™ IR
—a (0] a X
a
f f(x)dx = f(x)dx ..
0 -a
a a
J fx)dx = 2 I f(x) dx
—-a 0
a2 ¢) 36 02+
6 6
8 1
b) 5 d) 3
a)%=5x+2 c)—j%=&
dF _
Lot
16
a)(s—x%+c d)—g—J(3x+7)3+c
3x
b)e” + ¢ & = 1 y
c) sen 5x + ¢ x + 1

321.

322.

323.

324.

326.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

3
X
€
a) — + ¢
)3

2
b) sen63x 3 @

1 14
c) 0 Gx=1)"+¢
d) . Gx—1)"2 + ¢
15
1 1

- —+c
T A
3x
a) €+
6
sen’ X
_ 1+
b) 3 c
c)_cos5x +e
d) sen (3x + 1) % o
3-2x)°
a4
9 10 5

a) —X-CcosX + senX + C

b) 3x + 7)sen x™+ 3 cos X + ¢
c)ef@x—-3)+c¢

d) 5(—3x + 1) - sen 5x — 3 cos 5x

+c
25

€) <——§—x + %)cl_a" +c

137

3

242w

5
pek

4
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1
H
H
]
a

Testes de
vestibulares

Limites

1. (Ucsal-BA) Calculando-se o limite lim l(3x2 — 5x +9), obtém-se:
X—=

a) =1 c) 17 e) 22
b) 9 d) 21
2. (U. E. Londrina-PR) O valor do limite lim it 31’ é:
x—2
X+
2
5 2
a) —= c) —1 e) —Z
2 ) 5
3 2
b) —= d -=
) 2 ) 3
2x% —12x + 16
- lim ——— éi 3
3. (UF-PR) O x1—>mz 28 235 — 1 é igual a
4 1 5
a) —— c) —— e) —=
) 15 4 2 ) 2
2 3
b) —= d) —-=
) s ) -

3> -2k —x+4

4. (Cefet-PR) Se f(x) = SRR entio }(igl_lf(x) é igual a:
a) 12 o) 1 e) 2
b) 0 d) inexistente
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n

10.

11.

248

+ 3m

” 4
(U. F. Uberlandia-MG) Sabendo-se que hm2 e = 3 X # m, entdo podemos afirmar que:
X= X—m

a) m é maior do que 4. d) m e [—4;1].

e) ndo existe m, tal que lim

b) m é menor do que —4.
x=2 X—m

c) m € [1;4].

. 1
(Cesgranrio-RJ) O valor de lim —- é:
x=0

X
a) —oo c) 0 e) oo
B —1 d) 1
x+3sex#1 X
(UF-PA) Seja f definida por f(x) = { . Qual o valor de lim f(x)?
2 sex =1 x-1
a) 1 ¢ 3 e) 5
b) 2 d) 4

(U. E. Londrina-PR) Considere a fungio real com dominio R — {2}, dada por f(x) = ;2 E verdade que
%=

a) se x tende para +eo, f(x) tende para zero.
b) se x tende para +eo, f(x) tende para —co.
¢) para qualquer valor de x, f(x) é um nimero negativo.

d) se x é um nimero muito proximo de 2, f(x) € um nimero muito préximo de — .
2

e) f(2) = 0.
(UF-PA) Qual o valor de lim M 2
X2 x=2
) 0 = )
a ¢) — e) =
V2 .

1 V2
b) — d)y —
) ) 2

. =2
(UR-AM) O lim X2 g
x>4 x—4

a L a1

2

1
b) 0 e) —
6

1
c) —

4

. =3
(Mackenzie-SP) O lim — é igual a:
x-9 x° —9x
L 1

a = C —_— € =
? 9 ) 243 ) 54

1 L
b) — d) —
) 27 ) 81

12.

13.

TESTES DE VESTIBULARES

2—+4—x

(UF-AM) O lim ——  ¢éigual a:
x—0 X
1 1
a) — c) — e) 4
) - ) 7}
b) 0 d) 2
(UF-PA) Dado o grifico da funcdo y = f(x):
Yy
y = f(x)
o il o

Podemos afirmar que:

e) lim f(x)=b

a) lim f(x)=b ¢) lim f(x)=0
x—a Xx—a X—a

d) lim f(x)=c

b) lim f(x) =c¢
Xx—a X=a

; 3
14. (U. F. Uberlandia-MG) O limite lim vale:
x=3 2Xx — 6
a) oo c) 0 e) Nio existe.
b) —eo dy 1
15. (UF-PA) Qual o valor de lim 2 rxtl,
9. (UF- Qual o valor L i
a) 0 ) 4 e) +oo
b) 2 d) —oo
x> +x+ l
16. (UF-PR) O valor do limite lim —————=— &
( ) O valor do limite lim, (x+2)3 —(x—2)3
1 1
) 9 8
a) G c) ) 2
4
b) 5 H =
4 3
17. (PUC-PR) Se P(x) = ax’> + bx + ce L = lim P(x), entdo necessariamente temos:
X— oo

d) L= —wsea=0
e) L depende de a, b e c.

a) L= +esea>0
b) L= —~sea>0
c) L=+wsea<0
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5. (U. . Uberlandia-MG) O limite do 4ngulo interno de um poligono regular de n lados, quando n — oo, vale:
sen 2x —cos 2x — 1

18. (FCMSC-SP) Calculando o lim —————————  , obtém-se: 3
X_‘_:L €OS X — sen X a) 2 b) m oy 2L a T e) 21
4 2
2
@) V2 L e} nd.a. 26, (UC-MG) O valor do lim (€* —x) &
X—reo
ﬁ a) —oo b) +eo c) 0 d) 1 e) —1

b) 2 o -X=

2

. 27. (U. F. Uberlandia-MG) A fungdo f(x) = x3 L ndo est4 definida para x = 1. Para que a funcdo f(x) seja
19. (UC-MG) Se f(x) = fn x — In (sen 5x), entdo lim f(x) &: x? =1
Lot continua no ponto x = 1, devemos completd-la com f(1) igual a:
a) —InS5 c) 0 e) o 2 1
b) n 5 d) 1 a) —eo b) 3 c) g d) 4o e) 0

c i0-RJ) O valor de Ii 1 LY 28. (U. F. Juiz de Fora-MG) Sobre a fungio f: R — R representada pelo esbogo de gréfico abaixo:
= m + = &
20. (Cesgranrio-RJ) O valor de i —| ¢

Yy
a) 0 C) 2 e) o0
b) 1 d) e ] /—\/
8 X
21. (UF-AM) O lim (1 + —] é igual a:
X—>Foo X

a) e e) —% e) e
b) 8e d) e / a x

Podemos afirmar que:

logzw/;, sex >4
3—-Kx, sex <4

a) ndo existe lim f(x).
X—a

22. (Mackenzie-SP) Seja f uma fungdo definida em R — {4} por ‘f(x) ={ . Para que exisiy

b) existe lim f(x), mas f nfo é continua no ponto de abscissa a.
X—a

do lado anterior. Se PyP, = 1, entfo, quando n tende para infinito, o limite da distén-
cia entre os vértices Py e P, vale:

xli_[& f(x), K deve ser igual a: ¢) ndo existe o limite lateral de f(x) quando x tende a a pela esquerda.
d) os limites laterais de f(x) quando x tende a a existem e sdo iguais a f(a).
a) 0 c) —% e) 2
. Derivadas
b) 5 d) 1
29. (UF-PR) Observando o gréfico da fungdo f(x), pode- y
mos afirmar que:
. 2™ 42843 . fx)
23. (Mackenzie-SP) O valor de hTo B S € a) a fungdo f(x) ¢é derivdvel em x = b. nf--mmmmmem o -
X . Il -
b) lim f(x)=m. ' !
a) —1 c) oo e) 1 x—b ! '
by =2 a0 lim f(x) = n. g !
c) Xanb x) =n i . :
24, (Cesgranrio-RJ) Na poligonal da figura ao lado, de lados PyP,, P\P5, P,Ps, ..., cada d) a funcdo f(x) ndo é derivavel no intervalo (b, c). i g
lado é perpendicular ao anterior e tem comprimento igual & metade do comprimento . . ; . . !
e) nenhuma das alternativas anteriores é verdadeira. ' :
e .

a) 1 c) —Zﬁ ) —25
5 € S 30. (Cesgranrio-RJ) O valor do parimetro m para o qual aretay — 1 = m(x — 1) € tangente a pardbolay = X é:
1 il
" 2f o 4 a) —2 b o ) 0 9 = e) 2
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31.

w
w

34.

35.

36.

252

(UF-PA) A equagio da reta tangente A curva y = 2x> — 1, no ponto de abscissa 1, é:

a) y=4x — 3 d)y=-2x+1

b) y=4x — 1 e) y=3x+2

c) y=2x+3

(Unip-SP) A equac@do da reta tangente & curva y = x> no ponto de abscissa x = 1 é:

a) y=6x —4 d)y=3x-2

b) y = 3x e) y=6x+5

c) y=3x-3

(Fuvest-SP) Qual a equagdo da reta tangente ao grafico da fung¢do y = R no ponto (1, %J 4
X

a) 3x + 2y =4 d) x +2y =2

b) x —2y=0 e) 2x +3y =35

€ x~2y=2

(U. E. Uberlandia-MG) Seja r uma reta tangente a pardbola y = x. Sabendo-se que r € paralela i vl
y = 2x — 3, podemos afirmar que a equagfo da reta r é:

a) x—2y+1=0 dx—-y+1=0

by x —2y—1=0 e)2x —y+1=0

¢) 2%~y ~1=0

]

(Mackenzie-SP) Na figura, a reta r é tangente a pardbola no ponto P.

[ .

3\ X
Entdo a equagdo de r é:
a) 3x +2y — 12 =0 d) x +6y—20=0

b) 2x+y—-7=0 e) n.d.a.
c)x+3y—-11=0

: 5 1 ; ;i
(Mackenzie-SP) A reta tangente a curva y = — no ponto de abscissa x = 2 é perpendicular a reta:
X

a) y—x=0
b)y—-1=0
c)x—1=0

d)y—4xx+7=0
e) dy - x+2=0

37

38.

39.

40.

TESTES DE VESTIBULARES

(FCMSC-SP) A equacdo da reta tangente a curva definida pela fungéo f(x) = cos x no ponto de abscissa

b 3 1 L 3 1
b = =t g d iy i N | e
VYT (X 2] VYTITS ( 2)
(UF-GO) A equagio da reta tangente a circunferéncia de centro em (0, —2), no ponto (1, 2), €

a) y=4x + 2 e) 4y +x =9
b) y=4x+9

c) y—4x=-2
d) 4y —x=7

(FCMSC-SP) Considere um mével deslocando-se sobre um segmento de reta, obedecendo a equagdo hord-
ria s = cos 2t (unidade SI). Sabe-se da Fisica que a derivada de s em relag@o ao tempo nos dd a velocidade
do mével em cada instante e que a derivada da velocidade V, ainda em relagdo ao tempo, nos dé a acelera-
¢do do mével para cada instante.

Um dos instantes para o qual a velocidade do mével vale V2 mis &

5
a) t= ?7! s c) t= % s e) nd.a.
St T
b) t= — d) t=—5
) il ) 3

O griéfico que melhor representa a aceleragio o. (m/s?) em fungdo do tempo (s) é:
a) c)

o o

[ \% /

>|:/
=g
=S
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41.

44,

46.

47.

48

254

(Unip-SP) A derivada da fungdo y =

(UF-PA) A fungédo F(x) = x? — x + 35 é a derivada da fungdo f(x). Qual das expressdes abaixo correspii
de a func¢éo f(x)?

3 2
a) 2x — 1 dy 2o =2 qmsy—1
3 2
3 2
b)x3—x2+35 e) 52——13—+35x+1

o) X*—x*+35x +4

- (U. E. Londrina-PR) A derivada da funcio f, de R em R, definida por f(x) = —2x° + 4x> + 3x ~ 6, 1

ponto de abscissa xo = —1, é igual a:
a) 25 c) 9 e) 3
b) 19 d) 5
+ (U. E. Londrina-PR) A equagdo da reta tangente a curva de equagdo y = x>+ 2x — 1, no ponto ¢ (ur
x=-1,6é:
a) y=5x +1 dy=-3x+1
b) y=4x + 1 e)y=—-4+1
c) y=3x—1

3
t
(U. E. Londrina-PR) A equag¢do hordria de um mével é y = 3 + 2t, sendo y sua altura em relagfio ao soli,

medida em metros, e ¢ o nimero de segundos transcorridos apés sua partida. Sabe-se que a velocidade do mavel
no instante t = 3 s é dada por y'(3), ou seja, € a derivada de y calculada em 3. Essa velocidade € igual a:

a) 6 m/s c) 15 m/s e) 29 m/s
b) 11 m/s d) 27 m/s
%2
+ (UC-MG) Um dos valores que anula a derivada primeira de f(x) = 7 é:
p X —
a) —2 c) 1 e) 3

B) —1 d) 2

2

] no ponto de abscissa x = 2 é:

% —
a) 2 c) 4 e) 1
b 3 d) 0

3
(UF-AM) Se f(x) = a—z, entdo a derivada primeira de f, no ponto x = a, ¢ igual a:
X

a) a’ c) —2
b) 2 d) —2a

e) —2a°

- (UF-AM) Se f(x) = ¥2x’ , entiio a derivada primeira de f, no ponto x = 1, é igual a:

2

b) V2 e) g
c) 2\/5

49.

w
—_

[
[

wn
%

W
wn
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(PUC-MG) O valor da derivada da fungdo f(x) =+/7 —x no ponto (—2, 3) é:

1
re i e) 3

a) 5 c) 6

1
b) —= d) 2
) g )
(UC-MG) Se f(x) = ¥x* —3x2 + 5, entfio £'(1) & igual a:
a) —1,5 ¢) =35 e) —5

b) -2.5 d) —4,5

(UF-PA) A fungédo derivada de y = x%- V; éy' igual a:
7
a) 2x-Yx +x7-Yx ¢) %V; €) TX%/;
2
3

1 3>
b) —= d
) Tl )

¢ 2
(UF-PR) Se f(x) = —— entéio f'(1) &:
€

a) 272 c) € e) 2e”
b) —2¢7* d) 2
1—cosx

(U. F. Uberlandia-MG) A derivada da fungdo y = fn
1+ cos x

a) sen x
b) cos x

c) tg x e) sec x
d) cossec x

(UF-PA) Dada a fungdo f(x) = fn (1 + x3), qual o valor de f'(1)?

a) 0 c) 2 e) 4

b) 1 d) 3

=

(UF-PR) A derivada de primeira ordem da fungdo f(x) = arc tg \/— = é:

x+1
w/;_' ) 2‘/; e) ————1
x+1)? X2 +1 Jx - (x + 1)?
1 1
B e 8] =——
) T L o

(UF-PA) Se y = x cos X, entdo y"(x) é igual a:
¢) —(x sen X + cos x) e) x(cos x — sen X)

d) —(x cos x + 2 sen x)

a) X sen X
b) x cos x

(UF-PA) O conjunto dos valores de x que anulam a derivada de y = Clinx — 16

ek By =1
a) [0,6 3} <) [1,6 3} e) [e 3}
2
d) [e,eJ

b) [1, el

255




TESTES DE VESTIBULARES

Variacao de funcdes

58. (U. F. Uberlandia-MG) A func@o real de varidvel real definida pory = 2x% + 9x% — 24x + 6 é decrescente
no intervalo:
a) 4<x<1 c) x>0
b) x < —4 d)y x>1

e) ~1<x<4

59. (UF-PA) A fungdo y = xz(x — 3) é decrescente no intervalo:
a) [0, 2] d) ]—eo, 0] U [3, +eof
b) [0, 3] e) [3, +eof
g 1=ss 01w [2; 48]

60. (UF-PA) A abscissa do ponto de maximo relativo de y = x> = 3x% — 45x + 2 é:
a) —5 c) 0 e) 5
bl =3 d) 3

61. (Cesgranrio-RJ) Se (x, y) satisfaz a equagiio 3x + 4y = 12, entdo o valor minimo de \sz +y? &

a) 12 € 3 e) %

b 2 @) 4

62. (Mackenzie-SP) Na figura, as retas r e s sio paralelas, os pontos B de r e C de s s3o méveis e o ponto A ¢
fixo.

c s
Dentre todos os tridngulos ABC, retdngulos em A, teremos o de drea minima quando:

a) 0= —} c) 0= e) n.d.a.

b) 6= d) 6=

ENE
ala w3

63. (U. F. Uberlandia-MG) Para que o ponto (1, 3) seja ponto de inflexdo da curva y = mx’ + nx?, devemos (of

IECRCY Wil R et
N 5 ) m=2;n=
b) m=—z;n=l ¢) m=n= —
3
3 9
) m==—n= =
2 2
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64. (UC-MG) O valor de m, para que a equagdo x> + mx — 1 = 0 tenha duas raizes reais iguais, é:

) -2 0 —% ) —%
B =~ 8 -2

2
65, (Mackenzie-SP) Seja a fungio definida por y = f(x) e representada pelo gréfico abaixo.

y

Entdo, certamente:

a) E ktal que f'(k) > 0

b) E k tal que f'(k) = 0

c) E ktal que f'(k) <O

d) dados k| e k, quaisquer f'(k;)
e) dados k| e k, quaisquer f'(k;)

£'(ka)
£ (ko)

/i

66, (Vest. Unificado-RS) A figura que melhor representa o grafico da fun¢ido p: R — R definida por
px) = x> —6x> + 9x + 1 &

a Y d) YA

1 5

1

b) VT e) YA

AR
Eem
i

57

=¥

=<V
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67.

68.

69.

70.

258

(PUC-RS) O gréfico na figura ¢ de uma fungio f: R — R em que f(x) é um polindmio do 3% grau, Pain
equagdo f(x) = 0, afirmamos:
I) O termo independente de x & igual a 2.
II) Suas raizes sdo —2,2 ¢ 1.
III) Suas raizes sdo —2, —2 ¢ 1.
IV) Suas raizes sdo —2, 1 e 1.

YA

4/ -1 (U 2 x

Esta(ao) correta(s) a(s) afirmativa(s):

a) 11 c) lell {
b) III d) Telll

e) TelV

4 < 2 .
(UF-MG) A drea de uma peca retangular € menor que 147 cm”. O comprimento e a largura dessa pegi, ¢ii
centimetros, sdo nimeros inteiros, sendo o comprimento 14 ¢cm maior que a largura.
4 D B . . . P - o i P
A drea da pega, em cm”, é o maior inteiro possivel. Tal nimero ndo é miltiplo de:

a) 3 b) 4 c) 5 d) 6 e) 7

(Puccamp-SP) Considere a fungio dada por y = 3t> — 6t + 24, na qual y representa a altura, em meli(s,
de um mével, no instante #, em segundos.

O ponto de minimo da fung@o corresponde ao instante em que:

a) a velocidade do mével é nula.

b) a velocidade assume valor mdximo.

¢) a aceleragdo € nula.

d) a aceleragdo assume valor mdximo.

€) o moével se encontra no ponto mais distante da origem.

(UnB-DF) Uma escada de 10 cm de comprimento apéia-se no chio e na parede, formando o tridngulo 1¢

tingulo AOB. Utilizando-se um sistema de coordenadas cartesianas, a situag@io pode ser representili
como na figura abaixo.

B=10,y)

o A = (x,0) X

TESTES DE VESTIBULARES

xy10% — x*

Considerando que, em fungdo de x, a drea S do tridngulo AOB é dada por S(x) = , julgue os

itens seguintes.

1) O dominio da funcdo S € o intervalo [0, 10].

2) Existe um tnico valor de x para o qual a drea S correspondente ¢ igual a 24 cm?,
3) Se S(x) = 24 e x >y, entdo o ponto médio da escada tem coordenadas (4, 3).
4) Se B = (0, 9), entdo a drea do tridngulo AOB € a maior possivel.

. (U. F. Santa Maria-RS) A figura mostra um retdngulo com dois lados nos eixos cartesianos e um vértice na

reta que passa pelos pontos A(0, 12) e B(8, 0).

0 \mm X

As dimensdes x e y do retdngulo, para que sua drea seja mdxima, devem ser, respectivamente, iguais a:

a) 4e6 b)Seg c) 5e7 d) 4e7 e) 6e3
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Significado das siglas de vestibulares

Acafe-SC — Associagido Catarinense das Fundag¢des Educacionais, Santa Catarina
AFA-SP — Academia da Forga Aérea, Sdo Paulo

Aman-RJ — Academia Militar de Agulhas Negras, Rio de Janeiro

Cefet-PR — Centro Federal de Educag@o Tecnolégica do Parand

Cesesp-PE — Centro de Estudos Superiores do Estado de Pernambuco
Cesgranrio-RJ — Centro de Sele¢do de Candidatos ao Ensino Superior do Grande Rio, Rio de Janeiro
Cesubra-DF — Centro de Ensino Superior Unificado de Brasilia, Distrito Federal
Cesupa-PA — Centro Universitdrio do Para

Covest-PE — Comissdo de Vestibulares de Pernambuco

ECM-AL — Escola de Ciéncias da Saiide de Alagoas

ELEM-SP — Escola de Engenharia Maua, Sdo Paulo

Efei-MG — Escola Federal de Engenharia de Itajubd, Minas Gerais

Efoa-MG — Escola de Farmécia e Odontologia de Alfenas, Minas Gerais

E. Naval-RJ — Escola Naval do Rio de Janeiro

Enem-MEC — Exame Nacional do Ensino Médio

Esal-MG — Escola Superior de Agricultura de Lavras, Minas Gerais

Esccai-MG — Escola Superior de Ciéncias Contdbeis e Administrativas de Ituiutaba, Minas Gerais
Escola Técnica Federal-RJ — Escola Técnica Federal do Rio de Janeiro
EsPCEx-SP — Escola Preparatéria de Cadetes do Exército, Sdo Paulo

ESPM-SP — Escola Superior de Propaganda e Marketing, Sao Paulo

Faap-SP — Fundagdo Armando Alvares Penteado, Sdo Paulo

Fatec-SP — Faculdade de Tecnologia de Sdo Paulo

FCM-MG — Faculdade de Ciéncias Médicas de Minas Gerais

FCMSC-SP — Faculdade de Ciéncias Médicas da Santa Casa de Sdo Paulo

F. E. Edson Queiroz-CE — Fundagdo Educacional Edson Queiroz, Ceard

FEI-SP — Faculdade de Engenharia Industrial, Sdo Paulo

Fesp-SP — Faculdade de Engenharia de Sdo Paulo

FGV-SP — Fundagio Getilio Vargas, Sdo Paulo

FISFS-SP — Faculdades Integradas de Santa Fé do Sul, Sao Paulo

Luiz Meneghel-PR — Faculdades Luiz Meneghel, Parand

ABC-SP — Faculdade de Medicina do ABC, Sédo Paulo

. Braganc¢a-SP — Faculdade de Medicina de Braganga, Sio Paulo

. Itajubd-MG — Faculdade de Medicina de Itajubd, Minas Gerais

. Jundiai-SP — Faculdade de Medicina de Jundiai, Sdo Paulo

. Pouso Alegre-MG — Faculdade de Medicina de Pouso Alegre, Minas Gerais
. Tridngulo Mineiro-MG — Faculdade de Medicina do Tridngulo Mineiro, Minas Gerais

E
F.
F.
F.
F.
F.
F.
F. M. Vassouras-RJ — Faculdade de Medicina de Vassouras, Rio de Janeiro

EEEEEEER

Fund. Carlos Chagas-SP — Fundacdo Carlos Chagas, Sao Paulo

Furg-RS — Fundagdo Universidade do Rio Grande, Rio Grande do Sul
Fuvest-SP — Fundacio para o Vestibular da Universidade de Sdo Paulo
IME-RJ — Instituto Militar de Engenharia, Rio de Janeiro

IMES-SP — Centro Universitdrio Municipal de Sdo Caetano do Sul, S&o Paulo
Inatel-MG — Instituto Nacional de Telecomunicacdes, Minas Gerais

ITA-SP — Instituto Tecnolégico de Aerondutica, Sdo Paulo

Mackenzie-SP — Universidade Mackenzie de Sdo Paulo
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Omec-SP — Organizagdo Mogiana de Educagéo e Cultura, Sdo Paulo
PUC-BA — Pontificia Universidade Catélica da Bahia

Puccamp-SP — Pontificia Universidade Caté6lica de Campinas, Sio Paulo
PUC-MG — Pontificia Universidade Catélica de Minas Gerais

PUC-PR — Pontificia Universidade Catélica do Parana
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Fundamentos de Matemdtica Elementar é uma colecio
consagrada ao longo dos anos por oferecer ao estudante o
mais completo contetido de Matem:tica elementar. Os vo-
lumes estio organizados da seguinte forma:

* volume 1 — conjuntos, funcdes

* volume 2 — logaritmos

* volume 3 — trigonometria

* volume 4 — seqiiéncias, matrizes, determinantes,
sistemas

* volume 5 — combinatoria, probabilidade

* volume 6 — complexos, polindmios, equacoes

e volume 7 — geometria analitica

* volume 8 — limites, derivadas, nocoes de integral

* volume 9 — geometria plana

* volume 10 — geometria espacial

¢ volume 11 — matematica comercial, matematica
financeira, estatistica descritiva

A colecao atende a alunos do ensino médio que procu-
ram uma formacao mais aprofundada, estudantes em fase
pré-vestibular e também universitirios que necessitam
rever a Matematica elementar.

Os volumes contém teoria e exercicios de aplicacio, além
de uma: secio de testes de vestibulares, acompanhados de
respostas. Ha ainda uma série de artigos sobre histéria da
Matematica relacionados aos temas abordados.

Na presente ediciio, a seciio de testes de vestibulares foi
atualizada, apresentando novos testes selecionados a partir
dos melhores vestibulares do pais.

COPIA ILEGAL NAO E LEGAL!

Ao comprar um livro, vocé remunera e reconhece o trabalho
do autor e o de muitos outros profissionais envolvidos n~
editorial e na comercializagdo das obras: editores, reviso BM43

madores, ilustradores, graficos, divulgadores, distribuid Tombo: 22312
ros, entre outros

Ajude-nos a combater a capia ilegal! Ela gera d¢ m ﬂl!! ! ” “l!l““"" I“

prejudica a difusdo da cultura e encarece os livros que vo i
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