MATEMATICA

Funcao Modular

MODULO OU VALOR ABSOLUTO

DE UM NUMERO REAL ﬁgl

O mddulo de um nUmero real a é representado por |a|,

a,seaz=0
em que |a| = .
-a,se a<0
Exemplos:
19) 3] =3

20) |-4] =-(-4) =4

Geometricamente, o médulo de um nimero
real representa a distancia do ponto a até a
origem da reta real.

Propriedades do mddulo

i) Ix]>20,vxeR

ii) |[x=0&<x=0

i) |x|.ly] = Ix.y], vx,y € R
iv) [x]?=x%3,VvxelR

v) x| =\/X_Z,VXG]R

X
y

=M,vy¢0

vi)
yl

EQUACAO MODULAR '@Q|

E toda equacdo na qual a incégnita se encontra na forma

de médulo.

Exemplos:

19) Resolver a equagdo |x| = 8.
Ha dois valores que satisfazem a equagdo:
Xx=-8oux=28

Portanto, S = {-8, 87}.

20)

39)

40)

FRENTE = MODULO

A 13

Resolver a equagdo |x — 4| = 10.

Se um numero possui mddulo 10, esse nimero pode

ser igual a =10 ou 10. Portanto, temos:

Xx-4=10 x =14

Portanto, S = {-6, 14}.

Resolver a equagdo |2x + |x - 1|| = 5.
Resolvendo a equagdo anterior, temos:

2x+|x - 1|=5 |x = 1]|=-2x+5
ou = ou =

2x+|x = 1]=-5 |x = 1]=-2x-5

X-1=-2x+5 X=2
|x - 1|=-2x+5& ou = ou
X-1=2x-5 X=4
ou
'x—1=—2x—5 x=—i
|x - 1]|=-2x-5¢& ou o ou 3
| X-1=2x+5 -

Substituindo cada um dos resultados na equacgdo
original, verificamos que x = -6 ou x = 2 sdo solugdes

da equacdo.

Portanto, S = {-6, 2}.

Resolva a equacdo |x - 1| + |x + 3| = 14.

Inicialmente, vamos calcular as raizes das expressdes

dentro dos modulos.

X-1=0=>x=1 e x+3=0=>x=-3

Bernoulli Sistema de Ensino 3



medulo 13 [

Observe que: 39) Resolver a inequagdo |3x - 2| < 7.
i) para valores de x menores do que -3, os termos x - 1 —7<3x=-2<7 = -742<3x-2+42<7+2>
e X + 3 sdao negativos.

ii) paravalores de x entre -3 e 1, o termo x - 1 é negativo, -5<3x<9 = _5 <x<3
e o termo x + 3 é positivo. 3

| d i d 1 t -1
iii) para va oEes e .x-malores o que 1, os termos x Portanto, S = {Xe R| 5 <x< 3}.
e X + 3 sao positivos. 3

Assim, podemos representar esse fato no esquema

a seguir: ~ @
FUNCAO MODULAR 1L~
X < -3 -3 -3<x<1 1 x>1 ‘ @
“x-D) -+ 3) =14 -(x -1+ (x+ 3) = 14x -1+ x+3=14 E uma funcdo f: R — R definida por f(x) = |x]|.
X+1-x-3=14 X+1+x+3=14 2x =12
-2x =16 4=14 X=6 Essa funcdo, de acordo com a definicdo de mddulo, pode
x=-8 ser escrita da seguinte forma:
(convém) (absurdo) (convém)
Devemos verificar também se as raizes -3 e 1 sdo solucdes f(x) = Ix| & f(x) = {_’;’ zz )):8
da equacso: '

i) Para x = -3, temos 4 = 14. (absurdo)

if) Para x = 1, temos 4 = 14. (absurdo)
Assim, as solugdes sdo x = -8 ou x = 6.

Portanto, S = {-8, 63}.

INEQUACAO MODULAR |@Q. 5 :

Uma inequagdo é dita modular quando a incégnita

. O grafico da funcdo modular é a reunido de duas
se encontra na forma de modulo.

semirretas de mesma origem. Observe que:

Exemplos: Para x > 0, temos o grafico da reta y = x.

1°) Resolver a inequagdo |x| > 7. L N
Para x < 0, temos o grafico da fungdo y = —x.

Observe que ha dois intervalos reais que satisfazem
a essa condic80: x < -7 ou x > 7. A imagem da fungdo modular é o conjunto

Portanto, S ={x e R | x < -7o0ux > 7}. Im={yeR|y=0}.

29) Resolver a inequagdo |x| < 7.

Observe que ha apenas um intervalo que satisfaz a GRAF|COS DE FU NC(j ES |@
essa condigdo: -7 < x < 7. l
MODULARES G

Portanto, S={x e R | -7 < x < 7}.

GENERALIZANDO L. _
Graficos de funcoes da forma

y = |f(x]]

Seja a um numero real positivo. Ha dois casos possiveis:

19 caso: x| >a<x<-a oux>a
Esse tipo de grafico é obtido pela “reflexdo” ou
° “rebatimento”, em relagdo ao eixo x, das partes do grafico
20 caso: x| <ae-a<x<a .
nas quais f(x) < 0.

4 Colecao 6V



Exemplos:

19) Esbogar o grafico da fungdoy = |x - 2|.

Inicialmente, vamos desconsiderar o modulo e

esbogar o grafico da fungdoy = x - 2.

Y

-2

/|

Agora, basta efetuar uma reflexdo, em torno do

eixo x, da parte do grafico que possui ordenada

negativa.
y
N
o)
_2//
OBSERVACAO

O gréfico da funcgdo basica y = |x| também pode ser
obtido por esse processo.
29) Esbogar o grafico da fungdo y = |x? - 4x + 3]|.

Inicialmente, vamos desconsiderar o mddulo e

esbocar o grafico da funcdo y = x2 — 4x + 3.

Y

Funcao Modular

Efetuando a reflexdo em torno do eixo x, temos o seguinte

grafico:
y

Outros graficos

Exemplos:

<<
(&)
=
~<C
=
L
'_
<
=

19) Esbogar o grafico da fungdo y = [x| + 3.

Basta esbogar o grafico

da fungdo y = |x| e, em

seguida, deslocar esse grafico 3 unidades para cima.

y=Ixl+3

LY =Ix

29) Esbogar o grafico da fungdoy = |x - 1| - 2.

Basta esbogar o grafico

da fungdo y = |x - 1] e,

em seguida, deslocar esse grafico 2 unidades para

baixo.

19 passo: Esbogo do gra

fico da fungdoy = |x - 1]:

Nesse caso, podemos utilizar o “rebatimento” em

relacdo ao eixo x, descrito anteriormente.

Inicialmente, desconsideramos o mddulo e esbocamos

o graficodey = x - 1.
y

0]

/1 x

>

Bernoulli Sistema de Ensino D



Frente A Modulo 13

Em seguida, basta efetuar uma reflexdo em torno
do eixo x, da parte do grafico que possui ordenada

negativa.
Yy
y=Ix-1]|
\1
(6] ,,'/1 X
-1

29 passo: Transladamos o grafico da fungdo
y = |x - 1| construido anteriormente 2 unidades
para baixo. Para isso, é necessario encontrar os
pontos de intersegdo dey = |x - 1| - 2 com os eixos
coordenados:
» Intersegdo com o eixo Oy
Fazendox=0= y=]|0-1|-2=>
y=1-2=y=-1
e Intersegdo com o eixo Ox
Fazendoy=0= 0= |x-1|-2=

Ix-1] =2=

X-1=2 X=3
ou =3 ou
X-1=-2 Xx=-1

Yy

39) Esboco do grafico da fungdoy = |x - 1] + |x + 2].

Vamos calcular as raizes das expressées dentro dos
modulos:

X-1=0=>x=10ux+2=0=x=-2

Logo, podemos usar o seguinte esquema:

X< =2 -2 -2<x<1 1 x>1

y==-(x-1)-(x+2)|ly=-(x-1)+x+2|y=x-14+x+2
y=-X+1-x-2 |y=-Xx+1+x+2 y=2x+1
y=-2x-1 y=3
(fungao I) (fungao II) (fungdo III)

6 Colecao 6V

Dai, observe que ha trés fungbes, uma para cada
intervalo de x. Representando tais fungdes em um
mesmo sistema de coordenadas cartesianas, temos:

Fungdo I y Fungdo III

Fungdo II

49) Esbogo do grafico da fungdoy = ||x| - 1].

Inicialmente, esbogamos o grafico da fungdoy = |x|.
Em seguida, deslocamos esse grafico 1 unidade
para baixo, obtendo o gréafico da fungdo y = |x| - 1.
Finalmente, “rebatemos”, em relacdo ao eixo x,
a parte do grafico com ordenada negativa, obtendo
o grafico da fungdoy = ||x| - 1].

y = x|

y

y=|Ix|l-1

—1\10/1 x

y=1Ixl -1]
Y
1
-1 0O 1 X
il




i Funcio Modular

EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

01.

02.

03.

(Insper-SP) A figura a seguir mostra o grafico da fungao f(x).

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

O nimero de elementos do conjunto solucdo da equagao

|f(x)| = 1, resolvida em R é igual a:
A) 6. B) 5. C) 4. D) 3.

(CEFET-MG-2017) Seja f(x) uma fungdo real.
O grafico gerado pelo modulo dessa fungédo, |f(x)]|,

A) nunca passara pela origem.

B) nunca passara pelo 3° ou 4° quadrante.
C) intercepta o eixo x somente se f(x) for do primeiro grau.

D) intercepta o eixo y somente se f(x) for do segundo grau.

(Cesgranrio) No grafico a seguir, esta representada a

fungdo do 1° grau f(x).
f(x)

5

(0]

3; X

O grafico que melhor representa g(x) = |f(x)| - 1 é:

A) g(x) D) g(x)
5

4

"ol 3 X "ol

B) g(x) E) g(x)
5

4

_0Oj _O|

=il -1
) g(x)
N
1
0]

E) 2.

2,4

04.

05.

©

(CEFET-MG-2015) O dominio da funcdo real f(x) =1 -|x]|
€ o intervalo:

A) {(xeR|x<-1loux>1}
B) {xeR|x<-1loux=>1}
C) {xeR|-1<x<1}
D) {xeR|-1<x<1}

(UESC-BA) Para fazer um estudo sobre certo polindmio
P(x), um estudante recorreu ao grafico da fungdo
polinomial y = P(x), gerado por um software matematico.

Na figura, é possivel visualizar a parte da curva obtida
para valores de x, de -5 até 2,7.

y O numero de raizes da
equacao |[P(x)|] = 1, no
intervalo [-5; 2,7], é
igual a:

A) 2.
B)
9]
D)
E)

7

<
2
=
<
=
L
-
<
=

= N WA UuloO N OO

3
4.
5.
6

X

06.

)

(PUC Rio-2016) Qual dos graficos a seguir representa a
fungdo real f(x) = |3x - 1|?

A) y D) y

B) E) y

(SS] 1
X

)

Wl

Bernoulli Sistema de Ensino 7


https://youtu.be/jwT5pMLHzKs
https://youtu.be/t4RsECGWFkg
https://youtu.be/AnuOBNEiAUI
https://youtu.be/Lf8NcVIygoA

Frente A

07.

©

08.

©

EXERCICIOS

Méddulo 13

(Unit-AL-2015) Sabendo-se que x, e x, sdo nimeros reais
distintos que satisfazem a equagao |3x + 10| = |5x + 2|,

€ correto afirmar que o valor de |x, — x,| é

(UECE-2017) Se as raizes da equagdo x2 - 5|x| -6 =0
sdo também raizes de x2 - ax — b = 0, entdo, os valores

dos nimeros reais a e b sdo, respectivamente,
A) -1e6.

B) 5e6.

C) Oe 36.

D) 5 e 36.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

(UDESC) A alternativa que representa o grafico da fungdo

f(x)=|x+ 1| +2é:

A)

Q)

8 Colecao 6V

02.

©

03.

©

04.

©

05.

D) y

E) y

R lzy ;
24

(FGV-SP) A soma dos valores inteiros de x que

satisfazem, simultaneamente, as desigualdades
Ix-5<3e|x-4|=1¢é:

A) 25. C) 16. E) 21.

B) 13. D) 18.

(Mackenzie-SP-2016) Os graficos de f(x) = 2|x2 - 4| e

g(x) = (x - 2)? se interceptam em
A) apenas um ponto. D) quatro pontos.
B) dois pontos. E) nenhum ponto.

C) trés pontos.

(Unesp) No conjunto R dos numeros reais, 0o conjunto
solugdo S da inequacdo modular |x|.|x - 5| > 6 é:

A) S={xeR|-1<x<6}.

B) S={xeR|x<-lou2<x<3}.

C) S={xeR|x<-lou2<x<3ouxz>6}.
D) S={xeR|x<2ouxz3}.

E) S=R.
(PUC Rio) Considere a fungao real f(x) = |-x + 1].
O grafico que representa a fungao é:
A Y
) \2
1
-3 -2-10 1 2 3%
_1__
21
B) 4
2._
4
5o 1 5 5x
-1l
21



https://youtu.be/DY-hO2I3yDg
https://youtu.be/WdaCQ3Hm02s
https://youtu.be/y_nl-cmAiaA
https://youtu.be/1Q3rxZiMHDA
https://youtu.be/ZAHyefvibms
https://youtu.be/p5wvxn9aD_4

06.

07.

©

o) y

N+
W+
X

D y
) 2]

E) y

I
w
[
N
1
-
)
e
oA

(EsPCEx-SP-2017) O conjunto solugdo da inequacgdo
||x - 4] + 1| < 2 é um intervalo do tipo [a, b]. O valor
de a + b é igual a:

A) -8. D) 2.
B) -2. E) 8.
C) o.

(UFRGS-RS-2016) Considere as desigualdades definidas por
|x + 5| <2e|y-4| <1representadas no mesmo sistema
de coordenadas cartesianas.

Qual das regides sombreadas dos graficos a seguir melhor
representa a regiao do plano cartesiano determinada pela
intersecao das desigualdades?

A) A

Y

B) YA

08.

09.

10.

©

11.

©

Funcao Modular

O YA

D) yl\
0 X
<
= =
s
<
=
L
-
s
E) yA
0 X

(UFLA-MG) Se y = |x|? - 5|x| + 6, a afirmativa correta é:
A) y se anula somente para quatro valores de x.

B) y possui apenas um ponto de minimo.

C) y se anula somente para dois valores de x.

D) y ndo é uma fungdo par.

(FGV-SP) No plano cartesiano, os pontos (x, y) que
satisfazem a equagao |x| + |y| = 2 determinam um
poligono cujo perimetro é:

A) 2/2 C) 4/2

B) 4+2/2 D) 8 + 4/2

E) 8/2

(UECE) Em um referencial cartesiano ortogonal,
no qual a unidade linear é o centimetro, a area da
regido limitada pelo grafico da equacgao |x| + |y| = 1,
em centimetros quadrados, é:

A) 1

B) 2

C)ﬁ

2
D) V2
(UFRJ) Considere a fungdo f: R —» R, definida por

f(2x) = |1 - x|. Determine os valores de x para os quais
f(x) = 2.

Bernoulli Sistema de Ensino 9


https://youtu.be/OtfLUH2zVjk
https://youtu.be/opSqevJ9av8
https://youtu.be/GDKm-Qy5oHA

medulo 13 [

12. (PUCPR-2017) Considere os seguintes dados. Pode-se dizer Acerca do nimero Y, podemos concluir que
que quando duas variadveis x e y sdo tais que a cada valor A) é um numero primo.
de x corresponde um Unico valor de y, segundo uma lei B) possui 6 divisores naturais.
matematica, diz-se que y é fungdo de x. Considere uma C) é divisor de 56.
= c. % 2 e
fungao f: R — R* que é representada pelo grafico ao lado. D} & um ndmero impar.
3.0 Y E) é multiplo de 3.
2,5 02. Aelaboragdo de um programa computacional consiste em
20 fornecer uma série de comandos ao computador para que
' 0 mesmo execute uma determinada tarefa. Tais comandos
1,5 devem ser dados em uma linguagem apropriada,
10 chamada linguagem de programagao. E comum que um
programador, antes de digitar o programa propriamente
0/5 dito, crie um algoritmo, ou seja, uma espécie de rascunho
‘:1 i ! | ' i 4 :X que contém a sequéncia de operagGes que o futuro
B B B programa devera executar. Um programador escreveu em
Analisando o grafico, julgue as proposicoes a seguir: um papel o seguinte algoritmo:
I. féimpar. Passo 1) Dados iniciais
I f & injetora. x,: valor de entrada
III. A lei matematica de f é f(x) = ||x| - 1]. Passo 2) Faga x, - 1.
IV. f é crescente se, e s6 se, x > 1. Passo 3) Se |x, — 1| = 6, ent&o FIM.
V. (fof)(-1) = (fo f)(1). Passo 4) Se |x, —1| # 6, ent&o VOLTE AO PASSO 2,
A) Somente II é correta. UTILIZANDO |x, — 1| COMO DADO DE
B) Somente I é correta. ERARA
C) Somente III e V s3o corretas. Ap6s a implementacdo do programa, foram feitos varios
D) Todas as proposigBes sdo corretas. testes. Em um desses testes, verificou-se que o passo 2
E) Todas as proposigdes sao falsas. foi repetido uma Unica vez, antes de o programa terminar.
O numero de valores reais possiveis para o dado de
13. (EN-RJ) A reta no R* de equagdo 2y - 3x = 0 intercepta entrada x,, nessas condigdes, é igual a:
2 -
@ o grafico da fungdo f(x)=|x |.X 1 nos pontos P e Q. A) 1. C) 3. E) 5.
Qual a distancia entre P e Q? B) 2. D) 4.
A) 2415 c) 247 £ V5
2 .
B) 213 D) 7 GABARITO Meu aproveitamento /\/\7'
14. (UDESC-2016) A area da regido fechada delimitada Aprendlzagem GEERC] S
pelas fungdes f(x) = |x|, g(x) = |x - 2| e h(x) = |x - 3], O 01. B O 03.E O 05.D O 07.C
em unidades de area, é igual a: O 02.B O 04.D O 06.D O 08.C
A) 1 o) 2 E) 22
) ) ) PI"OpOStOS Acertei Errei
B) L D) 2
N O 01. A O 08. A
- O 02.E O 09.E
SECAO ENEM O 03.c O 10.8
O 04.C O 11.x=-20ux=6
01. Em uma gincana escolar, uma das etapas consistia O 05. A O 12.C
na resolugdo de um desafio matematico. O professor O 06.E O 13.B
forneceu uma série de informagdes acerca de um O 07.E O 14, A
nimero Y. A primeira equipe que conseguisse determinar ' '
esse numero venceria a prova. Secéo Enem Acertei Errei
As informagdes eram as seguintes: !
e O numero Y é natural. O 01.C O 02.B
e O numero |Y - 2| + 4 encontra-se a 10 unidades da
origem da reta real. /Total dos meus acertos: de %

10
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https://youtu.be/SqLJPTL0JEA
https://youtu.be/powqNd9txnA

MATEMATICA

Funcao Exponencial
INTRODUCAO |@@.

Conta uma lenda que um rei havia prometido realizar
qualquer desejo a quem executasse uma dificil tarefa.
Quando um dos seus suditos conseguiu realiza-la, o rei viu-se
obrigado a cumprir a sua promessa. O sudito pediu ent&o que
as 64 casas de um tabuleiro de xadrez, jogo muito apreciado
no reino, fossem preenchidas com graos de trigo, do seguinte
modo: na primeira casa, seria colocado um grdo de trigo e,
em cada casa seguinte, seria colocado o dobro de graos que
havia na casa anterior. O rei suspirou aliviado, considerando o
pedido facil de ser atendido e ordenou que providenciassem o
pagamento. Tal foi sua surpresa quando os seus conselheiros,
alguns dias depois, anunciaram que o reino encontrava-se
totalmente sem provisdes de trigo, uma vez que apenas na
ultima casa o total de graos era de 293, o que corresponde a,
aproximadamente, 9 223 300 000 000 000 000 =9,2233. 1015,
Essa quantidade, juntamente com a soma das quantidades
colocadas nas outras casas, superava em muito ndo s6 a
capacidade do reino, mas a de todos os outros de que se
tinha noticia.

Essa lenda nos da um exemplo de uma funcgdo
exponencial, a fungdo y = 2*. As fungles exponenciais
crescem ou decrescem muito rapidamente, sendo
extremamente importantes para descrever diversos
fendmenos, tais como crescimento populacional, reprodugdo
de bactérias, decaimento radioativo, juros compostos,
entre outros. Seu estudo desenvolveu-se notadamente por
volta do século XVI, com o trabalho de dois matematicos:
John Napier (1550-1617) e Henry Briggs (1561-1630).

FUNCAO EXPONENCIALI@@|

Considere uma fungdo f: R — R, definida por f(x) = a%,
coma > 0 e a # 1. Tal funcdo é denominada funcéo
exponencial.

Exemplos:

19) f(x) = 3«

20) f(x) = [%]'

39) f(x) = 0,78

40°) f(x) = 2,23

FRENTE = MODULO

GRAFICOS 'ﬁgu

Considere a fungdo y = 3*. Vamos atribuir alguns valores
a variavel, calcular a imagem correspondente e construir o
grafico. Assim, temos:

Yy
NN -
: E
-2 '
. :
-1 3 :
0 1 :
1 31
2 5 il
1.
3 27 5

-2-10] 1 2 «x

Do mesmo modo, vamos obter o grafico da fungdo:

1
]

w
@[

De modo geral, ha dois tipos de gréfico para a funcdo f(x) = ax:

i) Sea > 1, entdo a fungdo f(x) = ax é crescente.

Exemplo:
f(x) = 2%
y
1
¢ X

Bernoulli Sistema de Ensino
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medulo 14 [

ii) Se0 <a<1,entdo afungdo f(x) = a* é decrescente. EXERCiClOS RESOLV'DOS

Exemplo:
F(x) = {1]' 01. Determinar os valores de k para os quais a fungdo
5 3k |
> f(x) =[2+?] é crescente.
y
Resolugéo:
Para que a funcdo seja crescente, é necessario que
2+%>1.
1 5
\ Portanto, temos:
(¢} X
2+%>1:>%>—1:3k>—5:k>—E
5 5 3

Com relagdo aos graficos, podemos dizer que:

i Trata- d f do injet i d
N rata-se de uma fungao injetora, pols, a cada 02. (PUC-SP) Sobre a fungdo f(x) = ex definida em R, podemos

valor da imagem, corresponde um Unico valor do .
afirmar que:

dominio.

) . . A) tem um Unico zero no intervalo [0, 2].
if) O dominio de uma fungao exponencial é sempre igual

ao conjunto dos nimeros reais (D = R). B) ex<a qualquer que seja a € R

T s . . . X X j *
ifi) A curva estd toda acima do eixo das abscissas, C) e*> a, qualquer que seja a € R}.

pois y = ax é sempre maior que zero para todo x real. D) assume valores de R em R”.

Portanto, a sua imagem Im é dada por Im = R}, E) assume valores apenas em R
"

iv) A curva corta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1).

Isso ocorre porque, para x = 0, temosy = a° = 1. Resolucéo:
- A fungdo f(x) = e* ndo possui raizes, pois e* > 0 para todo
OBSERVACAO . .

x real. Portanto, a alternativa A é falsa.

numero “e” .
O namero e Para 0 < a < 1, temos que e* > a*. Portanto, a alternativa

Trata-se de um ndmero irracional, cujo valor é 2,71828... . B ¢ falsa.
Esse niumero é conhecido como numero neperiano, uma Para a > e, temos que e* < a*. Portanto, a alternativa
referéncia ao matematico escocés John Napier (1550-1617), C é falsa.
autor da primeira publicagdo sobre a Teoria dos Logaritmos. A fungdio f(x) = e*possui 0 seguinte grafico:

O numero e é extremamente importante no estudo de juros
e de diversos fendmenos naturais, tais como crescimento y
populacional, decaimento radioativo, crescimento de
bactérias, entre outros.

O grafico da fungdo y = e* é dado por:

y I

0 X

Observe que se trata de uma fungdo com dominio R

/ e imagem R*. Portanto, a alternativa D é verdadeira.

Conforme visto no item anterior, o dominio ndo se

restringe ao conjunto R,. Portanto, a alternativa E é falsa.
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Y Funcio Exponencial

EXERCICIOS DE

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

©

02.

03.

04.

(IMED-SP-2015) Em um experimento no laboratério de
pesquisa, observou-se que o numero de bactérias de
uma determinada cultura, sob certas condigdes, evolui
conforme a fungdo B(t) = 10 . 3t-!, em que B(t) expressa
a quantidade de bactérias e t representa o tempo em
horas. Para atingir uma cultura de 810 bactérias, apds
o inicio do experimento, o tempo decorrido, em horas,
corresponde a:

A) 1.
B) 2.

C) 3. E) 5.
D) 4.

(EBMSP-2018) Muita gente ndao consegue comegar o
dia sem uma xicara de café e até mesmo ha quem se
refira ao café como “o combustivel do homem moderno”.
Uma xicara de café contém vitamina B12, vitamina B5,
magnésio e potassio, e outros nutrientes.

Para preparar um café instantaneo, adiciona-se agua em
ebulicdo, 100 °C, a mistura do café.

A uma temperatura ambiente de 30 °C, a temperatura
do café, em °C, apds t minutos, pode ser calculada pela
t

2
funco f(t) = 30 + 70 [;J :

Passados quatro minutos, apos o preparo do café,
a temperatura da bebida é, aproximadamente,

A) 64 °C. D) 70 °C.
B) 66 °C. E) 72 °C.
C) 68 °C.

(UFLA-MG) A figura é um esbogo do grafico da fungdo

y = 2%. A ordenada do ponto P de abscissa a;—b é:

yA

A) Jcd C) cd
B) /c+d D) (cd)?

(UNIFESP) Sob determinadas condigdes, o antibidtico
gentamicina, quando ingerido, é eliminado pelo organismo
a razdo de metade do volume acumulado a cada 2 horas.

05.

©

06.

07.

Dai, se K é o volume da substéncia no organismo, pode-se

2
utilizar a fungdo f(t) = K[l} para estimar a sua
2

eliminagdo depois de um tempo t, em horas. Neste caso,
o tempo minimo necessario para que uma pessoa
conserve no maximo 2 mg desse antibiético no organismo,
tendo ingerido 128 mg numa Unica dose, é de

A) 12 horas e meia. D) 8 horas.

B) 12 horas. E) 6 horas.

C) 10 horas e meia.

(UFGD-MS-2016) Considere a funcao f: R — R definida

por f(x) = 272, O valor de f[%—l] —f[%] é igual a:

D) f{%a]

E) -2

A) 2

B) f(2a)

C) 3f[gaJ

(ACAFE-SC) Um dos perigos da alimentagdo humana
sdo os microrganismos, que podem causar diversas
doengas e até levar a ébito. Entre eles, podemos destacar
a Salmonella. Atitudes simples como lavar as maos e
armazenar os alimentos em locais apropriados ajudam a
prevenir a contaminagdo por estes. Sabendo que certo
microrganismo se prolifera rapidamente, dobrando
sua populagdo a cada 20 minutos, pode-se concluir
que o tempo que a populagdo de 100 microrganismos
passara a ser composta de 3 200 individuos é

A) 1he 35 min. C) 1 h e 50 min.
B) 1 he 40 min. D) 1 he 55 min.

(UFJF-MG) Seja f: R — R uma fungao definida por f(x) = 2*.
Na figura a seguir esta representado, no plano cartesiano,
o grafico de f e um trapézio ABCD, retangulo nos vértices
A e D e cujos vértices B e C estdo sobre o gréfico de f.

YA
y =0 =2

A medida da area do trapézio ABCD é igual a:

A) 2. D) 4.
8

B) °. E) 6.

) 3 )

c) 3.

Bernoulli Sistema de Ensino
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https://youtu.be/v1-GqoYtT58
https://youtu.be/MtYzDA4nwbE
https://youtu.be/Xl-Krbka8Sg
https://youtu.be/riyaOasHcYQ
https://youtu.be/Fp4chUV3X9g
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08.

©

EXERCICIOS

(UEL-PR) O crescimento de uma colénia de bactérias é
descrito por P(t) = a.4*t, em que t = 0 é o tempo, dado
em horas, e P(t) é a populagdo de bactérias no instante t.
Se, apos 4 horas, a populagdo inicial da col6nia triplicou,
apods 8 horas o numero de bactérias da col6nia sera:

A) 6a D) 8a -4
B) 8a E) a+ 8
C) 9a

RESOLUCOES NO
® Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

©

02.

(PUC RS-2018) Em hospitais de grande porte das
principais cidades do pais sdo realizados tratamentos que
utilizam radioisdtopos emissores de radiagdes alfa, beta
e gama.

O iodo 131, por exemplo, é um radioisétopo utilizado
no tratamento de hipertireoidismo. O grafico a seguir
representa a massa residual de iodo 131 (N) presente
em uma amostra em fungdo do tempo (t).

N (. 10-° gramas)
100

\
AN
50
25
12,5 L
0 8 16 24 32 t (dias)

A funcao que melhor descreve a massa residual de iodo 131
presente na amostra, em fung&o do tempo, é N(t) = N e*,
onde

A) N,>0ek>0
B) Ny<Oek>0

C) N,>0ek<0
D) N,<Oek<0

(UEL-PR-2015) A mitose é uma divisdo celular, na qual
uma célula duplica o seu conteldo, dividindo-se em duas,
ditas células-filhas. Cada uma destas células-filhas se
divide, dando origem a outras duas, totalizando quatro
células-filhas e, assim, o processo continua se repetindo
sucessivamente.

Assinale a alternativa que corresponde, corretamente,
a fungdo que representa o processo da mitose.

A) f: Z - N, dada por f(x) = x?
B) f: Z —» N, dada por f(x) = 2
C) f: N* > N, dada por f(x) = 2%
D) f: R, » R,, dada por f(x) = 2*

E) f: R, » R,, dada por f(x) = 2x

14 Colecao 6V

03.

04.

05.

06.

(Unesp-2016) A figura descreve o grafico de uma fungéo
exponencial do tipo y = ax, de R em R.

y

=

@,2|l===caze= x

i

0,5 0 1 X

Nessa fungdo, o valor de y para x = -0,5 é igual a:

c) /5

D) log, 5

A) log 5 E) 2,5

B) log, 2

(UFPR-2016) A analise de uma aplicagao financeira ao longo
do tempo mostrou que a expressao V(t) = 1 000 . 200625t
fornece uma boa aproximagdo do valor V (em reais) em
fungdo do tempo t (em anos), desde o inicio da aplicacdo.
Depois de quantos anos o valor inicialmente investido

dobrara?
A) 8 C) 16 E) 32
B) 12 D) 24

(EsPCEx-SP) Na pesquisa e desenvolvimento de uma nova
linha de defensivos agricolas, constatou-se que a agdo do
produto sobre a populagdo de insetos em uma lavoura
pode ser descrita pela expressdo N(t) = N;.2, sendo N, a
populagdo no inicio do tratamento, N(t) a populagéo apos
t dias de tratamento e k uma constante que descreve
a eficacia do produto. Dados de campo mostraram que,
apds dez dias de aplicagdo, a populagdo havia sido
reduzida a quarta parte da populagdo inicial. Com estes
dados, podemos afirmar que o valor da constante de
eficacia deste produto é igual a:

A) 57 C) 10 E) -10!

B) -5 D) 10

(Unemat-MT-2018) Certa substadncia se desintegra
obedecendo a seguinte expressdo: Q(t) = k.2°-%, em que
t é o tempo (em horas), k é uma constante real e Q(t) é
a quantidade da substéncia (em gramas), no tempo t.

Considerando que no instante inicial, t = 0, a de substancia
é de 800 g, assinale a alternativa que corresponde ao
tempo necessario para que a quantidade dessa substancia
esteja reduzida a 25% do seu valor inicial.
A) 2 h. C) 6 h.

B) 4 h. D) 8 h.

E) 10 h.


https://youtu.be/cyT5kiRznwA
https://youtu.be/0sKLkBIv9VI
https://youtu.be/nEIJnp6JwlE
https://youtu.be/Rwaz6IPN-Gs
https://youtu.be/6tnDES0JGk8

07.

08.

09.

10.

(ULBRA-RS-2016) Em um experimento de laboratorio,
400 individuos de uma espécie animal foram submetidos a
testes de radiagdo, para verificar o tempo de sobrevivéncia
da espécie. Verificou-se que o modelo matematico que
determinava o nimero de individuos sobreviventes, em
fungdo do tempo era N(t) = C.At, com o tempo t dado
em dias e A e C dependiam do tipo de radiagéo. Trés dias
apds o inicio do experimento, havia 50 individuos.
Quantos individuos vivos existiam no quarto dia apds
o inicio do experimento?

A) 40 C) 25
B) 30 D) 20

E) 10

(UFRN) No plano cartesiano a seguir, estdo representados o
grafico da fungdo y = 2%, os nUmeros a, b, c e suas imagens.

Observando-se a figura, pode-se concluir que, em fungao
de a, os valores de b e ¢ sdo, respectivamente,

A)Ee4a C) 2ae 2
2 4

B) a-lea+2 D) a+lea-2
(UERJ-2017) Observe o plano cartesiano a seguir, no qual
estdo representados os graficos das fungGes definidas por
f(x) = 2x+1, g(x) = 8 e h(x) = k, sendo x € R e k uma
constante real.

y f

g D C

h /A .B
X

No retédngulo ABCD, destacado no plano, os vértices
A e C sdo as intersegdes dos graficos f nhefnn g,
respectivamente. Determine a area desse retangulo.

(UEPA) Os dados estatisticos sobre violéncia no trénsito
nos mostram que é a segunda maior causa de mortes
no Brasil, sendo que 98% dos acidentes de transito sdo
causados por erro ou negligéncia humana e a principal
falha cometida pelos brasileiros nas ruas e estradas é
usar o celular ao volante. Considere que em 2012 foram
registradas 60 000 mortes decorrentes de acidentes de
transito e destes, 40% das vitimas estavam em motos.

VEJA, 19 ago. 2013 (Adaptagao).

11.

12,

13.

A fungdo N(t) = N,.(1,2) fornece o nimero de vitimas que
estavam de moto a partir de 2012, sendo t o nimero de
anos e N, o nimero de vitimas que estavam em moto em
2012. Nessas condigGes, o numero previsto de vitimas
em moto para 2015 sera de:

A) 41 472. C) 62 208.
B) 51 840. D) 82 944.

E) 103 680.

(Unicamp-SP) Em uma xicara que ja contém certa
quantidade de acucar, despeja-se café. A curva a seguir
representa a funcdao exponencial M(t), que fornece a
quantidade de aclcar ndo dissolvido (em gramas),
t minutos apdés o café ser despejado. Pelo grafico,
podemos concluir que:

16.M®)

12

0 t
50 100 150 200

A) Mt)=2' 7 C) Mty=2" "%

t

B) Mp=2" = D) Mt)=2" 10
(Unifor-CE-2016) Num periodo prolongado de seca,
a variagdo da quantidade de &gua de certo reservatorio é
dada por q(t) = q,.2%%, q, quantidade inicial de agua no
reservatoério e q(t) a quantidade de agua no reservatorio
apoés t meses.

A quantidade de meses que a agua do reservatorio se
reduzird a 25% do que era no inicio € de:

A) 4. D) 10.
B) 6. E) 12.
C) 8.

(ESPM-SP-2016) Um novo aparelho eletrdnico foi
langado no mercado em janeiro de 2014, quando foram
vendidas cerca de 3 milhdes de unidades. A partir de
entdo, esse nimero teve um crescimento exponencial,
dado pela expressao v = n.kt, onde n e k sdo constantes
reais e t € o nUmero de meses apo6s o langcamento
(jan =0, fev = 1, etc.). Se, em fevereiro desse ano foram
vendidos 4,5 milhdes de aparelhos, podemos concluir que,
no més seguinte, esse nimero passou para

A) 5,63 milhdes. D) 8,67 milhdes.
B) 10,13 milhdes. E) 6,75 milhdes.
C) 4,96 milhdes.


https://youtu.be/Bg-6GZUSHd8
https://youtu.be/74rkEcURdBo
https://youtu.be/yGjFHuozL54
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14.

(UFTM-MG) A populagdo P de um pais no ano t pode
ser estimada através da funcdo P(t) = m.nt- 201! para
n # 0. Sabendo-se que a populagdo atual desse pais é
de 15,3 milhdes de habitantes, e que sua taxa anual de

crescimento é de 2%, entdo, M é igual a:
n

A) 1,2.10° D) 1,5. 107
B) 1,5. 106 E) 1,2.108
C) 1,2.107

SECAO ENEM

01.

02.

(Enem-2017) Um modelo de automdvel tem seu valor
depreciado em fungdo do tempo de uso segundo a fungao
f(t) = b.at, com t em ano. Essa funcdo esta representada

no grafico.

% 60 000; I I I I I I
£ 54 000; e
5 I I I I
3 437407 4 b0
£ 393661 + Lo
IS I I I I
5 I I I I I T
© I I I I I I
& I I I I I I
5 I I I I I I
=2 I I I I I I
3 I I I I I I

0 1 2 3 4 5 6

Tempo de uso (ano)

Qual sera o valor desse automdvel, em real, ao completar
dois anos de uso?

A) 48 000,00 D) 48 870,00
B) 48 114,00 E) 49 683,00
C) 48 600,00

(Enem-2016) Admita que um tipo de eucalipto tenha
expectativa de crescimento exponencial, nos primeiros
anos apos seu plantio, modelado pela fungdo y(t) = a-1,
na qual y representa a altura da planta em metro, t é
considerado em ano, e a € uma constante maior do que 1.
O grafico representa a fungdo y.

y (metro)

32

t (ano)

Colecao 6V

Admita ainda que y(0) fornece a altura da muda quando
plantada, e deseja-se cortar os eucaliptos quando as
mudas crescerem 7,5 m apds o plantio.

O tempo entre a plantagdo e o corte, em ano, € igual a:
A) 3 C) 6 E) log, 15
B) 4 D) log, 7

03. (Enem-2015) O sindicato de trabalhadores de uma
empresa sugere que o piso salarial da classe seja de
R$ 1 800,00 propondo um aumento percentual fixo
por cada ano dedicado ao trabalho. A expressdo que
corresponde a proposta salarial (s), em fungdo do tempo
de servigo (t), em anos, é s(t) = 1 800.(1,03)-
De acordo com a proposta do sindicato, o salario de um
profissional dessa empresa com 2 anos de tempo de
tempo de servigo sera, em reais,

A) 7416,00. C) 3709,62. E) 1909,62.
B) 3819,24. D) 3 708,00.

04. Sob certas condigdes, o nimero N de bactérias de
uma cultura, em fungdo do tempo t, medido em horas,
é dado por N(t) = NO.Zi. Isso significa que, apds 6 dias,
0 numero inicial de bactérias tera sido multiplicado por:
A) /2 C) 16 E) 4 096
B) 2 D) 1024

GABARITO Meu aproveitamento /\/\7'

Aprendizagem Acertei__ Errei___
O o01. E O 04.B O 07.C
O 02.B O 05.C O 08.cC
O 03. A O 06.B

PI'OpOStOS Acertei_ Errei
O o1.C O 06.B O 11. A
O 02.C O 07.C O 12. D
O 03.C O 08.D O 13. E
O 04.C O 09. 12 u.a. O 14.D
O 05. B O 10. A

Segéo Enem Acertei__ Errei
O 01.C O 02.B O 03.E O 04. E

/ Total dos meus acertos: de . %



https://youtu.be/vB62HreUjjc

MATEMATICA

Equacoes e Inequacoes Exponenciais

EQUACAO EXPONENCIAL ﬁg.

Uma equacdo é dita exponencial quando a variavel se
apresenta no expoente. Seja a um numero real tal que
0 < a# 1. Como a funcdo exponencial é injetora, temos:

Seax=a’ entdox =y.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

01. Resolver, em R, a equagdo 32 = 128.
Resolugao:
32x=128= (25 =2"=2%=2"=>

5x=7=x=

[GERN]

Portanto, S =

—_——

i

02. Resolver, em R, a equagdo 3% + 3 = 82
Resolugdo:
Podemos escrever 3* + 3% = %

Substituindo 3% por y, temos:

y+ 182 9y'+9 82y

y 9 9y 9y

9y2-82y +9=0=>A=(-82)2-4.9.9=6400

82£80 1. _gq
18 9

Paray=%,tem053x=%:3X=3'2:>x=—2.

Paray =9, temos 3* =9 = 3* =32 = x = 2.

Portanto, S = {-2, 2}.

FRENTE = MODULO

A 15

03. Resolver, em R, a equagdo 4% - 2x - 12 = 0.
Resolugao:
2 - 2x-12=0=(2x)?-2-12=0
Substituindo 2x por y, temos:
y2-y-12=0=A=(-1)2-4.1.(-12) = 49

=%:>y=—3ouy=4

Para y = -3, temos 2x = -3 (absurdo).
Paray =4,temos 2* =4 = 2x =22 = x = 2.

Portanto, S = {2}.

INEQUACAO EXPONENCIAL '@q

Toda desigualdade em que a variavel aparece no expoente
€ uma inequacgdo exponencial.
3x - 21
1 ;
39)| = > 2571
5

De modo geral, uma inequagdo deve ser resolvida
colocando-se a mesma base a nos dois membros da
inequagao e considerando-se os seguintes casos:

Exemplos:
10) 7x> 343

20) 3x-4<81

1°caso:a>1

Como a fungdo f(x) = ax é crescente, observamos que, se
a% > a4, entdo X, > X,.

y f(x) = a*
(a>1)
ae d-----ee-a-
o ;
—r
¢ X, X, X

Portanto:

Se a > 1, devemos conservar o sinal da desigualdade
ao compararmos os expoentes.

Bernoulli Sistema de Ensino 1 7
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2°caso:0<a<1

Como a fungdo f(x) = a* é decrescente, observamos que,
se a% > ax, entdo x, < X,.

f(x) = ax
(0O<ax<l)

Portanto:

Se 0 < a < 1, devemos inverter o sinal da
desigualdade ao compararmos os expoentes.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

04.

05.

06.

Resolver a inequagao 7% > 343.
Resolugéo:
7%>343 7> 73

Como 7 > 1, devemos conservar a desigualdade, ou seja,
X > 3.

Portanto, S ={x e R | x > 3}.

3x — 21
Resolver a inequagao [E] > 2571,

Resolugdo:

3x - 21 3x - 21 1 3x - 21 2
1 > 251 = 1 >— l > 1
5 5 25 5 5

Como 0 < é < 1, devemos inverter a desigualdade,

ouseja,3x—21s2:>3x323:x32—;.

Portanto, S = {XE R|x S?}

Resolver a inequagdo 2x+2 — 2x-1 + 2x < 18.

Resolugao:
Nesse caso, devemos utilizar as propriedades das
poténcias.

2x 2x

2%, 22 - +2"31834.2X—7+2X318

Substituindo 2x por y, temos:
4y—%+ys18:> MT_ys18:>9ys36:ys4
Substituindo y por 2%, obtemos:

2X<4 =5 2x< 22> x<2

Portanto, S = {x e R | x < 2}.

Colecao 6V
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APRENDIZAGEM

0o1.

©

02.

03.

©

04.

©

05.

©

06.

07.

©

(UNITAU-SP-2015) Sabendo-se que x € um numero real,

o conjunto solugdo da equagdo 5% *1!= 625 é:

A) S ={-1} D) S = {2}

B) S = {0} E) s={7}

C) s={1}

(IFMA-2016) A soma das raizes da equagdo (2X)*-1 = 4 é:
A) 1e-2. C) 2. E) 1.

B) -1. D) -1e2.

(UNITAU-SP-2015) Sabendo-se que x € um nimero real,
0 conjunto solucdo da equacdo 5 %*5 =1 é:

A) S ={-1; 5} D) S = {-1; -5}

B) S=1{0; 1} E) S={}

C) S={1;5}

(IFPE-2016) Agronomos e Matematicos do IFPE estdo
pesquisando o crescimento de uma cultura de bactérias
e concluiram que a populacdo de uma determinada
cultura P(t), sob certas condigdes, em fungao do te-tmpo t,
em horas, evolui conforme a fungdo P(t)=5.23. Para
atingir uma populagdo de 160 bactérias, apds o inicio do
experimento, o tempo decorrido, em horas, corresponde a:

A) 5. C) 160. E) 10.
B) 15. D) 32.

. e 2 _ 1 o
PUC Rio) A equagdo 2* " =——— tem duas solugdes
( ) A equag o S
reais. A soma das duas solugoes é:
A) -5. c) 2. E) 1 024.
B) 0. D) 14.
(UPE-2016) Os técnicos de um laboratério observaram

que uma populacdo de certo tipo de bactérias cresce
segundo a fungdo B(t) = 10° . 4% com t sendo medido
em horas. Qual o tempo necessario para que ocorra uma
reprodugdo de 6,4 . 10 bactérias?
A) 1h. C) 4h.

B) 3 h. D) 6 h.

E) 16 h.

(USF-SP-2018) Em um experimento, o nimero
de bactérias presentes nas culturas A e B, no
instante t, em horas, é dado, respectivamente, por:
A(t) = 10 . 2t~ + 238 e B(t) = 2t+2 + 750. De acordo
com essas informagdes, o tempo decorrido, desde o inicio
desse experimento, necessario para que o ndmero de
bactérias presentes na cultura A seja igual ao da cultura B é

A) 5 horas. C) 7 horas. E) 12 horas.
B) 6 horas. D) 9 horas.


https://youtu.be/pWmKzkN9OL8
https://youtu.be/uRSJ8p_x4GY
https://youtu.be/QerGsDs8kFw
https://youtu.be/I_E3PcZMKWA
https://youtu.be/P2VGVP9WtBI

Rttt 0 e Inequacdes Exponenciais

08.

©

EXERCICIOS

(ESPM-SP) Se (4*) =16.27, o valor de x* é

g 1.

A) 27. o 1.
4 27
1

B) 4. D)

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

©

02.

03.

04.

05.

06.

(UFJF-MG) A fungdo c(t) = 200 . 3%, com k = é, dao

crescimento do nimero C, de bactérias, no instante t
em horas. O tempo necessario, em horas, para que haja,
nessa cultura, 1 800 bactérias, esta no intervalo:

A) [0, 4] D) [36, 72]
B) [4, 12] E) [72, 108]
C) [12, 36]

(FGV-SP) A raiz da equagdo 2x~1 + 2x*+1 + 2x =7 é
A) um ndmero primo.

B) um ndmero negativo.

C) um numero irracional.

D) um numero maior ou igual a 1.

E) um multiplo de 5.

(Mackenzie-SP-2015) O conjunto solugdo, em R, da
inequacdo M ' <M®!, comMreale M > 1, é:

A) 1-e; 1] D) [-1; oof
B) [1; oof E) [0; o[
C) [0;1]

(ESPM-SP-2015) A soma das raizes da equacdo
4% + 25 =3 .2x*2éjgual a:

A) 5. C) 8.
B) 3. D) 12.

E) 7.

(FGV-2015) A raiz da equacdo 3* "' +4,3* +3**! = 2243
é um numero

A) inteiro positivo.

B) inteiro negativo.

C) irracional.

D) racional positivo ndo inteiro.

E) racional negativo nao inteiro.

(UFSJ-MG) A intersecdo dos graficos das fungdes
h(x) = 2x+ 1 e s(x) = 2*! é o ponto que tem a soma
de suas coordenadas igual a

A) 2 epertencearetay =x + 2.

B) 1epertencearetay =x + 1.

C) 2epertencearetay = x - 2.

D) 1epertencearetay =x - 1.

07.

)

08.

09.

10.

11.

(UFSCar-SP) O par ordenado (X, y), solugdo do sistema
3% _ \/5 , é:

A) 53} D)[L;J

B) 5-3 E) P;J

o) 32J

{4“Y=32

(ESPM-SP-2015) O valor de x na equagdo 4* + 2 . 8 = 2x é
A) irracional.

B) racional ndo inteiro positivo.

C) racional ndo inteiro negativo.

D) racional inteiro positivo.

E) racional inteiro negativo.

(FUVEST-SP) Uma substancia radioativa sofre
desintegragdo ao longo do tempo, de acordo com a relagéo
m(t) = ca®, em que a € um numero real positivo, t é
dado em anos, m(t) é a massa da substéncia em gramas
e ¢, k sdo constantes positivas. Sabe-se que m; gramas
dessa substancia foram reduzidos a 20% em 10 anos.
A gue porcentagem de m, ficara reduzida a massa da
substancia em 20 anos?

A) 10%.

B) 5%.

C) 4%.

D) 3%.

E) 2%.

(FGV-2015) Se % é a fragdo irredutivel que é solugdo
da equagdo exponencial 9 - 9x-1 = 1 944, entdo, m - n
é igual a:

A) 2.

B) 3.

C) 4.

D) 5.

E) 6.

(Mackenzie-SP-2018) Os valores de x, X € R,

que satisfazem as condigoes [l]x < 5% e x? <5, sdo
A) x<-/5ouxz>/5

B) -/5<x</5

C) 0<x<4

D) x<Ooux=>4

E) -/5<x<0

Bernoulli Sistema de Ensino
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https://youtu.be/mUIWylr5Z20
https://youtu.be/dqrWLlHB4KA
https://youtu.be/o6nvuqJonlY
https://youtu.be/k7FVhsWq7B4
https://youtu.be/ysJa3Daexkw
https://youtu.be/XS63JYCmowA
https://youtu.be/RxvaiU--FmE
https://youtu.be/9KQ6Qw1M8AQ
https://youtu.be/v3PsFsLLiPM
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12,

13.

14.

15.

(FUVEST-SP) Quando se divide o Produto Interno Bruto
(PIB) de um pais pela sua populagdo, obtém-se a renda
per capita desse pais. Suponha que a populagdo de um
pais cresga a taxa constante de 2% ao ano. Para que sua
renda per capita dobre em 20 anos, o PIB deve crescer
anualmente a taxa constante de, aproximadamente,
Dado: %2 =1,035.

A) 4,2%.

B) 5,6%.

C) 6,4%.

D) 7,5%.

E) 8,9%.

(UEMG-2017) Considere o seguinte sistema:
3¥-2=1
3.2'4+6=2.3

Na solugdo desse sistema, tem-se x = a ey = b.

Assim, o valor da expressao w
’ P 3(b+a)
A) -1.
B) -1
2
1
c) =
) 5
D) 1.
3

(UEL-PR) Um barco parte de um porto A com 2k
passageiros e passa pelos portos B e C, deixando
em cada um metade dos passageiros presentes no
mkomento de chegada, e recebendo, em cada um,
22 novos passageiros. Se o barco parte do porto C com 28
passageiros e se N representa o nimero de passageiros
que partiram de A, é correto afirmar que
A) N é multiplo de 7.
B) N é multiplo de 13.
C) N é divisor de 50.
D) N é divisor de 128.
E) N é primo.

3.27" =9
(EsPCEx-SP) O conjunto solugdo do sistema

Y +Zxy? =0

3

é formado por dois pontos, cuja localizagdo no plano
cartesiano é:
A) Ambos no primeiro quadrante.
B) Um no quarto quadrante e o outro no eixo x.

C) Um no segundo quadrante e o outro no terceiro
quadrante.

D) Um no terceiro quadrante e o outro no eixo y.
E) Um no segundo quadrante e o outro no eixo Xx.

Colecao 6V

SECAO ENEM

01.

02.

(Enem-2016) O governo de uma cidade esta preocupado
com a possivel epidemia de uma doenca infectocontagiosa
causada por bactéria. Para decidir que medidas tomar,
deve calcular a velocidade de reprodugdo da bactéria.
Em experiéncias laboratoriais de uma cultura bacteriana,
inicialmente com 40 mil unidades, obteve-se a formula
para a populagdo:
p(t) = 40 . 23

em que t é o tempo, em hora, e p(t) é a populacdo,
em milhares de bactérias.

Em relagdo a quantidade inicial de bactérias, apos
20 min, a populagdo sera

A) reduzida a um tergo.
B) reduzida a metade.

C) reduzida a dois tergos.
D) duplicada.

E) triplicada.

A pressdo atmosférica P, em mmHg, é dada em fungdo
da altura h (em relagdo ao nivel do mar) pela expressao
P(h) = 760.e*", sendo e o nimero neperiano, que vale
aproximadamente 2,7182. Um alpinista, ao escalar uma
elevagdo, verificou através de um barémetro (instrumento
que mede a pressdo atmosférica) que a pressdo no ponto
em que se encontrava era igual a 600 mmHg. Considerando
o parametro A = -0,0002, pode-se afirmar que a altura
do alpinista, em relacdo ao nivel do mar, é igual a

Dados: e®% = 760 e e®4° = 600.

A) 1150 m. D) 2240 m.
B) 1370 m. E) 3000 m.
C) 1520 m.
GABARITO Meu aproveitamento /\/\;'
Aprendizagem  Acertei Errei
O o1.C O 03.C O 05.B O 07.D
O 02. E O 04.B O 06. A O 08.B
PFOPOStOS Acertei Errei
O o1.cC O 05.D O 09.C O 13.¢C
O 02.D O 06. A O 10.D O 14.D
O 03.A O 07.D O 11.E O 15.E
O 04. A O 08.E O 12.B
Sec;éo Enem Acertei Errei
O 01.D O 02.A

/Total dos meus acertos: de . %



https://youtu.be/NFG3tfGVmwA
https://youtu.be/iRGlFjxVwNg
https://youtu.be/A3ksnkX-M8s

MATEMATICA

FRENTE

A

Logaritmos
INTRODUCAO ﬁ@,

No ano de 1614, foi langada a obra Mirifici logarithmorum
canonis descriptio, que significa “Uma descricdo da maravilhosa
regra dos logaritmos”. Tal obra, escrita pelo nobre escocés
John Napier (1550-1617), provocou uma verdadeira revolugdo
na Matematica da época, bem como nas areas relacionadas
a astronomia e a navegacgdo, ao apresentar um meétodo
que diminuiu enormemente o tempo gasto na realizagdo
dos calculos que os estudiosos dessas areas efetuavam
frequentemente. Coube ao inglés Henry Briggs (1561-1630)
o aperfeicoamento desse método, por meio da elaboragdo da
chamada Tabua de logaritmos decimais, que permitia escrever
qualquer nimero positivo como uma poténcia de dez.

Com o surgimento das calculadoras cientificas, as tabuas
logaritmicas perderam a sua utilidade. Porém, o conceito
de logaritmo continua sendo um dos mais importantes da
Matematica, e o seu uso é fundamental na abordagem de
diversos problemas das mais variadas areas do conhecimento.

DEFINICAO DE LOGARITMO '@q

Imaginemos o seguinte problema:

A qual expoente devemos elevar o nimero 3 de modo a
obtermos 2437

Observe que o problema anterior pode ser descrito através
da seguinte equacgdo exponencial:

=243 =>3=3=2>x=5
A partir de agora, diremos que 5 é o logaritmo de 243 na

base 3. Com isso, promovemos uma mudanca na notagdo
utilizada. Assim, escrevemos:

log, 243 =5

Portanto, observamos que as expressdes descritas
anteriormente sdo equivalentes, ou seja:

log, 243 =5 < 3°= 243

Podemos generalizar essa ideia do seguinte modo:

Sendo a e b nimeros reais e positivos, com a # 1, chama-se
logaritmo de b na base a o expoente real x que se deve

dar a base a de modo que a poténcia obtida seja igual a b.

logb=x<b=a,coma b>0ea=l

Em que:

i) b é o logaritmando.
ii) aé abase.

iii) x é o logaritmo.
Exemplo:
Calcular o valor de cada logaritmo a seguir:

19) log,32 =x=2=32=2=2°=>x=5

2°) log,, 625 = x = 0,2* = 625 = [l] =625 =
' 5
5% =5%=x = -4

OBSERVAGOES

i) As condigBes de existéncia do logaritmo log, b sé&o:

b>0el0O<a=x1

ii) Quando a base de um logaritmo €é igual a 10
(logaritmo decimal), esta pode ser omitida.

Exemplo: log,, 5 pode ser escrito como log 5.

iii) Quando a base do logaritmo é o numero e
(e = 2,71828...), esse logaritmo é chamado
logaritmo neperiano ou logaritmo natural e é
representado pela notagdo In.

Exemplo: log, 18 pode ser escrito como In 18.

Consequéncias da definicao

Considerando a definigdo de logaritmo e suas condiges
de existéncia, temos:

i) log,a=1, poisa=al;

iil) log,1 =0, pois1=a°%
iii) log, ak = k, pois ak = a¥;

iv) a%%b = b,

Bernoulli Sistema de Ensino 21



Mddulo 16

Frente A

Justificativa de iv:

Seja a'%b = x (I)

Chamando log, b = y em (I), temos que a¥ = x (II).

Da definicdo, sabemos que, se log, b = y = a¥ = b (III).

De (1II) e (III), deduzimos que x = b e, assim: a°%> = x = b.

PROPRIEDADES |
DOS LOGARITMOS &M

Sendo a, b e c nimeros reais e positivos, e a # 1, temos:

i) log, (b.c) =log, b + log, c;

ii) log, (bJ =log, b - log, ¢;
c

iii) log, b*=oa.log, b, comaeR;

1 . log, b, com a € R".

iv) log,«b
o

EXERCICIOS RESOLVIDOS

01. sendolog,x =3, log,y =5 elog,z =7, calcular o valor

de log, — considerando satisfeitas as condigdes de
Yz

existéncia.

Resolugao:
B g o

log, = log, x* - (log, y? + log, z) =
y’z
5 X3 3

log, = =log, x - 2log, y - log, z =
y’z 5
5/3

log, ¥X =33-2.5-7=-28
y’z 5 5

02. (UFMG) A intensidade de um terremoto na escala Richter

€ definida por I = %Iogm (E

£ J, em que E é a energia
0

liberada pelo terremoto, em quilowatt-hora (kWh),
e E, = 102 kWh. A cada aumento de uma unidade

no valor de I, o valor de E fica multiplicado por:
1

A) 102

B) 10
3

C) 102

20
D) &2
) 3

22 Colecao 6V

Resolugao:

E ,
Sabemos que I = glog10 [E] Seja k o numero pelo
3 0

qual o valor de E fica multiplicado a cada aumento de

uma unidade no valor de I. Assim, temos:

2 E 2 E 2
I+1=Zlo —.k I+1=Z1lo — | +=.log, k
3 g10( E Jj 3 g10[ E0 ] 3 g10 =

0

2 -3 o100
,{+1=1+5 1og,, k= log,, k = = = k = 10°

MUDANCA DE BASE Iﬁ@'

Considere o logaritmo log, b, em que b >0e 0 <a= 1.
Se desejarmos escrever esse logaritmo em uma base c,

em que 0 < c # 1, utilizaremos a seguinte propriedade:

log b .
9 S sendo log_a # 0, ou seja, a = 1.

log. b =

a
c

Exemplos:

19) Escrever log, 5 na base 2.

_log, 5
log, 7

2

log, 5

7

209) Escrever log, 4 na base 4.

_log, 4 1
log, 3 N log, 3

log, 4

Nesse ultimo exemplo, podemos observar que log, 4 é

igual ao inverso de log, 3. E, € claro que, se log, 4=ﬁ,
og,

entdo (log, 4).(log, 3) = 1.

GENERALIZANDO

Se forem satisfeitas todas as condicGes de existéncia dos
logaritmos, podemos escrever que:

1
log, a

log, b

Uma outra forma de se escrever essa propriedade é:

(log, b).(log, a) = 1




R, | oaritmos

CO LOGAR ITM 0 I@QI 05. Determinar o conjunto solugdo da equag&o

log, (x? - 4x) = log, 21, em R.
E definido como o valor oposto ao do logaritmo. Assim,

Resolugao:
escrevemos:
colog, b = -log, b Inicialmente, verificamos a condicdo de existéncia:
. 1
Observe também que -log, b = log, b = log, (b) X2 -4x >0
Portanto, podemos escrever que: Observacao: Nesse caso, ndo julgamos necessario resolver
a inequagdo de segundo grau, mas apenas indica-la.
1 Em seguida, resolvemos a equagéo e verificamos se cada
colog. b =-log. b =log, |- ~ . - A
a a alb uma das solugdes satisfaz a condigao de existéncia.
Como as bases sdo iguais, temos: g
2 _ =
-~ , X -4x =21 = b
EQUAGOES LOGARITMICAS 15—, ¢ —ax-21-0 =
‘ =
N N ) A=(-4)?-4.1.(-21)=16+84 =100 e
Sao equagdes que envolvem logaritmos, em que as =
variaveis podem aparecer no logaritmando ou na base. ‘e —(-4)++100 4+10 N
21 2

Assim, para resolvé-las, aplicamos a definigdo,
as condiges de existéncia e as propriedades dos logaritmos. X, ==-3oux,=7

Verificando as condicGes de existéncia, temos:

EXERCICIOS RESOLVIDOS Parax, = 30 (<3)" = 4.(-3) = 9 + 12 = 21 > 0 (convém)

03. Resolver, em R, a seguinte equagao logaritmica: Parax,=7=7>-4.7=49-28=21>0 (convém)
log, (3x - 18) = log, 6 Portanto, a solugéo da equagdo é S = {-3, 7}.
Resolugao:
Inicialmente, devemos verificar as condigSes de existéncia 06. Resolver, em R, a equagdo log, (x + 7) - log, (x - 11) = 2.

(C.E.) de cada logaritmo. Assim, temos:
3x-18>0=>x>6 Resolugéo:

Em seguida, como as bases sdo iguais, devemos igualar
também os logaritmandos.

Logo: 3x - 18 =6=>3x=24=>x=8
Como esse valor satisfaz a condicdo de existéncia
(x > 6), entdo a solugdo da equagdo é S = {8}. x - 11 > 0 = x > 11 (condiggo II)

Inicialmente, devemos verificar as condigdes de existéncia
de cada logaritmo. Assim, temos:

X+ 7>0= x> -7 (condicdo I) e

. Como x deve atender simultaneamente as duas condicGes,
04. Resolver, em R, a equacdo log, (1 - 5x) = -3. . i
temos que a intersegao dessas € dada por x > 11.

Resolucéao:

o A Manipulando a equagdo, obtemos:
Aplicando a condigdo de existéncia, temos: P quag

1—5x>0:—5x>—1:5x<1:x<é log, (x +7) - log, (x - 11) = 2=

Aplicando a definicdo de logaritmo, temos: log X+7 | _ 5y X+ 5o
) 2lx-11 x-11

1—5x=2‘321—5x=7:1—l=5xa
8 8

Xt7 o 4dx-4d=x+7 =

7 7 x-11
—=5Xx=>Xx=—
8 40 3x = 51 =

x 7 1 ) - - 17
Entdao, como E < E' satisfazendo a condigao de X

A - . 7 Como 17 satisfaz a condigdo de existéncia (x > 11), entdo
existéncia, a solugdo da equagdo € S = { 1. . o
40 a solugdo da equagdo € S = {173}.
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EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

01.

02.

03.

04.

05.

06.

RESOLUCOES NO

(UECE-2018) Se x € o logaritmo de 16 na base 2, entdo,
o logaritmo (na base 2) de x2 - 5x + 5 é igual a

A) 2.
B) 1.
c) -1.
D) 0.

(PUC Ri0-2015) Se log, x = -3, ent&o Px+x vale:

2

A) C) 28. E) 66.

Alw

B) 6. D) 50.

(UFPR) Para se calcular a intensidade luminosa L, medida
em limens, a uma profundidade de x centimetros num
determinado lago, utiliza-se a Lei de Beer-Lambert, dada
pela seguinte formula:

|og L —
15
Qual a intensidade luminosa L a uma profundidade de

12,5 cm?
A) 150 limens.

-0,08x

D) 1,5 limens.
B) 15 Iimens. E) 1 Iumen.

C) 10 limens.

(Unicamp-SP-2016) A solucdo da equacdo na variavel

real x, log, (x + 6) = 2, € um nimero
A) primo. C) negativo.

B) par. D) irracional.

(UFRGS-RS-2018) Se log, x + log, x = 1, entdo o valor
de x é:

A) Y2 D) V3
B) V2 E) ¥9
c) V3

(FGV-SP-2016) Sendo p e q nimeros reais, com p > q
e p + g > 0, definiremos a operagdo # entre p e q da
seguinte forma: p # q = p>- g>+ log (p + q), com
log (p + q) sendo o logaritmo na base 10 de (p + q).
Utilizando-se essa definicdo, o valor de 10 # (-5) é
igual a:

A) 176 - log 2
B) 174 - log 2
C) 76 - log 2
D) 74 + log 2
E) 74 -log 2
Colecao 6V

07.
@ Bernoulli Play @

08.

©

(Insper-SP) O numero de solugdes reais da equagdo
log, (x + 3) + log, (x - 2) = 2 é:

A) 0. D) 3.
B) 1. E) 4.
c) 2.

(UFRGS-RS) Atribuindo para log 2 o valor 0,3, entdo os
valores de log 0,2 e log 20 sdo, respectivamente,

A) -0,7 e 3. D) 0,7 e 2,3.
B) -0,7 e 1,3. E) 0,7 e 3.
C) 0,3el,3.

EXERCICIOS
PROPOSTOS

01.

02.

©

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(UERJ-2017) Uma calculadora tem duas teclas especiais,
A e B. Quando a tecla A é digitada, o nimero que esta
no visor é substituido pelo logaritmo decimal desse
nimero. Quando a tecla B é digitada, o nimero do visor
é multiplicado por 5.

Considere que uma pessoa digitou as teclas BAB, nesta
ordem, e obteve no visor o nimero 10. Nesse caso, o visor
da calculadora mostrava inicialmente o seguinte nimero:

A) 20. B) 30. C) 40. D) 50.

(UFG-GO) Em um experimento hipotético com cinco
espécies de bactérias em meio de cultura, cada uma
com populagédo inicial de 10 células, registraram-se as
populagOes apresentadas na tabela a seguir, uma hora
apos o inicio do experimento.

e Namero de células
Bactéria = ]

Chlamydia trachomatis 160
Escherichia coli 50
Leptospira interrogans 40
Streptococcus pneumoniae 100
Vibrio cholerae 80

Considerando-se que o numero de bactérias duplica a
cada geracgdo, define-se o nimero de geragdo, n, quando
a populagdo chega a N células, pela formula:
N=N,.2"
em que N, é o numero inicial de células.
O tempo de geracgdo € definido como o tempo necessario
para a populagédo dobrar de tamanho, e pode ser obtido
dividindo-se o tempo decorrido para a populagdo passar
de N, a N pelo nimero de geragdo correspondente.
O bacilo, nesse experimento, causa diarreia e seu tempo
de geragao, em minutos, foi de:

Dado: log 2 = 0,3.
A) 30.
B) 26.

C) 20.
D) 18.

E) 15.


https://youtu.be/zxS9mk-Hp7Q
https://youtu.be/2bKZbu3Tcoo
https://youtu.be/Rpfpm2l5SfY
https://youtu.be/k-tIC_Wyipw
https://youtu.be/CmJ2n7kHrXE
https://youtu.be/p6rU7WkzTz0
https://youtu.be/x6HpjgZPDIQ
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03.

©

04.

05.

06.

(PUC Ri0-2015) Seja x = log, 3 + log, 9 + log, 27. Enté&o,
é correto afirmar que:

A) 6<x<7 D) 9 <x<10
B) 7<x<8 E) x = 10
C) 8<x<9

(UFPR) Um importante estudo a respeito de como se
processa o esquecimento foi desenvolvido pelo alemao
Hermann Ebbinghaus no final do século XIX. Utilizando
métodos experimentais, Ebbinghaus determinou
que, dentro de certas condigdes, o percentual P do
conhecimento adquirido que uma pessoa retém apos t
semanas pode ser aproximado pela formula:

P = (100 - a).bt + a
sendo que a e b variam de uma pessoa para outra.
Se essa férmula é valida para um certo estudante,
coma =20eb = 0,5 o tempo necessario para que o
percentual se reduza a 28% sera
A) entre uma e duas semanas.
B) entre duas e trés semanas.
C) entre trés e quatro semanas.
D) entre quatro e cinco semanas.
E) entre cinco e seis semanas.

(UERJ) Um lago usado para abastecer uma cidade foi
contaminado apds um acidente industrial, atingindo o
nivel de toxidez T,, correspondente a dez vezes o nivel
inicial. Leia as informagdes a seguir:

e A vazdo natural do lago permite que 50% de seu
volume sejam renovados a cada dez dias.
e O nivel de toxidez T(x), apos x dias do acidente, pode
ser calculado por meio da seguinte equagao:
T(x) = T,.(0,5)**
Considere D o menor nimero de dias de suspensdo do

abastecimento de agua, necessario para que a toxidez
retorne ao nivel inicial.

Sendo log 2 = 0,3, o valor de D ¢é igual a:

A) 30. B) 32. C) 34. D) 36.

(Unicamp-SP) Uma barra cilindrica é aquecida a uma
temperatura de 740 °C. Em seguida, é exposta a uma
corrente de ar a 40 °C. Sabe-se que a temperatura no
centro do cilindro varia de acordo com a fungdo:

=L
T®)=(T, - T,). 102 + T,

sendo t o tempo em minutos, T, a temperatura inicial e
T, @ temperatura do ar. Com essa fungdo, concluimos
que o tempo requerido para que a temperatura no centro
atinja 140 °C é dado pela seguinte expressdo, com o log
na base 10:

A) 12.[log (7) - 1] minutos.

B) 12.[1 - log (7)] minutos.

C) 12.log (7) minutos.

[1 -log (7)]
12

D) minutos.

07.

©

08.

09.

©

10.

11.

12.

(Unifor-CE) Em 1987, uma industria farmacéutica iniciou a
fabricagao de certo tipo de medicamento e, desde entdo,
sua producdo tem crescido a taxa de 8% ao ano. Assim,
em que ano a produgao de tal medicamento quadruplicou
a quantidade fabricada em 19877

(Sao dadas as aproximagoes: log 2 = 0,30; log 3 = 0,48.)
A) 2002 C) 2004 E) 2006
B) 2003 D) 2005

(Albert Einstein-2016) Uma pesquisa foi desenvolvida a
partir de 250 bactérias de uma cultura. Estimou-se entdo, de
maneira aproximada, que, durante certo tempo, o aumento
percentual do nimero de bactérias na cultura poderia ser

obtido pela expressdo B(t) = -30.log, (t + 21) + 150, em §
que t é o tempo decorrido, em minutos, apds o inicio da |<—(
pesquisa, Nessas condigbes, ao fim da primeira hora da b
pesquisa, quantas bactérias havia em tal cultura? II'I—"
A) 325 B) 400 C) 450 D) 525 |
(FGV-SP) Considere a fungao f(x) = log, ,,, x*.

Se n = f(10) + f(11) + f(12), entdo:

A) n<l1 C) 1<n<?2 E) n>2

B) n=1 D) n=2

(UPF-RS-2015) Sendo log, x = 2, log, x = 3 elog_x = 5,
o valor de log,, x é:

31 1
A) 30. c 3L E) =
) ) 5 ) e
B) 31. p) 30,

31

(UFSM-RS) Suponha que um campo de futebol seja
colocado em um sistema cartesiano ortogonal, conforme
mostra a figura.

Y,

(o]
Para que o ponto A(log,, (x + 1) + 1; log,, (x> + 35)) tenha
abscissa e ordenada iguais, é necessario e suficiente que:

A) x> -1 C) x<-1 E) x>5
B) x=5 D) x=-5

(FUVEST-SP-2019) Se log, y = —% + 2log, x, parax > 0,
entao 3

3/y2

A) y=f5 D) y=+2.3%
B) y=\/X;3 E) y=v2x
& vk

25
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https://youtu.be/D2mSU2JFg7k
https://youtu.be/B_YlY7xcPL4
https://youtu.be/fgFR05xK8Z8
https://youtu.be/ggl_-ClCQZs
https://youtu.be/TNdo6flpyE4
https://youtu.be/Sv983ZgVsUc
https://youtu.be/vY8Q121e3og

13.

15.

16.

SECAO ENEM

01.

©

(UEL-PR) Considere A, B e C numeros reais positivos

comA=#1,Bx1eC=1. Selog,B=2elog. A= %,

conclui-se que o valor de log, C é:

B) 2. o 1. b

A 1. 3,
2 3 6 6

(UFPR-2017) Suponha que a quantidade Q de um
determinado medicamento no organismo t horas apds
sua administracdo possa ser calculada pela férmula:

e (1T
le'[m]

sendo Q medido em miligramas, a expressao que fornece
o tempo t em fungdo da quantidade de medicamento Q é:

/15 1 Q
= == t==.log—
A) t=log ) D) > 915
2

B) t:Iogls E) t=log Q
2log Q 225

10| lg
C) t=10,|log 5

(UFC-CE) O valor da soma

1 2 3 99 | ,
log,, 5 + log,, 3 + log,, 4 + ... + log,, 100 e:

A) 0.
B) -1.

c) -2.
D) 2.

E) 3.

(UFSM-2015) Quando um elemento radioativo, como o
Césio 137, entra em contato com o meio ambiente, pode
afetar o solo, os rios, as plantas e as pessoas. A radiagao
ndo torna o solo infértil, porém tudo que nele crescer
estara contaminado.

A expressdo Q(t) = Q,.e %% representa a quantidade, em
gramas, de atomos radioativos de Césio 137 presentes
no instante t, em dias, onde Q, é a quantidade inicial.

O tempo, em dias, para que a quantidade de Césio 137
seja a metade da quantidade inicial é igual a:

Use: In 2 = 0,69.

A) 60. B) 30. C) 15. D) 5. E) 3.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play
(Enem-2017) Para realizar a viagem dos sonhos, uma
pessoa precisava fazer um empréstimo no valor de
R$ 5 000,00. Para pagar as prestacbes, dispde de,
no maximo, R$ 400,00 mensais. Para esse valor de

empréstimo, o valor da prestagdo (P) é calculado em
fungdo do niumero de prestagdes (n) segundo a férmula

5000.1,013".0,013
(1,013"-1)

p=

Se necessario, utilize 0,005 como aproximagdo para
log 1,013; 2,602 como aproximagao para log 400; 2,525
como aproximagao para log 335.

02.

03.

O O

O OO O

O

De acordo com a férmula dada, o menor nimero de
parcelas cujos valores ndo comprometem o limite definido
pela pessoa é

A) 12.
B) 14.

C) 15.
D) 16.

E) 17.

(Enem-2017) Em 2011, a costa nordeste do Jap&o foi
sacudida por um terremoto com magnitude de 8,9 graus
na escala Richter. A energia liberada E por esse terremoto,

em kWh, pode ser calculada por R:E log E], sendo
3 E

0

E, = 7 . 107 kWh e R a magnitude desse terremoto na

escala Richter. Considere 0,84 como aproximagao para log 7.
Disponivel em: <http://oglobo.globo.com>.
Acesso em: 02 ago. 2012.

A energia liberada pelo terremoto que atingiu a costa
nordeste do Japao em 2011, em KWh, foi de:

A) 101083 C) 10410 E) 101719
B) 10119 D) 10155t

(Enem) Em setembro de 1987, Goiania foi palco
do maior acidente radioativo ocorrido no Brasil,
quando uma amostra de césio-137, removida de um
aparelho de radioterapia abandonado, foi manipulada
inadvertidamente por parte da populagdo. A meia-vida
de um material radioativo é o tempo necessario para que
a massa desse material se reduza a metade. A meia-vida
do césio-137 é 30 anos e a quantidade restante de massa
de um material radioativo, apds t anos, é calculada pela
expressdo M(t) = A.(2,7)%, onde A é a massa inicial e k
é uma constante negativa.

Considere 0,3 como aproximagé&o para log, 2.

Qual é o tempo necessario, em anos, para que uma
quantidade de massa do césio-137 se reduza a 10% da
quantidade inicial?

A) 27 B) 36 C) 50 D) 54 E) 100
Meu aproveitamento //\7‘
Acertei_ Errei____
01. D O 03.D O 05.E O 07.B
02. E O 04. A O 06.C O 08.B
Acertei__ Errei___
01. A O 05.C O 09.E O 13.D
02. B O 06.C O 10.D O 14. A
03. D O 07.A O 11. B O 15.C
04. C O 08. A O 12. A O 16. B
Acertei Errei___
01. D O 02.B O 03.E

/ Total dos meus acertos: de . %



https://youtu.be/jM8EWCx0CeY
https://youtu.be/Sx8JOoJvnd0
https://youtu.be/d2BUopOMSB8
https://youtu.be/2Y1ThlhMTU0

FRENTE = MODULO

MATEMATICA B 13

Sistema Cartesiano e Ponto

SISTEMA CARTESIANO -
COORDENADAS DE UM PONTO

Sejam x e y dois eixos perpendiculares entre si e com
origem comum O, conforme a figura a seguir:

Nessas condicGes, diz-se que x e y formam um sistema
cartesiano retangular (ou ortogonal), e o plano por eles
determinado é chamado plano cartesiano.

Eixo x (ou Ox): eixo das abscissas

Eixo y (ou Oy): eixo das ordenadas

O: origem do sistema

A cada ponto P do plano, corresponderdo dois numeros:
a (abscissa) e b (ordenada), associados as projegdes
ortogonais de P sobre o eixo x e sobre 0 eixo y, respectivamente.

Assim, o ponto P tem coordenadas a e b, e sera indicado
analiticamente pelo par ordenado (a, b).

Nota:

Neste estudo, sera utilizado somente o sistema cartesiano
retangular, que serd chamado, simplesmente, sistema

cartesiano.

OBSERVACOES

i)

Os eixos x e y dividem o plano cartesiano em quatro
regides ou quadrantes Q, que sdo numerados, como
na figura a seguir:

|@@|

i) Neste curso, a reta suporte das bissetrizes do 1° e do
30 quadrantes sera chamada bissetriz dos quadrantes
impares e indicada por b,. A do 2° e 4° quadrantes
sera chamada bissetriz dos quadrantes pares e
indicada por bp.

Propriedades

i) Todo ponto P(a, b) do 1° quadrante tem abscissa
positiva (a > 0) e ordenada positiva (b > 0) e,
reciprocamente, todo ponto P (a,b) coma>0eb >0
pertence ao 1° quadrante.

P(a,b)e1°Qea>0eb>0

Assim: P(3, 2) € 1°Q

Y

o

Wr-------%
X

i) Todo ponto P(a, b) do 2° quadrante tem abscissa
negativa (a < 0) e ordenada positiva (b > 0) e
reciprocamente.

P(a,b) e20°Qewa<0eb>0

Bernoulli Sistema de Ensino 27
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Assim: P(-3, 2) €2°Q

-3 (0] X

ili) Todo ponto P(a, b) do 3° quadrante tem abscissa
negativa (a < 0) e ordenada negativa (b < 0) e
reciprocamente.

P(a,b)c3°Qea<0eb<0

Assim: P(-3, -2) € 3°Q

I

PO )

iv) Todo ponto P(a, b) do 4° quadrante tem abscissa
positiva (a > 0) e ordenada negativa (b < 0) e
reciprocamente.

P(a,b)e4°Qewa>0eb<0

Assim: P(3, -2) € 4°Q
y

ot

v) Todo ponto do eixo das abscissas tem ordenada nula
e reciprocamente.

P(a,b) e Ox<b=0

Assim: P(3, 0) € Ox
y

(0] 3 X

vi) Todo ponto do eixo das ordenadas tem abscissa nula
e reciprocamente.

P(a,b) e Oy a=0

Colecao 6V

Assim: P(0, 3) € Oy

0 X

vii) Todo ponto P(a, b) da bissetriz dos quadrantes
impares tem abscissa e ordenada iguais (a = b) e
reciprocamente.

P(a,b) eb,<a=>b

Assim: P(-2, -2) e b,

viii) Todo ponto P(a, b) da bissetriz dos quadrantes
pares tem abscissa e ordenada opostas (a = -b) e
reciprocamente.

P(a, b)ebp©a=—b

Assim: P(-2, 2) € bp

SIMETRIAS NO SISTEMA
CARTESIANO @@'

Consideramos dois tipos de simetria no sistema cartesiano:

. Simetria central: transformacgdo de reflexdo de um
objeto (ponto ou figura) em relagdo a um ponto.

. Simetria axial: transformacdo de reflexao de um
objeto (ponto ou figura) em relacdo a uma reta.

Em relagdo a um ponto P(a, b), seus principais pontos
simétricos sédo:
P_: simétrico em relagdo a origem
P,: simétrico em relagdo ao eixo x

P,: simétrico em relagdo ao eixo y



P, (-a, b) Y P (a, b)
L i B .
—ai e - a x
P (-a,-b) - =B P(a -b)
OBSERVAGOES

i) Note que, na representagdo grafica, tomamos

P € 19 quadrante.

ii) Note que o simétrico de P em relagéo a origem é tal

que: O(0, 0) é o ponto médio do segmento Wo.

Exemplos:

19) Os principais pontos simétricos de P(-4, 3) sdo:

P (-4, 3) Y4 P, (4,3)
L | A M
-7 o Y >
P(-4,-3) -3 P (4,-3)

29) O triangulo simétrico ao tridngulo ABC em relagéo a

origem é:
c(-1,5) .7
B(-4, 3)Q
A0, 2)
0 >
A'(0, -2) X
B'(4, -3)
C'(1, -5)

PONTO MEDlOu@Ql

Considerem-se os pontos A(X,, ¥,) € B(X,, ¥,). Sendo

M(x,, v,,) © ponto médio de AB (ou BA), tem-se:

X, +X +
" A2 B @ yM=yA2yB

Sistema Cartesiano e Ponto

Ou seja, o ponto M é dado por:

M XA+XB yA+yB
2 2

Demonstragao:

win) A

X
oF  A(x,) M(x,) B'(x,)

Se M é ponto médio de AB (ou BA), pelo Teorema de Tales,
para o eixo x, pode-se escrever:

<
2
=
<L
=
L
-
<
=

A'M' = M'B' = X, — X, = Xz = X, =

X, +X,
2.Xy = X, + X, = X, = 2 —=2
2
i . YatVe
Analogamente, para o eixo y, tem-se: y, = -

Portanto, as coordenadas do ponto médio M do segmento
AB (ou BA) sao, respectivamente, as médias aritméticas das

abscissas de A e B e das ordenadas de A e B.

BARICENTRO DE
UM TRIANGULO ™CJi

Seja o tridngulo ABC de vértices A(x,, v,), B(X, ;) €
C(Xcs Y¢)- O baricentro (ponto de encontro das medianas)

do tridngulo ABC tem coordenadas:

X, + X +X +y_ +
X, = A—2—=< 33 ceye=7yA éB Ye

Ou seja, o ponto G é dado por:

3 3

G[XA+XB+XC yA+yB+yCJ

Demonstragao:
y

29
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Considerando a mediana AM, o baricentro G é tal que:
AG = 2.GM
Pelo Teorema de Tales, para o eixo x, podemos escrever:

A'G' = 2.G'M'

Xg = X, = 2(Xy = Xg) = 3.X5 = X, + 2.X,

X, + X,
E, como x,, = , tem-se:
2

X, +X X, + X, +X
= B C A B C
3.xG—xA+2( > ) G 3

Analogamente, para o eixo y, tem-se:

= YatYetYe
3

DISTANCIA ENTRElﬁ
DOIS PONTOS

Ya

Considerem-se dois pontos distintos A(x,, v,) € B(X, ;).
tais que o segmento AB n&o seja paralelo a algum dos eixos
coordenados.

Tracando-se por A e B as retas paralelas aos eixos
coordenados que se interceptam em C, tem-se o tridngulo ACB,
retangulo em C.

y
Ys

Ay

Ya

(]

A distancia entre os pontos A e B que se indica por d é
tal que:

OBSERVACOES

i) Como (x, - X,)? = (x, - X;)?, a ordem escolhida para
a diferenca das abscissas ndo altera o célculo de d.
O mesmo ocorre com a diferenga das ordenadas.

ii) A formula para o célculo da disténcia continua valida se
0 segmento AB ¢é paralelo a um dos eixos, ou, ainda,
se os pontos A e B coincidem, caso em que d = 0.

Colecao 6V

EXERCICIOS DE .
APRENDIZAGEM

01.

03.

©

04.

05.

©

06.

07.

©

(EEAR-2016) Considere os pontos A(2, 8) e B(8, 0).
A distancia entre eles é de:

A) /14 C) 3/7
B) 3/2 D) 10

(UFPI) A medida do perimetro do tridngulo cujos vértices
sdo os pontos (1, 1), (1, 3) e (2, 3) é:

A) 3+/5 Cc) 3+3/5 E) 3+5/5
B) 3+2/5 D) 3+4/5

(EEAR-2017) Seja ABC um tridngulo tal que A(1, 1),

B(3, -1) e C(5, 3). O ponto _____ é o baricentro desse
tridngulo.

A) (2,1) Q) (1,3)

B) (3,3) D) (3,1)

(UNIFESP) Um ponto do plano cartesiano é representado
pelas coordenadas (x + 3y, -x - y) e também por
(4 + vy, 2x + y), em relagdo a um mesmo sistema de
coordenadas. Nestas condigOes, x” é igual a:

A) -8. C) 1. E) 9.

B) -6. D) 8.

(CEFET-MG) Os pontos A(-5, 2) e C(3, -4) sao
extremidades de uma diagonal de um quadrado.
O perimetro desse quadrado é:

A) 18/2 C) 24/2
B) 20/2 D) 28/2

(UFRGS-RS) Sendo os pontos A = (-1, 5) e B = (2, 1)
vértices consecutivos de um quadrado, o comprimento
da diagonal desse quadrado é:

A) 2

B) 2/2

c) 3/2

D) 5

E) 5/2

(PUC Rio) Se os pontos A(-1, 0), B(1, 0) e C(x, y) sé@o
vértices de um tridngulo equildtero, entdo a distancia
entre Ae Cé:

A) 1
B) 2
C) 4
D) V2
E) V3


https://youtu.be/PfUKWj5AsH8
https://youtu.be/ypXo0_N6tRM
https://youtu.be/DOvrqN5eezg
https://youtu.be/36xtHy2VH8E
https://youtu.be/5I_nobO6RSM

R sistema Cartesiano e Ponto

08.

©

EXERCICIOS

(IFSC-2016) O plano cartesiano representado a seguir
mostra o deslocamento de uma pessoa por 4 pontos
diferentes, no interior do pavilhdo da Oktoberfest.
Considere que essa pessoa partiu do ponto A e formou,
com seu trajeto, segmentos de reta entre os pontos
consecutivos A, B, C e D, nessa ordem. Em uma escala
em metros, € correto afirmar que ela se deslocou

m

40

35
C

30 <

25

20—

15 ™

10 >B
A

5

0 5 10 15 20 m

A) 5(3/5 + 5) m.
B) (3/5 + 5) m.
C) 53 m.

D) 2(3/2 + 7) m.
E) 4(3/5 + 5) m.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

02.

©

03.

(EEAR-2017) O triangulo ABC formado pelos pontos
A(7, 3), B(-4, 3) e C(-4, -2) é
A) escaleno. C) equiangulo.

B) isosceles. D) obtuséangulo

(Cesgranrio) Os pontos M, N, P e Q do R2 sdo os vértices
de um paralelogramo situado no primeiro quadrante.
Se M(3, 5), N(1, 2) e P(5, 1), entdo o vértice Q é:

A) (7, 4) D) (8, 6)
B) (6, 5) E) (6, 3)
C) (9,8)

(FGV) No plano cartesiano, M(3, 3), N(7, 3) e P(4, 0)
sdo os pontos médios respectivamente dos lados AB, BC,
e AC de um triangulo ABC. A abscissa do vértice C é:

A) 6. D) 9.
B) 7. E) O.
C) 8.

04.

©

(PUC Minas) Os catetos AC e AB de um tridngulo retangulo
estdo sobre os eixos de um sistema cartesiano. Se
M = (-1, 3) for o ponto médio da hipotenusa BC, é correto
afirmar que a soma das coordenadas dos vértices desse
triangulo é igual a:

A) -4.
B) -1.
C) 1.
D) 4.

05. (PUC Minas-2015) Quando representamos no sistema
de coordenadas xOy, o ponto B é o simétrico do ponto
A(-3, 2) em relagdo a origem O; por sua vez, o ponto C é
o simétrico de B em relagdo ao eixo x. Com base nessas
informacdes, é correto afirmar que a medida de area do
triangulo ABC é igual a:

A) 8.
B) 9.
C) 10.
D) 12.

06. (Mackenzie-SP) Na representacdo em escala, os
quadrados sdo iguais e cada centimetro representa
100 km. Um avido sai da cidade A, faz escala na cidade
C, chegando a cidade B, conforme a figura.

A
C
6 cm
3 B
12 cm

Entre as alternativas dadas, identifique aquela em que
consta o valor mais préximo da distancia percorrida pelo
avido, de A até B, passando por C.
A) 1000 km.
B) 950 km.
C) 1150 km.
D) 1400 km.
E) 1250 km.

07. (FGV) No plano cartesiano, o tridngulo de vértices A(1, -2),

©

B(m, 4) e C(0, 6) é retangulo em A. O valor de m é igual a:

A) 47. D) 50.
B) 48. E) 51.
C) 49.

Bernoulli Sistema de Ensino
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https://youtu.be/756_zLRJGh0
https://youtu.be/MCT7e7DrAro
https://youtu.be/XTjLparTp5E
https://youtu.be/oO2OCij1V8E
https://youtu.be/Dcvdm8pU3g8
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08.

)

09.

10.

©

32

(ESPM-SP) A figura a seguir representa uma praga de
forma triangular, em que o angulo A & reto.

B

30 m

A 40 m

R
Duas pessoas percorrem o contorno da praga a partir do
ponto A, mas em sentidos contrarios, até se encontrarem
num ponto P do lado BC. Sabendo-se que elas percorreram
distancias iguais, podemos concluir que a distancia do
ponto P ao ponto A em linha reta é de, aproximadamente:

Adote 5 = 2,25.

A) 22 m. D) 30 m.
B) 25 m. E) 32 m.
C) 27 m.

(Fatec-SP) No plano cartesiano da figura, considere que
as escalas nos dois eixos coordenados sao iguais e que a
unidade de medida linear € 1 cm. Nele, esta representada
parte de uma linha poligonal que comega no ponto P(0, 3)

e, mantendo-se o mesmo padrao, termina em um ponto Q.

Y4

= N W D

00 1234567 891011 X

Na figura, a linha poligonal é formada por segmentos
de reta

e que sdo paralelos aos eixos coordenados e
e cujas extremidades tém coordenadas inteiras nao

negativas.

Sabendo que o comprimento da linha poligonal, do ponto
P até o ponto Q, é igual a 94 cm, as coordenadas do
ponto Q sdo:

A) (25, 2). D) (33, 1).
B) (28, 1). E) (34, 2).
C) (32, 1).

(Insper-SP-2015) O Sr. AntOnio resolveu construir um
pogo em seu sitio. Ele passou ao engenheiro o esquema
a seguir, indicando a posigdo da piscina e do vestiario em
relagdo a localizagdo da casa.

Colecao 6V

11.

12.

Piscina
24 m para o norte

Vestiario 12 m para o leste
20 m para o norte
8 m para o oeste

Casa
Posicdo de referéncia

O Sr. Antonio disse ao engenheiro que queria 0 pogo numa
localizagdo que estivesse a mesma distancia da casa, da
piscina e do vestiario. Para atendé-lo o engenheiro deve
construir o pogo na posigdo, em relagdo a casa, dada por,
aproximadamente,

A) 4,2 m para o leste e 13,8 m para o norte.
B) 3,8 m para o oeste e 13,1 m para o norte.
C) 3,8 m para o leste e 13,1 m para o norte.
D) 3,4 m para o oeste e 12,5 m para o norte.

E) 3,4 m para o leste e 12,5 m para o norte.

(UFMG) Nesta figura, esta representado um quadrado de
vértices ABCD.

B(3, 4)
D(a, b)

0| A(0, 0) X

Sabe-se que as coordenadas cartesianas dos pontos
A e B sdo A(0, 0) e B(3, 4). Entdo, é correto afirmar que
o resultado da soma das coordenadas do vértice D é:

A) -2. C) -=.

N[

B) -1. D) -

N W

(Unesp) Dado um sistema de coordenadas cartesianas no
plano, considere os pontos A(2, 2), B(4, -1) e C(m, 0).
Para que AC + CB seja minimo, o valor de m deve ser:

A 7. D) 3,5.
3

B) 8. E) 11,
2 2

c) 10.
2


https://youtu.be/NoL6UEFTyYQ
https://youtu.be/8YRlEXzAAfM
https://youtu.be/8K_1dR2r3fk
https://youtu.be/jp6x_WqwJMo

R sistema Cartesiano e Ponto

SECAO ENEM

01.

02.

03.

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(Enem-2017) Foi utilizado o plano cartesiano para a
representacdo de um pavimento de lojas. A loja A esta
localizada no ponto A(1, 2). No ponto médio entre a loja A
e a loja B esta o sanitario S, localizado no ponto S(5, 10).
Determine as coordenadas do ponto de localizagdo da
loja B.

A) (-3, -6)
B) (-6, -3)

C) (3,6)
D) (9, 18)

E) (18,9)

(Enem-2016) Em uma cidade sera construida uma galeria
subterranea que recebera uma rede de canos para o
transporte de agua de uma fonte (F) até o reservatério
de um novo bairro (B).

Apos avaliacOes, foram apresentados dois projetos para
o trajeto de construcdo da galeria: um segmento de reta
que atravessaria outros bairros ou uma semicircunferéncia
Que contornaria esses bairros, conforme ilustrado no
sistema de coordenadas xOy da figura, em que a unidade
de medida nos eixos é o quildmetro.

y (km)
F=(1,1)
-1 o 1 [x(km)
-1
B=(1,-1)

Estudos de viabilidade técnica mostraram que, pelas
caracteristicas do solo, a construgdo de 1 m de galeria
via segmento de reta demora 1,0 h, enquanto que 1 m
de construgdo de galeria via semicircunferéncia demora
0,6 h. Ha urgéncia em disponibilizar agua para esse bairro.

Use 3 como aproximagao para n e 1,4 como aproximagao

para /2.

O menor tempo possivel, em hora, para conclusdo da
construcdo da galeria, para atender as necessidades de
agua do bairro, é de:
A) 1 260.

B) 2 520.

C) 2 800.
D) 3 600.

E) 4 000.

(Enem-2015) Devido ao aumento do fluxo de passageiros,
uma empresa de transporte coletivo urbano esta fazendo
estudos para a implantagdo de um novo ponto de parada
em uma determinada rota. A figura mostra o percurso,
indicado pelas setas, realizado por um 6nibus nessa rota
e a localizagao de dois de seus atuais pontos de parada,
representados por P e Q.

04.

y
«—— <«<—— RuaC <—— <—
320} --f-mmmm oo eQ
o
o
3|
o,
20| --- op > RuaA ——™ — 3
0o 30 550 X

Os estudos indicam que o novo ponto T devera ser
instalado, nesse percurso, entre as paradas ja existentes
P e Q, de modo que as disténcias percorridas pelo 6nibus
entre os pontos P e T e entre os pontos T e Q sejam iguais.

De acordo com os dados, as coordenadas do novo ponto
de parada sdo:

A) (290, 20) D) (440, 0)
B) (410, 0) E) (440, 20)
C) (410, 20)

(Enem) Um programa de edigdo de imagens possibilita
transformar figuras em outras mais complexas. Deseja-se
construir uma nova figura a partir da original. A nova figura
deve apresentar simetria em relagdo ao ponto O.

m

Figura original

A imagem que representa a nova figura é:

F

B)

0]
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https://youtu.be/LpZ8XXKbXA4

Médulo 13

D) 06. (Enem) A figura a seguir é a representacdo de uma
regido por meio de curvas de nivel, que sdo curvas
fechadas representando a altitude da regido, com
relacdo ao nivel do mar. As coordenadas estéo
expressas em graus de acordo com a longitude,
no eixo horizontal, e a latitude, no eixo vertical. A escala
em tons de cinza desenhada a direita esta associada a

! altitude da regido.
70,0 800 m

700 m
600 m
500 m
400 m
300 m
200 m
100 m

E)

N

A

Um pequeno helicoptero usado para reconhecimento
sobrevoa a regido a partir do ponto X = (20, 60).
O helicoptero segue o percurso:

12 20,4 20,6 20,8 21,0 21,2

05. (Enem) Nos Ultimos anos, a televisdo tem passado por
uma verdadeira revolugdo, em termos de qualidade de
imagem, som e interatividade com o telespectador. Essa
transformacéo se deve a conversdo do sinal analdgico para
o sinal digital. Entretanto, muitas cidades ainda ndo contam Ao final, desce verticalmente até pousar no solo.
com essa nova tecnologia. Buscando levar esses beneficios a
trés cidades, uma emissora de televisdo pretende construir
uma nova torre de transmissdo, que envie sinal as antenas

0,8°L—->05°N—>0,2°0-0,1°S—>0,4°N—>0,3°L

De acordo com as orientagdes, o helicoptero pousou em
um local cuja altitude é

A, B e C, ja existentes nessas cidades. As localizagdes das A) menor ou igual a 200 m.
antenas estdo representadas no plano cartesiano: B) maior que 200 m e menor ou igual a 400 m.
C) maior que 400 m e menor ou igual a 600 m.
v Q) ) q g
. L : : : L L D) maior que 600 m e menor ou igual a 800 m.
e E) maior que 800 m.
() |edeerboemiesspontpestoooboachosd:
sol - L C‘ o
PO GABARITO Meu aproveitamento /\/\7'
&0 ||==g==chomcfordbeodecagocfoodtaq-
L R R A Aprendizagem  Acertei Errei
20 |--doet ettt
ol A B O 01.D O 03.D O 05.B O 07.B
10 }--4---r---r--=-=--=1---r------1-
bbb i x(km) O 02.A O 04. A O o06. E O 08. A
10 20 30 40 50 60 70 80 90
A torre deve estar situada em um local equidistante das PFOPOStOS Acertei_____ Errei______
trés antenas. O o01. A O 04.D O 07.¢C O 10.C
O local adequado para a construgdo dessa torre O 02. A O 05.D O 08.C O 11. B
corresponde ao ponto de coordenadas O 03 c O 06. E O 09 C O 12. ¢
A) (65, 35). _
Secao Enem Acertei Errei
B) (53, 30). ‘
C) (45, 35). O 01.D O 03.E O 05.E
O 02.B O 04. E O 06. A
D) (50, 20).
E) (50, 30). /Totaldos meus acertos: de . %
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MATEMATICA

MODULO

B 14

FRENTE

Estudo Analitico da Reta

INCLINAGAO DE UMA RETAIC -y

Considere, no plano cartesiano, uma reta r concorrente
com o eixo x no ponto P.

Chama-se inclinagdo de r a medida do angulo o que r
forma com o eixo Ox, sendo esse angulo medido a partir do
eixo x no sentido anti-horario.

y

(0] /P X

COEFICIENTE ANGULAR
DE UMA RETA

Considerando-se uma reta r ndo perpendicular ao eixo x
(ndo vertical), ou seja, tal que a # 90°, chama-se coeficiente
angular (ou declividade) da reta r o niumero m, tal que
m = tg a.

|@@|

OBSERVACOES
i) Ainclinagdo m de uma reta é tal que 0° < o < 180°.

if) No plano cartesiano, duas retas paralelas tém a mesma
inclinagdo.

Y

0 / / X

ifi) Se a = 90°, entdo a reta ndo tem coeficiente angular.

Assim, tem-se:

0° < a < 90° (agudo)

a = 0° (nulo)

a = 90° (reto)

90° < o < 180° (obtuso)

y r y
7
m< 0
Am
o

o

O X ¢ \ X
Isto é:

i) Sea =0° entdom = 0.
i) Se a = 90°, entdo ndo existe m.
ili)Se 0 < a < 90°, entdo m > 0.

iv) Se 90° < o < 180°, entdo m < 0.
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Exemplo:

Dar os coeficientes angulares das retas r, s, t e u.

A) y C) vy
t
-]
r
60°
) X o / X
o =0°= o, = 60° =
m_=tg 0° = m, = tg 60° =
m = m, = /3
B) vy s D) vy
u
135°
o
(0] X (0] \ X
a, = 90° = a, = 135° =
N&do existe m_. m, =tg 135° =
m, =-1

u

COEFICIENTE ANGULAR

DE UMA RETA QUE PASSA 1)

POR DOIS PONTOS DADOS

Considerem-se dois pontos A(x,, y,) € B(X,, Y,), tais que

X, # Xz € Y, # Yy, isto &, a reta AB ndo € paralela aos eixos

coordenados. Ha dois casos a se considerar:
19 caso: a < 90°

Do tridangulo ABC, tem-se:

Colecao 6V

20 caso: a > 90°

Do triangulo ABC, tem-se:

tgp= o =totn
CA X, -X,
y

Ve

Ya

(0]

Como a + = 180°, tem-se tg o = -tg .

Logo: m =tga = _YemYa _YeTVYa

Xo =Xy Xg =X,

Portanto, para os dois casos, tem-se:

Y~ Y
m= '8 A
Xg =X,

OBSERVAGOES

i) Seareta AB é paralela ao eixo x (y, = Y, € X, # X;),
tem-se m = 0, e a férmula continua valida.

ii) SearetaAB é perpendicularao eixo X (X, =X, ey, #Y,),
ndo existe m, pois x; - x, = 0.

Exemplos:

19) Qual é o coeficiente angular das retas que passam
nos seguintes pontos?

~Y,_9-1
g ARl o YeTYa —4
B(4,9)

_ - 5-2
gy ACLDL oy YoV 3
B(0, 5)

29) Qual é o coeficiente angular da reta r na figura?
y

r™~.B

1

(0] 2 X
Temos: A(2, 0) e B(O, 1)

m=m=u=ﬂ: m:-l
"Tox,-x, 0-2 2



EQUACAO FUNDAMENTAL
DE UMA RETA

No plano cartesiano, uma reta fica determinada por um

|@Q|

dos dois modos:

1° modo: Conhecendo-se um de seus pontos e sua
declividade, que é dada pela inclinagdo da reta (coeficiente
angular).

2° modo: Conhecendo-se dois pontos distintos que

pertencem a ela.

Vejamos, entdo, como se obtém a equagdo de uma reta.
12 modo: Temos dois casos a considerar:

i) A reta tem coeficiente angular.

Obter uma equacdo da reta r, que passa pelo ponto
P(Xor Y,) € tem coeficiente angular m.

Sendo Q(x, y) um ponto genérico de r, distinto de P,
entdo o coeficiente angular m da reta pode ser
calculado com base em P e Q.

Y
vl
N P
0 LX =X,
0 X, X X
m=Y"Yo
X=X

0

A relagdo (I) entre as coordenadas dos pontos P e Q
pode ser escrita na forma:

y =Y, =m(x-x,) (II)

Note que, se P = Q, entdo x = x, ey = y,, e a relagdo (II)
continua verdadeira, pois y, = Y, = m(x, = X,).

Assim:

A equagdo fundamental da reta que passa pelo ponto P(x, Y,)

e tem coeficiente angular m é:

Y = Yo = m(X - X,)

Estudo Analitico da Reta

ii) A reta ndo tem coeficiente angular.

Obter uma equacgdo da reta r que passa pelo ponto
P(X,r Y,) € tem inclinag&o 90° (reta vertical).

Yy r
2 S Q
yO 7777777777 P
ol
O X, = X X

Sendo r uma reta vertical e Q(X, y) um ponto genérico
der, tem-se:

<<
(&)
=
~<C
=
L
'_
<
=

Exemplo:

Escrever uma equagao da reta que passa pelo ponto
P(2, 5) e é perpendicular ao eixo x.

y r

Sl P(2, 5)
ol

O 2 X

X = X,, isto &, x = 2, ou seja, x - 2 = 0.

292 modo: Obter uma equacdo da reta que passa por dois
pontos distintos A(x,, v,) € B(Xg Ys)-

Procede-se da seguinte maneira:

19 passo: Calcula-se o coeficiente angular m da reta AB.

Y~ Y
m=28""a
Xg =X,

29 passo: Com o coeficiente angular m e qualquer um

dos dois pontos dados, recai-se no 1° modo.

Assim, tomando-se o ponto A, tem-se:

y -y, =m(x-x,)

Esta é a equacdo fundamental da reta que passa pelos
pontos A e B.
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Frente B

FORMAS DE REPRESENTACAOI
DE UMA RETA

%)

Considere-se a reta r que passa pelo ponto P(0, n) e tem
coeficiente angular m.

Equacao reduzida

y

P(0, n)

Sua equacdo fundamental é:
y-n=m(x-0)

Segue-se que:

y=mx+n

Esta é chamada de equacdo reduzida da reta.

OBSERVACOES
i) Aequacdo reduzida de uma reta fornece diretamente
o coeficiente angular m e a ordenada n do ponto
onde esta reta intercepta o eixo y.

i) As retas de inclinagdo igual a 90° ndo possuem
equacao reduzida.

Equacao geral

No plano cartesiano, toda equagdo de uma reta pode ser
escrita na formaax + by + c =0, coma # 0 ou b # 0. De fato:

Sendo A(x,, y,) e B(x, y,) dois pontos distintos,
€ X, # Xy, temos:

Ye —Ya

Xg =Xy

mAB

A equagdo fundamental da reta que passa por A e B é:
_Ys VY (

= o—y X-x,)=

Y= VYa

(y - yA)(XB - XA) = (yB - yA)(x - XA) =
YXg =YXy T YaXg T YaXy = VX T VX, T Y X T VX =

(yA - yB)X + (XB - XA)y + YgXy ~ VaXy = 0

Colecao 6V

Fazendo y, -y, = a, X, - X, = b e yxX, —yX, =¢
I a equagcao fica:
ax+by+c=0
E, se x, = X,, a equacgdo fica ax + 0y + c = 0, que é a

equacdo de uma reta paralela ao eixo y.

Reciprocamente, no plano cartesiano, a equagdo
ax + by + c =0 com a =0 oub # 0 representa uma reta.
De fato:

Se b # 0, tem-se:

by =-ax-c=vy= _ax_c
b b

Comparando-se com a equacgdo reduzida y = mx + n,

tem-se:
Y a
m="p
-_C
n—/b
(0] X
a C
m=——en=——
b b

C

Se b =0, tem-se ax + ¢ = 0, ou seja, x

y

A reta é perpendicular ao eixo x.

A equagao na forma

ax +by+c=0,coma=#0oub=0

é chamada de equacdo geral da reta.
OBSERVAGOES

D)

Se c = 0, a equagdo fica ax + by = 0, e a reta passa
pela origem (0, 0). De fato: a.0 + b.0 =0

Assim, por exemplo, a reta r: 2x + 3y = 0 passa
pela origem.



i)

iiii)

iv)

Se a =0, a equagdo ficaby + c = 0, e a reta é paralela

o
ao eixo x. De fato: by +c=0=y = b

Assim, por exemplo, a retar: 2y + 5 = 0 é paralela ao

eixo X.

Se b =0, aequacdo ficaax + c = 0, e a reta é paralela

: C
aoeixoy. Defato:ax+c=0=x = —g.

Assim, por exemplo, a reta r: 2x — 7 = 0 é paralela

ao eixo y.

Toda reta do plano cartesiano possui infinitas
equacles na forma geral. Assim, seax + by + c=10
é a equacgdo de uma reta, entdo a equacgéo
k(ax + by + ¢) = 0, k # 0, representa a mesma reta,
pois sdo equacbes equivalentes, isto €, possuem as

mesmas solugoes.

Assim, porexemplo, x+2y+3=0e3(x+2y+3)=0
representam a mesma reta.

Intersecao de retas

Para obter o ponto de intersecdo entre duas retas
concorrentes, basta resolvermos o sistema formado por
suas equacgdes gerais ou reduzidas.

Exemplos:

1°)

20)

Achar o ponto de intersegdo entre as retas:
y=2x-5ey=-x+4

Temos que:

2x-5=-x+4

x=3=y=1

Logo, o ponto de intersecdo é P(3, 1).

Achar o ponto de intersegdo entre as retas:
2x+y-3=0e3x-y-7=0

Temos que:

2X+y=3
+
3x-y=7

Logo, o ponto de intersegdo é P(2, -1).

EXERCIiCIOS DE

RESOLUGGES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

©

02.

03.

04.

05.

(EEAR-2016) A equagao reduzida da reta que passa pelos
pontos A(0, 1) e B(6, 8) é dada por:
A) y=7x+1 C) \/552,2.

B) y=6x+1 D)
> |

(IMED-SP-2016) Dadas as equacgdes das retas
(r):x-2y-10=0e(s): 3x + 2y - 6 = 0 representadas no
mesmo sistema de coordenadas cartesianas, pode-se afirmar
que a abscissa do ponto de intersegdo entre as retas r e s é:

A) -3. C) 2. E) 6.
B) -2. D) 4.
(UNIRIO-RJ)
YA
120°
/-2 0 X

A equacdo reduzida da reta representada anteriormente é:
A) 3x-/3y+6=0 D) y=/3x +2/3

B) 3x + /3y + 6 =0 E)y=£(x+2)
3

C) /3x-y-2=0

(IFSul-2016) Considerando as retas y = 5x + 12 e
y = ax + 4 que se interceptam no ponto A(-1, b) os
valores de a e b sdo, respectivamente:

A) -5el. C) -le7.

B) -3e7. D) 4 e 8.

(PUC Minas-2016) No final do ano de 2005, o nimero
de casos de dengue registrados em certa cidade era
de 400 e, no final de 2013, esse nimero passou para
560. Admitindo-se que o grafico do nimero de casos
registrados em fungao do tempo seja formado por pontos
situados em uma mesma reta, é correto afirmar que, no
final de 2015, o niumero de casos de dengue registrados
sera igual a:

A) 580.

B) 590.

C) 600.

D) 610.

Bernoulli Sistema de Ensino
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Frente B

06.

07.

08.

Mddulo 14

(UFRGS-RS-2017) Os pontos A, B, C, D, E e F determinam
um hexagono regular ABCDEF de lado 1, tal que o ponto
A tem coordenadas (1, 0) e o ponto D tem coordenadas
(-1, 0), como na figura a seguir.

Y

B) Y=o Xt+—

Q)

D)

E) y-Cx-2

(UFMG) Observe os graficos da reta r e da fungdo
quadratica.

|
Ndbecoo=os

NSz

A equacao da reta r é:
A) x-2y-2=0

B) -2x+y+1=0
C) x+y-2=0

D) x+y+1=0
E) x+y-1=0

(UFSJ-MG) Dados o ponto P(-1, 2) e as retas
r:2x-5y+7=0es:2x +y + 7 =0, é correto afirmar
que:

A) o ponto de intersegdo das duas retas tem coordenadas

g

B) o ponto P pertence a reta r.
C) as retas r e s sdo paralelas.

D) as retas r e s ndo tém ponto comum.

Colecao 6V

EXERCICIOS

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

02.

©

03.

©

04.

©

(PUC RS-2016) O poligono ABCD, na figura a seguir,
indica o trajeto de uma maratona realizada em uma
cidade, sendo que as coordenadas estdo representadas
no sistema de eixos cartesianos abaixo. A reta que passa
pelos pontos A e C, vértices desse poligono, possui
coeficiente linear igual a:

Y

0

E) 1.

D)

als Nw

(Unicamp-SP) No plano cartesiano, a reta de equagdo
2x - 3y =12 intercepta os eixos coordenados nos pontos
A e B. O ponto médio do segmento AB tem coordenadas:

4 4
o [+3 o [+

B) (3, 2) D) (3, -2)

(UPE) No plano cartesiano, as intersec0es das retas de
equagbes x -y + 2 =0; y =4; y + x = -4 determinam
um tridngulo, cujos vértices sdo pontos de coordenadas:
A) (2,4); (-4, 4); (2, -4)

B) (-2,4); (-4, 4); (-2, -4)

Q) (-2,-4); (8,-4); (3, 1)

D) (4, 2); (4, -8); (-1, -3)

E) (2,4); (-8,4); (-3, -1)

(UFF-RJ) Na figura a seguir, estdo representadas as
retasres.

Yy S

/




05.

06.

Sabendo que a equagdo daretaséx =3 equed,, =5,
a equacdo de r é:

3 5
A ==X C ==X E = 5x
)y 7 )y S )y

4
B) y=§x D) y = 3x

(UFRGS-RS-2018) A representagdo geométrica das retas
r e s encontra-se desenhada no sistema de coordenadas
cartesianas na imagem a seguir:

Assinale a alternativa que apresenta o sistema de
equagdes lineares que pode representar as retas r e s
da imagem anterior.

-2Xx+3y=4 D) -X-2y=3

5x+5y=1 X+y=6
B) -X-y=2 E) {X—y:Z

x+y=1 X+y=0
o) -X+y=4

X+y=6

(Unifor-CE) Sejam as retas r e s representadas na figura
a seguir:

A

/—10
.

A abscissa do ponto de intersegdo de r e s é:

A -3B-5 c) 33-7 gy 3V3-5
2 2 2
B) 3\/§+7 D) 3\/§+5
2 2

07.

©

08.

©

09.

10.

11.

Estudo Analitico da Reta

(UECE) Seja r a reta que passa pelos pontos P, (-2, 1)
e P,(5, 3). Se r intercepta os eixos coordenados

nos pontos M(m, 0) e N(O, n), entdo o valor de

14 a.

= (n-m) é:

A) 6. C) 8. E) 1.
B) 7. D) 9.

(Fatec-SP) Na figura a seguir, a reta r tem equacgdo
X + 3y - 6 =0, e a reta s passa pela origem e tem

coeficiente angular Z
3

y
N

<
2
=
<L
=
L
-
<
=

/

A area do triangulo OAB, em unidades de area, é igual a:

A) 1. D) 4.
B) 2. E) 5.
c) 3.

(PUC Minas) O triangulo ABC tem seus lados apoiados
sobreasretasx-1=0,x-y=0ex+y-4=0.Nessas

condicbes, pode-se afirmar que ABC é um triangulo:
A) escaleno. C) obtusangulo.

B) equilatero. D) retangulo.

(UFMA) A soma dos coeficientes linear e angular da reta
que passa pelos pontos A(0O, k) e B(k, 0), sendo k = 0,

vale:
A) k-1 D) k
1
B) -k-1 E) =+1
k
C) k+1

(Insper) No plano cartesiano, a reta r, de coeficiente
angular 10, intercepta o eixo y em um ponto de ordenada a.
Ja a reta s, de coeficiente angular 9, intercepta o
eixo y em um ponto de ordenada b. Se asretasre s
interceptam-se em um ponto de abscissa 6, entdo:

A) b=a D) b=a+9
B) b=a-9 E) b=a+6
C) b=a-6

41

Bernoulli Sistema de Ensino



medulo 14 [

12,

)

SECAO ENEM

01.

©

(ESPM-SP-2015) O grafico a seguir é formado por
3 segmentos de retas consecutivos.

Sabe-se que:
I. A reta que contém o segmento AB tem coeficiente
linear igual a 4.

II. O coeficiente angular do segmento BC vale metade
do coeficiente angular do segmento AB.

III. A ordenada do ponto D é 2 da ordenada do ponto C.

3
IV. O coeficiente angular do segmento CD é igual a -1.

Podemos concluir que a abscissa do ponto D vale:
A) 17. C) 15. E) 16.
B) 19. D) 18.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(Enem-2016) Para uma feira de ciéncias, dois projéteis
de foguetes, A e B, estdo sendo construidos para serem
lancados. O planejamento é que eles sejam langados
juntos, com o objetivo de o projétil B interceptar o A
quando esse alcancgar sua altura maxima. Para que isso
aconteca, um dos projéteis descrevera uma trajetoria
parabdlica, enquanto o outro ird descrever uma trajetoria
supostamente retilinea. O grafico mostra as alturas
alcangadas por esses projéteis em fungdo do tempo, nas
simulagdes realizadas.

20— v m e e v m e -

16] - S
12}

Altura (m)

T ) S R S U S (R Lo
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Com base nessas simulagdes, observou-se que a trajetdria
do projétil B deveria ser alterada para que o objetivo
fosse alcangado.

Para alcangar o objetivo, o coeficiente angular da reta
que representa a trajetéria de B devera

A) diminuir em 2 unidades.
B) diminuir em 4 unidades.
C) aumentar em 2 unidades.
D) aumentar em 4 unidades.
E) aumentar em 8 unidades.

Colecao 6V

02.

A) (-5, 0). C) (-2, 1). E) (2, 6).
B) (-3, 1). D) (0, 4).
GABARITO Meu aproveitamento /\/\7'
Aprendizagem  Acertei Errei
O o01.cC O 05.C
O 02.D O 06.B
O 03.D O 07.E
O 04.B O 08. A
PI"OpOStOS Acertei Errei
O 01.E O 07.D
O 02.D O 08.D
O 03.E O 09.D
O 04.B O 10. A
O 05.C O 11. E
O 06.B O 12. A
Se,éo Enem Acertei Errei
O oil.cC O 02.B

(Enem) Um bairro de uma cidade foi planejado em uma
regido plana, com ruas paralelas e perpendiculares,
delimitando quadras de mesmo tamanho. No plano de
coordenadas cartesianas seguinte, esse bairro localiza-se
no segundo quadrante, e as distédncias nos eixos sdo
dadas em quilémetros.

A reta da equagdo y = x + 4 representa o planejamento do
percurso da linha do metrd subterraneo que atravessara
0 bairro e outras regides da cidade. No ponto P(-5, 5),
localiza-se um hospital publico. A comunidade solicitou ao
comité de planejamento que fosse prevista uma estagao
do metr6é de modo que sua distancia ao hospital, medida
em linha reta, ndo fosse maior que 5 km. Atendendo ao
pedido da comunidade, o comité argumentou corretamente
que isso seria automaticamente satisfeito, pois ja estava
prevista a construgdo de uma estagdo no ponto:

/ Total dos meus acertos: de . %
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MATEMATICA B 15

Posicoes Relativas e Distancia
de Ponto a Reta

POSICOES RELATIVAS i Ou seja:

DE DUAS RETAS @' A& _ah o 4, 6 b g
b, b a b b b b
Duas retas r e s de um plano podem ser: Reunindo as duas condigdes, temos:
Distintasrns =& a b c
* Paralelas T n —L=—L %1 (re s sdo paralelas distintas.)
Coincidentesrns=r=r=s a, b, ¢

e Concorrentes r ns = {P}
ii) Sem = m,en =n, as retas r e s sdo paralelas

Consideremos, entdao, no plano cartesiano, duas retas coincidentes.

rrax+by+c =0es:ax+b,y+c, =0, tais que nem

r nem s sejam paralelas aos eixos coordenados, isto &, Y
a,#0,b,#0,a,#0eb,=0.
Suas equagdes na forma reduzida sdo: r=s
a c
.r:a1X+bIY+c1=0:>y=_b_lx_b_l nr=ns/
1 1 —
az cz o X
e s: a2x+b2y+c2=O:y=—b—x—b—
2 2 Ou seja:

Na forma reduzida y = mx + n, m é o coeficiente angular,

. - . a a a b C C b, ¢
e n é o coeficiente linear da reta. s S SR E s N S S G &
b1 b2 a2 b2 bl bZ b2 CZ
al
m, = —— . i
a c ! b Reunindo as duas condigdes, temos:
e rry= Ly 1 = 1
b1 I:)1 < a b
n =—-— 1 1 1 3 inci
1 b —L=-1=_1 (res sao paralelas coincidentes.)
1 a, b, ¢
aZ T ~
m, =—-—= ili) Sem_= m_ as retas r e s sao concorrentes.
a C b r s
e siy=-—2x-2= 2
bZ 2 C2 Y
n =--*%
2 b r S
2
Portanto:
. ~ - Retasr e s se
i) Sem =m,en =n, asretas res sdo paralelas distintas. P interceptam em P
y r
r//s 0 X
n, s
/
ng Ou seja:
/
al aZ a1 b1 x
0 % —b—#=—b—:>—¢b— (r e s sao concorrentes.)
a

1 2 2 2
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Em resumo:

a b ¢ .

-1 =1 1 & Paralelas distintas

aZ bZ CZ

a b ¢ o
—L=_1-_1 & Paralelas coincidentes
aZ b2 CZ

a

1 bl

— #¥ — & Concorrentes
a, b

OBSERVACOES

i) Se r é paralela a um dos eixos coordenados,
o problema da posigao relativa depende da reta s.

ii) Ser e s sdo concorrentes no ponto P, obtém-se as
coordenadas de P resolvendo o sistema formado
pelas equagdes de r e s.

Exemplo:
Sejamr:3x+4y-5=0es:6x+ by +c=0.

Entdo:

A3

e r=sse: =--"=>b=8ec=-10;
b C

oW

e r//s,se:b=8ec=+-10;
e rns={P},se:b+8eceR.

RETAS PERPENDICULARESI%.

Duas retas r e s sdo perpendiculares uma a outra se,
e somente se, sdo concorrentes e formam um angulo reto.

N r

ris

Condicao de perpendicularidade

No plano cartesiano, duas retas r e s de coeficientes
angulares m_e m_sdo perpendiculares entre si se, e somente
se, m.m_ = -1.

1
ritsemm=-lem = -——
m

s

OBSERVAGAO

Se uma das retas é paralela a um dos eixos coordenados,
entdo a reta perpendicular a ela é paralela ao outro eixo
coordenado.

Exemplo:

Dar a equagao da mediatriz do segmento de extremos nos

pontos A(2, 5) e B(6, 7).

A mediatriz é perpendicular ao segmento AB pelo seu

ponto médio.

TAA Colecao 6V

medulo 15 [

Y Mediatriz

/A R B
51 A s

(0] i é X

Sendo x,, e y,, as coordenadas do ponto médio M, temos:

XM=2J2r6=4
M(4, 6
5+7 = M(4, 6)
yM=T=6
Coeficiente angular de AB: m,, = 7-5_1
6-2 2

Sendo m o coeficiente angular da mediatriz, deve-se ter:
m.m,, =-1= m(;] =-1o>m=-2

Portanto, a equagdo da mediatriz é:
y-6=-2(x-4)=>y=-2x+ 14

DISTANCIA DE PONTO A RETAI@@|

A disténcia de um ponto P a uma reta r é o comprimento
do segmento, em que Q é a projecao ortogonal de P sobre
aretar.

Q
Calculo da distancia de pontos e retas

No plano cartesiano, a distancia d do ponto P(x,, Y,)
a reta r, de equagdo ax + by + ¢ = 0, é dada pela expresséo:

|ax0+by0+c|

va? +b?

d(P, r) =

OBSERVACAO

A formula da distancia continua valida se P pertence a r
(d = 0), ou, ainda, sea =0oub =0, caso em que r é
perpendicular ao eixo y ou x.

Exemplo:

SejamP(2,—1)er:y=—%x+1:3x+4y—4=0

3.2 +4.(-1-4| _[-2]_2
Jer @y Vs 5

Entdo: d(P, r) =



b i tes Relativas e Distancia de Ponto a Reta

EXERCICIOS DE

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

02.

©

03.

©

04.

©

05.

06.

07.

(Cesgranrio) A distancia do ponto (20/2 + 1; 1) a
retay = x é:
A) 20

B) 20/2 + 6

C) 20/2 +5 E) 20/5 - 2

D) 20/5 -3

(UFPR-2017) Considere a reta r de equagdo y = 2x + 1.
Qual das retas abaixo é perpendicular a reta r e passa
pelo ponto P = (4, 2)?

A) ?ﬁcmﬁ
64

B) y=-2x+ 10 E) ?cm.

D) y =-2x

Q) 32em?

(UFOP-MG) Sejam asretasr: x + 2y + 3 =0et L r
Se t passa pelo ponto P(2, 3), entdo sua equagdo é
dada por:

A) 2x+y-3=0
B) 2x+y+1=0

C) 2x-y-1=0
D) 2x-y+3=0

(EEAR-2016) Dada aretar: 2x - 3y + 5 = 0 e 0 ponto
P(5, 6), a distancia de P a reta r é:

A) @2 ) a2
2

B) ﬁ p) @3
6 6

(FGV-RJ) A distancia entre duas retas paralelas é o
comprimento do segmento perpendicular as retas que
tem uma extremidade em uma reta e a outra extremidade
na outra reta. No plano cartesiano, a distancia entre as
retas de equagdes 3x + 4y = 0e 3x + 4y + 10 = 0 é:

A) 0,5. C) 1,5. E) 2,5.
B) 1. D) 2.

(UFJF-MG-2018) Considereasretasy = 5x + 8ey = -5x + 8.
E correto afirmar que:

A) As retas sdo paralelas.
B) As retas sdo perpendiculares.

C) O ponto (4, 28) ndo pertence a nenhuma das duas
retas.

D) O ponto (1, 10) pertence a pelo menos uma das duas
retas.

E) As retas possuem um ponto em comum.

(Unioeste-PR) Os valores de k para que as retas
2x + ky = 3 e x + y = 1 sejam paralelas ou perpendiculares
entre si, respectivamente, sdo

a3
A) 3 el C) le-1. E) 2e-2.
B) —1lel. D) —2e2.

08.

©

EXERCICIOS

(FGV-SP) Considere os pontos A = (1, -2),B=(-2,4) e
C = (3, 3). A altura do triangulo ABC pelo vértice C tem
equagao:

A) 2y -x-3=0
B) y-2x+3=0
C) 2y +x+3=0

D) y+2x+9=0
E) 2y +x-9=0

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

©

02.

©

03.

04.

<

(FEI-SP) A equagdo —=x+2 representa, no plano

w

cartesiano R?, uma reta que:

A) é concorrente com a reta de equagdo y = 3x + 5.
B) é paralela a reta de equacdo y = x + 3.

C) é coincidente com a reta de equagdo y = x + 6.
D) intercepta o eixo das ordenadas no ponto (0, 2).

E) intercepta o eixo das abscissas no ponto (-2, 0).

(FMU/FIAM-SP) A reta s passa pelo pontoP = (2,3) e é
perpendicular a reta 2x — 3y = 7. A equagdo geral dessa
reta é:

A) -3x+2y-12=0
B) 2x-3y+5=0

D) 3x-2y =0
E) -2x -3y +5=0
C) 3x+2y-12=0

(UERJ-2018) No projeto de construgdo de uma estrada
retilinea entre duas vilas, foi escolhido um sistema
referencial cartesiano em que os centros das vilas estao
nos pontos A(1, 2) e B(11, 7). O trecho AB é atravessado
por um rio que tem seu curso em linha reta, cuja equagao,
nesse sistema, é x + 3y = 17. Observe a seguir o esbogo
do projeto.

y (km)

@©

10 x (km)

Desprezando as larguras da estrada e do rio, determine
as coordenadas do ponto de intersegao I.

(UCDB-MS) A equacao da reta que passa pelo ponto
médio do segmento de extremos A(-1, 4) e B(5, -6) e é
perpendicular a reta 2x - 5y + 3 =0 é:

A) 5x +2y-8=0 D) 2x+5y+1=0
B) 5x+2y +8=0 E) 2x-5y+9=0
C) 2x-5y-9=0

Bernoulli Sistema de Ensino
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https://youtu.be/yg9NSjR4hBs
https://youtu.be/YigLJiN7nB0
https://youtu.be/7wrhluVn0qI
https://youtu.be/rJp7eYws6YQ
https://youtu.be/ajRxZTQNAyQ
https://youtu.be/KoKcRWQLYp0
https://youtu.be/PdIrRuqR0SI
https://youtu.be/zrlBzAS8uPI
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05. (PUC-SP) Sejam A, B, C e D vértices consecutivos de
um quadrado, tais que A = (1, 3) e B e D pertencem a
reta de equagdo x - y - 4 = 0. A area desse quadrado,

em unidades de superficie, é igual a:
A) 36/2 C) 32/2
B) 36 D) 32

E) 24/2

06. (UFJF-MG) Considere as retas r;: y = mx + b, e
r,,y=m,+b,etaisquer, er,sdo paralelas, a reta r, passa
pelo ponto A(0, 2) e a reta r, passa pelo ponto B(1, 0).
Sabendo que a reta /, passando pelos pontos A e B, é

perpendicular a reta r,, qual é o valor do produto m,.b,?

A _1 D) 1
2
B) O E) 2
o L
2

07. (Albert Einstein-2016) A figura a seguir ilustra as
localizagbes de um posto de saide (P) e de um trecho
retilineo de uma rodovia (AB) em um plano cartesiano

ortogonal, na escala 1 : 200.
y

30¢ P

-10

\20 X
,,,,,,,,, ‘\B

Pretende-se construir uma estrada ligando o posto
a rodovia, de modo que a disténcia entre eles seja a
menor possivel. Se a unidade de medida real é o metro,
a distancia entre o posto e a rodovia devera ser igual a

A) 600 m. C) 2 km.

B) 800 m. D) 4 km.
08. (EsPCEx-SP-2016) Considere a reta t mediatriz do
segmento cujos extremos sdo os pontos em que a reta
s: 2x - 3y + 12 = 0 intercepta os eixos coordenados.
Entdo, a distancia do ponto M(1, 1) areta t é:

A) 133 D) 311
11 13
B) 1013 E) 33
13 11
o 13411
13

09. (Insper-SP) No plano cartesiano da figura, feito fora de
escala, o eixo x representa uma estrada ja existente, os
pontos A(8, 2) e B(3, 6) representam duas cidades e a
reta r, de inclinagdo 45°, representa uma estrada que

sera construida.

Colecao 6V

Para que as distancias da cidade A e da cidade B até a
nova estrada sejam iguais, o ponto C, onde a nova estrada
intercepta a existente, devera ter coordenadas:

TSR el

B) (10) D) (2.0)

(FGV-SP-2017) Os pontos de coordenadas cartesianas
(2, 3) e (-1, 2) pertencem a uma circunferéncia. Uma
reta que passa, necessariamente, pelo centro dessa
circunferéncia tem equacdo:

A) 3x-y+9=0
B) 3x+y-9=0
C) 3 x+y-4=0

SECAO ENEM

10.

D) x+3y-4=0
E) x+3y-9=0

01. Considere uma cidade em que as ruas sdo representadas
por retas e as casas, por pontos. Num mapa cartesiano
dessa cidade, com medidas em km, a padaria Pannetutti
se localiza no ponto P(-5, 0) e o agougue Quasar se
localiza no ponto Q(-1, -3).

Uma pessoa que estiver na origem desse mapa e quiser
se dirigir a Rua Pedro Quintdo, na qual se localizam a
padaria e o agougue, tera de caminhar uma distancia
de, no minimo,
A) 2 km. C) 3 km. E) 4 km.
B) 2,5 km. D) 3,5 km.
GABARITO Meu aproveitamento /\/\;'
Aprendlzagem Acertei Errei
O 01. A O 03.C O 05.D O 07.E
O 02. E O 04.D O 06.E O 08. A
PI"OpOStOS Acertei Errei
O O01.E O 05.B O 09.C
O 02.C O 06.D O 10.C
O 03. (5, 4) O 07.D
O 04. A O 08.B
Segao Enem Acertei Errei
O 01.C
/ Total dos meus acertos: de %



https://youtu.be/ocjOnPBzoHk
https://youtu.be/PSNhytYsW5k
https://youtu.be/_Aed4X_8Snc
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Areas e Teoria Angular

AREA DE UM TRIANGULO ﬁ@, ANGULO AGUDO ENTRE DUAsI
A area S de um tridngulo de vértices A(x,, y,), B(x,, Y;) € RETAS CONCORRENTES %I

C(x.s Y.) € dada por:

Se duas retas r e s sdo concorrentes e ndo perpendiculares,
D] elas determinam dois angulos agudos a opostos pelo vértice
e dois angulos obtusos b opostos pelo vértice, tais que
a+b=180°etga=-tgb.

S:

N[+~

X 1
Nela, D = determinante da matriz | Ya .
Xg Vg 1
x. v_ 1
OBSERVACOES
i) Se D = 0, entdo os pontos A, B e C sdo colineares. CélCUlO dO éngulo formado pOf’ duas
ii) Para se calcular a area de um poligono, podemos t
dividi-lo em triangulos e calcular a soma das areas de retas
cada um deles. Sejam r:y = mx + n_es: y = mx + n_ duas retas
Exemplo: concorrentes e ndo perpendiculares (m.m_ = -1).
Calcular a area do quadrilatero de vértices M(1, 1), O angulo agudo ¢ entre elas € tal que:
N(4I 2)1 P(3I 5) e Q(ll 4) m, —mg
Observando o esbogo a seguir, obtemos a area do tg¢=1:m.m,
quadrilatero somando as areas dos triangulos MNP e PQM.
Y p Caso particular:
ST Sejamr:y=mx+n,m =0, es:x =k.
2l - Q O angulo agudo ¢ entre elas é tal que:
1
31 tgo = m,
21 ' N Exemplo:
14---- " , : Sejamr:y=2x+7es:y=-3x.
; - Entdo, tg —M—‘i—|—1|—1: = 45°
ol 1T 2 3 a «x 9T 23| T[S ¢ = 45"

Sejam D,,, o determinante dos pontos M, N e P e D,,,

o) determing':':te dos pontos P, Q e M. POS'Cﬁ ES RELAT'VAS I@
Assim, temos, calculando pela regra de Sarrus: ENTRE PO NTO E RETA Ql

1 Consideremos, por exemplo, a reta r de equacgdo reduzida
Do = | 4 2 = y = 2x + 2, cujo grafico é a figura a seguir, e o ponto A(1, 4).

Observe que o ponto A pertencear, pois4 =2.1+ 2.
- - -+ + +

Dyp=1.2.1+1.1.3+1.4.5-3.2.1-5.1.1-1.4.1=10

E, da mesma forma: D, = 3 5 1_6

1 41

1 1 |
+SPQM=§|1O|+E|6|=8 / Ol 1 X

Portanto, S S

MNPQ — MNP
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Consideremos agora os pontos B(1, 5) e C(1, 3), que
possuem abscissas iguais a de A. Como as ordenadas de
B e C sdo diferentes da ordenada de A, tais pontos ndo
pertencem a reta r.

y
5
4
34

/

Assim:

. Sendoy, =5,temosy, >Y,;
e, portanto, o ponto B esta
acima de A.

. Sendoy.=3,temosy.<y,;
e, portanto, o ponto C esta

48

-1/ 0

abaixo de A.

Dessa forma, se y = mx + n é a equagdo reduzida de uma
reta r, entdo temos que:

i)

y
Os pontos que satisfazem a g
inequagdo y > mx + n estdo
acima da reta r.
y>mx+n (0] X
Y r
Os pontos que satisfazem a /
inequagdo y < mx + n estao
abaixo da reta r. [0) X
y<mx+n

Se a reta r é perpendicular ao eixo x e sua equagao €&
x = k, de maneira analoga, concluimos que:

iiii)

iv)

Ytor
Os pontos que satisfazem a
inequagdo x > k, ou seja, os
pontos de abscissa maior que k,
estdo a direita da reta r.

Os pontos que satisfazem a
inequacgdo x < k, ou seja, os
pontos de abscissa menor
que k, estdo a esquerda da
reta r.

x < k

Exemplo:

Esbogar a regido do plano delimitada por:

b

yo0 = yox (I)
260 = xo2 (1)

Colecao 6V

X > k O] k X

EXERCICIOS DE

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

©

02.

03.

04.

05.

(PUC Rio-2016) A regido, na figura a seguir, é descrita
pelo sistema:

X+y<3 (1,2)
v 1)
N7 > v
(0,0)
Quanto vale a area da figura?
A) 1 C) g E) 3
2

B) 2 D) 22
(UEPB) Um quadrilatero cujos vértices dados por
E(-1, 0), F(-2, -2), G(-1, -4) e H(0, -2), possui area
igual a:
A) 8 u.a. C) 6 u.a. E) 2u.a.
B) 4 u.a. D) 10 u.a.
(CEFET-PR) Um engenheiro cartografico fez o levantamento

topografico de um terreno com contorno poligonal,
conforme a figura, e obteve as seguintes coordenadas,
em metros, para seus vértices: A(0, 0), B(10, 0), C(12, 4),
D(6, 10) e E(-4, 8).
A area do terreno, em
D metros quadrados, é de:
A) 112.
E B) 122.
C) 132.
D) 144.
A B E) 154.

(FGV-SP) A reta x + 3y - 3 = 0 divide o plano determinado
pelo sistema cartesiano de eixos em dois semiplanos opostos.
Cada um dos pontos (-2, 2) e (5, b) esta situado em um
desses dois semiplanos. Um possivel valor de b é:

1
A) ) B 0.

B) D)

I
S B

(PUC Ri0o-2015) Sejam r e s as retas de equagdes y = x — 2
X 5
e Y =75 75" respectivamente, representadas no grafico

a seguir. Seja A o ponto de intersecdo das retas r e s.
Sejam B e C os pontos de intersegdo de r e s com o eixo
horizontal, respectivamente.

y
S r

A area do triangulo ABC vale:
A) 1,0. C) 3,0.
B) 1,5. D) 4,5.

E) 6,0.


https://youtu.be/39wL69hMh_Y
https://youtu.be/4Z0ORYzqux0
https://youtu.be/mZzzZdRk_Hs
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06.

©

07.

©

08.

EXERCICIOS

(UFSJ-MG) Os graficos das fungbes f(x) = 2,
g(x) = 2x — 4 e h(x) = -x + 2 delimitam uma regido do
plano cartesiano, cuja area em unidades de area é:

A) 6. B) 2. c) 3. D) 4.

(UERN) A area do triangulo retangulo formada pela
sobreposicdo das retas r e s, no grafico, é igual a 36
unidades. Logo, a equacdo da reta r é:
¥ A) y=x+12
7

= -X +
K B) y X + 16

C) y=-2x+ 16

D) y=-2x+ 12

(UFMG) Neste plano cartesiano, esta
quadrilatero ABCD.

representado o

C
y

D

A B x
Sabe-se que:
I. A(1,0), C(11, 11) e E(3, 7).
II. o ponto B estd no eixo x e o ponto E, no lado CD.
I11. os lados AD e BC s&o paralelos ao eixo y.

Entdo, é correto afirmar que a area do quadrilatero
ABCD é:

A) 87,5. B) 82,5. C) 85.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

D) 86.

PROPOSTOS

01.

02.

(Unicamp-SP-2018) A figura a seguie exibe, no plano
cartesiano, um quadrilatero com vértices situados nos
pontos de coordenadas A= (-5,0),B=(5,0),C=(4,3) e
D = (-3, 4).

A
5
D
4
3 C
2
1
A B @ X
-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 67

A) Determine a drea desse quadrilatero.

B) Encontre a equagdo da reta que passa pelo ponto A e
é perpendicular a reta que passa pelos pontos B e C.

(FGV-SP) A regidao do plano cartesiano determinada
pelas inequagdes x + y <5,y <3, x>0ey 20 tem
uma area A. O valor de A é:
A) 10. C) 11.

B) 10,5. D) 11,5.

E) 12.

03.

©

04.

©

05.

06.

©

Yy
4

07.

(UFMG) Considere as retas cujas equagdées saoy = -x + 4
ey = mx, em que m € uma constante positiva. Nesse
caso, a area do tridngulo determinado pelas duas retas
e o eixo das abscissas é:

4m? 8m
A m-1 ) mi1

, 2m+10
B) 4m D) 2m+1

(FGV-SP) Considere a regidao do plano cartesiano cujos
pontos satisfazem simultaneamente as inequagdes.

X+2y <6
X+y<4
x>0
y>0

A area dessa regido é:

A) 6. B) 7. C) 8. D) 9. E) 10.

(FUVEST-SP) Na figura a seguir, A é um ponto do plano
cartesiano, com coordenadas (x, y). Sabendo que A esta
localizado abaixo da reta r e acima da reta s, tem-se:

X x
A) y<j ey<-x+1 D) x+1<y<3
X X
B) y<j ouy>-x+1 E) 2 <y<—x+1
X

C) 2 <yey>-x+1

(UPE-2016) Qual é a medida da area do tridngu
destacado na figura a seguir?

(]

1 4
A) 3 D) 5
1 5
B) 3 E) 4
3
X C) 2

(UECE-2015) Em um sistema de coordenadas cartesiano
usual, os pontos P = (1, 2) e Q = (4, 6) sdo vértices do
tridngulo PQM. Se o vértice M esta sobre a reta paralela
ao segmento PQ que contém o ponto (8, 6), entdo a
medida da area do tridngulo PQM é:

(u.a. = unidade de area)
A) 7 u.a.
B) 8u.a.

C) 9u.a.
D) 10 u.a.

Bernoulli Sistema de Ensino
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https://youtu.be/Juvt-CJzHyA
https://youtu.be/Vv8DRowKfY4
https://youtu.be/7-3-Hva1r2k
https://youtu.be/18hMnGzY8FQ
https://youtu.be/dgA95JxmTvs
https://youtu.be/B9kGV8s-VQc
https://youtu.be/9GXsqOeOhTk
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(FGV) Dados os pontos A(0O, 0), B(5, 0), C(8, 5) e D(11, 8)
no plano cartesiano ortogonal, P é um ponto do
19 quadrante tal que as areas é:lgs triangulos APB e CPD

sdo, respectivamente, iguais a > e6.Emtais condigoes,
o produto da abscissa pela ordenada de P pode ser igual a:

A) 18. C) 21. E) 25.
B) 20. D) 24.

(UEMG-2017) No grafico representado a seguir, uma
das retas esbogadas tem ilnclinagéo igual a -3 e a outra

reta, inclinagdo igual a 3 Sabendo-se disso, a area

(em unidade de area) da regido hachurada é

Y A) 6 u.a.
21
B) ? u.a.
2 29
C) 7 u.a.

N 3
D) 7u.a.

(UFMG) Observe a figura.

(0] 5 X

I
N'>‘\> ® o= o<

Nessa figura, a reta AC intercepta o eixo das abscissas

no ponto , € a area do tridangulo de vértices

L
A, B e Cé 10. Entdo, a ordenada do ponto B é:
20

A I7- C) 4. E) 6.
31
B) 17 - D) 5.

SECAO ENEM

01.

50

(Enem-2018) Para criar um logotipo, um profissional
da area de design grafico deseja construi-lo utilizando o
conjunto de pontos do plano na forma de um triangulo,
exatamente como mostra a imagem.

Colecao 6V

Para construir tal imagem utilizando uma ferramenta
grafica, sera necessario escrever algebricamente o
conjunto que representa os pontos desse grafico.

Esse conjunto é dado pelos pares ordenados (X, y) eNx N,
tais que:

A) 0<sx<y=<10

B) 0<y=<x<10

C) 0=x<10,0<y=<10

D) 0<x+y<10
E) 0<x+y<20

02. (Enem-2016)Uma regido de uma fabrica deve ser isolada,
pois nela os empregados ficam expostos a riscos de
acidentes. Essa regido esta representada pela porgao de
cor cinza (quadrilatero de area S) na figura.

Vi

o) I—

0 4 8 x

Para que os funcionarios sejam orientados sobre a localizacdo
da area isolada, cartazes informativos serdo afixados por
toda a fabrica. Para confecciona-los, programador utilizara
um software que permite desenhar essa regido a partir de
um conjunto de desigualdades algébricas.

As desigualdades que devem ser utilizadas no referido
software, para o desenho da regido de isolamento, s&o:
A) 3y -x<0;2y-x>0;y<8;x<9

B) 3y -x<0; 2y -x>0; y<9; x<8

C) 3y-x20;2y-x<0;y<9;x<8

D) 4y -9x<0; 8y -3x>0;y<8; x<9

E) 4y -9x<0; 8y -3x>0;y<9;x<8

Meu aproveitamento /\/\;'
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https://youtu.be/gDOi3JbHp-s
https://youtu.be/BJAo66uEaPA
https://youtu.be/KKPkV0rkgu4
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MATEMATICA C 13

Prismas
DEFINICAO ﬁg. CLASSIFICACAQ ﬁ@,

Prisma é todo poliedro convexo construido tomando-se Um prisma é classificado como reto quando as suas arestas
dois poligonos congruentes situados em planos paralelos e laterais sdo perpendiculares as bases. Em outras palavras,
unindo-se os pontos desses poligonos através de segmentos num prisma reto as faces laterais sédo retangulos.
paralelos.

Na figura a seguir, temos um prisma cujas bases sdo os
pentagonos congruentes ABCDE e FGHIJ. Os paralelogramos
que unem as duas bases do prisma sdao denominados faces

laterais.
Base Vértice
Prisma pentagonal reto
Observacao: O prisma reto que possui as bases definidas
Face lateral <« Aresta lateral como poligonos regulares é chamado de prisma regular.

Um prisma é classificado como obliquo quando as suas
arestas laterais sdo obliquas em relagdo as bases. Em
outras palavras, num prisma obliquo as faces laterais sdo

paralelogramos ndo retangulos.
Aresta da base

Podemos, entdo, identificar no prisma mostrado os
seguintes elementos:

i) Bases: faces ABCDE e FGHIJ

ii) Arestas da base: (AB, BC, CD, DE, EA) e (FG, GH,

HI, 13, JF)

. Prisma pentagonal obliquo
iii) Faces laterais: paralelogramos BCHG, CDIH, DEIJI,

EAFJ], ABGF

iv) Arestas laterais: CH, DI, EJ, AF, BG SEC f) ES Iﬁ@'

A altura de um prisma é a disténcia h entre os planos - o ) . ~ .
Secgao (ou secgdo) de um prisma € a intersegao do prisma

das bases. - ;
com um plano que intercepta todas as arestas laterais.
Notemos que a segdo de um prisma é um poligono com
/4 / g vértice em cada aresta lateral.
h Secdo reta ou secdo normal € uma segdo cujo plano é

perpendicular as arestas laterais.

o
NOMENCLATURA ﬁgl
Um prisma sera chamado triangular., quadrépgular, Secio reta
pentagonal, etc., conforme sua base seja um tridangulo,
um quadrilatero, um pentagono, etc.

Bernoulli Sistema de Ensino D1
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Secdo transversal € uma segdo cujo plano é paralelo
as bases.
Secdo
transversal

AREAS ﬁ@,

Area lateral (A)) é a soma das areas das faces laterais.

Area total (A;) é a soma da area lateral com as areas das
bases (A;).

A=A +2.A,

VOLUME ﬁ@,

O volume de um prisma é o produto da area da base pela
medida da altura.

V=A.h

B

Pode-se demonstrar também que o volume de um prisma
é o produto da area da secdo reta pela medida da aresta.

V =S.a

PARALELEPiPEDOI@@|

Paralelepipedo é um prisma cujas bases sdo paralelogramos.
A superficie total de um paralelepipedo é a reunido de seis
paralelogramos.

Paralelepipedo obliquo

Paralelepipedo reto € um prisma reto cujas bases sdo
paralelogramos. A superficie total de um paralelepipedo reto
é a reunido de quatro retangulos (faces laterais) e de dois
paralelogramos (bases).

52 Colecao 6V
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Paralelogramo

Retangulo
// g

Paralelepipedo (reto)

Paralelepipedo reto retangulo ou paralelepipedo retangulo
ou ortoedro é um prisma reto cujas bases sdo retangulos.
A superficie total de um paralelepipedo retéangulo é a reunido
de seis retangulos.

DI Cl
. B' c ¢
A d (D a
C
f
) b
A a B
Base (face)
Dl
d
f a C
B b C B f D

Calculo da diagonal d

No tridngulo BCD, temos f2 = a2 + b2.
No tridngulo BDD', temos d? =2+ 2= d?*=a? + b* + =

d= /@70 + @

Calculo da area total S

A area total do paralelepipedo é a soma das areas de seis
retéangulos: dois deles (ABCD, A'B'C'D') com dimensdes
a e b, outros dois (ABB'A', DCC'D') com dimensdes a e ¢
e os Uultimos dois (ADD'A', BCC'B') com dimenséGes b e c.

Logo:

S = 2ab + 2ac + 2bc =

S = 2(ab + ac + bc)

Calculo do volume V

O volume de um prisma, como sabemos, é o produto da
drea da base pela altura, ou seja, V = A_.h.

Assim, para o paralelepipedo retangulo, temos:

A,=ab e h=c
Entdo:

V = a.b.c




cusoubgI

Cubo é um paralelepipedo retangulo cujas arestas
sdo congruentes.

D' c'

Al B‘
a d a
S Dh C

f a
A a B
Base (face)
D C D'
a f a d
A a B D f B

Dado um cubo de aresta a, calculemos sua diagonal d,
sua area total S e seu volume V.

Calculo da diagonal d

Inicialmente, calculemos a medida f de uma diagonal de face.

No tridangulo BAD, temos:
Pza+a?=sf=2a2=f=a/2

No tridngulo BDD', temos:

d=a+P=>d=a’+2a2>d =32 >

d=a/3

Calculo da area total S

A superficie total de um cubo é a reunido de seis quadrados
congruentes de lado a. A area de cada um é a2. Entdo, a area
total do cubo é:

S = 6a?

Calculo do volume V
No cubo de aresta a, temos:
A,=aaeh=a

Entdo:

V=ad

EXERCICIOS DE

Prismas

RESOLUGGES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

©

02.

03.

©

04.

05.

(Unicamp-SP) Um queijo tem o formato de paralelepipedo,
com dimensdes 20 cm x 8 cm x 5 cm. Sem descascar
0 queijo, uma pessoa o divide em cubos com 1 cm
de aresta, de modo que alguns cubos ficam totalmente
sem casca, outros permanecem com casca em
apenas uma face, alguns com casca em duas faces
e os restantes com casca em trés faces. Nesse caso,
o nimero de cubos que possuem casca em apenas uma
face é igual a:

C) 324.
D) 368.

A) 360.
B) 344.

(UFG-MG) A caixa-d’agua do edificio comercial Sombras
do Ocaso tem a forma de um paralelepipedo retéangulo
cujas dimensdes internas sdo 3,20 m, 2,00 m e 1,25 m.
A capacidade dessa caixa, em litros, é

A) 800. C) 8.
B) 8 000. D) 80.

(UFPR-2017) A piscina usada nas competigdes de natagao
das Olimpiadas Rio 2016 possui as medidas oficiais
recomendadas: 50 metros de extensdo, 25 metros de
largura e 3 metros de profundidade. Supondo que essa
piscina tenha o formato de um paralelepipedo retangulo,
qual dos valores abaixo mais se aproxima da capacidade
maxima de agua que essa piscina pode conter?

A) 37 500 litros. D) 37 500 000 litros.
B) 375 000 litros. E) 375 000 000 litros.
C) 3750 000 litros.

(UERN) Uma livraria recebeu caixas cubicas contendo
duas pilhas de livros cada, que preenchem totalmente o
espago no seu interior. Se o total de caixas é igual a 45 e
cada livro possui 12 cm de largura e 3 cm de espessura,
entdo o total de livros recebidos é:

A) 540. C) 810.
B) 450. D) 720.

(IFPE-2016) Na residéncia de Laércio, hd uma
caixa-d’agua vazia com capacidade de 5 metros cubicos.
Ele vai encher a caixa trazendo agua de um poco préximo,
em uma lata cuja base é um quadrado de lado 40 cm e
cuja altura é 50 cm. Qual é o nimero minimo de vezes
que Laércio precisara ir ao poco até encher integralmente
a caixa-d’agua?

A) 67 D) 63
B) 52 E) 56
C) 55

Bernoulli Sistema de Ensino
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https://youtu.be/cDI6gQjXlqk
https://youtu.be/hMIMuh1V_rg
https://youtu.be/Vx6sdexwH2E
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(IFCE-2016) Foram construidos dois cubos de madeira.
Um deles tem 343 cm? de volume e o outro tem aresta
medindo 2 cm a mais que o primeiro. A area total do
maior cubo, em centimetros quadrados é:

A) 538. D) 729.
B) 486. E) 4 374.
C) 678.

(UPE-2016) O solido representado a seguir foi obtido
acoplando-se um prisma triangular reto de 4 cm de altura
a um paralelepipedo reto de dimensGes 4 cm, 4 cme 2 cm,
conforme a figura.

4 cm

4 cm

Se M é o ponto médio da aresta do paralelepipedo,
qual é a area total da superficie do referido solido?
Adote V5=2,2.

A) 99,6 cm?.
B) 103,6 cm?.
C) 105,6 cm>.
D) 107,6 cm?.
E) 109,6 cm?.

(PUC RS) A guantidade de materiais para executar uma
obra é essencial para prever o custo da construgdo.
Quer-se construir um telhado cujas dimensdes e formato
sdo indicados na figura a seguir:

8m
A quantidade de telhas de tamanho 15 cm por 20 cm
necessarias para fazer esse telhado é:
A) 10*
B) 10°
C) 5.10°
D) 5.10*
E) 25.10%

Colecao 6V

EXERCICIOS

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

02.

03.

(UFRGS-RS-2018) Uma particula parte do ponto A e
chega ao ponto H percorrendo a poligonal ABCDEFGH no
cubo de aresta unitaria, representado na figura a seguir.

G JE

A¥ C

A distancia percorrida pela particula é:
A) 1

B) V2

c) 7

D) 5+ 2/2

E) 5+2/3

(CEFET-MG-2016) Deseja-se construir uma caixa-d’agua
no formato de um paralelepipedo retangulo, que
armazene 18 000 litros de agua, como mostra a figura.

— 3¢
f 1%

C

Sabe-se que o comprimento (c) é o dobro da largura (¢),
1
que a altura (h) é 3 da medida da largura (¢) e que 1 m?

equivale a 1 000 litros de agua.

Nessas condicGes, a largura dessa caixa-d’agua, em
metros, é igual a
A) 1,5. B) 1,8.

c) 2,7. D) 3,0.

(UFRGS-RS) Na figura a seguir, esta representada a
planificacdo de um prisma hexagonal regular de altura igual
a aresta da base. Se a altura do prisma é 2, seu volume é:

c) 8/3
D) 10/3

A) 4/3
B) 643

E) 12/3


https://youtu.be/eNsNEvwCps8
https://youtu.be/0P6bVlmw-4k
https://youtu.be/H9XLWZIc480
https://youtu.be/gD32PlU-JcE
https://youtu.be/HJ11jV1rynk

R, prismas

04.

©

06.

(Unesp-2016) Um paralelepipedo reto-retangulo foi
dividido em dois prismas por um plano que contém as

diagonais de duas faces opostas, como indica a figura.

Comparando-se o total de tinta necessaria para pintar
as faces externas do paralelepipedo antes da divisdo
com o total necessario para pintar as faces externas dos
dois prismas obtidos apds a divisdo, houve um aumento
aproximado de

A) 42%. D) 26%.
B) 36%. E) 28%.
C) 32%.

(UERJ-2017) Dois cubos cujas arestas medem 2 cm sao
colados de modo a formar o paralelepipedo ABCDA'B'C'D".
Esse paralelepipedo é seccionado pelos planos ADEF e
BCEF, que passam pelos pontos médios F e E das arestas
A'B’ e C'D’, respectivamente.

A parte desse paralelepipedo compreendida entre esses
planos define o sélido ABCDEF, conforme indica a figura
a seguir:

-9
O

>

4 \
ST

\
coocoooollocadooocanos
'
'
'
1
T
1
1
1
|

O volume do sélido ABCDEF, em cm?, é igual a:
A) 4.

B) 6.

C) 8.

D) 12.

(PUC Rio-2015) O que acontece com o volume de um
paralelepipedo quando aumentamos a largura e a altura
em 10% e diminuimos a profundidade em 20%?

A) Nao se altera.

B) Aumenta aproximadamente 3%.

C) Diminui aproximadamente 3%.

D) Aumenta aproximadamente 8%.

E) Diminui aproximadamente 8%.

07.

08.

09.

©

10.

)

(UFTM-MG) Sem perda do volume original, um ourives
pretende transformar um cubo de ouro de 1 cm?* em uma
placa na forma de um paralelepipedo reto-retangulo.
Adotando a medida da aresta do cubo como largura da
placa e 50% da medida da aresta do cubo como altura da
placa, a medida, em centimetros, do comprimento dessa
placa resultara em:

A) 1,2
B) 1,5.

C) 1,8.
D) 2,0.

E) 2,2.

(Unicamp-SP-2019) Considere um paralelepipedo
retangulo, cujas arestas tém comprimento 6 cm, 8 cm
e 10 cm, e um tridangulo cujos vértices sdo os centros
(intersecgdo das diagonais) de trés faces de dimensdes
distintas, como ilustra a figura a seguir:

O perimetro P desse triangulo é tal que
A) P < 14 cm.

B) 14cm <P < 16 cm.

C) 16 cm <P <18 cm.

D) P> 18 cm.

(IFSul-2016) Um tanque vazio, com formato de
paralelepipedo reto retangulo, tem comprimento de
8 metros, largura de 3 metros e altura 1,5 metros. Esse
tanque é preenchido com 6leo a uma vazao de 1 000 litros
a cada 15 minutos. Nesse sentido, apds duas horas do
inicio do preenchimento, a altura de dleo no interior do
tanque atingira, aproximadamente,

A) 24 cm. C) 1,05cm.

B) 33 cm. D) 1,15 cm.

(UERJ) As figuras a seguir mostram dois pacotes de café
em po que tém a forma de paralelepipedos retangulos
semelhantes.

Se o volume do pacote maior é o dobro do volume do
menor, a razdo entre a medida da area total do maior
pacote e a do menor é igual a:

A B c) /6
B) ¥4 D) /8

Bernoulli Sistema de Ensino
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https://youtu.be/jIYJc-NA8u4
https://youtu.be/1r_iTyWYfec
https://youtu.be/I7CEwcTGQBs
https://youtu.be/stNcDGPYRPk

medulo 13 [

11.

©

12.

13.

14.

©

96

(UEL-PR) Um engenheiro deseja projetar um bloco vazado
cujo orificio sirva para encaixar um pilar. O bloco, por
motivos estruturais, deve ter a forma de um cubo de lado
igual a 80 cm, e o orificio deve ter a forma de um prisma
reto de base quadrada e altura igual a 80 cm, conforme
as figuras seguintes. E exigido que o volume do bloco
seja igual ao volume do orificio.

Bloco vazado Vista aérea

E correto afirmar que o valor L do lado da base quadrada
do prisma reto corresponde a

A) 2042 cm. C) 5042 cm.
B) 40,/2cm. D) 60,2 cm.

E) 80/2cm.

(PUC Rio) De uma folha de papeldo de lados de medidas
23 e 14, foram retirados, dos quatro cantos, quadrados de
lado de medida 3 para construir uma caixa (sem tampa)
dobrando o papeldo nas linhas pontilhadas.

A) Determine o perimetro da folha de papeldo apos a
retirada dos quatro cantos.

B) Determine a area da folha de papeldo apods a retirada
dos quatro cantos.

C) Determine o volume da caixa formada.

(UFOP-MG) Maira adora brincar na piscina da casa de Jean.
A piscina tem 3 m de largura por 4 m de comprimento.
A parte rasa tem 0,5 m de profundidade, e a parte funda,
1 m de profundidade. O piso da piscina é o usual: uma
rampa plana. A quantidade de litros de dgua necessaria
para enché-la é:

A) 6 000.
B) 8 000.

C) 9 000.
D) 10 000.

(UERJ-2015) Um cubo de aresta EF medindo 8 dm contém
agua e esta apoiado sobre um plano a de modo que
apenas a aresta EF esteja contida nesse plano. A figura
a seguir representa o cubo com a agua.

Colecao 6V
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SECAO ENEM

01.

Considere que a superficie livre do liquido no interior do
cubo seja um retangulo ABCD com &rea igual a 324/5 dm2.
Determine o volume total, em dm3, de agua contida
nesse cubo.

(Unesp) A figura mostra um paralelepipedo reto-retangulo
ABCDEFGH, com base quadrada ABCD de aresta a e altura
2a, em centimetros.

H
c G
F
2a
D ¥ C
b a
A a B

A distancia, em centimetros, do vértice A a diagonal BH vale:

A) %a C) ga E) @a
J6 J6
B) ?a D) ?a

RESOLUGGES NO
@ Bernoulli Play
(Enem-2018) Minecraft € um jogo virtual que pode auxiliar
no desenvolvimento de conhecimentos relacionados
a espaco e forma. E possivel criar casas, edificios,

monumentos e até naves espaciais, tudo em escala real,
através do empilhamento de cubinhos.

Um jogador deseja construir um cubo com dimensdes
4 x 4 x 4. Ele ja empilhou alguns dos cubinhos necessarios,
conforme a figura.

b
=1
i
o

Os cubinhos que ainda faltam empilhar para finalizar a
construgdo do cubo, juntos, formam uma peca Unica,
capaz de completar a tarefa.

O formato da peca capaz de completar o cubo 4 x4 x 4 é:

o


https://youtu.be/ob_8PsYwRXg
https://youtu.be/usVwU_0peDw
https://youtu.be/u2N6zH989Uw
https://youtu.be/GBEmPOngvOw

02.

©

03.

04.

(Enem-2017) Uma rede hoteleira dispde de cabanas
simples na Ilha de Gotland, na Suécia, conforme figura 1.
A estrutura de sustentagdo de cada uma dessas cabanas
estd representada na figura 2. A ideia é permitir ao
héspede uma estada livre de tecnologia, mas conectada
com a natureza.

Figura 1

Figura 2

ROMERO, L. Tendéncias. Superinteressante,
n. 315, fev. 2013 (Adaptacdo).

A forma geométrica da superficie cujas arestas estdo
representadas na figura 2 é

A) tetraedro.

B) piramide retangular.

C) tronco de piramide retangular.

D) prisma quadrangular reto.

E) prisma triangular reto.

(Enem-2016) O recinto das provas de natagdo olimpica
utiliza a mais avangada tecnologia para proporcionar
aos nadadores condigGes ideais. Isso passa por reduzir o
impacto da ondulag@o e das correntes provocadas pelos
nadadores no seu deslocamento. Para conseguir isso, a
piscina de competicdo tem uma profundidade uniforme
de 3 m, que ajuda a diminuir a “reflexdo” da agua
(o movimento) contra uma superficie e o regresso no
sentido contrario, atingindo os nadadores), além dos ja
tradicionais 50 m de comprimento e 25 m de largura. Um
clube deseja reformar sua piscina de 50 m de comprimento,
20 m de largura e 2 m de profundidade de forma que
passe a ter as mesmas dimensdes das piscinas olimpicas.

Disponivel em: <http://desporto.publico.pt>.
Acesso em: 06 ago. 2012.

Apos a reforma, a capacidade dessa piscina superara a
capacidade da piscina original em um valor mais préximo de

A) 20%. C) 47%. E) 88%.
B) 25%. D) 50%.

(Enem-2016) Um petroleiro possui reservatério em
formato de um paralelepipedo retangular com as
dimensdes dadas por 60 m x 10 m de base e 10 m
de altura. Com o objetivo de minimizar o impacto
ambiental de um eventual vazamento, esse reservatorio
é subdividido em trés compartimentos, A, B e C, de
mesmo volume, por duas placas de ago retangulares com
dimensoes de 7 m de altura e 10 m de base, de modo que
os compartimentos sdo interligados, conforme a figura.

05.

06.

Prismas

Assim, caso haja rompimento no casco do reservatorio,
apenas uma parte de sua carga vazara.

60 m

Suponha que ocorra um desastre quando o petroleiro se
encontra com sua carga maxima: ele sofre um acidente
que ocasiona um furo no fundo do compartimento C.

Para fins de calculo, considere despreziveis as espessuras
das placas divisorias.

Apés o fim do vazamento, o volume do petrdleo
derramado tera sido de

A) 1,4 .10%m:.
B) 1,8.10° md.
C) 2,0.10° ma.

D) 3,2 .10° ma.
E) 6,0.10° m2.

(Enem-2015) Uma fabrica que trabalha com matéria-
-prima de fibra de vidro possui diversos modelos e
tamanhos de caixa-d’agua. Um desses modelos é um
prisma reto com base quadrada. Com o objetivo de
modificar a capacidade de armazenamento de dgua, esta
sendo construido um novo modelo, com as medidas das
arestas da base duplicadas, sem a alteragdo da altura,
mantendo a mesma forma.

Em relagdo ao antigo modelo, o volume do novo modelo é

A) oito vezes maior. D) a metade.

B) quatro vezes maior. E) a quarta parte.

C) duas vezes maior.

(Enem) Na alimentagdo de gado de corte, o processo
de cortar a forragem, coloca-la no solo, compacta-la
e protegé-la com uma vedagdo denomina-se silagem.
Os silos mais comuns sdo os horizontais, cuja forma é a de
um prisma reto trapezoidal, conforme mostrado na figura.

Legenda:

b - largura do fundo

B - largura do topo

C - comprimento do silo
h - altura do silo

—

Considere um silo de 2 m de altura, 6 m de largura de
topo e 20 m de comprimento. Para cada metro de altura
do silo, a largura do topo tem 0,5 m a mais do que a
largura do fundo. Apods a silagem, 1 tonelada de forragem
ocupa 2 m? desse tipo de silo.

EMBRAPA. Gado de corte.
Disponivel em: <www.cnpgc.embrapa.br>.
Acesso em: 01 ago. 2012 (Adaptagdo).

Apos a silagem, a quantidade maxima de forragem que
cabe no silo, em toneladas, é:
A) 110. C) 130.
B) 125. D) 220.

E) 260.

Bernoulli Sistema de Ensino
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https://youtu.be/OFVLTE4hvEM

medulo 13 [

07.

08.

(Enem) Um fazendeiro tem um depdsito para armazenar
leite formado por duas partes clubicas que se comunicam,
como indicado na figura. A aresta da parte cubica
de baixo tem medida igual ao dobro da medida da
aresta da parte cubica de cima. A torneira utilizada
para encher o depdsito tem vazdo constante e levou
8 minutos para encher metade da parte de baixo.

Quantos minutos essa torneira levara para encher
completamente o restante do depdsito?

A) 8 D) 18
B) 10 E) 24
C) 16

(Enem) As torres Puerta de Europa sdao duas torres
inclinadas uma contra a outra, construidas numa avenida
de Madri, na Espanha. A inclinagdo das torres é de 15°
com a vertical e elas tém, cada uma, uma altura de 114 m
(a altura é indicada na figura como o segmento AB). Estas
torres sdo um bom exemplo de um prisma obliquo de base
quadrada e uma delas pode ser observada na imagem.

Luis Garcia / Creative Commons

Utilizando 0,26 como valor aproximado para tangente de 15°
e duas casas decimais nas operagdes, descobre-se que a
area da base desse prédio ocupa na avenida um espago

A) menor que 100 m2.

B) entre 100 m? e 300 m2.
C) entre 300 m? e 500 m2.
D) entre 500 m? e 700 m?2.

E) maior que 700 m2.

58 Colecao 6V

09.

10.

(Enem) Em um terreno, deseja-se instalar uma piscina com
formato de um bloco retangular de altura 1 m e base de
dimensdes 20 m x 10 m. Nas faces laterais e no fundo desta
piscina, sera aplicado um liquido para a impermeabilizagéo.
Esse liquido deve ser aplicado na razdo de 1 L para cada
1 m? de area a ser impermeabilizada. O fornecedor A vende
cada lata de impermeabilizante de 10 L por R$ 100,00,
e o B vende cada lata de 15 L por R$ 145,00.

Determine a quantidade de latas de impermeabilizante
que deve ser comprada e o fornecedor a ser escolhido,
de modo a se obter o menor custo.

A) Fabricante A, 26 latas.

B) Fabricante A, 46 latas.

C) Fabricante B, 17 latas.

D) Fabricante B, 18 latas.

E) Fabricante B, 31 latas.

(Enem) Uma fabrica produz barras de chocolates
no formato de paralelepipedos e de cubos, com o
mesmo volume. As arestas da barra de chocolate no
formato de paralelepipedo medem 3 cm de largura,
18 cm de comprimento e 4 cm de espessura. Analisando
as caracteristicas das figuras geométricas descritas,
a medida das arestas dos chocolates que tém o formato
de cubo é igual a

A) 5cm. C) 12 cm. E) 25cm.
B) 6 cm. D) 24 cm.
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MATEMATICA

Cilindros

Anagoria / Creative Commons

DEFINICAOI@Q|

Considere dois circulos de mesmo raio r, situados em dois
planos paralelos, e a reta e, que passa pelos seus centros.
Chama-se de cilindro circular a reunido dos segmentos
paralelos a reta e que unem os dois circulos.

Podemos identificar, em um cilindro circular, os seguintes
elementos:
i) Bases: circulos congruentes situados em planos
paralelos.

i) Eixo: a reta determinada pelos centros das bases.

ili) Geratrizes: os segmentos, paralelos ao eixo, com
extremidades nas circunferéncias das bases.

iv) Altura: distancia h entre os planos das bases.
Eixo

Geratriz

MODULO

C 14

FRENTE

NOMENCLATURAlﬁQI

Um cilindro circular pode ser obliquo ou reto, de acordo com
a posigdo relativa entre as geratrizes e os planos das bases.

Cilindro reto
(geratrizes perpendicular as bases)

Cilindro obliquo

O cilindro circular reto é também chamado de cilindro
de revolugdo, pois é gerado pela rotagdo de um retangulo
em torno de um eixo que contém um dos seus lados.

Eixo

Secdo meridiana é a intersecdo do cilindro com um plano
que contém a reta OO' determinada pelos centros das bases.
A secdo meridiana de um cilindro reto é um retangulo.

——2r—

Cilindro reto Secgao meridiana

Cilindro equilatero é um cilindro cuja secdo meridiana
€ um quadrado, ou seja, a geratriz e a altura tém medidas
iguais ao dobro da medida do raio da base do cilindro.
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AREA LATERALI%.

Planificando a superficie lateral de um cilindro reto,
obtemos um retangulo de dimensées 2xnr e h. Logo,
a superficie lateral de um cilindro circular reto é equivalente
a um retangulo de dimensGes 2nr (comprimento da
circunferéncia da base) e h (altura do cilindro).

—

Portanto, a area lateral do cilindro é:

2nr

A, = 2rnrh

AREA TOTAL 'ﬁgu

A area total de um cilindro é a soma da area lateral (A)
com as areas das duas bases (A, = nr?); logo:

A=A +2A, = A, =2rrh + 212 =

VOLUME DO CILINDROI@Q|

Consideremos um cilindro e um prisma, ambos de altura h
e area da base A,. Suponhamos que os dois sélidos possuam
bases num mesmo plano o, como mostrado na figura a

seguir:

A= 2nr(h +r)

Superficie lateral

2nr

Colecao 6V

Qualquer plano p paralelo a o que seciona o prisma também
seciona o cilindro, determinando secdes de mesma area A,.
Podemos afirmar, entdo, que os dois sélidos tém volumes iguais.

\Y =V =A

cilindro prisma

.h

B

O volume de um cilindro é o produto da area da base pela
medida da altura.

Como A, = nr?, temos:

V = nrzh

EXERCICIO RESOLVIDO

01. (Unesp) Considerar um cilindro circular reto de altura
X cm e raio da base igual a y cm. Usando a aproximagao
n = 3, determinar X e y nos seguintes casos:
A) O volume do cilindro é 243 cm? e a altura é igual ao
triplo do raio.
B) A area da superficie lateral do cilindro é 450 cm? e a
altura tem 10 cm a mais que o raio.

Resolugao:

Como o volume do cilindro é 243 cm?, temos:
V=A.x=243 = 1y2.3y = 243 = 9.y’ =
y}=27=y=3cm

Mas, x = 3y = x =9 cm.

Portanto, x =9 cmey =3 cm.

e

Como a area lateral do cilindro é 450 cm?, temos:
A, = 2ny.x = 450 = 6y.(y + 10) =

75=y>+ 10y =>y>+ 10y -75=0=>

y =5, poisy >0

Logo, x =y + 10 = x = 15 cm.
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RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.
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02.

©

03.

04.

05.

(UFOP-MG) Num cilindro circular reto, o raio da base e a

3
altura medem \/; cm e /2 cm, respectivamente. Entdo,

podemos afirmar que o valor de sua area lateral, em cm?, é:
A) n C) 2n E) ﬁ#_

B) v6n D) V2=

(UFPR) As duas latas na figura a seguir possuem
internamente o formato de cilindros circulares retos,
com as alturas e diametros da base indicados. Sabendo
que ambas as latas tém o mesmo volume, qual é o valor
aproximado da altura h?

16 cm

)
'
l

_—

A) 5cm.
B) 6 cm.

C) 6,25 cm. E) 8,43 cm.
D) 7,11 cm.

(PUC Rio-2015) O volume do sélido gerado pela rotagdo
de um quadrado de lado 3 cm em torno de um dos seus
lados &, em cm3:
A) 3=n
B) 6=n

C) 91
D) 18

E) 27xn

(UEG-GO) Em uma festa, um gargom, para servir
refrigerante, utilizou uma jarra no formato de um cilindro
circular reto. Durante o seu trabalho, percebeu que,
com a jarra completamente cheia, conseguia encher oito
copos de 300 mL cada. Considerando-se que a altura da
jarra é de 30 cm, entdo a area interna da base dessa jarra,
em cm?, é:
A) 10. B) 30.

C) 60. D) 80.

(IFSC-SC) A lata a seguir devera ser produzida a partir
de uma chapa de metal que possui 0,8 g por centimetro
quadrado de area.

§<—50 cm—>

06.

07.

©

08.

©

EXERCICIOS

Sabendo que essa lata ndo possui tampa, é correto
afirmar que a massa de cada lata desse tipo sera de

A) 2900xg. D) 13 000z g.
B) 5250ng. E) 8 420ng.
C) 10 400xg.

(Unesp) A base metdlica de um dos tanques de
armazenamento de latex de uma fabrica de preservativos
cedeu, provocando um acidente ambiental. Nesse
acidente, vazaram 12 mil litros de latex. Considerando
a aproximagdo n = 3, e que 1 000 litros correspondem
a 1 m3, se utilizdssemos vasilhames na forma de um
cilindro circular reto, com 0,4 m de raio e 1 m de altura,
a quantidade de latex derramado daria para encher
exatamente quantos vasilhames?

A) 12 D) 25
B) 20 E) 30
C) 22

(UEG-GO) Uma coluna de sustentagdo de determinada
ponte é um cilindro circular reto. Sabendo-se que, na
magquete que representa essa ponte, construida na escala
1:100, a base da coluna possui 2 cm de diametro e
9 cm de altura, o volume, em m? de concreto, utilizado
na coluna é:

Use: n = 3,14.
A) 2,826. C) 282,6.
B) 28,26. D) 2 826.

(IFSC-SC-2016) Uma Metallrgica fabrica tanques em
formato de cilindros retos para armazenar combustiveis.
Um desses reservatdrios tem area lateral de 5n metros
quadrados e o seu volume possui a capacidade de 10xn
metros cubicos.

Nessas condigbes, é correto afirmar que a medida do raio
da base desse reservatério é

A) 16 m. D) 40 dm.
B) 80 cm. E) 4n m.
C) 8 m.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

(UFRGS-RS-2018) Um tanque no formato de um cilindro
circular reto, cujo raio da base mede 2 m, tem o nivel
da agua aumentado em 25 cm apds uma forte chuva.
Essa quantidade de agua corresponde a 5% do volume
total de agua que cabe no tanque.

Assinale a alternativa que melhor aproxima o volume
total de dgua que cabe no tanque, em m?3.

A) 57 D) 66
B) 60 E) 69
C) 63
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https://youtu.be/BESdDx_ALgI
https://youtu.be/eTzx3hN8vfM
https://youtu.be/XJXZ73hRFuU
https://youtu.be/hMpB6AVUaXI
https://youtu.be/imTIUb6MBN8
https://youtu.be/949VXC0HHfM
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03.

04.
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(FUVEST-SP) Uma metallrgica fabrica barris cilindricos de dois

tipos, A e B, cujas superficies laterais sdo moldadas a partir

de chapas metdlicas retangulares de lados a e 2a, soldando

lados opostos dessas chapas, conforme ilustrado a seguir:

Barril do tipo A

22—

Barril do tipo B

Se V, e V, indicam os volumes dos barris dos tipos
A e B, respectivamente, tem-se:
A) V, =2V, C) V,=V, E) V, =4V,

B) V, =2V, D) V, = 4V,

(IFAL) Arquimedes, para achar o volume de um objeto
de forma irregular, mergulhou-o em um tanque cilindrico
circular reto contendo agua. O nivel da agua subiu 10 cm
sem transbordar. Se o didmetro do tanque é 20 cm, entdo
o volume do objeto é:

«——20 cm——

A) 1000
B) 2 000n
C) 3000n
D) 4 000x
E) 5000n

(UERJ-2017) Um cilindro circular reto possui diametro AB
de 4 cm e altura AA’ de 10 cm. O plano «, perpendicular
a segdo meridiana ABB’A’, que passa pelos pontos B e A’
das bases, divide o cilindro em duas partes, conforme

ilustra a imagem.

Colecao 6V

05.

06.

07.

O volume da parte do cilindro compreendida entre o plano a
e a base inferior, em cm?, é igual a:

A) 8=

B) 12n
C) 16rn
D) 20rn

(IFCE-2016) Dentre todos os retangulos de perimetro
P = 40 cm, iremos rotacionar o de drea maxima em torno
de um de seus lados, gerando um cilindro. O volume deste
cilindro, em cm?, é:
A) 500n

B) 25n

C) 50=n
D) 100

E) 1000

(UFPB) Sr. Ptolomeu construira em sua chacara um jardim
de formato circular com 16 m de didmetro. Contornando
o jardim, havera uma calgada, medindo 1 m de largura
por 0,1 m de altura, conforme figura a seguir:

: 16 m £l {'0,1m

3t

Use: n = 3,14.
Supondo que o pregco médio do m? da calcada a ser
construida é de 100 reais, conclui-se que a despesa
do Sr. Ptolomeu com a construcdo da calgada sera,
aproximadamente, de
A) 685,30 reais.

B) 653,80 reais.

C) 583,30 reais.

D) 533,80 reais.
E) 835,30 reais.

(UECE) Um fabricante de latas de aluminio com a forma
de cilindro circular reto vai alterar as dimensdes das
latas fabricadas de forma que o volume seja preservado.
Se a medida do raio da base das novas latas é o dobro
da medida do raio da base das antigas, entdo a medida
da nova altura é

A) a metade da medida da altura das latas antigas.

B) um tergo da medida da altura das latas antigas.

C) um quarto da medida da altura das latas antigas.

D) dois tercos da medida da altura das latas antigas.


https://youtu.be/q1ejQG842pU
https://youtu.be/VklNreTI8LE
https://youtu.be/N6MMKv1sEgk
https://youtu.be/4ykRvP6J3mM
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09.

10.

(UFTM-MG) Um paralelepipedo reto-retéangulo, de volume V,,
e um cilindro circular reto, de raioR = 0,5 m e volume V,,
tém a mesma altura h = 4 m.

V. 2
Se 71:;, entdo a medida x da aresta da base do
2
paralelepipedo € igual a:
2 J10
A) 5V2 0 5 E) "2
52 V2
B) 3 D) &

(IFAL-2016) Uma determinada empresa fabrica latas
de dleo, em formato cilindrico, com capacidade total de
1 litro e recebe uma encomenda para fabrii:ar latas de

mesmo formato, com capacidade total de 5 litro, mas

que estas sejam da mesma altura das latas de 1 litro.
Qual éa razéo1 entre os diametros da lata de 1 litro e da

nova lata de 3 litro?

1

A) 2 D) #

1 i

B) 22 E) 32
C) =

(Unesp-2018) Os menores lados de uma folha de papel
retangular de 20 cm por 27 cm foram unidos com uma
fita adesiva retangular de 20 cm por 5 cm, formando um
cilindro circular reto vazado. Na unido, as partes da fita
adesiva em contato com a folha correspondem a dois
retangulos de 20 cm por 0,5 cm, conforme indica a figura.

27 cm

20 cm

5cm
|

20 cm

- -3

e—>d

/ N\
0,5cm 0,5cm

11.

12.

©

13.

Desprezando-se as espessuras da folha e da fita e
adotando n = 3,1, o volume desse cilindro € igual a

A) 1550 cm3. D) 4 805 cm?.
B) 2 540 cm?3. E) 1922 cm3.
C) 1652 cms.

(ACAFE-SC-2016) As colunas de sustentagdo de uma
determinada ponte sd@o formadas por cilindros retos, sem
bases (sdo cilindros vazados, que posteriormente serdao
preenchidos com concreto), de 8 metros de didametro e
com capacidade de 314 000 litros. Para a confecgdo desses
cilindros, a industria usa chapas metalicas retangulares
de 3,15 m x 1,56 m. As chapas serdo unidas por fletes
também metalicos que serdo soldados ao longo das
dimensdes da chapa (despreze as dimensdes dos filetes).

Considere as afirmagdes a seguir, assinalando V para as
verdadeiras e F para as falsas.

Use & = 3,14.

() A altura do cilindro é um nimero entre 5 metros e
7 metros.

() Quando planificado, o cilindro torna-se um retangulo
cujo lado maior mede entre 7 metros e 10 metros.

() O nimero de chapas utilizadas na construgédo de um
cilindro pertence ao intervalo [28, 36].

A sequéncia correta, de cima para baixo, é:
A) F-F-V C) V-V-V
B) V-V-F D) V-F-V

(UFMG) Em um cilindro de 5 cm de altura, a area da base
€ igual a area de uma segdo por um plano que contém o
eixo do cilindro, tal como a segao ABCD na figura a seguir:

Eixo

O volume desse cilindro é de

250 625

A) o cm3. C) e cms3.
500 125

B) e cms. D) 4 cm’.

(UDESC-2018) Uma coroa cilindrica é a regido espacial
situada entre dois cilindros concéntricos de mesma altura,
um com raio R e outro com raio r, sendo r < R. Se a altura,
o volume e a soma das medidas dos raios dessa coroa
cilindrica sdo, respectivamente, 4 cm, 4,25r cm3 e 4,25 cm,
entdo a area total de sua superficie é:

A) 34rn cm? D) 18,125r cm?

B) 18,0625r cm? E) 36,125n cm?.

C) 20,125z cm?

Bernoulli Sistema de Ensino
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https://youtu.be/Tz4-whulQjk
https://youtu.be/VFN7XUopa_4
https://youtu.be/rMS9Jd-0KiA
https://youtu.be/HmtEAVVVvSE

14.

15.

16.

(PUC-SP-2016) DispGe-se de N tubos cilindricos, todos
iguais entre si, cada qual com diametro interno de 4 cm.
Se esses tubos transportam a mesma quantidade de
agua que um unico tubo cilindrico, cujo diametro interno
mede 12 cm e cujo comprimento é igual ao dobro do
comprimento dos primeiros, entdo:

A) N> 15 C) 6 <N<10
B) 10 < N < 15 D) N<6
(UFPR-2017)

h

b

Na modelagem matematica de um processo de
fabricagdo, € comum supor que ndo ha perda de material
com emendas, sobreposicdo de partes, etc.

Deseja-se construir um reservatoério cilindrico com
diametro de 120 cm e capacidade de 1,5 m3. Neste
problema, estamos nos referindo a um cilindro circular
reto perfeito. Para fazer a lateral desse cilindro, sera
usada uma chapa metalica retangular de comprimento b
e altura h. Use n = 3,14 e dé suas respostas com duas
casas decimais.

A) Calcule o comprimento b que a chapa deve ter.

B) Calcule a altura h que a chapa deve ter.

(UFU-MG) Considere um tanque cilindrico de 6 metros de
comprimento e 2 metros de diametro que esta inclinado
em relagdo ao solo em 45°, conforme mostra a figura a
seguir. Sabendo-se que o tanque é fechado na base que
toca o solo e aberto na outra, qual é o volume maximo
de dgua que o tanque pode conter antes de derramar?

SECAO ENEM

01.

(Enem-2018) Um artesdo possui potes cilindricos de tinta
cujas medidas externas sdao 4 cm de diametro e 6 cm de
altura. Ele pretende adquirir caixas organizadoras para
armazenar seus potes de tinta, empilhados verticalmente
com tampas voltadas para cima, de forma que as caixas
possam ser fechadas.

02.

03.

No mercado, existem cinco opgoes de caixas organizadoras,
com tampa, em formato de paralelepipedo reto retangulo,
vendidas pelo mesmo prego, possuindo as seguintes
dimensodes internas:

I 8 8 40
I 9 20 14
II1 18 5] 35
v 20 12 12
\Y 24 8 14

Qual desses modelos o artesdo deve adquirir para conseguir
armazenar o maior nimero de potes por caixa?

A) I C) III E) V

B) 1II D) IV

(Enem-2017) Com o objetivo de reformar os tambores
cilindricos de uma escola de samba, um alegorista decidiu
colar aderecgos plasticos na forma de losango, como
ilustrado na figura 1, nas faces laterais dos tambores.
Nesta colagem, os vértices opostos P e Q do aderego
deverdo pertencer as circunferéncias do topo e da base do
tambor cilindrico, respectivamente, e os vértices opostos
R e S deverdo coincidir apés a colagem do aderego no
tambor, conforme ilustra a figura 2. Considere que o
diametro do cilindro correspondente ao tambor meca
0,4 metro. Utilize 3,1 como aproximagao para .

& P Y
s
5 S (SR

Figura 1 Figura 2

A diagonal RS do adereco a ser confeccionado pelo
alegorista deve medir, em metro,

A) 0,124. C) 0,496.
B) 0,400. D) 1,240.

E) 2,480.

(Enem-2015) Para resolver o problema de abastecimento
de agua foi decidida, numa reunido do condominio,
a construgao de uma nova cisterna. A cisterna atual tem
formato cilindrico, com 3 m de altura e 2 m de diametro, e
estimou-se que a nova cisterna devera comportar 81 m? de
agua, mantendo o formato cilindrico e a altura da atual. Apds
a inauguragdo da nova cisterna a antiga sera desativada.

Utilize 3,0 como aproximagao para .

Qual deve ser o aumento, em metros, no raio da cisterna
para atingir o volume desejado?

A) 0,5 ) 2,0
B) 1,0 D) 3,5

E) 8,0


https://youtu.be/-rHZoycLDYQ
https://youtu.be/2BpQEGFxMIo

04.

05.

(Enem-2015) Uma fabrica brasileira de exportagdo de
peixes vende para o exterior atum em conserva, em dois
tipos de latas cilindricas: uma de altura igual a 4 cm e
raio 6 cm, e outra de altura desconhecida e raio de 3 cm,
respectivamente, conforme figura. Sabe-se que a medida
do volume da lata que possui raio maior, V,, é 1,6 vezes
a medida do volume da lata que possui raio menor, V,.

A medida da altura desconhecida vale
A) 8 cm.
B) 10 cm.
C) 16 cm.
D) 20 cm.
E) 40 cm.

(Enem) Num parque aquatico, existe uma piscina
infantil, na forma de um cilindro circular reto, de 1 m
de profundidade e volume igual a 12 m?3, cuja base tem
raio R e centro O. Deseja-se construir uma ilha de lazer
seca no interior dessa piscina, também na forma de um
cilindro circular reto, cuja base estara no fundo e com
centro da base coincidindo com o centro do fundo da
piscina, conforme a figura. O raio da ilha de lazer sera r.
Deseja-se que, apds a construgdo dessa ilha, o espago
destinado a agua na piscina tenha um volume de,
no minimo, 4 m3.

Ilha de lazer

Piscina

Considere 3 como o valor aproximado para .
Para satisfazer as condigbes dadas, o raio maximo da ilha
de lazer r, em metros, estara mais proximo de:

A) 1,6.
B) 1,7.
C) 2,0.
D) 3,0.
E) 3,8.

06.

07.

(Enem) E possivel usar agua ou comida para atrair as
aves e observa-las. Muitas pessoas costumam usar agua
com agucar, por exemplo, para atrair beija-flores. Mas é
importante saber que, na hora de fazer a mistura, vocé
deve sempre usar uma parte de aglcar para cinco partes
de agua. Além disso, em dias quentes, precisa trocar a
agua de duas a trés vezes, pois, com o calor, ela pode
fermentar e, se for ingerida pela ave, pode deixa-la
doente. O excesso de agucar, ao cristalizar, também
pode manter o bico da ave fechado, impedindo-a de se
alimentar. Isso pode até mata-la.
CIENCIA HOJE DAS CRIANCAS. FNDE;
Instituto Ciéncia Hoje, ano 19, n. 166, mar. 1996.

Pretende-se encher completamente um copo com a
mistura para atrair beija-flores. O copo tem formato
cilindrico, e suas medidas sdo 10 cm de altura e 4 cm de
didmetro. A quantidade de agua que deve ser utilizada
na mistura é cerca de

Utilize: = = 3.
A) 20 mL.
B) 24 mL.
C) 100 mL.
D) 120 mL.
E) 600 mL.

(Enem) Dona Maria, diarista na casa da familia Teixeira,
precisa fazer café para servir as vinte pessoas que se
encontram numa reunido na sala. Para fazer o café,
Dona Maria dispde de uma leiteira cilindrica e copinhos
plasticos, também cilindricos.

«—8 cm—

Com o objetivo de ndo desperdigar café, a diarista deseja
colocar a quantidade minima de agua na leiteira para
encher os vinte copinhos pela metade. Para que isso
ocorra, Dona Maria devera:

A) encher a leiteira até a metade, pois ela tem um volume
20 vezes maior que o volume do copo.

B) encher a leiteira toda de agua, pois ela tem um volume
20 vezes maior que o volume do copo.

C) encher a leiteira toda de agua, pois ela tem um volume
10 vezes maior que o volume do copo.

D) encher duas leiteiras de agua, pois ela tem um volume
10 vezes maior que o volume do copo.

E) encher cinco leiteiras de dgua, pois ela tem um volume
10 vezes maior que o volume do copo.



medulo 14 [

08.

(Enem) Uma empresa vende tanques de combustiveis
de formato cilindrico, em trés tamanhos, com medidas
indicadas nas figuras. O preco do tanque é diretamente

Supondo-se que o custo da vela seja diretamente
proporcional ao volume de parafina empregado, o custo da
vela do tipo I, em relagdo ao custo da vela do tipo II, sera

proporcional a medida da area da superficie lateral do A) o triplo. D) a metade.
tanque. O dono de um posto de combustivel deseja B) o dobro. E) a terca parte.
encomendar um tanque com menor custo por metro o md

igual.

clubico de capacidade de armazenamento. Qual dos
tanques devera ser escolhido pelo dono do posto?

Considere: = = 3. 11. (Enem) }Jma empresa de trainsportle armazena seu
combustivel em um reservatério cilindrico enterrado
”””” horizontalmente. Seu contetido é medido com uma vara
4m j < graduada em vinte intervalos, de modo que a distancia
****** ; ; entre duas graduagdes consecutivas representa sempre
e 6 M —> 0 mesmo volume.
(€]
: : A ilustragdo que melhor representa a distribuigdo das
«— 8 m— = A
graduagOes na vara é:
(1) 3 . .
A) I, relagdo area / capacidade de armazenamento de )
o i 4
B) I, relagdo area / capacidade de armazenamento de 3- A) B) Q) D) E)

3
C) 1II, relagdo area / capacidade de armazenamento de 7

2
D) III, relacdo area / capacidade de armazenamento de BE

. |
GABARITO Meu aproveitamento /\/\;'
7
E) III, relagdo area / capacidade de armazenamento de 75. . ) )
1z Aprendlzagem Acertei Errei
09. (Enem) Para construir uma manilha de esgoto, um cilindro O 01. E O 03.E O 05. A O 07.B
com 2 m de diametro e 4 m de altura (de espessura O 02.D O 04.D O 06.D O 08.D
desprezivel) foi envolvido homogeneamente por uma
camada de concreto, contendo 20 cm de espessura. Propostos Acertei Errei
Supondo que cada metro cubico de concreto custe
R$ 10,00 e tomando 3,1 como valor aproximado de =, O o01cC O 10. A
entdo o preco dessa manilha é igual a O 02. A O 11.D
A) R$ 230,40. D) R$ 54,56. O 03.A O 12.B
B) R$ 124,00. E) R$ 49,60. O 04.D O 13.E
C) R$ 104,16. O 05 E O 14. A
10. (Enem) Uma artesd confecciona dois diferentes tipos de O 06.D Lo
vela ornamental a partir de moldes feitos com cartdes de O 07.C O A) b=3,768m
papel retangulares de 20 cm x 10 cm (conforme ilustram O 08.C O B) h=1,33m
as figuras a seguir). Unindo dois lados opostos do cartéo, O 09. B O 16. 5t m?
de duas maneiras, a artesa forma cilindros e, em seguida,
os preenche completamente com parafina. Secao Enem Acertei Errei
Tipo I Tipo II
«—20cm—» «10 cm-—» © 01.D © 07.A
o d -1 ‘ O 02.D O 08.D
- O 03.C O 09. D
O 04.B O 10.B
- SR, 20 cm O 05. A O 11. A
Q O 06. C
=e / Total dos meus acertos: de . %
66 Colecao 6V



MATEMATICA

Piramides

DEFINICAO |6@,

Piramide é todo poliedro convexo construido unindo-se os
vértices de um poligono qualquer (base da piramide) a um
mesmo ponto (vértice da piramide) situado fora do plano
desse poligono.

Na figura a seguir, temos uma piramide de base ABCDEF
e vértice V. Com excegdo da base, as demais faces sdo
formadas por um lado da base e pelo vértice da piramide.
Sdo sempre triangulos e denominadas faces laterais.

V/Vértice da piramide

Aresta lateral Face lateral

F C

Aresta da base
A B

Podemos, entdo, identificar, na piramide mostrada,
0s seguintes elementos:

i) Base: face ABCDEF
i) Arestas da base: AB, BC, CD, DE, EF e FA

iii) Faces laterais: os triangulos BCV, CDV, DEV, EFV, FAV
e ABV

iv) Arestas laterais: CV, DV, EV, FV, AV e BV

A altura de uma piramide € a distancia h entre o vértice
e o plano (o) da base.

FRENTE = MODULO

C 15

NOMENCLATURAIC

Uma piramide sera triangular, quadrangular, pentagonal,
etc., conforme sua base seja um triangulo, um quadrilatero,
um pentagono, etc.

PIRAMIDE REGULAR ﬁg,

Piramide regular é uma piramide cuja base é um poligono
regular, e a projecdo ortogonal do vértice sobre o plano da
base é o centro da base. Numa piramide regular, as arestas
laterais sdo congruentes, e as faces laterais sdo triangulos
isdsceles congruentes.

Chama-se apdétema de uma piramide regular a altura
(relativa ao lado da base) de uma face lateral.

Apotema da piramide

Piramide regular hexagonal

TETRAEDRO ﬁgl

Tetraedro € uma piramide triangular.

Tetraedro regular é um tetraedro que possui as seis arestas
congruentes entre si.

Tetraedro

Bernoulli Sistema de Ensino 67



Frente C Modulo 15

RELACOES NUMA VOLUME |@@|
PI RAMIDE REGULAR QI Sejam A, a area da base e h a altura de uma piramide

qualquer. O volume V dessa piramide é dado por:

Considere a piramide quadrangular regular VABCD:

<
1]
wir
>
@
0

EXERCICIO RESOLVIDO

01. De um tetraedro regular de aresta a, calcular:

Nela: i
A) a area total A..
| t\/M ; a, € o apétema da piramide regular (altura da face B) a medida h da altura.
ateral);

, , C) o seu volume V.
OM = a, € o apotema da base;

OA = R ¢ o raio da circunferéncia circunscrita a base; Resoluggo:
VA = L é a aresta lateral da pirémide;

Tetraedro

VO = h é a altura da piramide.
Base do tetraedro

B

Dos triangulos sombreados na figura anterior, tiramos
as seguintes relacGes, validas para toda piramide regular:

h a, L h
AN [ A) Area total:
0 & M A R 0
1 a3
2= 12 2 2 2 AT=4AB=4[§'a'TJDAT=aZ‘/§
a,’=h? + ag L2 = h? + R?
; B) Calculo da altura:
AREAS LATERAL E TOTAL Iy 0o tringulo AGE, temos:
2
a3

Para uma pirémide qualquer, a area lateral corresponde a h*=a>-(BG)=a*- |35 ) =

soma das areas de todas as faces laterais.
) L B , 6@ NG

Como as faces laterais de uma piramide regular sao h? = o9 = h= 3
tridngulos isdsceles congruentes, para calcularmos a area
Ia,teral, fazemos a area <.;Ie uma face lateral multiplicada pelo C) Volume:
numero de faces laterais.

, N . , 1 %3 ENC

A area total de uma piramide corresponde a soma da area V = b Agh, em que A, = 7 © h = =5 Ent3o:

lateral com a area da base:
1 2’3 a/6 a2
A=A +A == == =
T y B \Y 3 4 3 =V 12
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SECAO DE UMA PIRAMIDE
POR UM PLANO PARALELO ﬁgl
A BASE

Quando secionamos uma pirdamide por um plano paralelo
a base, separamos essa piramide em dois sdlidos.

O sélido que contém o vértice € uma nova piramide,
e o sdlido que contém a base da piramide é um tronco de
piramide de bases paralelas.

A nova piramide e a piramide primitiva tém bases
semelhantes, e os elementos lineares homdlogos (arestas
das bases, arestas laterais, alturas, etc.) sdo proporcionais.
Assim, dizemos que elas sdo semelhantes.

Razao de semelhanca

Dadas duas piramides semelhantes, a razdo entre dois
elementos lineares homologos é denominada razdo de
semelhanca. Essa razdo sera representada por k.

>|T

Para razbes entre areas homélogas, temos:

A

R _ 2

h=ﬁ=(£)2=kz: a,
a, 7

Para razdes entre volumes das piramides semelhantes,
em que V e v sdo os volumes das piramides grande e
pequena, respectivamente, temos:

1
LaH
Vo3t AR ek
v 1., &nh
3%
V_ e
v

Piramides

GENERALIZANDO

i)

i)

VOLUME DO TRONCO
: o
DE PIRAMIDE

Dadas a area da base maior (A,), a area da base menor
(ag) e h a medida da altura do tronco, o volume do tronco
da pirdmide pode ser obtido por meio da férmula:

A razdo entre areas homologas de quaisquer dois
so6lidos semelhantes é igual ao quadrado da razdo
de semelhanga.

A razdo entre os volumes de dois sélidos semelhantes
é igual ao cubo da razdo de semelhanca.

<
2
=
<L
=
L
-
<
=

v, = g[AB + A3, + 3]

EXERCICIO RESOLVIDO

02.

(UFSC) A base quadrada de uma piramide tem 144 m?
de area. A 4 m do vértice, traca-se um plano paralelo
a base, e a segdo assim feita tem 64 m? de area. Qual a

altura da piramide?

Resolugao:

>
Il

s = 144 m?
= 64 m?

[\
|

Fazendo semelhanga entre as pirdamides VABCD e
VA'B'C'D', temos:
2 2
h:(ﬂ] o &:(E) o 2.0 yiem
a3 \h 64 4 8 4

69
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EXERCICIOS DE

RESOLUGGES NO
® Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

02.

03.

04.

(UFRGS-RS) Se duplicarmos a medida da aresta da base
de uma piramide quadrangular regular e reduzirmos sua
altura a metade, o volume desta piramide

A) sera reduzido a quarta parte.
B) sera reduzido a metade.

C) permanecera inalterado.

D) sera duplicado.

E) aumentara quatro vezes.

(UFPR-2016) Um prisma possui 17 faces, incluindo as
faces laterais e as bases inferior e superior. Uma piramide
cuja base é idéntica a base do prisma, possui quantas
arestas?

A) 26
B) 28
C) 30
D) 32
E) 34

(UTFPR-2017) Uma barraca de camping foi projetada
com a forma de uma piramide de altura 3 metros, cuja
base é um hexagono regular de lados medindo 2 metros.
Assim, a area da base e o volume desta barraca medem,
respectivamente:

A) 6/3 m2? e 6,/3 m3.
B) 3/3 m?e 3/3 ms.
C) 5/3m2e2/3 md.
D) 2/3 m?e 5/3 m3.
E) 4/3 m?e8/3 ms.

(UFRGS-RS-2016) Considere ABCDEFGH um paralelepipedo
reto-retangulo conforme representado na figura a seguir:

H G

A B

Se as arestas do paralelepipedo
o volume do sélido ACDH é:

medem 3, 6 e 10,

A) 10. C) 30. E) 90.
B) 20. D) 60.
Colecao 6V

05.

©

06.

07.

(UFMG) Em uma industria de velas, a parafina é
armazenada em caixas cubicas, cujo lado mede a.
Depois de derretida, a parafina é derramada em moldes

em formato de piramides de base quadrada, cuja altura

- a
e cuja aresta da base medem, cada uma, 5

Considerando-se essas informagdes, € correto afirmar

que, com a parafina armazenada em apenas uma dessas
caixas, enche-se um total de

A) 6 moldes.
B) 8 moldes.
C) 24 moldes.
D) 32 moldes.

(EsPCEx-SP-2016) Determine o volume (em cm?3)
de uma piramide retangular de altura “a” e lados da
base “b” e “c” (a, b e ¢ em centimetros), sabendo que
a+ b+ c=36e"a" "b” e "c” sdo, respectivamente,

numeros diretamente proporcionais a 6, 4 e 2.
A) 16

B) 36

C) 108

D) 432

E) 648

(UFMG) Corta-se uma piramide regular de base
quadrangular e altura 4 cm por um plano paralelo ao
plano da base, de maneira que os volumes dos dois sdlidos
obtidos sejam iguais. A altura do tronco de piramide

obtido &, em centimetros:

A) 1
B) 4-2%4
Q) 2

D) 4-/2
E) 4- 2


https://youtu.be/38o-AsIeEqo
https://youtu.be/NrV5Ee3U3ro
https://youtu.be/pDEjbMOlJ2c
https://youtu.be/LazopfWWIM8
https://youtu.be/yadEvlxYYsU

.. piramies

08.

©

EXERCICIOS

(UPE) Para a premiagao dos melhores administradores de
uma galeria comercial, um designer projetou um peso de
papel com a forma de um tetraedro regular reto, de aresta
20 cm que sera entregue aos vencedores. Esse peso de
papel sera recoberto com placas de platina nas faces
laterais, e com uma placa de prata na base. Se o prego
da platina é de 30 reais por centimetro quadrado, e o da
prata é de 50 reais por centimetro quadrado, assinale a
alternativa que apresenta o valor mais proximo, em reais,
do custo desse recobrimento.

Considere: /3 = 1,7.
A) 24 000
B) 18 000
C) 16 000
D) 14 000
E) 12 000

RESOLUGGES NO
® Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

©

02.

03.

(UFSM-RS-2015) Desde a descoberta do primeiro plastico
sintético da historia, esse material vem sendo aperfeicoado
e aplicado na industria. Isso se deve ao fato de o plastico ser
leve, ter alta resisténcia e flexibilidade. Uma peca plastica
usada na fabricagdo de um brinquedo tem a forma de uma
piréamide regular quadrangular em que o apdtema mede
10 mm e a aresta da base mede 12 mm. A pega possui para
encaixe, em seu interior, uma parte oca de volume igual a
78 mm3. O volume, em mm?3, dessa peca € igual a

A) 1152,

B) 1 074.

C) 402.

D) 384.

E) 306.

(UECE-2018) Considere uma piramide regular hexagonal
reta, cuja medida da altura é 30 m e cuja base esta inscrita
em uma circunferéncia cuja medida do raio é igual a 10 m.
Desejando-se pintar todas as faces triangulares dessa
piramide, a medida da area a ser pintada, em m?, é:

A) 115/39
B) 150439
C) 125/39
D) 140,39
(Unesp) Ha 4 500 anos, o Imperador Quéops do Egito

mandou construir uma pirdmide regular que seria usada
como seu tumulo.

04.

05.

As caracteristicas e dimensdes aproximadas dessa
piramide hoje sdo:

1. Sua base é um quadrado com 220 metros de lado;
2. Sua altura é de 140 metros.

Suponha que, para construir parte da piramide
equivalente a 1,88 . 10* m3, o nimero médio de operarios
utilizados como méao de obra gastava em média 60 dias.

2,26
Dados que 2,22 .1,4=6,78 e 188 = 1,2 e, mantidas

estas médias, o tempo necessario para a construgdo de
toda a piramide, medido em anos de 360 dias, foi de,
aproximadamente,
A) 20.
B) 30.

C) 40.
D) 50.

E) 60.

(Albert Einstein-2018) Uma pega tem a forma de uma
piramide reta, de base quadrada, com 15 cm de altura e
é feita de madeira macica. A partir da base dessa peca,
foi escavado um orificio na forma de um prisma de base
quadrada. A figura mostra a visao inferior da base da
peca (base da piramide).

4 cm 4 cm

4 cm

4 cm

4 cm

4 cm

Esse orificio tem a maior profundidade possivel, isto €,
sem atravessar as faces laterais da piramide. O volume
de madeira, em cm3, que essa peca contém é

A) 560. C) 620.
B) 590. D) 640.

(UFPR-2016) Temos, a seguir, a planificagdo de uma
piramide de base quadrada, cujas faces laterais sdo
triangulos equilateros. Qual é o volume dessa piramide?

A) Jx+yﬂs3 D) 2\/5
B) /: E) 1

C) 32 cm3.
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https://youtu.be/2TlZunOpMo4
https://youtu.be/F_7Ch85Ia0w
https://youtu.be/NLtdndTQT64
https://youtu.be/7PoiHMZCONA
https://youtu.be/3E33AF2Fs00
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06.

©

07.

08.

72

(ACAFE-SC-2016) Uma peca de madeira tem a forma de
uma piramide hexagonal regular com 21 cm de altura.
Essa peca é seccionada por um plano a base, de forma
gue o volume da piramide obtida seja >  do volume da
piramide original.

A distancia (em cm) da base da piramide até essa segao
é um nUmero

A) fracionario.

B) primo.

C) multiplo de 3.

D) quadrado perfeito.

(UNISC-RS-2016) Em uma piramide regular, a base é um
quadrado de lado q. Sabendo que as faces laterais dessa
piramide sdo triangulos equiladteros, pode-se afirmar que
0 seu volume é:

x.5
V=343,

A)
B 1

21
—ua.

c) °
D) 7

E) 7

(UERJ-2017) Uma piramide com exatamente seis arestas
congruentes é denominada tetraedro regular. Admite que
a aresta do tetraedro regular ilustrado a seguir, de vértices

ABCD, mede 6 cm e que o ponto médio da aresta BC é M.

D

C

O cosseno do angulo AfID equivale a:

3 5
A) 7. C) -

B)

u|
O
—

Colecao 6V

09.

10.

11.

(UECE-2016) Se a soma dos angulos de todas as faces
de uma piramide (incluindo a base) é 3 600°, entdo,
a base da piramide é um poligono com

A) 9 lados.

B) 10 lados.

C) 11 lados.

D) 12 lados.

(FGV-SP) Um cubo de aresta 12 cm é secionado duas
vezes, formando trés prismas de bases triangulares,
sendo dois deles congruentes, como mostra a figura 1.
Em seguida, o cubo é novamente secionado, como
indicam as linhas tracejadas na figura 2, de modo que os
dois cortes feitos dividem o cubo original em trés prismas
de bases triangulares, sendo dois deles congruentes,
como no primeiro caso. Ao final de todas as segdes,
o cubo foi dividido em nove pegas.

Figura 1 Figura 2

O volume da pega final que contém o vértice P, em cm?3,
éigual a
A) 144.
B) 152.
C) 288.
D) 432.
E) 466.

(FUVEST-SP) Em um tetraedro regular de lado a,
a distancia entre os pontos médios de duas arestas ndo
adjacentes é igual a:

A) a3
B) a2

o =%
D) 22

E) <


https://youtu.be/RIt32ZXXlP0
https://youtu.be/pjF2Rd58FPw
https://youtu.be/UDRA7vIaY5I

12,

13.

(FUVEST-SP) A figura a seguir representa uma piramide 14.

de base triangular ABC e vértice V. Sabe-se que ABC e
ABV sdo triangulos equilateros de lado ¢, e que M é o

ponto médio do segmento AB. Se a medida do &ngulo
viic & 60°, entdo o volume da piramide é:

Vv

A) Tﬁ

B) ?[’

@) T 15.
2 ©

D) EZB

E) ﬁﬁ

(UERJ-2019) Observe na imagem uma piramide de base
quadrada, seccionada por dois planos paralelos a base,
um contendo o ponto A e o outro o ponto B. Esses planos
dividem cada aresta lateral em trés partes iguais.
Considere as seguintes medidas da piramide:

e altura =9 cm;

e aresta da base = 6 cm;

 volume total = 108 cm?.

01.

©

O volume da regido compreendida entre os planos
paralelos, em cm3, é:

A) 26.
B) 24.
C) 28.
D) 30.

Piramides

(UFRGS-RS-2017) Considere ABCDEFGH paralelepipedo
reto-retangulo, indicado na figura a seguir, tal que

AB = 4, AE = 3 e BC= 2.

O volume do tetraedro AHFC é
A) 4. Q) 12. E) 18.
B) 8. D) 16.

(UFJF-MG-2016) Na figura a seguir, ABCD é um tetraedro
regular de lado £e N é um ponto sobre a aresta AC tal que

2AN = NC.

A) Calcule DN,

B) Calcule a area do triangulo BDN.

SECAO ENEM ® Bernoutts play

(Enem-2016) E comum os artistas plasticos se
apropriarem de entes matematicos para produzirem, por
exemplo, formas e imagens por meio de manipulagoes.
Um artista plastico, em uma de suas obras, pretende
retratar os diversos poligonos obtidos pelas intersecgGes
de um plano com uma pirdmide regular de base quadrada.

Segundo a classificagdo dos poligonos, quais deles sdo

possiveis de serem obtidos pelo artista plastico?
A) Quadrados, apenas.

B) Triangulos e quadrados, apenas.

C) Triangulos, quadrados e trapézios, apenas.

D) Tridangulos, quadrados, trapézios e quadrilateros

irregulares, apenas.

E) Triangulos, quadrados, trapézios, quadrilateros

irregulares e pentadgonos, apenas.
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https://youtu.be/4uJe5vHrSK4
https://youtu.be/9sz_3lX8yoE
https://youtu.be/EmQ_gYVzVhQ
https://youtu.be/jUBhlZr8JmQ
https://youtu.be/_-DvFPjOf8E
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02.

03.

(Enem) Maria quer inovar em sua loja de embalagens
e decidiu vender caixas com diferentes formatos. Nas
imagens apresentadas estdo as planificagbes dessas
caixas.

O
O

Quais serdo os solidos geométricos que Maria obtera a

partir dessas planificagdes?

A) Cilindro, prisma de base pentagonal e piramide.
B) Cone, prisma de base pentagonal e piramide.
C) Cone, tronco de piramide e piramide.

D) Cilindro, tronco de piramide e prisma.

E) Cilindro, prisma e tronco de cone.

(Enem) Uma indUstria fabrica brindes promocionais em
forma de pirémide. A piramide é obtida a partir de quatro
cortes em um sdlido que tem a forma de um cubo. No
esquema, estdo indicados o soélido original (cubo) e a
piramide obtida a partir dele:

O

Dle-— - -- = Te

A B

Os pontos A, B, C, D e O do cubo e da piramide sdo os
mesmos. O ponto O é central na face superior do cubo.
Os quatro cortes saem de O em diregdo as arestas ﬁ, E,
AB e CD, nessa ordem. Apds os cortes, sdo descartados
quatro solidos.

Os formatos dos sdlidos descartados sdo
A) todos iguais.

B) todos diferentes.

C) trés iguais e um diferente.

D) apenas dois iguais.

E) iguais dois a dois.

Colecao 6V
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NOMENCLATURAlﬁQI

" Se o eixo do cone é obliquo ao plano da base, temos um
p "1 cone circular obliquo.
Eixo

\Y

Istockphoto

D E FI N I CAO IG@' Se o eixo do cone é perpendicular ao plano da base, temos

] i ) ) um cone circular reto.
Considere um circulo de centro O e raio r situado num

plano o € um ponto V fora de a. Chama-se cone circular a
reunido dos segmentos de reta com uma extremidade em V Y
e a outra no circulo.

Eixo

0
\

O cone circular reto é também chamado cone de revolugéo,
pois é gerado pela rotacdo de um triangulo retangulo em

Podemos identificar, em um cone circular, os seguintes torno de um eixo que contém um de seus catetos.
elementos: Eixo

Base: o circulo de centro O e raio r.

Vértice: o ponto V.

Geratrizes: os segmentos com uma extremidade em V
e a outra na circunferéncia da base.

Altura: distancia entre o vértice do cone e o plano da base.
Eixo: a reta que contém o vértice e o centro da base.

Raio da base Base

Bernoulli Sistema de Ensino
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Segdo meridiana é a intersegdo do cone com um plano que
contém o seu eixo. A segdo meridiana de um cone circular

reto ou cone de revolugdo é um triangulo isdsceles.

Cone reto Segdo meridiana

Cone equildtero é um cone cuja segdo meridiana é um

tridngulo equildtero (g = 2re h = r\/g).

g‘g g=2r i i g=2r

— 2r—>
AREA LATERAL '@q

Planificando a superficie lateral de um cone reto,

obtemos um setor circular de raio g (geratriz) e cujo arco
correspondente mede 2xr. Logo, a superficie lateral de um
cone reto de raio de base r e geratriz g é equivalente a um

setor circular de raio g e comprimento do arco 2xr.

2nr

76  colecaosv

A area lateral do cone reto pode, entdo, ser calculada por

uma simples proporgdo:

Comprimento Area
do arco do setor g
mg 7@’ g 9 2nr
2nr A,
Dai, temos:
_ 2#r2g’
= —2;&9 A ,=mrg
Para determinar o angulo 6, fazemos uma outra proporgdo:
Comprimento Angulo
do arco
2ng 2n rad ou 360°
2nr 0
Assim, temos:
2nr
e=%rad 0= 360r graus
ou

AREATOTALIY-,

A area total de um cone é a soma da area lateral (A,) com
a érea da base (A,); logo:

Ar=A+A,=>A =g + 1’ =

A.=mnr(g +r)

VOLUME DO CONE ("

Consideremos um cone e um tetraedro, ambos de altura h
e area da base A,. Suponhamos que os dois sélidos possuam
bases em um mesmo plano o, como mostrado na figura a seguir:




Qualquer plano p paralelo a a que seciona o cone também
seciona o tetraedro. Sendo as areas das segdes A e A,
respectivamente, temos:

20 e 2
A, h A h

Logo, A, = A,, para todo plano  paralelo a a. Entéo, o cone
e o tetraedro tém volumes iguais.

Ag.h

1
Cone — VTetraedro = 3

V p—

O volume de um cone é um tergo do produto da area da
base pela medida da altura.

Como A, = nr?, temos:

1
V =3 arth

EXERCICIO RESOLVIDO

01. (PUCRS) O raio da base de um cone circular reto e a
aresta da base de uma piramide quadrangular regular
tém mesma medida. Sabendo que suas alturas medem
4 cm, entdo a razdo entre o volume do cone e o da

piramide é: !

A) 1 o = E) 3n
B) 4 D) =

Resolugao:

Sejam a o raio da base do cone e a a aresta da base
da piramide.

Sejam V_e V o volume do cone e da piramide,
respectivamente. Logo:

1 1 4
e V = §.A.H = gna24= §na2e

1 4
§a24 =§a2

T
I

Assim, a razdo entre os volumes é:

TRONCO DE CONEI@Q|

Secionando-se um cone por um plano paralelo a base,
obtemos um sélido denominado tronco de cone. Veja:

Tronco de
cone

O novo cone e o cone primitivo tém bases semelhantes,
e os elementos lineares homédlogos (raios das bases,
geratrizes, alturas, etc.) sdao proporcionais. Assim, dizemos
que eles sdo semelhantes.

Razao de semelhanca

Dados dois cones semelhantes, a razao entre dois
elementos lineares homologos é denominada razdo de
semelhanca. Essa razdo sera representada por k.

Para razbes entre areas homélogas, temos:

2
Ay - #R? = R = k2
N ;trz r

Para razdes entre volumes dos cones semelhantes,
em que V e v sdo os volumes dos cones grande e pequeno,
respectivamente, temos:

Podemos, entdo, generalizar da seguinte maneira:

i) A razdo entre areas homodlogas de quaisquer dois
solidos semelhantes é igual ao quadrado da razdo de
semelhanga.

ii) A razdo entre os volumes de dois solidos semelhantes
€ igual ao cubo da razédo de semelhanga.
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VOLUME DO :
TRONCO DE CONE &t

Dados o raio R da base maior, o raio r da base menor e h

a medida da altura do tronco, o volume do tronco de cone

pode ser obtido por meio da formula:

V.

L= %h[R2+Rr+r2]

EXERCICIO RESOLVIDO

02.

(FUVEST-SP) Um copo tem a forma de um cone com
altura 8 cm e raio da base 3 cm. Queremos enché-lo com
quantidades iguais de suco e de agua. Para que isso seja

possivel, a altura x atingida pelo primeiro liquido colocado

deve ser:
8 43 4
A) 3 cm. C) 4 cm. E) cm,
B) 6 cm. D) 4/3 cm.
Resolucao:

Chamamos de V o volume de suco e de agua.
O volume do cone grande &, entdo, 2V.

Como os cones das figuras sdo semelhantes, entdo a razdo
entre os seus volumes é igual ao cubo da razdo entre as
alturas. Assim, temos:

3
2—V=[§) :i/_=§:x=3£:x=4i/zcm
\ X X 2

Colecao 6V

EXERCICIOS DE

@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01. (FMP-RJ-2017) Um recipiente cilindrico possui raio da
base medindo 4 cm e altura medindo 20 cm. Um segundo
recipiente tem a forma de um cone, e as medidas do raio
de sua base e de sua altura sdo iguais as respectivas
medidas do recipiente cilindrico.

Qual é a razdo entre o volume do recipiente cilindrico e
o volume do recipiente conico?
A) C) 3 E) 5

B) D) 4

R N~

02. (PUC-RS-2015) Uma casquinha de sorvete na forma

de cone foi colocada em um suporte com formato de
@ um cilindro, cujo raio da base e a altura medem a cm,

conforme a figura.

O volume da parte da casquinha que estd no interior
do cilindro, em cm3, é:

#a°

= a =
DR o = E) =2
2 3
B) & D) &
) - ) 3

03. (UEMG-2015) Um reservatério de agua, de formato
cbnico, com raio da tampa circular igual a 8 metros e
altura igual a 9 metros, sera substituido por outro de
forma cubica, de aresta igual a 10 metros.

Estando o reservatdrio conico completamente cheio, ao
se transferir a agua para o reservatorio cubico, a altura
do nivel atingida pela agua sera de

Considere n = 3.
A) 5,76 m. C) 6,38 m.
B) 4,43 m. D) 8,74 m.

04. (Unicamp-SP) Depois de encher de areia um molde
cilindrico, uma crianga virou-o sobre uma superficie
horizontal. Apds a retirada do molde, a areia escorreu,
formando um cone cuja base tinha raio igual ao dobro
do raio da base do cilindro.

A altura do cone formado pela areia era igual a:

3 2
A) 4 da altura do cilindro. C) 73 da altura do cilindro.

1 1
B) 7 da altura do cilindro. D) 3daalturado cilindro.


https://youtu.be/uduxhLoMvTQ
https://youtu.be/WdX4myiO-4E
https://youtu.be/fV0XyIHKGHM

05.

06.

07.

©

(UPE) Um torneiro mecanico construiu uma peca
retirando, de um cilindro metdlico macigo, uma forma
conica, de acordo com a figura 1 a seguir:

Considere n = 3.

6 cm

10 cm
Figura 1

Peca

Qual é o volume aproximado da pegca em milimetros
cubicos?

A) 2,16.10°
B) 7,2 .10

C) 2,8.10°
D) 8,32.10¢

E) 3,14.10°

(UFPB) A prefeitura de certo municipio realizou um
processo de licitacdo para a construcao de 100 cisternas
de placas de cimento para familias da zona rural. Esse
sistema de armazenamento de agua é muito simples,
de baixo custo e ndo poluente. A empreiteira vencedora
estipulou o preco de 40 reais por m2 construido, tomando
por base a area externa da cisterna. O modelo de cisterna
pedido no processo tem a forma de um cilindro com uma
cobertura em forma de cone, conforme a figura a seguir:

— 4 m—

Considerando que a construgdo da base das cisternas
deve estar incluida nos custos, é correto afirmar que o
valor, em reais, a ser gasto pela prefeitura na construgdo
das 100 cisternas sera, no maximo, de:

Dado: = = 3,14.
A) 100 960.
B) 125 600.

C) 140 880.
D) 202 888.

E) 213 520.

(UEL-PR) Uma chapa com forma de um setor de raio
20 cm e angulo de x graus é manuseada para se
transformar num cone. Se o raio da base do cone obtido
ér =5cm, entdo o valor de x é:

C5iy

A) 60°.
B) 75°.

C) 80°.
D) 85°.

E) 90°.

08.

EXERCICIOS

Cones

(UPF-2016) Um reservatdrio de agua tem formato de um
cilindro circular reto de 3 m de altura e base com 1,2 m
de raio, seguido de um tronco de cone reto cujas bases
sdo circulos paralelos, de raios medindo 1,2 m e 0,6 m
respectivamente, e altura 1 m, como representado na
figura a seguir:

1m

~>
0,6 m
1
Nesse reservatério, ha um vazamento que desperdica 3
do seu volume por semana.

Considerando a aproximagdo n = 3 e sabendo que
1 dm?3 = 1 L, esse vazamento é de

A) 4 320 litros. D) 12 960 litros.
B) 15,48 litros. E) 5 160 litros.
C) 15 480 litros.

RESOLUGCOES NO
® Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

)

02.

©

(PUC-SP-2018) Considere um cilindro reto de area
lateral igual a 64r cm? e um cone reto, com volume igual
a 128n cm? cujo raio da base é o dobro do raio da base
do cilindro.

Sabendo que a altura do cone é 2 cm menor do que a
altura do cilindro, e que a altura do cilindro € um nimero
inteiro, a area lateral desse cone é

A) 100r cm?2. C) 64n cm?.

B) 80n cm?. D) 40n cm?.

(UCS-2016) Uma ampulheta tem a forma de dois cones
circulares retos idénticos (mesmo raio e mesma altura)
no interior de um cilindro circular reto, conforme mostra
a figura.

R
=}

v

O volume da parte do cilindro sem os dois cones é igual
soma dos volumes desses cones. Assinale a
alternativa que preenche corretamente a lacuna.

A) a D) a um terco da
B) ao dobro da E) a dois tergos da
C) a metade da
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https://youtu.be/IvNWqo4ipFc
https://youtu.be/Qya4VPlwi-s
https://youtu.be/rHlXi_E71os
https://youtu.be/suNt4-m5nH0
https://youtu.be/sUkcQ_P_-hA
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03.

04.

05.

06.

07.

©

(UFC-CE) Ao secionarmos um cone circular reto por um
plano paralelo a sua base, cuja distancia ao vértice do
cone é igual a um tergo da sua altura, obtemos dois
s6lidos: um cone circular reto S, e um tronco de cone S,

. volume(Ss,) , .
A relagao volume(S,) € igual a:
1

A) 33.
B) 27.

C) 26.
D) 9.

E) 3.

(Unifor-CE) Parte do liquido de um cilindro circular reto
que esta cheio é transferido para dois cones circulares
retos idénticos de mesmo raio e mesma altura do cilindro.
Sabendo-se que os cones ficaram totalmente cheios e que
o nivel da agua que ficou no cilindro é de 3 m, a altura
do cilindro é de

A) 5m.
B) 6 m.

C) 8 m.
D) 9 m.

E) 12 m.

(UEFS-BA-2017) Se um cone circular reto tem altura
igual a 4 cm e base circunscrita a um hexagono regular
de lado medindo 2 cm, entdo a sua area lateral, em cm?,
mede, aproximadamente:

A) 4rn/6 C) 4n
B) 4n/5 D) ny/3

E) ny2

(Mackenzie-SP) No sélido da figura, ABCD é um quadrado
de lado 2 e AE = BE = ,/10. O volume desse solido é:

A =
B) 3
C) 4rn

D) 5=n

E) 3=n

(UEL-PR) Uma chapa com forma de um setor de raio
20 cm e angulo de x graus é manuseada para se
transformar num cone. Se o raio da base do cone obtido
ér =>5cm, entdo o valor de x é:

20 cm
A) 60°. C) 80°. E) 90°.
B) 75°. D) 85°.
80 Colecao 6V

08.

©

09.

10.

11.

©

12.

©

(UFPR) A parte superior de uma taga tem o formato de
um cone, com as dimensdes indicadas na figura.

A) Qual o volume de liquido que essa taga comporta
quando esta completamente cheia?

B) Obtenha uma expressdo para o volume V de liquido
nessa taga, em fungdo da altura x indicada na figura.

(IFAL-2016) Girando, em uma volta completa, um
triangulo retdngulo de catetos 3 cm e 4 cm, em torno
de seu cateto maior, teremos o sdélido a seguir com suas
caracteristicas:

A) piramide com area lateral 30 cm? e volume 10 cm?3.
B) cone com area lateral 15z cm? e volume 12z cm3.
C) cone com area da base 16 cm? e volume 12z cm3.
D) piramide com area da base e area lateral iguais a 12z cm?3.
E) cone com area da base e area lateral iguais a 15z cm?3.

(Mackenzie-SP-2016) Em um triangulo retangulo,
a medida do menor cateto é 6 cm. Rotacionando esse
triangulo ao redor desse cateto, obtém-se um sdlido de
revolugdo, cujo volume é 128z cm3. Nessas condigGes,
a area total da superficie do sdlido obtido na revolugéo,
em cm?, é:
A) 144n

B) 120n

C) 80n
D) 72n

E) 64n

30
(IFRS-2017) Um cone com altura igual a - dm e raio

de 1 dm é colocado com o vértice para baixo a fim de
coletar a agua de uma torneira que pinga 1 litro de agua
a cada hora, sendo o intervalo entre um pingo e outro

constante.

Qual é o tempo necessario para que a agua atinja a
metade da altura do cone?
A) 1 hora e 15 minutos. D) 3 horas e 30 minutos.
B) 1 hora e 25 minutos. E) 5 horas.

C) 2 horas e 30 minutos.

(UCB-DF-2017)
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https://youtu.be/rZ834qm7hkU
https://youtu.be/IYLEKaOfx-c
https://youtu.be/EZORmd6_Jis
https://youtu.be/Qya4VPlwi-s
https://youtu.be/Ox37UBTdw1g
https://youtu.be/g6XQZINiRik

O desenho mostra a seccdo de um reservatorio

subterrdneo em forma de cone reto. Sabendo que a altura

do reservatorio é de 6 m, e que ele contém a mesma

quantidade de agua e 6leo, a altura da coluna de agua é

A) menor que 2 metros.

B) maior que 2 metros e menor que 3 metros.

C) maior que 3 metros e menor que 4 metros.

D) maior que 4 metros e menor que 5 metros.

E) maior que 5 metros.
13. (UERJ-2018) Um depésito de éleo tem a forma de um cone
circular reto cujo eixo vertical forma com suas geratrizes
o angulo de 45°. Foram retirados desse depdsito 19 m? de
6leo. Com isso, a altura do nivel de dleo foi reduzida em
1 m e passou a ter X metros de altura.

Considerando n = 3, calcule a altura X do nivel de dleo.

14. (UFG-GO) A terra retirada na escavacdo de uma piscina
semicircular de 6 m de raio e 1,25 m de profundidade
foi amontoada, na forma de um cone circular reto, sobre
uma superficie horizontal plana. Admita que a geratriz
do cone faga um angulo de 60° com a vertical e que a
terra retirada tenha volume 20% maior do que o volume
da piscina.

Nessas condigbes, a altura do cone, em metros, é de:
A) 2,0. C) 3,0. E) 4,0.

B) 2,8. D) 3,8.

15. (UFMG) Na figura a seguir, esta representada a regido T,
do plano cartesiano, limitada pelo eixo y e pelas retas
y=x+1ley=3x:

@ Y 7

b

/! X

’

/
.

Seja S o sdlido obtido pela rotacdo da regido T em torno
do eixo y. Entdo, é correto afirmar que o volume de S é:

ENEN

# # #
A 2 B) 12 ©) 8 D)

SECAO ENEM

01.

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play
(Enem-2017) Para divulgar sua marca, uma empresa
produziu um porta-canetas de brinde, na forma do sdlido

composto por um cilindro e um tronco de cone, como
na figura.

02.

03.

Cones
A

Para recobrir toda a superficie lateral do brinde, essa
empresa encomendarad um adesivo na forma planificada
dessa superficie.

Que formato tera esse adesivo?

A) o) E)

(Enem-2016) Em regides agricolas, € comum a presenga
de silos para armazenamento e secagem da produgao de
graos, no formato de um cilindro reto, sobreposta por um
cone, e dimensdes indicadas na figura. O silo fica cheio
e o transporte dos grdos é feito em caminhdes de carga
cuja capacidade é de 20 m3. Uma regido possui um silo
cheio e apenas um caminhdo para transportar os graos
para a usina de beneficiamento.

12 m

Utilize 3 como aproximagdo para =.

O niimero minimo de viagens que o caminhdo precisara
fazer para transportar todo o volume de grdos
armazenados no silo é

A) 6. c) 17.
B) 16. D) 18.

E) 21.

(Enem-2015) Ao se perfurar um pogo no chdo, na forma
de um cilindro circular reto, toda a terra retirada é
amontoada na forma de um cone circular reto, cujo raio
da base é o triplo do raio do poco e a altura é 2,4 metros.
Sabe-se que o volume desse cone de terra é 20% maior
do que o volume do pogo cilindrico, pois a terra fica mais
fofa apds ser escavada.

Qual é a profundidade, em metros, desse pogo?
A) 1,44 C) 7,20 E) 36,00
B) 6,00 D) 8,64

Bernoulli Sistema de Ensino
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https://youtu.be/HAcKU6h9wKw
https://youtu.be/4iKl4dJuEpc
https://youtu.be/MK0PP1Aq60I
https://youtu.be/9C4TRJ5_Mx8

Médulo 16

82

04.

05.

06.

(Enem) Um sinalizador de transito tem o formato de um
cone circular reto. O sinalizador precisa ser revestido
externamente com adesivo fluorescente, desde sua
base (base do cone) até a metade de sua altura, para
sinalizagdo noturna. O responsavel pela colocagdo do
adesivo precisa fazer o corte do material de maneira que
a forma do adesivo corresponda exatamente a parte da
superficie lateral a ser revestida.

Qual devera ser a forma do adesivo?

R
L

A)

B)

®)

DD

(Enem) Nas empresas em geral, sdo utilizados dois tipos
de copos plasticos descartaveis, ambos com a forma de
troncos de cones circulares retos:

e COpos pequenos, para a ingestdo de café: raios
das bases iguais a 2,4 cm e 1,8 cm e altura igual a
3,6 cm;

e copos grandes, para a ingestdo de agua: raios das
bases iguais a 3,6 cm e 2,4 cm e altura igual a
8,0 cm.

Uma dessas empresas resolve substituir os dois modelos
de copos descartaveis, fornecendo para cada um de seus
funcionarios canecas com a forma de um cilindro circular
reto de altura igual a 6 cm e raio da base de comprimento
igual a y centimetros. Tais canecas serdo usadas tanto
para beber café como para beber agua.

Sabe-se que o volume de um tronco de cone circular reto,
cujos raios das bases sdo respectivamente iguaisaRer
e a altura é h, é dado pela expressédo:

\V2

Tronco de cone

= %h(R2 + 1% +Rr)

O raio y da base dessas canecas deve ser tal que y? seja,
no minimo, igual a:

A) 2,664 cm.
B) 7,412 cm.

C) 12,160cm.
D) 14,824 cm.

E) 19,840 cm.

(Enem) Um vasilhame na forma de um cilindro circular
reto de raio da base de 5 cm e altura de 30 cm esta
parcialmente ocupado por 625r cm? de alcool. Suponha
que sobre o vasilhame seja fixado um funil na forma
de um cone circular reto de raio da base de 5 cm e
altura de 6 cm, conforme ilustra a figura 1. O conjunto,
como mostra a figura 2, é virado para baixo, sendo H a
distancia da superficie do alcool até o fundo do vasilhame.
2
Volume do cone: V__ = ﬂ

cone 3

Colecao 6V

Figura 1

30 cm

Fundo do
vasilhame

30 cm

Figura 2

Considerando-se essas informagdes, qual € o valor da

distancia H?

A) 5cm.
B) 7 cm.
C) 8 cm.

GABARITO

D) 12 cm.
E) 18 cm.
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