Resolucdes 1

MATEMATICA 2

Geometria de posicao

Resposta possivel:

12Em uma sala com a forma de um paralelepipedo
reto-retangulo, a aresta comum a duas paredes re-
presenta uma reta perpendicular ao plano do piso.
2° Se um lustre é preso ao teto plano e horizontal
por um unico fio, entdo o fio representa uma reta
perpendicular ao plano do teto.

No esquema apresentado no texto de abertura,
repetido e detalhado abaixo, temos que TAB e ATC
sdo angulos colaterais internos formados por duas
retas paralelas (raios solares) e a transversal AT;
logo, esses angulos sdo suplementares, isto é,
m(TAB) = 137°.
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O angulo TAB é externo do tridngulo OTA; logo:
m(TAB) = m(AOT) + m(OTA) = 137° = 2« + 90°
. a = 23,5° ou, de maneira equivalente, a = 23°30’

a) V, pois os conceitos de ponto, reta e plano séo
aceitos sem definicao.

b) F, pois areta ndo tem origem nem extremidade;
ela é ilimitada em seus dois sentidos.

c) F, pois um plano ndo tem contorno; ele é ilimi-
tado em todas as suas diregdes.

d) V, pois postulados ou axiomas sdo as verdades
iniciais, aceitas sem demonstragao.

e) V, pois é um postulado (P.2).

f) V, pois por dois pontos distintos passa uma
Unica reta (P.4).

g) V, pois, se os pontos sdo distintos, por eles pas-
sa uma Unica reta (P.4); e, se sdo coincidentes,
passam infinitas retas.

h) F, pois por P.2 existe reta e existem infinitos
pontos que ndo pertencem a reta.

i) V, por P.3.

j) F, pois por P.3 existe ponto que néo pertence ao
plano; e, por T.2, por esse ponto passam infinitas
retas.

k) V, pela mesma justificativa anterior.

1) V, por T.4 e pela mesma justificativa do item j.

m) F, pois, se A, B e C pertencem a uma mesma
reta r, temos, por P.2, que existe M que nao
pertence ar. Como M, A e B nao sao colineares,
eles determinam um plano «, logo, por P.3, existe
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um ponto P que nao pertence a a. Como P, A
e B ndo sdo colineares, eles determinam um
plano B, com B # «. Logo, A, B e C pertencem
simultaneamente a dois planos distintos a e .

n) V, pois, por P.5, trés pontos ndo colineares de-
terminam um plano.

0) V, pois, se os pontos ndo sdo colineares, temos,
por P.5, que eles determinam um plano; e, se sdo
colineares, temos, por T.8, que existem infinitos
planos que passam por eles.

p) F pois trés deles podem néo ser colineares, de-
terminando um plano «, e o quarto ponto pode
nao pertencer a o, conforme P.3.

q) V, pois é um postulado (P.9).

1) F, pois, por P.9, se uma reta r e um plano « tém
dois pontos distintos em comum, entdo r C a.

s) V,pois, por definicéo, circunferéncia é o conjun-
to dos pontos de um plano que distam r (r > 0)
de um ponto O desse plano.

t) F pois ndo existe plano ao qual pertengam todos
os pontos de um cubo.

a) V,poisP € (ACUCD) & P AD

b) F, pois P (AC N BD) & P < BC

¢) V, pois AB é definido como a unifo do conjunto
{A, B} com o conjunto dos pontos entre A e B.

d) F, pela mesma justificativa do item c.

€) V,pois CE AB,com C# AeC # B.

f) F, pois B é um extremo do segmento BD.

g) V, pois dois segmentos sdo consecutivos quando
tém um extremo em comum.

h) F, pois esses segmentos ndo tém apenas um
extremo em comum (eles tém infinitos pontos
comuns).

i) V, pois os segmentos estdo contidos em uma
mesma reta.

j) F, pois AB e CD sdo colineares e, portanto, tém a
mesma reta suporte.

k) V, pois todo ponto de E‘\;U @_Pertence aretodo
ponto de r pertence a BA U BD.

1) V, pois todo ponto de BD U @pe@nce aBCe
todo ponto de BC pertence a BD U CA.

m) F, pelo postulado P.6.

Respostas possiveis:

a) o ponto F e o plano pl(ABC)

b) areta FC e o plano pl(ABC)

c) os planos pl(ABC) e pl(HGF)

d) os planos pl(HGB) e pl(HGF)

e) as retas AB e DC

f) as retas AB e DE

g) asretas AB, DC e FG

h) os planos pl(DAB), pl(DAH) e pl(DEC)
i) o plano pl(DCG)

a) Aretar é uma figura convexa, pois dois pontos
quaisquer de r sdo extremos de um segmento
de reta contido em r.

b) O plano « é uma figura convexa, pois dois pontos
quaisquer de a sdo extremos de um segmento
de reta contido em a.
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c) A circunferéncia C néo é uma figura convexa,
pois existem dois pontos de C que sdo extremos
de um segmento de reta que ndo estd contido
em C:

B

Observe que existem pontos do

segmento AB que nao pertencem
a circunferéncia.

d) O circulo O é uma figura convexa, pois dois
pontos quaisquer de O sdo extremos de um
segmento de reta contido em O.

e) O poligono P é uma figura convexa, pois dois
pontos quaisquer de P sdo extremos de um
segmento de reta contido em P.

f) O poligono U ndo é uma figura convexa, pois
existem dois pontos de U que sdo extremos
de um segmento de reta que ndo esta contido
em U:

A/B

Observe que existem pontos
do segmento AB que ndo
pertencem ao poligono.

O toro T ndo é uma figura convexa, pois existem dois
pontos de T que sdo extremos de um segmento de
reta que ndo esta contido em T:

Observe que existem
pontos do segmento AB
que néo pertencem ao toro.

a) V, pois sdo retas coplanares que nédo tém ponto
em comum.

b) V, pois sdo retas coplanares que nao tém ponto
em comum.

c) F, pois sdo retas concorrentes, isto é, tém um
Unico ponto em comum.

d) V, pois sdo retas que tém um unico ponto em
comum.

e) F, pois sdo retas paralelas, portanto, sdo copla-
nares.

f) V, pois CB e HE sdo retas paralelas distintas,
portanto, determinam um plano.

g) V, pois sdo retas nado coplanares.

h) V, pois essas retas contém as diagonais do retan-
gulo ABCD; logo, tém um tnico ponto em comum.

i) F, pois os pontos D, B e H determinam um plano
ao qual F ndo pertence.

j) V, pois o plano pl(ABC) contém o retdngulo ABCD.

k) F, pois o plano pl(HEG) contém o retdngulo EFGH.

1) V, pois os pontos A, C e E determinam um plano
ao qual G nao pertence; logo, EG e AC nao sao
coplanares.

a) F,pois as retas podem ser paralelas coincidentes.
b) V, por definicdo de retas paralelas.

c) V, por definicdo de retas concorrentes.

d) F, pois as retas podem ser coincidentes.

€) V,pois, por P.4,r e s sdo coincidentes e, portanto,
sao paralelas coincidentes.

f) F, pois retas coincidentes tém todos os seus
infinitos pontos em comum.

g) V, pois elas tém infinitos pontos em comum e,
portanto, tém um ponto comum.

h) V, por P.10.

i) F, pois se as retas sdo reversas, nao existe plano
que as contém.

j) V, por definicdo de retas reversas.
k) F, pois as retas podem ser concorrentes.
1) V, pois r e s sdo paralelas distintas ou reversas.
m) V, pois se r e t fossem concorrentes ou reversas,
terfamos que s e t seriam concorrentes ou rever-

sas, 0 que contraria a hipdtese de s ser paralela
at.

a) F, poisr//tes//t = r//s, o que contraria a hi-
potese de r e s serem reversas.

b) F, pois r e t podem ser paralelas.

c) V, pois, supondo que b ndo concorra com c, te-
riamos duas retas concorrentes a e b, paralelas
a reta ¢, o que contraria o postulado P.10.

d) V, pois supondo que r ndo concorra com s, teria-
mos r// s e, consequentemente, as retas concor-
rentes a e b seriam paralelas a r, 0 que contraria
o postulado P.10.

e) V, por P.10.

f) V, pois para qualquer ponto Q da reta s temos
que a reta PQ concorre com s.

g) F, pois qualquer reta que passa por P e nédo é
paralela nem concorrente com r é reversa ar.

h) F, pois s e t podem ser concorrentes.

a) F, pois se os trés pontos pertencem a uma reta
r temos, por T.8, que existem infinitos planos
que passam porr.

b) V, por P5.

) F, pois se P pertence a r temos, por T.8, que
existem infinitos planos que passam por r.

d) V, por T.5.

e) F, pois se as retas sdo coincidentes temos, por
T.8, que existem infinitos planos que as contém.
E se as retas sdo reversas nao existe plano que
as contenha.

f) V, por T.6.

g) F, pois se as retas s@o paralelas coincidentes
temos, por T.8, que existem infinitos planos que
as contém.

h) Vv, por T.7.

i) V, pois ndo hé outra possibilidade para duas
retas coplanares.

j) V, pois, por T.6 e T.7, quaisquer duas retas con-
correntes ou paralelas distintas determinam
um plano; e, por T.8, por duas retas coincidentes
passam infinitos planos.
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k) F, pois, por exemplo, as retas que contém trés
arestas paralelas distintas de um cubo nao sao
coplanares.

1) V, pois, por exemplo, em um trapézio, as trés
retas que contém as bases e a base média sao
paralelas coplanares.

m) F, pois, por exemplo, em um cubo, as trés retas
que contém as arestas que passam por um
mesmo vértice nao sdo coplanares.

n) F, pois, por exemplo, em um cubo, as retas que
contém duas arestas concorrentes de uma face
e um vértice do cubo, que ndo pertenga a essa
face, ndo sdo coplanares.

a) pl(ABC), pl(CBG), pl(DCF), pl(EFG), pl(ADH) e
PI(ABG).

b) Para visualizar melhor a figura, vamos partir do
paralelepipedo reto-retangulo ABCDEFGH, abai-
xo, ligando por segmentos de reta os pontos A,
E e G. Assim, AEFG é uma figura tridimensional
limitada pelos quatro planos distintos: pl(AEG),
PI(AEF), pl(AFG) e pl(EFG).

A B
5 c
> G
E H
A
g G
E

Indicando porr,s,t,u,v e w as retas AE,AG,EG,FG,
EF e FA, respectivamente, podemos representar
os planos também por: pl(r, s), pl(v, w), pl(s, u)
e pl(u, t).

Para visualizar melhor a figura, vamos partir do
paralelepipedo reto-retdngulo ABCDEFGH, abai-
%0, ligando por segmentos de reta um ponto V
da face superior aos pontos E, F, G e H. Assim,
VEFGH é uma figura tridimensional limitada pelos
cinco planos distintos: pl(VE, VH), pl(VH, VG),
pl(VG, VE), pl(VE, VE) e pl(EF, EH)

KeR

A B
vV
b c
E G
E H
v
G
F
E H

Trés pontos ndo colineares determinam um plano.
Assim, os pontos de apoio do tripé no solo estdo
em um mesmo plano e, por isso, ddo estabilidade
ao tripé.

Vamos explicar a partir do paralelepipedo reto-
-retangulo ABCDEFGH, abaixo, em que r é a reta
determinada pelos pontos A e B; s é a reta determi-
nada pelos pontos D e C; e t é a reta determinada
pelos pontos E e H.

A B r

E H

NotequerNs# J,rNt# JesNt#J;entretanto,
asretasr, s e t ndo sao coplanares.

a) V, pois a reta ndo tem ponto em comum com o
plano.

b) V, pois a reta ndo tem ponto em comum com o
plano.

c) F pois a reta tem um Gnico ponto (C) em comum
com o plano.

d) V, pois a reta ndo tem ponto em comum com o
plano.

e) V, pois A € pl(HGB) e B € pl(HGB).

f) F, pois E & pl(FGB).

g) V,pois areta tem um Gnico ponto (C) em comum
com o plano.

h) F, pois a reta ndo tem ponto em comum com 0
plano.

i) V, pois a reta tem um Unico ponto (B) em comum
com o plano.

j) V, pois a reta é secante ao plano em F.

k) F, pois a reta ndo tem ponto em comum com 0
plano.

1) V, pois a reta ndo tem ponto em comum com o
plano.

a) V, pois é a definigdo de reta secante ao plano.
b) V, pelo postulado P.8.

c) F, pois r pode estar contida em a.

d) V, pelo teorema T.12.

e) F, pois ela é paralela a infinitas retas do plano a.

f) V, pois qualquer reta de «, ndo paralela ar, é
reversa comr.

g) V, pelo postulado P.9.

h) V, pelo teorema T.13.

i) F, pois P pode pertencer ao plano a.
j) V, pelo teorema T.11.

k) F, pois t e s podem ser concorrentes.
1) F, pois t e s podem ser concorrentes.

a) infinitas
b) nenhuma
) infinitas
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d) Aretar pode ser paralela a a ou pode estar contida em «a.
e) Asretasr e s podem ser concorrentes ou reversas.

f) Aretas é secante ou paralela a a.

g) Asretasr e s podem ser paralelas distintas ou reversas.

Faremos a demonstracdo por absurdo. Para isso, anexamos a hipdtese a negacdo da tese, isto é,
admitimos que A, B e C sdo pontos nao colineares que pertencem a dois planos distintos a e p.

Como A, B e C sdo pontos nio colineares, temos, pelo postulado P.5, que existe um inico plano
que passa por esses trés pontos e, portanto, « = B. Mas isso é absurdo, pois, por hipdtese, o # B.

Como a suposicao de que A, B e C ndo sdo colineares nos conduziu a um absurdo, concluimos
que A, B e C sdo colineares.

Outro modo:

Como os planos distintos o e § tém o ponto A em comum, temos pelo teorema T.10 que a in-
terseccao de a e B é uma reta.

Logo, A, B e C pertencem a essa reta, ou seja, A, B e C sdo pontos colineares.

a) V, pois é a definicao de planos secantes.
b) F, pois dois planos coincidentes possuem uma reta comum.

¢) V, pois dois planos distintos que possuem uma reta comum possuem um ponto comum e,
portanto, por T.10, possuem uma Unica reta comum.

d) V, por T.10.

€) V, pois, se r fosse reversa ou concorrente a reta comum, r seria secante a um desses planos.
f) F, pois r pode estar contida em um desses planos.

g) F, pois o e B podem ser secantes e A € a N B.

h) V, pois, com B € « e B & B, temos que « e B sdo planos distintos que tém o ponto A em
comum; logo, por T.10, esses planos sao secantes.

i) F, pois a interseccdo de dois planos ou é vazia ou é uma reta ou é um plano.

j) V, pois, por exemplo, cada vértice de um cubo é a intersec¢do dos trés planos das faces.
k) V, por T.8.

1) F, pois a pode ser o plano determinado porres.

m) V, pois, considerando uma reta que passa por esse ponto, temos, por T.8, que existem infi-
nitos planos que contém essa reta.

n) F, pois qualquer reta de « é paralela a .

o) V, pois qualquer reta de « é paralela a B.

p) F, pois se o é secante a B, em 1, existe uma reta s em o paralela a reta r e, portanto, s // 8.
q) V, poisr e s ndo tém ponto comum e, portanto, sdo paralelas distintas ou sdo reversas.
1) F, pois r e s podem estar em semiespacos opostos em relacdo a f.

s) V, por T.20.

t) V, pois, se o fosse secante a v, concluiriamos, por T.17, que « seria secante a 8, 0 que contraria
a hipétese de que o //B.

u) V, pelo teorema T.17.

V) V, pois:
s ndo tem ponto em comum com ¥, pois, se tivesse, s coincidiria com r ou a coincidiria
com B, e os dois casos contrariam a hipétese.

s ndo é paralela a r, pois, se fosse, s estaria contida em um dos planos « ou 8, ou seria
paralela a ambas, e os dois casos contrariam a hipétese.

Resta, portanto, apenas uma possibilidade: s é reversa a r.
x)F, pois os planos podem ser coincidentes e, nesse caso, a reta estaria contida nos dois planos.

£ areta AB.

Justificativa:
A # B, pois A e B pertencem a retas paralelas distintas.
Pelo postulado P.9, temos que ABCaeABC pl(r, s).
pl(r,s) # a

Logo, pl(r,s) N a = AB.

N&do podemos afirmar que «//B. Por exemplo, no paralelepipedo reto-retangulo ABCDEFGH,
abaixo, sejam:

f

RS

- MODERNA



Resolucdes 5

MATEMATICA 2
EITTEEY Geometria de posigdo gMODERNA

o = pl(ABG), B = pl(CBG), y = pl(ACH), r = AF e s = CH. Nessa figura temos que v é secante aos
planos,a e B,coma Ny =re P N~y =s,sendo r e s retas paralelas distintas; entretanto, os
planos a e B sdo secantes.

b L---Ja

Como r tem um Unico ponto em comum com « € ndo tem ponto em comum com nenhum dos
planos B e vy, temos que r é secante a « e paralela a f e v.

Como os trés planos sdo distintos entre si, para que r seja paralela a § e y ha apenas duas
possibilidades: ou B e y sdo secantes ou B e y sdo paralelos distintos. Em qualquer uma dessas
possibilidades, para que r tenha um tnico ponto em comum com o plano «, este deverd ser
secantea 3 ev.

Visualize essas situagoes no paralelepipedo reto-retangulo, abaixo.

Na figura 1,1 = DC, o = pl(BCH), B = pl(EFG) e vy = pl(ABG); na figura 2, r = PQ, onde P e Q sdo
pontos interiores as faces ADEF e BCHG, respectivamente, o« = pl(BCH), § = pl(EFG) e y = pl(ACD).

A B A B
v
D c r D A~ c
N S Q@ r
ou
F G FB G
B o o
E H E H
Figura 1 Figura 2

Alternativa d.

a) F, pois a reta pode ser comum aos dois planos ou ser paralela a um deles.
b) V, pois, considerando um plano v paralelo a reta comum a a e B, temos que as retas deter-
minadas pelas intersec¢oes y N « e y N B sdo paralelas.
¢) V, pois basta considerar as retas r e s concorrendo em pontos distintos com a reta comum
aaef.
d) V, pois os planos podem ser secantes.
e) F, pois a intersecgdo de dois planos distintos é vazia ou uma reta.
f) F, pois a reta r pode ser paralela a reta comum de planos secantes a e B.
g) F, pois a e B podem ser secantes em t com r e s contidas em « e paralelas a t.
h) F, pois t e u podem ser reversas.
i) F, pois esses planos podem ter uma Unica reta s em comum, comt //s e t # s. Portanto, para
qualquer reta r, haverd um desses planos paralelo a r ou contendo r.
j) F, pela mesma justificativa do item i.
k) F, pois:
ser//ter # t, essas retas determinam o plano pl(r, t). Esse plano é um dos mencionados
e contém t; logo, r nédo é paralela a pl(r, t);
ser e t sdo reversas, r é secante a infinitos desses planos.
a) Aretar pode ser paralela a a ou pode estar contida em «. Visualize essas possibilidades no

paralelepipedo reto-retdngulo abaixo.
A B

E H
Sendo « = pl(ACD), B = pl(CDE) e s = FG, temos que « e B tém em comum a retar, e s é
paralela a r, com r paralela a a.
Sendo « = pl(ACD), B = pl(CDE) e s = AB, temos que o e B tém em comum aretar,e s é
paralela a r, com r contida em «.
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b) Aretas éparalela ou secante a a. Visualize essas situagdes no paralelepipedo reto-retdngulo

abaixo.
A B
D/« C r

E H
s

Sendo a = pl(ACD), B = pl(CDE) e r = DC, temos que « e B sdo secantes em r. Assim:
considerando s = HG, temos que s é reversaar e s//a;
considerando s = HB, temos queséreversaares ésecante a a.

c) Asretasr e s podem ser paralelas distintas ou reversas. Visualize essas possibilidades no
paralelepipedo reto-retangulo abaixo. Na figura 1, « = pl(ADC), B = pl(FEH),r = DCes = EH;
com o que temos que « e B sdo paralelos distintos e contém, respectivamente, as retas r e
s, que sao paralelas. Na figura 2, o = pl(ADC), B = pl(FEH), r = ACes = EG; com o que temos
que « e B sdo paralelos distintos e contém, respectivamente, as retas r e s, que sio reversas.

A B \4 B

D/« Cc r D /«a \\“\\Cf
ou
F G F o —
B B T G
s s  lbeoo==aitn
E H — E H
Figura 1 Figura 2

d) Dois quaisquer desses planos sdo secantes. Visualize essa situacdo a partir do interior de
uma sala com forma de um paralelepipedo reto-retangulo, em que os planos considerados
sdo o do teto e os de duas paredes com uma aresta em comum. Qualquer reta que vocé
imaginar vai ter ponto em comum com pelo menos um dos trés planos.

e) Possui um Unico ponto. Visualize essa situagdo a partir do interior de uma sala com forma
de um paralelepipedo reto-retangulo, em que os planos considerados sdo o do teto e os de
duas paredes com uma aresta em comum. O ponto comum ao teto e as paredes é o Unico
ponto pertencente a interseccio dos trés planos.

Os planos pl(r, t) e pl(s, t) sdo secantes, tendo em comum a reta t.

Justificativa:

Asretasr e s sdo reversas, isto é, sdo retas ndo coplanares; logo, os planos pl(r, t) e pl(s, t) sdo distin-
tos. Como esses planos distintos tém em comum uma reta (t), concluimos que eles sdo secantes.

Esse procedimento nao basta para garantir que as lajes sdo paralelas, porque uma reta ndo

determina um plano. Isto é, o fato de a reta AB ser horizontal nio garante que o plano no qual
ela esta contida é horizontal.

Um procedimento correto seria, em cada laje, posicionar o nivel de bolha em duas dire¢ées con-
correntes constatando que as duas dire¢Oes sdo horizontais. Como duas retas concorrentes deter-
minam um plano, os planos das duas lajes seriam horizontais, portanto, as lajes seriam paralelas.

a) V, pois a face BCFG é um retangulo.

b) F, pois BC ndo concorre com AH.

<) Vpoisﬁﬂﬁz@,ﬁ//ﬁeﬁim.

d) V, pois BC é perpendicular a BG.

e) V, pois BC é ortogonal a AH.

f) F, pois DC // HG.

g) F, pois o angulo ECF é agudo.

h) V, pois o angulo EBG é agudo.

i) V, pois HE N BG = @, HF < pl(HFG) e BG L pl(HFG).

j) V, pois DC é perpendicular as retas concorrentes BC e CF do plano pl(BGF).

k) F, pois AD L pl(EFC) e DG concorre com AD.

1) V, pois DE é perpendicular as retas concorrentes DA e DC do plano pl(ABC), e DE é perpen-

dicular as retas concorrentes EH e EF do plano pl(HGF).

m) V, pois cada uma dessas retas é perpendicular a duas retas concorrentes do plano pl(ABC).
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a) V, por definicdo de retas perpendiculares.

b) F, pois duas retas concorrentes sao perpendicu-
lares quando formam angulos retos entre si.

c) V, por definicdo de retas ortogonais.

d) F,pois duas retas reversas sdo ortogonais quan-
do formam &angulos retos entre si.

e) F, pois, por exemplo, considerando as retas 7,
s e t que contém trés arestas concorrentes de
um cubo, elas sdo tais quer L s,t L re tndo é
paralela as.

f) F, pois a reta perpendicular a uma delas pode
ser reversa ou concorrente a outra.

g) V, pois, sendo as retas ortogonais r e s, conside-
remos:

o plano « que contém s e é paraleloar;

uma reta t que passa por um ponto der e é
perpendicular a o;

o plano B = pl(r, t);

aretau=aNp;

o ponto A tal que {A} = u N 's;

areta v que passa por A e é paralelaat.

Concluimos que v é a perpendicular comum as
retas ortogonais r e s.

p

h) V, pelo teorema T.29.
i) F, pois, se essas duas retas distintas contidas em
« forem paralelas, entdo r estara contida em a.
j) V, pelo T.30.
k) F, pois, se essas duas retas distintas contidas
em o forem paralelas, entdo r serd paralela a a.
1) F, pois r é perpendicular a infinitas retas conti-
das em a.
m) V, pela mesma justificativa do item L
n) V, por definicao de reta perpendicular a plano.
o) F, pois r é reversa a infinitas retas do plano a.
p) V, pois r sendo perpendicular a « em um ponto
A, ela serd perpendicular a todas as retas de a
que passam por A e serd ortogonal a todas as
retas de a que ndo passam por A.

a) r

b) O tridngulo ABC esta inscrito em uma semicir-
cunferéncia de didmetro AB; logo, esse tridngulo
é retangulo em C. Assim, a reta BC é perpendi-
cular as retas concorrentes r e AC, com o que
concluimos que BC é perpendicular ao plano g
determinado porr e A.

a) V, por T.31.

b) V, pois, admitindo, por absurdo, que r nao é pa-
ralela a s, temos que ou r concorre com s ou r é
reversa as.

Se r concorre com s, consideremos o plano
pl(r, s); a reta t comum a pl{(r, s) e «; e 0 ponto
A, comum as retasres.

a ; \
Comor e s sdo perpendiculares a «, teriamos r
e s perpendiculares a t, ou seja, ha duas retas
distintas que passam por A e sdo perpendi-
culares a r, 0 que é um absurdo, por T.24.

Se r e s sdo reversas e B é um ponto de r, en-
tdo a reta u que passa por B e é paralelaa s é
perpendicular a «, por T.31.

Assim, sendo v a reta comum a pl(y, 1) e a,
teriamos duas retas distintas passando por Be
perpendiculares a v, o que é absurdo, por T.24.
Concluimos, entdo, que r ndo é concorrente
com s nem reversa a s; logo, r//s.

c) V, pois supondo que a seja secante a 3, com
a N B = t, consideremos que passe por um ponto
A de t areta u paralela a r. Assim, u é perpendi-
cular a «, pelo teorema T.31. Seja y um plano que
contém u,comyNa=xeyNB=y.

Assim, teriamos no plano vy duas retas distintas,
x e y, passando pelo ponto A e perpendiculares
a u, o que é absurdo.

Logo, a ndo pode ser secante a 8 e, portanto, a /.
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d) F, pois basta considerar uma reta s perpendicular
ar por um ponto A que néo pertence a a.
A reta s sera paralela a a.

e) F, poisareta perpendicular arpode estar contida
em o.

f) V, pois, se admitirmos, por absurdo, que s nao
estd contida em « nem é paralela a a, temos que
s é secante a « em um ponto A.
Sendot areta contida em « e concorrente comr,
temos no plano pl(r, s) duas retas distintas, tes,
que passam por A e sdo perpendiculares a r, o
que é absurdo.

Concluimos, entdo, que s ndo pode ser secante
a a e, portanto,s Caous //a.

a)

b) Temos:

I. AC = AD, pois o segmento AM é altura e
mediana do tridngulo ACD; logo, o tridngulo
ACD é isésceles de base CD.

II. BAC = BKD, pois ambos sdo retos, devido a
perpendicularidade entrer e a.

I11. BA é lado comum aos tridngulos ABC e ABD.
As condicoes I, II e III caracterizam o caso LAL
de congruéncia de tridngulos; logo, ABC = ABD.
Dessa congruéncia, concluimos que BC = BD.

r

Outro modo

Pelo teorema das trés perpendiculares, o segmen-
to BM é perpendicular ao segmento CD; logo, BM,
além de mediana, é altura do tridngulo BCD. Temos,

portanto, que o tridngulo BCD é isésceles de base CD,
com o que concluimos que os segmentos BC e BD
sdo congruentes.

;

D
Al ~ M

¢
|

Cada angulo interno do hexagono regular mede
120°. Como AB = CD, temos que o tridngulo ABC é
is6sceles de base AC ; logo, m(BZQ) = m(BEA) = 30°,
com o que deduzimos que m(ACD) = 90°. Temos,
também, que m(PAC) = 90°, devido a perpendicu-
laridade entre r e . Assim, pelo teorema das trés
perpendiculares, concluimos que m(PCD) = 90°.

r

Al
FE
i

Se uma reta r é perpendicular a duas retas concor-
rentes de um plano «, entdo r é perpendicular a o
(T.29).

a) V, pois o plano pl(CBG) contém a reta BG perpen-
dicular ao plano pl(ABC).

b) V, pois o plano pl(ABC) contém a reta CB perpen-
dicular ao plano pl(ABG).

c) F, pois as faces opostas do paralelepipedo estdo
contidas em planos paralelos.

d) V, pois o plano pl(ACF) contém a reta CF perpen-
dicular ao plano pl(EHF).

e) F, pois ndo existe reta contida no plano pl(DBG)
e perpendicular ao plano pl(ABG).

f) V,sendoMe N os centros das faces ABCD e EFGH,
respectivamente, temos pl(ACF) N pl(DBG) = MN.

A B

Os tridangulos AENM, AGNM e AFNM séo con-
gruentes e, portanto, os angulos ENM, GNM e
FNM sédo congruentes. Como ENM e GNM sdo
também suplementares, temos que cada um
deles é reto. Assim, concluimos que MN é per-
pendicular ao plano pl(HGF).

g) V, pelo teorema T.36.
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h) F, pois como BG é perpendicular ao plano pl(HGF), temos que qualquer plano que contém
BG é perpendicular ao plano pl(HGF).

a) F, pois o é perpendicular a p se existe uma reta r contida em « e perpendicular a §; portanto,
qualquer reta do plano «, paralela a r, serd perpendicular a .

b) V, pela mesma justificativa do item a.

c) V,pois, sendo t a reta comum a « e B, consideremos as retas distintas de t, r e s, contidas em
a e B, respectivamente, comr L ye s L v, e, portanto,r/B es//a.

Supondo que haja um ponto comum a t e r, temos um absurdo, poisr//BetC . Comoter
sdo coplanares e ndo tém ponto comum, temos que t e r sdo paralelas distintas. Além disso,
r Ly e, portanto, t L v.

d) F, pois, por exemplo, os planos que contém duas faces adjacentes, F, e F,, de um cubo sdo
perpendiculares aos planos das faces secantes a F, e F,.

€) V, pois cada um dos planos o« e § contém a reta t, que é perpendicular a v.

f) V, pois qualquer plano que contém r é perpendicular a a.

g) V, pelo teorema T.36.

h) F, pois se r L a existem infinitos planos que contém r e sdo perpendiculares a a.

Sendo M o ponto médio de AB, temos que os dngulos DMA e CMA sdo retos, pois os tridn-

gulos DAB e CAB séo isdsceles de base BC. Logo, a reta AB é perpendicular ao plano
pl(DMC). Como a reta CD estd contida no plano « € ndo tem ponto em comum com a

reta AB, concluimos pelo teorema T.28 que as retas AB e CD s&o ortogonais.

Alternativa b.

a) Asretasr e s sdo reversas ou concorrentes, como se observa nas figuras abaixo:

S s

—Z

r e s sao reversas | r e s sao concorrentes

b) Existe o plano v se a reta for ortogonal ou perpendicular a reta t comum aos planos « e B,
como se observa nas figuras abaixo.

t t
g1 v 2 o )
s / N
//B //B
[¢3 o

r é ortogonal a t r é perpendicular a t

f

<. MODERNA
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c) Aretar estd contida em «, como se observa na
figura abaixo.

Se vy L a, entdo existe uma reta r contida em v e
perpendicular a o. Se « e B sdo planos paralelos
er La,entdor L B.Logo, o plano y contém a reta r
perpendicular a B e, portanto, y é perpendicular a .

Sendo r e s duas retas reversas, existe um plano a
que contém e é paralelo a s. Assim, de acordo com
o teorema T.36, existe um plano B que contéms e é
perpendicular a a.

Alternativa c.

Se r é perpendicular a «, entdo qualquer plano que
contém r é perpendicular a a. Se r ndo é perpendi-
cular a o, entio, pelo teorema T.36, existe um Unico
plano que contém r e é perpendicular a a.
Alternativa a.

O tridangulo ACD estd inscrito em uma semicircun-
feréncia de didmetro AD; logo, esse tridngulo é
retdngulo em C. Temos, também, que a reta AB
é perpendicular ao plano pl(ACD). Assim, pelo teo-
rema das trés perpendiculares, deduzimos que o
angulo BCD é reto. Aplicando o teorema de Pitdgoras
no tridngulo ACD, concluimos:

(BD)* = 14” + 48” = BD = 50
Ou seja, a distancia entre os pontos B e D é 50 m.
Alternativa e.

A projegao ortogonal de um ponto P sobre o plano
aéopontoP’,comP €aePP | a.

A projecao ortogonal de uma figura qualquer sobre
o plano a é o conjunto formado pelas projecoes
ortogonais de todos os pontos da figura sobre o

plano a.

Assim, temos:

a) HG; g) retdngulo EFGH;
b) EG; h) FG;

Q) E i) EG;

d) E; ) G

e) FG; k) retdngulo EFGH.
f) EF;

Se o plano que contém uma circunferéncia C é per-
pendicular a um plano «, entdo a projecao ortogonal
de C sobre a é um segmento de reta com a mesma
medida do didmetro de C.

Alternativa e.

Nos movimentos de subida e descida os pontos A e
B descrevem arcos de uma circunferéncia contida
em um plano perpendicular ao plano horizontal
do chéao. Logo, as projecdes ortogonais desses arcos
sobre o plano do chdo sdo dois segmentos de reta
horizontais e colineares.

Alternativa b.

Exercicios técnicos

a) v oV e) F g F
b) F d) v fy v

a) Pelo postulado P.4, dois pontos distintos deter-
minam uma reta; e pelo postulado P.2, dada uma
reta, existem infinitos pontos que néo perten-
cem a ela. Logo, trés pontos distintos podem nao
ser colineares.

b) Pelo postulado P.5, trés pontos néo colineares
determinam um plano; e pelo postulado P.3,
dado um plano, existem infinitos pontos que ndo
pertencem a ele. Logo, quatro pontos distintos
podem nao ser coplanares.

6!
Cor=gr.qr— 1

Logo, ficam determinadas 15 retas distintas.
__6!

~31.3!
Logo, ficam determinados 20 planos distintos.

Co s =20

Duas figuras F e G sdo coincidentes se, e somente
se, todo ponto de F pertence a G e todo ponto de G
pertence a F. Logo, é impossivel uma reta coincidir
com um plano, pois é impossivel que todos os
pontos de um plano pertengam a uma reta.

Lembrando que um poligono é a reunido dos lados

com seu interior, temos:

a) V, pois dois pontos distintos quaisquer do trian-
gulo sdo extremos de um segmento de reta
contido no tridngulo.

b) F, pois o quadriladtero ABCD, abaixo, ndo é con-
vexo, visto que os pontos M e P pertencem ao
quadrilatero e o segmento AB ndo estd contido
no quadrilatero.

A

B C

c) V, pois pelo menos uma das diagonais do quadri-
latero, mesmo que ele ndo seja convexo, separa-o
em dois tridngulos, que sdo figuras convexas.

d) V, pela justificativa a seguir.

Sendo X e Y os poligonos convexos cuja intersec-
¢do ndo vazia é uma superficie, tomemos pontos
quaisquer A e B tais que:

AeXNY = Ae€XeA€EY
BEXNY = BeXeBeEY

I. Como X é convexo, A € X e BE X, temos que
ABC X.

II. @mo Y é convexo, A =Y eBeEY, temos que
ABCY.

Por I e II, temos que ABC (X NY), com o que
concluimos que X N Y é convexo.

PAIVA m Geometria de posicao ?MODERNA
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e) F, pois a superficie ABCD, abaixo, ndo é convexa,
embora seja a reunido dos tridngulos ABD e CBD,
que sdo poligonos convexos.

A

B C

a) F, pois a disposi¢ao dos pontos na figura abaixo
obedece a hipétese, mas contradiz a tese.

A C D B

b) V, como se observa na figura abaixo:
AD
f_)H

B A D Cc

c) F, pois a disposicdo dos pontos na figura abaixo
obedece a hipétese, no entanto, AC N DB = .

B D A C

d) F, pois A (ou B) pode coincidir com um dos ex-

tremos de CB; por exemplo:
®

& ®
A=C D B
a) F, pois os pontos do plano « localizados entre
t e u ndo pertencem a unido de spl(t, A) com
spl(u, B).
b) V,poisP € a & (P € spl(t, A) ou P € spl(t, B))
c) F,poisPca & (P < spl(t, B) ou P € spl(u, A))
d) V, pois os tnicos pontos comuns a spl(t, A) e
spl(t, B) sdo os pontos da reta t.
e) F, pois, por exemplo, os pontos da reta t perten-
cem a (spl(u, A) N spl(t, B)).
f) V, os pontos dessa intersecgdo sdo os pontos da
reta t, da reta u e os pontos entre t e u.
g) V, pois A e B pertencem a semiplanos opostos
emrelagdoat.
h) V,poisx et & x € spl(u, A).

Dentre os cinco pontos citados da circunferéncia, o
nuamero de pares de pontos distintos que podemos
escolher é dado por C; , = 10. Cada par de pontos
distintos da circunferéncia, juntamente com o
ponto citado que nao pertence a a, determinam
um plano. Logo, podemos formar 10 planos, nessas
condigoes. Além desses 10 planos, devemos contar,
ainda, o plano a ao qual pertencem os cinco pontos
citados da circunferéncia. Concluimos, entao, que o
numero de planos determinados pelos seis pontos
€10+ 1=11.

Alternativa b.

a) O numero méximo de planos determinados por
quatro retas distintas que tém um unico ponto
em comum ocorre quando ndo ha, dentre elas,
trés retas coplanares. Cada par dessas retas
determina um plano; logo, o nimero maximo
de planos distintos que elas podem determinar
é dado por: C, , = 6.

Os seis planos sao: pl(r, s), pl(r, t), pl(r, u), pl(s, t),
pl(s, u), pl(t, u)

(V), pois se r e s forem coincidentes, entdo existem
infinitos planos que as contém; se r e s forem dis-
tintas, entdo elas determinam um plano.

(F), pois r e s podem ser reversas.

(F), pois as retas que contém trés arestas paralelas
distintas de um paralelepipedo reto-retdngulo ndo
sdo coplanares, observe:

A B r

E H

r, s e t sdo paralelas duas a
duas e ndo séo coplanares.

(V), pois a interseccdo de duas retas do espago é
vazia se, e somente se, as retas forem paralelas
distintas ou reversas.

Alternativa c.

Dentre as retas determinadas pelos pares de vér-
tices (A, D), (C, G) e (E, F), duas quaisquer nado sao
coplanares, ou seja, duas quaisquer sao reversas.
Alternativa e.

Trés pontos determinam um plano se, e somente
se, eles nao forem colineares. Portanto, a afirmacao
da alternativa e é falsa.

Alternativa e.

A B r

Os pontos A, B e P ndo sdo colineares, pois se fossem
terfamos r = s, 0 que contraria a hipétese de que r
e s S0 reversas.

Assim, o postulado P.5 garante que A, B e P deter-
minam um plano.

11
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Os pontos A, B e C ndo sdo colineares, pois, se fossem, teriamos r = s = t, o que contraria a
hipétese segundo a qual as retas 1, s e t sdo distintas entre si.

Sendo nao colineares, os pontos A, B e C determinam o plano a = pl(ABC).

Os pontos distintos A e B da reta r pertencem ao plano « e, portanto, pelo postulado P.9, a reta
r esta contida em a.

Os pontos distintos A e C da reta s pertencem ao plano « e, portanto, pelo postulado P.9, a reta
s estd contida em a.

Os pontos distintos B e C da reta t pertencem ao plano « e, portanto, pelo postulado P.9, a reta
t estd contida em a.

Provamos, assim, que as retas r, s e t sdo coplanares, pois todas estdao contidas em a.

Se r e s forem paralelas coincidentes, teremos que t, r e s serdo representadas por duas retas
concorrentes e, portanto, pelo teorema T.6, sdo coplanares.

Se r e s forem paralelas distintas teremos, pelo teorema T.7, que elas determinam o plano
a = pl(r, s). Sendo A e B os pontos de interseccdo de t com r e s, respectivamente, temos A % B,
pois r e s sdo paralelas distintas. Assim, os pontos distintos A e B de t pertencem a a e, portanto,
pelo postulado P.9,t C a.

Provamos, assim, que as retas r, s e t so coplanares, pois todas estdo contidas em a.

Sejam AC e DB as diagonais de um quadrilatero reverso:

Por absurdo, vamos supor que as retas AC e BD estejam em um mesmo plano a. Assim, teria-
mos que os pontos A, B, C e D pertenceriam a «, 0 que é absurdo, pois o quadrilatero é reverso.

Logo, as retas AC e BD ndo sdo coplanares, isto é, sdo reversas.

Em um plano, se duas retas r e m sdo paralelas, e uma reta s concorre com r, entdo s concorre
com m. Logo, a alternativa e é a correta.
Alternativa e.

Sendo {A} =rNs,temosque AcaeAcp.
Assim, o e B sdo planos distintos que tém o ponto A em comum,; logo, pelo teorema T.10, con-
cluimos que esses planos sdo secantes.

Se duas retas concorrentes r e s sdo tais que r é paralela a um plano «, entdo s é paralela a «
ou s é secante a a. Em ambos 0s casos, s ndo esta contida em «.

Alternativa e.

Para que duas retas r e s sejam paralelas a um plano, basta que nenhuma delas tenha ponto
em comum com o plano. Assim, nada do que se afirmou nas alternativas a, b, ¢ e d se pode
concluir.

Alternativa e.

Ha apenas duas situagbes possiveis: MP é diagonal de uma face do paralelepipedo ou NP é
diagonal de uma face do paralelepipedo. Observe:
S S

N N

ou

Em ambos os casos, as retas r e s, destacadas nas figuras, contém arestas do paralelepipedo e
sdo paralelas ao plano pl(MNP).
Alternativa e.

&,

RS

12
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Temos que P & «, pois 0s pontos em que r e s interceptam o sao distintos. Assim, se uma reta
passa por P e estéd contida no mesmo semiespago de origem «, entéo, pelo postulado P.8, po-
demos concluir que a reta é paralela a a.

Alternativa e.

Como r//a e s//1, temos que ocorre apenas uma das duas possibilidades: s//a ou s C «. Para
cada uma dessas possibilidades, consideremos um ponto P qualquer pertencente a . Assim,
pelo teorema T.13, concluimos que a reta t que passa por P e é paralela a s estd contida em «.

Alternativa c.

Se « fosse paralelo a B, teriamos pelo teorema T.16 que r seria secante a 8, 0 que contraria a
hipétese de r ser paralela a . Logo, a e B ndo sdo paralelos, portanto sdo secantes.

Alternativa c.

Como r//B, temos quer N B = J e, portanto, r Nt = &, pois t C B.
Comor e t sdo coplanares e ndo tém ponto em comum, concluimos que r e t sdo retas paralelas
distintas.

Seja s uma reta concorrente com r e paralela a a. Pelo teorema T.20, concluimos que o plano
determinado por r e s é paralelo a «. O plano B é Unico, pois pelo teorema T.18 temos que por
um ponto P qualquer passa um unico plano paralelo a a.

Alternativa e.

1° caso: r é secante a a.

Ser é secante a « em um ponto A, entdo qualquer plano g que contém r obedece as condigoes:
B #* a e A é ponto comum a a e B. Logo, pelo teorema T.10, os planos « e § sdo secantes.

22 caso: r é paralela a a.

Se r é paralela a «, entdo qualquer plano B determinado por r e um ponto A pertencente a o
obedece as condigles: B # « e A é ponto comum a a e B. Logo, pelo teorema T.10, os planos o
e B sao secantes.

32 caso: r estd contida em a.

Ser esta contida em «, entdo qualquer plano g determinado por r e um ponto que nao pertenca
a o obedece as condigdes: B #* « e qualquer ponto de r é comum a « e B. Logo, pelo teorema
T.10, os planos « e B sdo secantes.

I. F, pois se uma reta r é paralela a um plano «, entdo qualquer reta contida em « é paralela
ou reversa ar.
II. F, pela justificativa a seguir.
Sejam o e B dois planos secantes e t a reta comum a eles. Por um ponto P pertencente a «,
com P & B, passa uma reta r paralela a t, de acordo com o postulado P.10; logo, pelo teorema
T.12,r//B.
III. V, pela justificativa a seguir.

Sejam « e B dois planos secantes, t a reta comum a eles, A um ponto pertencente a t e B
um ponto pertencente a a, com B & t. De acordo com o postulado P4, temos que A e B de-
terminam uma reta s. A reta s estd contida em « e é concorrente com t.

IV. F, pois duas retas do espago que nio tém ponto em comum sio paralelas distintas ou re-
versas.

Alternativa b.
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L. F, pois duas retas reversas sao nao coplanares; logo, ndo determinam um plano.

II. F, pois para que duas retas sejam paralelas a um plano, basta que nenhuma delas tenha
ponto em comum com o plano; assim, podemos ter duas retas que concorrem entre si e
sejam paralelas a um plano.

II1. V, pois um plano secante aos dois planos paralelos intercepta-os segundo retas paralelas.
Alternativa b.

L. F, pela justificativa a seguir.
Sejam « e B dois planos secantes e t a reta comum a eles. Por um ponto P pertencente a a,
com P & B, passa uma reta r paralela a t, de acordo com o postulado P.10; logo, pelo teorema
T.12,1//B.
II. F, pela justificativa a seguir.
Sejam « e B dois planos secantes e t a reta comum a eles. Por um ponto P pertencente a a,
com P & B, passa uma reta r paralela a t, de acordo com o postulado P.10; logo, pelo teorema
T.12,1//B. Seja Q um ponto pertencente a a, com Q & 8 e Q & r. Pelo ponto Q passa uma reta
s paralela a r, portanto, s é paralela a t e s é paralela a B. Assim temos que, embora «a seja
secante a B, existem duas retas distintas contidas em « e paralelas a B.
III. V, pois se uma reta r estd contida em um dos planos, entdo r ndo tem ponto em comum com
o outro plano, visto que os planos sdo paralelos distintos. Logo, r é paralela ao outro plano.
IV. V, pela justificativa a seguir.
Seja r uma reta paralela a um plano «. Qualquer plano g que contenha r e seja secante a
é tal que a reta comum a « e B é paralela a r. Como existem infinitos planos g contendo r
e secantes a «, concluimos que existem infinitas retas contidas em « e paralelas ar.
V. F, pois se uma reta r é paralela a um plano, entdo existem retas no plano reversas a r.
Alternativa b.

Observe no paralelepipedo reto-retangulo das figuras 1 e 2, abaixo, duas situagdes que nos
permitem responder a esse teste:

t t s
r r r
A A
B | B S ' ' B
C Cc ' Cc
D D i
S :
/ F F.
0 G ¢ G : FG
H E H E H
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Na figura 1, as retas 7, s e t que contém as arestas CB, HG e BG, respectivamente, sio tais que
r é perpendicular a t e s é perpendicular a t. Note que 1, s e t sdo coplanares e r é paralela a s.

Na figura 2, as retas r, s e t que contém as arestas CB, AB e BG, respectivamente, séo tais que r
é perpendicular a t e s é perpendicular a t. Note que r é perpendicular a s.

Na figura 3, as retas 1, s e t, que contém as arestas BC, AF e AB, respectivamente, sdo tais que r
é perpendicular a t, e s é perpendicular a t. Note que r e s sdo reversas.

Assim, nenhuma das conclusdes apresentadas nas alternativas a, b, ¢ e d pode ser deduzida.
Alternativa e.

a) A reta ED é perpendicular ao plano pl(ABC) no ponto D. Assim, qualquer reta contida nesse
plano e que passe pelo ponto D é perpendicular a ED. Logo, existem infinitas retas do plano

Pl(ABC) que sdo perpendiculares a ED.

b) Seja « um plano perpendicular a r no ponto P. Qualquer reta contida nesse plano e que passe
pelo ponto P é perpendicular a r; logo, existem infinitas retas distintas que sdo perpendicu-
lares a r no ponto P.

c) Sendo Q um ponto ndo pertencente a uma reta s, existe uma Uinica reta r perpendicular a s
no ponto Q, de acordo com o teorema T.24.

A retar é ortogonal a s; portanto, pelo teorema T.27, qualquer reta t paralela a r forma angulo
reto com s.
Alternativa d.

Pelo teorema das trés perpendiculares (T.33), concluimos que a reta u é perpendicularar.
Alternativa d.
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Como DB é perpendicular a «, temos que DB L BC.

Como BC é perpendicular as retas concorrentes AB e DB, temos, pelo teorema T.29, que
DB 1 pl(ADB).

Sejam as retas r’ e s’ contidas em « e paralelas as retas r e s, respectivamente. Como a reta t
forma angulo reto com r e s, temos que t forma angulo reto com r’ e s’; logo, pelo teorema T.30,
concluimos que t é perpendicular a a.

Alternativa d.

Seja B o plano determinado porr e s e seja s’ a reta comum a « e B. Como s e s’ sdo retas co-
planares, pois estao contidas em 8 e sdo perpendiculares a r, passando ambas pelo ponto A,
temos que s’ = s; portanto, s esta contida em a.

Alternativa a.

Sejam, s e t retas distintas perpendiculares entre si em um ponto P. Assim, a reta t é perpen-
dicular ao plano pl{(r, s), conforme mostra a figura:

t

Vamos admitir a existéncia de uma quarta reta u, distinta de r, s e t, que passe por P e seja per-
pendicular ar, s e t. Assim, teriamos que u seria perpendicular ao plano pl(r, s); logo, teriamos
duas retas distintas, t e u, passando por P e perpendiculares ao plano pl(r, s). Essa situacdo é
impossivel, pois, de acordo com o teorema T.32, dados um ponto P e um plano «, existe uma
Unica reta que passa por P e é perpendicular a a. Portanto, é impossivel a existéncia de quatro
retas distintas passando por um ponto, tais que sejam perpendiculares duas a duas.
Alternativa b.

Como r é perpendicular a s, temos quer e s sdo concorrentes. Logo, r e s determinam um plano,
de acordo com o teorema T.6. Ou seja, r e s sdo coplanares.
Alternativa b.

Sendo t a reta comum a « e B, temos, pelo teorema T.29, quet Lret Ls.
ComoalB,aNB=trCaerlt temos,peloteoremaT.37,quer L B.Logo,ré perpendicularas.

Alternativa c.
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Pelo teorema T.36, temos que existe um Unico plano y que contém r e é perpendicular a . A
retas,comum a vy e B, é paralela aretar.

Assim, pelo teorema T.31, concluimos que s L « e, portanto, g L a.

B

Se dois planos sdo paralelos distintos e r é um reta qualquer de um deles, entdo uma reta s do
outro plano é paralela ou reversa a r. Visualize essa situac¢do no paralelepipedo reto-retangulo
representado nas figuras baixo, em que o = pl(ADE), B = pl(BCH) e A = pl(EFG).

A A

(3 o

D D
F/ F/
"¢ G "¢
S BN
/E H /5
r r

Figura 1 Figura 2

Como a//B,r CaesCp,entdor//s (figura 1) our é reversa a s (figura 2).
Alternativa c.

Pelo teorema T.32, existem as retas r e s que passam por P e sdo perpendiculares a o e 8. Como
r e s sdo concorrentes em P, concluimos que o plano y determinado por elas passa por P e é
perpendicular a cada um dos planos « e B.

Alternativa a.

Como s L B ey LB, temos, pelo teorema T.35, que s C y ou s//y. Mas, como s N y # &, pois s
concorre com e r C v, temos que s C v.

Alternativa d.

(F), pela justificativa a seguir.
Seja P um ponto pertencente a uma reta t.
Vamos admitir que existam dois planos distintos a e B que passam por P e sejam perpendi-
culares a t. Assim, um plano A que contém t tem em comum com « e 3 as retas distintasre s,
respectivamente. Como t é perpendicular a « e a 8, temos quer e s sdo, ambas, perpendiculares
a t. Essa situacgdo é impossivel, pois teriamos trés retas coplanares distintas, 1, s e t, concorrendo
em um mesmo ponto e perpendiculares entre si.
(F), pois como se observa no paralelepipedo reto-retangulo abaixo, o plano pl(ADE) é perpendi-
cular ao plano pl(EFH) e o plano pl(ACH) é perpendicular ao plano pl(EFH); entretanto, pl(ACH)
é secante a pl(ADE).

A B

oo e

E H
(F), pois como se observa no paralelepipedo reto-retangulo mostrado no item anterior, as retas
AB e AC s3o paralelas ao plano pl(EFH); entretanto, AB é concorrente com AC.

(F), pois como se observa no paralelepipedo reto-retdngulo mostrado no segundo item, os

planos pl(ADE) e pl(EFH) sio perpendiculares e a reta AC é paralela a pl(EFH); entretanto, AC é
obliqua ao plano pl(ADE).
(V), pelo teorema T.29.
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Pelo teorema das trés perpendiculares (T.33), con-
cluimos que a reta s é perpendicular a reta d.
Alternativa d.

Pelo teorema T.31, concluimos que cada uma das
retas r e s é perpendicular aos dois planos « e B.
Logo, a//B.

Alternativa b.

Sendo os planos paralelos distintos « e B tais que
o plano \ é perpendicular a B, temos que existe
uma reta r em \ que é perpendicular a §. Assim, r
é perpendicular a a e, portanto, A L a.

Além disso, as retas determinadas pelas intersec-
¢oes o N N e B N \ sdo coplanares, pois estdo no
plano \, e ndo tém ponto comum, pois estdo nos
planos paralelos distintos a e B; logo, essas retas
sdo paralelas distintas.

Alternativa b.

Se os planos « e B sdo paralelos, entdo todo plano A
perpendicular a « é perpendicular a .

Se os planos « e B sdo secantes em r, entdo todo pla-
no \ perpendicular a reta r é perpendicularaaea .
Concluimos entdo que, quaisquer que sejam os
planos « e B, existe um plano perpendiculara a e 8.
Alternativa e.

Duas retas distintas r e s podem ser paralelas,
concorrentes ou reversas. Em qualquer um desses
casos existe uma reta perpendicularares.
Alternativa a.

Destacando as retas r e s em um cubo ABCDEFGH,
temos:

Note, portanto, que a perpendicular comumares
é areta t, suporte da aresta EH do cubo.
Alternativa c.

I. V, pelo exercicio resolvido 20.

II. F, pois uma reta paralela a um plano é paralela
ainfinitas retas desse plano e é reversa a outras
infinitas retas desse plano.

III. F, pois uma reta perpendicular a um plano
é perpendicular a infinitas retas desse plano e é
ortogonal (portanto reversa) a outras infinitas
retas desse plano.

Alternativa e.

Seja s’ a reta que concorre com r e t no ponto P e é
paralela a s. Temos que s’ C «, pois, pelo teorema
T.20, os planos pl(s’, r) e B sdo paralelos e, pelo teo-
rema T.18, existe um Unico plano que passa por P
e é paralelo a B.

As retas paralelas s e s’ formam com a transversal
t angulos correspondentes congruentes e, portanto,
tls'.

Como t é perpendicular as retas concorrentess e s’
do plano «, concluimos que t L a.

As projecoes ortogonais de todos os pontos de C
sobre B determinam um segmento de reta. Logo,
a projecdo ortogonal de C sobre B é esse segmento
de reta.

Para que a projecao ortogonal de r U s sobre « seja:

a) dois pontos, é necessario e suficiente queres
sejam distintas e perpendiculares a a.

b) uma unica reta, é necessdrio e suficiente que
r e s estejam em um plano B perpendicular a
a e que pelo menos uma dessas retas nao seja
perpendicular a a.

c) duas retas paralelas, é necessario e suficiente
quer C B esCv,onde e vysao planos distintos
e perpendiculares a «, e r e s ndo sejam perpen-
diculares a a.

Se uma das retas, r ou s, for perpendicular a «,
entdo a projecdo ortogonal de r U s sobre « é
formada por uma reta t e um ponto P,com P & t.

Se r e s forem paralelas a «, entdo a projecao
ortogonal de r U s sobre « é formada por duas
retas concorrentes.

Se cada uma das retas r e s estiver em um plano
perpendicular a «, tal que nenhuma delas seja
perpendicular a a, entdo a projecao ortogonal de
r U s sobre « é formada por duas retas paralelas
distintas.

Se dois planos v e \ sdo perpendiculares e r é uma
reta contida em vy e ndo perpendicular a A, entdo a
projecdo ortogonal de r sobre \ é a reta comum a vy
e\

Assim, as retas do conjunto citado estdo contidas
em planos perpendiculares a «. Como esses planos
interceptam a segundo retas paralelas, concluimos
que esses planos sdo paralelos.

Alternativa d.

I. V, pois o tridngulo pode estar contido em um
plano perpendicular ao plano de projecao.

II. F, pois qualquer que seja a posicao do plano da
circunferéncia em relacdo ao plano « de pro-
jecdo, haverd um didmetro da circunferéncia
paralelo ao plano a. Assim, a projecdo contera
os extremos desse didmetro.
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I11. F, pois se AB for paralelo a «, entdo a medida da
projecdo A'B’ sera a mesma do segmento AB.

IV. V, pois qualquer que seja a posicdo da esferaem
relacdo ao plano de projecéo, haverd um circulo
maximo da esfera paralelo a esse plano. Assim,
a projecdo da esfera sobre o plano serd a mesma
desse circulo méximo.

V. V, pois os trés pontos podem pertencer a um
plano perpendicular ao plano de projecao.
Alternativa b.

I. F, pois se um lado do angulo « for perpendicular
ao plano n, entdo a projecao ortogonal de a sobre
n serd um angulo nulo.

I1. F, pois se o outro lado do angulo « for perpen-
dicular ao plano &, entdo a projecao ortogonal
de « sobre 7 serd um angulo nulo.

III. V, pela justificativa a seguir.

Sejam: V o vértice do dngulo «; A um ponto de
um lado do dngulo, com A Z V; e Bum ponto do
outro lado do &ngulo,com B Z V;e V', A’ e B’ as
projecoes ortogonais de V, A e B sobre n, respec-
tivamente. Assim, se a estiver contido em um
plano perpendicular a n tal que V'’ esteja entre A’
e B', entdo as projegdes ortogonais dos lados do
angulo sobre & serdo semirretas opostas, com o
que concluimos que essa projegdo é um angulo
raso.

IV. V, pela mesma justificativa dos itens I e IL.

Alternativa c.

Exercicios contextualizados

Os pontos distintos representados pelos orificios da
bala na porta e na parede determinam uma reta.
A interseccdo dessa reta com o prédio cenografico
é o ponto de onde partiu a bala.

Nenhuma das alternativas, a ou b, pode ser a correta,
porque, se uma delas fosse, a outra também seria.
Nenhuma das alternativas, b ou ¢, pode ser a corre-
ta, porque, se uma delas fosse, a outra também seria.
Nenhuma das alternativas, c ou e, pode ser a correta,
porque, se uma delas fosse, a outra também seria.
Assim, resta apenas a alternativa d, que por exclu-
sdo é a correta.

Alternativa d.

Observando que, em cada posicao, todos os pon-
tos da régua tocam o piso, conclui-se que eles séo
colineares e, portanto, também coplanares. Além
disso, a régua foi colocada em direc¢des distintas,
isto é, segundo retas concorrentes. Como retas
concorrentes determinam um plano, o engenheiro
pode concluir que o contrapiso é plano.

a) Com o auxilio de uma régua, um estudante de-
senhou com a ponta do lapis uma linha reta em
uma folha plana de papel. A trajetéria da ponta
do lapis durante esse desenho representa uma
reta contida no plano da folha de papel.

b) Para capturar um peixe, um indio langou de cima
de um barco uma flecha em linha reta, obliqua-
mente a superficie plana do rio. A trajetéria da
flecha representa uma reta secante ao plano da
superficie do rio.

.’Cf\‘

c) Um avido sobrevoou, em linha reta, uma regido
plana, mantendo a altitude constante durante
certo tempo. A trajetéria do avido durante esse
tempo representa uma reta paralela ao plano da
regido.

Indicando por A o ponto marcado na primeira
estaca e por B o ponto marcado na segunda, falta
determinar um terceiro ponto C, ndo colinear com
A e B, que esteja no mesmo plano horizontal desses
pontos. Por exemplo, mantendo-se o nivel da dgua
de um extremo da mangueira no ponto A, o ponto C
pode ser determinado na terceira estaca pelo nivel
da dgua do outro extremo da mangueira.

Sendo O o centro da circunferéncia que passa por
A,BeC; 0’ ocentro do campo; M o ponto médio do
segmento BC; e N o ponto médio do segmento AB,
vamos provar que a reta 00" é perpendicular ao
plano pl(ABC).

De fato:

O ponto O é o baricentro do tridngulo equilatero
ABC; logo, 0 € AM, O €CN e os dngulos OMB e ONB
sdo retos.

Como os tridngulos O’'BC e O'BA sdo isésceles de
bases BC e BA, respectivamente, temos que as
medianas O'M e O'N também sdo alturas desses
tridngulos; logo, os angulos O’'MB e O'NB sédo retos.

ﬂ"’

\\V/

Assim, areta BMé perpendicular ao plano pl(0’'OM)
e areta BN é perpendicular ao plano pl(O’'ON), com

o que deduzimos que a reta 0’0 é ortogonal as retas

concorrentes BM e BN e, portanto, 0’0 é perpendi-

cular ao plano pl(ABC).

Como 0’0 é perpendicular ao plano pl(ABC) em O,

temos que O'0 é perpendicular a qualquer reta r

desse plano,com O € 1.

Com o fato acima demonstrado, podemos respon-

der aos itens:

a) Indicando por h a altura pedida, em metro, apli-
camos o teorema de Pitagoras no tridngulo COO':

o 12 c
h

’J 13
o

h?* + 112 =113> = h =15
Ou seja, cada camara foi colocada a 15 m de
altura em relagdo ao campo.

b) A disténcia entre os centros é a mesma altura h
calculada no item a, ou seja 15 m.

c) ArazdoentreCOeONé = logo ON = 56 m, por-

tanto, a altura CO do trlangulo ABC mede 168 m.
Assim, considerando d a distincia entre duas
camaras, ou seja, a medida do lado do tridngulo
equilatero ABC, temos:

168—@ = d=11243

Logo, a distancia entre duas quaisquer das ca-
maras é 11243 m.
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Apenas com essa informacdo ndo é possivel
concluir que o poste é perpendicular ao terreno,
pois o poste poderia estar em uma rampa, sendo
perpendicular a sua sombra em dado instante e
ser obliquo a sua sombra em outro instante, como
sugere a figura:

1109

Para que o poste seja perpendicular ao terreno, ele
deve ser perpendicular a sua sombra quando ela
ocupa posigoes em dire¢des concorrentes.

O cabo terd o menor comprimento possivel se ele
for perpendicular a linha r.

Tracando, a partir da base do mastro, uma linha
perpendicular a linha r, obtemos na linha r o ponto
A, cuja disténcia ao topo T do mastro é a menor
possivel.

T

A perpendicularidade entre a reta AT e a linhar é
garantida pelo teorema das trés perpendiculares.

O fio de prumo representa a reta r; a parede repre-
senta o plano «, paralelo a r; e um plano horizontal
qualquer representa o plano B, que podera ser o
plano do piso, se este for horizontal.

a) Qualquer que seja a posicdo de C, r e s, 0 plano
pl(r, s) contém a reta s, que é perpendicular ao
plano da érbita. Logo, pl(r, s) é perpendicular ao
plano da 6rbita para qualquer posicdode C,res.

b) Para que o plano pl(r, C) seja perpendicular ao
plano da érbita, devemos ter s C pl(r, C).

c) Qualquer que seja a posicdo de C, r e s, 0 plano
pl(s, C) contém a reta s, que é perpendicular ao
plano da érbita. Logo, pl(s, C) é perpendicular ao
plano da érbita para qualquer posicdode C,res.

Indicamos por A, B, C e D os vértices da cobertura
retangular, conforme a figura abaixo.
B

Os lados ABeCD tém a mesma medida de
suas projecoes ortogonais sobre o piso, ou seja,
AB = CD = 3 m. Para o célculo das medidas AD e
BC, que sdo iguais, tracemos por D o segmento DE,
paralelo a projegdo ortogonal de AD sobre o piso,
conforme o esquema:

A
30°
D e
3cm
D’ 3cm A
Assim, temos:
cos 30° = 3 £ -3
“AD © 2 T AD
S AD=2J3

Logo, a area A da cobertura é dada por:
A=3.2J3m’ = A=6{3m’

Pré-requisitos para o capitulo 12

1. a) As retas BH e CG contém as diagonais do qua-

drado BCHG; logo, elas sao perpendiculares
entre si. Assim, a medida de um angulo formado
por essas retas é 90°.

b) A reta AE é paralela 4 reta BH; logo, os angulos
formados pelas retas reversas AE e CG sdo, por

definicdo, os angulos formados por BH e CG.
Concluimos, entdo que a medida de um angulo

formado pelas retas reversas AE e CG é 90°.

2. a) Adrea A, do reténgulo é o produto das medidas

do comprimento e da largura; logo:
A, =120 - 70 m? = 8.400 m?

b) A rea A, do quadrado é o produto das medidas
do comprimento e da largura, que é igual ao
quadrado da medida do lado; logo:

A, = 10’ cm’ = 100 cm?

c) Adrea A, do tridangulo é o semiproduto da medida
de uma base pela medida da altura relativa. No
caso do tridngulo equilatero de lado a chega-se

2
3 .
ao resultado: A, = %. Assim, para a = 6 dm,

temos:
2
A = %dm2 =9J3 dm?
d) A area A, do hexagono regular de lado a é seis

vezes a area de um tridngulo equilétero de lado
2 2
a f ou, ainda, A, = 3a2~/§.

Assim, para a = 4 cm, temos:

3-4%]3
Ay=—f—

a, ou seja, A, =6+

cm? = 2443 cm?
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a) Nomeando os vértices do trapézio conforme a figura 1, abaixo, tracemos por A e B os seg-
mentos AE e BF, perpendiculares as bases, em que os pontos E e F pertencem & base maior
CD. O quadrilatero ABFE é um retngulo, logo, EF = AB = 6 cm; e os tridngulos AED e BFC sdo
congruentes, logo, DE = CF = 3 c¢m, conforme mostra a figura 2, em que indicamos por h a
medida do segmento BF.

A 6 B A 6 B
5 5 5 a 5
[«] Bl
b 12 C D 3k 6 F a ©
Figura 1 Figura 2

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo BFC, temos:
hW+3=5=h=4
Logo, a altura do trapézio é 4 cm.
b) A area A do trapézio é dada pelo semiproduto da altura pela soma das medidas das bases,
ou seja:
6+12)-4

[ e 2 _ 2
= 5 cm 36 cm

Indicando por B e b as medidas, em centimetro, das bases maior e menor, respectivamente,
esquematizamos:

Pela medida da 4rea e pelo teorema de Pitagoras temos:

B+b=140

=300
2 B-b=8

(B+b)-15 {
(B — b)? + 152 = 17

Logo, B = 24 e b = 16. Assim, a base menor do trapézio mede 16 cm.

As diagonais do losango sdo perpendiculares entre si pelo ponto médio de cada uma. Assim,
indicando por x a metade da medida, em centimetro, da diagonal menor, esquematizamos:

12

12

Pelo teorema de Pitagoras, temos:
x?+122=13 = x=5
Logo, a diagonal menor do trapézio mede 10 cm.
A drea A do losango é o semiproduto das medidas das diagonais. Assim, concluimos:
24 - 10

5 cm? = 120 cm?

A=

f
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Trabalhando em equipe

Matematica sem fronteiras

2. A figura F é um segmento de reta.

Analise da resolugao

COMENTARIO: O aluno esqueceu-se de considerar algumas retas, por exemplo, a reta que contém
a diagonal AG da face ABGH.

Resolugdo correta:

O numero de retas distintas determinadas pelos 8 vértices do paralelepipedo pode ser calculado por

Cg , = 28. Desse total devemos subtrair:

* O numero de retas distintas concorrentes com DE no ponto D, que si0 as 6 retas que passam por
D e por um dos pontos A, B,C, F, G, H.

* O ndmero de retas distintas concorrentes com DE no ponto E, que sio as 6 retas que passam por
E e por um dos pontos A, B, C, F, G, H.

* O niimero de retas paralelas a DE, que é igual a 4 (uma dessas retas é a prépria reta DE).

Assim, o numero n de retas que passam por dois vértices distintos desse paralelepipedo e sdo re-

versas i reta DE é dado por:

n=28-6-6-4=12

Essas retas sio: AB, AC, AG, AF, HB, HC, HG, HF, BC, BF, GC e GF, como mostra o esquema abaixo.




