p Estratégia

Militares

Aula 01 - Algebra

Elementar

IME 2021

Professor Victor So




Professor Victor So

Aula 01: IME 2021

Sumario

Y o1 XY =1 41 - T oF T LY q

1. Expressao, EQUACA0 € IN@QUAGCA0.....ccceteeireeirrnnirenncrenerenserasessnssssnserssssssssssnssssnsessnsssansenns 5

2. Conjunto dos Numeros Naturais (N) ..c.ccccceiiiiiiiiiinmmnnnis 6
2.1. Principio da INAUEAO FiNitQ..........cccoeveeeeeieeiieieeee e, 7
30 Vo [[olo To M-I\ [V 1] o] [ ole [olo (o NUU PRSP PRRSPR 9
DG B 01X [0 TV o ] o o o [=X PRSP 10

3. Conjunto dos NUMeros INtEIros (Z) .....ccvveeevrivvvmerreeiiiiiiiiissinsnnneeeeniiniisissseseeeesssssns 11
OB B o 0T Y4 [=Zo Lo Lo =23 12
3.2, DIVISIDITIAQUE ...ttt ettt et 16
3.3, INUIMEIOS PIIMOS ...ttt et e et e et e st e et e e s e e s aneens 19
3.4. DecoOMPOSICAO €M fALOIES PIIMOS .......ceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e e eese e e eeeesesee e e e sesessssssssasssssssssssssaan 20
3.5. MIGXIMO DiViSOr COMUIM ...ttt ettt e e e et et e e s sneeenaneees 22
3.6. MiiNimo MUIEIPIO COMUIM ...ttt e e et e e e st aa e e s sasaaaeeesssanaesaans 26
3.7. CONGIUEBNCIAS LINEAIS. ......ovveeeeiiieeeesiiieeeetiee e eetee e e ettt a e e sttt aaesesstaaaesssssaaessasssaaesssstnnessans 29

4. Conjunto dos NUMeros Reais (IR) .....ceeeeeeeeeeeeeeemeemnnemememmmmmemmmemmmemememssessssmsssssssssssssssssssns 34
4.1. Conjunto dos Numeros RAcionais (Q) ......ccecuueeeeueeesiiieeeiieeeeiieesieeestieeesieeesteeesiaeessiseessseees 35
4.2. Conjunto dos Numeros Irracion@is (1) ........ccceeerueeeieeeiieieeee e 39
4.3, REEA RO ...ttt ettt e et e e e e n 42
W1 o Y =1 Lol [ oo (o SN 44
V4N o Lo [ ol o [ol (o RSO PUPRUR R PPPPP 44
4.6. Desigualdades para 0 ConjuNto dOS REQUS ...........ceeeeeeeeeeeeciiiiiiiieeeeeessesiiiteaaaeeeessssiiaveaaeeeeeas 45
4.7. Sistemas de NUMEIAGAO..........cceveeuureieiieeseeeeeseiiteetee e e e ee sttt ataeeeessssssstaseasaeesesssssssssnnaaeesens 46
V4RSI 1Y/ [V T [0 T Toto o (=30 > o K - PUPPTR PRI 47

5. Produto Notavel @ FAatOragao ...c.ccccieeuiiiieeiiieniiiieniiiensiiiinneinenssensensssrenssesssnssssensssssanses 50
5.1. FAtorag@o USANUO QIZES ........ccooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 55
5.2, APLICAGAO ..o 56

(S0 LT3 =T T 1 [ F- Vo [ RN 57
(S B DX (o 10 Lo Lo [o To L= (3N @0 ¥ Lol 1 57
(R I =ToY4'=3 0o o (3K @0 1 Lol 1 58
6.3. Desigualdade de CAQUCNY-SCAWQAIZ..............eeeeeeieeieieieieeeeeeeeeeetetetese st tetseesesess s s s s sessssssssseseseseanas 59
(SR DX [0 W Lo Lo [o To L= [0 K30 1Y/ =T [ Lo K3

& Aula 01 - Algebra Elementar
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So

Aula 01: IME 2021

7. Lista de QUESTOES....ccirreueriiiiiieuniiiiirineiiiiiinessiiiiinnesisisisnsssssinssssssssssnsssssssssnsssssssssnsssss 64
2 G 1« =T o 78
9. Lista de Questdes Resolvidas @ Comentadas .......cceeeeueeeiiiiiiiiiiinnnnniniiiinininnnnneeee. 80
10. Consideragoes Finais da Aula .......ccoeeeiiieeiiiieiiiieicrreecrreeecrreeecreneessensessenssessnnsenne 145
11. Referéncias BibliografiCas ......ccccceeiieeiiiiieiiiieiiiiiicreeeccreeeserseeeereneessnnsessenssessnnsnnns 146

p Aula 01 - Algebra Elementar

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 01: IME 2021

Apresentacao

Ola.
Nessa aula iniciaremos o estudo da algebra. Estudaremos conceitos de ndmeros naturais,
inteiros, racionais, irracionais e reais. Também veremos desigualdades e principio da indugao.

Nao teremos muitas questdes do ITA nem do IME nesses assuntos, mas veremos mais adiante
que eles servirdo como base para conseguirmos aprofundar a matéria no nivel que a prova cobra. E
muito importante que vocé entenda cada conceito e resolva muitos exercicios para fixagao, pois elas
o ajudardo a resolver os exercicios mais avancados.

Caso tenha alguma duvida entre em contato conosco através do férum de duvidas do
Estratégia ou se preferir:
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1. Expressao, Equacao e Inequacao

Antes de aprofundarmos nosso estudo na Matematica, vamos primeiro esclarecer alguns
termos matematicos, elas serdao usadas bastante ao decorrer do curso. Se vocé ja se sente
confortavel com esses termos, pule para o préximo capitulo.

Vocé sabe a diferenca entre expressao, equagao e inequagao?

Vamos primeiro relembrar o que é uma expressdao. Uma expressao, no estudo da Matematica,
pode ser classificada em aritmética ou algébrica. Veja os exemplos:

Expressao aritmética:
1-2+4-1
Expressdo algébrica:
a’ + 2bc
Reparou na diferenca?

Antes de responder, vamos relembrar. Uma expressao é apenas um modo de representar um
numero na Matematica, entdo 1 pode ser uma expressao, 2 + 3 pode ser uma expressdoe a + b
também. A diferenca entre as duas expressdes do exemplo é que na aritmética trabalhamos apenas
com numeros enquanto na algebra incluimos também as letras do alfabeto.

Na aritmética, temos bem definido os valores do que queremos calcular. Entao, se eu dissesse
1+ 1, vocé responderia “2”, certo? E se no lugar dessa expressao eu usasse letras, por exemplo,
a + b, o que vocé responderia? Provavelmente vocé me diria “ndo sei”.

Sabe a vantagem de se usar letras no lugar de numeros? Quando, substituimos os nimeros
pelas letras, conseguimos generalizar os resultados matematicos. Por exemplo:
3 5 3:-74+4-5 41
2777727 28
O que fizemos foi aplicar o MMC entre 4 e 7 e somar as fracdes. Na algebra, poderiamos
generalizar esse calculo dessa forma:
a ¢ ad+bc
b d”  bd
Agora, vamos ver o que é uma equacao. Basicamente a diferenca entre equacao e expressao
é o uso do sinal =. Estabelecemos uma relagdo entre duas expressoes.

Uma equacdo aritmética é uma sentenca fechada que pode ser classificada em verdadeira ou
falsa, lembra da aula de Nogdes de Ldgica?

Exemplo:

2+7=5
Isso é um exemplo de equacdo aritmética cujo valor logico é falso.
Agora, veja um exemplo de equacao algébrica:

a+b=25
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Uma equacado algébrica é uma sentenca aberta. Ndo conseguimos descobrir seu valor ldgico
diretamente. Mas podemos calcular o valor da incégnita dependendo da situacdo, por exemplo:

x+1=5
Nesse caso, podemos calcular o valor de x:
x+1=5
x+1—-1=5-1
x=4

Por ultimo, vamos ver o que é uma inequacao. Diferentemente da equac¢ao, na inequagao
usamos os sinais de desigualdade. Podemos também ter uma inequacgao aritmética e algébrica, as
mesmas definicbes para as equagdes também valem para as inequag¢des. Veja um exemplo de
inequacgdo aritmética:

2+3<1

Isso é uma sentenga fechada, cujo valor légico é falso. Pois, esta dizendo 2 + 3 é menor (<)
que 1.

Na dlgebra:
a+b<10

Agora que esclarecemos esses termos, vamos continuar a aula.

2. Conjunto dos Numeros Naturais (N)

Vamos estudar um breve historico dos nUmeros naturais.

Os numeros naturais foram criados para ajudar o homem a contar. A contagem, antes dos
primoérdios da civilizacdo, era baseada na contagem “um”, “dois” e “muitos”. Os primeiros seres
humanos apenas conheciam o niumero 1 e o 2, acima disso eles classificavam os nimeros como
“muitos”. Com o desenvolvimento da civilizacdo, a necessidade de se melhorar o processo de
contagem levou ao surgimento dos numeros naturais {1, 2, 3,4, ... }.

Apesar disso, o conhecimento que se tinha dos numeros naturais era muito vago, nao existia
nada que descrevesse precisamente o conjunto. Em 1889, o matematico italiano Giuseppe Peano
(1858-1932) estabeleceu quatro axiomas conhecidos como axiomas de Peano. (Axiomas sao
verdades universalmente aceitas. Elas sdo inquestiondveis, funcionam como uma lei.) Vejamos os
guatro axiomas:

a) Todo numero natural tem um Unico sucessor.
b) Nimeros naturais diferentes tém sucessores diferentes.

c) Existe um Unico numero natural, chamado “um” e representado pelo simbolo 1, que ndo é
sucessor de nenhum outro.
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d) Seja X um conjunto de niumeros naturais, se 1 € X e o sucessor de todo elemento de X
pertence a X, entdao X = N.

Todas as propriedades e teoremas relativos aos numeros naturais sao deduzidos através
desses axiomas.

Veja que a esséncia dos numeros naturais reside na palavra “sucessor”. Perceba também que
na época o numero 0 nao foi incluido como um numero natural. Ha controvérsias a respeito de
incluir o 0 ou ndo no conjunto dos nimeros naturais, alguns autores consideram que 0 € N e outros
ndo. Caso nao seja fornecido a informacgao na prova, devemos usar o bom senso e fazer suposi¢des.
Normalmente, as bancas consideram o O um numero natural.

2.1. Principio da Inducao Finita

O ultimo axioma de Peano é conhecido como axioma da Indugdao. Um principio que decorre
dela é o Principio da Indugao Finita (PIF), também conhecido como Recorréncia. Ela serve para
provar proposicoes através de uma demonstragao por indugao.

O PIF diz que:

Uma propriedade P(n) relativa aos nimeros naturais n = n, é vdlida se, e somente se,
satisfazer as seguintes condicdes:

I) P(ny) é valida. Para algum n, € N.

Il) Para K € N, se P(K) é valida, entdo P(K + 1) também é valida.

O PIF demonstra que se a propriedade é valida para algum K € N e, também, é valida para o
seu sucessor, entdo ela serd valida para todo numero natural, jd que K é um termo generalizado do
conjunto dos numeros naturais.

Vamos ver na pratica como esse principio pode ser aplicado.

HORADE

PRATICAR!

1. Demonstre1:4+2:-7+3-10+--+n(Bn+1) =n(n+1)%n€eN.
Resolugao:

Como devemos ler essa questao:

Aprimeirapartel1-4+2-7+3-10+ -+ n(3n + 1) é um somatdrio, onde cada termo
do somatdrio € um numero natural da forma n(3n + 1).

Ele diz que somando termos da forma n(3n + 1) com n € N, teremos como resultado
n(n + 1)%. Entdose n = 4, deveremosterumasomaatén(3n+1) =4-(3:4+1) =4-13.
Asomaseral-4+2-7+3-10+4-13.
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Outro exemplo, se n =1 asomaserd até n(3n+1)=1-(3-14+1) =1-4. Assim, a
soma seria apenas o valor 1 - 4. Perceba que o somatdrio tera n termos, para n = 1 temos
apenas 1 termo no somatario.

Vamos demonstrar usando PIF:

I) Precisamos verificar se a equacdo é vdlida, para isso vamos fazer n = 1 e encontrar o
resultadode 1:4+2-7+3-10+ -+ n(Bn+ 1) = n(n + 1)2. Vamos calcular o membro
a direita da igualdade:

nn+1)2=1-1+1)2%=1-22=1-4=4

A segunda parte da igualdade nos mostra que substituindo n = 1 na expressao, obtemos
como resultado o valor 4.

Vamos calcular agora o valor do somatdrio e verificar se é verdadeira a proposicao.

O somatorio tera apenas 1 termo paran = 1:

nB3n+1)=1-3-1+1)=1-4=4

Assim, a propriedade é verdadeira paran = 1.

II) Vamos generalizar o resultado para n = K, K € N. Para isso, substituimos n = K na
equacao.

Hipotese (H): Para algum K € N, temos valida a propriedade.

1:442-7+3-10+-+KGBK+1)=K(K + 1)?

Tese (T): Se a propriedade é valida para K € N, ela sera vdlida para K + 1. Assim,
substituindo n = K + 1 na equacao:

1:4+2-7+3-10++(K+D[BEBKE+1)+1] =K+ D[(K+1)+1]?

Desenvolvendo a equacao:

144+2-7+3-10++EK+D[BE+1D+1]=K+D[(K+1)+1]?
144+2-7+3-10+-+K+D[3K+3+1] = (K+ 1K + 2)?
144274310+ -+ (K +1)BK+4) =K+ 1)(K + 2)?

Repare nos termos coloridos, esses sdao os termos que foram desenvolvidos.

N3ao se assuste com essa equagao gigantesca. Veremos mais adiante assuntos que
facilitarao o seu entendimento e também resolveremos bastante exercicios para vocé
consolidar o conhecimento.

Para demonstrar a propriedade usando PIF, devemos usar a nossa hipdtese e tentar chegar
a tese. Primeiro escrevemos a nossa hipotese:

(H) 1'4+2-7+3-10+--+KQBK+1) = K(K + 1)?

Agora, devemos usar essa equacao e tentar chegar a tese:

(T) 144274310+ +K+1)BK+4)=(K+1)(K+2)>

Como vamos fazer isso?

Observe os somatérios de (H) e (T):

(H) 1-4+2-7+3-10+--+KQBK+1)
(T) 1-442-743-10+--KBK+ 1)+ (K+1)(3K + 4)

A Unica diferenga entre esses somatdrios é a presenga do termo (K + 1)(3K + 4) em (T).

Entdo vamos somar (K + 1)(3K + 4) nos dois lados da igualdade de (H).

Escrevendo a equacgdo de (H):

1:44+2:-7+3-10+--+KGBK+1) =K(K + 1)?
Somando (K + 1)(3K + 4) nos dois lados da equac3o:
1:44+2:-7+3:10+-+KQ@BK+1)+ (K+1)3K+4) =
K(K+1)2?+(K+1)3K +4)
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Vamos resolver o lado direito da equacao:
K(K+1?+(K+1)BK+4)
KK+1D)K+1)+K+1BK+4)
Colocando (K + 1) em evidéncia:
K(K+1D)K+1D)+E+1DBK+4)
(K+1[K(K+1)+ (BK+4)]
(K + 1)[K?+ K + 3K + 4]
(K + 1)[K? + 4K + 4]
Fatorando o termo K? + 4K + 4:

(K + 1)(K + 2)?
Assim, encontramos através da hipdtese a seguinte igualdade:
144274310+ -+ (K +1)BK+4) =(K+ 1)(K + 2)?
Essa é a tese. Logo, acabamos de demonstrar por PIF que a propriedade é valida, Vn € N.

Calma, aluno(a). Coloquei esse exercicio na teoria para vocé ver na pratica como usamos o
PIF. Ela sera muito util para provar propriedades de alguns assuntos que veremos durante o curso.
Quando estudarmos técnicas de fatoragao, vocé conseguira facilmente usar o PIF.

2.2. Adicao e Multiplicagao

Os numeros naturais possuem duas operacdes fundamentais, a adicao e a multiplicacao.
Através dos axiomas de Peano, podemos provar as propriedades abaixo. Considere a, b, c € N.

a) Associativa:
(a+b)+c=a+b+c)
(ab)c = a(bc)

Quando encontramos numeros entre parénteses com o mesmo operador na expressao,
podemos trocar os elementos dentro dos parénteses. Essas expressdes poderiam também ser
escritas sem os parénteses.

Exemplo:
1+2+5=(1+4+2)+5=1+(12+5)=38
2:3:4=(2+3)4=2-(3-4)=24

b) Comutativa:
a+b=b+a
ab = ba

A propriedade da comutativa diz que a ordem dos fatores nao altera o produto e a soma.
Entao podemos simplesmente trocar os numeros de lugar que o resultado sera o mesmo.
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c) Distributiva
a(b+c)=ab+ ac

Essa propriedade é conhecida como a “técnica do chuveirinho”. Veja:

m

a(b+c)=ab+ ac

d) Elemento neutro da adigao:

a+0=a

e) Elemento neutro da multiplicacao:

2.3. Desigualdades

Para finalizarmos o estudo do conjunto dos nimeros naturais, vamos estudar as propriedades
de desigualdades. Vamos usar os seguintes sinais:

= para representar o sinal de igual

> para representar o sinal de maior

< para representar o sinal de menor

< para representar o sinal de menor ou igual

= para representar o sinal de maior ou igual

Um bizu para memorizar esses sinais: a flecha sempre aponta para o menor nimero.
Exemplos:

N1<3

Lé-se 1 é menor que 3. Perceba a flecha “ < ” apontando para o nimero 1.
N1<2<3<4<5<6<7<8<9
Mmo>8>7>6>5>4>3>2>1

Vamos definir os numeros a, b, ¢ € N.

Temos as seguintes propriedades de desigualdade:

a) Transitividade:

a<beb<c—-a<c
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Se a é menor que b e b é menor que ¢, decorre que a € menor que c.
Exemplo:
1<5e5<7-1<7

b) Tricotomia
a<boua=boua>bhb
Essa propriedade diz sobre as Unicas trés possibilidades da relacdo de desigualdade.
Vamos analisar as relagdes de desigualdade entre 10 e 2.
As Unicas possibilidades sao:
1) 10 < 2?7 Ndo.
2) 10 = 2? Nao.
3) 10 > 27 Sim.

¢) Monotonicidade:sea <bec >0
at+c<b+c
ac < bc

Essa propriedade nos diz que é permitido somar ou multiplicar os dois lados da desigualdade
por um numero natural maior que zero sem alterd-lo.

Exemplo:

1<5
1+3<5+3=>4<8
1-3<5:-3=>3<15

TOME

NOTA!

Essas propriedades sdo validas para os niumeros naturais! Veremos mais adiante que no
conjunto dos inteiros, podemos modificar algumas desigualdades.

3. Conjunto dos Numeros Inteiros (Z)

A diferenca entre os numeros inteiros dos numeros naturais é a presen¢a de numeros
negativos. As propriedades estudadas no tépico dos niumeros naturais podem ser provadas também
para os inteiros.
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3.1. Propriedades

3.1.1. Soma e Multiplicacao
Sejaa,b,c € Z:
a) Comutativa
a+b=b+a
ab = ba

b) Associativa
a+b+c)=(@+b)+c
a(bc) = (ab)c

c) Distributiva

a(b+c¢) =ab + ac

d) Elemento neutro da soma

a+0=a

e) Elemento neutro da multiplicacdo

f) Elemento simétrico
x+a=0=>x=-—a

—a é denominado simétrico do numero a.

g)Sec # 0:
ac=bc>a=5»>
Essa propriedade é conhecida como lei do corte, veja:

ac=bc=>az=bz=>a=5»>

h)a:0=0
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i) (—a)b = —ab
j)(=a)(=b) = ab

klab=0->a=0o0ub=0

2. Calcule:

a)3+6

b)(—4) +5
c)1+(-3)

d) (=3) + (=7)

e)3-4

f)(=3)-5

g) (=2)(=3)

h)4- (—2)

)3+ (—6)+ 1+ (-3)
j)3—(-4)

k) =4 — (3)

) (=1) = (-3)
m)3+2-(=2)
n)0-(=2)
0)4—3-2+3-(=3)— (=2)
Resolugao:

Vamos usar esse exercicio para nos acostumarmos com as nota¢cdes matematicas. Tente
resolver esses calculos diretamente nesse formato.
a)3+6=9
b)(=4) +5=—-4+5=5—-4=1
)1+ (=3)=1-3=-2
d(-3)+(-7)=-3-7=-10
)34 =12
f)(=3):5=-15
g) (—2)(—3) = 6 (Atencdo! Multiplicacdo de dois nimeros negativos resulta em um nimero
positivo conforme a propriedade (j) (—a)(—b) = ab).
h)4-(-2)=-8
)3+(-6)+1+(-3)=3—-6+1-3=3+1-6—-3=4—-9=-5
)3—(-4)=3+4=7
K)—4—(3)=—4—-3=-7
N(-1)—-(-3)—1+3=3-1=2
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m3+2-(=2)=3—-4=-1

n) 0+ (—2) = 0 (elemento neutro da multiplicacdo)
0)4—3:24+3:-(-3)-(-2)=4-6—-94+2=4+2-6—-9=6—-15=-9
Gabarito:a)9 b)1 c) -2 d) —10 e)12 f) —15 g) 6 h) —8

i)—5j)7 k=7 )2 m) =1 n) 0 o) -9

3.1.2. Desigualdades

a) Tricotomia dos Inteiros

a€Z-oa>0oua=0oua<0

b) Translacao
Sea>bec€Z>a+c=b+c

Essa propriedade é valida também para outros sinais de desigualdade.

c)Sea>bec>0
ac > bc

Essa propriedade é vdlida também para outros sinais de desigualdade com uma restricao.
Devemos ter ¢ > 0, isto é, ¢ deve ser positivo.

dSea>bec<0
ac < bc

Atencao! Essa propriedade modifica os sinais de desigualdade! Quando multiplicamos ambos
os lados por um termo ¢ negativo, trocamos a desigualdade: o maior (>) troca para o menor (<) e
o menor (<) troca para o maior (>).

e) Transitividade

a=b
{Czd—>a+62b+d

Demonstragao:

Usando a propriedade da translagao:
+c
a=zb—-a+c=2b+c

c>dSb+c>b+d
Desse modo:
at+tc=b+c=b+d
at+tc=b+d
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HORADE

PRATICAR!

3. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F) as afirmacdes:

a)-3< -1
b)=5> -2
c)—-5=>-2
d-5<-2
e)l1>1
Resolugao:
a) V.
Sabemos que 3 > 1. Vamos definir c = —1 e usar a propriedade

(da>bec<0-ac<bc
Multiplicando a inequagdo 3 > 1 por —1, temos:
3-(-1)<1-(-1)
-3< -1
Perceba que os inteiros negativos sao menores quanto mais se afastam do zero!
Veja a ordem dos numeros inteiros:
MENOR MAIOR

9 i 7 6 5 4 3 2 A 0 1 2 3 1 5 & 7 8 9

Quanto mais para a direita o numero estiver, maior ele serd. Quanto mais para a esquerda
0 numero estiver, menor ele sera. Lembre a ordem dos numeros! Ela sera necessaria quando
analisarmos intervalos de solugdao de uma equagao.

b) F.

—5 estad mais a esquerda de —2, logo =5 < —2.
c)F.

Essa afirmacdo diz que —5 é maior ou igual a —2. Como ele ndo é nem maior e nem igual,
a assertiva é falsa.

d) V.

Essa afirmacdo diz que —5 é menor ou igual a —2. Sabemos que —5 ndo é igual a —2, mas
—5 é menor do que —2. Logo, ela é verdadeira.

Atencdao! Quando temos <, analisamos as duas possibilidades. Lembra da légica das
proposi¢cdes? Maior ou igual sera verdadeira quando qualquer uma das proposi¢des for
verdadeira!

e) V.

1 ndo é maior que 1, mas 1 é igual a 1! Logo, essa afirmacdo é verdadeira.

Gabarito:a) V. b)F. ¢)F. d) V. e) V.
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3.2. Divisibilidade

Na divisdo de um inteiro a pelo inteiro b podemos escrever a seguinte equacao, considerando
b > 0:

a=bq+r
q € chamado de quociente e r é chamado de resto.

Vocé provavelmente aprendeu no ensino fundamental da seguinte forma:

dividendo

12
10 9
2 quociente
resto

Essa operagdo também poderia ser representada da seguinte forma:
=5-242
Acostume-se a escrever as operagoes de divisdao e multiplicacao dessa forma.
Dizemos que um numero inteiro a é divisivel por b quando r = 0.
Assim, temos a seguinte propriedade para a divisivel por b:
a=b-q
Veja que se a é divisivel por b, entdo b sera um fator de a.

Também poderiamos escrever:

aib
Lé-se: a é divisivel por b.
“:” significa “é divisivel por”.
Ou:

bla
Lé-se b divide a.
Exemplos:
1)10=5-2
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Podemos afirmar que 10 é divisivel por 2 ou por 5, visto que o resto é nulo. Também é vélido:
10:5e10: 2
2)27=9-3

27 é divisivel por 9 ou por 3.

ATENGAO

DECORE!

o)

Divisibilidade por 2

Um numero é divisivel por 2 quando ele é par.

Exemplo:

4 é divisivel por 2, pois 4 é par.
Divisibilidade por 3

Um ndmero é divisivel por 3 quando a soma dos seus algarismos é multiplo de 3.
Exemplo:

312 é divisivel por 3, pois 3 + 1 + 2 = 6. 6 é divisivel por 3.
Divisibilidade por 5

Um numero é divisivel por 5 quando ele termina em 0 ou 5.

Exemplo:

20 é divisivel por 5, pois termina em 0.

HORADE

PRATICAR!

4. (OBMEP) Qual dos numeros abaixo é divisivel por 2 e 3?
a) 334
b) 335
c) 336
d) 337
e) 338
Resolugao:
A questdo pede os numeros divisiveis por 2 e 3. Entdo, devemos ter um numero que seja
multiplo de 2 e 3 ao mesmo tempo, ou seja, supondo x 0 nosso numero, ele terd a forma:
x=2-3y
y pode ser qualquer nimero que satisfaca a igualdade.
Primeiro, vamos encontrar os divisiveis por 2. Para ser divisivel por 2, ele deve ser par.
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Analisando as alternativas, apenas a (a), (c) e (e) satisfazem essa condicdo.

Agora vamos analisar os multiplos de 3 dessas que sao divisiveis por 2. Devemos somar os
algarismos desses numeros e verificar qual é multiplo de 3.

Vamos somar os algarismos dos niumeros de (a), (c) e (e):

a)334=>3+3+4=10

c)336 =>3+3+6=12

e)338=>3+3+8=14

Desses numeros, o Unico que é divisivel por 3 é 336, pois a soma de seus algarismos resulta
em 12 que é divisivel por 3. Logo, o nosso gabarito é a letra (c).
Gabarito: “c”.

5. Prove que n(n + 1)(n + 2) é divisivel por 6, Vn € N.
Resolugao:
Escrevendo 6 em fatores primos obtemos:
6=2-3

Para provar que a expressao é divisivel por 6, devemos provar que ela é divisivel pelos seus
fatores 2 e 3.

A divisibilidade por 2 pode ser feita alterando a forma de n como multiplo de 2 e tentando
isolar o 2 na expressao.

Para isso, vamos escrever n em func¢ao de 2 para incluir todos os nimeros naturais nesse
formato.

Lembre! Qualquer numero pode ser escrito como:

a=bq+r

a é o dividendo, b o divisor, g o quociente e r o resto.

Entdo se fizermos n = 2q + r, podemos representar todos os naturais nesse formato
alterando o valor de r. Note que nesse caso r so pode assumir os valores 0 ou 1. r sempre sera
menor que o divisor.

Perceba que n = 2k, k € N, n pode receber os valores (0, 2,4, 6,8, 10, ...) que sdo todos
numeros pares dos naturais.

n =2k + 1,k € N, n pode receber osvalores (1, 3,5,7,9, ...). Esses sao todos os nimeros
impares dos naturais.

Entdo se alterarmos a forma de n de forma a incluir todos os nimeros naturais, podemos
provar a sua divisibilidade por 2.

Assim, vamos substituirn = 2k, k € N, na expressdo e ver se encontramos o fator 2:

nn+1)(n+ 2)
n =2k
2k(2k + 1)(2k + 2)
Perceba o fator 2 na expressao, logo para n = 2k ela é divisivel por 2.
Fazendon = 2k + 1:
QCk+D(Qk+1D+1)((2k+1) +2)

k+ 1)k +2)2k +3)

Qk+ D[2(k+1)](2k + 3)

2k + D (k+1)(2k + 3)
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Novamente conseguimos encontrar 2 na expressao, logo para n = 2k + 1 ela também é
divisivel por 2. Ela é divisivel por 2 paran = 2k oun = 2k + 1 que podem representar todos
os numeros naturais.

Portanto, conseguimos provar que n(n + 1)(n + 2) é divisivel por 2.

Agora vamos provar que n(n + 1)(n + 2) é divisivel por 3.

Usando a mesma ideia da divisibilidade por 2, podemos modelar n de forma que o fator 3
apareca na expressao.

Temos que provar trés casos:

n=3kn=3k+1len=3k+2
Vamos substituir n e isolar o fator 3 na expressao para cada caso.
1)n =3k
nn+1)(n+2)
3k(3k+1)(3k + 2)

2n=3k+1
nn+1)(n+ 2)
GBk+1D(Bk+ 1 +1)((Bk+1)+2)
Bk+1)Bk+2)(Bk +3)
Bk + 1Bk +2)[3(k +1)]
3Bk+1)Bk+2)(k+1)

3)n=3k+2
nn+ 1)+ 2)
Bk+2)(Bk+2)+1)(Bk+2)+2)
Bk +2)(3k+3)(3k +4)
Bk +2)[3(k+1)](Bk+4)
33k +2)(k+1)(3k + 4)

Conseguimos isolar o fator 3 para todos os casos descritos.

Logo, a expressdao n(n + 1)(n + 2) também é divisivel por 3.

Essa expressao é divisivel por 2 e 3, como eles sao niUmeros primos, ela sera divisivel pelos
dois ao mesmo tempo.

~nn+1)n+2):6

3.3. Numeros Primos

Um numero p € N é primo se, e somente se, satisfazer as seguintes condicdes:
)p#0ep+#1
2) p somente pode ser divisivel por 1 e por p

Desse modo, podemos ver que os numeros 2, 3,5, 7, 11 satisfazem essas condicGes.
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HORADE

PRATICAR!

6. Verifique se o nimero 93 é primo.
Resolugao:
Para saber se um nimero é primo, devemos fazer a seguinte pergunta:
O numero 93 é divisivel por algum outro numero sem ser ele mesmo e o niumero 1°?
Analisando o numero 93, vemos que ele ndo é primo ja que ele pode ser dividido por 3:
93 =31-3
Note que 31 e 3 s3o numeros primos, pois eles ndao sao divisiveis por outros nimeros além
do 1 e eles mesmos.

3.4. Decomposi¢cao em fatores primos

Todo numero natural maior que 1 pode ser decomposto em um ou mais fatores primos. Esse
processo é chamado de fatoracao.

Sejan € Nen > 1. Para fatorar n, devemos seguir os seguintes passos:

1) Dividir n pelo menor divisor primo

2) Dividir o quociente resultante pelo menor divisor primo e repetir a operacao até obter um
quociente igual a 1.

Exemplo:

Vamos fatorar o nimero 40. O menor primo que divide 40 é 2:
40 2

20

O quociente obtido é 20. Entdao devemos dividir esse nimero pelo menor divisor primo.
Repetimos a operagao e dividimos o quociente por 2:

40 2
20 2
10
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Novamente, repetimos a operagao:

40 2
20 2
10 2
5

Agora, o quociente é 5. O menor primo que divide 5 é ele mesmo:

40 2
20 2
10 2
5 5
1

Finalmente, obtemos o quociente unitario. Logo, a fatoragdo de 40 é:
40=2-2-2-5=23-5

3.4.1. Quantidade de divisores de um numero

Sejan € Nen > 1. Se a fatoragao de n é:

b [

n:xa-y Zo

Onde x,y,z sdo os numeros primos divisores de n e a,b,c sdao os coeficientes desses
divisores. A quantidade de divisores (Q(n)) de n é dado por:

Q) =(@+1)-(b+1)-(c+1)-..

O numero de divisores de n é o total de combinac¢des possiveis entre as poténcias dos seus
fatores.

Exemplo:
Vamos calcular o nimero de divisores de 40.
Fatorando esse numero:
40 = 2351
Usando a formula:
Q40)=B+1)-1+1)=4-2=8

Perceba que a quantidade de divisores de 40 s3o os seguintes numeros:
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0 1 »2 3 0 1
{2 ,24,24,2°, 59,5 }
4 nimeros 2 nimeros

3.4.2. Produto dos divisores de um numero

Sen € N,n > 1eQ(n) éaquantidade de divisores de n, o produto dos divisores de n é dado
por:

Exemplo:
Vamos calcular o produto dos divisores de 40.
Resolveremos por dois métodos.
Método 1:
Descobrindo os divisores de 40:
40 =23-5

Os divisores de 40 sdao os numeros formados pelas combinac¢des dos fatores de 40. Vamos ver
quantos sdo esses numeros:

QMU0)=B+1)1+1)=18
A quantidade de divisores de 40 é 8.
Encontrando esses numeros:
Usando os fatores de cada numero, temos:
{1,2,4,8}
{1,5}

Perceba que faltam 3 divisores. Podemos obté-los combinando os fatores de 5 com os fatores
de 2:

{1,2,4,8,5,10,20,40}
Esses sdo todos os divisores de 40, multiplicando-os:
P(40) =1-2-4-8-5-10-20-40 = 2560000
Método 2:

Usando a férmula do produto dos divisores diretamente:

P(40) = v&0°"*” = va0°© = 40* = 2560000

3.5. Maximo Divisor Comum

MDC é a sigla utilizada para Maximo Divisor Comum. Ele é usado para calcular o maior divisor
em comum entre dois ou mais numeros.
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Para calcula-lo, devemos decompor os numeros em fatores primos e verificar qual o maior
valor que divide ambos os nimeros ao mesmo tempo. Podemos escrever do seguinte modo:

.

Seja a decomposicdo de a e b em fatores primos dados por:
a= pfl .pgz .p;‘B . m.pI‘:k
b=pl* Py Py Dt

Onde p; é numero primo e «;, 5; = 0 sdo os expoentes de p;.

O MDCde ae b é dado por:

min{ay,81} . _min{az,B2} A min{a3B3} min{ay, B}

de(Cl, b) =D P, P3 " Pk

min{a;, B;} é o menor valor entre ; e B;.
Exemplo:
Calcule o MDC de 24 e 36.
Decompondo os numeros, obtemos:
24=2-2-2-3=23-31
36 =2-2-3-3=2%-32
O MDC é dado por:
p; = 2 = min{3,2} =2
p, =3 =>min{l,2} =1
mdc(24,36) = 2min(32) . gmint12} — 2. 31 = 17

Quando encontramos dois numeros primos entre si, o MDC deles sera 1.

a,b € Z e a,b sio primos entre si > mdc(a,b) = 1

3.5.1. Propriedades
a)mdc(n,n) = n,vn € N*
b) mdc(m,n) = mdc(n,m), vm,n € N ndo ambos nulos

c) mdc(n,0) = n,vn € N*

3.5.2. Algoritmo de Euclides

O Algoritmo de Euclides pode ser usado para determinar o MDC entre dois niumeros naturais.
Ele se baseia no seguinte resultado:

Sejaa,b e Ne a>b > 0.
Sea = bq + 1 (q é quociente e r é resto), com q,r € N:
mdc(a,b) = mdc(b,r)
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Para usar o Algoritmo para determinacao do MDC, devemos fazer divisdes sucessivas até que
1; seja zero. Veja:

Calcular MDC de a, b. Dividindo a por b:
a=bqg+n
mdc(a,b) = mdc(b,r,)
Ser; = 0, encontramos a solugao:
mdc(a,b) = mdc(b,0) = b
Ser; # 0, dividimos b por ry:
b=rq+rmn

mdc(b,r;) = mdc(ry, 1)
Ser, = 0,temos mdc(b,r;) = mdc(ry,0) = r,.

Ser, # 0, dividimos r; por y:
T =1q+T13
mdc(ry, r,) = mdc(ry,13)
Continuamos com as divisdes sucessivas até encontrar r; = 0.

Dessa forma, o Algoritmo de Euclides se resume a:

mdc(a,b) = mdc(b,r,) = mdc(ry,ry) = -+ = mdc(r,,_4,1r,) = mdc(r,,0) =r,

Podemos também representar as divisdes sucessivas do Algoritmo através de um diagrama.
Veja:
mdc(a,b) = mdc(b,r,)

1) Escrevemos a divisdo de a por b:

2) Encontramos o quociente dessa divisdo:

q1

3) Calculamos o resto dessa divisdo:
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q1
a b

L£]

4)Ser; # 0, colocamos r; na fila do meio e repetimos os passos até encontrar r; = 0:

a1
a b 2]
1] 4
a1 q>
a b 7
r
a1 q>
a b 7
r p)
mdc(a,b) = mdc(b,r;) = mdc(ry,1,) = -+ = mdc(r,_1,1,) = mdc(r,,0) =1,
q1 q: n An+1
a b 7 T2 T—1 1
7 Ty T, 0

O MDC serd o numero logo a esquerda do zero.

Perceba que a primeira linha do diagrama possui os quocientes das divisdes. A segunda possui
os divisores e dividendos. A terceira, o resto das divisoes.

HORADE

PRATICAR!
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7. Calcule o MDC:
a) Entre 12 e 20
b) Entre3 e 11
c) Entre 11352 e 40
Resolugao:
a) Decomposicdo de 12 e 20 em fatores primos:
12=2-2-3=2%-3
20=2-2-5=2%-5
Veja que o maior nimero que estd ao mesmo tempo nas duas decomposicdes é 22.
Assim, mdc(12,20) = 22.

b) 3 e 11 sdo primos entre si! Portanto:
mdc(3,11) =1
c) Usando o Algoritmo de Euclides:
mdc(11352,40)
11352 =40-283 + 32
40=32-1+8
32=8-4+0
Assim, o MDC é dado pelo ultimo resto diferente de zero:
mdc(11352,40) = mdc(40,32) = mdc(32,8) = mdc(8,0) = 8
Poderiamos ter resolvido pelo diagrama:

283 1 4
11352 40 32 8
32 8 0

Gabarito:a)2%2 b)1 ¢)8

3.6. Minimo Multiplo Comum

MMC significa Minimo Multiplo Comum. Ele é o menor valor positivo em comum que
conseguimos obter de dois ou mais numeros. Ele é usado para calcular a soma ou a subtracdo de
nuimeros fraciondrios. Para dois niumeros inteiros, podemos calculd-lo usando a seguinte formula:

labl
mdc(a, b)

mmc(a,b) =

Também podemos calcular o MMC usando o seguinte método:

Seja a decomposicao de a e b em fatores primos dados por:
a=pitpytpst e pt
b=p{t Py Py Bt

Onde p; é numero primo e «;, §; = 0 sdo os expoentes de p;.

OMMCdeae b édado por:
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max{ay,B1} , , max{az,B2}  _ max{aszpfs} pmaX{“kﬁk}
ot Dy

mmc(a, b) = p, "P2 "P3

max{a;, §;} € o maior valor entre a; e f3;.

Outro método mais conhecido é através da fatoracdo simultanea, nesse método, fatoramos
dois ou mais niumeros simultaneamente e ele serd visto no exemplo abaixo.

Exemplo:

Calcule o MMC de 24 e 36.

Decompondo os numeros, obtemos:
24=2-2:2-3=23%-3
36 =2-2-3-3=2%-32

Podemos usar qualquer um dos métodos para calcular o MMC. Vamos mostrar pelos 2
métodos:

Método 1:
mmc(a,b) = ﬂ
mdc(a, b)
24=2-2-2-3=2%-3
36 =2:2-3-3=22-32
mdc(24,36) = 2% -3
mmc(24,36) = 24-36] _[2°-3-2°-3% 2°-3:-2°-3% . o, .,
mdc(24,36) 22.3 22.3
Método 2:
mme(a, b) = prxevhil  pmaxtaz o) ymaxlas s}, o, max(aifil

24=2-2-2-3=23%-31

36 =2-2-3-3=223?

p; = 2 = max{3,2} =3

p, = 3 = max{l,2} =2
mmc(24,36) =23-32 =72
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Método 3: Fatoragao simultanea

Inicialmente, alinhamos os nimeros 36 e 24 e dividimos pelo menor fator primo possivel (ndo
é necessario que esse fator esteja presente em ambos os numeros):

36,24 2

18,12

Repetimos o procedimento com a prdoxima linha até que a linha obtida tenha apenas o
numero 1.

36,24 | 2

18,12| 2
9,6 | 2
9,3 | 3
3,1 | 3
1,1

O MMC sera igual ao produto entre os niumeros primos do lado direito:
mmc(36,24) =2-2-2-3-3=23-32=72

ESCLARECENDO!

II| |Il

Perceba as duas barras no produto ab. |ab| é o médulo do nimero ab. Quando
usamos ela no numero ab, estamos dizendo que queremos apenas o valor absoluto do inteiro,
isto é, o valor positivo do nimero. Estudaremos melhor esse assunto na aula de Médulos.

Exemplo de médulos:

|-3] =3
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HORADE

PRATICAR!

8. Calcule o MMC de:
a)12e35
b)4e8
Resolugao:
a)12e35

Vamos decompor os numeros 12 e 35.

12=2-2-3=2%-3
35=5-7

Note que esses numeros ndao possuem nenhum numero primo em comum, logo

mdc(12,35) = 1.

O MMC sera dado por:
mme(12,35) = [12-35] _ 12-35

mdc(12,35) 1

=12-35

b)4e8
Decomposicdo de 4 e 8:
4=2-2=22
8=2-2-2=23
mmc(4,8) = 2max{23} = 23 — g

3.7. Congruéncias Lineares

Esse assunto pode simplificar a resolucao de questdes dificeis dos vestibulares do IME. Nao
iremos nos aprofundar muito no tema para manter o foco no vestibular. Apenas veremos a sua
aplicabilidade.

Vejamos a sua defini¢ao:

Sejaa,b € Z. a é congruente a b mdédulo n quando a dividido por n deixa o mesmo resto da
divisdo de b por n. A sua notacdo usual é dada por:

a = b (modn)

Lé-se a é congruente a b mdédulo n.

Exemplos:
15=1(mod 7)
1l éorestodadivisaode15por7:15=7-2+1
31 = 3 (mod 4)

3éorestodadivisaode3lpor4:31=4-7+3

Perceba que na pratica, podemos usar a congruéncia para representar o resto de uma divisao.
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31 =11 (mod 4)

31 e 11 possuem o mesmo resto quando divididos por 4:
31=4-7+3
11=4-2+3

31 = —1 (mod 4)

Perceba que na teoria da congruéncia podemos trabalhar com restos negativos:

31=4-8—-1
3.7.1. Propriedades
Paraa,b,c,d € Z:
I) Adicdo:
a =b (modn) _
{CEd(mOdn):aic=bid(modn)
[1) Multiplicagao:
a = b (modn) _
{c = d (mod n) = ac = bd (mod n)

Para k € Z:
[Il) Adicao de uma constante:
a=b(modn)=>ax+k=>b+k (modn)
IV) Multiplicacdo de uma constante:
a = b (mod n) = ak = bk (mod n)
V) Poténcia:
Sejam € N:
a=b (modn)=>a™ = b™ (modn)
Demonstragao:
latc=b+d(modn)
a=b(modn)>a=nx+b,x€Z
c=d(modn)=>c=ny+dy€EL
Somando e subtraindo as duas expressoes:
atc=xtyn+bxd)
Usando a definicdo de congruéncia:
atc=b+td(modn)
I1) ac = bd (mod n)
a=b(modn)>a=nx+b,x€Z

c=d(modn)=>c=ny+d,y€eZl
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Multiplicando as duas expressoes:

ac = n*xy + nxd + nyb + bd
ac = n(nxy + xd + yb) + bd
= ac = bd (mod n)
M a+k=>b+k (modn)
a=b(modn)=>a=nx+b,x€Z
Somando e subtraindo k € Z na expressao:
atk=nx+bxk
= at+k=b+k(modn)
IV) a = b (mod n) = ak = bk (mod n)
a=b(modn)>a=nx+b,x€Z
Multiplicando k € Z na expressao:
ak = (nx + b)k
ak = n(xk) + bk
= ak = bk (mod n)
V)a = b (modn) = a™ = b™ (mod n)
Vamos usar a propriedade (Il) e provar por PIF.
1) Testando param = 1:
a® = b! (modn) = a = b (mod n)
E valida param = 1.
2) Suponha que a propriedade é vélida para k € N:
a® = b* (mod n)
Da definicao de congruéncia:
a = b (modn)
Usando a propriedade (Il):
ac = bd (mod n)
a*a = b*b (mod n)
a**t = p**1 (mod n)
Logo, a propriedade é vdlida para k + 1.

Disso, concluimos que a propriedade é valida Vm € N.

3.7.2. Teorema de Fermat

Sejaa € N e p um nimero primo que nao divide a:
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a’~! =1 (mod p)
Demonstragao:

Vamos usar a propriedade (Il) para provar esse teorema:

{a = b (mod n)
¢ =d (modn) =

Podemos escrever as seguintes congruéncias lineares:

ac = bd (mod n)

a =1, (mod p)
2a = r, (mod p)
3a = r; (mod p)

(p — 2)a = 1,_, (mod p)
(p — Da =1,_4 (mod p)

Vamos provar que r; # 1j parati,j € [1,p — 1], isto é, todos os restos acima possuem valores
diferentes. Assim, todos os multiplos de a acima devem ser incongruentes entre si, dois a dois.

Suponha que existam dois multiplos de a congruentes entre si médulo p. Desse modo:
Paran#m,n,m € Nen,me€ [1,p — 1]:
na = ma (mod p)
Usando a propriedade:
a=b(modn)=>axk=b=k(modn)
Temos:
na — ma = ma — ma(mod p)
na — ma = 0(mod p)
(n —m)a = 0(mod p)
Como p ndo divide a:
n —m = 0(mod p)
= n = m(mod p)
n,m < p:
>n=m
Chegamos a um absurdo, pois pela hipétese n + m.
Logo, os numeros (a, 2a, ..., (p — 1)a) sdo incongruentes entre si, dois a dois.
Os possiveis valores do resto da divisao de a por p pertencem ao conjunto:
{1,2,3,..,p—1}
Entdo, usando a propriedade (Il) e multiplicando todas as congruéncias, obtemos:

a-2a-3a-..-(p—1Da=r 113" .. 1,4 (Mmodp)
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Como os restos sao distintos entre si, o produto dos restos pode ser reescrito da seguinte
forma:

a-2a-3a-...(p—1a=1-2-3-...-(p—1) (mod p)
Assim:
ab1-1:2:3-..-(p-1)=1-2-3-..-(p—1) (mod p)

Sendo p um ndmero primo, o produto1-2 -3 - ...- (p — 1) serd primo com p. Logo, podemos
cancelar os termos e obter:

aP~! =1 (mod p)

3.7.3. Corolario do Teorema de Fermat
Sejaa € N e p um ndmero primo:
a? = a (mod p)
Demonstragao:
Devemos provar para dois casos:
1) a é primo com p

Nesse caso, basta usar o Teorema de Fermat e aplicar a propriedade da multiplicacdo de uma
constante:

a’~! =1 (mod p)
a’ la =1-a (mod p)
= aP = a (mod p)
2)a=pk k€T
a = 0 (mod p)
Usando a propriedade:
a = b (modn) = a™ = b™ (mod n)
Temos:
a? = 0P (mod p)
a? = 0 (mod p)
Como ambos possuem o resto nulo:
a? = a (mod p)

HORADE

PRATICAR!
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9. Complete as lacunas abaixo:
a)21=( ) (mod5)
b)34 =( ) (mod7)
c) —64 = ( ) (mod 3)
d)—11=( ) (mod 5)
e) 1021 = ( ) (mod 2)
f) 7589 = ( ) (mod 15)
Resolugao:
a)21 =1 (mod 5)
21=5-4+1
b) 34 = 6 (mod 7)
34=7-44+6
Também poderia ser:
34=7-5—1=34=—-1(mod 7)
c) —64 = —1 (mod 3)
—-64=3-(-21)—-1
d) —11 = —1 (mod 5)
—11=5-(-2)-1
e) 1021 = 1 (mod 2)
1021 =2-510+1
f) 7589 = 14 (mod 15)
7589 = 15-505 + 14

10. Calcular o resto da divisdo de (10061°%6 + 10041004)1005 por 5,
Resolugao:
Podemos usar a propriedade (V):
a = b (modn) = a™ = b™ (mod n)
(10061006 + 10041004)1005 = ((1)1006 + (_1)1004)1005 (mod 5)
((1)1006 4 (—1)1004)1005 — (1 4 1)1005 — 21005
= (10061006 + 10041004—)1005 = 21005 (mod 5)
Vamos fatorar 21°%5 de modo que apareca algum fator que facilite o nosso célculo:
21005 =2 21004 =2 24—-251 =2. (24)251
Perceba que 2* = 16 = 1 (1nod 5). Desse modo, temos:
21005 =2 (24)251
2-(292%%1 = 2-(1)?5! (Inod 5)
2 (24?1 =2 (mod 5)
~ (10061°°¢ 4+ 10041004)1005 = 2 (;mod 5)
O resto da divisao é 2.

4. Conjunto dos Numeros Reais (R)

O conjunto dos numeros reais é o conjunto mais usado nos vestibulares. Vamos relembrar
guais numeros estdo contidos nesse conjunto com o Diagrama de Venn-Euler:
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Z |Q

Os numeros reais, representados por R, formam o segundo maior conjunto dos conjuntos
numéricos. Vejaque NcZc Qc ReR=QU L.

O conjunto dos reais é formado pelo conjunto dos racionais e o conjunto dos irracionais.
Vamos estudar mais a fundo cada um deles.

4.1. Conjunto dos Numeros Racionais (Q)

O conjunto dos racionais inclui todos os numeros inteiros e os numeros fracionarios. Os
numeros fraciondrios sao numeros que nao podem ser representados no conjunto dos inteiros. Eles
sao da forma:

a
aEZebEZ*,EEQ
a é chamado de numerador e b é o denominador.
%é dito irredutivel quando a, b forem primos.

Vamos ver as operagoes e as propriedades desse conjunto.

4.1.1. Operagdes dos racionais
Sea,c€Zeb,d €Z", temos:

a) lgualdade

a

a
—=—ad = bc

oy
QU

b) Adicao
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ad + bc

a+c_
b d  bd

O bizu para decorar essa formula é lembrar que o resultado dessa soma sera o produto dos
denominadores. A partir dai, podemos raciocinar dessa forma:

Primeiro, vamos relembrar que podemos escrever uma expressao algébrica de diversas
maneiras, contando que o resultado nao se altere!

Por exemplo:

Nesse exemplo, multiplicamos o numerador e o denominador por um numero ¢ e depois
. . ~ a ~ ~
simplificamos a fracao e obtemos novamente o Repare que essa opera¢ao nao alterou o valor da
expressao!

Usando essa ideia, vamos generalizar a soma de fragdes para numeros genéricos.

Sejaa,b € Zec,d € Z*, vamos calcular% + 2.

Vamos igualar os denominadores multiplicando os denominadores b e d. Obtemos:

a c¢
b a4 bd
Precisamos que os denominadores de cada fracao seja bd. Observe a primeira fragao:
a
b

Se modificarmos o denominador dessa fracdo, devemos ajustar o numerador para que o
resultado da expressdo continue o mesmo. Veja:
a ad ad a
b bd bd b
Entdo, podemos escrever% = %, pois isso ndo altera seu valor. Usando o mesmo raciocinio
para a segunda fracao, obtemos:

c bc

d bd
Note que os denominadores se igualaram!

Agora podemos somar as fragoes:
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ad bc_ad+bc

a n C _ N
b d bd bd  bd
c) Multiplicacado
a C _ ac
b d bd

4.1.2. Propriedades
Sea,c,e€Zeb,d,f EL":

a) Associativa

b) Comutativa

a N c ¢ N a
b d d b
ac _ca
bd db
c) Elemento neutro da adicao
a +0= a
b~ b
d) Elemento simétrico
a a
5 +(-5)=0
e) Elemento neutro da multiplicacdo
a 1= a
b b
f) Distributiva
a <c+e>_a c+a e
b \d f/ bd bf
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4.1.3. Dizima periddica e Fragao geratriz

Dizemos que um numero é uma dizima periddica quando os seus algarismos apds a virgula se
repetem. Essa repeticdo pode ser em grupo ou ndo. Exemplos:

a) 0,3333 ...

b) 0,121212 ...

c) 1,48278278 ...

Os algarismos que se repetem sao chamados de periodo. No exemplo acima:
a) 3 é o periodo de 0,333 ...

b) 12 é o periodo de 0,1212 ...

c) 278 é o periodo de 1,48278278 ...

Repare que nem sempre o algarismo logo apds a virgula pertence ao periodo, nesses casos,
temos uma dizima periédica composta. Caso o periodo se inicie logo apds a virgula, temos uma
dizima periddica simples.

0,1212 ... —» dizima peridédica simples
1,48278278 ... = dizima peridédica composta

A parte decimal que nao se repete é chamada de antiperiodo, entdo, 48 é o antiperiodo do
numero 1,48278278 ...

Podemos usar as reticéncias para indicar a repeticao dos numeros, mas também podemos
escrevé-los usando uma barra acima do periodo. Veja:

0,121212..= 0,12
1,48278278 ... = 1,48278

Toda dizima periddica pode ser escrita na forma fracionaria. Para encontrar a fracdo geratriz
de uma dizima periddica, podemos proceder da seguinte forma, tomemos o exemplo:

x =1,2636363 ...

Inicialmente, devemos identificar o periodo e o antiperiodo da dizima. Nesse caso, temos 63
como periodo e 2 como antiperiodo. Agora, devemos multiplicar o nimero por 10", sendo n a
quantidade de algarismos do antiperiodo, ent3o, multiplicaremos por 10*:

10x = 12,6363 ...

O préximo passo é multiplicar o nUmero obtido por 10™, sendo m a quantidade de algarismos
do periodo. Assim, temos m = 2, logo:

102 - 10x = 10% - 12,6363 ...
1000x = 1263,6363 ...
Agora, calculamos 1000x — 10x:
1000x — 10x = 1263,6363 ...— 12,6363 ...
990x = 1251
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. 1251
"% =990
Ha um método mais pratico para encontrar esse nimero. Veja:
x =1,2636363 ...

Devemos identificar a parte inteira, o antiperiodo e o periodo da dizima:
parte inteira = 1
antiperiodo = 2
periodo = 63
Agora, devemos verificar o nimero de algarismos do antiperiodo e do periodo:
antiperiodo = 2 — 1 algarismo
periodo = 63 — 2 algarismos

O numerador da fragdo geratriz serd composto pela parte inteira, o antiperiodo e o periodo
subtraido da parte inteira com o antiperiodo. E para o denominador, devemos seguir a seguinte
regra:

1) Para cada algarismo do periodo, inserimos um “9” no denominador.
2) Para cada algarismo do antiperiodo, inserimos um “0” no final do denominador.

Assim, temos:

196363 . = numerador _ 1263 — 12 _ 1251
’ " denominador 990 ~ 990

4.2. Conjunto dos Numeros Irracionais (1)

O conjunto dos numeros irracionais inclui os numeros que ndao podem ser representados
pelos racionais. Eles podem ser algébricos ou transcendentes. Podemos classifica-los como
algébricos quando forem raizes de equacdes algébricas de coeficientes inteiros, por exemplo, x% —
2 = 0. Caso contrario, serdo numeros transcendentes, os exemplos mais famosos desses niumeros
s30 o numero de Neper (e = 2,718281828459 ...) e o nimero pi (m = 3,141592 ...).

Definicao:
Se x é um numero irracional, entdo ele ndo poderd ser escrito como uma fracao de irredutivel.

Perceba que por essa definicdo, ndo podemos escrever um ndmero irracional x como

p
X ==

q
Emquep € Ze q € Z*, com p e g primos entre si.

Podemos também encontrar nimeros irracionais através dessa defini¢ao:

Se p é um numero primo, inteiro e positivo, entdo ,/p é irracional.
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Por que essa relacdo é valida?

Se p é um numero primo, entdo ele ndao pode ser escrito como fator de outros nimeros além
dele mesmo. Entdo, ndo podemos escrever p = g% (q € Q) para tornd-lo um numero racional

(r=Jai*=qe.
Exemplos de numeros irracionais algébricos:
V2 =1,4142135623 ...
V3 =1,7320508075 ...
V5 = 2,2360679774 ...
V7 = 2,6457513110 ...

ATENCAO

DECORE!

Qb

Em algumas questdes serd necessario calcular o valor numérico dos numeros irracionais para fazer
comparagdes com 0s numeros reais, entao vale a pena decorar o valor dos seguintes nimeros:

V2~ 1,4
V3% 17
V5~ 22
V7 = 2,6

4.2.1. Redugao ao Absurdo
Antes de continuar, vamos aprender um método muito Util para provar proposic¢des.
O método da Redugao ao Absurdo é usado para provar a veracidade de uma proposicao.

A Reducdo ao Absurdo fundamenta-se no principio do terceiro excluido (uma proposi¢ao ou
é verdadeira ou é falsa) e no principio da ndo-contradi¢do (uma proposicdo ndo pode ser verdadeira
e falsa ao mesmo tempo).

Se queremos provar que uma proposicao p é verdadeira usando o método da redugdo ao
absurdo, devemos supor que —p é verdadeira e, utilizando as definigdes e teorias envolvidas,
tentamos chegar a um absurdo (ou contradicdo). Desse modo, se a negacdo da proposicao é falsa
(sendo uma contradicdo), entdo a propria proposicao é verdadeira.

Vamos ver na pratica sua aplicagao:
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HORADE

PRATICAR!

11. Prove que V2 é irracional.
Resolugao:

Demonstracdo pelo método da reducdo ao absurdo:

Para provar pelo método da reducao ao absurdo, devemos mostrar que a partir de uma
afirmacao chegamos a uma contradicao.

Supondo que V2 seja racional, entdo ele podera ser escrito como um nuimero racional da

. , b . . "
forma irredutivel - a b primos entre si e positivos.

Vi=t
Aplicando a igualdade dos racionais:
V2a=b
Elevando ambos os lados ao quadrado e desenvolvendo:
2
(v2a)’ = b?
V2'a? = b?
2a* = b?

2a? é um nUmero par, entdo pela igualdade b? deve ser um nimero par.
b% é par = b é par
Logo, podemos escrever b = 2c.
Substituindo b = 2¢ na equacao:
2a? = b?
2a% = (2¢)? = 4c?
a? = 2c?
a? pode ser escrito como multiplo de 2, logo ele é par.
a? épar = a épar
Absurdo! a e b ndo podem ser pares ao mesmo tempo, pois ambos sdo primos entre si.
~ /2 é irracional
12. Se a? é par, entdo a é par.
Resolugao:
Vamos supor que a ndo seja par, ou seja, a é impar.
Se a é impar, podemos escrever:
a=2k+1,keZ
Elevando a ao quadrado, obtemos:
a’?=QRk+1)?=4k*+4k+1=202k*+2k)+1
2k? + 2k é um inteiro, entdo vamos definir:
2k*+2k =B €L
Substituindo em a?:

a’? =2 +1
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Como B € Z, entdo a? é impar. Mas da hipdtese inicial, a? é par. Logo, chegamos a um
absurdo.
Disso, concluimos que a é par.

4.3. Reta Real

4.3.1. Reta dos Naturais

e — ¢+ — ¢+t ¢+

Os numeros naturais podem ser representados ao longo de uma reta. Sabemos que os
numeros naturais sao os numeros 0,1, 2, 3, ... Entao se escrevermos todos os niumeros naturais ao
longo da reta, teremos os pontos distribuidos conforme a figura acima. Apenas esses pontos serao
elementos do conjunto dos naturais.

Perceba que os nUmeros estdo organizados de forma crescente, quanto mais a direita maior
o numero natural.

4.3.2. Reta dos Inteiros

—@ @ < Q © @ @ > Q © @ @ 2
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

A reta dos nimeros inteiros é semelhante a reta dos naturais e incluem também os numeros
inteiros negativos. Ela estd representada na figura acima. Esses niumeros sdao também pontos ao
longo da reta.

Note a ordena¢ao dos nimeros inteiros.

4.3.3. Reta dos Reais

l
[ ]
(0]
(0]
Q
o@
)
g
w@
0
ol
oQ

.
7

O conjunto dos numeros reais inclui todos os niumeros racionais e irracionais. Esses numeros,
quando escritos ao longo de uma reta, preenchem a sua totalidade. Assim, qualquer ponto que nds
escolhermos ao longo da reta estara presente no conjunto dos reais. Essa reta é chamada de reta
real ou reta numérica.

Os numeros estdao ordenados ao longo da reta.
Podemos escolher um intervalo ao longo da reta com essa notagao:
[1,3]={xeR|1 <x <3}

Graficamente:
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L

@
3

O pontilhado em vermelho representa o nosso intervalo.
Podemos ter quatro casos de intervalos diferentes:
1) Intervalo fechado nas extremidades

[a,b] = {x € Rla < x < b]

Chamamos de intervalo fechado quando os valores da extremidade pertencerem ao
conjunto. Usualmente, representamos o intervalo fechado com um ponto fechado:

a b

2) Intervalo aberto nas extremidades
]a,b[={x € Rla < x < b}

No intervalo aberto nas extremidades, os elementos da extremidade ndao pertencem ao
conjunto. Essas extremidades sao representadas com um ponto aberto:

o= - -2

a ]
O intervalo aberto também pode ser representado pelos parénteses:

(a,b) ={x € Rla < x < b}

3) Intervalo aberto a direita ou fechado a esquerda
[a,b) = [a,b[={x € Rla < x < b}

Nesse caso, o intervalo é aberto a direita — b ndo pertence ao conjunto e a pertence ao
conjunto.

( b
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—

4) Intervalo aberto a esquerda ou fechado a direita
(a,b] =]a,b] = {x € Rla < x < b}

Situacdo andloga ao caso acima, a ndo pertence ao conjunto e b pertence.

i b

4.4. Potenciagao

Veremos esse assunto com mais detalhes na aula de Potenciacao e Radicia¢do. Por hora,
basta saber a sua definicao:

aEReneN,a"=a-a-a-.. q,
T
n fatores

Exemplos:

1)23=2-2-2=8
2)3*=3-3-3:-3=81
3)22:53=2:2:5-5-5=4-125 =500
4) (abc)® = a®b3c?

5) (ab)? = a?b?

6) a6 — (a2)3 — (a3)2

a? é lido como a elevado ao quadrado.

a3 é lido como a elevado ao cubo.

4.5. Radiciagao

Também estudaremos esse assunto na aula de Potenciacdo e Radiciacdo. Vamos ver sua
definicao:
1 .
a€RenéeN*,an="a
Para essa aula, vamos usar apenas n = 2.

Va é dito raiz quadrada de a
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4.5.1. Operagoes usuais

a)vVavb = Vab

1 1
b)Vava = azaz = a

1 _~a-vb

va+vb ~ a-b
dvatbh =a+b

)i_ﬁ
e) ==

c)

4.6. Desigualdades para o Conjunto dos Reais

1) Tricotomia dos Reais

aER->(a<0oua=0o0ua>0)

2) Translacao

a>beceERea+c=>b+c
3) Produto da desigualdade
a=bec=>0-ac=bc

a>bec<0-ac<bc

4) Inversa

S| =

1
azbeab>0—>as

5) Transitividade

a>beb>c—->a=>c

6) Soma da desigualdade

a>bec>d-a+c>b+d

7) Potenciacdo

a>beab>0- a?>b?
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4.7. Sistemas de Numeragao

O sistema de numeragao que estamos acostumados é o sistema de numeracado decimal ou de
base 10. Com esse sistema, podemos escrever os nimeros em func¢ao das poténcias de 10. Desse
modo, cada algarismo de um niimero na base 10 deve pertencer ao conjunto {0, 1, 2, 3, ..., 8,9}. Veja
os exemplos:

357 =3-10>+5-10'+7-10°
1048 =1-103+0-10%2+4-10' +8-10°
15=1-101+5-10°
,15=1-10°+1-10"1+5-1072
—-52=—-(5-10°+2-10"1)
4.7.1. Sistema de numeragao na base b
Podemos representar os numeros usando outros tipos de base.

Seja b a base de um sistema de numeracdo e b € N, com b > 1. Podemos representar os
numeros usando a seguinte sequéncia de simbolos:

(a,a,_1 ...aqapa_q ...)p

Onde a; representa o algarismo do numero. Esse algarismo deve pertencer ao conjunto
{0,1,2,..,b — 1}.

Um detalhe que devemos nos atentar é caso b > 10, os algarismos (a;) acima ou igual a 10
devem ser substituidos por letras maiusculas do alfabeto:

A=10
B =11
C =12

Como o sistema de numeracgao usual é o decimal, representamos os numeros nessa base sem
os parénteses e o subindice b. Veja:

ta,a,_; ...a1a0a_q ... = *(a,a,_1 ...a1a0a_1 ... )1
Para representar os negativos, basta inserir o sinal negativo na frente do maior algarismo.

Vamos ver alguns sistemas de numeragao.

4.7.2. Sistema binario

Esse é o sistema de numeragdo na base 2. O sistema bindrio é usado na computacdo para
representar os bits. Os niUmeros na base 2 sdo conhecidos como nimeros bindrios. Cada algarismo
de um numero binario pode assumir os valores 0 ou 1. Exemplo de nimeros binarios:

(10101,101),
(111,111),
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4.7.3. Sistema octal

Sistema de numeracao na base 8. Os algarismos devem pertencer ao conjunto
{0,1,2,3,4,5,6,7}. Exemplo:

(7103,25)4

4.7.4. Sistema hexadecimal

Sistema de numeracgao na base 16. Perceba que nesse caso, os algarismos podem ser maiores
ou iguais a 10. Dessa forma, os algarismos devem pertencer ao conjunto:

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F}
Exemplos:
F5A4
100FFF
ABCDEF123
Lembrando que nesse caso: A = 10,B =11,C =12,D = 13,E = 14,F = 15.

4.8. Mudanga de Base

4.8.1. Mudanga na base b para base decimal

Para converter um numero na base b para a base decimal, basta expandir o nimero da
seguinte forma:

(ap@n_q - A1Q9Q_q .)p = Apb™ + ap_b" 1 + -+ a;b* + agh® + a_ b7 + -
Exemplos:
(132),=1-4'+3:4°4+2-471 =75
(ACF);, =10-16%+12-16* + 15-16° = 2767

4.8.2. Mudanga na base decimal para base b

Agora queremos converter um numero na base decimal para a base b, isto é, devemos
encontrar o caminho inverso da conversao acima.

Seja (X),, a representagdo de um nimero na base decimal. Ent3o:
(X)10 = (@nn_1 - a1a0a_1a_3a_3 ... ),

Queremos encontrar os algarismos a;. Vamos separar os digitos de X em parte inteira e parte
fracionaria.

Definindo X; como a parte inteira de X e X; como a parte fracionaria, temos:
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X;=a,b™+ a,_b" 1+ -+ a b + ayh®
a, Qa_, 0a_g
Xr = pt " p2 +b3 te
Para encontrar X;, usamos o método conhecido como divisGes sucessivas e encontramos a
parte inteira de X. Veja:

X;=a,b™ + ap_b" 1+ -+ a bt + ayh®
Dividindo a equacdo por b, encontramos:
X Qo
5 = ab" ' +a,_ b+ +a, + "
a, é o resto da divisdo de X; por b e a,b™ ' + a,,_;b™ % + --- + a; é um nimero inteiro.
Se dividirmos o ndmero a,,b"" ! + a,,_;b™" % + -+ + a, por b novamente, encontramos a,. E
assim repetimos essa operacado até encontrarmos todos os digitos.

Na prética, dividimos o nimero X; por b sucessivamente até que o quociente das divisdes
sucessivas seja zero.
Para encontrar X¢, usamos o método multiplicagdes sucessivas. Veja:

_a, a, aj
Xf T pt + b2 b3

+ -

Multiplicando a equacdo por b:

a_, a_,
be =a_q +F+?+'"

. . ~ . a— /
Dessa forma, a_; torna-se a parte inteira da opera¢do acima e —+ —>+ -+ é a parte

fracionaria. Se multiplicarmos essa parte fracionaria por b, encontramos a_,. Repetimos essa
operacdo até encontrar todos os digitos fracionadrios.

Na pratica, multiplicamos X por b até que ndo haja mais parte fracionaria.
Exemplo:
Vamos transformar o numero 745,5 na base decimal para a base 8.

Inicialmente, separamos a parte inteira da parte fracionaria e calculamos cada uma
separadamente. Para a parte inteira, dividimos o nimero 745 por 8 e obtemos a parte inteira na
base 8:

745 8
1 93

Devemos escrever a parte inteira de acordo com a ordem indicada pela seta:
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Para a parte fraciondria, devemos multiplicar esse nUumero por 8 sucessivamente. Os nUmeros
inteiros obtidos serdo os algarismos da parte fracionaria:

05:-8=4=a_,=4
Assim, o numero 745,5 na base 8 é:
745,5 = (1351,4)4

4.8.3. Mudanga na base b, para a base b,

Para converter um numero na base b, para a base b,, devemos primeiro converter o nimero
para a base decimal e depois convertemos o decimal resultante para a base b,.

Devemos seguir o seguinte esquema:

base

decimal base b,

base b,

Quando as bases forem poténcias de um mesmo nimero primo, podemos usar o método do
reagrupamento para mudar as bases. Exemplo:

Converter (1010101111), para a base 16:

Nesse caso, devemos ver quantos algarismos bindrios sao necessarios para representar o
maior algarismo hexadecimal. Omaioré F =15=1-23+1-22+1-21+1:2° = 1111.

Vemos que precisamos de 4 algarismos binarios. Entao, devemos separar o numero na base
2 em blocos de 4 algarismos:

(1010101111), = (10.1010.1111), = (0010.1010.1111),

Perceba que completamos o bloco mais a esquerda com zeros, isso devera ser feito quando
faltar nimeros nesse bloco.

Os algarismos na base 16 serdao a conversao de cada bloco em decimal. Veja:
0010=0-2340-2241-214+0:2°=2
1010=1-23+0-22+1-2'4+0-2°=10=4
1111 =1-23+1-22+1-2'+1-2°=15=F
Dessa forma:
(1010101111), = (24F) 4,

HORADE

PRATICAR!
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13. Obtenha a representac¢do na base 4 do numero (10101,01),
Resolugao:
Convertendo para decimal:
(10101,01), =1-2*4+0-23+1-2240-2'+1-2°4+0-271+1-272= 21,25
21,25 é fracionario, entdo devemos dividir em parte inteira e parte fraciondria.
Convertendo 21,25 para a base 4:

Efetuamos a divisao sucessiva de 21 por 4. Os maiores algarismos sdao os restos mais a

direita dessa divisdao conforme a seta. Assim:
21=1-42+1-414+1-4°

Poderiamos ter escrito 21 diretamente em funcao das poténcias de 4 ja que ele é um
ndmero pequeno.

Caso o numero fosse maior, seria mais viavel dividir desse modo para encontrar os
algarismos da parte inteira.

Agora, encontrando os algarismos fracionarios:

0,25-4=1
Como ndo temos mais fracdo no resultado dessa multiplicacdo, podemos escrever:
0,25=1-471
Portanto:

(10101,01), = (111,1),

5. Produto Notavel e Fatoragao

Uma express3o algébrica pode ser escrita de diversas maneiras. Vamos tomar x2 + 2x + 1
como exemplo:

> +2x+1=(x+Dkx+1) =(x+1)?

O processo de escrever x2 + 2x + 1 como (x + 1)? é chamado de fatora¢do e o processo
inverso, isto é, escrever (x + 1)? como x? + 2x + 1, é chamado de produto notavel.

TOME

NOTA!

&)

y
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Produto notavel

N

(x+1)P=x*+4+2x+1

Fatoracao

A fatoracdo sera muito util durante a resolucao de varias questdes dos vestibulares e
conhecer os produtos notaveis farao com que vocé ganhe tempo na hora de resolver as questoes.
Quando vemos, por exemplo, (a + 2)?, podemos aplicar diretamente a férmula do quadrado da
soma de dois termos e escrever (a + 2)? = a? + 2a - 2 + 22.

Aprenderemos a demonstrar os principais produtos notdveis e fatora¢des. E importante que
vocé decore alguns deles, mas caso esquega, vocé pode desenvolver as expressdes aplicando a
propriedade da distributiva e encontrar suas férmulas.

a)alx+y)=ax+ay

b) (a + b)? = a® + 2ab + b?

c) (a — b)? = a? — 2ab + b?

d)a? —b%? = (a + b)(a—b)

e) (a+ b)3 = a3+ 3a?b + 3ab? + b3

f) (a — b)3 = a® — 3a?b + 3ab? — b3

g)a®+ b3 = (a+b)(a? —ab + b?)

h)a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)

i)a3 + b3+ c® —3abc = (a+ b+ c)(a? + b? + c?> — ab — ac — bc)
jja®*—=b*=(a—-b)(@* '+ a*2%b+ -+ b"2a+b" 1)

k) a®™*1 4+ p2m*+l = (q + b)(a?™ — a®™ 1 b + --- — b?™ g + b?™)

Demonstragao:
a)alx +y) =ax + ay

O primeiro produto notdvel pode ser encontrado aplicando a propriedade da distributiva
diretamente (técnica do “chuveirinho”).

Y

a(x+y) =ax+ay
V)

b) (a + b)? = a? + 2ab + b?
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(a + b)? 1é-se a mais b elevado ao quadrado ou a mais b elevado a 2.
(a+b)?>=(a+b)(a+Db)

Vamos aplicar a distributiva em a e b:

(a + b)(a+b) =a®?+ab + ba + b* = a* + 2ab + b*?

\JJ

c) (a — b)? = a? — 2ab + b?

Situacdo andloga a (b), a Unica diferenca é a presenca do sinal negativo em b. Aplicando a
distributiva:

(a —b)?> =a®?—ab — ba + b?> = a? — 2ab + b?

d) (a + b)(a—b) = a® — b?
Distributiva:
(a + b)(a—b) =a?—ab + ba — b? = a? — b?

e) (a+b)® =a®+ b3+ 3ab(a+b)
(a + b)3 |&-se a mais b elevado ao cubo.
Podemos escrever (a + b)® = (a + b)?(a + b) e, assim, usar o produto notavel
(b) (a + b)? = a® + 2ab + b?
na expressao:
(a+b)*(a+b)
(a® + 2ab + b*)(a + b)
(a® + a®b + 2a?b + 2ab? + b%a + b?)

a® + 3a®b + 3ab? + b?

Colocando 3ab em evidéncia:
a® + 3a?b + 3ab? + b® = a®* + 3ab(a + b) + b3 = a® + b + 3ab(a + b)

f) (a — b)® = a® — b® — 3ab(a — b)
Situacdo andloga a letra (e):
(a—b)°
(a —b)*(a—b)
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(a® — 2ab + b*)(a — b)
(a® — a?b — 2a®b + 2ab? + b%*a — b3)
a® — 3a*b + 3ab? — b3
Vamos colocar —3ab em evidéncia:
a® —3ab(a—b) — b3
a® — b3 —3ab(a — b)

g)a®+ b3 = (a+b)(a? —ab + b?)
Vamos manipular a express3o a® + b3:
a® + b3
Somando e subtraindo os termos a?b e ab? da expressdo, temos:
a® + b3 + a’*b — a’b + ab? — ab?
Fatorando a expressdo:
a® + a?b + ab? + b3 — a’b — ab?
a’(a+ b) + b%(a+b) — ab(a + b)
(a + b)(a? + b? — ab)
(a + b)(a® — ab + b?)

h)a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)
Usaremos a mesma ideia usada em (g):
a3 — b3
a® — b3+ a’b — a’b + ab? — ab?
a® — a’b + ab? — b3 + a’b — ab?
Fatorando a express3o:
a’(a —b) + b%(a—b) + ab(a — b)
(a — b)(a® + b? + ab)
(a — b)(a* + ab + b?)

i)a3+ b3 +c®—3abc=(a+b+c)a?+b?+c?—ab—ac— bc)
Vamos usar o seguinte produto notavel: (x + )3 = x> + y3 + 3x?y + 3xy?

Somando e subtraindo os termos 3a?b e 3ab? da express3o:

a® + b3 + ¢® — 3abc + 3a?b — 3a%b + 3ab? — 3ab?
Organizando os termos:

a® + b3 + 3a?b + 3ab? + ¢3 — 3abc — 3a*b — 3ab?
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(a® + b3 + 3a%b + 3ab?*) + ¢ — 3abc — 3a*b — 3ab?
Fazendo a3 + b3 + 3a?b + 3ab? = (a + b)3:
(a+b)3+ c3 —3abc — 3a?b — 3ab?
Fatorando os termos:
[(a+b)®+c3]—3ab(c+a+b)
Lembrando que x* + y® = (x + y)(x? — xy + y?), temos:
(a+b+c)[(a+b)?—(a+b)c+c?—3abla+b+c)
(a+b+c)a?+ 2ab + b? —ac — bc + c? — 3ab)
(a+b+c)a?+b?>+c?—ab—ac — bc)

jat=b*"=(a—-b) (@1 +a" b+ -+ Db"2a+b" 1)

Vamos mostrar que desenvolvendo (a — b)(a® ! + a™ ?b + ---+ b" %a + b" 1) chegamos
no produto notavel a™ — b".

Veja:
A=a@*+a"2b+--+b"2a+b" ) =a"+a" 'b+--+b"?a%?+ab™?!
B=b@t+a"?b+--+b"2a+b"1)=a"h+a"?b?+ -+ b" ta+ b"
A-B=a"+a"'b+--+b"%a*+ab™ " — (a"'b+a"*b* + -+ b ra+b")

Perceba que os termos em vermelho se cancelam. Desse modo, obtemos a seguinte
expressao:

A—B=a"—-b"
Também podemos escrever:
A-B=a(@a"'+a*?b+-+b"?a+b"")—b@ " +a"?b+ -+ b"Pa+b")
A—B=(a-b)(@"*+a"?b+--+b"2a+b"1)
—b*=(a—-b) (@' +a*?%b+--+b"2a+b"1)

k) a2m+1 + b2m+1 — (a + b)(aZm _ a2m—1 b 4+ = me—la + me)
Usando a mesma ideia da fatora¢do acima:
A= a(aZm _ aZm—l b + aZm—ZbZ w4+ me 2 2 me 1a + me)

— a2m+1 _ aZmb + aZm—le R me 2 3 me 1a2 + me

B = b(aZm _ a2m—1 b + a2m—2b2 R b2m 2 2 me 1(1 + me)

— aZmb _ aZm—l b2 + aZm—2b3 4+ me 1 2 mea + b2m+1

A+B
a2m+1 Zmb +a2m—1b2 . me 2 3 me 1a2 +b2ma+a2mb 2m—1 b2 +a2m—2b3
4 me 1 2 mea + b2m+1
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Perceba que os termos coloridos se cancelam. Assim, obtemos:
A + B — a2m+1 + b2m+1
Também podemos escrever:

A + B = a(aZm _ aZm—lb + a2m—2b2 4 me 2 2 me 1a + me) +

b(aZm _ a2m—1 b+ aZm—ZbZ . b2m 2 2 me 1a + me)
A+ B = (a + b)(aZm _ aZm—lb + aZm—ZbZ . me 2 2 me 1a + me)
a2m+1 + b2m+1 — (Cl + b)(aZm _ a2m—1 b + aZm—zbZ 4 me 2 2 me 1a + me)

5.1. Fatoracao usando raizes

Uma expressdo pode ser escrita como uma funcdo, por exemplo, f(x) = ax? + bx + c, para
f:R = R, é uma fungdo quadrdtica do segundo grau na varidvel x. Podemos fatorar a expressao
dessa funcao em fatores usando as raizes dessa fungao. Chamamos de raizes os valores de x que
zeram a expressdo, se @ é um ndmero real tal que f(a) = aa? + ba + ¢ = 0, entdo a é raizde f.
Nao se preocupe se vocé nao entendeu até aqui, veremos tudo com mais detalhes na aula de
fungdes quadraticas, por hora, basta saber o que é uma raiz. Vejamos como fatorar uma funcgao pelo
método das raizes.

Preliminarmente, saiba que toda funcao polinomial de grau n, possui n raizes. Nos
restringiremos ao grau n = 2 e veremos futuramente outras fatoragdes na aula de polinébmios. Se a
e 3 sdo raizes da equacdo ax? + bx + ¢ = 0, entdo, podemos escrever:

ax’*+bx+c=alx—a)(x—p)
Observe na pratica como essa fatoracao é feita.
5.1.a) Fatore a express3do x? — 4x + 3.

O primeiro passo para fatorar essa expressao é encontrar as raizes da equagao

—4x+3=0
Vocé deve se lembrar que as raizes de uma equagao quadratica sao dadas por:
—b VA
x = ———,onde A = b? — 4ac

2a
Calculemos o A:
A=b?>—4ac=(-4)>—-4-1-3=16—-12=4-A=4
Assim, temos as seguintes raizes:
(- +Va 442
2-1 2
Encontramos duas raizes distintas, 1 e 3, logo, podemos escrever:

—4x+3=(x-1D(x-23)

=>x;=10ux, =3
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5.2. Aplicagao

Agora que conhecemos diversas fatoragdes e produtos notdveis, podemos ver na pratica
como usamos esses artificios nos problemas matematicos (isso serd muito util para acelerar os
calculos nas questdes de matematical). Vejamos alguns exemplos de aplicagoes.

5.2.a) Simplifique
(V2 +V3)(VZ - V3)
Resolugao:
Veja que essa expressdo lembra o produto notavel:
(a + b)(a — b) = a® — b?

Assim, temos:

(VZ+V3)(V2-V3)=vZ —V3 =2-3=-1

5.2.b) Encontre o valor da expressao:

/59992 + 5999 + 6000

Resolugao:

Note que temos um nimero elevado ao quadrado, logo podemos nos lembrar da fatoracao:
a? + 2ab + b? = (a + b)?

Manipulando a expressao dentro do radical, temos:

/59992 + 5999 + 6000 = /59992 + 5999 + 5999 + 1 = /59992 4+ 2-5999 - 1 + 1

= /(5999 + 1)Z = V6000 = 6000

5.2.c) Sabendo que x + i = 10, calcule o valor de x2 + xiz
Resolugao:

Veja que elevando x + i = 10 ao quadrado, obtemos:

1\2 1 1
<x+—) =102=>x*+2-x--+— =100
X X X
1 1
X2 +2+—=100=>x2+—=100—2 =98
x2 x2

1
.'-x2+—2=98
X
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5.2.d) Sabendoquea+ b+ c = 0eabc = 1, calcule
a®+ b3+ ¢3
Resolugao:
Podemos usar a seguinte fatoracao
a’>+b3+c®—3abc=(a+b+c)a?+b?>+c?—ab—ac — bc)
Isolando a soma pedida, temos:
al+b3+c3=(a+b+c)a?+b?+c?—ab—ac— bc) + 3abc
Substituindo os valores:
al+b3+c3=0-(@®>+b*+c*>?—ab—ac—bc)+3-1
~at+b3+c3=3

6. Desigualdade

Vamos iniciar o estudo das desigualdades. Esse assunto pode nos ajudar a resolver diversas
questdes que pedem para analisar maximos e minimos. Vejamos os principais e suas respectivas
demonstracdes.

6.1. Desigualdade de Cauchy

Parax,y € R}:

Xty

Demonstragao:

No conjunto dos reais, sabemos que qualquer nimero elevado ao quadrado é maior ou igual
a zero. Entdo, podemos escrever para a,b € R}:

(a—b)>=0
a’?—2ab+b*=>0
a’? + b%? = 2ab
a? + b?
— > ab
Fazendo a? = x e b? = y, encontramos:

x+y
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6.2. Teorema de Cauchy

Para xq,x5,...,x, €E R, en € N:

|x1'x2'...'xn:12X1+x2+"'+xn2n|

Demonstragao:
Vamos provar por PIF.
Verificando a veracidade da propriedade paran = 1:
x1=1=>x,=12>1
Logo, é valido paran = 1. Agora, vamos provar a tese através da hipdtese para k € N:
Hipotese:

X1, X5, ., X € R}
{1 2 e Tt syttt 2k

X1 Xy Xy =1
Tese:

X1, X9, een ) X1y X € R;
{1 2 T T T S b xp ot Xt X S k41

X1 Xy et X " Xpp1 = 1
Para todos os termos unitdrios, temos que a demonstracao é imediata:
X=Xy =" =X =Xpp1 = 12X " Xop " eos" X " Xpeyp = 1
x1+x2+"’+xk+xk+1 =k+12k+1

Caso alguns termos sejam distintos, existirdo termos maiores do que 1 e termos menores do
que 1. Pela hipotese, temos:

X1 Xp e ey (X Xpp) = 1200+ x5+ Xq + (o xp00) 2 K

Sem perda de generalidade, vamos supor x, = 1 e x4 < 1. Somando —xj, * X, nos dois
lados da desigualdade:

X1+ X o Xy + O Xpr) — X X 2 k= X Xpqn
X1+ Xy + Xy =k — % X4
Somando x;, + xj,4 nos dois lados da desigualdade acima:
X+ Xy + X X X 2k =X X X+ X
Agora, vamos somar (+1 — 1) no lado direito da desigualdade:
X1+ Xy + ot X X F Xpp1 Sk — Xt X F X X 11
Vamos fatorar o lado direito da desigualdade:
Xy + X+t X F X X1 S+ =X X Xy Fx— 1
X1+ X+ d Xy X T X =k + 1T =X 0 1 (0 — 1) + (6, — 1)
X1+ X+t Xy F X F X = k+H 1T+ (g, — D1 — xp41)
Da suposigao inicial:

X, =21=2x,—-1=20
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Xe41 S 11 =249 20
Portanto:

x1+x2+“‘+xk_1+xk+xk+12k+1+(xk—1)(1—xk+1)2k+1
=0 =0
-'-x1+x2+"'+xk_1+xk+xk+12k+1

6.3. Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Paraa,y,a,,...,a, € Re by, by, ...,b, ER:

(aiby + azby + -+ ap,h,)? < (a3 + a3 + -+ + a2)(b3 + b3 + - + b2)

Demonstragao:
Paraa,y,a,,..,a, € Re by, b,,...,b, ER:

(a;x +b)? =0
(a,x +b,)? =0

(a,x +b,)? =0

a?x? + 2a;b;x + b2 > 0
asx? + 2a,b,x + b3 > 0

azx? + 2a,b,x + b2 =0
Somando as desigualdades, temos:
(a? + a3 + -+ a2)x*+ 2(a;by + azby + -+ a,by)x + b? + b5 + -+ b2 >0
Para essa inequacgao ser satisfeita Vx, devemos ter A < 0:
A = 4(a,by + ayb, + - + apb,)? — 4(a? + a5 + -+ a2)(b? + b3 + --- + b2)
4(a;by + azb, + -+ apyby)? —4(a? + a5 + -+ a2)(b? + b3 +--+b2) <0
~(arby + azby + -+ aphy)? < (af + a3 + -+ az)(bZ + b + - + bZ)

6.4. Desigualdade das Médias
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IMQ > MA > MG > MH|

Onde:
2 2 2
Xy t+x;+tx
MQ = & 2 " L (Média Quadratica)
Xp+x; + ot x
MA="2""2 " " (Média Aritmética)
MG =[x, %, " .- X, (Média Geométrica)
n 7 - A .
MH = (Média Harmbénica)
1.1 1
X1 X3 Xn
Atencao! A igualdade entre as médias ocorre se, e somente se, x; = X, = X3 = -+, OU S€ja,

os termos envolvidos sdo iguais!
Exemplo:

6.4.a) Sabendo que a,b € R} e que ab = 100, calcule o minimo valor de a + b e os valores
de cada uma dessas variaveis.

Resolucao:

Como queremos saber o minimo valor de a + b, podemos usar a expressdo da média
aritmética e ja que temos o valor do produto ab, podemos comparar essa média com a média
geométrica.

MA > MG
+b
“2 >vab=a+b>2Vab

O minimo ocorre quando a + b = 2V ab, logo:

a+b=2v100=2-10=20 ~[a + b = 20]

Sabemos que a igualdade das médias ocorre somente quando os termos envolvidos sao
iguais, assim, temos:

a=b=>a+b=a+a=2a=20:[a=b=10]
Demonstracao:
Vamos provar por partes.
1) My = M,
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
(a;by + azby + -+ apby)* < (af +as + -+ a2)(bf + b3 + -+ + b2)
Fazendo b; = b, = by = - = b,, = 1, temos:
(g +a,++a)*<(af+as+--+a2)n

Dividindo ambos os lados por n? > 0:
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(a +a; + -+ a,)? - (af + a5+ +ad)
n? - n

4+t tan ai+aj+-+a2

n n
My < M,
o MQ 2 MA
2) My = Mg
Pela definicdo de M,;:
Mg ="%1 Xy v Xyg @ M =X " X" " Xy
Dividindo a igualdade por M}
X1 Xy Xn N
Mg Mg ™~ Mg
Usando o teorema de Cauchy:
X1 X2 Xn X1 X2 Xn
— . =1 —+—4 - t—2>n
Mg Mg — Mg Mg Mg Mg
Logo:
x1 + xz + i + Xn
n = Mg
My = Mg
3) M; = My
Sabemos que M, = M, entdo:
Xy +x,+ -+ x
1 2 n > Q/Xl X, x,

Substituindo x; = al, 0 <i<n,temos:
i

(all+a12+‘“+aln)>n 111

n a, a, a,
1 1 1

(a—1+a—2+"+a) 1

n CYairay.a,
Y >

al'az'...'an_ 1 1 1
—+—+ -+ —
a; a n
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Assim, provamos que:

HORADE

PRATICAR!

Exercicios de Fixagao

14.Demonstre para a, b € R}:

\Y
Q
~|E
\Y
g

ab = 2ab
a+b
Resolugao:
Demonstracdo vista na aula tedrica. Basta fazer n = 2 e provar:
My =M, >M; =My

Gabarito: Demonstragao

15.Demonstre para a, b € R}:

Resolugao:

Sabemos que qualquer diferenca de nimeros elevado ao quadrado é maior ou igual a zero,
logo:

(a—b)>=0
a’?—2ab+b*=>0
a’ + b? > 2ab

Dividindo ambos os lados por ab > 0:

2,12
a“+b
>
ab

242>
b

a

Gabarito: Demonstragao

16.Demonstre paraa € Rea # 1:
(1+a+a®)?<3(1+a?+a*)
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Resolugao:
Vamos provar por absurdo. Supondo que:
(1+a+a®)?>3(1+a*+a%
a*+a”*+1+2a®+ 2a* + 2a = 3+ 3a* + 3a*
2a*+2-2a®-2a<0
a*—a*—a+1<0
alla—-1)—-(a-1)<0
(@a®-1@-1)<0
(a—1D?%*@+a+1)<0
Perceba que f(a) = a®*+a+ 1> 0,Va € R, pois:
A=12—-4=-3
Comoa # 1,temosa — 1 # 0. Desse modo:
(a—1?@+a+1)<0

>0 >0

O produto de dois numeros positivos é sempre positivo, logo, chegamos a um absurdo!
Portanto:
(1+a+a®)?<3(1+a?+a*)

Gabarito: Demonstragao

17.Sabe-se que a média aritmética de 5 numeros inteiros distintos, estritamente positivos, é
16. Calcule o maior valor que um desses numeros pode assumir.

Resolugao:

Sejam a,b,c,d,e, 5 niumeros inteiros positivos e distintos. Entdo, de acordo com o
enunciado:

a+b+c+d+e
5

=16=>a+b+c+d+e =80

Supondo que a seja o maior inteiro positivo, temos que ele assumird o maximo valor
quando b + ¢ + d + e for minimo. Isso acontece quando esses numeros sdao consecutivos.
Supondo que b é o menor deles:

b+c+d+e=b+b+1)+b+2)+(b+3)=4b+6
=>a+4b+6=280
a=74—4b

Como todos os numeros sao estritamente positivos, vemos que o menor valor inteiro que
b pode assumir é b = 1, desse modo:

a=74—-4
a=170
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Gabarito: 70

4
18.(ITA/2002) Mostre que (i +2+ %) > (g4, para quaisquer x e y reais positivos.

Obs.: C,, , denota a combinagdo de n elementos tomados p a p.

Resolugao:

O valor numérico de Cg 4 (esse tema sera visto na aula de andlise combinatdria) é:

Cos = 8L _ 8765 _ .,

404 432

Assim, temos que provar a seguinte desigualdade:
4
(E+2+%) >70
y X
Como MA > MG, usando os termos % e %, obtemos:

x, ¥
MAzMG:u> fl:£+§zz

2 y x y

Somando-se 2 na desigualdade obtida e elevando a quarta poténcia, encontramos:
4
X y 4
= ) >
(y+2+x) > (2+2)
4
X Y 4
(y +2+42) 2 (4)

(§+2+3;’)42256>70

Gabarito: Demonstragao

7. Lista de Questoes

a ESTORg
&

19. (Exercicio de Fixa¢ao)
Fatore as seguintes expressdes:
a) x? + y% — 9y% — 2xy

b) x6 _ y6

c) 2ab — a® — b? + ¢?

d) a* + b*

e)x®+1
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S —

f)x®—1

g)x*+x%+1
hya* —a® +a? -1
i)a?—6a+9

j) 16a* — 17a?b? + b*

k) a* + 4b*

) (x +y)(a? — 2ab + b?) + (x + y)3(a — b)3
m) a® + b®> — ab* — a*b
nNx-yP+@-2°-(x-2°
o) 2x1* — 512x°

p) x6 + 3x3 — 4

q) xy* +w(z —y) — xyz

r)a® + b3 + ¢3 — 3abc

20. (Exercicio de Fixagdo)

az+7 , , . .
é um numero inteiro?
a+3

Para quais valores de a € Z, a fracao

21. (Exercicio de Fixagao)
Simplifique:

a®+2a3b3+p°
a) ———

a6—b6
a? a a
b) a’-1  a-1 a+1
c)
d)

a9_b9

a3—b3
a(b+c) b(a+c) c(a+b)

(a=-b)(a=c) (b—c)(b—a) (c—a)(c—b)

22. (Exercicio de Fixagao)

Prove que as seguintes afirmacdes sao verdadeiras:
a)(n®°—n):30

b)(2n® +3n®2+n):6

23. (Exercicio de Fixagao)
Use o PIF para demonstrar as seguintes afirmagdes:

a1+2+3+-+n=" vpen
nn+1)(2n+1)

b)12+ 22432+ .-+ n? = ,Vn € N*
2
13+23 4+ 4n’= [@] ,Vn € N*
1 1 1 1 1[1 1 %
D tomataast T nn+1)(n+2) E[E - (n+1)(n+2)] ,Vn €N
e)ln(n+1)(n+2):6,vn €N

fin?+n:2,vneN
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g)2n=>n+1,vn e N*

24.(AFA/2018)

Na reta dos numeros reais abaixo, estdo representados os nimeros m,n e p.

A\

Analise as proposicoes a seguir e classifique-as em V (VERDADEIRA) ou F (FALSA).

m-n o , ’
() /T ndo é um numero real.

( ) (p + m) pode ser um nimero inteiro.

P . . ’ .
() — €, necessariamente, um nimero racional.

A sequéncia correta é
a) V-V-F
b) F-V-V
c) F-F-F
d) V-F-V

25. (AFA/2017)
Sejam os numeros reais

_ (—1)2-0,1222...

(1,2)7

b = comprimento de uma circunferéncia de raio 1
¢ =V12-/90 - V160 - V147
Sendo N, Z, Q e R os conjuntos numéricos, assinale a alternativa FALSA.
a){a,c}cQ
b)c € (ZNN)
) R-Q) >1{b,c}
d){a,c} c (RN Q)

26.(AFA/2013)

Considere os seguintes conjuntos numéricos N,Z, Q, R, I = R — Q e considere também os
seguintes conjuntos:
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A=Nul) - (RNZ
B=Q—-(Z—-N)
D=Nul)u((Q-N)

Das alternativas abaixo, a que apresenta elementos que pertencem aos conjuntos A,B e D,
nesta ordem, é

a) —3;0,5e§
b) v/20;v/10 e V5
c) —/10; —5e2

d)2;3e2,31

27. (AFA/2011)

Sea=\/7-\/2+\/7'\/2+\/2+\/§-\/2—\/2+\/7,ent§o

a)a € (R—N)

b) a pode ser escrito na forma a = 2k, k € Z

Ja€l(Q-Z)U(R-Q)]
d[ZuQnNn(R-N)]>a

28.(Escola Naval/2018)

Quantos numeros inteiros entre 1 e 1000 sdo divisiveis por 3 ou por 7 ?
a) 47

b) 142

c) 289

d) 333

e) 428

29.(Escola Naval/2013)

Considere uma fracdo cuja soma de seus termos é 7. Somando-se trés unidades ao seu
numerador e retirando-se trés unidades de seu denominador, obtém-se a fragdo inversa da
primeira. Qual é o denominador da nova fragao?

a)l
b) 2
c)3
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d) 4
e)5

30.(Escola Naval/2013)
Em um certo pais, o imposto de renda é taxado da maneira a seguir:
12) se a renda bruta anual é menor que R$ 10.000,00 n3o é taxado;

29) se arenda bruta anual é maior ouiguala R$ 10.000,00 e menor que R$ 20.000,00 é taxado
em 10%;

39) se a renda bruta anual é maior ou igual a R$ 20.000,00 é taxado em 20%.

A pessoa que ganhou no ano R$17.370,00 apds ser descontado o imposto, tem duas
possibilidades para o rendimento bruto. A diferenca entre esses rendimentos é

a) R$ 17.370,00
b) R$ 15.410,40
c) R$ 3.840,50
d) R$ 2.412,50
e) R$ 1.206,60

31.(EFOMM/2019)

Numa equacao, encontramos o valor de 884. Para chegar a esse resultado, somamos os
guadrados de dois numeros pares, consecutivos e positivos. Determine o quociente da divisao
do maior pelo menor

a) 0,87.
b) 0,95.
¢) 1,03.
d) 1,07.
e) 1,10.

32.(EFOMM/2018)

Um aluno do 12 ano da EFOMM fez compras em 5 lojas. Em cada loja, gastou metade do que
possuia e pagou, apds cada compra, R$ 2,00 de estacionamento. Se, apds toda essa atividade,
ainda ficou com R$ 20,00, a quantia que ele possuia inicialmente era de

a) R$ 814,00.
b) R$ 804,00.
c) R$ 764,00.
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d) R$ 714,00.
e) R$ 704,00.

33.(EFOMM/2018)

No “Baile dos FERAS”, os organizadores notaram que a razao entre o nUmero de homens e o
, L 7 .
numero de mulheres presentes, no inicio do evento, era de e Ao final do show, os

organizadores observaram no local o aumento de 255 homens e a reducdo de 150 mulheres,
de modo que a razao entre o numero de homens e o nimero de mulheres presentes depois

. 9 , , :
disso passou a ser o Qual é o numero total de pessoas que estiveram presentes em algum
momento no show?

a) 3.954.
b) 3.570.
c) 3.315.
d) 1.950.
e) 1.365.

34.(EFOMM/2013)

Durante o Treinamento Fisico Militar na Marinha, o uniforme usado é ténis branco, short azul
e camiseta branca. Sabe-se que um determinado militar comprou um par de ténis, dois shortes
e trés camisetas por R$100,00. E depois, dois pares de ténis, cinco shortes e oito camisetas
por R$235,00. Quanto, entdo, custaria para o militar um par de ténis, um short e uma
camiseta?

a) R$50,00.
b) R$55,00.
¢) R$60,00.
d) R$65,00.
e) R$70,00.

35.(EFOMM/2009)

Qual é o numero inteiro cujo produto por 9 é um numero natural composto apenas pelo
algarismo 1°?

a) 123459

b) 1234569
c) 12345679
d) 12345789
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e) 123456789

36.(CN/2002)

Se a, b e c sdo algarismos distintos, no sistema de numeracdo decimal existe um Unico nimero
de dois algarismos (ab) tal que (ab)? — (ba)? = (cc)?. O valorde (a + b + ¢) é igual a:

a) 11
b) 12
c)13
d) 14
e) 15

37.(CN/2000)

O valor da expressao abaixo é

()
(o210 03334 1) ( 3)_2
27 9 ’ 4

3 1
a) —5

3|2
b) 3
c)0
d1
e) —1

38.(CN/2001)
Se2<x< 3,ent§o\/x+2\/x— —\/x—Z\/x—léiguaIa:

a)2

b) Vx
c)2vVx —1
d) 2vx
e)3

39.(CN/2002)
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Sea=\/4—meb=\/4+ 10 + 2+/5, entdo a + b é igual a:
a) V10

b) 4

c) 2v2

d)V5+1

e)V3 +2

40.(CN/2011)

O ntimero real /26 — 153 éigual a
a)5—+3

b) V7 — 43

c)3—+2

d) V13 - 3v3

e)2

41.(EEAR/2000)
. . pe 2a2x 2.2 —Z
SlmpllflcandoT- (a®x*)"3,coma > 0ex > 0, temos

3
2aVa?x?
3x

3
2Va?%x?

a)

b)

3ax
3
2x Va?x?
3a
3
2Va?%x?

3x

c)

d)

42.(EEAR/2001)
4

Efetuando (—2%) -3 (_15)§ — 5%, obtemos
a) 10

b) 12

c)4

d) —12
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43.(EEAR/2001)

Supondo definida em R a fracao:

Va-Ja+va-Ja-va-va+1

a?—-1

O seu valor é:
a)Vva+1
b)a+1
cJa-—1

d)a

44.(EEAR/2002)

~ at—b7* .
Afragdo ——— éiguala

a)a ®—b°
b)a=? — b2
c)a?+ b2
d) a? + b?

45.(EEAR/2002)

~ V144+0,6 3 . 10\ .. .
O valor da expressao a0 Z{Z —-15+ (1 + E)} éigual a:
)i
a 12
7
b) >
2
C) —5
2
d)g

46.(EEAR/2002)

Se K é um niimero inteiro, K? + K é necessariamente um
a) multiplo de 2

b) multiplo de 3

c) produto de dois niumeros impares.

d) produto de dois niumeros primos.
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47.(ITA/2020)

A expansao decimal do namero 100! = 100 -99 --- 2 - 1 possui muitos algarismos iguais a
zero. Contando da direita para a esquerda, a partir do digito das unidades, o nimero de zeros,
gue esse numero possui antes de um digito ndo nulo aparecer, é igual a

a) 20.
b) 21.
c) 22.
d) 23.
e) 24.

48. (ITA/2020)

Dado a € R, definap = a + a% e ¢ = a + a e considere as seguintes afirmagdes:
l. se p ou q éirracional, entdo a é irracional.

Il. se p e q sdo racionais, entdo a € racional.

lll. se g é irracional, entdo p é irracional.

E(sdo) VERDADEIRA(S)

a) apenas |I.

b) apenas Il

c) apenaslell.

d) apenas | el lll.

e) todas.

49. (ITA/2020)

Dizemos que um numero natural n é um cubo perfeito se existe um nimero natural a tal que
n = a3. Determine o subconjunto dos niimeros primos que podem ser escritos como soma de
dois cubos perfeitos.

50.(ITA/2019)

Um numero natural n, escrito na base 10, tem seis digitos, sendo 2 o primeiro. Se movermos o
digito 2 da extrema esquerda para a extrema direita, sem alterar a ordem dos digitos
intermediarios, o niUmero resultante é trés vezes o numero original. Determine n.

51.(ITA/2019/Modificada)
Considere as seguintes afirmacdes:
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I. A soma dos cubos de trés nimeros inteiros consecutivos é divisivel por 9.

3+V5 _ 1+V5
2 2
E(sdo) verdadeira(s)

52.(ITA/2019/Modificada)
Considere as seguintes afirmacgdes:

1
I. Senéum numero natural, entao—+—+ +— -
n+1 n+2 n 2

II. Sex éumnumerorealex®+x+ 1 =0, entdox?+- +x—= 0.
E (s30) verdadeira(s)

53.(ITA/2018)

Se x é um nUmero real que satisfaz x> = x + 2, entdo x1° é igual a
a)5x%2+7x+9

b)3x% + 6x + 8

c) 13x% + 16x + 12

d) 7x2 +5x + 9

e)9x% + 3x + 10

54.(ITA/2017/Modificada)

Das afirmacodes:

|. Todo nimero inteiro positivo pode ser escrito, de maneira Unica, na forma 2¥-1(2m — 1),
em que k e m sdo inteiros positivos

[l. Existe um numero inteiro primo p tal que \/5 € um numero racional

E (s30) verdadeira(s)

55.(ITA/2014/Modificada)

Das afirmacgdes:

l.Se x,y € R\Q, comy # —x, entdo x + y € R\Q
II.Sex € Qey € R\Q, entdo xy € R\Q

E (s30) verdadeira(s):

56.(ITA/2013)

Sejan > 6 um inteiro positivo n3o divisivel por 6. Se, na divisio de n? por 6, o quociente é um
numero impar, entdo o resto da divisdo de n por 6 é

a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5
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57.(ITA/2012)

Sejam ry, 1, e r3 nUmeros reais taisque r; — 1, e r; + 1, + 13 sdo racionais. Das afirmagoes:
|. Se ry é racional ou 1, é racional, entao 3 é racional;
Il. Se 3 é racional, entdo r; + 1, é racional;

lll. Se 3 é racional, entdo r; e 1, sdo racionais,

E (sdo) sempre verdadeira(s)

a) Apenas |.

b) Apenas Il

c) Apenas .

d) Apenas lelll.

e)l, 1l elll.

58. (ITA/2005)

O menor inteiro positivo n para o qual a diferenca vVn — vn — 1 fica menor que 0,01 é
a) 2499.

b) 2501.

c) 2500.

d) 3600.

e) 4900.

59.(ITA/2005)

Sobre o nimero x = /7 — 43 + /3 é correto afirmar que:
a)x €]0,2[

b) x é racional

c) V2x é irracional

d) x? é irracional

e)x €]2,3]

60.(ITA/2003)

O numero de divisores de 17640 que, por sua vez, sao divisiveis por 3 é:
a) 24

b) 36

c) 48

d) 54

e) 72

61.(ITA/2002)

Considere as seguintes afirmagdes sobre os nimeros reais positivos:
l.Sex >4ey <2 entdox? — 2y > 12,

II.Sex > 4ouy < 2, entdox? — 2y > 12.
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ll.Se x? < 1ey? > 2,entdo x? — 2y < 0.
Entdo, destas é (sdo) verdadeira(s)

a) Apenas |.

b) Apenasl e ll.

c) Apenas ll e lll.

d) Apenas l e lll.

e) Todas.

62.(IME/2020)

Seja U o conjunto dos 1000 primeiros numeros naturais maiores que zero. Considere que zeros
a esquerda sdao omitidos. Seja A € U o conjunto de numeros cuja representacao na base 10
tem o algarismo mais significativoiguala 1;e B € U o conjunto de numeros cuja representagao
na base 4 tem o algarismo mais significativo igual a 2. As cardinalidadesde A —Bede B — A
sdo, respectivamente:

a)46 e 277

b) 45 e 275

c)44 e 275

d)45e 277

e)46 e 275

Observacao:

cardinalidade de um conjunto finito € o nimero de elementos distintos desse conjunto.

63.(IME/2020)

O menor numero natural impar que possui o mesmo numero de divisores que 1800 esta no
intervalo:

a) [1,16000]

b) [16001,17000]

c) [17001, 18000]

d) [18001, 19000]

e) [19001, o0)

64.(IME/2020)

Um inteiro positivo é escrito em cada uma das seis faces de um cubo. Para cada vértice, é
calculado o produto dos niumeros escritos nas trés faces adjacentes. Se a soma desses produtos
€ 1105, a soma dos seis numeros das faces é:

a) 22

b) 35

c) 40

d) 42

e) 50

65. (IME/2019)

Aristeu e seu irmao nasceram nos séculos XX e XXI, respectivamente. Neste ano, 2018, os dois
ja fizeram aniversario e a idade de cada um deles é a soma dos trés ultimos digitos do ano de
seu respectivo nascimento. Qual é a soma das idades dos dois irmaos?
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a) 23
b) 26
c) 29
d) 32
e) 39

66. (IME/2018)

Se X e Y s3o nUmeros naturais tais que X2 — Y? = 2017, o valor de X? + Y? é:
a) 2008010

b) 2012061

c) 2034145

d) 2044145

e) 2052061

67.(IME/2018)
Determine todos os nimeros primos p, q e r tais que 35p + 11pq + qr = pqr.

68.(IME/2018)

A soma dos algarismos de X com a soma dos quadrados dos algarismos de X é igual a X. Sabe-
se que X é um numero natural positivo. O menor X possivel esta no intervalo:

a) (0,25]

b) (25,50]

c) (50, 75]

d) (75,100]

e) (100, 125]

69.(IME/2018)

Seja x um numero natural maior que 2. Se a representacao de um numeral N na base x é 1041
e na base x — 1 é 1431, entdo a sua representacdo na base binaria é:

a) 10001111

b) 11011011

c) 11100111

d) 11011110

e) 11110001

70.(IME/2016)

Sabendo-se que m e n sdo inteiros positivos tais que 3™ + 14400 = n?, determine o resto da
divisao de m + n por 5.

a)o

b) 1

c)2

d)3
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e) 4

71.(IME/2016)
Seja a equacdo n? — 7m? = (5m — 2n)? + 49. Determine todos os pares inteiros (m, n) que
satisfazem a esta equagdo.

72.(IME/2015)

Quantos restos diferentes sdo possiveis da divisdo de n? por 11, sendo n um nimero natural?
a)3

b) 4

c)5

d)6

e)7

73.(IME/2012)
Sejam r e s € Z (inteiro). Prove que (2r + 3s) é multiplo de 17 se e somente se (9r + 55) é
multiplo de 17.

74.(IME/2010)
Seja a equagdo p™ + 144 = g2, onde n e g s3o numeros inteiros positivos e p é um ndmero
primo. Determine os possiveis valores de n,p e q.

75.(IME/2001)
Provar que para qualquer nimero inteiro k, os nimeros k e k° terminam sempre com o mesmo
algarismo das unidades.

GABARITO
)
t
o

19.3) (x — 4y)(x + 2y)
b) (x =) (x + Y (x* +y? —xy)(x* + y* + xy)
c)(c—a+b)(c+a—->b)
d) (a% + b? —V2ab)(a? + b? +\2ab)
e) 2+ 1D(x?+1—V3x)(x? +1+V3x)
Hx-—DE+DE*>—x+DE%*+x+1)
g)(x?—x+1Dx*+x+1)
h)(a—1)(a®*+a+1)
i) (a — 3)?
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j) (4a — b)(4a + b)(a — b)(a + b)

k) [(@a — b)? + b?][(a + b)? + b?]

) (x +y)(a—b)*[1+ (x + y)?(a — b)]

m) (a? + b?)(a + b)(a — b)?

n) 3y —2z)(x—-y)(z—x)

0) 2x°(x — 2)(x + 2)(x% + 4)(x? + 4 — V8x)(x? + 4 + V/8x)

p) (X3 +4D)x -2 +x+1)

a) z—=y)(=xy +w)

r)(a+ b+ c)(a®+ b? + c? —ab — ac — bc)
20.a € {—19,—11,—7,—5,—4,—2,—-1,1,5,13)

(a+b)(a%?-ab+b?

21.a) (a—b)Ea2+ab+b22

b)

a(a-2)
(a-1)(a+1)

c)a® + a3b3 + b®
d)—1

22.Demonstragao.

23.Prova por PIF.

24.a

25.c

26.d

27.b

28.¢e

29.b

30.d

31.e

32.c

33.c

34.d

35.c

36.d

37.c

38.a

39.d

40.b

41.d

42.c

43.d

44.c

45.a

46.a

47.e

48.c

49.5 = {2}.

50.n = 285714

51.1ell
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52.1.

53.c

54.1.V II.F

55.I.F IL.F

56.c

57.e

58.b

59.b

60.c

61.d

62.e

63.c

64.b

65.d

66.c

67.(p,q,7) = (17,7,17) e (p,q,r) = (19,5,19)
68.d

69.e

70.e

71.(m,n) € {(37,99}; (—37,—99); (13,51); (—13,—51); (7,21); (—=7,-21)}
72.d

73.Demonstragao

74.(p,n,q) € {(5,2,13); (2,8,20); (3,4,15)}
75.Demonstracgao

9. Lista de Questoes Resolvidas e Comentadas

19. (Exercicio de Fixagao)

Fatore as seguintes expressoes:

a) x2 + y? — 9y% — 2xy

b) X6 _ y6

c) 2ab — a? — b? + ¢?

d) a* + b*

e)x®+1

flx®—1

g)xt+x%2+1
hya* —a® +a? -1
i)a?—6a+9

j)16a* — 17a%b? + b*

k) a* + 4b*

) (x +y)(a? — 2ab + b?) + (x + y)3(a — b)3
m) a® + b — ab* — a*b
nNx-yP+@-2°-(x-2)>
o) 2x1* — 512x®
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p) x6 + 3x3 —4
q) xy* +w(z —y) — xyz
r)a® + b3 + ¢ — 3abc
Comentarios
a) x2 + y% —9y% — 2xy
Organizando os termos:
x? — 2xy + y? — 9y?
(x? = 2xy +y*) — 9y°
(x —y)* —9y*
Vamos usar a®> — b* = (a — b)(a + b):
[(x —y) = 3y][(x —y) + 3y]
(x—y—=3y)(x—y+3y)
(x —4y)(x + 2y)

b) x6 _ y6
Vamos usar a®> — b3 = (a — b)(a? + ab + b?):
(x? =y [()?* + x*y* + (¥*)?]
(x =) + ) (x* + 2%y + y*)
(x =y +y)(x* + x2y? + y* + x2y? — x2y?)
(x =) (x + y)(x* + 2x%y? + y* — x%y?)
(x =) + Y[ + y*)? = (xy)?]
(x =)+ +y* —xy)(x* + y* + xy)

c) 2ab — a® — b? + ¢?
Vamos organizar os termos:
c? —(a%? — 2ab + b?)
c?— (a—b)?
[c — (a = b)][c + (a - b)]
(c—a+b)(c+a—-Db)

d) a* + b*
a* + b* + 2a®b? — 2a*b?
(a* + 2a®b* 4+ b*) — (\/Eab)2
(a® + b*)* — (\/Eab)2
(a? + b? —V2ab)(a? + b? +V2ab)
e)x®+1
Note que x® + 1 = x® + 1°. Sabendo que a* + b®* = (a + b)(a* — ab + b?), temos:

x® + 16
(x2)3 + (12)3
(% + 12)((x2)? — x212 + (12)?)
2+ D(x*—x2+1)
2+ D(x* —x2+1—2x% 4 2x2%)
(x? + D(x* + 2x2 + 1 — 3x?)
(x% + D[(x? + 1)? — 3x?]
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(x? + 1)[(x2 +1)? — (\/§x)2]
(2 +D(x2+1—v3x)(x?+ 1 +3x)

flx®—1
Vamos fatorar usando: a®> — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)
x® — 16
(x?)* = (12)°
(x2 — 12)((x2)? + %212 + (12)?)
x—DxE+D*+x2+1)
x—DE+D*+x2+14+x%2—x2)
x—Dx+D*+2x>+1—x2)
(c— 1D+ D[(x? + 1)? — x?]
c—Dx+DE?2+1—-x)(x?2+1+x)
x—DEx+DE*—x+ D> +x+1)

g)xt+x2+1
x*+x%+1+x%2 —x?
x* 4+ 2x% 4+ 1 —x?
(x? 4+ 1) — x?
x2+1—-x)(x?2+1+x)
(x> —x+1Dx*+x+1)

hya* —a® +a? -1
ala—-1)+@@-1(a+1)
(a—Dla®+ (a + 1)]
(a—D@+a+1)

i)a?—6a+9
(a —3)?

j)16a* — 17a?b? + b*
16a* — 16a%b? — a’b? + b*
16a?(a? — b?) — b?(a? — b?)
(16a% — b?)(a? — b?)
(4a — b)(4a + b)(a — b)(a + b)

k) a* + 4b*
a* + 4b* + 4a*b? — 4a’b?
(a? + 2b%)? — (2ab)?
(a? + 2b% — 2ab)(a® + 2b? + 2ab)
[(a — b)? + b?][(a + b)? + b?]

) (x +y)(a? — 2ab + b?) + (x + y)3(a — b)3
(x +y)(a—b)*+ (x+y)(a—b)?
(x +y)(a—b)*[1+ (x + y)*(a — b)]
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m) a® + b®> — ab* — a*b
a® — ab* + b° — a*b
a(a* — b*) + b(b* — a*)
a(a* — b*) — b(a* — b%)
(a* — b*)(a - b)
(a? + b?)(a? — b?*)(a — b)
(a®? + b?*)(a+ b)(a—Db)(a—Db)
(a? + b*)(a + b)(a — b)?

nNx-yP+@-27°-(x-2)>°

(x—y)* =27

3
3

—y° =3xy(x —y)
y—2)°=y>—2z° - 3yz(y - 2)
(x—2)3=x3-23—-3xz(x — 2)
(x=y)P+ (@ -2°-(x—2)°
(x3 =93 =3xy(x —y)) + (y* — 2% = 3yz(y — 2)) — (x® — 2° — 3xz(x — 2))
x3 —y3 —3x%y + 3xy? + y3 — 2% — 3y?z + 3yz? — (x® — 2% — 3x%z + 3xz?)
x3 —y% —3x%y + 3xy? + y3 — 23 — 3y%z + 3yz% — x3 + 23 + 3x%z — 3xz?
—3x%y + 3xy? — 3y2z + 3yz? + 3x%z — 3xz*
3(—x%y + xy? —y?z + yz? + x?z — xz?)
3(—x%y + x%z + xy? — xz% — y*z + yz?)
3[-x*(y —2) + x(y* — 2°) — yz(y — 2)]
3[-x*(y —2) +x(y —2)(y + 2) — yz(y — 2)]
3(y — 2)[—x* +x(y + 2) — yz]
3(y —z2)(—x% + xy + xz — yz)
3@y —2)[—x(x —y) + z(x — y)]
30y —2)(x —y)(z —x)

Ha um modo mais rdpido de resolver esse problema, veja:

=¥+ -2°-(-2P2=-yP°+-2°+(-x+2)?
Note que se fizermosa =x —y,b =y —zec = —x + z, obtemos:

a+b+c=x—-y+y—z—x+z=0

Assim, podemos usar a seguinte fatoragao:

a®+b3+c®—3abc=(a+b+c)a?+b?>+c?—ab—ac— bc)
Dadoquea + b + ¢ = 0, temos:

a®+ b3+ c3—3abc=0
a3+ b3 + ¢® = 3abc
Portanto:
x=y3P+@-2P+(x+2>=3x-y)y —-2)(~—x+2)

0) 2x'* — 512x°
2x%(x8 — 256)
2x6(x8 —28)
2x0(x* =2 (x* + 2%)
2x6(x? —22)(x? + 22)(x* + 2%
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2x%(x —2)(x + 2)(x* + 4)(x* + 16)
2x%(x — 2)(x + 2)(x* + 4)(x* + 16 + 8x2? — 8x2)

2x8(x —2)(x + 2)(x2 + 4) [(x2 +4)% — (\/§x)2]
2x(x — 2)(x + 2)(x% + 4)(x% + 4 — V8x) (x% + 4 + V8x)

p) x® + 3x3 — 4
x®+3x3 —4+x3—x3
x6—x3+4x3 -4
33 -1)+4(x3-1)
3 +4)(x3-1)
B+ —-DE*P+x+1)

) xy* +w(z —y) — xyz
—xyz +xy* +w(z —y)
—xy(z—y) +w(z—-y)
(z—y)(=xy +w)

r)a3 + b3 + ¢® — 3abc
(a+b)® =a®+ b3+ 3a?b + 3ab?
a3 + b3 + ¢® — 3abc + 3a?b — 3a?b + 3ab? — 3ab?
(a+b)2+ c3® —3abc — 3a?b — 3ab?
(a+b)2+c®—3ab(c+a+b)
(a+b+c)(a+b)>—(a+b)c+c?]—3abla+b+c)
(a+b+c)a?+ 2ab + b? —ac — bc + c? — 3ab)
(a+b+c)a?+ b?+c?—ab—ac — bc)

Gabarito: a) (x — 4y)(x + 2y)

b) (x — Y)(x + Y)(x* + y* — xy) (x* + y* + xy)
c)(c—a+b)(c+a—-Db)

d) (a® + b? —v2ab)(a? + b* + V2ab)

e) (x? + D(x* +1—v3x)(x?* + 1 + V/3x)
Hlx—Dx+DEZ—-x+1DE%+x+1)

g (x* —x+1)x*+x+1)

h) (a - 1)(a® + a + 1)i) (a — 3)?

j) (4a— b)(4a + b)(a — b)(a + b)

k) [(a — b)? + b?][(a + b)? + b?]

) (x + y)(a— b)*[1+ (x + y)?(a— b)]

m) (a? + b?*)(a + b)(a — b)?
n)3(@y—2z)(x—y)(z—x)

0) 2x%(x — 2)(x + 2)(x? + 4)(x? + 4 — V/8x)(x? + 4 + V/8x)
p)( B +)x-1DA*+x+1)

q) (z—y)(=xy +w)

r) (a+ b+ c)(a? + b%* + ¢ — ab — ac — bc)
20. (Exercicio de Fixagao)
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az+7 , , . .
3 é um numero inteiro?

Para quais valores de a € Z, a fragao -

Comentarios

Devemos simplificar a fracdo para encontrar um nuimero que seja mais facil de ser
analisado.

Vamos tentar remover o termo a? do numerador da fragdo.

Para isso, podemos modelar o numerador para aparecer (a + 3)? e, assim, simplificamos
com o denominador (a + 3):

Vamos ver os termos que aparecem em (a + 3)?:

(a+3)?2=a*+6a+9
Assim, precisamos adicionar 6a + 9 no numerador:
a’?+7+ (6a+9)—(6a+9)
a+3

Organizando os termos:
a’+6a+9—6a—9+7

a+3
(a?+6a+9)—6a—2

a+3

Fatorando a® + 6a + 9:
(a+3)?—(6a+2)
a+3

Simplificando:
(6a + 2)
a+3
Podemos usar a mesma ideia para remover o elemento 6a da fracao, vamos multiplicar
(a + 3) por6:
6(a+3) =6a+18
Devemos adicionar 18 no numerador:
(6a+2+18—-18)

a+3
(6a +18 —16)

a+3

a+3
a+3
[6(a+3)—16]
a+ 3

Simplificando a + 3:
(=16)
a+3
16

@ a+3

. . . 16 . . .
Logo, precisamos encontrar os valores de a inteiros que tornem m um numero inteiro.

a+3—6-—

16 deve ser divisivel por a + 3.
Vamos fatorar 16:

16 2
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8 2
4 2
2 2
1

16 =2-2-2-2

Os valores inteiros que dividem 16 sdao os numeros positivos e negativos que podem ser
formados pelos fatores de 16: +1 (2°), +2 (21), +4 (22),4+8 (23), +16 (2%).

Para descobrir os valores de a, devemos igualara + 3a +1,+2,+4,+8, +16. Vamos usar

a tabela: |
1 -2
-1 —4
2 -1
-2 -5
4 1
—4 -7
8 5
-8 -11
16 13
-16 -19

~.0s valores de a que satisfazem as condi¢des do problema estdo listados na coluna a.
Gabarito: a = {—-19,-11,-7,-5,—-4,-2,-1,1,5,13}

21.(Fixagao)

Simplifique:

a) a®+2a3b3+p°
2a6_b6a a

b)

a

a?-1 a-1 a+1
a’-b°

a3-p3
a(b+c) b(a+c) c(a+b)

d) (a=-b)(a=c)  (b—c)(b—a) (c—a)(c—b)
Comentarios
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a) a®+2a3b3+b°
ab6—pb6
a+b
a® + 2a3b® + b°
a® — b®

[(@®)? + 2a3b3 + (b3)?]
[(a®)? — (b3)?]
(a® + b3)?
(a3 — b3)(a3 + b3)
a®+ b3
23 — b3
(a + b)(a® — ab + b?)
(a —b)(a? + ab + b?)

a?-1 a-1 a+1
a+ +1
a? a N a
at—1 a—-1 a+1
a’—a(a+1)+ala—1)

a? -1
a*—a*—-a+a*—a
(a=1D(a+1)
a’>—2a
(a—1D(a+1)
ala—2)
(a—D(a+1)
a#b
a9 _ b9
pEyE
(a® — b®)(a® + a®b3 + b®)
(@ = b7
a® + a3b3 + b°
d) a(b+c) b(a+c) c(a+b)
(a-b)(a—c) (b—c)(b—a) (c—a)(c—b)
a(b + ¢) b(a + c) c(a+b)
@a-ba—0 b-0b-a  (c-alc-b
a(b + ¢) N b(a + c) N c(a+ b)
(a=b)a—c) (b-c)(-D@-b) (D@@a-c)(-Db-c)
a(b + ¢) b(a + c) c(a+b)

@-h@a-0 (b-0a-b) (@a-0b-0
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Gabarito: a)

a(b+c)(b—c) b(a+c)(a—c) c(a+b)(a—Db)

(@a—b)a-c)(b—-c) (b-c)la—b)(a—c) " (a=c)(b—c)(a—Db)
a(b+c)(b—c) b(a+ c)(a—rc) c(a+ b)(a—b)
(a—b)a-c)b—c) (a-h)a—c)(b—rc) * (a—b)la—c)(b—c)
a(b? — c?) b(a? — c?) c(a? — b?)
(a—b)a-c)b—c) (a—b)a—c)b—c) * (a=b)la—c)(b—rc)
a(b? — c?) b(c? — a?) c(a? — b?)

@-D@-0b-0 @-ba-ab-0  (a-ba—b-o
ab? — ac? + bc? — a®b + a’c — b?c
(a—b)la—c)(b—c)
ab? —ac? + bc? — a®b + a’c — b?c
(a—b)(a—c)(b—c)
ab? — b%c — ac? + a’c + bc? — a®b
(a=—b)la—c)(b—rc)

b?(a —¢) — ac(c — a) + b(c? — a?)
(a=—b)la—c)(b—rc)

b?(a —c) + ac(a —c) — b(a* — c¢?)
(a=b)la—c)(b—rc)
b?(a—c)+ac(a—c)—b(a—c)(a+c)
(a=b)la—c)(b—rc)
(a—c)[b? +ac—b(a+ )]
(a=b)la—c)(b—rc)

(a — ¢)[b? + ac — ab — bc]
(a=—b)la—c)(b—rc)

(a — ¢)(—ab + b* + ac — bc)
(a—b)(a—c)(b—rc)
(a—o)[(=b)(a—b) +cla—Db)]
(a=b)(a—c)(b—rc)
(a—c)(a—b)(c—Db)
(a=b)la—c)(b—rc)
c—b>b

b—c
b—c
(a+b)(a?-ab+b?) a(a-2) . - ] B
(a—b)(a?+ab+b?) b) (a—1)(a+1) c)a® +a’b® + b° d) -1

22.(Fixagao)

Prove que as seguintes afirmacdes sdao verdadeiras:
a)(n®—n):30

b) 2n®+3n2+n):6

Comentarios

a)(n®—-n):30
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Para provar que (n° — n) é divisivel por 30, devemos provar que ele é divisivel por 2,3 e 5, ja

que30=2-3-5.

Vamos fatorar (n®> — n):
n—n=n*-1D)=n@?>-1D@R*+D)=n(n-1Dn+1Dn*+1)

Entdo, devemos provar que n(n — 1)(n + 1)(n? + 1) é divisivel por 2, 3 e 5.

Vamos analisar sua divisibilidade por 2. Devemos provar que paran = 2ken =2k + 1,ele é

divisivel por 2. Para isso, vamos substituir n = 2k en = 2k + 1 e fazer surgir o fator 2 na

expressao.

n =2k
nn—-1Dn+1DnN*+1)
2k(2k — D2k + D((2K)* + 1)
Perceba a presenca do fator 2 na expressao.

n=2k+1
nn—1Dmn+1)N?+1)
Ck+1D(Qk+1-1)(2k+ 1)+ 1)(2k+ 1?2+ 1)
QRk+1)QkRE+2)(2k+1)2+1)
Agora, vamos analisar sua divisibilidade por 3. Devemos substituir n = 3k,n = 3k +
1,n = 3k + 2 e encontrar o fator 3 na expressao.

n =3k
nn—1Dmn+1)N?>+1)
3k(3k — 1Bk + 1D((Bk)?>+ 1)

n=3k+1
nn—1Dmn+1)N*+1)
GBk+1D(Bk+1-1)(Bk+1)+1)(Bk+ 1?2+ 1)
Bk+1)Bk)Bk+2)(Bk+1)2+1)

n=3k+2
nn—1Dn+1D)"N?+1)
Bk+2)(Bk+2)—1)(Bk+2)+1)((Bk+2)2+ 1)
Bk+2)Bk+1)Bk+3)((Bk+2)*+1)
Bk+2)Bk+ 13k +1)((Bk+2)*>+1)

Por ultimo, falta analisar sua divisibilidade por 5. Vamos substituir n = 5k,n = 5k +
1,n =5k + 2,n =5k + 3en =5k + 4 e encontrar o fator 5 na expressao.

n = 5k
nn—-1Dn+1DnN*+1)
5k(5k — 1)(5k + 1)((5k)* + 1)

n=5k+1
nn—1Dn+1D)"N?+1)
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Gk + D(Gk+1) —1)(Gk+1) + 1)((5k + D? + 1)
(5k + 1)(5k)(5k + 2)((5k + 1)* + 1)

n=5k+2
nn—-1Dn+1DN*+1)
5k +2)((5k+2) —1)((5k +2) + 1)((5k + 2)2 + 1)
(5k + 2)(5k + 1)(5k + 3)((5k)?> + 20k + 4 + 1)
(5k + 2)(5k + 1)(5k + 3)(25k? + 20k + 5)
(5k + 2)(5k + 1)(5k + 3)5(5k?> + 4k + 1)

n=5k+3
nn—-1Dn+1DnN*+1)

(5k +3)((5k+3) — 1)((5k +3) + 1)((5k + 3)2 + 1)
(5k + 3)(5k + 2)(5k + 4)((5k)* + 30k +9+ 1)
(5k + 3)(5k + 2)(5k + 4)(25k? + 30k + 10)

(5k + 3)(5k + 2)(5k + 4)5(5k? + 6k + 2)

n =5k +4
nn—1Dmn+1)N?>+1)
5k +4)((5k+4) —1)((5k +4) + 1)((5k + 4)2 + 1)
(5k + 4)(5k + 3)(5k + 5)((5k + 4)*> + 1)
(5k + 4)(5k + 3)5(k + 1)((5k + 4)*> + 1)

Fizemos surgir os fatores 2,3 e 5 na expressao, logo ela é divisivel pelos trés ao mesmo
tempo:
n®-n):2-3-5
~(n®—=n):30

b)(2n®+3n®2+n):6
Para provar que essa expressao é divisivel por 6, devemos provar sua divisibilidade para 2
e 3.
Primeiro, vamos fatorar a expressdo 2n3 + 3n? + n:
2n3 +3n%+n
n(2n? +3n+1)
n2n®+2n+n+1)
n2n(n+1) + (n + 1)]
n(2n+1)(n+1)

Agora, iremos analisar sua divisibilidade por 2.
n =2k
n(2n+1)(n+1)
2k(2(2k) + 1)(2k + 1)

n=2k+1
n(2n+1)(n+1)
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Qk+1)QCk+1)+1(k+1) +1)
(2k + D(4k + 2 + 1)(2k + 2)
(2k + 1)(4k + 3)2(k + 1)

Por ultimo, vamos analisar sua divisibilidade por 3.
n =3k
n(Zn+1)(n+ 1)
3k(2(Bk) + 1Bk + 1)

n=3k+1
nZn+1)n+1)
GBk+1DC2GBk+1)+1D(Bk+1)+1)
Bk+1)(6k+2+1)(Bk+2)
(Bk+ 1)(6k+3)Bk +2)
Bk+1)3Rk+1)Bk+2)

n=3k+2
n(Zn+1)(n+ 1)
Bk+2)2Bk+2)+1D(Bk+2)+1)
(Bk+2)6k+4+1)(Bk+3)
3k + 2)(6k + 5)3(k + 1)

Gabarito: Demonstragao.
23.(Fixagao)

Use o PIF para demonstrar as seguintes afirmacoes:
nn+1)

a)1+2+3+---+n=T,VnEN*
b) 12 + 22 + 32 + - 4 n? = 2HDEMHD g €
2
)13+23+-+nd= [n(nH)] ,vn € N*
1 1 1 1 11 1 "
d) 1-2:3 + 2:34 + 3:4'5 ot nn+1)(n+2) o E[E N (n+1)(n+2)] ,Yn €N

eln(n+1)(n+2):6,Vvn €N
filn?+n:2,vneN
g)2n=>n+1,vn e N*
Comentadrios

nn+1)

a)1+2+3++n="0

Para provar por PIF, devemos seguir duas etapas:
1) P(n,) é vdlida. Para algum n, € N.
2) Para K € N, se P(K) é vélida, entdo P(K + 1) também é valida.

Vamos verificar a primeira etapa:

I)n=1=>1=1 .%: 1, logo a equacdo é valida paran = 1.

2) Vamos supor valida para k € N:

Hipotese:k € N,1+2+3+ -+ k = k(k+1)

2
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Entdo, devemos provar que é valida também para k + 1:

Tese:1+24+3+--+k+1= (k+1)((12€+1)+1) _ (k+1)2(k+2)

Para provar a teste, vamos usar a hipdtese e somar k + 1 nos dois lados da igualdade:
k(k+1)

2
k(k+1
1+2+4+3+-+k+((k+1) =¥+(k+1)
Vamos fatorar o lado direito da igualdade e ver se chegamos a tese:

—k(k2+ D) +(k+1)

k+1) (§+ 1)
(k+1D(k+2)
2

142434 +k=

Essa é a nossa tese.
Partindo da hipdtese vélida para k € N, provamos que ela também é valida para k + 1.

b)12+22+32+...+n2=w

Vamos primeiro verificar a validade da propriedade.

1+1)(2-1+1 2-3
1)n=1=>12=1-u=?=1
Generalizando o resultado, vamos criar nossa hipdtese e a tese.

2) Hipotese: Parak €N, 12 + 22 + 32 + -+ k2 = ket D) ¢\ 4lida.,

6
Tese: Também ¢é vdlida para k+1€eN=12+22+32+- -+ k?+(k+1)*=
(k+1)(k+2)(2(k+1)+1) _ (k+1)(k+2)(2k+3)

6 6
Da hipdtese, temos:

k(k+1)QR2k+1)

12422 43%+ 4+ k*= c

Somando (k + 1)? em ambos os lados da equag3o:
k(k+1)QR2k+1)

6

12422432+ 4+ k*+ (k+1)* = + (k + 1)?

+ (k + 1)2%:
k(k+1)QR2k+1)

Vamos simplificar £k

+ (k + 1)?
k(k+1)Qk+1)+6(k+1)>2

6
(k+ D[kQRk+1)+6(k+1)]

6
(k+1)(2k* + k + 6k +6)

6
(k+1)(2k? + 4k + 3k + 6)

6
(k +1)(2k(k +2) + 3(k + 2))

6
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(k+ 1)(k+2)(2k + 3)

k+1)(k+2)(2k+3
.'.12+22+32+...+k2+(k+1)2=( )( 6)( )

Essa é a nossa tese, logo estd provada por inducdo que ela é valida Vn € N,

n(n+1)

)13+ 23+ -+ nd —[

1(1+1)]

1)n—1=>13_[ 1=1

2
2) Hipotese: Parak € N, 13 + 23 + ... + k3 = [@] é vélida.
Tese: Também é vélida para k+1eN=13+23+ - +k3+(k+1)3=

[(k+1)(k+1+1)]2 _ [(k+1)(k+2)]2

Da hipdétese, temos:

[k(k + 1)]
1P3+234+ - 4+k*= ke +1)

Somando (k + 1)3 nos dois lados da equac3o: _

[k(k+1)]

B+28 4+ k3+(k+1)3= + (k+1)3

2
Vamos simplificar [k(k;l)] + (k +1)3:

—k(k2+ D) + (k+1)3

k2(k + 1)? N 4(k + 1)3

4 4
k2(k+1)? +4(k + 1)3

4
(k+ D?(k? + 4k + 1))

4
(k + 1)?(k? + 4k + 4)
4
e+ 120k +2)? [(k + 1)k + 2)]2
; =

CP 24P+ (k+ 1) = [(k * 1)2(" T 2)]

Essa é a nossa tese, portanto esta provada por indugdo.

=ttt b ——— ==
123 234 345 n(n+1)(n+2) 2
1 1[1 1

Dn=1= 1(1+1)(1+2) E[

1 1 1 1 1 [1 1 ]
2 (n+1)(n+2)

2 (1+1)(1+2)

_1(1 1)_1(4)_ 2 _1
“2\2 6/ 2\12) 12 6

1 + 1 + 1 + coe + —1 = l [1
123 234 345 k(k+1)(k+2) 2

J ol -

2) Hipétese: Para k € N

2 (k+1)(k+2)]
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1 1 1 1 111
Tese:Parak +1€N= o+t oo+t (e+D)(k+2)(k+3) E[E (k+2)(k+3)]
Da hipdétese, temos:
1 N 1 N 1 - 1 1 1 ]
1-2:3 2:3-4 3:4-5 k(k+1D(k+2) 212 (k+1D(k+2)
1 . ~ .
Somando DD 0rD) nos dois lados da equacao:
1 N 1 N N 1 1
1-2-3 2-3:-4 3-4-5

T kT Dk Gkt DKkt +3)
1 1

C(k+ Dk +2) (k + 1)(k+2)(k+3)

Vamos simplificar (k+1)(k+2)] (k+1)(k+2)(k+3)

1
Tkt Dk+ TEF DG+ DK T3
1 1

N R Nirm N -,
N|»—x'NIH"N|+-'x

1/1
E(E) T2kt Dk+2) kT DKk +3)
1,1 (k +3) 2
E(E) T2kt D+ +3) 2+ DU+ DU +3)
1,1 —(k+3)+2
_( )+2(k+ Dk + 2)(k +3)
k—3+2
( ) 2(k + 1)k +2)(k+ 3)
1,1 k-1
E(E) 2(k + 1) (k + 2)(k + 3)
1,1 “(k+1)
E(E) 2(k + D (k + 2)(k + 3)

<_> 2(k + 2_)1(k +3)

1
2
1,1 1
E(E) 2(k + 2)(k + 3)

E[E_ (k+ D(k + 2)]

1 1 1 1 1
“T237234" 325777 k+D)(k+2)(k+3) [2 (k+2)(k+3)]
Essa é a nossa tese, logo estd provada por inducgao.

e)n(n+1)(n+2):6

Dn=0=00+1)(0+2)=0:6,logo évélidaparan = 0.

2) Hipotese: k € N = k(k + 1)(k + 2) : 6 é valida.
Tese:k+1eN=(k+1D)(k+2)(k+3):6

(k+1)(k+2)(k+3)
Aplicando a distributiva no termo (k + 3):
k(k+1)(k+2)+3(k+1)(k+2)

Pela hipotese, k(k + 1)(k + 2) é divisivel por 6.
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Resta provar que 3(k + 1)(k + 2) é divisivel por 6. Para isso, precisamos provar que ela é
divisivel por 2 e por 3. Ja sabemos que ela é divisivel por 3 devido a presenca do fator 3 na
expressao. Entao, devemos provar que ela é divisivel por 2.

Perceba que (k + 1)(k + 2) é o produto de dois niUmeros consecutivos. Esse produto sera
resultado de um numero par multiplicado por um ndmero impar. Nos nimeros pares sempre
teremos a presenca do fator 2. Logo, esse produto é divisivel por 2.

3k+1)(k+2):6
S (k+ D(k+2)(k+3): 6também é vdlida
Portanto esta provada a propriedade por indugao.

filn?+n:?2
Vamos fatorar n? + n.
nf+n=nn+1)
Dn=0=0(00+1) =0:2,apropriedade é vélida paran = 0.
2) Hipotese: k € N, k(k + 1) : 2 é vélida.
Tese:k+1€N, (k+1)(k+2):2também é valida.
Vamos analisar (k + 1) (k + 2):
k+1D)k+2)=(k+1Dk+ (k+1)2
k(k+1)+2(k+1)
2(k + 1) é divisivel por 2 ja que possui 2 como fator.
k(k + 1) é divisivel por 2 pela hipdtese.
Portanto (k + 1)(k + 2) é divisivel por 2. Esta provada a propriedade por indugao.

g)2n=>n+1
Dn=1= 2= 2. Logo, ela é vdlida paran = 1.
2) Hipétese: k € N, 2k > k + 1 é vélida para k.
Tese: 2(k +1) = k + 2 é vélida para k + 1.
Da hipdtese, temos:
2k >k +1
Pela propriedade da translacao, podemos somar 1 nos dois lados da desigualdade:
2k+1>2k+1+1
2k+1>k+2
Mas2(k+1)=2k+2>2k+1
Pela propriedade da transitividade:
2k +1)>2k+1e2k+1>2k+2-2k+1)=k+2
~.Da hipdtese chegamos a tese e esta provada a indugao.
Gabarito: Prova por PIF.

24.(AFA/2018)

Na reta dos numeros reais abaixo, estdo representados os nimeros m,n e p.

A
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Analise as proposicoes a seguir e classifique-as em V (VERDADEIRA) ou F (FALSA).

m-n o , ’
() /T ndo é um numero real.

( ) (p + m) pode ser um nimero inteiro.

P . . ’ .
() ~& necessariamente, um numero racional.

A sequéncia correta é
a) V-V-F

b) F-V-V

c) F-F-F

d) V-F-V
Comentarios

Analisando cada proposicao:

’m—n ~ 2 .
l. Tnaoeum numero real.

Pela reta dos reais, podemos ver que m < n, logo:
m—-—-n<o0

Como 1 < p < 2, temos que p é positivo, ou seja,

m-—-n

é raiz quadrada de um nimero negativo

Assim, esse numero nao é real. Portanto, verdadeira.

Il. (p + m) pode ser um nimero inteiro.

Podemos suporm = —1,2ep =1,2e,assim,p+m =1,2— 1,2 = 0 € Z. Logo, proposicao
verdadeira.

. 2 é, necessariamente, um numero racional.
n

Podemos supor p = V2en =—-0,2e, assim,

p_ V2
E—T’Z— SﬁER\Q

Logo, esse nimero pode ser irracional. Portanto, falsa.

Gabarito: “a”

25.(AFA/2017)

Sejam os numeros reais
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_J(=1D?%-0,1222...
a (1,2)1

b = comprimento de uma circunferéncia de raio 1

¢ =12 -90 - V160 - V147

Sendo N, Z, Q e R os conjuntos numéricos, assinale a alternativa FALSA.
a){a,c} cQ

b)c € (ZNN)

) R-Q) >{b,c}

d){a,c} c (RN Q)

Comentarios

Calculando o valor numérico de a, b, ¢, obtemos:

_ (—1)2-0,1222..._\/?(%) (%)_2.2_2.9_21 11

(1,2)1 - (12)‘1 710 9010 905 155 75
10 12

O comprimento de uma circunferéncia é dado por 2mR, sendo R o raio da circunferéncia
(ainda veremos na aula de geometria plana). Assim, temos:

b=2nR =2n-1=2n
c=v12-v90-v160-v147 =3 -4-V9-10-V16-10-v49 - 3
o c=2v3-3V10-4V10-7V3 = 168 - V3 - V10 = 168 -3 - 10 = 5040

Analisando as alternativas:

a)a = 11/75 e ¢ = 5040 sdo numeros racionais, logo, verdadeira.

b)ZNN =N, como ¢ = 5040 € N, temos alternativa verdadeira.

c) R — @ é o conjunto dos irracionais e apenas b é irracional, logo, alternativa falsa.
dRNQ =Q,comoa,c € Q, temos alternativa verdadeira.

Gabarito: “c”

26. (AFA/2013)

Considere os seguintes conjuntos numéricos N,Z, Q, R, T = R — Q e considere também os
seguintes conjuntos:

A=Nul-(RNZ)
B=Q-(Z-N)
D=(Nulhu((Q—-N)

Das alternativas abaixo, a que apresenta elementos que pertencem aos conjuntos A,B e D,
nesta ordem, é
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a) —3;0,5eE

2
b)\/ﬁ;\/ﬁex/g
c) —V10; —5e2

d) ;32,31
Comentarios
Vamos simplificar os conjuntos:
A=(Nul)—-(RnZ)=(Nul)-7%

Como N c Z, temos:

Logo, A é o conjunto dos irracionais.
B=Q—-(Z-N)=Q—-17Z_
B é o conjunto dos racionais menos os inteiros negativos.
D=(Nul)u(@—-N)
D pode possuir nimeros naturais, numeros irracionais ou nimeros racionais ndo naturais.
Analisando as alternativas:
a) —3 & A, pois —3 é racional, logo, falsa.
b) V10 ¢ B, pois V10 é irracional, logo, falsa.
c) 2 € D, pois 2 é um numero natural, logo, falsa.
d) ? €A (g é irracional)
3 € B (3 éracional positivo)
2,31 €D (Z,ﬁ é racional, pois é dizima peri()dica), logo, verdadeira.
Gabarito: “d”
27.(AFA/2011)

Sea=\/7-\/2+\/§-\/2+\/2+\/§-\/2—\/2+\/§,ent§o

a)a € (R—N)

b) a pode ser escrito na forma a = 2k, k € Z
a€el[(Q-Z)u(R-Q)]
d[ZvQNR-N)]>a

Comentarios

Simplificando a expressao:
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5 oo fre
a=+2- 2+«/§-J(2+ 2 + )(2 2+\/§>
a=v2- [2+V2- (22—W2
«=VI- 2442 [1-(24V2)

a=\/§-\/2+\/§-\/2—\/§

a=+2- 2+\/§~\/2

31

N——

a=VZ- |22 -2 =NZNE-2=VZVZ=2
Analisando as alternativas:
a)2 €N, logoa ¢ (R— N). Falsa.
b) @ = 2, logo pode ser escrito na forma 2k, k € Z. Verdadeira.
c)a€Zea€Q,logo,a¢[(Q—7Z)U(R—Q)].Falsa.
d)Comoa =2 € N, temos que [(ZU Q) N (R — N)] ? a. Falsa.
Gabarito: “b”

28.(Escola Naval/2018)

Quantos numeros inteiros entre 1 e 1000 s3o divisiveis por 3 ou por 7 ?
a) 47

b) 142

c) 289

d) 333

e) 428

Comentarios

Seja A e B o conjunto dos inteiros entre 1 e 1000 divisiveis por 3 e por 7, respectivamente.
Assim, queremos saber o niumero de elementos de A U B e pelo principio da inclusdo e exclusao,
temos:

n(AuUB) =n(4) + n(B) —n(AnB)

A quantidade de numeros inteiros entre 1 e 1000 divisiveis por 3 é
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1000
n(4) = 3| = 333
A quantidade de numeros inteiros entre 1 e 1000 divisiveis por 7 é
1000
n(B) = [—| = 142
| 7
A quantidade de numeros inteiros entre 1 e 1000 divisiveis por 3 e 7, ou seja, 21 é
1000

n(AﬂB)=lT = 47

Portanto, n(A U B) é
n(AUB) =333+ 142 — 47 = 428
Gabarito: “e”.
29.(Escola Naval/2013)

Considere uma fracdo cuja soma de seus termos € 7. Somando-se trés unidades ao seu
numerador e retirando-se trés unidades de seu denominador, obtém-se a fracao inversa da
primeira. Qual é o denominador da nova fragao?

a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos:

a
*=3
a+b=7=>a=7-b (eq.])
Z-I__§=g=>a(a+3)=b(b—3) (eq. 1)
Substituindo a eq. I na eq. II:
(7-=b)(7—b+3)=b(b—-3)
(7—=b)(10 —b) = b(b — 3)

70 — 17b + b* = b* —3b
70 = 14b -
a=7—-b=7-5=2x[a=2]
Portanto, o denominador da nova fracdo é a = 2.

Gabarito: “b”.
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30.(Escola Naval/2013)
Em um certo pais, o imposto de renda é taxado da maneira a seguir:
12) se a renda bruta anual é menor que R$ 10.000,00 n3o é taxado;

22) se arenda bruta anual é maior ou iguala R$ 10.000,00 e menor que R$ 20.000,00 é taxado
em 10%;

39) se a renda bruta anual é maior ou igual a R$ 20.000,00 é taxado em 20%.

A pessoa que ganhou no ano R$17.370,00 apds ser descontado o imposto, tem duas
possibilidades para o rendimento bruto. A diferenca entre esses rendimentos é

a) R$ 17.370,00

b) R$ 15.410,40

c) R$ 3.840,50

d) R$ 2.412,50

e) R$ 1.206,60

Comentarios
As duas possibilidades para o rendimento sao:
a) renda bruta anual x entre 10000 e 20000

Nesse caso, temos:

10
x—10%x = 17370 > x — mx =17370=>x —0,1x = 17370 = 0,9x = 17370

_ 17370

oy = = 19300
*= 7009

b) renda bruta anual y maior ou igual a 20000

20
—20%Vy = =
y—20%y =17370=>y 100y

sy =21712,50

=17370 = 0,8y = 17370

Fazendo y — x:
y—x=21712,50 — 19300 = 2412,50
Gabarito: “d”

31.(EFOMM/2019)

Numa equagao, encontramos o valor de 884. Para chegar a esse resultado, somamos os
quadrados de dois niUmeros pares, consecutivos e positivos. Determine o quociente da divisao
do maior pelo menor

a) 0,87.
b) 0,95.
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c) 1,03.
d) 1,07.
e) 1,10.
Comentarios

Sejam x e x + 2 os dois numeros pares, consecutivos e positivos. Somando os quadrados
desses numeros e igualando a 884, obtemos:

x?+ (x +2)? = 884
x> +x*+4x +4 = 884
2x%2+4x+4—-884=0
2x*+4x—880=0
= x%+2x—440=0
Resolvendo a equacdo e encontrando as raizes:
A=b?—4ac=22—-4-1-(—440) =4+ 1760 = 1764
_—bEVA 241764 —2+42

2a 2-1 2

Como x é um numero positivo, a Unica possibilidade é x = 20. Assim, quociente da divisao
do maior pelo menor é

X =>x, =200ux, =-22

22 11

ﬁ - E - 1,1
Gabarito: “e”.

32.(EFOMM/2018)

Um aluno do 12 ano da EFOMM fez compras em 5 lojas. Em cada loja, gastou metade do que
possuia e pagou, apds cada compra, R$ 2,00 de estacionamento. Se, apds toda essa atividade,
ainda ficou com R$ 20,00, a quantia que ele possuia inicialmente era de

a) R$ 814,00.
b) R$ 804,00.
¢) R$ 764,00.
d) R$ 714,00.
e) R$ 704,00.

Comentarios

O bizu nessa questao é fazer o processo inverso das compras. Usando os 20 reais que
sobraram apds todas as compras, somamos a esse valor RS 2,00 e dobramos o valor obtido para
saber quanto ele tinha antes de entrar na quinta loja, repetimos esse procedimento até se chegar
no valor antes da primeira loja.

loja5:(20+2) -2 =44
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loja4:(444+2)-2 =92
loja3:(92 +2)-2 =188
loja 2: (188 +2) - 2 = 380
loja1: (380 +2) -2 =764

Gabarito: “c”

33.(EFOMM/2018)

No “Baile dos FERAS”, os organizadores notaram que a razao entre o numero de homens e o
, s 7 .
numero de mulheres presentes, no inicio do evento, era de s Ao final do show, os

organizadores observaram no local o aumento de 255 homens e a reducdo de 150 mulheres,
de modo que a razao entre o niumero de homens e o nimero de mulheres presentes depois

. 9 . . .
disso passou a ser o Qual é o nimero total de pessoas que estiveram presentes em algum

momento no show?
a) 3.954.

b) 3.570.

c) 3.315.

d) 1.950.

e) 1.365.

Comentarios

Sejam h e m o nimero de homens e mulheres, respectivamente. De acordo com o enunciado:

Inicio do evento:

h 7 10h = 7m (I)
—_——=— =
m 10 m

Final do evento:

h + 255 9
———— =—=10h + 2550 = 9m — 1350 = 10h = 9m — 3900 (II)
m—150 10

Usando (I) em (I1):
7m =9m — 3900 = 9m — 7m = 3900 = 2m = 3900 = m = 1950
= 10h =7-1950 = h = 1365
No inicio do evento, tinhamos h + m = 1365 + 1950 = 3315 pessoas.

No final do evento, tinhamos (h + 255) + (m — 150) = 1365 + 255 + 1950 — 150 =
3420 pessoas.

Gabarito: “c”

34.(EFOMM/2013)

Durante o Treinamento Fisico Militar na Marinha, o uniforme usado é ténis branco, short azul
e camiseta branca. Sabe-se que um determinado militar comprou um par de ténis, dois shortes
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e trés camisetas por R$100,00. E depois, dois pares de ténis, cinco shortes e oito camisetas
por R$235,00. Quanto, entdo, custaria para o militar um par de ténis, um short e uma
camiseta?

a) R$50,00.
b) R$55,00.
c) R$60,00.
d) R$65,00.
e) R$70,00.
Comentarios

Sejam t, s, c o preco de um ténis branco, um short e uma camiseta branca, respectivamente.
Do enunciado, temos:

{t+25+30=100 {t+25=100—3c
2t + 55 + 8¢ = 235 2t + 55 = 235 — 8¢

Multiplicando a primeira equag¢ao por —2:

{—Zt —4s = —200 + 6¢C
2t +5s =235 — 8¢

Somando as duas equac¢des para obter s:
s=35-12c
Usando a primeira equacgao para obter t:
t=100—3c—25s=100—3c—2-(35—2¢c)=30+c¢
O preco de um par de ténis, um short e uma camiseta branca é:
t+s+c=B0+c)+(35—2c) +c =65
Gabarito: “d”

35.(EFOMM/2009)

Qual é o numero inteiro cujo produto por 9 é um numero natural composto apenas pelo
algarismo 1°?

a) 123459

b) 1234569
c) 12345679
d) 12345789
e) 123456789
Comentarios

Queremos encontrar x talque x - 9 = 11111 .., paraisso, podemos tomar o nimero natural
composto apenas pelo algarismo 1 e dividi-lo por 9:
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11111,
9

Como ndo sabemos quantos algarismos 1 temos, devemos inserir o algarismo 1 e efetuar as
divisbes até obtermos um resto nulo, dessa forma:

X

111111111... 9
-9 12345679
21
—18
31
—27
41
—36
51
—45
61
—54
71
—63
81
—81
0

Portanto, o quociente encontrado é x = 12345679.
Gabarito: “c”

36. (CN/2002)

Se a, b e c sdo algarismos distintos, no sistema de numeracao decimal existe um Unico nimero
de dois algarismos (ab) tal que (ab)? — (ba)? = (cc)?. O valor de (a + b + ¢) é igual a:

a) 11
b) 12
c) 13
d) 14
e) 15

Comentarios

Como estamos trabalhando com o sistema de numerag¢ao decimal, podemos escrever:
(ab)? — (ba)? = (cc)?
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(a-10+b)>—=(b-10+a)?> =(c-10+¢)?
100a? + 20ab + b? — (100b?% + 20ab + a?) = (11c)?
100a? + 20ab + b? — 100b? — 20ab — a? = 121¢?
99a? — 99p% = 121¢?

99(a? — b?) = 121c?

9(a? — b?) = 11¢?

Sendo a, b, ¢ algarismos distintos do sistema decimal, temos a, b, ¢ € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Para
a equacdo acima, devemos ter:

c2=9=¢=3
a?—b?2=11=a? =11+ b?

Agora devemos testar as possibilidades e verificar qual valor de b implica em a? = 11 + b?

ser um quadrado perfeito:
b 11 + b?

1 12
2 15
4 27
5 36
6 47
7 60
8 75
9 100

Das possibilidades acima, apenas b = 5 e b = 9 tornam a? um quadrado perfeito. Perceba
queseb = 9,temos a? = 100 = a = 10 e como a é um algarismo decimal, isso é impossivel. Logo,
devemoster b = 5e a? =36 = a = 6. A soma pedida é

a+b+c=6+5+3=14
Gabarito: “d”

37.(CN/2000)

O valor da expressao abaixo é

2

(%)
-2

16 16 03334 1) (3)
27 9 ’ 4
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a)i/jg

b)

wIiN

c)0
d)1
e)—1

Comentarios

122410 03334 1) ( 3) -
27 9 e B
5+6
)
NE 16+16 (1+3> 16 _
B 27 9 3 9 N

(%) (%)
sj 16 64 16 3|48 48

~277277 9 27 27

Gabarito: “c”

38.(CN/2001)

Se2<x< 3,ent50Jx+2F—Jx—2\/méiguala:
a)2

b) Vx

c)2vVx—1

d) 2v/x

e)3

Comentarios

Fazendoy = \/x +2Vx—1-— \/x — 2vx — 1 e elevando y ao quadrado:

y? = <\/x+2m—\/x—2m>2

2 2

y2=</x+zm> _zjx+zm.Jx_zm+<Jx_zm)

y2=xt e 1-2 (x4 2Vr = D)(x - 2Vr— 1) 4 x - 2Vx 1
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y? = 2x — 2,/x% — 4(x — 1)

y2 =2x —2yJx2—4x +4
y? = 2x — 24/ (x — 2)?
y? =2x — 2|x — 2|
Como x € ]2, 3], temos que x — 2 > 0, logo:
y2=2x—2(x—-2)=2x—-2x+4=4
Ly =42
Gabarito: “a@”

39.(CN/2002)

Sea=\/4—Meb=\/4+ 10+2\/§,entéoa+béiguala:
a) V10

b) 4

c) 2v/2

d)V5+1

e)V3 +2

Comentarios

Sejax = a + b. Assim, temos:

x=\/4— /10+2J§+J4+ /10+2\/§

Elevando x ao quadrado e simplificando:

2 2

x% = J4— /1o+2\/§ +2J4— /1o+2\/§-\/4+ /10+2\/§+ j4+ /10+2\/§
x2=4— /10+2\/§+2\/<4— /10+2\/§><4+ /10+2\/§)+4+ /10+2\/§

2

x2=8+2J16—</10+2\/§> =8+2\/16—(10+2\/§)
x?=8+2 /6—2\/§=8+2 /5+1—2\/§=8+2\/\/§2+(—1)2—2\/§
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x?=8+2 (V5 1)

2 =8+2(V5-1)=6+2V5=(V5+1)°

X = \/E +1
Gabarito: “d”

40.(CN/2011)

O nlimero real 1/26 — 15v/3 é igual a
a)5—+3

b)v7 — 43
)3 -2
d)v13 =33
e)2
Comentarios

Note que nas alternativas ndo temos a raiz cubica, vamos usar a seguinte fatoracao para
simplificar o niumero dado:

(a + b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b3 = a(a? + 3b?) + b(3a? + b?)

Temos que descobrir a e b tal que V26 — 153 = Y/ (a+b)3 =a+b. Assim, temos:
26 —15V3 = (a + b)® = a(a? + 3b?) + b(3a? + b?)

Para termos o fator V3 na express3o, devemos ter b = ++/3. Perceba que (3a? + b?) sempre
serd um numero positivo, assim, devemos ter b = —+/3. Substituindo:

26—15V3=a (a2 + 3(—\/5)2) - \/§(3a2 + (—\/5)2) = a(a®? +9) —V3(3a? + 3)
Igualando os termos:
{ 26 = a(a?+9)
—15v3 = —/3(3a? + 3)
Resolvendo a segunda equagao:
—15V3 = —V3(3a?+3)=>15=3a?+3=>12=3a’=>4=a’>a =42

Novamente, como na equacdo 26 = a(a? + 9) temos que (a? + 9) é um nimero positivo,
devemos ter a = 2. Logo, testando esse valor:

26 =2(2%2+9) =2(4 +9) = 26 (verdadeiro)

Portanto, temos:

126 —15v3=3(a+b)P =a+b=2—-+3
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Analisando as alternativas, ndo encontramos esse valor. Entdo, vamos tentar escrevé-lo
dentro de um radical:

2—\/§=\/(2—\/§)2=\/4—4\/§+3=\/7—4\/§

Esse valor esta na alternativa b.

Gabarito: “b”

41.(EEAR/2000)

. . 2a? _2
Simplificando % (a’x%)73,coma > 0ex > 0, temos

3
2aVa?x?
3x

3
2Va?x?

3ax
3
2x Va?Zx?
3a
3
2Va?x?

3x

a)

b)

c)

d)

Comentarios

2 2 2 2 4 4 6— 3—
2ax'(a2x2)_§=2ax. 1 2=2ax. 414=E-a(2_§)-x(1_§)=E-aT4-xT4
2 z 1 2Va?2  2Va? Vx2 2Va%x?
=—.q3-x 3= = . =
3 3¥x 3Vx Vx? 3x

Gabarito: “d”

42.(EEAR/2001)

4 2
— 3. (=1°)5 — 5%, obtemos

Efetuando (—2%)
a) 10

b) 12

c)4

d)—12
Comentarios

Cuidado! Poténcias de expoente par serdo sempre positivas!
3\* 2
(—24> —3-(-1°)5-59=2% -3.(-1)2-1=8-3-1=8-4=4

Gabarito: “c”

43.(EEAR/2001)
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Supondo definida em R a fragao:

Vva-Ja+va-Ja-va-va+1

a?—-1

O seu valor é:
a)va+1
b)a+1
cJa-—1

d)a
Comentarios

Vamos simplificar a expressao:

Va-atvaJa—va-NaTi Va e -Va Na¥1 g.vaZ—a-JaFi
a?—1 a Va—1-va+1  Va—-1-va+x1
Va-va Ja=1

_ — 1=\/52=a

Gabarito: “d”

44.(EEAR/2002)

a—4—_b—4-

a~2—p=2
a)a—®—bp~°
b)a % — b2
c)a?+ b2

d) a? + b?

Comentarios

A fragao éigual a

Simplificando a expressao:

at—b*  (aZ=tD@?+b?)

-2 -2
e = — =a“+b

Gabarito: “c”

45. (EEAR/2002)

~ V144+0,6 3 ) 1\ <. .
O valor da expressao a0 Z{Z —-15+ (1 + E)} é igual a:
)i
P
7
b) >
c)—2
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2
d) p
Comentarios

Simplificando a expressao:

viad+ 06—5{2 15—(1+%)} 12206 3{2—1,5+<ﬂ)}

2,4-10 4 24-10 4 2
20 3
. _ = _ _ 1
2410 4{2 15+ (2)} 24 4{2 15+ (15}
20 3{2 1}_5 3 20—18_2_1
24 4 6 4 24 24 12

Gabarito: “a”

46. (EEAR/2002)

Se K é um nUmero inteiro, K? + K é necessariamente um
a) multiplo de 2
b) multiplo de 3
c) produto de dois niumeros impares.
d) produto de dois nimeros primos.
Comentdrios
K2+K=K-(K+1)

Como K é um numero inteiro, temos que para qualquer valor de K sempre havera um
numero par entre os fatores de K? + K ja que K e K + 1 s3o nimeros inteiros consecutivos. Assim,
K? + K é necessariamente um multiplo de 2.

Gabarito: “a”

47.(ITA/2020)

A expansao decimal do numero 100! = 100-99 --- 2 - 1 possui muitos algarismos iguais a
zero. Contando da direita para a esquerda, a partir do digito das unidades, o nimero de zeros,
gue esse numero possui antes de um digito ndo nulo aparecer, é igual a

a) 20.
b) 21.
c) 22.
d) 23.
e) 24.
Comentdrios
Seja a fatoragao em primos, Unica pelo teorema fundamental da algebra, de 100!:
100! =24.3b.5¢. .977
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Mas100!=1-2-3-4-5-6-..-98-99-100.

Dado um numero inteiro positivo N, a quantidade de zeros em seu final é igual ao nimero de
vezes em que se pode dividir por 10 e continuar com um inteiro positivo. A cada divisao, diminui-se
uma unidade dos expoentes de 2 e de 5. Logo, é possivel dividir por 10 min{a, c} vezes.

Acontece que em m!, para todo inteiro positivo m, temos sempre que o expoente de 5 é
menor ou igual ao expoente de 2, isto é, ¢ < a. Logo, min{a, c} = c. O problema agora é descobrir
o expoente de 5 em 100!

Contemos as contribuigdes de cada k € {1,2, ...,99,100}.
Cada multiplo de 5 contribui com pelo menos um fator 5.
Cada multiplo de 5% = 25 contribui com um fator 5 extra.

N3o existem multiplos de 5! com [ > 3.

Temos l&J + l&J = 204+ 4 = 24 zeros no fim de 100!.
5 25

Gabarito: “e”.

48.(ITA/2020)

Dado a € R, definap = a + a? e ¢ = a + a e considere as seguintes afirmagdes:

l.se p ou q éirracional, entdo a é irracional.

Il. se p e g sdo racionais, entao a é racional.

lll. se g é irracional, entdo p é irracional.

E(sdo) VERDADEIRA(S)

a) apenas |.

b) apenas II.

c) apenas lell.

d) apenas | e lll.

e) todas.

Comentarios

|. Temos da afirmagdo (p € 1) V (q € ) - a € 1. Usando sua contrapositiva:
~(ael) - ~[(peDVv(qgeD]
~(a€el->~@peDr~(@eD
2a€EQ-(PpeWAr(geQ

Assim, temos que verificar se a € Q implicaquep € Qe g € Q. Como a € Q, temos a? € Q
ea’ € Q, logo,p=a+a?€ Qeq=a+ a® € Q. Portanto, afirmagdo verdadeira.

[l. Multiplicando-se p por a, temos:

ap =a*+ad
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Podemos escrever a® e a® como:

p=a+a’=>a’=p-a
g=a+a*=>a>=q—a
Substituindo em ap:
ap=p—a+q—a=>ap+2a=p+q=>@P+2)a=p+q
Parap # —2:

,_Pta
p+2

Sep,q € Q, temos quege Q, logo, a € Q.

Parap = —2:
—2=a+a’=>a’+a+2=0>A=12-4-1-2=1-8=-7<0

Portanto, a € R, logo, nao é possivel.

Concluimos que a afirmacao é verdadeira.

[ll. Tomemos o seguinte contraexemplo:

a=\/§—%
q=a<1+az>=(«§_;)(1+(w_§)2)
q=<2‘/§2_‘1><1+3+%_\/§>=(2\/5—1)E(317—4«/§)=34\/_—178—24+4\/§
38V3 — 41
q=—"F—€I
p=a(+a)=(V3-2)(14vE-2)=(vB—3)(V3+3)=3-1="cq

Portanto, afirmacao falsa.

Gabarito: “c”.

49.(ITA/2020)

Dizemos que um numero natural n é um cubo perfeito se existe um numero natural a tal que
n = a3. Determine o subconjunto dos nimeros primos que podem ser escritos como soma de
dois cubos perfeitos.

Comentarios
Sejam a, b € N tais que a® + b3 = p, com p primo. Assim, temos:

p=a®>+b3=(a+b)(a*—ab+ b?)
eEN eN eEN
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Como p é primo, temos duas possibilidades para os fatores:

la+b=1ea’*—ab+b*>=p
Comoa,b € N, temosde a + b = 1 que as solugdes sdo:
a=1leb=0oua=0eb=1
Substituindo a = 1 e b = 0 na equacdo a® — ab + b? = p:
12=p>=>p=1

Como 1 ndo é primo, temos que esses valores de a e b ndo convém, analogamente para a =
0 e b = 1. Assim, devemos analisar o segundo caso.

Na+b=pea?—ab+b?=
Fazendo a = p — b, temos:
(p—b)?—-(@-bb+b*=1
p? —2pb + b?> —pb + b*> + b*> =1
p?—3bp+3b* —1=0
Analisando o discriminante:
A= (3b)>—4-1-3b*—1)=4—3b?

Como p é a soma de dois naturais, temos que p também é natural, logo devemos ter A > 0:
4
4 —3b% = 0= b? S§

Como b € N, a Unica possibilidade é b = 1.
Encontrando as raizes para p:

3b+V4—3b7 341

=2oul
> > ou

p=
Como 1 ndo é primo, temos p = 2.
Para esse valor de p:
a+b=p=>a+1=2-cta=1
Portanto, o subconjunto dos nimeros primos que satisfazem ao problema é S = {2}.
Gabarito: S = {2}.

50.(ITA/2019)

Um numero natural n, escrito na base 10, tem seis digitos, sendo 2 o primeiro. Se movermos o
digito 2 da extrema esquerda para a extrema direita, sem alterar a ordem dos digitos
intermediarios, o niUmero resultante é trés vezes o numero original. Determine n.
Comentarios

Se n esta na base 10 e possui 6 digitos, sendo 2 o primeiro, podemos escrever:
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n=2-10°+a-10*+bh-103+c-10°+d-10" +¢e-10°
X
Chamando de x o numero formado por a-10*+b-103+c-10%+d-10*+e-10°,
temos:

n=2-10%+x

Fazendo a mudanca de ordem conforme o enunciado, obtemos um novo niumero natural m:
m=10-x+2

A questdo diz que m = 3n, logo:

599998

10x+2=32-10°+x)=27x=2(3-10°-1) =2 x = = 85714

Entdo, n é dado por:
n=2-10°+ 85714
In = 285714

Gabarito: n = 285714

51.(ITA/2019/Modificada)

Considere as seguintes afirmagdes:

I. A soma dos cubos de trés numeros inteiros consecutivos é divisivel por 9.

I /3+\/§_1+\/§
: 2 2

E(sd0) verdadeira(s)
Comentarios
I. Verdadeira.
Seja a € Z.Vamos tomar os inteiros consecutivos (a — 1,a,a + 1), a soma dos seus
cubos resulta:

(a—13+a®+ (a+1)3
a’—3a’+3a—1+a®+a®+3a?+3a+1
3a3 + 6a
3a(a® + 2)
Devemos provar que para qualquer a € Z, o valor 3a(a? + 2) é divisivel por 9.

a)a = 3k, k € Z. Valores (0,%3,%6, 19, ..., £3k)
3a(a? + 2)
3(3k)((3k)? + 2)
9k(9k? + 2) é divisivel por 9

b)ya =3k + 1,k € Z. Valores (1,4,7,10, ...,3k + 1) e (—2,-5,-8, ..., =3k + 1)
3a(a? + 2)
3Bk + 1D((Bk+1)%2+2)
33k + 1)(9%k? + 6k +1+2)
9(3k + 1)(3k? + 2k + 1) é divisivel por 9

c)a=3k+ 2,k €Z.Valores (2,5,8,..3k+1)e (—-1,—-4,-7,..,—3k + 1)
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Victor So

3a(a® +2)
3Bk +2)((Bk+2)*2+2)
33k + 2)(9k?% + 12k + 4 + 2)
9(3k + 2)(3k? + 4k + 2) é divisivel por 9

Il. Verdadeira.

Gab

2 2 4 B 4 2
arito: “lell”.

1475 _ (1+\/§>2= 1+5+2V5  [6+2V5 _ [3+45

52.(

ITA/2019/Modificada)

Considere as seguintes afirmacgdes:

V.

=

NIH

n+1 n+2

. Sen é um numero natural, entdo —+ —+ - +
Sex éumnUmeroreale x3 +x + 1 =0, entdo x?

X

n 1

+ - +—6=0.
x

E (s30) verdadeira(s)
Comentarios

I. Verdadeira.
. o1 .
Devemos supor n # 0, pois caso contrario -~ ndo poderia ser calculado.

R

i
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N3ao foi fornecido a informacao na prova sobre o 0 ser ou ndo um nimero natural. Abaixo

as notacoes da prova de Matematica de 2019:

MATEMATICA

Notagoes

: conjunto dos niimeros reais

: unidade imaginaria i = —1

det(M) : determinante da matriz M

M~! . inversa da matriz M
MT : transposta da matriz M
AB : segmento de reta de extremidades nos pontos A e B

[a, ] ={reR:a <z <b}

Observagao: Os sistemas de coordenadas considerados séo os cartesianos retangulares.

Na prova de 2008, o ITA considerou 0 € N. Veja:
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NOTACOES
N=1{0123 1} 1 - unidade 1magindria; i = —1
Z : conjunto dos nuimeros nteiros | 2| - médulo do nimero z € C
R : conjunto dos nimeros reais ] . conjugado do numero z € C
C : conjunto dos nimeros complexos Rez - parterealde € C
0 : conjunto vazio Imz : parte imagindriade z € C
[a,b) = {z €R; a <z <b} I - matriz 1identidade
(a,b)=]a,b[={reR; a <z <b} A~! . inversa da matriz inversivel A
[a,b) =[a,b[={zeR; a <z < b} A . transposta da matriz A
(a.b] =]a,bl={z eR; a <x < b} det A : determinante da matriz A
A—B={x< Az ¢ B} A - complementar de A

P(A) : colecao de todos os subconjuntos de A

AB  : segmento de reta unindo os pontos A e B

—

AB  : arco de circunferéncia de extremidades A e B

Observacao: Os sistemas de coordenadas considerados sao cartesianos ortogonais.

Por isso, devemos sempre ler as notacdes fornecidas na prova antes de resolver as
questdes. No caso da prova de 2019, como a informacao nao foi fornecida, fizemos a suposicao
de quen # 0.

Note que:
1 > 1 > ! > > !
n+1 n+2 n+3 2n
Entdo:
1 S 1
n+1 2n
1 S 1
n+2 2n
1 S 1
n+3 2n
1 1
2n 2n
Somando todas essas relagdes, obtemos a seguinte desigualdade:
I S S
n+1 n+2 2n - 2n  2n 2n
n termos nvezes
4 - 1 S 1
n+1l n+2 2n " 2n 2
. Errada.
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Vamos manipular a equag¢do x3 + x + 1 = 0 e tentar chegar a x? + % + xis = 0.

x*+x+1=0
Dividindo a equagao por x:

x2 x 1
—+—-+-=0
X X X
Simplificando:
x24+1+-=0
Isolando os termos x? + i:
1
x24+-—=-1
X

Somando ie nos dois lados da equacao:
X
Z4+—+ 1+ .
X4+ —-—4+—==- —
R x® x®
O problema diz que x? + - + i 0, entdo:

—1+xi6=0=>x6=1,x=ilparaxElR
Masparax =+1,x3+x+1+#0

Logo, a assertiva esta errada.
Gabarito: “1”.

53.(ITA/2018)
Se x é um numero real que satisfaz x> = x + 2, entdo x*° é igual a
a)5x2+7x+9
b) 3x% + 6x + 8
c) 13x%2 + 16x + 12
d) 7x2 +5x +9
e)9x? +3x+ 10
Comentarios
Vamos elevar x3 = x + 2 ao cubo usando o produto notavel:
(a+b)2=a®+b3+3ab(a+b)
(x%)® = (x +2)°
x?=x3+23+6x(x +2)
x?=x3+8+6x%+12x
x=x3+6x2+12x+8
Multiplicando os dois lados da equacdo por x para obter x°:
x%x = (x3 + 6x% + 12x + 8)x
x10 = x* + 6x3 + 12x2 + 8x
Vamos simplificar a equag3o, fazendo x3 = x + 2 dado no enunciado:
x10 = x(x3) + 6x3 + 12x2 + 8x
x=x(x+2)+6(x+2)+12x%+ 8x
x10 =x% +2x+6x+12 + 12x% + 8x
x10 = (x% 4+ 12x?) + (2x + 6x + 8x) + 12
x10 =13x2 4+ 16x + 12
Gabarito: “c”.

54.(ITA/2017/Modificada)
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Das afirmacgdes:
l. Todo nimero inteiro positivo pode ser escrito, de maneira Unica, na forma 2¢¥"1(2m — 1),
em que k e m sdo inteiros positivos
[l. Existe um numero inteiro primo p tal que \/5 € um numero racional
E (s30) verdadeira(s)
Comentarios
l. Suponhan € Z,,n =2¥'2m—-1) comk,m € Z,.
Vamos analisar os fatores de n.

n=2k-1 <2m - 1)
N—— N e’

par impar

Perceba que temos dois fatores em n, um par e um impar.

2k=1 pode assumir os valores: (1, 2,4, ...), ele é a parte par.

2m — 1 pode assumir os valores: (1,3,5,7,...). Ele é a parte impar, pois 2m é um
numero par e subtraindo 1 deste nimero, temos um niumero impar.

Note que podemos representar todos os nimeros inteiros positivos nesse formato de
numero.

Para representar numeros pares, fazemos k # 1 e obtemos multiplos de 2: n =
2k=-1(2m - 1).

Para os impares, fazemos k = 1 e obtemos nimeros impares:n = 2°(2m — 1) = 2m —

~Verdadeira.
Il. Pela definigao de numero irracional, sabemos que se p é primo entao \/E é irracional.
~Falsa.

Gabarito: 1.V II. F

55.(ITA/2014/Modificada)

Das afirmacgdes:

l.Se x,y € R\Q, comy # —x, entdo x + y € R\Q

II.Sex € Qey € R\Q, entdo xy € R\Q

E (s30) verdadeira(s):

Comentarios
l.x,y € R\Q » x+y € R\Q
A afirmagao diz que se x e y sdo irracionais, a x + y também sera.
Vamos supor x = 1 + V2 e y = 1 — /2, ambos s3o irracionais.
Somando os dois, temos:

x+y=(1+v2)+(1-v2)=2€Q

x + y é racional

~Falsa.
l.x eQey € R\Q — xy € R\Q
Vamos tomarx = 0 € Q e y = V2 € R\Q, entdo xy sera:
xy=0- V2=0€ Q
Xy € um numero racional
~Falsa
Gabarito:I. Fell. F
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56.(ITA/2013)
Sejan > 6 um inteiro positivo ndo divisivel por 6. Se, na divisdo de n? por 6, o quociente é um
numero impar, entao o resto da divisao de n por 6 é
a) 1l
b) 2
c)3
d) 4
e)5
Comentarios

n é um inteiro positivo nao divisivel por 6, entdao podemos escrever:

n=6q+r,re€ll5]
T é o resto da divisdo de n por 6

Na divisdo de n? por 6, o quociente é um nimero impar. Vamos elevar 0 nosso n ao

qguadrado e analisar o quociente:
n? = (6q + r)? =36q* + 12qr + r* = 6(6q* + 2qr) + r?
Vamos reescrever 72:
r2=6q +1r'
q' é o quociente da divisdo de 72 por 6 e ' é o resto dessa divisdo.
n? = 6(6q% + 2qr) +r?
n? = 6(6q% +2qr) + 6q' + 1’
n? =6(6q*+2qr+q')+1
O nosso quociente da divisio de n? por 6 é:
6q>+2qr+q =2qBq+1r)+q

O quociente é um numero impar, isso implica que g’ é impar ja que 2q(3q + 1) é um
ndmero par.

Das condig¢bes de r € [1,5]:

r=1=r?=1
r’=6q'+r'=>1=6q'+r' =2q =0er' =1

r=2=r2=4%
r’=6q'+r'=>4=6q'+r'=q =0er' =4

r=3=r2=9
r’=6q'+r'=29=6q'+r'=q =1ler' =3

r=4=1r2=16
r’=6q'+r' =216=6q9'+r'>q' =2er' =4

r=5=1r2=25
r’=6q'+r' =225=6q9"+r'=>q' =4er' =1

Comoq' éimpar—>q' =1-1r=3.

Gabarito: “c”.
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57.(ITA/2012)
Sejam ry, 1, e r3 nUmeros reais taisque r; — 1, e r; + 1, + 13 sdo racionais. Das afirmagdes:
|. Se ry é racional ou 1, é racional, entdo 3 é racional;
Il. Se 3 é racional, entdo r; + 1, é racional;
lll. Se 3 é racional, entdo r; e 1, sdo racionais,
E (s30) sempre verdadeira(s)
a) Apenas |.
b) Apenas Il
c) Apenas .
d) Apenas l e ll.
e)l, Il elll.
Comentdrios
l. 7y — 1, é racional.
Se ry é racional, entdao r; — 1, é racional — 1, é racional.
Ser, é racional, entdao r; — 1, é racional — r; é racional.
Logo, 1, e 1, sdo racionais.
11 + 15 + 13 é racional = 13 é racional.
~Verdadeira.
. 75 é racional
(ry + 1,) + r3 é racional - (r; + 1) é racional
~Verdadeira.
[1l. Da Il sabemos que 1, + 1, é racional e do enunciado r; — 7, € racional.
Vamos somar as duas expressoes:
(ry + 1) + (rp —13)
(rn+r)+@—nrn)=2rn=>n= 5
11 € a soma de dois numeros racionais, logo ele também é racional.
Subtraindo as duas expressoes:

(n+r)—0—1)
2

1, € a subtragao de dois niumeros racionais, portanto ele é racional.
~Verdadeira.

Gabarito: “e”.

58.(ITA/2005)

O menor inteiro positivo n para o qual a diferenca vn — vn — 1 fica menor que 0,01 é

a) 2499.

b) 2501.

c) 2500.

d) 3600.

e) 4900.

Comentarios

A questdo pede o menor inteiro positivo n tal que vn —vn — 1 < 0,01.

(n+nrn)—m—-nrn)=2rn>nr=

Vn-Vvn-1<0,01
1 1
Vn—-Vn-1<—=100<
100 Vn-Vvn-1
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Podemos escrever

de outra forma:
1

Van—Vn—-1
1 (Vn+vVn—-1)
Vn—Vvn-1(¥n++vn-1)
(Van+Vvn-1)

(Vo - Vn-12)
(Va+vn—-1)
(n—-(m-1))
(Wn+Vn-1)

N _n_1=wz+M>

1
100<\/ﬁ_m=(\/ﬁ+\/n—1)
Vn+vn—-1>100

1
Vn-vn-1

1

Note que:
Wn>vn-1=>vn+vn>vn-1+Vvn=2vn>vn-1++Vn
2Vn>+Vn—-1++/n> 100
2vn > 100 = v/n > 50

Para essa inequac¢ao, podemos elevar ambos os lados ao quadrado sem alterar a

desigualdade:
n > 2500

Como n é um numero inteiro e positivo, o menor valor que ele pode assumir é n =
2501.
Gabarito: “b”.
59.(ITA/2005)

Sobre o nimero x = /7 — 43 + /3 é correto afirmar que:
a)x €]0,2[
b) x é racional
c) V2x é irracional
d) x? é irracional
e)x €]2,3]
Comentarios
Vamos fatorar o nimero x:

X = ’7—4\/§+\/§
/4—4\/§+3+\/§

\/22—2-2\/§+x/§2+\/§
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2
(2-+3) +3

(2-V3)+vV3=2

~ X é racional.
Gabarito: “b”.

60.(ITA/2003)
O numero de divisores de 17640 que, por sua vez, sao divisiveis por 3 é:
a) 24
b) 36
c) 48
d) 54
e) 72
Comentarios
A questao pede os divisores de 17640 que sao divisiveis por 3. Vamos fatorar o numero
17640:

17640 2
8820 2
4410 2
2205 3
735 3
245 5
49 7
7 7

1

Podemos escrever:
17640 =23-32-5-72=2:2-2+-3:3:5-7-7

O numero de divisores serd dado pela quantidade de numeros diferentes que podemos
formar com os fatores de 17640 e que possuem o 3 como fator.

Neste caso, ja que temos dois fatores 3, podemos formar nimeros divisiveis por 3 e
também por 9 (32). Ent3o, ja temos 2 casos diferentes.

Os nimeros podem possuir 2, 4 (22) e 8 (23) como fatores ou também podem n3o possuir
0 2 como fator. Logo, sao 4 possibilidades nesse caso.

Eles podem possuir o 5 como fator e também podem ndo possuir. Assim, sdo 2
possibilidades.

Por fim, podemos ter 7 e 72 como fator ou também podemos n3o o ter. Neste caso, temos
3 possibilidades.
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Devemos multiplicar as possibilidades para cada numero e, desse modo, calcular a

guantidade:
n=2-4-2-3 =48 nuameros divisiveis por 3

Gabarito: “c”.
61.(ITA/2002)
Considere as seguintes afirmacdes sobre os niUmeros reais positivos:
l.Sex >4ey <2 entdox?—2y > 12,
I.Sex >4ouy < 2, entdox? — 2y > 12.
ll.Se x? < 1ey? > 2,entdo x? — 2y < 0.
Entdo, destas é (sdo) verdadeira(s)
a) Apenas |.
b) Apenasl e ll.
c) Apenas ll e lll.
d) Apenas l e lll.
e) Todas.
Comentarios

I. Temos duas inequag¢des com o conectivo “e”, vamos verificar se a desigualdade é
verdadeira:

x>4=x%>16
y<2=>-y>-2>-2y>—4

Como a condigao é x > 4 ey < 2, podemos somar as duas inequagdes. Assim, obtemos:

x2—2y>12

~Verdadeira.

II. A diferenca nessa afirmacdo é a presenca do conectivo “ou”. Essa afirmacao diz que
qualquer uma das proposi¢cdes podem ser vélidas para que x? — 2y > 12.Provamos na
afirmagdo acima que as duas condi¢des devem ser satisfeitas ao mesmo tempo para que a
consequéncia seja verdadeira.

~Falsa.

. x? < 1

y2>2=y<—20uy>+2
Vamos usary > V2
y>V2=—y<—V/2=-2y<-2V2
Somando as duas inequacoes:
x2—2y<1-—2V2
Noteque 22 =2-14=28=1<2V2

Portanto:
1-2V2<0
x2—2y<1-2V2<0
x? -2y <0
~Verdadeira.

Gabarito: “d”.
62.(IME/2020)
Seja U o conjunto dos 1000 primeiros numeros naturais maiores que zero. Considere que zeros
a esquerda sdao omitidos. Seja A € U o conjunto de numeros cuja representa¢ao na base 10
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tem o algarismo mais significativoiguala 1;e B € U o conjunto de numeros cuja representagao
na base 4 tem o algarismo mais significativo igual a 2. As cardinalidadesde A —Bede B — A
sao, respectivamente:

a)46 e 277

b) 45 e 275

c)44 e 275

d) 45 e 277

e)46 e 275

Observacgao:

cardinalidade de um conjunto finito € o nimero de elementos distintos desse conjunto.

Comentarios

Para resolver essa questao, devemos encontrar os elementos de cada conjunto. O enunciado
diz que A e B sdo subconjuntos de U = {1, 2,3, ...,1000}. Para A, temos que o algarismo mais
significativo dos seus elementos na base decimal é 1, logo, os elementos de A sdo:

1
1(1)3, 139 =4 = {1, 10, ...,19 ,100,...,199, 1000}
1000 10 elementos 100 elementos

A cardinalidade do conjunto A4 é:

n(4)=1+10+100+1 =112

Vamos analisar o conjunto B. Ele é formado pelos niUmeros cuja representacao na base 4 tem
o algarismo mais significativo igual a 2, desse modo, temos que os elementos de B sdo (lembrando
gue um numero na base 4 pode ter como algarismos 0,1, 2, 3):

(2)4
(20)4, (21)4,(22)4,(23)4
B= (200),, ..., (233),
(2000),, ..., (2333),
(20000),, ..., (23333),

Perceba que (20000), = 2 - 4* = 512 e (200000), = 2 - 45 = 2048 > 1000.

Para analisarmos a cardinalidade das diferencas de A e B, vamos converter os numeros de B
e escrevé-los na base decimal:

(2),=> 2
(20),,(21),,(22),,  (23), =8 .,11
24-8 (30)4-1=3-4-1=11

(200),, ..., (233), = 32,..,47
2-42=32 (300)4=3-42-1=47
(2000),, ..., (2333), = 128, ...,191
2430128 (3000),-1-3-43-1=191
(20000),, ..., (23333), = 512,..,767
T24%5512 (30000);—13-42-1=767

Assim, o conjunto B é dado por:
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B = {2, 8, ..,11, 32,..,47,128,...,191, 512, .., 767}

4 elementos 16 elementos 64 elementos 256 elementos

=>[n(B) =1+4+16 + 64 + 256 = 341

Resta analisar os elementos da intersec¢ao dos conjuntos. Fazendo a intersec¢dao de A com

ANB = {10, 11,128, ..., 191}

64 elementos

n(AnB) = 66

Portanto, as cardinalidades das diferencas sao dadas por:
n(A-—B)=n(4)—n(AnB) =112 — 66 = 46
n(B—-A4) =341 —-66 =275

Gabarito: “e”.

63. (IME/2020)

O menor numero natural impar que possui o mesmo numero de divisores que 1800 esta no
intervalo:

a)[1,16000]

b) [16001,17000]

c) [17001, 18000]

d) [18001, 19000]

e) [19001, o0)

Comentarios
Inicialmente, vamos calcular o numero de divisores de 1800. Para isso, vamos fatora-lo:

1800 |2
900
450
225
75
25
5

1

1800 = 23 - 3% .57

O numero de divisores de 1800 é dado pelo produto dos expoentes dos seus fatores somado

U1 U1 W W NN

al:
np,=B+1)2+1)(2+1)=36

Assim, temos 36 divisores para o nimero 1800. O menor nimero natural impar que possui
36 divisores é da forma (lembrando que 2 n3o pode ser um fator desse numero para que ele seja
impar):
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I=3%.5b.7¢.11¢. .
Ela deve satisfazer:
(a+1)(b+1)(c+1)d+1)..=36
Vamos fatorar o niumero 36 e ver as possibilidades:
( 361
18 -2
9-4
3-12
3:-3:-4
3:3:2-2
6-6
\ 2.-3-6
Analisaremos apenas as possibilidades em azul, pois as possibilidades em vermelho gerarao
numeros muito grandes. Para que tenhamos o menor impar, os menores fatores devem receber os
maiores expoentes, logo:

36 = <

3-3-4=3%-5%.72=32.5%2.7.
3-3-2-2=>3%.5%2.7.11'=3%.52.7.
2-3-6>3°.52.71=3%2.52.7.
Note que o menor nimero é 32 -52.7 .11 = 17325.

Gabarito: “c”.

64.(IME/2020)

Um inteiro positivo é escrito em cada uma das seis faces de um cubo. Para cada vértice, é
calculado o produto dos numeros escritos nas trés faces adjacentes. Se a soma desses produtos
€ 1105, a soma dos seis numeros das faces é:

a) 22

b) 35

c) 40

d) 42

e) 50

Comentarios

Vamos usar um cubo planificado para o problema dado. Para as condi¢cdes do problema,
temos:
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abe bee cde afd
\ 4

O
abf bef cdf aed

O enunciado diz que:
abe + abf + bce + bcf + cde + cdf + afd + aed = 1105
Fatorando:
ab(e+f) +bcle+f)+cd(e+ f)+ad(e+ f) =1105
(e+ f)(ab + bc + cd + ad) = 1105
(e+ f)(b(a+c)+d(a+c))=1105
(e+ flla+c)(b+d)=1105
Temos um produto de trés nimeros inteiros positivos que resulta no numero 1105. Note que:
1105=5-13-17

1105 é o produto de trés numeros primos. Como a, b, c,d, e, f € Z,, temos que as somas
e+ f,a+ c,b+ d ndo podem resultar em 1, logo, cada niumero deve assumir um dos numeros
primos. Podemos ter:

et+f=5
b+d=13
a+c=17

A questao pede:
a+b+c+d+e+f=5+13+17=35
Gabarito: “b”.

65.(IME/2019)

Aristeu e seu irmao nasceram nos séculos XX e XXI, respectivamente. Neste ano, 2018, os dois
ja fizeram aniversario e a idade de cada um deles é a soma dos trés ultimos digitos do ano de
seu respectivo nascimento. Qual é a soma das idades dos dois irmaos?

a) 23

b) 26
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c) 29
d) 32
e) 39
Comentarios

Vamos analisar o enunciado. Aristeu nasceu no século XX, entao, ele nasceu entre 1901 e
2000. Seu irmao nasceu no século XXI, logo, ele nasceu entre 2001 e 2100. Se no ano de 2018, os
dois ja fizeram aniversdrio e a idade de cada um deles é a soma dos ultimos digitos do ano de seu
respectivo nascimento, podemos fazer as seguintes dedug¢des:

1) A maior idade que Aristeu pode ter é 27 anos (nascimentoem 1999 )
9+4+9+49=27

Nesse caso, Aristeu teria 19 anos no ano de 2018. Desse modo, ele nasceu antes de 1999.
Para descobrir essa idade, podemos dizer que ele nasceu no ano de 1999 — x e, assim, temos:

Soma dos trés ultimos algarismos para x € [0;9] e x € N:
1999 —x>94+94+9 —x =27 —x anos

Idade desde o nascimento 1999 — x até 2018:

19 + x anos
Igualando essas idades, descobrimos x:

27—x=19+x
2x =8
x=4

Logo, ele nasceu no ano de 1995 (completa 23 anos até 2018 e a soma dos algarismos é 9 +
9+ 5 =23).

Usando o mesmo raciocinio, vamos calcular a idade do seu irmdo. J& que ambos fizeram
aniversario, vamos supor que seu irmao nasceu em 2017:

2) Seu irm3ao nasceu em 2017
Soma dos trés ultimos algarismos:
2017 >0+ 1+ 7 =8anos

Mas, até 2018, ele terd apenas 1 ano. Logo, ele nasceu em 2017 — y.
Paray € [0;7] ey € N:
Soma dos trés ultimos algarismos:

2017—-y—->0+1+7—y=8—yanos
Idade desde o nascimento 2017 — y até 2018:

1+ y anos
Igualando as idades:
8—y=1+y
2y =17
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y =235

y deve ser um numero inteiro, entdo, seu irmao nasceu antes de 2010. Vamos supor que ele
tenha nascido em 2009 — y:

Paray € [0;9] ey € N:

Soma dos algarismos:

0+0+9—-y=9—-y
Idade até 2018:
9+y
Igualando as idades, vemos que y = 0 e, assim, seu irmdo nasceu em 2009 e tem 9 anos.

Portanto, a soma da idade deles é:
[23 +9 = 32|

*Observagdes: A resolucdo deste exercicio esta longa apenas para que vocé entenda o
raciocinio. Na hora da prova, bastaria que vocé encontrasse um ano que satisfizesse as condi¢des do
problema (soma dos trés ultimos algarismos do ano de nascimento = idade até o ano de 2018).

Gabarito: “d”.

66. (IME/2018)

Se X e Y s3o nUmeros naturais tais que X2 — Y? = 2017, o valor de X? + Y? é:
a) 2008010

b) 2012061

c) 2034145

d) 2044145

e) 2052061

Comentarios

Do enunciado, temos:
X?—-Y?=2017
Vamos fatorar a equagao:
X-Y)(X+Y)=2017

Analisando o numero 2017, podemos perceber que ele é um nimero primo. Entao, ele é
divisivel por 1 e por ele mesmo. Vamos analisar o produto (X —Y)(X +Y):

X, YEN=SX-Y<X+Y

A expressdo (X —Y)(X +Y) é um produto de fatores naturais e como 2017 é primo,
podemos afirmar que esse produto possuira a forma:

X-Y)X+Y)=1-2017
Entdo, podemos escrever:
X-Y=1
X+Y =2017
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Somando as duas equag¢des, encontramos X:

2X =2018 = X = 1009
EY:

X-Y=1=>Y=X-1=Y =1008
Com os valores de X e Y, vamos encontrar o valor da expressao pedida:
X?2+Y?=1009% +1008% = 1018081 + 1016064 = 2034145

& X2 4+Y?=2034145
Gabarito: “c”.
67.(IME/2018)

Determine todos os numeros primos p, g e r tais que 35p + 11pqg + qr = pqr.
Comentarios

Considerando p,q,r € N.

A questdao nos dd uma equacado e pede para encontrar 3 varidveis. Vamos tentar encontrar
alguma relacao com a equacgao dada:

35p + 11pq + qr = pqr
Perceba a presenga do numero p na equagao:

35p + 11pq + qr = pqr
Vamos dividir a equagdo por p:

35p + 11pq +qr _ pqr

p p

qr
p

35+ 11q +

1 3511
—=qr—35-11gq
p

O enunciado pede para encontrar p,q,r primos. Analisando a expressdao qr — 35 — 11gq,
, . . . r P
vemos que se trata de um numero inteiro. Desse modo, podemos afirmar que q? também deve ser
inteiro. Assim:

plar
p deve dividir gr

Sendo todos primos, temos apenas duas possibilidades:

lp=gq
2)p=r
Vamos testar as possibilidades:
)p=gq:

35p + 11pqg + qr = pgr
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35q + 11¢* + qr = ¢*r
q(35+11q +r) = q(qr)

q # 0, pois g é primo.
35+11g+r=qr
r+35=¢qr—11q
r+35=q(r—11)
Dessa equacao, temos 2 possibilidades:

*Ainda ndao vimos como resolver equagdes racionais, veremos na aula de fungdes racionais.
Por enquanto saiba que antes de isolar g, devemos considerar a possibilidade de r — 11 ser zero.

r—11=0
Ou
r+ 35
=71
Ser—11=0:
r=11
Para a equacdo ser verdadeira, q(r — 11) = r + 35 = 0:
r=-35%11
Desse modor # 11:
r+ 35
1= 11
r—11+46 46

A
q r—11 NPT

q primo = r — 11 divide 46
A 46 . - 46 . :
Como g é primo natural, ——; deve ser positivo (caso contrdrio, 1 + —; seria negativo).

Assim, r — 11 é positivo e deve pertencer ao conjunto de divisores de 46:
r—11¢€{1,2,23,46}
Possibilidades:
r—11=1¢&r =12 ndo é primo
r—11=2 & r =13 éprimo
r—11 =23 © r = 34 ndo é primo
r—11 =46 & r = 57 ndo é primo
Assim, a Unica possibilidade é r = 13. Substituindo na equacgao abaixo:

_r+35
T r—11

q
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_13+35 48
T=13-11 2
Portanto, ndo temos solugao para o caro p = q. Vamos tentar a outra possibilidade.

= 24 nao é primo

2p=r:
35p + 11pq + qr = pqr
35r + 11qr + qr = qr?
r(35+ 12q) = (qr)r

r # 0, pois r é primo.

qr =35+ 12¢q
35
1= 12
r—12|35

r—12 € {1,5,7,35}
r—12=1r =13 éprimo
r—12=5&r =17 é primo
r—12=7 ©r =19 éprimo
r—12 =35 r =47 éprimo

Testando os valores:

35
r=13=>q=T=35néoép’rimo
35 L
r=17=>q=?=7eprlmo
5_ .,
r=19(:>q=7=5eprimo

r=47(:>q=£=1néoépn'mo

Portanto, encontramos 2 solugdes:

(p,q,r) =(17,7,17)

(p,q,7) =(19,5,19)

Gabarito: (p,q,r) = (17,7,17) e (p,q,r) = (19,5,19)

68.(IME/2018)

A soma dos algarismos de X com a soma dos quadrados dos algarismos de X é igual a X. Sabe-
se que X é um numero natural positivo. O menor X possivel estd no intervalo:

a) (0,25]

b) (25,50]

c) (50, 75]

p Aula 01 - Algebra Elementar

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 01: IME 2021

d) (75,100]
e) (100, 125]
Comentarios

Sendo X € N, podemos escrever:

X=a,a,_1...-0109

a; €10,9],i € [0,n]
Do enunciado:

X=ay+a,++a,_;+a,+a3+a?+--+a>_,+ad?
Escrevendo X em funcdo das poténcias decimais:
X =ay10° + q;10* + -+ a,_;10" ! + @, 10™
Igualando as duas expressdes de X:
ag+a;++a,_,ta,+ai+at+--+a:_;+ai=
ay10° + a;10* + -+ a,,_, 10" 1 + @, 10"

Vamos juntar e fatorar cada algarismo de X:

(ag + a3 — ag10%) + (a; + a? —a,;10Y) + -+ (a,_; + a%_; — a,_,10™ 1)
+ (a, + a%2 —a,10™) =0

as(1+ay—10)+a,(1+a, —10Y+-+a,_ ,1+a,_;,—10"Y)+a,(1+a,—10") =0

Dessa forma, encontramos as seguintes possibilidades:

a, =0

ou
14+4a,—10°=0=>a,=0

a;, =0

ou
14+a,-10'!=0=a, =9

a, =0

ou

1+4+a,—10%=0 = a, = 99 (ndo convém)

a,_1 =0
ou
1+a,.,—10"1=0>aqa,_; =10"! -1 (ndo convém)
a,=0
ou

14+a,—10"=0= a, = 10" — 1 (ndo convém)
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SeX € N,, X # 0, asolucaode X é:
al = 9
aoy, ay, as, ..., A, € {0}
=X =a,10=90
X € (75,100]
Gabarito: “d”.
69.(IME/2018)
Seja x um numero natural maior que 2. Se a representacao de um numeral N na base x é 1041
e na base x — 1 é 1431, entdo a sua representacado na base binaria é:
a) 10001111
b) 11011011
c) 11100111
d) 11011110

e) 11110001
Comentarios

Lembrando do capitulo de mudanca de base:
Um numero na base b pode ser escrito no sistema decimal da seguinte forma:
(a anp_q ..a;ag)p = apb™ + ap_1b™ 1 + -+ a;b* + ayb®

Do enunciado:

N, = 1041
N,_; = 1431
Vamos representar N no sistema decimal.
De N,:
N=1-x*+0"x*4+4-x"+1-x"=x3+4x+1
De N,_q:

N=1-(x—-134+4-(x—1)?+3-(x—D'+1-(x—1)° =
x3—3x24+3x—-1+4(x*-2x+1)+3(x—-1)+1=
x3—-3x2+3x—1+4x*—-8x+4+3x—-3+1=

x3+x%—-2x+1

Igualando as duas expressdes, obtemos:

Btax+1=x3+x>-2x+1

=>x2—6x=0
>x(x—6)=0
x=0oux==6

Comox €E Nex > 2:

xX=6

p Aula 01 - Algebra Elementar

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 01: IME 2021

Vamos encontrar o valor decimal de N:
N=x34+4x4+1=634+4-64+1=216+24+1=241

Para transformar N em binario, podemos dividi-lo por 2 sucessivamente ou escrevé-lo em
funcdo das poténcias de 2 (ja que os algarismos s6 podem assumir os valores 1 ou 0).

Por divisdo sucessiva:

241 2

1 120 2
0 60 2
0 30 2
0 15 2
1 7 2
1 3 2

1 1 2

1 0

N, =11110001
Para escrever em fung¢ao das poténcias de 2, podemos analisar da seguinte forma:
Vemos a maior poténcia que é menor ou igual ao nimero:
27 =128 < 241
Subtraimos 1 do expoente da poténcia de 2 e somamos a poténcia acima:
20=64=27+2°=128+64 =192 < 241

Como o resultado continua menor que o numero, seguimos somando as poténcias de 2 até
formar o numero dado:

27 + 264+ 25 =192+ 32 =224 < 241
27 $ 20 425424 =224+ 16 = 240 < 241
27 4+ 20425424 423 =240+ 8 =248 > 241

Agora, a soma resultou em um numero maior que 241. Devemos passar para a proxima
poténcia e ir tentando até formar o numero.

Perceba que falta apenas 1 no numero, assim:
27 426 425424 420 =241

Escrevendo 241 em funcdo de todas as poténcias de 2, temos:
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241=1-2"+1-2641-25+1-2440-224+0-2240-21+1-2°
= 241 = (11110001),

Esse método se baseia na tentativa e erro. Funciona bem para os binarios, j3 que os
algarismos apenas assumem os valores 1 ou 0.

Gabarito: “e”.

70.(IME/2016)

Sabendo-se que m e n s3o inteiros positivos tais que 3™ + 14400 = n?, determine o resto da
divisdo de m + n por 5.

a)o

b) 1

c)2

d)3

e)4

Comentarios

Quando o IME nos da uma equacao e pede para encontrar os valores das variaveis, devemos
tentar fatorar a equagao e tentar encontrar alguma relagdao entre as variaveis. Vamos analisar a
equacao dada:

3™ + 14400 = n?

Perceba que 14400 = 1202. Temos n? no outro lado da equacdo, se passarmos 1202 para o
outro lado da equacao, teremos uma diferenca de quadrados:

3™ =n? — 1202
3™ =(n—-120)(n + 120)

Como m e n sdo inteiros positivos, o produto (n — 120)(n + 120) serd uma poténcia de 3
(devido a igualdade 3™). Entdo, vamos escrever n — 120 e n + 120 como poténcias de 3:

n—120 = 3*
n+ 120 =37
= 3™ = 3*3Y = 3*¥*¥
m=x+y
Fazendo 3Y — 3%, encontramos:
3Y —3* =240
Colocando 3* em evidéncia:
3*(3Y7* —1) = 240
Temos 3* do lado esquerdo e 240 do outro.
240 é multiplo de 3:
240 =3-80
= 3*%(3Y™*-1)=3-80

Como 80 nao é multiplo de 3, a Unica possibilidade de solugao é:
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3¥=3=x=1
3V~ — 1 = 80
3v-1 =81 =3"

y—1=4=y=5
Com isso, encontramos m:
m=x+y=1+5=6
Substituindo na equacgdo do problema:
3% + 14400 = n?
n =+/729 + 14400 = V15129 = 123

*Para encontrar raiz quadrada de numeros muito grandes, fazemos por tentativa e erro.

A questdo pede o resto de m + n por 5:

m+n=123+6 =129
129 = 4(mod 5)
Gabarito: “e”.
71.(IME/2016)
Seja a equacdo n* — 7m? = (5m — 2n)? + 49. Determine todos os pares inteiros (m, n) que
satisfazem a esta equagao.
Comentarios

Precisamos encontrar os valores de m, n. Do enunciado:

n? —7m? = (5m — 2n)? + 49
n? —7m? = 25m? — 20mn + 4n? + 49
n? —7m? — 25m? + 20mn — 4n? = 49
—3n? + 20mn — 32m? = 49
= 3n? — 20mn + 32m? = —49

Vamos fatorar a expressdo 3n? — 20mn + 32m?:
3n2 — 12mn — 8mn + 32m? = 3n(n — 4m) — 8m(n — 4m) = (3n — 8m)(n — 4m)
Dessa forma, encontramos:
(3n—8m)(n—4m) = —49
Como m,n sao inteiros, temos que:
3n — 8m é inteiro
n — 4m é inteiro
Entdo, esses nimeros devem ser iguais aos divisores de —49.
Divisores de —49 pertencem ao conjunto {+1, +7, +49}. Vamos analisar as possibilidades:
{ In—8m=1
n—4m = —49
Esse é um sistema linear com 2 equagdes e 2 varidveis. Estudaremos sistemas lineares em
uma aula especifica. Vamos resolvé-la pelo método do escalonamento. Esse método se baseia em
simplificar o sistema linear através da manipulacao das equacdes.
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Vamos multiplicar a segunda equacao por 2:

3In—-8m=1 (I)
{Zn —8m = -98 (II)

Fazendo (I) — (II):
n =99
Substituindo na equacao I1I:

99 —4m = —49
4m = 148 > m = 37

Solugao:

(m,n) = (37,99)
{3n —8m=-1
n—4m = 49
Resolvendo por escalonamento:

{3n—8m= -1
2n —8m = 98
n=-99
-9 -4m =49 =>m = —-37
(m,n) = (-37,—99)
{3n—8m=49=>{3n—8m=49
n—4m=-1 2n—8m = -2
n=>51
51-4m=-1>m=13
(m,n) = (13,51)
{3n—8m = —49 = {3n—8m = —49

n—4m-=1 2n—8m =2
n = -51
—51-4m=1
m=—13

(m,n) = (—13,-51)
{3n—8m=7=>{ In—-8m=7

n—4m=-7 2n—8m = —-14
n=21
21-4dm=-7=>m=7
(m,n) = (7,21)
{3n—8m=—7:>{3n—8m=—7
n—4m=7 2n—8m = 14
n=-21
—21—-4m =7
m=-—7

(m,n) = (-7,-21)
Gabarito: (m,n) € {(37,99}; (—37,—-99); (13,51); (—13,-51);(7,21); (-7,-21)}
72.(IME/2015)
Quantos restos diferentes sdo possiveis da divisdo de n? por 11, sendo n um nimero natural?
a)3
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b) 4
c)5
d)6
e)7
Comentarios

Vamos usar congruéncia.
n =r (mod 11)
T é o resto da divisdo de n por 11.
re{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Usando a propriedade da poténcia, temos:
n? =r? (mod 11)

Encontrando os restos:

r=0:
n? = 0% =0 (mod 11)
r=1
n? = 1% =1 (mod 11)
r=2
n? = 22 = 4 (mod 11)
r=23
n? =32 =9 (mod 11)
r=4:
n? =42 =16 (mod 11)
16 = 5 (mod 11)
r=>5
n? =52 = 25 (mod 11)
25 =3 (mod 11)
r=6:
n? = 62 = 36 (mod 11)
36 = 3 (mod 11)
r=17:
n? =72 = 49 (mod 11)
49 =5 (mod 11)
r=28:

n? = 82 = 64 (mod 11)
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64 =9 (mod 11)

n? =92 = 81 (mod 11)
81 = 4 (mod 11)

n? =102 = 100 (mod 11)
100 = 1 (mod 11)
Os diferentes valores de resto sdo: 0, 1,4, 9,5, 3.

Gabarito: “d”.

73.(IME/2012)

Sejam r e s € Z (inteiro). Prove que (2r + 3s) é multiplo de 17 se e somente se (97 + 5s) é
multiplo de 17.

Comentarios

Queremos provar:
17|(2r + 3s) © 17|(9r + 55)

Vamos criar uma equacgdo com as expressdes (27 + 3s) e (97 + 5s) de tal forma que apareca
algum termo multiplo de 17.

Multiplicando a expressao (2r + 3s) por 5 (coeficiente de s de 9r + 5s):
5(2r + 3s) = 10r + 15s
Agora, multiplicando (97 + 5s) por 3 (coeficiente de s de 2r + 3s):
3(9r + 5s) = 27r + 15s
Perceba o fator 17 na segunda expressao:
27r +15s = 17r + 10r + 15s
Podemos escrever a igualdade:
27r + 155 = 17r + 10s + 15s
3(9r + 5s5) = 17r + 5(2r + 3s)

Como 3 e 5 ndo é multiplo de 17, entdo (97 + 5s) é multiplo de 17 se, e somente se, (2r +
3s) é multiplo de 17.

Gabarito: Demonstragao.

74.(IME/2010)

Seja a equacdo p™ + 144 = g2, onde n e g s3o nimeros inteiros positivos e p é um ndmero
primo. Determine os possiveis valores de n,p e q.

Comentarios

Perceba que 144 = 122. Vamos passar 144 para o lado de g? para fatorar a express3o:
p" = q% — 144
p" =q*—12* = (q - 12)(q + 12)
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Comon,q € Z, ep é primo, (q — 12)(q + 12) deve ser positivo e inteiro.
Escrevendo g — 12 e g + 12 como poténcias de n:
q—12 =p”*
q+12 =p”
q—12<q+12=>p*<p’=>x<y
pt=p'pY =p mn=x+y
Fazendo p¥ — p*:
pY —p* =24
Evidenciando p*:
p*(p?™* — 1) = 24
Vamos fatorar 24 para analisar melhor a equacao:
px(py—x_1)=1.2.2.2.3
Como p* é poténcia de primo, ele ndo divide p”~* — 1. Entdo:
mdc(p*,p¥*—-1) =1
Isto é, p* e p¥~* — 1 sdo primos entre si.
As possibilidades sao:
N)p¥=1lep’™™—-1=24
pF=1=>x=0
pP*—1=24=>pY=25=>p=5ey=2
n=x+y=n=2
q—12=p*=>q=12+p”*
q=12+5"=>¢g=13
2)p*=2%ep?¥™*—-1=3
p*=2=>p=2ex=3
pP*¥—1=32Y3=22=5y=5
n=x+y=n=28
q=12+p*=12+23=q =20
3)p* =3ep? ¥ =23
p*=3=>p=3ex=1
pP ¥ —1=23=23"1=9=325y=3
n=x+y=n=4
q=12+p*=12+3' =9 =15
4)p* =24ep’™* =1
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p*=24=8-3
Nao ha solugdo nesse caso, pois 24 nao é poténcia de primo.
Portanto, a solucao do problema é dada por:
(p,n,q) € {(5,2,13);(2,8,20); (3,4,15)}

Gabarito: (p,n, q) € {(5,2,13);(2,8,20);(3,4,15)}

75. (IME/2001)

Provar que para qualquer nimero inteiro k, os nimeros k e k° terminam sempre com o mesmo
algarismo das unidades.

Comentarios

Vamos provar primeiramente para os naturais.
Sejax,a € Nea € [0,9]. Vx € N, temos:
k=+4(10x+a)

Perceba que 10x é a parte do nimero sem o algarismo das unidades e a é o algarismo das
unidades.

Vk € Z, temos:
k> =[+(10x + a)]® = £[(10x)° + 5(10x)* + 10(10x)3a? + 10(10x)?a® + 5(10x)a* + a°]

*Essa expressao poderia ser encontrada desenvolvendo a poténcia e simplificando ou usando
diretamente o Bindémio de Newton (muito util para calcular expressdes da forma (x + y)™).
Estudaremos esse método na aula de Analise Combinatdria.

k> = +[10(10*x> + 5-103x* + 10 - 10%x3a? + 10 - 10x%a® + 5xa*) + a°]
Vamos escrever y = (10*x> + 5-103x* + 10+ 10%2x3a? + 10 - 10x%a® + 5xa*) € N:
= k°> = +(10y + a®)
Dessa forma, precisamos analisar se a® possui 0 mesmo algarismo das unidades de a.
Devemos provar para cada caso de a € [0, 9]. Usando congruéncia:
a=0=a’=0°=0=0(nod 10)
a=1=a®>=1°=1= 1(mod 10)
a=2=a®>=2%=32=2(mod 10)
a =3 = a®=3%=243 = 3(mod 10)
a=4=a®=4%=1024 = 4(mod 10)
a=5= a®=5%=3125 = 5(mod 10)
a=6=a®=6°=7776 = 6(mod 10)
a=7=a’=7°=16807 = 7(mod 10)
a=8=a®=85=32768 = 8(mod 10)
a=9=a’=95=759049 = 9(mod 10)

Assim, Yk € Z, k e k® possuem o mesmo algarismo das unidades.
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Outra solugao:

Vk € Z, se k e k° tem o mesmo algarismo das unidades, podemos escrever:

k=10x+a
k>=10y +a
a € [0,9]

A diferencga entre eles é dada por:
k> —k =10(y —x)

Entdo, se ambos tem o mesmo algarismo das unidades, devemos provar que a diferenca k> —
k é um multiplo de 10. Para isso, basta provar que essa diferenca é um multiplo de 2 e de 5,
simultaneamente.

Vamos fatorar a diferenca:
k>—k=k(k*-1)=kk?+1D)(k?*-1) =k(k?*+ 1Dk +1)(k—1)
> Fk?*+1D)(k-Dk(k+1)
Note a presenga de nUmeros consecutivos:
(k* + 1) (k — Dk(k + 1)

Sendo k € Z, entre esses numeros consecutivos, um deles serd par. Logo, essa expressdo é
um multiplo de 2.

Para provar a multiplicidade por 5, podemos usar o Coroldrio do Teorema de Fermat:

aP = a (mod p)
Perceba que 5 é um ndmero primo. Podemos escrever:

k> = k (mod 5)
Dessa forma:

k> — k = 0 (mod 5)
= k° — k é multiplode 5
~ k> — k é par e multiplo de 5 = ele é multiplo de 10

Gabarito: Demonstragao.

10. Consideracgoes Finais da Aula

Chegamos ao final da nossa aula. Relembramos conceitos estudados no ensino fundamental
e, também, aprofundamos o nosso conhecimento em alguns assuntos.

Nessa aula, estudamos algebra e aritmética elementar. Quero que vocé se acostume com as
notacdes matematicas e saiba trabalhar com expressdes algébricas. Isso nos ajudara a resolver e a
entender as questdes do nosso vestibular.
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Lembre-se! Treine o maior nimero de exercicios que vocé conseguir! A minha missao é passar
todo o meu conhecimento para ajuda-lo a alcancar sua aprovacao no vestibular!

Eu sei que o caminho para a aprovagao é arduo, mas comentarei o maior numero de questoes
e passarei todos os bizus que precisei para minha aprovacao.

Conte comigo nessa jornada. Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes entre em contato pelo
forum de duvidas do Estratégia ou se preferir:
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