POLIGONOS REGULARES

J& estudamos em apostilas anteriores os poligonos de forma mais abrangente,
estudando sobre suas nomenclaturas, nimeros de diagonais, soma dos angulos e
angulos internos. Em relacdo aos poligonos, hd uma classe especial deles chamada de
poligonos regulares. J& demos uma pincelada nesses poligonos anteriormente, mas
nesta apostila trataremos mais a fundo sobre quatro poligonos especiais: o triangulo
equildtero, o quadrado, o hexdgono e o octégono regular.

Antes de comegarmos, vale a pena ressaltar o seguinte fato:

Todo poligono regular possui uma circunferéncia inscrita que tangencia cada um
dos seus lados e uma circunferéncia circunscrita que toca cada um de seus vértices.

Ao decorrer do texto, r serd o raio da circunferéncia inscrita ao poligono e R

serd o raio da circunferéncia circunscrita ao poligono.

TRIANGULO EQUILATERO

Considere um triangulo equildtero de lado [ e altura h, com as circunferéncias inscrita e
circunscrita a ele, conforme a figura abaixo.
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Através da figura acima € possivel retirar as seguintes relacoes:

» A altura é a soma do raio da circunferéncia inscrita com o raio da circunferéncia
circunscrita:

h=r+R
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» O raio da circunferéncia inscrita também é chamado de apdtema (denotamos
o apdtema pela letra a). Sua medida corresponde a exatamente um terco da altura:

r=a=g

» O raio da circunferéncia circunscrita corresponde ao que sobra da altura do
triangulo, ou seja:

R = 2h
3
» A altura do tridngulo equildtero é:
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Essa férmula é deduzida da seguinte forma: observe que a altura divide o tridngulo
equildtero em dois tridngulos retadngulos de hipotenusa [ e catetos h e Y/, . Assim,
podemos escrever o teorema de Pitdgoras para esses triangulos retangulos:
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» A drea do triangulo equilatero é:
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Essa férmula € deduzida da seguinte forma: sabemos que a drea de um triangulo
pode ser obtida pelo produto da base média pela altura. Desta forma, obtemos
sua area conforme abaixo:
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» O perimetro do tridngulo equildtero é:
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Vamos ao segundo poligono regular: o quadrado.



QUADRADO

Considere um quadrado de lado [ e diagonal d, com as circunferéncias inscrita e
circunscrita a ele, conforme a figura abaixo.
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Através da figura acima € possivel retirar as seguintes relacoes:

» O raio dacircunferéncia inscrita (ou apétema) corresponde a exatamente metade
do lado do quadrado:

» A diagonal de um quadrado corresponde ao dobro do raio da circunferéncia
circunscrita:

d=2R
» A diagonal de um quadrado também corresponde a:
d=I2

Essaférmula é deduzida da seguinte forma: observe que o quadrado é formado por
dois tridngulos retdngulos cuja hipotenusa € a diagonal do quadrado. Os catetos
de cada tridngulo medem I. Escrevemos entdo o teorema de Pitdgoras abaixo.

2+ [2=d?
d?=21%> =d=I2

» O raio da circunferéncia circunscrita corresponde a exatamente metade da
diagonal:
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» A drea do quadrado € o produto da base pela altura:
A=LI=I*
» O perimetro do quadrado é:
41

Agora, vamos aprender sobre o hexdgono regular.

HEXAGONO REGULAR

Considere um hexagono regular de lado [ com as circunferéncias inscrita e circunscrita
a ele, conforme a figura abaixo.

Através da figura acima € possivel retirar as seguintes relacdes:

» O hexagono regular é formado por 6 tridngulos equildteros. Logo, o lado do
hexdgono também € o lado dos triangulos equilateros.

» O raio da circunferéncia circunscrita corresponde ao lado do hexagono regular:
R=l

» Cada tridngulo equildtero possui uma altura que corresponde ao raio da
circunferéncia inscrita. Como ja sabemos quanto vale a altura do triangulo equilatero,
conseguimos deduzir o valor desse raio (que também é o apdtema do hexdagono

regular):
V3
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» A diagonal menor do hexdagono regular corresponde ao dobro do raio da
circunferéncia inscrita:

d=2r=I/3

» A diagonal maior do hexdagono corresponde ao dobro do raio da circunferéncia
circunscrita:
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d=2R

» A drea do hexdgono regular é a soma das areas dos 6 tridangulos equildteros
gue o formam. Como jad conhecemos qual é a drea de um triangulo equildtero, basta
multiplicar por 6 e temos a drea do hexdgono regular:
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» O perimetro do hexagono regular é:
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Vamos praticar estas ideias.
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Um hexdgono regular possui uma area de 61/3 m2. Quanto vale o seu apdtema?

Solucao:

Percebe-se que, para achar o apétema de um hexagono regular, precisamos apenas
descobrir quanto vale um de seus lados (ja que todos sdo congruentes). Também
sabemos que a area do hexdgono regular é definida como abaixo:

1?V3
Logo, calculamos o valor de I:
VK]
6V3 =6 < ‘/_>
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1’=4
[=2m

Com o valor de [=2 m, podemos descobrir quanto vale o apdtema desse hexdgono
regular:

g J
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YK
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a=+3m
Assim, o apétema desse hexdgono regular vale V3 m.

J

Por fim, o Ultimo poligono regular que falaremos é o octégono regular. Este poligono
possui 8 lados congruentes e é formado por oito triangulos isésceles.

OCTOGONO REGULAR

Considere um otdgono regular de lado [ com a circunferéncia circunscrita a ele, conforme
a figura abaixo.

Como ja sabemos, o dngulo central de um poligono regular depende apenas do seu
ndmero de lados, como explicitado abaixo:

360°
n

Acentral =

Assim, para um octdgono regular, basta substituir n por 8 para termos o valor de seu
angulo central:

360° .
Acentral = T =45
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Como ilustrado na imagem acima, cada um dos tridngulos que formam o octégono
regular possui uma drea que pode ser calculada da seguinte forma:

1
A= ER' R.sen45°

Consequentemente, a drea do octdgono regular serd simplesmente a soma das areas
dos 8 triangulos isdsceles:

A, =8-A=2V2.R?

Esta é a drea do octdgono regular em funcdo do valor do raio da circunferéncia
circunscrita. Entretanto, também é possivel obtermos uma férmula para sua drea em
funcao do valor dos préprios lados do octégono! Para isso, através de 4 segmentos de
reta vamos dividir o octégono regular, conforme mostrado a seguir.
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Note que os tridngulos formados “nas pontas” do octégono sdo retangulos (pois ele
é formado por dois segmentos de reta perpendiculares e pelo lado do octégono) e
isdsceles (pois os dois angulos agudos sdo congruentes). Desta maneira, podemos
escrever o teorema de Pitdgoras para esses triangulos retangulos, adotando [ como a
hipotenusa e x como o valor dos catetos:

2x% = |2
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Agora, observe na imagem abaixo que o octdgono € formado por um retédngulo (no
meio) e dois trapézios (superior e inferior).
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A figura abaixo mostra estes dois objetos, com suas respectivas medidas no octdgono.

AT\

£+ 2x
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Assim, temos que a drea do octégono regular pode ser calculada a partir do seguinte:

Apet = 2-Atrapézio + Areténgulo

(I+1+2x)

> X+ L+ 2x)

Apet =
Apet = QL+ 2x)x + 1. (L + 2x)
Ager = 2x% + 2Ix + 21x + I?

Ager = 2x% + 4lx + 12

E substituindo (1) no valor de x, temos:



2
V2 V2
Aper = 2. <§> + 4l <\/T_> + 12
At =12+ (2V2).2 + 12
Apee = 212.(1 + V2)

Por fim, vale ressaltar que o perimetro do octégono regular é 8l.

Vamos fixar as ideias!
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+2)
vale a drea do circulo delimitado pela circunferéncia circunscrita ao octégono.

Um octégono regular possui lados de comprimento cm. Encontre quanto

Solucgao: Primeiramente, note que precisamos encontrar o raio da circunferéncia
circunscrita ao octégono regular para acharmos a drea do circulo. Temos que o
raio possui a mesma medida do lado de um dos triangulos isésceles do octégono.
Comecgamos a resolucado escrevendo quanto vale a drea do octégono em funcao do
lado, pois sabemos quanto mede o lado:

Aper = 212.(1 + V2)

2
’ 1
Aoct=2< m) (1+ \/z)

1
Aoct = Zm . (1 + \/E)

Aper = 2 cm?

Assim, podemos calcularquantovale o quadrado do raio da circunferéncia circunscrita:

8.4y = Apet = 2V2.R?

2V2.R2 =2
V2.R? =1
RE= =

V2

Por fim, calculamos a area do circulo:

\

g J

(%))
[O)
| .
£
=
(@)}
(V]
(g
()]
(@)
[
(@)
k=)
O
(a1



Poligonos Regulares
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Agre = . R?
1
Agire = T[-ﬁ
V2
Agiye = T cm?

V2

Assim, a drea procurada é de m—- em*.

Finalizamos assim o estudo dos poligonos regulares.

ANOTACOES
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