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Ol4 estimado aluno. E um prazer té-lo conosco novamente neste novo trajeto para o aprendizado
da matematica! Sou o professor Italo Marinho, formado em matematica pela UERJ; atuo no ensino
de matematica e fisica no estado do Rio de Janeiro ha 12 anos com enfoque em concursos militares.
Me especializei na producdo de materiais didaticos dentro do mesmo enfoque.

Hoje falaremos sobre matrizes. Esse é o inicio de um trio de matérias super importantes para vocé:
matrizes, determinantes e sistemas lineares. Matrizes, na verdade, nunca cairam exclusivamente na
EAM. Esse sera o primeiro edital em que cai esse especifico assunto.

Porém, aqui nos preparamos para tudo. Queremos que vocé esteja preparado para qualquer ar-
madilha que a prova possa vir a te propor. E dai o porqué de estarmos estudando matrizes nesse mo-
mento. Veremos muitas questdes de concursos similares, que acreditamos sera a base a ser cobrada.
Estude com afinco esse contelddo para ndo sermos pegos de surpresa na hora da prova. Beleza?

Essa é uma drea de estudos conhecida como Algebra Linear. E assim chamada por manter como
pricnipais operagdes a adicao e a multiplicagdo. Veremos que quase sempre manteremos as mesmas
propriedades que conhecemos sobre numeros reais (Unica excecdo para a multiplicacdo de matri-

zes, um pouco mais complicada). Mas estarei aqui com vocé para que a aprendizagem seja suave e
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interessante para todos.
Resolva nossos exercicios antes de ver a solugao. Mas ndao tenha medo de olha-la! Nao é desonra

alguma, Exatas se aprende assim. Entao vamos 3!
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1.0- MATRIZES: DEFINICAO E OPERAGOES

1.1- DEFINI(;INXO: O QUE VEM A SER UMA MATRIZ?

Ent3o aqui vamos nessa nova estrada para aprendermos tudo sobre a algebra das matrizes, o pri-
meiro topico da chamada dlgebra linear.

Uma matriz é uma lista de termos organizados sob forma de linhas e colunas.

Suponha, por exemplo, que vocé tenha feito uma lista de todas as suas disciplinas anuais na escola,

reunindo todas as médias bimestrais. Vejamos um exemplo de tabela possivel:

12 bimestre | 22 bimestre | 32 bimestre | 42 bimestre
Matematica 9 10 10 10 ( 7 1010 ]O\
Fisica 7 9 8 10 709 810
Quimica 4 10 7 8 dolos
Portugués 5 10 10 7 > 10107
Inglés 5 6 9 8 — > 678
10 10 10 8
Espanhol 10 10 10 8 4 5 10 8
Historia 4 5 10 8 07 7 6
Geografia 10 7 7 6 1010 7 6
Ed. Fisica 10 10 7 6 \10 3 9 9)
Ed. art. 10 8 9 9

Veja que ao lado da tabela construimos uma versao descontextualizada da mesma dentro de pa-
rénteses e com todos os seus dados reunidos em linhas e colunas. Trata-se de nossa primeira matriz.
Veja entao que a matriz, ao ser construida, esta inicialmente descontextualizada. E faz, na verdade,
todo o sentido do mundo que o fagamos assim. Antes de aprendermos a contar quantas moedas
temos no bolso, aprendemos a contar de modo descontextualizado. Matrizes seguem mais ou menos

0 mesmo raciocinio.

A grosso modo sim, coruja! SO se lembre sempre
Entao matrizes
sdo tabelas,

certo?

que elas ndao precisam estar contextualizadas. Sao

simplesmente formas organizadas de termos na con-

figuracao linha-coluna. Nao mais que isso. Tudo bem?

E ndo se assuste com o assunto novo. Vamos la!
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Elemento de uma matriz

Matrizes podem ser representadas entre parénteses ou entre colchetes, tanto faz. Veja abaixo exem-

plos de ambas as representagdes:

1

2 3 4
5 6 7 8
2 10 11

2 3 4
5 6 7 8
2 10 11 12

Uma matriz em geral é nomeada com uma letra maiuscula de nosso alfabeto. Um termo qual-

guer de uma matriz é representado pela letra minuscula da matriz correspondente, seguido por dois

indices: i e j, indicando, respectivamente, a linha e a coluna em que aquele elemento se encontra.

a o (Termo geral deuma
1) matriz qualquer)

Temos entao um novo codigo
para introduzirmos em nossas vi-
das: a representacao do termo ge-
ral de uma matriz. E, na verdade,
um codigo muito facil de se lidar.
Basta prestarmos ateng¢ao dos dois
indices abaixo da representacdao. O
termo a3 de uma matriz qualquer,
por exemplo, sempre representara
o elemento que se encontra em sua
segunda linha e em sua terceira co-
luna. No caso da matriz exemplo
gue iniciou esse capitulo, podemos

dizer que a3 8. Conseguiu verifi-

car? Muito bem, entao, podemos continuar. Vejamos agora algumas formas extras de representacao

de matrizes.

Representagoes

Matrizes possuem formas bastante especificas de serem representadas. Vejamos essas formas em

detalhes:
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e Uma das formas é, claro, a forma de tabela que acabamos de ver. Vejamos alguns exemplos
1 4 2 16
. 1 3 5
dessa representacdo: 211 13/ 25 36 49 o4
81 100 121 144

e Qutra forma muito comum é aquela em que apenas escrevemos o formato da matriz. A matriz

2 10

12 16 . , .
A 17 18 seria representada, por exemplo, simplesmente como A4.>. Em geral a matriz

19 200

é representada por A,xn, onde m é a quantidade de linhas e n a quantidade de colunas. No
decorrer de nosso material, sempre que utilizarmos as letras m e n estaremos nos comunicando

de acordo com esse cddigo.

* Em alguns casos veremos uma matriz A ser representada pelo simbolo A [ay]. Muita vezes

veremos textos e questdes colocando a ordem da matriz abaixo dos colchetes dessa notagao:

[aij]mxn-

e Uma ultima forma de representarmos matriz é por regra. Apresentamos regras para a construgdo

de cada elemento e dai, por légica, constrdi-se a matriz. Vejamos um exemplo:
i+j,sei j
A3><3 . . . .
i-j,sei/]
Essa é uma matriz que, da forma proposta, esta perfeitamente definida. Como conseguiriamos

escrevé-la de modo numérico?

Bom, primeiro, vemos que se trata de uma matriz 3 x 3, isto é, tem trés linhas e trés colunas.

Entdo, tem o seguinte formato:

apr a2 a
A azr azy azs

az; dasz ass

Veja que para ajy, a; e as3, temos o caso em que i j. Entdo, vale que ai; 1T+1 2,
ap 2+2 4eaz; 3+3 6. Paratodos os outros elementos, a regra nos diz que i - j.

Ent3o:
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a;p Qg2 Qg3 ]+] ]2 ]3 2 2 3
A az; az Q3 2-1 242 2.3 2 4 6
az; az asz 3-1 3.2 343 3 6 6

Conseguimos montar a forma numérica dessa matriz a partir, entdao, de sua forma em regra.

Essas sdo, entdo, as formas mais comuns de representagdes matriciais.

Vou te responder te propondo uma situagao de

prova: imagine que alguma banca te proponha al-

Professor, pre-
ciso saber todas
essas formas?

guma dessas representacoes de matrizes, e supo-

nhas que caia EXATAMENTE aquela representagao
que vocé escolheu pular. E ai? Como vocé vai li-
dar comela? No minimo vocé precisara pensar um
pouco antes de tirar conclusdes sobre a mesma, e
isso pode te consumir tempo ou mesmo te custar
a questdo inteira. Entao, sim! Temos de reconhecer e conhecer todas essas representagoes de ma-
trizes. Nada de pregui¢ca. Uma selecao mal feita de contetidos a estudar pode te custar os décimos

de uma futura classificagdao em seu concurso. Beleza? Sigamos!

1.2- OPERAGOES FUNDAMENTAIS

Faremos agora consideragdes sobre a dlgebra das matrizes. Falaremos sobre quatro operagoes,
essencialmente: adicdo/subtragao, multiplicagdo por escalar, multiplicagdo e inversao (que ndo é bem
uma operag¢ao, mas sim uma transformacgao).

Esta bem comunicativa hoje, nao é, coruja? Si-

nal que esta estudando e com empenho em pas-
Adig¢do? Multiplicagdo?
Entdo... matrizes po-
dem ser operadas tipo
numeros normais?

sar. Mas sim, matrizes podem ser operadas e

sdo operadas quase que como 0s nuUmeros reais

o sao. Digo quase porque a multiplicacdao de ma-
trizes possui propriedades um pouco distintas da-
quelas que os nimeros reais possuem. Por exem-
plo, nos numeros reais a ordem dos fatores nao al-
tera o produto, correto? Em matrizes, nem sempre isso é verdade. Alias, quase nunca sera verdade.

Mas a adi¢ao e a subtrag¢ao sao bem parecidas mesmo. Vejamos a seguir.
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Adicao e subtragao

Duas matrizes nem sempre podem ser somadas. Para que possam, é necessario que possuam as
mesmas ordens. Entdo, se uma matriz A tem ordem m x n, para que possa ser “somavel” a uma
outra matriz B é necessario que B também seja da ordem m x n. Quando isso acontece dizemos que

as matrizes A e B sdo compativeis com a adicdo’. Vejamos duas matrizes compativeis com a adic3o:

1 2 —1 -3
A |4 6]|,B 1 4
8 10 T 9

Ambas as matrizes acima sdo da ordem 3 x 2 e, portanto, sdo compativeis com a adi¢do. E como fa-
zemos para soma-las? Basta adicionar cada elemtno aj; com seu correspondente by;. Para as matrizes

gue criamos, a soma ficaria assim:

(1 2 ~1 -3

A+B |4 6|+| 1 4
\8 10 T 9

14+ (=1) 2+(=3)

441 644

\ 8+m  10+9

[0 -

5 10 | .
\8 +m 19
0 —1
A matriz 5 10 | é, entdo, a matriz-soma das matrizes A e B.
8+m 19

A soma de duas matrizes A e B possui as seguintes propriedades:

e Fechamento: Se duas matrizes A e B sao da ordem m x n, isto é, sao compativeis com a adicao,

entdo a matriz A + B também sera da ordem m x n.
e Comutativa: A+B B+ A.

e Associativa: (A+B)+C A+ (B+C).

1Alguns textos n3o utilizam o termo “compativel”, preferem utilizar o termo “conformavel”; diriamos ento que tais duas matrizes s3o conformaveis com a adigo.
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e Elemento neutro: Existe uma matriz chamada matriz nula?, matriz com todos os seus elementos
nulos que possui a mesma ordem de A. Essa matriz, quando somada com a matriz A, resulta na

propria matriz.

* Matriz oposta: Existe uma matriz —A que, quando somada com a matriz A, resulta na matriz

nula apresentada no tépico anterior.

Nao ha mistérios também quanto a multiplicagdo de matrizes. Vamos novamente uilizar nossas

duas matrizes A e B anteriores para que possamos nos tranquilizar quanto a essa operagao:

(1 2 1 -3
A-B |4 6|-|1 4
\8 10 T 9
(1—(=1) 2—(-3)
4-1  6-—4
\ 8—m 10—9

[ 2 5

3 2

\8—7( 1

Veja que, novamente, basta subtrair cada elemento da matriz A pelos seus correspondentes na
matriz B.

A representacao algébrica da soma de matrizes é:

[aij]mxn + [bi.j]mxn [aij + bij]mxn-

Nenhum, nenhum, coruja! De fato, somar ma-

trizes é muito facil. E s6 somar cada elemento

Somar matrizes
entdo ndo tem
mistério algum!

com o seu correspondente, sem maiores compli-
cacoes. A proxima operagcao também nao com-
plica em nada. E tdo trivial quanto essa que aca-
bamos de ver. A possivel dificuldade, talvez, seja
com a multiplicagdo de matrizes, um pouco dife-
rente da multiplicacdo entre nimeros reais. Mas

com calma e paciéncia tiraremos de letra, certo? Sigamos entao.

2\Veremos mais sobre ela na sego de classificacdes de matrizes.
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Multiplicacao por escalar

Multiplicar uma matriz por um escalar € multiplicar uma matriz por um numero real. Representa-
remos esse numero por A (letra grega “lambda”). Entdo daqui em diante, A € R. Utilizarei também
variacGes de A com indices, como A4, A,. Serdo numeros reais da mesma forma. Vejamos entdo como
funciona o produto de uma matriz por um ndmero real, isto é, por um escalar.

Para multiplicarmos uma matriz por A, basta multiplicar cada elemento da matriz por A. Simples

assim. Vejamos uma situag¢ao assim:

1 4 6 2 8 12
—1 8 18 —2 16 36

A forma algébrica de escrevermos a multiplicagdo de uma matriz A por um escalar aj; é:

2.

A [aij]mxn (A aij]mxn-

A multiplicacao por escalar comporta as seguintes propriedades:

Associativa: (MA2)A A (A A).

Distributividade escalar: A\ - (A +B) A-A+A-B.

Distributividade matricial: (A1 +A;) - A A A+ A - Al

Produto por —1: (—1)-A —A.

Produto por 0: 0- A matriz nula.

Produtopor1:1-A A.

Com isso fica claro entdo que a subtracdo que vimos agora hd pouco, isto é, a operacdo A —B nada
mais é que A + (—B), isto é, a soma de A pelo oposto (ou simétrico) de B.
Vamos agora a multiplicagdo de matrizes. Aqui, precisaremos de bastante calma. N3o é a coisa

mais simples do mundo.

Multiplicacdo de matrizes

Comecarei com um exemplo simples, uma situacao problema.

Imagine que uma empresa possua duas confeitarias chamadas N
DESPENCA NA

PROVA!

de A e B, que fabricam trés tipos de bolos chamadosde 1,2 e

3. As vendas de bolos destas confeitarias, por semana, estao

apresentadas na tabela que segue: Be

@ Matematica Il p/ Escola de Sargentos das Armas (EsSA) Com videoaulas - P6s-Edital
www.estrategiaconcursos.com.br



Ismael de Paula dos Santos, Italo Marinho S& Barreto

Aula 03

Confeitaria | Bolotipol | Bolotipo2 | Bolo tipo 3
A 50 unidades | 30 unidades | 25 unidades
B 20 unidades | 20 unidades | 40 unidades

Para a fabricacdo destes bolos, sdo necessarios materiais conforme a seguinte tabela:

Bolo | Farinha | Acucar | Leite | Manteiga | Ovos
Tipol | 500g 200g | 500mL 150g 4
Tipo2 | 400g 100g | 300mL 250g 5
Tipo3 | 450g 150g | 600mL Og 6

Que quantidade destes materiais cada confeitaria deverd receber semanalmente para atender as
demandas?
E ai? Vocé consegue resolver esse exercicio? tente resolvé-lo, an-

tes de continuarmos. Vou dar uma ajuda para vocé. tente preencher

ESTAE a tabela abaixo de acordo com as respostas que for encontrando. Vou
DI F|C|L| deixd-la em branco para ir te ajudando. Mas olha: é pra tentar mesmo.
Fara toda a diferenca se ja tiver tentado preenché-la. E se ndo conse-

guir, nGo tem problema. basta tentar.

Confeitaria | Farinha | Acucar | Leite Ovos

A
B

Manteiga

Vou comecar, no proximo paragrafo, a solucao desse problema. Se ainda estiver tentando ou nem
comecou, pare agora mesmo, tente, e sé depois retorne a leitura. Bom, vamos entao a solugao.

Vamos entender o que estamos tentando calcular. Vamos tentar, por exemplo, inicialmente, des-
cobrir quantos gramas de farinha a confeitaria A recebeu. Ha trés tipos de bolos confeitados por A:
tipo 1, tipo 2 e tipo 3. Foram 50 unidades do bolo tipo 1, que consome 500g de farinha; 30 unidades
do bolo tipo 2, que consome 400g de farinha; e 25 unidades de bolo tipo 3, que consome 450g de

farinha. Entdo, o total de farinha consumido pela confeitaria A sera:

25-450

50 - 500 +
&=
25 unidades com 450 g cada

30-400 +
——
50 unidades com 500 g cada

48250¢g
—
30 unidades com 400 g cada

——
Total de farinha produzida por A

Bom, entdo ja conseguimos completar um dos espacos da tabela, correto? Seria o caso:
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Confeitaria | Farinha | Acucar | Leite | Manteiga | Ovos
A 48250
B

Perceba entdo qual foi a operagdo que fizemos para encontrarmos esse valor: pegamos cada ele-
mento da primeira linha da primeira tabela e multiplicamos pela primeira coluna da segunda tabela.

Para facilitarmos as coisas, transformarei cada uma dessas tabelas em matrizes, assim como fize-
mos no inicio desse capitulo. Fagamos isso entdo:

Confeitaria | Bolotipol | Bolotipo2 | Bolo tipo 3 50 30 75
A 50 unidades | 30 unidades | 25 unidades | — X
20 20 40
B 20 unidades | 20 unidades | 40 unidades

Criamos entdo a matriz X, que é a matriz que nos diz as unidades de producdo. Agora criaremos a
matriz Y, com a quantidade especifica de cada produto:

Bolo | Farinha | Acucar | Leite | Manteiga | Ovos
Tipol | 500g 200g | 500mL 150g 4
Tipo2 | 400g 100g | 300mL 250g 5
Tipo3 | 450g 150g | 600mL Og 6

500 200 500 150 4
—-Y 400 100 300 250 5
450 150 600 O 6

Eis uma visdo melhor de que linha e que coluna multiplicamos para obtermos o resultado 48250:

500|200 500 150 4
50 30 25 400|100 300 250 5
20 20 40 450|150 600 O 6

Perceba entdo que se quiséssemos, agora, descobrir a quantidade de agucar consumida pela con-

feitaria A, bastaria multiplicarmos a mesma linha pela coluna seguinte:

500 (200|500 150 4
50 30 25 400|100 |300 250 5
20 20 40 4501150 (600 O 6

Veja mais esse calculo, para fixarmos bastante o conteudo:

50200 + 30-100 + 25-150 16750g
~—— ~——

&
50 unidades com 200g cada 30 unidades com 100g cada 25 unidades com 150g cada  Total de acuicar produzido por A

Completamos entdo mais um elemento da tabela final:
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Confeitaria | Farinha | Acucar | Leite | Manteiga | Ovos
A 48250 | 16750
B

A operacdo que estamos fazendo é justamente a forma de multiplicarmos matrizes. Multiplicamos
cada linha da matriz X pelas colunas da matriz Y.
E claro que ndo continuarei fazendo isso para cada elemento, mas faremos a seguir um resumo de

todos os cdlculos restantes. Preencherei o restante da tabela com varidveis gerais de matrizes:

Confeitaria | Farinha | Acucar | Leite | Manteiga | Ovos
A 48250 16750 C13 Cia C1s
B C21 C22 23 C24 25

Ja encontramos que c;; 48250 e c¢q,. encontraremos agora o restante dos elementos:

ci3 50-500+30-300+25-600 49000.
cg  50-150+30-250+25-0 15000.
cis 950-4430-5+25-6 500.

cz1 20-500+20-400+40-450 36000.
¢y 20-200420-100+40-150 12000.
c3  20-500+20-300+40-600 40000.
cq 20-150+20-250+40-0 8000.

cs 20-4420-5440-6 420.

A tabela final fica, entdo:

Confeitaria | Farinha | Acucar | Leite | Manteiga | Ovos
A 48250 | 16750 | 49000 | 15000 500
B 36000 | 12000 | 40000 8000 420

Dizemos entao que:

400 100 300 250 5
450 150 600 O 6

20 20 40

50 30 25
36000 12000 40000 8000 420

500 200 500 150 4
) (48250 16750 49000 15000 500)

Veja entdao que a multiplicacdo das linhas da matriz X com as colunas da matriz Y resultou ime-
diatamente no procurado: as quantidades de cada produto. Dai a motivacdao do porqué definimos a
multiplicacdo de matrizes dessa forma tao curiosa. Treinaremos bastante essa forma de multiplicacao

NnoS exercicios.
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Esta ficando muito abusada, hein. Mas sim, Ha

muitas questdes sobre isso, haha. Muitas ques-

Espero que tenha
bastante exercicio
disso, se ndo

vai ficar dificil.

toes. Teremos bastante exercicios para treinarmos

e para nos avaliarmos. Ndo se preocupe quanto a

isso, coruja! Agora vamos especificar um pouco
mais a multiplicacao de matrizes. Preste bastante
atencdo, ainda nao acabamos com essa parte. Na
sequéncia veremos que nem todas as matrizes po-
dem ser multiplicadas. Apenas se atenderem uma restricao super especifica que falaremos bas-

tante. Vamos la!

Compatibilidade da multiplicacdo de matrizes

Nem todas as matrizes podem ser multiplicadas. As duas matrizes do inicio dessa se¢ao, porém,

puderam. Vamos dar uma olhada nelas:

500 200 500 150 4

50 30 25 48250 16750 49000 15000 500
- 1400 100 300 250 5

20 20 40 36000 12000 40000 8000 420
450 150 600 0O 6

Entdo, multiplicamos a matriz X pela matriz Y encontrando a matriz C, istoé, X-Y C.

Mas veja também que X tem ordem 2 x 3, Y tem ordem 3 x 5 e C tem ordem 2 x 5, isto é:

X2x3 ' Y3x5 C2x5-

Exatamente! Veremos a seguir um resumo su-

per didatico e bem explicado de como podemos

O sr. vai ensinar
um truque para
descobrirmos quan-
do que da pra multi-
plicar?

verificar se duas matrizes podem ou nao ser multi-

plicadas. Mas nao é apenas isso que ele faz. Além

de dizer se a multiplicagcao existe ele também te
diz a ordem da matriz resultante! Tudo em um
truque Unico, muito util para exames militares. E
tudo fica muito mais claro se vocé tiver entendido
bem o nosso exemplo sobre as confeitarias. A motivacao da multiplicacao de matrizes vem desses
tipos de problemas, entao, dé uma relida caso ache que tenha ficado algo em aberto na sua cabega.

Bom, vamos la!
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%

' & E aestrutura da multipli-
cacao de matrizes?

As extremidades determinam a ordem da
matriz resultante.

Para que a multiplicagdo exista, ambos os
meios devem ser iguais: a quantidade de
colunas da matriz a esquerda e a quantida-
de de linhas da matriz a direita.

Veja entdao que ao montar uma multiplicagdo do tipo:

Amxn X Bpxq

temos n. e p como meios e temos m e  como extremidades. Para que a multiplicagdo ocorra, deve-

mostern p, isto &, os meios devem ser iguais.

A matriz resultado tera a mesma ordem que as extremidades, isto €, m x . Dai o porqué de:

X2x3-Y3x5  Caxs.

Perceba que se tentassemos efetuar Y - X, enfrentariamos um problema. Veja:

Y3x5 - X2x3.

Agora 0s meios ndo sdo mais iguais, pois 5 / 2. Dai, agora, a multiplicagdo ndo é mais possivel. Dai
o porqué de, na multiplicagdo de matrizes, nem sempre termos que a ordem dos fatores nao altera
o produto. Nesse caso inegavelmente altera o produto, até porque ele para de existir.

Vejamos alguns exemplos de exercicios.
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EEE(EEAR-2003) QUESTAO 1

1
Dadas as matrizes A [3 0]eB [2 O],ent?:io/\-B—B-Aéiguala:

1 —4
0 0
@, 0]

3]

b
()_5 0|

(c)

(d)

R: Fagamos as contas:

3 0
1 —4

A-B—B-A

1 S

3.240-(=1) 3.140.0 _'z-3+1-1 2.04+1-(—4)
[1-24(—4)-(=1) 1-14+(—4)-0 (=1)-340-1 (=1)-0+0-(—4)

A

Gabarito: C

EEN(EEAR-2004) QUESTAO 2

2 3
Seja B uma matriz. Se -B
-5 -2

(a) 1.
(b) 2.
(c) 3.
(d) 4.

18
( 23) , entdo o elemento b,y da matriz B é
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R: N&o sabemos a ordem da matriz B ainda. Digamos que seja m x n. Entdao, vemos que:

2 3 B 18
-5 —2) 7 \-23
—_— —

2x2 2x1
Para que a multiplicacao seja possivel, é necessario que o numero de colunas de B seja igual ao

numero de linhas da matriz 2 x 2. Entdom 2. Visto que a matriz resultante foi da ordem 2 x 1,

temosquen 1. Entdo B é daordem 2 x 1. Agora, fagamos os calculos para encontra-la:

(526 (3)
() ()
{2x+3y 18

—5x—2y —23
Multiplicando a primeira equacdo por 2 e a segunda por 3:

Alinhando o sistema:

4x+6y 36
—15x—6y —69
Somando as duas equacdes, temos:

4x — 15x 36 —69
—11x —-33
x 3.

Dai, substituindo na primeira equacao do sistema:

2x+3y 18
2-3+3y 18
6+3y 18
3y 12

y 4.
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O elemento by; da matriz B é, portanto, 4.

Propriedades da multiplica¢do de matrizes

Vejamos entdo algumas das propriedades que envolvem a multiplicagcao de matrizes.

* Associativavidade matricial: (A-B)-C A - (B-C);

Distributividade a direita: (A+B)-C A-C+B-C;

Distributividade a esquerda: A- (B+C) A-B+A-C;

Associatividade escalar: A- (A -B) (A-A)-B,comA cR;

Elemento neutro: existe uma matriz, chamada de matriz identidade (estuda-la-emos em breve),
identificada por I, talque: A-1 [-A A.

Que excelente pergunta, coruja! Assumo que

na sua pergunta, A e B sejam matrizes, certo? Pois

Professor...
Se A-C = B-C, posso
cortar os dois ‘C’?

é, ndo podemos mais fazer isso. A lei do corte nao
é mais sempre verdadeira. Pode acontecer? Pode.
Vai acontecer sempre? Nao necessariamente.

Ai uma pergunta que vocé pode fazer é: tem
mais alguma restrigdo? Pois é, tem sim. Ha duas.
Uma delas eu ja lhes havia dito, a comutatividade.
N3o podemos mais dizer que acontece A-B  B-A. Outra coisa é o seguinte. Imaginaque A-B 0,

sendo 0 aqui a matriz nula. Nao necessariamente teremos A ou B nulas. Veja um exemplo abaixo:

100 0 00 000
0O 0O0-10 10O 000
000 0 01 000

Veja que temos duas matrizes nao-nulas que, ao serem multiplicadas, geraram uma matriz nula.
Bom. Agora sim podemos comegar a classificar as matrizes. Vamos ver todos os tipos de matrizes

importantes para o nossos estudos. Vamos entdo!
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2.0- CLASSIFICAGOES DE MATRIZES E CALCULO DE MATRIZ INVERSA

2.1- CLASSIFICA(;CN)ES DE MATRIZES

Vamos agora as classificagdes de matrizes (que sao em grande numero, entao, sinta-se livre para
fazer resumos por conta propria, além do que te daremos em seguida).

Durante a nossa lista de classificagdes, deixemos claro que m representarad a quantidade de linhas
da matriz e n a quantidade de colunas. Tasmbém é importante lembrarmos que a forma geral do
termo de uma matriz € a;;, com i representando a linha a que pertence aquele elemento, e j repre-
sentando a coluna. Vamos |a ent3o. Antes de qualquer coisa, demos uma olhada na forma geral de

uma matriz qualquer:

(all a2 @3 ... a]n\
an az azz3 ... Qayn

Amxn az; az asz ... asp

\anﬂ Am2 Am3 .- amn)
Acima vemos uma forma super famosa de uma matriz qualquer: a sua forma geral. Veja que ha
m - n elementos dentro dessa matriz (visto que ela possui m linhas e . colunas). E a partir dessa

matriz que comegaremos a falar sobre as classificagdes mais importantes de matrizes. Sigamos!

Matrizes retangulares

Sao matrizes em que a quantidade de linhas é diferente da quantidade de colunas (isto €, em que

m / n). Vejamos alguns exemplos:

1 1
1 7 14 21
s 1T 11, .
7 28 35 42
23] X2 7
m=2n=1 —— m=2,n=3
m=3n=2

As matrizes retangulares s3o matrizes que ndo sdo quadradas. Veremos a seguir o que vem a ser

uma matriz quadrada.
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Matrizes quadradas

Sdo matrizes em que a quantidade de linhas é igual a quantidade de colunas (isto ¢, emque m  n).

Vejamos alguns exemplos:

111

8 16

(]) b7 24 32
m=1n=1 456

m=2n=2

m=3n=3

Essa é a matriz mais importante de nossos estudos. Por exem-

plo, para que duas matrizes comutem, elas tém de ser quadradas.

FIQUE Matrizes quadradas também s3o as unicas as quais é possivel as-
ATENTO! sociar um nimero muito importante chamado de determinante.
Também sdo muito importantes em sistemas lineares. Enfim, sao

VA

importantes que sao, tém até alguns nomes especiais associados a elas. Vejamos.

muito importantes e deveras simples de se entenderem. De tao

z

4 Elementos da matriz
GUELIETE

Diagonal
Diagonal Secunddria

Principal

Esses elementos sao exclusivos das matrizes quadradas, ndo se esquegam disso.

Muitas vezes quando quisermos nos referir a uma matriz quadrada A, xn, €screveremos simples-
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mente A,,. Também é comum ouvirmos: matriz de ordem n; isso quer dizer uma matriz quadrada
de ordem n.

H4 ainda uma ultima definicdo importante para matrizes. A soma dos elementos da diagonal prin-
cipal de uma matriz quadrada é chamado de trago da matriz, e escrevemos, para o trago de uma

matriz A: tr(A). No caso da matriz geral acima, temos:

tr(A) apn+ap+az+...+ anm

O trago de uma matriz € uma grandeza que, por ora, ndo terd aplicagdo maior que aquela de calcu-
lar o préprio traco. Posteriormente, quando estudarmos probabilidade, veremos algumas utilidades
dessa grandeza.

H4, percebeu, coruja? Pois é, é verdade sim.

Olha um exemplo de uma matriz quadrada 4 x 4

Uma coisa que eu
percebi: na diagonal
principal, sempre te-
remosi=j?

aqui:

an ap a3 apy
az azp a3 au
azy az; a3 ay
ag1 Qg Qg3 Qgg

Veja que os elementos da diagonal principal dessa matriz sdo: a;j, az;, azz e ass. Em todos eles
temos i1 j, vé? Muito boa a observagdo. E a diagonal secundaria? Consegue ver um padrao?
Vou expor os termos aqui, tente achar um padrao: ajs, a3, as; e as;. Eai? Conseguiu achar um
padrao?

O padrao é que, na diagonal secunddria, sempre teremos 1 + j uma unidade superior a ordem
da matriz. Quer ver? Vamos |3, sabemos que a matriz usada no exemplo é uma matriz de ordem 4,
correto? Agora observe cada termo da diagonal secundaria:

Ay — 1+ ] 1+4 5
a3 —1+j) 243 5
azp —»i+j) 3+2 5
ayp —1+j) 4+1 5.

Veja que 5 é justamente uma unidade superior que a ordem dessa matriz, que é 4. Isso sempre
vai acontecer com qualquer matriz quadrada. De qualquer forma, excelente percep¢ao, corujinha!

O que acabamos de constatar com a perspicacia de nossa coruja é que as diagonais principal e

secundaria podem ser definidas em termos de i e j. Fagamos um pequeno resumo dessas definigdes:
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Essas algebras vém cadavez sendo
mais cobradas em questdes de con-
Deﬁnigées algebncas cursos militares. Cuidado porém,

das diagonais nem toda matriz tem diagonal prin-
cipal ou secundarias, apenas as ma-

trizes quadradas. Isso tem de ficar
i= j.-oelementopertencerdadiagonal sempre bem claro. Se uma matriz

incipal.
Prineiy qgualquer, portanto, for quadrada de

" - ordem m, qualquer elemento em
| i+j=n+1:0elemento pertencerd a dia- . . o

gonal secunddria. que 1 ) pertencera a diagonal
principal, da mesma forma que se
i+j mn+1, pertencerd a diago-
nal secundaria. tranquilo? De boas?
Entdo vamos para a proxima matriz,
partiu? Sigamos entdo, jovem, sem medo. Veremos agora uma sequéncia de matrizes quadradas

importantes.

Matrizes diagonais

Uma matriz sera dita diagonal quando todo e qualquer elemento fora da diagonal principal for nulo.
Nada impede que os elementos da propria diagonal também sejam todos nulos, mas ndo é necessario.
Veja, portanto que, para que uma matriz seja diagonal ela deve ser quadrada, ja que apenas matrizes

guadradas tém diagonal principal. Uma forma algébrica de definirmos uma matriz diagonal é:

Uma matriz [ay] é escalarse a;; Oparai / j.

Vejaque comoi jé a condigdo para que um elemento faga parte da diagonal principal de uma
matriz, 1 / j é justamente a definicdo para que um elemento nado faga parte dessa diagonal.

Vejamos alguns exemplos de matrizes diagonais:

-2 0 0 0

mT 0 0
—4 0 s V3, 0 1+v3 0 0
o%’ A ’ 00’ 0 0 —120
0 0 0 0 0 0 1
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Perceba que qualquer elemento fora das diagonais principais dessas matrizes é nulo, dai cada uma

dessas matrizes recebe a classificagdao de matriz diagonal.

Matrizes escalares

Uma matriz sera dita escalar quando for uma matriz diagonal com os elementos da diagonal principal
constantes. Perceba entdo que tudo o que falamos sobre as matrizes diagonais ha pouco cabe aqui,

porém com essa restricao extra. Uma forma algébrica de definirmos uma matriz escalar é:

_ ) a; Oparai/j;
Uma matriz [ay;] é escalar se
a; kparai j, comkeR.

Vejamos alguns exemplos de matrizes escalares:

V2 0 0 0
T 0 0 000
—4 0 0 vV2 0 0
)07[0)000)
0 —4 0 0 0 0 0 0 V2 0
0 0 0 V2

Perceba que qualquer elemento fora das diagonais principais dessas matrizes é nulo; além disso,
os termos da diagonal principal s3o constantes, isto é, todos iguais, dai cada uma dessas matrizes
recebe a classificacdo de matriz escalar. Na ordem, acima, tivemos: k  —4,k mk Oek V2.

Quando, entao, for mencionado algo como: considere uma matriz escalar A comk 7 de ordem

5, ja conseguimos visualizar a matriz da seguinte forma:

(7 0 0 0 0)
7000

A 0700
0070

\0 000 7

Matrizes identidades

Uma matriz identidade é uma matriz escalar comk 1. Uma forma algébrica de defini-la é:
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Uma matriz [aj] € uma matriz identidade se

a; Oparai/j;

a; lparai .

A matriz identidade, identificada por I ou I,,, sendo n a sua ordem, é como se fosse o numero 1

nos numeros reais sob aspectos multiplicativos. Assim como multiplicar um nimero real por 1 faz o

numero retornar, multiplicar uma matriz pela matriz identidade gera a propria matriz inicial.

Ja ouviu falar no delta

de Kronecker?

O delta de Kronecker, identificado
pelo simbolo &, também é uma fo!'-
ma de caracterizarmos uma matriz
identidade. Veja abaixo a defini¢do

; do delta de Kronecker:
]
Oparai#j;
A 1 parai=j.

O delta de Kronecker, detalhado
ao lado, é um escalar que varia con-
forme os dois indices que estao em
sua escrita. Por exemplo, 813 vale 0,
pois 1 / 2. Podemos, portanto, de-
finir uma matriz identidade I como:
I, [aij]nxn tal que a;;  dj. Veja
um exemplo de como isso funciona.
S6 lembrando, estudante, essa ndo
€ a parte mais importante dessa ma-
téria; porém, cada vez mais fica di-
ficil de sermos seletivos quanto ao
gue estudarmos, vista a larga con-

corréncia qualificada que um estu-

dante tem de enfrentar. Nossa estratégia sempre serd passarmos por todos os detalhes que poderiam

vir a nos surpreender em concursos, a fim de que, na hora, ndo nos surpreeenda tanto quanto seria

caso nada tivéssemos visto sobre o assunto. Beleza? Bom, vamos ao exemplo: considere uma matriz

[,,,, e vamos tentar construi-la como fizemos acima, usando o delta de Kronecker:

ap ap on
d21

Mas veja que, segundo o que vimos no quadro acima:

I

azr a

d11 1,vistoquei j;
d12 0, vistoque1i /j;
b1 O, vistoquei / j;
d 1,vistoquei j.

&
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Dai, portanto:

10
I :

Vejamos alguns exemplos de matrizes identidades:

1000
100

10 0100
s 10 1 01,

01 0010
0 01

0 001

Matriz triangular inferior

E toda matriz quadrada em que todos os termos “acima” da diagonal principal s3o nulos. Mais alge-
bricamente falando:

Uma matriz sera dita triangular inferiorse: a;; O parai <j.

Veja por exemplo a matriz abaixo:

100
A 230
4 5 6

Quais sdao os termos que, nessa matriz, satisfazem 1 < j? S3o, claro os termos: ajz, a;3 e azs. Veja
gue esses termos sao todos nulos, logo, trata-se de uma matriz triangular inferior.

Ela recebe esse nome porque forma-se um “triangulo” de nimeros abaixo dos zeros, ou seja, na

regido inferior da matriz.

Vejamos mais alguns exemplos de matrizes triangulares inferiores:

2 0 0 0
7 0 0 v2
8 0 1 —17 0 0
121’0_30’0120
—1 7 3
f—1—2—3z
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Matriz triangular superior

E toda matriz quadrada em que todos os termos “abaixo” da diagonal principal sio nulos. Mais alge-

bricamente falando:

Uma matriz sera dita triangular superior se: a;; O parai> ).

Veja por exemplo a matriz abaixo:

123
A 0 45
0 06

Quais sdao os termos que, nessa matriz, satisfazem 1 > j? S3o, claro os termos: ay;, az; e as;. Veja
gue esses termos sao todos nulos, logo, trata-se de uma matriz triangular superior.

Ela recebe esse nome porque forma-se um “triangulo” de nimeros abaixo dos zeros, ou seja, na re-
gido superior da matriz. Na nossa teoria de determinantes (préxima aula), veremos uma propriedade
super importantes das matrizes triangulares.

Vejamos mais alguns exemplos de matrizes triangulares superiores:

72 -1 0 —4
6 —1 18 vz
8 1 0 —17 0 17
0o 1)°1° 2 %P lo o 1
—T7T
0 0 V3

0 0 0 V2

Matriz linha

E toda matrizem que m 1, isto é, que possua apenas uma linha.

Vejamos alguns exemplos:

(12 3),(4 ﬁ),(—g V5 2).
Matriz coluna

E toda matrizem que n 1, isto é, que possua apenas uma coluna.

Vejamos alguns exemplos:
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(1) 1
2

T 2
—V2\ | 22
3 ) _4 ) )
4 0

4
\5) N
Matriz transposta

Vamos entdo falar da impotantissima transposi¢ao de matrizes.
N3o é bem uma classificagdao, mas sim uma operagcdo. A
transposicao de matrizes € uma operagao que transforma uma
DESPENCANA  matriz em outra, trocando as suas linhas com as suas colunas.
2 pROVAl Atransposta de uma matriz A é identificada por Atou AT (am-
.d bos ja apareceram em concursos diversos). Vejamos um exem-

Oe 12

plo. Considere a matriz A ) Agora veja o calculo
de A%, isto é, a transposta da matriz A, exposta acima:

5

1 4
A* 125
3 6
Perceba entdo que a primeira linha da matriz A tornou-se a primeira coluna da matriz At, assim
como a segunda linha da matriz A também virou a segunda coluna de At.

Veja abaixo a representacgao algébrica da transposicao:

A transposta de [ailmxn € [aji]nxm.

Aqui vao algumas propriedades importantes da transposi¢cdao de matrizes:

* Atransposta da transposta de uma matriz é igual a propria matriz, ou seja: (At)t A.

* A transposta de uma matriz triangular superior € uma matriz triangular inferior, e vice-versa.

Veja:
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7 213 7 000
040 6 2400
A , entdo:At
00829 1080
0005 36 95
Matriz trianglrjlar superior Matriz triangular inferior

e A transposta de uma matriz quadrada de ordem n também é uma matriz quadrada de ordem n.

Veja um exemplo:

2 3 5 2 7 17
A 7 11 13| ,entdo, At 311 19
17 19 23 5 13 23

Matriz quadrada de ordemn 3 Matriz quadrada de ordem 3

A transposta de uma matriz linha € uma matriz coluna, e vice versa.

Sobre a transposta da soma de duas matrizes:

(A+B)* A'+B.

Quanto a multiplicacdo por escalar:

(k-A)t  k-At comk eR.

E possivel demonstrar o seguinte fato sobre a transposta do produto de duas matrizes:

(A-B)t Bt.A.

O trago de uma matriz sempre coincidird com o tra¢o de sua transposta. Algebricamente:

tr(A)  tr(AY).
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Isso acontece porque quando transpomos uma matriz, trocamos as linhas com as colunas, isto
é, trocamos i por j. Mas acontece que existem elementos em que i j, que s3o os elementos
da diagonal principal. Esses elementos ndo se alteram na transposicdao e como o trago de uma

matriz € a soma desses elementos, ele também n3o se alterara na transposicao.

e Escrevemos AP, com p natural, para designarmos o produto A-A-A-...-A. Usamos essa

p fatores
notagdo somente quando A é uma matriz quadrada. Acerca disso, vale a associatividade entre

a poténcia e a transposicao, isto é:

(AP)E (AP

Matriz simétrica

Uma matriz sera dita simétrica quando for igual a sua transposta. A defini¢ao fica, entdo, algebrica-

mente, da seguinte forma:

Uma matriz A sera dita simétrica quando A A.

Isso implica que qualquer matriz simétrica necessariamente tem de ser quadrada. Consegue ver
o porqué? E porqque suponha que A tenha ordem m x n. Entdo At serd da ordem n x m. Como,

para ser simétrica, A At, entdom n e dai a matriz é quadrada.

—7 4 1
Vejamos um exemplo de matriz simétrica. Observe a matriz A 4 12 —3 . Ao calcular-
1 -3 =
—7 4 1
mos a transposta de A encontramos At 4 12 —3 1, que volta a ser exatamente a matriz
1 -3 =

original, A.
Matriz antissimétrica

Uma matriz sera dita antissimétrica quando for igual ao oposto de sua transposta. A definicao fica,

entdo, algebricamente, da seguinte forma:
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Uma matriz A sera dita simétrica quando A* —A.

Isso implica que qualquer matriz antissimétrica, assim como as matrizes simétricas, necessaria-
mente tem de ser quadrada. Mesmas razoes anteriores. Um outro fato curioso: a diagonal principa

de uma matriz antissimétrica é toda nula. Vejamos um exemplo de matriz antissimétrica.

0 -7 V2
Observe a matriz A 7 0 —5|. Ao calcularmos a transposta de A encontramos At
—2 5 0
0 7 —V2
—7 0 5 |, que é uma matriz exatamente oposta a original.
v2 -5 0
Matriz nula

E qualquer matriz em que todos os elementos sejam nulos. Algebricamente:

Uma matriz sera nula quando aj 0.

Abaixo, falarei de mais alguns tipos de matrizes, certamente menos importantes. Falaremos delas

por qués de completude, mas sdo raras em nossos atuais concursos.

Matrizes comutativas

Duas matrizes A e B serdo ditas comutativas quando A-B B - A. Veja abaixo um exemplo.

3 1 12
Suponha que A eB . Fagamos os cdlculos de A - B:
4 4 9
A.B 2 3 . 1 12
1 4 4 9

2.1+3-4 2.12+3.9
1.1+4.4 1.12+4.9

14 51
17 48)°
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soa (112 (23
4 9 14
1.2412-1 1.34+12.4
4.249.1  4.3+9

14 51
17 48/

Vejaque A-B B - A, e, portanto, esse par de matrizes é comutativo.

Matrizes anticomutativas

Sdo matrizes Ae Btaisque A-B —B-A.

Matrizes involutivas

Uma matriz serd dita involutiva quando A? I, isto é, quando o seu quadrado foi igual a matriz

identidade. Veja abaixo um exemplo.

| 4 —1
Seja A . Calculemos AZ:
15 —4

NN E I

15 —4) \15 —4

4.4+4(=1)-15 4. (=1)+(=1)- (—4)
15.4 4 (—4)-15 15 (=1) + (—4) - (—4)

10
0 1)

Uma matriz sera dita nilpotente quando AP 0 para algum p natural, onde 0 é uma matriz nula. O

Matriz nilpotente

menor p para o qual isso acontece é chamado de indice da matriz nilpotente. Vejamos um exemplo.

1 1 3
Seja A 5 2 6 |.Nao efetuarei aqui, mas pode-se verificar que:
-2 -1 =3
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(11 3\ (1 1 3

A-A A? 5 2 6|-|5 2 6
\-2 -1 -3) \-2 -1 -3

(0 0 o)

3 3 9

\—1 —3).

Agora facamos A3:

(1 1 3 0 0 0
A3 A.A? 5 2 6|-13 3 9

\—z —1 -3 —1 -1 -3

(000

000

\ooo

Opa, conseguimos uma matriz nula. Entdo a matriz A é uma matriz nilpotente de indice 3, pois foi
necessario eleva-la ao cubo para anula-la.

Olha, coruja, isso depende do qudo que vocé

esta disposta a se entregar e cometer seus sacri-

Caramba, prof! ficios pessoais. E claro que teremos que nos sacri-

Quanta coisa,

ficar para podermos alcancar nossos sonhos. Es-
serd que dou conta?

ses sacrificios vém em forma de: privacoes pesso-
ais como celular, saidas com amigos, certos laze-
res que nos afastam da nossa verdadeira fonte de
bom futuro, etc. Vocé esta disposta a deixar isso
para tras? Se estiver, minha resposta é sim. Se nao, minha resposta é que vai ser muito dificil pra

VOCé, é necessario que nossos estudos sejam nossa prioridade. Beleza? Sigamos entao!

@ Matematica Il p/ Escola de Sargentos das Armas (EsSA) Com videoaulas - Pés-Edital
www.estrategiaconcursos.com.br



Ismael de Paula dos Santos, Italo Marinho Sa Barreto
Aula 03

2.2- MIATRIZ INVERSA

Finalizaremos nossos estudos falando sobre a inversa de uma matriz. Esse assunto sera retomado
guando falarmos de determinantes na préxima aula. Hoje, porém falaremos desse tema estritamente
do ponto de vista matricial. Vamos direto, entdo, a definicdo.

Definigao

Ainversa de uma matriz A é umamatriz A" talque A-A~" ATT.A L

Vamos direto para um exemplo de calculo de matriz inversa.

EEE QUESTAO 3

5
Considere a matriz A (7 3) . Calcule a inversa da matriz A, isto é, calcule A~1.
R: O processo é o seguinte. Primeiro, entendamos o que significa A - A~! 1. Amatriz A é, claro,

a matriz que se deseja calcular a inversa. A matriz A~! é a inversa; por fim, I é a matriz identidade.

Como ndo conhecemos a matriz A~!, vamos trata-la com incégnitas:

A (j 3).
EHE Y

5a+2c 5b+2d 10
7a+3c 7b+3d 01

Isso nos traz dois sistemas. Resolverei ambos simultaneamente para ganharmos tempo:

Dai, a partirde A-A~1 I, temos:

5a+2¢ 1 56 +2d 0

7a+3¢c O 7b+3d 1
15a+6¢ 3 15b+6d 0
—14a—6¢c 0 —14b—-64d -2
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15a—14a 3 15b —14b -2
a 3 b -2
7a+3c O 5b+2d O
7-343c 0 5-(—2)+2d4 O
214+3¢c O —10+2d 0
3c 21 2d 10
c —7 d 5.

3 -2

Concluimos entdo que A~

Perceba que, de fato, ao efetuarmos o célculo A - A~! (ou A~' . A, tanto faz, pois uma matrizea

sua inversa serdao sempre comutativas) sempre resultara na matriz identidade.

Propriedades da matriz inversa

e Nem sempre existira a inversa de uma matriz A. Para, porém, verificarmos se uma matriz possui
ou ndo inversa, precisaremos utilizar um conceito que sé veremos na proxima aula, o conceito
de determinantes. Veremos que uma matriz qualquer terd inversa sempre que seu determinante
for ndo-nulo. Quando uma matriz ndo possui inversa, ela é chamada de matriz singular. Caso
contrario, isto é, caso a matriz admita inversa, sera dita uma matriz ndo-singular. Nos itens que

seguem, vamos supor que todas as matrizes sejam nao singulares.
e A~ ¢ Unica, isto &, se existir, ndo ha ambiguidades.

* E possivel demonstrarmos o seguinte fato acerca da inversa do produto de duas matrizes:

(A-B)"" BT.A°L

e Ainversa da inversa de uma matriz é a propria matriz.

(A~ A,
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e A transposi¢ao e a inversao de matrizes sao associativas, isto é:

(AH7T (AT

e Sobre a multiplicagao por escalar, é possivel demonstrarmos que:

(k-A)"! AT

&=

Quando ainversade uma matriz é igual a sua transposta dizemos que a matriz é ortogonal. Segue

L]
um exemplo de matriz singular: A \% 12 (verifique que ela é, de fato, ortogonal).
2 2

SeA-B ILentaioB-A I Ainda, temosque A B 'eB AL

SeA-B C,entioA C-B'eB A'.C.

Se A e B comutam, entdo A~ e B~! também comutam.

E agora, jovem, é hora de exercitarmos!!! Vamos comegar a resolver questdoes. Vocé nao ver3,
claro, questdes sobre tudo o que ja vimos aqui (pelos motivos apresentados no inicio de nosso livro
eletronico). Portanto, é dever seu fazer resumo das classificagdes de matrizes e rever todo o nosso
conteudo diversas vezes. Faga resumos organizados, com boa vontade. Isso é essencial. Partiu entao?

Vamos |3, exercicios!
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Ey

QUESTOES

COMENTADAS

EEE(EEAR-2001) QUESTAO 4

1 -1 0 X 1
Na resolugdo da equagdo matricial |4 —1 1 |- [y 2|,ovalordex+y+zé
0 30 z 0
(a) =2
(b) 1
(c) -1
(d) 0

R: Pegamos inicialmente a primeira linha da matriz a esquerda e multiplicamo-na pela primeira

coluna da matriz a direita (veja que essa coluna é Unica, visto que se trata de uma matriz-coluna):

A primeira linha se torna entdo:

T-x+(=1)-y+0-z X—y

Claro entdo que a segunda linha sera formada pelo produto da primeira linha da matriz a esquerda

com a primeira coluna da matriz a direita, assim como a terceira linha:
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T-x+(—=1)-y+0-z X—y
4.x+(=1)-y+1-z 4x—y+z
0-x+(=3)-y+0-z —3y 0

Veja entao a formagao de um sistema de equagdes:

x—y 1
4x—y+z 2
—3y O

Da ultima equagao:

Agora, a primeira equagao:

x—y |
x—0 1

Por fim, a segunda equagao:

dx—y+z 2
4.1-04+z 2
442z 2

2

Portantox+y+z 1+0+(—2) —1.

Gabarito: C
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EEN(EEAR-2002) QUESTAO 5

. . . x —4 x 2 13 2x—4\ |
O par (x,y), solucdo da equagdo matricial . é
X2y y 1 x*+y* 8

(a) (6,£V3)
(b) (£V5,-2)

(c) | =
7
(d) _§>

R: Fagamos os calculos:

x —4 x 2 x-x+(—4)-y x-24+(—4)-1
X2y y 1 Xt x+y-y x*2+y-1
Xt —4y 2x—4
X3 +y? 2x2 +vy
O problema nos diz o resultado desse produto. Comparemos com esse resultado:
Xt —4y 2x—4 13 2x—4
x> +y2 2% +y X3+yr 8 )

Por comparagdo obtemos que:
x> —4y 13
X +y 8

Multiplicando a primeira equagdo toda por —2, temos:

22X+ 8y  —26
2x*+y 8

Somando as duas equacgdes:

99 —26+8
9y —18
y —2
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Perceba que so essa informacgao ja € suficiente para matarmos a questao, correto? A Unica opgao

possivel é a B. Mas encontremos x também:

2.x2+y 8
2.x34+(=2) 8
2.x2 842
2.x2 10
x* 5
x +V5.
A solug3o é, entdo: (£v/5,—2).
Gabarito: B
EEN(EEAR-2002) QUESTAO 6
11 10 4
O elemento X3, da matriz solugdo da equagao matricial 3- X+ |2 4 2 16| ¢
6 8 0 8
(a) 0
(b) —2
(c) 3
(d) 1

R: Basta resolvermos a equagao:
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11 10 4
3- X+ (2 4 2 16
6 8 0 8
10 4] [11
3-X 2 16| — |2 4
0 8 6 8
(101 41
3-X 2—2 l6—4
0—6 8-—8
ERE!
3-X 0 12
—6 0
f o 37
3 3 3 1
R
B — 0
% 3
6 0| |-2 0
[ 3 3]
Vemos entdo que o elemento X3 ; € o elemento 0.
Gabarito: A
EEN(EEAR-2002) QUESTAO 7
5 0 -3 1 —1
Dadas as matrizes A 1 —2 1 |eB 0 3 |,oelementoc;damatrizC A-Bé
0o 0 -1 2 4
(a) =17
(b) 7
(e) =3
(d) 3
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R: N3o precisamos de fato resolver a multiplicagdo. Basta nos recordarmos de que:

Ci2 Qu-biptap-bp+ai-bay
5.(—1)+0-3+(—3)-4
—5+0—-12
—17.

Gabarito: A

EEE(EEAR-2003) QUESTAO 8

2 4 —7
Sendo ( x3> . ( 5) ( 3 ), os valores de x e y na matriz acima sao, respectivamente,
y . P

(a) 3e—3
(b) —3e3
(c) ge—3

(d)—3e§

R: Efetuando a multiplicagao:

2 x 4 2-4+x-(-5)
y -3/ \-5) \y-4+(-3)(-5)
8 —5x
4y +15
O problema nos informa que esse resultado é igual a <_3 >; logo:
8§—5x —7
4y+15 3
Da primeira equagao:
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8§—5x —7
—5x —7-—8
—5x —15
x 3.
Da segunda equacgao:
4y+15 3
4y 3—-15
4y —12
y —3.

Os valores de x e y sao, entdo, respectivamente, 3 e —3.

EEN(EEAR-2004) QUESTAO 9

1 —1 21 11
Considere as matrizes A ( ), eB ( ) eC (1 1) . Entdo AB + C éiigual a

2 0 01

o)
of)
(c) (f 2)
(d) (‘21 :)

R: Montemos o calculo pedido:

wee (3360
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1-24+(=1)-0 1T-14(=1)-1 N 11
2.240-0 2-140-1 11
20 11
_|_
G20
31
5 3/

EEE(EEAR-2005) QUESTAO 10

A :) ?] eB [:; :‘1 sao duas matrizes que comutam se, e somente se,
(a)x 2ey 1.
(b)x Tley 2
(e)x 1.
(d) x 2.

R: Para que duas matrizes A e B comutem, bastaque A-B B - A. Entdo, armemos os calculos:

il %

1.x+2.0 T-y+2-1 [x-14y-0 x-2+y-1
0-x+1-0 0-y+1-1 0-1T+1-0 0-2+41-1

XU- —XU
0 1 0 1

X y—I—Z- [ 2x+vy
0 1 0 1

Vemos entdo que para que as matrizes sejam iguais bastaquey+2  2x +y. Desenvolvendo:

y+2 2x+y
2 2x
x 1.
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Bastaentaox 1.

Gabarito: C

BN (EEAR-2005) QUESTAO 11

Sabendo-se que M + N ; i] eM—N

0
O] ,amatriz N éigual a:

(a)

(b)

(c)

O = NWO PNW—= W=
L

(d)

NN W N

R: Basta resolvermos o sistema. Nao fique com preconceitos sé porque o sistema envolve

matrizes; o raciocinio € inteiramente analogo. Veja:

7 — -

2
M+ N
3 4
< S
1
M —N
! 0
Multiplique a segunda linha por —1:
( 12
M+ N
3 4
BV VI L
! 0 0

Agora some ambas as equacgoes:
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1 2] [=1 0
N+ N +
3 4] 0 0
.
2N
._3 4_
. [0 1
3
7 ?

Gabarito: C

EEE(EEAR-2005) QUESTAO 12

Sendo A uma matriz 3 x4 e B uma matriz N x M, coloque V (Verdadeira) ou F (Falsa) nas afirmagoes

a seguir:
e () Existe A+ B se,esomentese, N 4eM 3.
* ()Existe A-Bse,esomentese, N 4eM 3.
e ()Existem A-BeB-Ase esomentese, N 4eM 3.
e ()A+B B+ Ase esomentese, A B.

e (J)A-B B-Ase esomentese, A B.

Assinale a alternativa que contém a sequéncia correta:
(a) V-V-V-V-V
(b) F-V-F-V-F

(¢) F-F-V-F-F
(d) V-V-V-F-V

R: Comentemos afirmagao por afirmacgao, levando sempre em conta as ordens das matrizes: A3.4
e BNxM:

® Para existir A3x4 + Bnxm, temos de ter os correspondentes iguais, istoé, N  3eM 4.

Logo, afirmativa falsa.
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e Para existir Azy4 - Bnxm, basta que o numero de colunas de A seja igual ao numero de linhas
de B,istoé, N 4. A condigao “se, e somente se” imposta peca, portanto, por excesso. Nao é

necessarioque M 3, apenas que N 4. Afirmativa falsa, portanto.

e Para que exista A3y4 - Bnwm, bastaque N 4. Para que exista Bnym - Azxs, bastaque M 3.

Logo, de fato, para que comutem, bastaque N 4eM 3. Afirmativa verdadeira.

e Afirmativa falsa. A+ B B + A independentemente de quaisquer condi¢des. Logo, nao é
condi¢ao nem necessaria e nem suficiente para que ocorra a igualdade. De uma forma mais

simples: o fato de duas matrizes comutarem pela adigdo nao implica em que sejam iguais.

e Afirmativa falsa. Veja que, por exemplo, A- A~!  A~1. A, mas n3o necessariamente teremos

A AL
Gabarito: C

EEE(EEAR-2006) QUESTAO 13

Se B [2 _]] € a matriz inversade A
Xy

2],entﬁox—y é:
4

(a) 2

(b) 1

(c) —1

(d) 0

R: Como B é a matriz inversa de A, entao o produto das duas devera ser igual a matriz identidade

2 x 2. Logo:
2 1] [1 2] [1 o]
X Y 1 4] 0 1]
214 (=1)-1 2.2+ (=1)-4] [1 0]
x-1+4+y-1 x-24+y-4 01

1 0 10
x+y 2x+4y 0 1
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Conseguimos entao montar o sistema a seguir:

x+y O
2x+4y 1

Daqui, poderiamos simplesmente multiplicar a equagao superior por 3 e a interior por —1:

3x+3y O
—2x+—4y -1
Dai basta somar as duas equagoes:
x—y —L

E ai estd, nossa resposta. Poderiamos também resolver o sistema, sem problemas.

EEE(EEAR-2006) QUESTAO 14

Sendo A 2 - eB 453 , a soma dos elementos da 12 linhade A-B é
4 5 -1 0 3

(a) 22.
(b) 30.
(c) 46.
(d) 58.

R: Fagamos entdo a conta até finalizarmos a primeira linha de A - B:

2 -1\ (4 53 2.44(=1)-(=1) 2-54(=1)-0 2-3+(=1)-3
4 5 ~10 3
(9 10 3)

A soma desses elementos é: 9+ 10+ 3 22.
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Gabarito: A

EEE(EEAR-2006) QUESTAO 15

3 4 5 =2
Sendo A 5 ]] eB [0 3 ], a soma dos elementos da 22 linha de (A — B)! é igual a:
(a) —4.
(b) —2.
(c) 2.
(d) 4.

R: Fagamos entdao A — B:

S

Calculando, assim, a transposta:
-2 =2
6 —2

Assim, a soma dos elementos da segunda linhade (A —B)té: —2—2 4,

Gabarito: A

(A—B)!

EEN(EEAR-2007) QUESTAO 16

11 —
B 1 1
2 2 0 -3

de B, respectivamente, entdo At + Bt é igual a

0 2
o

Sejam as matrizes A . Se At e Bt s30 as matrizes transpostas de A e
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b
(b) 2 3]
_0 2_
(c) )
0 —1
d
(d) o 5]

R: Vejaque At

12 1 0|
]eBt [ . Temos ent3o que At + Bt é igual a:

12
1 0 0 2
+
1 =3 2 1

Gabarito: A

EEN(EEAR-2008) QUESTAO 17

Sejam as matrizes A (; a1) eB (;) Se A-Béumamatriznula2 x1,comoa+bé
(a) —1
(b) 0
(e) 1
(d) 2

R: Basta armarmos a conta e depois resolvermos para a e B:

)6 ©
(272) ()

{4b+2a 0

Dai concluimos que:

2b—-2 0
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Da ultima equagao, temos:

2b—-2 O
2b 2
b 1
Da primeira equagao:
4b+2a O
4.1+2a O
442a 0
2a —4
a —2.

Daitemosquea+b —2+1 —1.

Gabarito: A

EEE(EEAR-2008) QUESTAO 18

-2 - -

A soma dos elementos da diagonal principal da matriz A (aj),, 5, tal que aj { b s.se ' / ) )

i+jset j
€ um numero
(a) multiplo de 3.
(b) multiplo de 5.
(c) divisor de 16.
(d) divisor de 121.

R: A diagonal principal de uma matriz sera formada por aqueles elementos em quei j, sdo eles:
ay, ax e azs. Aregradadanodizquesei jentdoa; 1i+j.Entdo:ap 141 2,
ap 2+2 4eaz3s 3+3 6e comisso, asomadesseselementossetorna: 2+4+6 12.

Visto que 12 é um multiplo de 3, temos a opgao A como gabarito.
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Gabarito: A

EEE(EEAR-2009) QUESTAO 19

-1 x

2 -1 11
Seja A~ ( ) a matriz inversa de A (] 2) . Sabendoque A- A~ I, ovalorde
X é:
(a) 3
(b) 2

(c) 1
(d) 0

R: Basta multiplicarmos as duas matrizes e igualarmos a identidade, visto que uma € a inversa da

outra:
2 —1 11 2-T+(=1)-1T 2-T+(-1)-2
-1 x 1 2 (—=1)-T4+x-1T (=1)-T+x-2
1 0
—1+x —1+2x
: . : - . 1 0 10
Essa matriz resultante devera ser igual a identidade. Portanto, .
—14+x —1T+2x 0 1

E dai,temos —1+x 0,ouseja,x 1.

Gabarito: C

EEE(EEAR-2009) QUESTAO 20

2 1 X 6 . .
Se . ,entaoovalorde x +y é:
1 -1 y 0

(a) 4
(b) 5
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(c) 6
(d) 7

R: Efetuando a multiplicagao:

Assim, temos:

Somando as duas equagoes:

Dai,vistoquex—y 0,temosx yeportantoy 2. Conclui-seentdioquex+y 2+2 4.

Gabarito: A

EEE(EEAR-2010) QUESTAO 21

Sejaamatriz A (aj)2x2 tal que aj; { 0 .se ' ) ) _. Asoma dos elementos de A €
1+j),se1 /)
(a) 4.
(b) 5.
(c) 6.
(d) 7.
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R: A matriz é, de forma geral, a seguinte:

apn ap
A .
azr az
Nos casosde aj; e ap,temosi  j.Entaoa;; Oeay Otambém.Ja aj; e aysaotaisquet / j;

logoa;; 1+2 3eay 2+ 1 3.Assimasomadeseuselementossera:0+0+3+3 6.

Gabarito: C

EEE(EEAR-2010) QUESTAO 22

Sejam as matrizes Amx3, Bpxg e Csx3. Se A-B  C,entdom+p + q éigual a

(a) 10.
(b) 11.
(c) 12.
(d) 13.

R: Observemos a operagao feita:

A - B C
mx3 pxq 5x3

Para que a multiplicagao exista, devemos terp 3. E para que a matriz C seja de fato da ordem

5x 3,devemosterm 5eq 3.Daientaiotemos:m+p+q 5+3+3 11

Gabarito: B

EEE(EEAR-2011) QUESTAO 23

11
Seja P [0 ]] e Pt a matriz transpostade P. AmatrizQ P-Pté
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_2 ]_

b

(b) B
-1 ]-

C

(c) 1o
-1 ]_

d

(d) 2 o

11 10
R: Visto que P [0 ]] , temos que Pt [] ]] . Fagamos agora o calculo requerido:
11

10
0 1 11

(1. 141.1 1.041-1
0-14+1-1 0.04+1-1

Q

2 1
11
Gabarito: B
EEE(EEAR-2012) QUESTAO 24
1T 0 -1
Na matriz A ... 21| faltam 2 elementos. Se nessa matriz a;; 21 — j, a soma dos
5 ... 3

elementos que faltam é

(a) 4.
(b) 5.
(c) 6.
(d) 7.

R: Os elementos que estdo faltando sdo ay; e az;. Visto que a;; 21— ), temos que
ay3 2-2—1 3,eaz3 2-3—2 6—2 4. Dai,asomade ambos os elementos resulta em:
3+4 7.
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Gabarito: D

EEN(EEAR-2013) QUESTAO 25

1 1 -1 2
Sejam as matrizes A ] eB [ 0] . Asoma dos elementosde A - B é

0 —1 1

(a) 0.
(b) 1.
(c) 2.
(d) 3.

R: Fagamos os célculos (a essa altura vocé ja deve ter percebido como as questdes estdo ficando

repetitivas; isso € normal. Esse é um assunto extremamente mecanico. E importante que repitamos

a mesma secao diversas vezes):

1] -1 2 [ 1 (=) 11 1.2+41.0
o 1| [1 o0 0-(=1) 4+ (=1)-1 0-24(=1)-0

[0 2
1 0|

A soma dos elementos dessa matriz é, entdo: 0 +2+ (—1)+0 1.

Gabarito: B

EEN(EEAR-2014) QUESTAO 26

4
Seja a matriz A ( ‘ 2) . A matriz X %A tem como soma de seus elementos o valor
(a) 7.
(b) 5.
(c) 4.

(d) 1.
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R: Basta fazermos as contas:

X

N —

{&3)
(2

A soma dos elementos ser3, entdo, iguala: 2+ 1+ (—3)+1 1.

Gabarito: D

EEN(EEAR-2015) QUESTAO 27

SejaamatrizA  (ajj)2x2 tal que ay liZ — j2|. A soma dos elementos de A ¢ igual a

(a) 3.
(b) 6.
(c) 9.
(d) 12.

R: Montemos a matriz generalizada e fagamos os célculos:

A ap; ap 12 —12 1222
az ap 22 -1 [22—27
0 3
30/

A soma de seus elementos é, portanto: 0+3+0+3 6.

Gabarito: B
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EEN(EEAR-2016) QUESTAO 28

-1 2 x 2k

(a) 1,—1,1,1

(b) 1,1,—1,-1
(¢) 1,—1,1,—1
(d) —1,—1,—-2,-2

1 a b —1
Se ( ) e ( ) sao matrizes opostas, os valores de a, b, x e k s3o respectivamente

R: Se sdo matrizes opostas, entao podemos escrever:

1 a b —1
(1 z) (x 2k>
1 a —b 1
(-1 z) (—x —2k>'
Daitemosque —b 1,istoé,b —1;a 1;,—x —1,istoé,x 1efinalmente —2k 2, que

nostrazk —I1. Seguindo a ordem pedidaentdgo:a 1,b —1,x Tlek —I.

EEE(EEAR-2017) QUESTAO 29

Considere as matrizes reais A (XZ ] )eB (9 z ).SeA Bt, entdoy +z éigual a
2 y+z y —x
(a) 3
(b) 2
(c) 1
(d) —1

R: Armemos a equagao dada:
t
x2 1 9 z
2 y+z y —Xx
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x2 1 2 vy
2 y+z z —X

Por comparagao, temosy lez 2.Dai,y+z 142 3.

EEE(EEAR-2019) QUESTAO 30

Dadas as matrizes A

(a)

(b)

(c)

(d)

'c Ao WIN AN W

NN

Gabarito: A

20 1

1 3 01
]eB l 2],oprodutoA-Béamatrix:

IIN \IIIN \'l

~l

R: Basta efetuarmos o produto:

&

1 3] o1 (1.043.1 1-1+3.2
20| [12] |2:0+40-1 2:140-2
(3 7
0 2

Gabarito: C
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EEE(EEAR-2019) QUESTAO 31

2 345 54 4 3

4 55 4 3342
mento a;; ou by; representa o nimero de unidades vendidas do produto i no dia j. Considerando as

Considere as tabelas das lojas A e B, A ], em que cada ele-

guantidades vendidas nas duas lojas juntas, por dia, o melhor dia de vendas foi o dia .

(a) 4
(b) 3
(c) 2
(d) 1

R: Os dias correspondem as colunas, correto? Entao basta somarmos todas as vendas

correspondentes a cada uma das colunas, levando em consideragao a primeira e a segunda loja.

Vejamos:
Loja A LojaB
Dia Total de unidades vendidas
Produto 1 | Produto 2 | Produto 1 | Produto 2
1 2 4 5 3 2+4+5+3 14
2 3 5 4 3 3+45+4+3 15
3 4 5 4 4 44+5+4+4 17
4 5 3 2 54+4+3+2 14
Vemos entao que o dia mais produtivo foi o dia 3.
Gabarito: B
INDO MAIS

FUNDCQ!

Agora, vamos resolver algumas questoes de nivel um pouco mais acima. Vamos la!
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EEE(ESPCEX-2001) QUESTAO 32

Uma fabrica de doces produz bombons de nozes, coco e morango, que sao vendidos acondiciona-
dos em caixas grandes ou pequenas. A tabela 1 abaixo fornece a quantidade de bombons de cada
tipo que compde as caixas grandes e pequenas, e a tabela 2 fornece a quantidade de caixas de cada

tipo produzidas em cada més do 1° trimestre de um determinado ano.

TABELA 1
Pequena | Grande
Nozes 2 5
Coco 4 8
Morango 3 7
TABELA 2

JAN | FEV | MAR
Pequena | 150 | 220 | 130
Grande | 120 | 150 | 180

, , 150 220 130
Se associarmos as matrizes A 4

as tabelas 1 e 2 respectivamente,
120 150 180

o produto A - B fornecera

(a) a producao média de bombons por caixa fabricada.

(b) a producao total de bombons por caixa fabricada.

(c) numero de caixas fabricadas no trimestre.

(d) em cada coluna a producao trimestral de um tipo de bombom.

(e) a producao mensal de cada tipo de bombom.

R: Facamos o produto sugerido para tentarmos entendé-lo:

A-B 4 8| -

150 220 130
120 150 180

_2-150+5-120 2.22045-150 2-130+5-180
4.150+8-120 4-220+8-150 4-130+8-180
3-150+7-120 3-220+4+7-150 3-130+7-180
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O que significa, por exemplo, o elemento ¢y dessa matriz? Bom, seria 2- 150 + 5 - 120, correto? A
grandeza 2 representa a quantidade de nozes em cada caixa pequena, enquanto que a grandeza 150
representa a quantidade de caixas pequenas vendidas em janeiro; logo, 2- 150 300 representa a
quantidade de nozes vendidas nas caixas pequenas em janeiro. Otermo 5-120 600 representa a
quantidade de nozes vendidas nas caixas grandes no més de janeiro. Entao,

c;17 2-150+5-120 900 representa a quantidade total de nozes vendidas no més de janeiro.
Podemos entao, extrapolar a nossas conclusdes da seguinte forma: cada termo da matriz resultante

dird a produgao total de cada tipo de bombom.

EEE(ESPCEX-2002) QUESTAO 33

P

As matrizes A, Be Csdodotipor x s,t x ue 2 x w, respectivamente. Se amatriz(A—B)-Cé

dotipo3 x4,entdor+s+t+u+wéiguala

(a) 10
(b) 11
(c) 12
(d) 13
(e) 14

R: Montemos a equagao para fazermos uma analise melhor. Direi, inicialmente, que a matriz

resultante daquele produto € uma matriz D, isto é:

Para que A — B exista, as matrizes devem ser de mesmas ordens. Portanto,r tes u. Dai
ambas as matrizes terao a mesma ordem e a diferenga entre elas também tera a mesma. Obtemos a

seguinte configuragao:

(A—B)- C D .
XS 2xw 3x4

Para que a multiplicagao exista, os meios devem ser iguais. Logo,s 2. Comos u,temosu 2

também.

b.~. 4 Matematica Il p/ Escola de Sargentos das Armas (EsSA) Com videoaulas - P6s-Edital
www.estrategiaconcursos.com.br



Ismael de Paula dos Santos, Italo Marinho Sa Barreto
Aula 03

A matriz resultante é 3 x 4. Logo os extremos devem sertaisquer 3ew 4.Comor t,temos

t 3. Dai:

. , 2 2 /
~\]3/+\”:,./+\E,./+\L;./+\14\,./ - 2+‘)+2+4
L S L

14.

EEE(ESPCEX-2010) QUESTAO 34

Os numeros das contas bancarias ou dos registros de identidade costumam ser seguidos por um
ou dois digitos, denominados digitos verificadores, que servem para conferir sua validade e prevenir
erros de digitagao.

Em um grande banco, os nUmeros de todas as contas sao formados por algarismos de 0 a 9, na
forma abcdef—xy, em que a sequéncia (abcdef) representa, nessa ordem, os algarismos do nimero
da conta e x e y, nessa ordem, representam os digitos verificadores.

Para obter os digitos x e y, o sistema de processamento de dados do banco constroi as seguintes

matrizes:
1 -2 1 X (a—b)
A o1 o] B |yl C [(c—a)
0 2 -1 z (e —1)

Os valores de x e y sao obtidos pelo resultado da operagao matricial A-B  C, desprezando-se o

valor de z. Assim, os digitos verificadores correspondentes a conta corrente de nimero 356281 sdo

(a) 34
(b) 41
(c) 49
(d) 51
(e) 54
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R: A questdo parece ser mais complicada do que de fato é. Primeiro, veja que abcdef esta

definido, pois ele nos deu o nimero da conta: 356281,
f 1.

Efetuando a operagao da forma que a questdo propds, temos:

1 =2 1
o 1 0 y
0o 2 -1 z

T-x+(=2)-y+1 z]
0-x+1-y+0-z
0-x+2-y+(-1)-z

x—2y +z_

Y
2y—z

Veja entdo de caraquey 4. Vejatambém que:

istoé,a 3,b 5,c¢c 6,d 2,e 8e

[(a—Db)
(c—d)
(e—1)
(35
6—2
8—1
)

4

7

2y—z 7
2-4—z 7
8—z 7
—z 7

—z
z 1.

E dai, finalmente:
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x—2y+z —2
x—2-44+1 =2

x—8+1 =2
x—7 =2

x —2+7
x O.

Os digitos verificadores entao sao: xy  54.

Gabarito: E

EEE(ESPCEX-2012) QUESTAO 35

3 5 4
eB |:x Y+

Considere as matrizes A
1 x y

transposta da inversa da matriz A, entdoovalordex +y é

] . Se x e Y sao valores para os quais B € a

(a) —1

(b) —2
(c) =3
(d) —4
(e) =5

R: Montemos a equagao apresentada:

B (AA )t

B (AY)
B.-At (At)"1.At
B-At I

Substituamos as matrizes:
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t - .
x y+4 35 10
y 3 1 x 0 1]
x y+4] [3 1] [1 0]
Y 3 5 x 0 1
3x+5(y+4) x+x(y+4)] [1 0]
3y+15 y+3x | |0 1]
Dai, temos:
3y+15 0
3y —15
y —5
E também:
y+3x 1
—5+3x 1
3x 6
x 2.

Portanto,x+y 2+ (—5) —3.

Gabarito: C

BN (ESPCEX-2013) QUESTAO 36

O elemento da segunda linha e terceira coluna da matriz inversa da matriz

[ S R

—_ -

_— O =
[0}

(a) 5
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3
(b) 5
(c) O
(d) —2

(e) —

R: Abramos a equagao que caracteriza a matriz inversa:

101 a b c 100
21 0f-]1d e f 010
011 g h 1 0 01

Estamos interessados em f (elemento da segunda linha e terceira coluna). Fagamos o produto das

matrizes:

a+g b+h c+1i 100
2a+d 2b+e 2¢c+f 010
d+g e+h f+1 0 01

Formaremos o sistema somente com as equagdes que possuam f, que € o nosso interesse:

c+1 O
2c+f 0
f+1 1

Vistoquec+1 O,temosquei —c. O sistema fica, entao:
2c+f 0
—c+f 1

2c+f 0
—2c+2f 2

Multiplicando a ultima equagao por 2:

Somando: 3f 2 e, portanto, f %

Gabarito: A
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2.2- INDICE REMISSIVO

Adicdo/subtracdo de matrizes, 8 Ordem de matriz quadrada, 21

Ordem de uma matriz, 6
Coluna, 4

Poténcia de matrizes, 29
Delta de Kronecker, 24

Diagonal principal, 20 Traco, 21

Diagonal secundaria, 20
Linha, 4

Matriz, 4

Matriz antissimétrica, 30
Matriz coluna, 26

Matriz diagonal, 22

Matriz escalar, 23

Matriz identidade, 23

Matriz involutiva, 31

Matriz linha, 26

Matriz nilpotente, 31

Matriz nula, 30

Matriz ndo-singular, 34
Matriz ortogonal, 35

Matriz quadrada, 20

Matriz retangular, 19

Matriz simétrica, 29

Matriz singular, 34

Matriz transposta, 27

Matriz triangular inferior, 25
Matriz triangular superior, 26
Matrizes anticomutativas, 31
Matrizes comutativas, 30
Multiplicacdao de matriz por escalar, 10

Multiplicagcdao de matrizes, 10
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