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Apresentacao

Este livro tem o objetivo de auxiliar e estimular vocé a compreender
a Matematica para utiliza-la em seu dia a dia e na continuacdo dos

seus estudos.

Apos cada conceito, com a intencao de ampliar, aprofundar e integrar
os conhecimentos adquiridos, os capitulos trazem exercicios resolvidos
e propostos que priorizam a compreensac e aplicacao do conteudo

abordado.

Aléem dos conteudos matematicos especificos, o livro ainda traz
possibilidades de explorar o uso de recursos tecnolégicos, como
softwares de geometria dinamica e planilhas eletrénicas, e de refletir

sobre as relacdes entre a Matematica e outras areas do conhecimento.
Bons estudos!

Os Autores



Conheca o seu livro

Abertura de
unidade

Apresenta por meio
de imagens, de um
pequeno texto e
algumas questoes, um
tema relacionado ao
conteudo matematico
que sera desenvolvido
na unidade.

Unidade 3

Geometria e
Algebra no plano
cartesiano
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Exercicios resolvidos e
propostos

Os exercicios resolvidos
aparecem apos a
apresentacao de cada
conteudo, sequidos de

mraan
T

exercicios propostos para

e

i v Ta + S = B — G e e,

i A
emeaimds L el A (5T b

P PG| i e e e

e e e T consolidar a teoria abordada.
Sk t o S —— Em cada capitulo, ha uma
i e e = e e atividade diferenciada,

SnnTLE e i denominada Conexdes,

pmre T que apresenta textos que

e, e s e g e —

exploram a aplicacao da

_1'_;_“':1#____:_ e . Matematica em diversas areas
e o do conhecimento.

Historia da
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Esta secao relaciona os
conteudos abordados a
Historia da Matematica
por meio de um texto

acompanhado de questodes.
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Unidade

Estatistica

No Brasil existem diferentes tipos de
indicadores econémicos que sao utiliza-
dos no calculo da taxa de juros, da infla-
cao, dos aluguéis entre outros valores.
Instituicdes como o Banco Central do
Brasil (BCB), o Instituto Brasileiro de Geo-
grafia e Estatistica (IBGE) e a Fundacao
Getulio Vargas (FGV), sao responsaveis
pela coleta, analise e interpretacao de
diferentes dados. Para isso, o instituto
responsavel pela pesquisa planeja e co-
ordena o levantamento de informacdes.
Organiza, analisa e interpreta os resulta-
dos e monta um banco de dados, que
pode ser utilizado de diversas maneiras.

Entre os indicadores calculados men-
salmente pelo IBGE temos:

e INPC (indice Nacional de Precos ao
Consumidor): esse € um dos principais
indicadores da variacdo mensal de pre-
cos. Além disso, ele é usado para medir
a variacao do custo de vida das familias,
residentes em areas urbanas, com ren-
dimento mensal entre 1 e 5 salarios mi-
nimos em que a pessoa de referéncia é
assalariada em sua ocupacao principal.
IPCA ou INPCA (Indice Nacional de Pre-
cos ao Consumidor Amplo): esse indi-
cador é utilizado pelo Governo Federal
para aferir as metas inflacionarias. Além
disso, mede a variacao do custo de vida
das familias residentes em areas urba-
nas, com rendimento mensal entre 1 e iy . —
40 salarios minimos mensais, indepen- | FAT Kv B
dentemente da fonte dos rendimentos. | Y - Tl :’ PR A

Para o calculo desses indices, os da- Um dos fatores que podem provocar elevacao nos
dos sao obtidos por meio de uma amos- indicadores econémicos é uma menor oferta de

tra coletada em varias regiﬁes metropo- determinado produto no mercado interno. E possivel
observar, por exemplo, a alta dos precos dos produtos que

litanas do pais. estao na entressafra nos supermercados, feiras livres etc.

Getty Images

e

Sergio Parisi/Crea
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-



l t
i LN 5

. Vocé conhece esses dois indicadores economicos? Explique a diferenca entre eles.

. Pesquise outros indicadores econémicos brasileiros.

. Verifique o valor do salario minimo e escreva a faixa de renda das familias que fazem parte

de uma pesquisa com os indicadores a seguir.
a) no INPC. Escreva |

| no caderno
b) no IPCA.

De acordo com o texto, os dados de uma pesquisa podem ser obtidos por meio de uma amostra.
O que vocé entende por amostra? Explique como vocé acredita que é€ feita essa coleta de dados.

Veja no Manual do Professor




CAPITULO 1

Nocoes de Estatistica

De origem muito antiga, a Estatistica teve, durante séculos, um carater meramente descritivo e de registro
de ocorréncias. Os registros de cerca de 2000 a.C. referem-se a iniciativas como o recenseamento das populacoes
agricolas chinesas.

O gue contemporaneamente conhecemos como Ciéncias Estatisticas, ou simplesmente Estatistica, € um con-
junto de técnicas e métodos de pesquisa que, entre outros topicos, envolve o planejamento do experimento a ser
realizado, a coleta qualificada dos dados, a inferéncia e o processamento e a analise das informacdes. Ao longo
deste capitulo, estudaremos essas técnicas e esses procedimentos.

Empregando os recursos da informatica, a Estatistica tem sido fundamental para o desenvolvimento da Econo-
mia, da Medicina, da Fisica, da Psicologia, da Linguistica, da Administracdo publica etc.

Grande parte das informacoes divulgadas pelos meios de comunicacao atuais provém de pesquisas e estudos
estatisticos.

Por exemplo, o grafico a seguir, publicado na Folha de S.Paulo, mostra a evolucdo dos casos de dengue no
Brasil, de 1998 até 2015.

DENGUE NO BRASIL

Com 1,6 milhdo de casos, pais bateu recorde da série historica

1.649.008
1.500.000 Tacio Philip Sansonovski' Shutterstock.com
1.000.000 1
500,000 A dengue & uma doenca
: infecciosa causada por um
virus e @ transmitida, no Brasil,
E pelo mosquito Aedes aegypty,
& também infectado pelo virus.
.m "
= Atualmente, a dengue é
2 considerada um dos principais
— -~ problemas de satde publica de
& & & 5 8 8 &8 &£ & 5 8 8 &8 = 2 2 2 ¢2 todo o mundo. Além da dengue,
=] on = = = = = = = = = = e ] = = = = = : >
L B B Bk BE oAb e e oo el e e e e ol TR T esse mosquito também pode

transmitir a chikungunya e a zika.
Fonte: BRASIL. Ministério da Saude. Dengue no Brasil. In: Dengue: entenda a doenca. Folha de 5.Paulo. 530 Paulo, 23 fev. 2016.

Disponivel em: <http:/ftemas.folha.uol.com.br/aedes/dengue/entenda-a-doenca.shtml=. Acesso em: 7 mar. 2016.

Pelas analises feitas com base em dados organizados, podemos, em muitos casos, fazer previsoes, determinar
tendéncias, auxiliar na tomada de decisoes e, portanto, elaborar um planejamento com mais precisao. Os graficos
constituem instrumentos que possibilitam ao governo, por exemplo, acompanhar o aumento de casos de dengue
nos Gltimos anos para estabelecer planos de acao a fim de combater essa doenca e fazer previsbes para o0s proxi-
MOs anos.

No estudo que faremos, vocé vera como organizar um grupo de dados em tabelas e como construir graficos
com base nesses dados.

Iniciando nosso estudo em Estatistica, vamos definir alguns termos importantes.

10 Unidade 1 » Estatistica



Termos importantes

) Populacao

A Estatistica parte da observacao de grupos, geralmente numerosos, aos quais damos 0 nome de populacao
Oou universo estatistico.

Cada elemento da populacao estudada € denominado unidade estatistica.

Observe os exemplos:

Populacao estatistica Unidade estatistica
48 alunos gue estudam no 32 ano de uma escola Cada aluno que estuda no 32 ano dessa escola
Clubes de futebol campedes brasileiros Cada clube campeao brasileiro de futebol

Fonte: Dados ficticios.

Uma populacao consiste de todos os elementos, ou seja, de todos os
individuos, itens ou objetos, cujas caracteristicas estao sendo estudadas.

P Amostra

Quando nao se pode consultar todos os elementos ou dados de uma determinada populacao estudada, recor-
remos a um subconjunto dessa populacao ao qual chamamos de amostra.

Uma amostra & uma parcela representativa da populacao selecionada para
fins de estudo.

Por exemplo, para estimar a renda média das pessoas que residem em um municipio, como amostra, devera ser
pesquisada uma quantidade, significativamente menor, das pessoas que residem nesse municipio.

E importante que o resultado obtido em uma pesquisa por amostragem seja o mais proximo possivel do resultado
que obteriamos pesquisando toda a populacao. Por isso, certos critérios devem ser observados para que a amostra
seja imparcial e representativa. Por exemplo, na amostra para estimar a renda média dos residentes em um municipio,
deve conter pessoas de diferentes faixas de renda, aproximando-se da mesma proporcao existente da populacao.

Algumas das razoes que nos levam a utilizacao de uma amostra, em vez de colher os dados de toda populacao
estudada, sao:

a) econémicas: pode ser muito caro observar grande nimero de elementos;
b) de tempo: uma observacao muito demorada pode levar a resultados desatualizados.

p Variavel

A observacdo da populacéo é dirigida ao estudo de uma dada caracteristica ou propriedade de seus ele-
mentos. Cada caracteristica € chamada de variavel estatistica ou simplesmente variavel e sao classificadas em
qualitativas ou quantitativas.

A variavel é qualitativa se os valores tomados nao sao numeéricos. Ela pode ser ordinal ou nominal:
e (Qualitativa ordinal: seus valores podem ser ordenados; por exemplo, escolaridade e classe social;

* Qualitativa nominal: seus valores nao podem ser ordenados; por exemplo, grupo étnico e area de estudos.

A variavel é quantitativa: se os valores tomados sao numéricos. Ela pode ser continua ou discreta:

 Quantitativa continua: quando pode assumir qualguer valor de um intervalo real, por exemplo, altura e peso;

 Quantitativa discreta: quando resulta de uma contagem e forma um conjunto finito ou enumeravel, expressa
por numeros inteiros; por exemplo, nimero de filhos e nimero de clientes de certo banco.
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Frequéncia absoluta e frequéncia relativa

A primeira fase de um estudo estatistico consiste em recolher, contar e classificar os dados pesquisados sobre
uma populacao estatistica ou sobre uma amostra dessa populacao. Assim, nesse processo, devemos organizar
todos os dados coletados, separa-los segundo uma determinada caracteristica e contabiliza-los de acordo com a

AL : = Professor, a palavra "peso” esta sendo usada aqui em seu sentido coloquial,
frequéncia em que essa informacao aparece dentro dessa amostra. = e B et o ey

Vamos analisar a seguinte situacao: foram coletados dados relativos a idade (em anos) e ao “peso” (em quilogramas)
de um grupo de adolescentes que moram no condominio Enseada. O resultado dessa pesquisa, com uma amostra de
30 adolescentes, é apresentada a seguir:

Idade dos adolescentes do condominio Enseada
14 | 15 15 16 14 14 17 15 16 14
16 16 14 17 15 16 15 15 16 16
15 16 14 16 15 17 15 15 15 15
Fonte: Dados ficticios.
“Peso” dos adolescentes do condominio Enseada
48,5 51,0 51,0 51.5 51,4 53,0 49,2 50,3 50,3 50,0
48,0 49 4 53.0 50,0 53,0 50,3 53,0 53,0 50,3 500
48,5 491 50,0 50,0 52,4 53,0 51,1 51,1 52,4 52,3

Fonte: Dados ficticios.

Note que nesse caso temos duas variaveis estatisticas para serem analisadas: “idade” e "peso”. Primeiro vamos
analisar os dados da variavel “idade”.

A apresentacao dos valores atribuidos a variavel “idade” pode ser resumida por meio da frequéncia absoluta (f),
que corresponde a quantidade de vezes em que cada valor atribuido a essa variavel foi citado. Nesse caso, temos:

14 anos: 6 16 anos: 9
15 anos: 12 17 anos: 3
Podemos comparar a participacao de cada um desses valores em relacao ao todo por meio da frequéncia rela-

tiva (f ), que é a razao entre a frequéncia absoluta e o total de elementos do conjunto (N), ou seja, { =r1;_i. Geralmente,

apresentamos a frequéncia relativa em forma de porcentagem. Em relacao a variavel “idade”, temos:

14 anos: 36—{} =02=20% 16 anos: % =4.3 =30%
1531’105'E =04 =40% 17",ann::-r5'i =1 =10%
© 30 ' © 30 '

Podemos organizar uma tabela denominada tabela de distribuicao de frequéncias com as frequéncias ab-
soluta e relativa. Nessa tabela, também podemos acrescentar a frequéncia acumulada e a frequéncia relativa
acumulada, que correspondem, respectivamente, as somas das frequéncias absolutas e as somas das frequéncias
relativas até determinado dado. Veja:

Frequéncia Frequéncia absoluta Frequéncia relativa

i | e s0 Frequéncia relativa
(anos) absoluta (f) acumulada (f ) ) acumulada (f )

5 6 "

1 14 6 6 =5 Ou 20% =5 0u 20%

_ 12 a 18 :

2 15 12 6+ 12 =18 =5 0u 40% 35 OU 60%

3 16 9 18+ 9 =27 2 ou 30% 27 54 90%
30 30

4 17 3 27 +3=30 3 ou 10% 30 4 100%
30 d 30 "

n=30 Total = 1 ou 100%

Fonte: Dados ficticios.
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Agora, vamos analisar os dados da variavel “peso”.

Note que para essa variavel aparecem muitos valores diferentes, o que dificulta colocar cada valor em uma linha
da tabela de distribuicao de frequéncias. Quando isso ocorre, agrupamos os valores em intervalos ou classes. Para
construir essa tabela, seguiremos trés passos:

12 passo: Calculo da amplitude total.
A amplitude total ¢ a diferenca entre o maior e o menor valor de uma variavel.
Nesse caso, o menor valor para a variavel peso € 48 kg e o maior valor é 53 kg; logo a amplitude total é
53 kg — 48 kg = 5 kaqg.

22 passo: Escolha do nimero de intervalos ou classes.
Geralmente o numero de intervalos ou classes é igual ou superior a 4 ou um pouco acima do valor da am-
plitude total; nesse caso, vamos considerar seis intervalos.

32 passo: Calculo da amplitude do intervalo.

Dividimos a amplitude total pelo nlimero de classes e arredondamos o valor se necessario. Nesse casn:% = (.97 = 1.
Veja abaixo a distribuicdo de frequéncias da variavel “peso”:
i Intervalos ou classes “peso” (em kg) = Frequéncia absoluta (f) | Frequéncia relativa (f)
1 [48; 49| 3 ==0u 10%
3 Q
2 [49; 50] 3 3g O 10%
9
3 [50; 51] 9 30 ou 30%
5 Q
4 [51; 52] 6 ﬁﬂu 20%
3 Q
5 [52; 53] 3 ﬁﬂu 10%
B
B [53; 54] 6 Enu 20%
Total 30 1 ou 100%

Professor, embora a amostra apresentada seja de pessoas com pouc diferenca de "pesa”, a realidade costuma ser diferente. Entdo, aproveite  Fonte: Dados ficticios.

~ _ ___ aoporiunidade para discutir assuntos como obesidade (problemas causados 3 satde) e a disciminacao que muitas pessoas sofrem porque a
Observa ¢Oes. ﬁnc!:;éfade estabelecey alguns padrdes. Se necessario, converse com o professor de Biologia para enriquecer a discussao.

« O intervalo real [a, b[ também é representado, em Estatistica, pela notacao a - b.

e Existem outras técnicas para escolher o nimero de classes e definir sua amplitude. Uma técnica muito utilizada
é 0 método da raiz quadrada do nimero de elementos da amostra. Por exemplo, a nossa amostra possui 30

adolescentes, ou seja, o nimero de classes é J30 = 5,47. Como esse numero precisa ser inteiro, arredondamos
para o0 numero maior mais proximo, ou seja, 6.

Nao ha uma regra fixa para a construcao de intervalos baseada em uma amostra, porém recomenda-se, sempre
que possivel, que as classes possuam a mesma amplitude e, para nao comprometer a analise dos dados, se evite
que a amplitude seja muito grande ou muito pequena.

y Exercicios resolvidos

| Um professor de natacio fez uma pesquisa sobre a Resolucio
idade de seus alunos e obteve o resultado, em anos, _
N Segundo a tabela, o professor possui 40 alunos com
B _ idades de 13, 14, 15, 16 ou 17 anos. Efetuando a conta-
M 115 |15 |36 |14 |13 16| | 4] 16 gem e os calculos da ocorréncia de cada idade, temos:
B 1121 1151161514 4112 15
= itade 13 14 15 16 17
16 |14 15|14 116 |14 |14 |15 | 16 | 14 (em anos)
13|14 (15|17 |16 | 15|16 |14 | 15| 17 Frequéncia | 12 11 g 5
- absoluta
Fonte: Dados ficticios. 3 12 1 9 .
Construa uma tabela com a distribuicdo das fre- Ffﬂq“é.ﬂﬁiﬂ an | ag " g™ ™ | ag ™™
quéncias absoluta e relativa considerando os da- relativa 75% | 30% |275% |225% | 12.5%
dos acima. Fonte: Dados ficticios.
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p‘&-ja ao lado os principais motivos alegados por 30000 deve- Atrasos no crédito ou cheques sem fundo

dores, pesquisados em uma regido metropolitana, ao justifi- A
carem atrasos do crediario ou cheques sem fundo. Com base para m':;:m;;: 18%
nessa pesquisa, responda:
(Il) Salario atrasado 17%
a) Qual & a frequéncia relativa das pessoas que apresentam
outras justiﬁcativas? () Estar sem dinheiro 12%
b) Quais sao as frequéncias absolutas para cada tipo de devedor? (V) Pecc de emprego 12%
(V) Gastou o dinheiro %
Resolucao com outras coisas 8% 5
(V1) Esquecimento ou cot %
a) 100% — (18% + 17% + 12% + 12% + 8% + 5%) = 28% falta de tempo S
b)N = 30000: f=N-f Fonte: Dados ficticios.
18 12
(I): 18% de 30 000 = 100 30000 = 5400 devedores (IV): 12% de 30000 = 100" 30000 = 3600 devedores
17 8
(ID: 17% de 30000 = 100" 30000 = 5100 devedores  (V): 8% de 30000 = 100" 30000 = 2400 devedores
12 5
(IID): 12% de 30000 = 100" 30000 = 3600 devedores (VI): 5% de 30000 = 100 30000 = 1500 devedores
F = Escreva
Exercicios propostos RO CATAINO '
1. Amassa (em quilogramas) de 20 trabalhadores de uma 2. Leia a noticia:
empresa com 100 funcionarios esta registrada a seguir: Co I — —
65 | 52 | 73 | 80 | 65 45% de delegadas
28 | 15 ] 80 )16 Ha 202 delegadas na Bahia. Feitas as contas, 45% das
0 |77 |8 |91 |75 delegacias do estado sao comandadas por mulheres
52 | 68 | 86 | /0 | 8O que carregam o revolver na cintura e o estojo de ma-
Com base nos dados obtidos, responda: quiagem na bolsa. Em Sao Paulo, esse indice nao ultra-
passa 10%.
L g
» Porcentagem de delegadas na Bahia em -
comparacao com outros estados %
a

Clider Le Mm#PantarSm-&thw Images

Fonte: Revista Veja, 16/2/2000.

Balanca analogica.

a) Qual é a populacdo e a unidade estatistica dessa Com base nas informacdes, responda:

pesquisa? ;ﬁ:ﬁg@gﬁf&ﬁfﬁgﬁ e e a) Quantos delegados (homens) ha na Bahia? 247 delegados
b) Qual é a sua amostra? 20 fundondrios escolhides a0 acaso. b) Elabore um quadro de distribuicao de frequéncias

c) Qual € a variavel nessa pesquisa? Ela é discreta ou absolutas e relativas para os delegados (homens/mu-
continua? E;;i?:ﬁ;é a massa do trabalhador em quilogramas; variavel Iheres) na Bahia. Veja a secio Resolugdes no Manual do Professor
d)Que frequéncias absolutas tém os valores 65 kg, c) Qual é a frequéncia relativa de delegados (homens)

75 kg, 80 kg e 90 kg? 65 kyg: 3; 75 ka: 2; 80 kg: 3; 90 kg: 0 em Sio Paulo? 90%
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3. (Fameca-SP) Um laboratorio realizou 80 coletas de
sangue em um certo dia. Foram analisados os grupos
sanguineos e suas frequéncias absoluta e relativa. A
tabela mostra os dados obtidos, exceto trés deles.

Grupo Frequéncia Frequéncia
sanguineo absoluta relativa
A 36 45%
B 24 30%
B 0000 15
I,
0 B 8 , g //f / : éﬁ
Total % /// i 100%
S /’f!ﬁ

A frequéncia absoluta do grupo sanguineo do tipo AB
e a frequéncia relativa do tipo O sao, respectivamente,

a)5 e 10%. d) 24 e 30%.
Xb) 12 e 10%. e) 36 e 45%.
¢) 15 e 12%.

4. Em uma escola, o conceito de cada bimestre € repre-
sentado por letras A, B, C, D e E. Em um determinado
bimestre, os conceitos, em Ciéncias, dos 20 alunos do
22 ano foram os seguintes:

E| D | D>|E | B

¥ B i C B
Fonte: Dados ficticios.

Nessas condicoes, elabore uma tabela de distribui-
cao de frequéncias absolutas e frequéncias absolutas
acumuladas. veja asecio Resolugdes no Manual do Professor

5. Os salarios mensais, em reais, dos 20 funcionarios de
uma empresa Sa0: Veja a secio Resolugdes no Manual da Professor

720 | 720 | 800 | 800

840 | 720 | 760 | 800

920 | 720 | 760 | 800

840 | 720 | 680 | 760

880 | 720 | 880 | 760

Fonte: Dados ficticios.

Elabore um quadro de distribuicido de frequéncias ab-
solutas e frequéncias absolutas acumuladas.

6. A cantina de uma escola selecionou 50 alunos ao aca-
so e verificou o numero de vezes por semana em que
eles compravam lanche.

% 2 2 P P4 2 1 2 5 4

Fonte: Dados ficticios.

a) Construa, no caderno, uma tabela de distribuicao

de frequéncias absolutas com esses dados.
Vieja a secao Resolugdes no Manual do Professor.

b) Quantos alunos compram pelo menos 1 lanche por
semana? 45 alunos.

7. Um dado foi jogado 20 vezes. Em cada jogada foram

: ; . Veja a secao Resolugoes no
obtidos os seguintes pontos: - e

1 5 B 5 2 2 2 4 B 5

Elabore uma tabela com distribuicido de frequéncias
absolutas, frequéncias absolutas acumuladas, fre-
quéncias relativas e frequéncias relativas acumula-
das e responda:

a) Quantas vezes o numero 3 foi obtido no dado?

b) Quantas vezes o numero obtido no dado foi menor
que 5?

c¢) Qual foi o indice, em porcentagem, em que o niu-
mero 6 foi obtido no dado?

d) Qual foi o indice, em porcentagem, em que numeros
maiores que 4 foram obtidos no dado?

8. Em uma pesquisa de opinidao publica com 800 teles-
pectadores sobre o programa de televisao preferido
por eles, obteve-se a seguinte distribuicao de frequén-
cias absolutas:

Programade TV | Numero de telespectadores
Novelas 360
Esportes 128
Filmes 80
MNoticiarios 32
Shows 200

Fonte: Dados ficticios.

Construa, no caderno, uma tabela com distribuicao
de frequéncias absolutas acumuladas, frequéncias re-

lativas e frequéncias relativas acumuladas.
Vieja a secao Resolugdes no Manual do Professor.
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Representacao grafica

A representacao grafica de uma distribuicao de frequéncias facilita a interpre-
tacao dos dados de um levantamento estatistico.

Neste topico, estudaremos as principais representacoes graficas utilizadas em
Estatistica.

P Grafico de barras

Em um grafico de barras os dados de uma tabela sdo representados por
retangulos paralelos, horizontais ou verticais, todos de mesma largura e compri-
mentos proporcionais aos valores que representam.

Esse tipo de grafico permite uma rapida exploracao visual e uma comparacao
entre a variavel em estudo e suas frequéncias. O grafico de barras verticais é
também chamado de grafico de colunas.

Por exemplo, considerando a tabela de distribuicao de frequéncia das idades
dos adolescentes do condominio Enseada (pagina 12), podemos construir dois
graficos de barras:

Idade dos adolescentes do
condominio Enseada

12

11
L 10 :
5 ¢ ﬁ
g ¢
= ; B
m (5l
2 5 &
£ ®
3 4 |
g 3 . 5
o] i

1

0

14 15 16 17
Idade (em anos)
Fonte: Dados ficticios.
Frequéncia relativa da idade dos
i adolescentes do condominio Enseada

o -
s .
=
2 - .
i s ———

| —

0%  10%  20%  30%  40%  50%

Porcentagem
Fonte: Dados ficticios.

Nao ha uma regra que defina a posicao das barras, ou seja, se as barras sao
horizontais ou verticais. Isso fica a critério de quem constroi o grafico.

Acima, o grafico "Frequéncia relativa da idade dos adolescentes do con-
dominio Enseada" poderia ser um grafico de colunas, assim como o grafico
"|dade dos adolescentes do condominio Enseada" poderia ser um grafico de
barras horizontais.



D Grafico de setores

O grafico de setores é um circulo dividido em partes (setores) cujo angulo
central, que define o setor, é proporcional a frequéncia absoluta ou relativa. Esse
grafico € muito utilizado quando queremos comparar uma informacao especifica
com todo o grupo.

Podemos obter o valor do angulo central por meio de uma regra de trés sim-
ples. Considerando 6, o angulo central do setor; temos:

360° N _ 360°-f
0 g N
ou
360° 100%  360°-f
i ¢ =900

r

Assim, podemos calcular o angulo central () a partir das frequéncias absoluta
ou relativa.

Por exemplo, podemos representar os dados “Frequéncias do estilo musical
preferido dos adolescentes do condominio Enseada” por meio de um grafico de
setores. Observe a distribuicao de frequéncias a seguir:

Rock 8 27

Samba 12 40
Funk B 20

Outros 4 13
Total 30 100

Fonte: Dados ficticios.
A partir das frequéncias obtidas, podemos construir o grafico de setores. Veja:

Estilo musical preferido dos adolescentes
do condominio Enseada

13%

27%

Editana de arte

B Rock
M Samba
B Funk
B Outros

20%

40%
Fonte: Dados ficticios.

Observe gue o angulo central correspondente funk pode ser calculado da

seguinte maneira:
_360° -1, H_EEG“-ZD_?ZO H_SEG“-f,- H_BGG“-E_?zn
100 Y7 100 < CMYETN TV T30 T

Repetindo esse procedimento, obtemos os angulos dos setores correspondentes
a “"Rock" (96°), “Samba"” (144°) e “outros” (48°).
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P Grafico de linha

O grafico de linha é usado geralmente para identificar tendéncias de aumento ou diminuicao de valores nu-
meéricos de uma variavel em determinado periodo. Ele também é conhecido como grafico de segmentos.

Por exemplo, vamos considerar que nos primeiros 6 meses do ano os adolescentes do condominio Enseada, que
estao agrupados de acordo com a idade, participaram das sequintes quantidades de festas em cada més:

Idade Més| Janeiro Fevereiro Marco Abril Maio Junho
14 3 5 2z 5 3 4
15 4 5 3 4 1 3
16 4 B 4 3 2 1
17 5 7 . 4 3 3

Fonte: Dados ficticios.

Representando os meses nas abscissas e a quantidade de festas nas ordenadas, podemos construir o grafico abaixo:

Quantidade de festas frequentadas pelos

idade } adolescentes do condominio Enseada Assim, observando o gréficn,
8 é possivel perceber que, depois
7 de fevereiro, a quantidade de
6 ~—+— 14 anos festas para os adolescentes de
5 —¢— 15 anos 16 anos diminuiu més a més. Ou-
4 i §6 i tra observacao é que entre maio
3 Y e junho o namero de festas para
Z os adolescentes de 17 anos nao
1 i teve alteracao.
0 -
Jan. Fev. Mar. AII::r. Maio Jun. Maeés

Fonte: Dados ficticios.

P Grafico pictorico

Os graficos pictoricos ou pictogramas sao formados por imagens relacionadas ao tema do grafico que
representam a intensidade de uma informacao fornecendo uma visao geral de uma pesquisa.

Como esse tipo de grafico € composto por imagens, tornando mais atrativo para o leitor, ele é bastante
utilizado em jornais e revistas.

Observe o pictograma a seguir, que apresenta as perdas na distribuicao de agua por vazamentos. Note que
cada “gota” representa 1% de perda na distribuicao.

PERDAS NA DISTRIBUICAO
$=1%

POR VAZAMENTOS
Registro defeituoso
ou desligado Babpbydybyi iy

Tubo rachado,

guebrado ou perfurado ‘i“ ii‘ “ #

Junta ou luva corroida,
gdesgastada ou soita ‘i “‘

3%
Ligacdes irregulares “gatos” Junta ou
ou falhas na medigdo ‘i 15.% 10% luva corroida,
. Registro Tubo desgastada
Hidrante defeituoso ou  rachado, ou solta
vazando desligado  gyebrado ou
| perfurado .
2% ottt

POR “GATOS™
Perdas por ligagbes
irregulares ou falhas
na medicdo __ Hidrémetro

Consumidor ﬁ
T
————§ “Gata” [
#

lustragdes: Editoria de arte
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__Exercicins resolvidos

&P Observe o grafico abaixo.

Abate de animais em um frigorifico,
no ultimo ano

60% -
=" 48%
e
2wl
% 36%
5
=
o)
s 20%
E i

suinos  aves  bovinos  Espécie
Fonte: Dados ficticios.

Com base nos dados do grafico, responda:

a) Qual o percentual de animais abatidos de cada
espécie?

b) Supondo que a producao de carne bovina foi obtida
de 20 mil animais, qual a quantidade de aves abatidas?
Resolucao

a) Analisando o grafico, observamos que foram aba-
tidos 48% de suinos, 36% de aves e 16% de bovinos.

b)Para sabermos a quantidade de aves abatidas,

temos:
20000 16% g = 2{]{}?2-36 — 45000
X(aves) 36%

Portanto, foram abatidas 45 mil aves.

p Foi feita uma pesquisa com os 1200 alunos de uma
escola sobre as atividades esportivas que gostariam
de praticar. O resultado encontra-se na tabela abaixo.

Tpolfguﬂ: N de alunos
Volei 600
Basquete 180
Futebol 120
Natacao 60
Outras 240

Fonte: Dados ficticios.

Construa o grafico de setores correspondente a tabela.

Resolucdo

Inicialmente, vamos calcular a medida do angulo
central correspondente ao setor que representa cada
atividade escolhida pelos alunos.

Lembrando que uma circunferéncia tem 360° e apli-
cando uma regra de trés simples, temos:

» volei (v)
1200

360° _ 600-360°

= 180°
—
600 v 1200
Seguindo esse raciocinio, teremos:
* basquete (b)
1200 360 L, B 180 - 360 _ 540
180 b 1200
* futebol (f)
1200 360° :
L, f= 120 - 360° _ 360
120 f 1200
* natacao (n)
1200 360° 60 - 360°
s Nn= = 18°
60 n 1200
* putras atividades (o)
1200 360° 240 - 360°
- 0= =72°
240 0 1200

A seguir, basta demarcar as areas no circulo, usan-
do um compasso e um transferidor. Assim, temos a
figura abaixo.

Frequéncia do esporte preferido

Nlustraches: Editoria de arte

B volei outros

B futebol
B natacio

" basquete

Fonte: Dados ficticios.

Capitulo 1 + Nocoes de Estatistica 19



Exercicios propostos

9. A superficie aproximada dos cinco oceanos € dada na
tabela seguinte:

Superficie
Kheksng (em mﬂgﬁes de km?)
Pacifico 180
Atlantico 105
Indico 73
Antartico 20
Artico 12

Fonte: Dados ficticios.

Construa um grafico de barras verticais (colunas)
para essa tabela. Veja a secio Resolugdes no Manual do Professor.

10. O grafico a seguir mostra em quais estados brasilei-

ros os alunos de uma escola, que viajaram, passaram
suas férias. Vejaasecio Resolugdes no Manual do Professor.

Estados brasileiros visitados de Minas Gerais
20%

H PR
W CE
I BA
B RS

Fonte: Dados ficticios.

a) Que estado recebeu o maior numero de alunos?

b) Se 120 alunos foram para o Rio de Janeiro, quan-
tos alunos passaram férias no Parana?

11. (FSA-SP) Foram pesquisadas as idades das pessoas
de um grupo e obtiveram-se os seguintes resultados:

N2 de pessoas Idade (anos)
B 12
22 18
25 27
16 32
3 40
1 65
Total: 72

O grafico de setores, abaixo, representa a distribuicéo
dada na tabela.

M 32 anos
M 40 anos
Ml 65 anos
M 12 anos

18 anos
M 27 anos
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Escreva
no caderno
Podemos afirmar que a mede:

a)72° b) 60° xc)25° d) 10° e)5"

12. (UFRGS-RS) O grafico abaixo mostra o registro das
temperaturas maximas e minimas em uma cidade,
nos primeiros 21 dias do més de setembro de 2013.

Temperatura (°C)
dﬂ =

35 -
30 -
25 -
20 -
15

10 -

1T 3 5 7 9 1N 13 15 17 19 A
—=— temperatura maxima

— » — temperatura minima

Assinale a alternativa correta com base nos dados
apresentados no grafico.

a) No dia 13, foi registrada a menor temperatura mi-
nima do periodo.

b) Entre os dias 3 e 7, as temperaturas maximas foram
aumentando dia a dia.

c¢) Entre os dias 13 e 19, as temperaturas minimas di-
minuiram dia a dia.

d)No dia 19, foi registrada a menor temperatura ma-
xima do periodo.

xe) No dia 19, foi registrada a menor temperatura do
periodo.

13. Uma pesquisa sobre atividades culturais extraclasse
foi feita entre 1 000 alunos de uma escola. O resulta-
do esta indicado a seguir:

Atividades N2 de alunos
Visitas a museus 400
Visitas a outras cidades 200
Palestras 250
Exposicoes 100
Qutras 50

Fonte: Dados ficticios.

Usando um grafico de setores, faca a representacao
grafica dessa distribuicao, expressando os setores em
porcentagens. Vejaasecao Resolugdes no Manual do Professor.

llustragdes: Editaria de arte



Histograma de frequéncias

Quando se trata da representacao grafica de distribuicao de frequéncias com dados agrupados, utilizamos um
tipo de grafico denominado histograma de frequéncias absolutas ou simplesmente histograma.
Histograma é um grafico formado por um conjunto de colunas retangulares contiguas, com bases proporcionais

aos intervalos de classe. No eixo das abscissas indicamos as classes, cujas amplitudes correspondem as bases dos

retangulos. No eixo das ordenadas marcamos as frequéncias absolutas, que correspondem as alturas dos retangulos.
Abaixo esta a tabela de distribuicao de frequéncia e o respectivo histograma.

148; 49] 5l 10 g

[49; 50 3 10 ;

[50; 51[ 9 30 4

[51; 521 6 20 4

(52 53] 3 10 .

53; 54] 6 20 é:
Total 30 100

Fonte: Dados ficticios.

Frequéncia do “peso” dos adolescentes
do condominio Enseada

Hustragdes; Editona de arte

#dﬂ 49 50 51

52 53 54 "“Peso” (emkg)

Fonte: Dados ficticios.

Observe que sobre cada um dos intervalos foi construido um retangulo de area proporcional a respectiva frequéncia
absoluta. Podemos também construir um histograma com base na frequéncia relativa. Nesse caso, o eixo vertical
representaria as porcentagens e o comprimento de cada barra e representado por sua respectiva porcentagem.

Observacao:

No eixo horizontal desse grafico, aparece um trecho em “ziguezague” (+#). Isso significa que ha um salto na
escala, ou seja, naguele trecho nao ha proporcionalidade. Isso pode ocorrer em cada um dos eixos ou até em

ambos 0s eixos.

) Ponto médio do intervalo e poligono de frequéncias

O ponto que divide o intervalo em duas partes iguais € denominado ponto médio do intervalo.
Para determinar o ponto médio de um intervalo devemos adotar a média aritmética entre os extremos do in-
tervalo como abscissa e a sua respectiva frequéncia absoluta, ou frequéncia relativa, como ordenada. Por exemplo:

* Primeiro intervalo, [48; 49, o ponto médio sera x, = —43;49 = 48,5. Como sua frequéncia absoluta é 3, o ponto
meédio desse intervalo sera (48,5; 3).
« Segundo intervalo, [49; 50[, temos: X, = 'mzﬂ =49,5. Como sua frequéncia absoluta é 3, o ponto médio
desse intervalo sera (49,5; 3). Distribuicao do “peso” dos adolescentes
i d dominio E d
e Terceiro intervalo, [50; 51[, temos: X; = 50;51 =50,5. Como sua f4 n:m ominie Ensears
B -
frequéncia absoluta é 9, o ponto médio desse intervalo sera (50,5; 9). g/ |
E assim por diante. 7 i X, X,
Ao lado temos marcado no grafico os pontos médios dos respec- :4 """"""" ) o] |
tivos intervalos. o 3 5 i | g I
Unindo cada um dos pontos médios com segmento de reta formamos 3¢ . —e—{=F - :L == |
uma figura que chamamos de poligono de frequéncias. 21 [ : i | i
Os pontos das extremidades do poligono serao os pontos medios ;:Tﬁ BERBICE RN

dos intervalos ficticios, inferior e superior, de mesma amplitude cuja
ordem é a frequéncia absoluta, ou relativa, "zero".

48

49 50 51 52 53 54 "Peso” (em kgr

Fonte: Dados ficticios.
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Por exemplo, em nossa distribuicao o primeiro intervalo é Distribuicdo do “peso” dos adolescentes

[48; 49(. Para encontrar a primeira extremidade, a inferior, devemos do condominio Enseada
considerar um intervalo de mesma amplitude abaixo desse, ou .
seja, o intervalo [47; 48], e encontrar seu valor médio que, nesse :
caso, € 47,5. Ao associar esse valor a ordenada 0, temos o ponto i
(47,5; 0) como a extremidade inferior do poligono de frequéncia. Vo
Analogamente, devemos fazer o mesmo para descobrir a E i
extremidade superior. O Gltimo intervalo é [53; 54, entdo o pro- ' ; *: T
ximo intervalo de mesma amplitude é [54; 55[ e seu valor médio f ; I i ponto
é 54,5, e o ponto médio da extremidade superior sera (54,5; 0). o L o el
Ao lado temos o grafico do poligono de frequéncia. 0P (80 0 @2 qP P 0 P “Peso” emkg)
Fonte: Dados ficticios.
Exercicio resolvido
5% Construa o histograma e o poligono de frequéncia ab- « —156+160 _1cq
soluta da distribuicio a seguir. : 2
A ordenada é 25 e o ponto médio (158; 25).
x,=1004164 165
5 — 156 10 A ordenada é 30 e o ponto medio (162; 30).
156 — 160 25 x4=1ﬁ4;158=16ﬁ
160 — 164 30 A ordenada é 40 e o ponto médio (166; 40).
164 — 168 40 x, 1684172 179
168 —— 172 60
A ordenada é 60 e o ponto médio (170; 60).
172 — 176 18
176 +— 180 15 X = 1?2"51?6 =144
Fonte: Dados ficticios. A ordenada é 18 e o ponto médio (174; 18).
Resolucio x,=176+180 175

A ordenada é 15 e o ponto médio (178; 15).

Para calcular os extremos, consideramos um inter-
valo inferior e um superior de mesma amplitude e a
ordenada 0. Assim:

No extremo inferior, o intervalo sera [148; 152[:

A partir da distribuicao, podemos observar que o
histograma devera ter 7 barras e cada uma possuir
amplitude 4 e comprimento equivalente a frequéncia
absoluta de cada classe.

Assim, podemos esbocar o grafico abaixo. 148+152 _ ;<
Estatura dos alunos da escola “NADEBEM" T 2 a
fi A ordenada é 0 e o ponto médio (150; 0).
60 No extremo superior, o intervalo sera [180; 184[:
50 - x, =1802188 197
40 - A ordenada € 0 e o ponto médio (182; 0).
30 Tomando os pontos meédios das classes desse histogra-
20 - ma e unindo-os, obtemos o poligono de frequéncias.
101 [ ¢ Estatura dos alunos da escola “NADEBEM"
0 - L i
152 156 160 164 168 172 176 180 Estatura (cm) 60 -
Fonte: Dados ficticios. 55,
Para construir o poligono de frequéncia calculamos os 50
pontos médios de cada classe e os extremos inferior e su-
perior. Considerando x, o ponto médio do primeiro inter- -
valo, x, do segundo intervalo e assim por diante, temos: 2
10 -
x1=152'£155=154 ) N _
150 154 158 162 166 170 174 178 182 Estatura (cm)
A ordenada é 10 e o ponto médio (154; 10). Fonte: Dados ficticios.
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Exercicios propostos

14.

15.

Nustracdes: Editoria de arte

(IFRS) O grafico abaixo representa o tempo de espera
(em minutos) na fila para comprar ingresso de um show.

154

10 -

Nimero de pessoas

150
Tempo de espera (em minutos)

155 160 165 170 175 180

Nas afirmacoes a seguir, assinale com (V) as verda-
deiras e com (F) as falsas.

( ) A porcentagem do total de pessoas que esperou
até 2h45min na fila foi de, aproximadamente, 79,5%.
( ) Mais da metade das pessoas esperam por menos
de 2h40min.

( ) Mais da metade das pessoas esperam entre
2h35min e 2h45min.

( ) O nimero de pessoas que esperou de 150 min ate
160 min foi o dobro do numero de pessoas que espe-
rou de 2h45min até 3 h.

( ) Apenas 4 pessoas esperaram por mais de 2h45min.

A alternativa que completa, corretamente, de cima
para baixo, os parénteses é:

a)V-V-V-V-V
b)V-V-F-F-V
c)V-V-V-F-F

d)F-V-F-V-V
xe) V-F-V-V-F

O histograma representa a distribuicao das estaturas
em centimetros, de 100 pessoas, e as respectivas fre-
quéncias relativas.

Por exemplo, na primeira classe [145; 150[ estao si-
tuadas 7% das pessoas com estatura maior ou igual
a 145 cm e menor do que 150 cm.

£ 4 Estatura das pessoas

24

18

12

145 150 155 160 165 170 175 180 185 190 Estatura (cm)
Fonte: Dados ficticios.

16.

17.

Escreva

no caderno
Com base no grafico, responda:
a) Qual o percentual de pessoas com estatura maior
ou igual a 150 cm e menor do que 155 cm? 2%

b) Quantas pessoas tém estatura maior ou igual a
170 cm? 35 pessoas

c) Construa a tabela de frequéncia absoluta corres-

pondente a esse histograma. %2 @ %60 Resolugdes no Manual
do Professor.

No quadro a seguir, estio registradas as massas, em
quilograma, de 50 pessoas que frequentam uma aca-
demia de gindstica. Veja asecio Resolucdes no Manual do Professor

72 | 81 |57 |64 | B7 |94 | 74|69 | 77|73
/1 |96 | 55 | 58|88 |92 |47 |60 | 68 | 80
77 |76 | 59 | 57 | 83 | 81 (90 | 6B | 65 | 74
91 |97 |86 | B2 |73 |64 | 69 | 81 | 88 | 94

77 | 72 | Bl |91 |49 | /5 | 62| 50| 63 | /O

a) Escolha uma amplitude conveniente e elabore no
caderno um quadro de distribuicdo de frequéncias
absoluta e relativa.

b) Construa no caderno o histograma para a distribuicao.
c¢) Calcule os pontos médios dos intervalos e represente
a distribuicao por meio de um poligono de frequéncias.
d)No caderno, represente essa distribuicdo por

meio de um grafico de setores com as respectivas
frequéncias relativas.

A tabela mostra a distribuicdo dos saldrios mensais
(agrupados em classes) de 40 empregados de uma
firma.

Salério (emreais) | Numero de colaboradores (f)

[800; 900 4
[900; 1000] 10
[1000; 1100] 18
[1100; 1200]

[1200; 1300] 3

Fonte: Dados ficticios.
Nessas condicoes: Veja a segio Resolugdes no Manual do Professor

a) Qual é a amplitude do intervalo de classe?
b) Elabore no caderno um quadro de distribuicdo de

frequéncias acumuladas, relativas e relativas acumula-
das. Em seguida, construa o histograma de frequéncias.

c) Quantos colaboradores ganham menos que
R$ 1 000,00 mensais?

d)Qual € o percentual de colaboradores que ganham
mais que R$ 1 000,00 mensais?

e) Quantos colaboradores ganham entre R$ 800,00
(inclusive) e R$ 1200,00?
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lMedidas de tendéncia central

Vimos na abertura dessa unidade que existem alguns indices, como INPC, que
medem a variacao do custo de vida de familias assalariadas. Em outras palavras,
esse indice nos mostra quanto, em media, os precos dos produtos indispensaveis
para uma familia sobreviver aumentaram. Porém, isso nao significa que todos 0s
precos aumentaram igualmente.

O indice do INPC é um parametro que representa uma porcentagem média
de quanto os precos aumentaram.

Em um estudo estatistico, depois de se fazer a coleta e a representacao dos
dados de uma pesquisa, € comum analisarmos as tendéncias que a amostra
apresenta. Assim, se a pesquisa envolve muitos dados, convéem “sintetizar” to-
das essas informacdes por meio de parametros que possam caracteriza-la. Esses
parametros podem ser de:

* centralizacao — média aritmética, mediana e moda;

* dispersao — intervalo de variacao, desvio médio, variancia e desvio padrao.

P Média aritmética

Acompanhe a situacdo a seqguir. Uma livraria vende a seqguinte quantidade de
livros de literatura em certa semana:

Segunda-feira | Terca-feira | Quarta-feira | Quinta-feira | Sexta-feira | Sabado

28 23 22 27 25 13

Fonte: Dados ficticios.
Qual foi a média de livros vendidos durante essa semana?

Para resolver esse problema, devemos fazer:

28X+ 21+I0+13. 138,

23
6 6

O numero 23 é chamado meédia aritmética dos nimeros 28, 23, 22, 27, 25
e 13. Indicamos X = 23.

A meédia aritmética significa que, se a venda diaria dessa semana fosse
sempre a mesma, ou seja, 23 livros por dia, obteriamos o mesmo total de livros
vendidos: 138.

Na quarta-feira e no sabado, a venda da livraria foi abaixo da média, en-
quanto na segunda-feira, na quinta-feira e na sexta-feira, foi acima.

Assim, podemos definir que a média aritmética é a razao entre a soma total
de todos os valores e a quantidade de valores. Portanto, se x,, x,, X;, ..., X_5a0
n valores, entao a média aritmética desse conjunto é calculada por:

X, + X, + Xy +.. X
n

X =
Como estamos lidando com somas sucessivas, podemos reduzir essa expres-

n
sao com a utilizacao do somatario (X), ou seja, Zx,- =%y FRF o FH

= =1
2 X
=1

Portanto, X = , em que o indice i € um numero natural que varia de 1 até n.



P Média aritmética ponderada

Agora, acompanhe esta outra situacao.

Em um campeonato de futebol foram disputados 40 jogos. O time campeao obteve 25 vitorias, 7 empates e 8
derrotas. Sabendo que o time ganhou 3 pontos por cada vitéria (V), 1 ponto por cada empate (E) e nenhum ponto
por cada derrota (D), qual foi a pontuacao média por partida desse time?

Podemos organizar as informacdes do problema em uma tabela
como a do lado.

Para determinar a média precisamos calcular a pontuacao total do
time e dividir pelo nimero de jogos. Porém, se aplicarmos a férmula da
meédia aritmética, a expressao sera muito extensa, pois:

Fonte: Dados ficticios.

25'.3:-:95 _ ) ?-..'g_zes = B'.nl_!_?_es )
= _3+3+3+..+3+1+..+1+0+...+0
25+7+8

Podemos simplificar reescrevendo o calculo acima da sequinte maneira:

3:25+1-7+0-8 _82 _

A= SER T8 AD

2,05

Observe que a atribuicao para cada resultado (vitoria, empate e derrota) é fixa, ouseja, V=3, E=1eD = 0.
A quantidade de vitorias, empates e derrotas, chamamos de pesos.

Assim, para calcular a pontuacao fizemos a soma de todos os produtos dos valores (v) pelos respectivos pesos (p).
E para calcular a média, que chamamos de média aritmética ponderada, fizemos a razao da soma total pela
soma de todos 0s pesos.

Portanto, podemos definir que a média aritmética ponderada é a razao entre a soma de todos os produtos dos
valores pelos respectivos pesos e soma de todos os pesos. Portanto:

ViP, TV,P; T V3P,
P, TP, +P;

Podemos reescrever e generalizar a formula da média aritmética ponderada utilizando o conceito de somatorio:
]
%P,
ViP T VP, T3P L T VD, Gk =1l
n
PP, +ps ... TP,
Epi

i=1

¥ =

X =

Observacao:

Também e possivel calcular a média aritmética ponderada em um histograma ou quando os dados estiverem
agrupados. Em ambos os casos, basta considerarmos o ponto médio da classe, ou intervalo, como o valor, v, e a
frequéncia absoluta como o peso, p, e utilizar a formula acima.

P Mediana

Também podemos representar um conjunto verificando o valor numérico do elemento central, ou seja, aquele
gue divide o conjunto em dois subconjuntos com o mesmo numero de elementos.
Por exemplo, considere o conjunto 37, 28, 40, 41, 45, 37, 37, 41 e 44.

Colocando esses dados em ordem crescente, temos: 28, 37, 37, 37, 40, 41 41, 44, 45

4 elementos elemento 4 elementos
central

Assim, temos que o elemento que divide o conjunto em partes iguais tem o valor numérico 40. A esse valor
damos o nome de mediana.

Mediana (M) é o valor do elemento central de um conjunto numérico organizado em ordem crescente ou decrescente.

Sempre que uma distribuicao tiver um numero impar de elementos havera um valor central. Agora, se a dis-
tribuicao for composta por um numero par de elementos, existirao dois valores centrais e, nesse caso, a mediana
sera a media aritmética entre esses dois elementos. Veja o exemplo abaixo:

28,37,37,37, 40,41, 41,41,44,45 = M, =241 495

4 Emﬁ;entcs Eluen:rentu 4 elerf;entm
central

Importante: Assim como a média, o valor da mediana nao precisa ser necessariamente o valor de um elemento
do conjunto.
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P Moda

Para analisar como se determina a moda, observe o exemplo a seguir.
Feita uma pesquisa para saber o nimero de irmaos que cada um dos 30 alunos de uma classe possui, obtiveram-
-se 0s sequintes dados:

0.2, 3-20 0, Fodbo N aidh 122,80 T8 Ol 2, 308 2. 1325044

Fazendo a contagem, obtemos:

Nimero de irmaos Frequéncia absoluta
0 3
1 B
2z 13
3 4
4 | 3
5 1

Fonte: Dados ficticios.

Observe que o numero de irmaos varia entre 0 e 5 e 0 que aparece mais vezes € o 2, isto €, 13 alunos tém 2
irmaos. Dizemos que 2 ¢ a moda desse conjunto de valores e indicamos:

M =2

Assim, podemos definir gue a moda de um conjunto de valores é o valor que aparece em maior nimero de
vezes, ou seja, € o valor de maior frequéncia absoluta.
Um conjunto de valores pode ter uma s6 moda, duas modas, trés modas etc., ou nenhuma moda.

. Exercicios resolvidos

¥ No ano 2016, o numero de nascimentos, por més, em uma maternidade foi:

Més Jan. | Fev. | Mar. | Abr. | Maio | Jun. | Jul. | Ago. | Set. | Out. | Nov. | Dez.

Nascimento 38 25 42 30 29 47 18 36 38 43 49 37
Fonte: Dados ficticios.

a) Calcule a média mensal de nascimentos.

b) Em que meses o niimero de nascimentos ficou acima da media?

Resolucao

a) A média mensal de nascimentos em 12 meses € dada por:

EZBB +25+42+3D+29+4?+18+36+38+43+49+3?:':-f=432

12 12
Portanto, a média mensal foi de 36 nascimentos.

= X =36

b) O niimero de nascimentos ficou acima da média nos seguintes meses: janeiro, marco, junho, setembro, outubro,
novembro e dezembro.

p A classificacao final para determinado curso € a média ponderada das provas de capacidade geral, com peso 3, e das
provas de capacidade especifica, com peso 2. Nessas condicoes, qual € a classificacio final de um aluno que obteve
162 pontos na prova de capacidade geral e 147 pontos na prova de capacidade especifica?

Resolucao

A classificacdo final é obtida pela média ponderada:

162-3+147-2 486+294 780
342 B 5 5

X = =156

Portanto, o aluno sera classificado com 156 pontos.
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pﬂk tabela de distribuicao de frequéncias abaixo representa os salarios semanais de 40 colaboradores de uma empresa.

Classe (emreais) | Ponto médio daclasse (x) | Frequéncia (f)
[180; 200][ 190 4
[200; 220] 210 18
[220; 240] 230 10
[240; 260] 250 5
[260; 280] 270 3

Fonte: Dados ficticios.
Calcule o salario médio semanal dos empregados dessa empresa.

Resolucao

Quando os dados estdo agrupados, aceitamos, por convencao, que as frequéncias sao distribuidas uniformemente
ao longo da classe e que, portanto, o ponto médio da classe € o valor representativo do conjunto.

Nesse caso, a media € calculada tendo por base os pontos medios das classes.

Para calcular o salario médio, devemos fazer:

190-4 +210-18 + 230-10 + 250-5 4+ 270-3

4+18+ 10+ 5 +3
760 + 3780 + 2300 + 1250 + 810 5= 8900
40 40

Portanto, o salario médio semanal é R$ 222,50.

P |
I

= 222 50

P |
I

pﬁs marcas obtidas, em metro, pelos alunos numa prova de salto em distancia foram as seguintes:

2,20 228 | 223|220 | 235 | 228 | 225 !Z,ED 237 | 2.30
Fonte: Dados ficticios.

Calcule a média, a mediana e a moda dessa distribuicao.

Resolucao

Dispondo os valores em ordem crescente e fazendo a contagem, temos:

2 1 1 2 P 1 1

= 2,20 | 2,23 | 2,25 | 2,28 | 2,30 | 2,35 | 2,37
f

A média aritmeética ponderada das marcas obtidas é dada por:

220+ 24223-1+225-1+228-24+230-2+235-142.37-1
24+14+14+24+24+1+1

X =

22,76

10
Como o numero de dados € par (10 dados), a mediana € a média aritmeética dos elementos que ocupam a posicao

central do conjunto dos dados ordenados em ordem crescente.

K:

= X=228m

220 2.20: 2.23: 235 2282 28 2.30: 2.30; 2.35; 237

h 4 medidas _ T mediana - 4 medidas -
2,28 + 2,28

Logo, M, = 5 = 2,28m

A distribuicao possui trés modas, que sao os dados que mais se repetem (duas vezes cada um).

M =220m M_=2,28m M =2,30m

Capitulo 1 + Nocoes de Estatistica 27



Exercicios propostos

18. As alturas dos jogadores titulares de um time de bas-
quete sao 1,98 m, 2,02 m, 2,08 m, 1,92 m e 1,95 m.
Qual é a média de altura desse quinteto? 1,99m

19. Para ser aprovado em uma disciplina, o aluno precisa
ter média maior ou igual a 5,0, obtida em um conjunto
de 5 provas, sendo 4 parciais, com peso 1 cada, e uma
prova-exame, com peso 2. Um aluno obteve, nas 4 pro-
vas parciais, notas iguais a 3,0; 6,0; 5,0 e 7,0. Calcule
a nota minima que esse aluno devera obter na prova-
-exame para ser aprovado. 4,5

20. (Fuvest-SP) A distribuicido das idades dos alunos de
uma classe € dada pelo grafico abaixo. Qual das al-
ternativas representa melhor a média de idade dos
alunos?

Numero de &
alunos

23 -
20 1

19 20 Idade

(anos)

a) 16 anos e 10 meses d) 18 anos e 6 meses
b) 17 anos e 1 més

x¢) 17 anos e 5 meses

e) 19 anos e 2 meses

21. Calcule a mediana do seguinte conjunto de dados:
1,1.32.3.5.5 3322 11, 2%

22. Calcule a mediana do conjunto de dados representa-
do pelo quadro: 22,5

X, f
10

15 21
20 10
25 32
30 8

Fonte: Dados ficticios.

23. Em uma casa de repouso, as pessoas internadas tém
as seguintes idades:

67 | 68 | 74 | 67 |68 | B4 |75 | 80 |75 | B4
IS |3 |67 |4 |8 |17 75|80 |7M4]|7]
8> |85 |68 |74 |72 |73 |1 |73 71| 85

68 | 84 | BO | 77 |78 |75 | 1 72 | 73 | 84
Fonte: Dados ficticios.

M, =745eM =75
Calcule a mediana e a moda dessa distribuicao.
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24. A tabela abaixo nos da uma distribuicdo de frequén-
cias. Calcule a média dessa distribuicao. ¥ = 22,9

X, 10 20 30 40

fi 8 11 7 5
Fonte: Dados ficticios.

25. Determine a média aritmética, a mediana e a moda
dos seguintes conjuntos de dados: Vei2 a secao Resolucdes no
Manual do Professor,

a)1,1,75,3,1,1,75,3,1,15,3
b)2,2,4,4,4,6,6,8,8,8,10,10,12,12,12

26. (PUC-SP) O histograma abaixo apresenta a distribui-
cao de frequéncias das faixas salariais numa pequena
empresa.

Numero de
funcionarios

14

lstragdes: Editoria de arte

Salario
(em reais)

0 500 1000 1500 2000 2500

Com os dados disponiveis, pode-se concluir que a
media desses salarios €, aproximadamente:

a) RS 420,00 d)R$ 640,00
b)RS$ 536,00 x e) R$ 708,00
c) R$ 562,00

27. Feito um levantamento sobre as idades de 25 alunos
que cursam o 22 ano de um determinado colégio, che-
gou-se ao seguinte resultado:

Idade (x) Frequéncia (f)
10 3
11 1
12 8
13 3

i Fonte: Dados ficticios.
Nessas condicoes:

a) Faca um grafico de setores que represente essa dis-
tribuicao. Veja a secio Resolugdes no Manual do Profiessor.
b) Determine a média dessa distribuicao. ¥ = 11,44

c) Determine a mediana dessa distribuicao. M, = 11.

28. (PUC-SP) E dado um conjunto de 20 niimeros cuja
média aritmética € 64. Cada niimero desse conjun-
to € multiplicado por 2 e, em seguida, acrescido de
5 unidades. Qual é a média aritmética dos 20 nume-
ros assim obtidos? 7 = 133



‘Medidas de dispersao

Para caracterizar um conjunto de dados, em Estatistica, nem sempre sao suficientes a média, a moda e a mediana.
Principalmente quando esses dados estao “muito espalhados” e queremos medir o grau desse “espalhamento”. Em
alguns casos, temos de recorrer a outros parametros, chamados medidas de dispersao.

Neste livro, estudaremos trés dessas medidas: desvio médio, variancia e desvio padrao.

) Desvio médio

Para estudar o desvio médio, vamos considerar as notas bimestrais de um aluno em Matematica durante o
ano letivo.

Bimestre | 12 | 22 | 32 | 4=
Notas | 5|8 |6 |9
Fonte: Dados ficticios.

Agora, vamos calcular a meédia aritmética desse aluno:
>+8+b+9 g
4 4

Calculemos, em seguida, as diferencas entre cada uma das notas e a média. Essas diferencas sao chamadas de
desvios para a média (x — X):

X= =7

e X, - X=5-7=-2 e x,-X=8-7=1 & x,—-X=6-7=-1 e x,-X=9-7=2

A média aritmética dos valores absolutos dos desvios para a média € uma medida de dispersao chamada desvio
médio, que indicamos por d_.

4
Z|xi - E| o o = .
i _E _ =R =R+ R % = K2 I -T2 6,
= 4 4 4 4 ’
Assim, o desvio médio das notas é 1,5.
Acompanhe outro exemplo: a tabela nos mostra a distribuicdo dos erros cometidos por 25 alunos em uma prova

de Biologia. Nessas condicoes, qual é o desvio médio dessa distribuicao?

N¢ de erros (x) | N2 de alunos (f)
0 3
1 6
2 8
3 5
4 2
5 1

Fonte: Dados ficticios.
Calculando a média aritmética, obtemos:

o _ B+3+ T 6+2 B4 BB 4 A 250 04E +16 4954 B+5 50 _
25 25 25

2

Calculando x, — x:
e 0—2=-2 o 1-2=-1 e 2-2=0 e 3—-2=1 e 4—-2=2 e 5-2=3
Calculando o desvio médio:
. =2 =3+ =1 e+ 0 -8+ =5+[2-2+]3=1_6+6F+0+5+4+3 24
A 25 - 25 25
O desvio médio dos erros da prova de Biologia é 0,96.

d

= 0,96

Quando os dados da distribuicao estao agrupados, a formula para o calculo do desvio médio é:

Zfi = X

f

i=1

d

m

=)
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P Variancia e desvio padrao

A variancia indica quanto os valores estao distantes de sua média de valores de um conjunto. Quanto menor
a variancia mais homogéneo é o conjunto, ou seja, seus elementos possuem valores proximos da média. Por outro
lado, quanto maior a variancia mais heterogéneos sao os elementos de um conjunto, ou seja, alguns elementos
possuem valores bem diferentes da média.

A variancia (V) é calculada pela formula:

I gfu(x. _i)z

Ja o desvio padrao indica quanto os pontos estao dispersos em relacao a média. Quanto mais proximo de zero o
desvio padrao estiver, mais compacto (cada elemento com valores muito proximos) sera o conjunto e, por outro lado, gquanto
maior o desvio padrao, mais disperso (alguns elementos possuem valores muito diferentes dos outros) sera o conjunto.

Para calcular o desvio padrao (S) utilizamos a formula:

s= ¥,

V

_Exercicin resolvido

| 1) Concorrendo a uma vaga de representante no conselho da escola, dois candidatos obtiveram votos, por turma, con-
1  forme as informacoes abaixo:

: 32A 32B | 32C | 32D | 32E | 3°F
Candidato

\itor 12 15 12 16 14 15

Rafael 12 1 18 9 19 15

Fonte: Dados ficticios.
a) Calcule o desvio padrao do desempenho de cada um.

b) Qual dos dois candidatos tem o desempenho mais regular?

Resolucao

a) Inicialmente, vamos calcular a média do desempenho dos candidatos.

iu:12+15+1221ﬁ+1J-1+15;:.!ssﬁ_’«.vf:1‘4

o 12+11+18+9+19+15 84 _

Xr 6 6

Em seguida, vamos calcular os desvios e os quadrados dos desvios.

14

: xj—i 12—14=-2 |15—-14=1 12-14=-2 |[16—14=2 14—-14=0 15—-14=1
o k—x2 | (2=4 | (p=1 (=2 =4 (2F=4 (0F =0 (1P =1
- X —X 12-14=-2|11-14=-3|18-14=4 S—14=-5(19-14=5 15-14=1

Rafael — —— |
x-—x) (—2P=4 | (-3¢=9 42=16 | (-5P=25 (5P = 25 (1P =1

Agora, vamos calcular as varidncias:

_ 3% iFa 4 041 _4+9+16+25+25+1

V., = 2,33 Ve, = 13,33
6 6
Agora, vamos calcular os desvios padrao S e S:
8, =442,33 =5, =1,53 Sg =4/13,33 =5, =3,65

b) Observe que as médias de ambos sdo iguais a 14. Note também que Rafael tem um desvio padrao superior ao de
Vitor (3,65 > 1,53), isto €, a dispersdo dos votos relativamente a média é maior no caso de Rafael. Por isso, Vitor é
o candidato com desempenho mais regular.
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Exercicios propostos

29. As massas dos jogadores de um time de volei sdo, em
quilogramas: 95, 98, 101, 92 e 104. Nessas condicoes,
determine:

a) a média das massas; 98 kg

b) o desvio médio. 36 kg

30. O tempo gasto por seis alunos para fazer um trabalho
foi, em minutos, 6, 5, 5, 3, 3, 2. Nessas condicoes, cal-
cule a média aritmética, o desvio médio, a variancia e

o desvio padrao dessa distribuicao.
¥=4&d =133V=25=14]

31. Os tempos gastos por cinco operarios para fazer um
trabalho foram: 7 minutos, 11 minutos, 8 minutos, 14
minutos, 10 minutos. Nessas condicoes, determine:
a) o tempo medio; ¥ = 10
b) a mediana desses dados; M = 10.

c) o desvio médio desse conjunto de dados; d =2

d)a variancia e o desvio padréo. v =65 = 2,45

32. As velocidades maximas das cinco voltas dadas em
um teste de Formula 1, em km/h, foram: 190, 198,
196, 204 e 202. Nessas condicoes, determine:

a) a média das velocidades; 198 kmh
b)a varidncia; 24 km¥h’

c) o desvio padrao. = 4,9 km/h

33. A seguinte distribuicdo de frequéncia nos mostra as
terras cultivadas dos sitios de determinada regiao,
em hectare. Nessas condicoes, determine:

Classes f
2:8 | 10
B:140 | 9

[14:200 | 21

20:26] | 7

26:320 | 3

Fonte: Dados ficticios.

a) a média aritmeética; 15,08
b) o desvio médio; =550
¢) a varincia; = 45727

d) o desvio padrao. =673

34. Dez cancoes concorrentes em um festival foram apre-
ciadas por um juri que lhes atribuiu as seguintes pon-
tuacpes: 1;5:4:3:2:1;1;1; 5; 2
a) Elabore uma tabela com as frequéncias e com os

quadrados dos desvios para a média. Y¢12 3 secao Resollicoes
no Manual do Professor.

b) Calcule a moda e a mediana.M= 1;M, =2

c) Determine o desvio padrao. 5= 1,57

Escreva

no caderno '

35. O quadro mostra as notas de uma prova de Matema-
tica feita pelos alunos do 12 ano do Ensino Médio de
um determinado colégio.

Nota
g | 5 |a]|4]3
i|l6|5]|4]8
3| 5|l5]l2]|a
e | 2| 4|7 | &
¢ | 7|6 | 6|5

Fonte: Dados ficticios.

Nessas condicoes:

a) Organize um quadro de distribuicao de frequéncias
absolutas, frequéncias absolutas acumuladas e fre-
quéncias relativas. Veja asecio Resolucdes no Manual do Professor.

b) Represente a distribuicdo das frequéncias absolu-
tas por meio de um diagrama de barras.

c) Determine a média aritmeética da distribuicao.
d) Determine a mediana da distribuicao.

e) Determine o desvio medio da distribuicao.

f) Determine o desvio padrao.

36. O quadro nos mostra o nimero de defeitos por carro
de uma determinada marca, numa frota de 40 carros.

Defeitoporcarro(x) | O | 1 | 2 | 3 | 4 | 5

Frequéncia (f) 6 | 9| 7| 418 ]5
Fonte: Dados ficticios.

Nessas condicoes, determine:
a) a média aritmética; ¥ =24
b) o desvio médio; d = 1,49

c) a variancia; v = 2,79

d) o desvio padrao. 5= 1,67

37. O lucro mensal de um jornaleiro esta representado a

seguir.
Janeiro 171318 Julho 1709,37
Fevereiro | 1736,25 Agosto 1763,06
Marco 1674,66 Setembro 1671,82
Abril 1671,82 Outubro 1671,82
Maio 1731,73 | Novembro 1745,82
Junho 1704,81 Dezembro 1648,69

L. ] Fonte: Dados ficticios.
Nessas condicoes, determine:

a) o lucro médio do jornaleiro neste ano; 170359

b) o desvio médio. =295
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Conexdes , Amazonia Legal

Professor, aproveite a oportunidade para conversar com os alunos sobre os problemas ambientais causados

38. Leiaas Lnfnrmagnes 4 5cEUrE € fa{;a oqucse pEdE. pelo desmatamento. O professor de Biologia e o de Geografia podem enriquecer essa discussao.

A Amazonia Legal & uma area que corresponde a 59% do territorio brasileiro e engloba a totalidade de oito estados (Acre,
Amapa, Amazonas, Mato Grosso, Para, Rondonia, Roraima e Tocantins) e parte do Estado do Maranhao (a oeste do mendiano
de 44° W), perfazendo 5,0 milhoes de km?. Nela residem 56% da populacdo indigena brasileira. O conceito de Amazonia Legal foi
instituido em 1953 e seus limites territoriais decorrem da necessidade de planejar o desenvolvimento econdmico da regiao. [...]

IPEA. O que &é? Amazdnia Legal. Revista Desafios do Desenvolvimento, Brasilia-DF, ano 5, 8 jun. 2008.

Disponivel em: <http:/imww.ipea.qgov.br/desafios/index.phploption=com_content&id=2154:catid=28&ltemid=23>.
Acesso em: 31 dez. 2015.

AN

Desde 1988, o Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (Inpe) analisa o desma-
tamento na Amazonia Legal por meio de imagens de satélite. Esse monitoramento,
chamado projeto PRODES, identifica alteracdo na cobertura florestal por corte raso. [...]

Corte raso: £ a eliminacao
de toda e qualguer vegetagao
existente sobre uma area.
Normalmente um corte raso
é feito para plantar outra
cultura, seja agricola ou
florestal, ao que chamamos de
Conversao, ou seja, estamos
fazendo uma conversao de
uma area que tinha floresta
para plantar nela soja, milho,
ou reflorestar, etc.

A partir de 2004, o Governo Federal instituiu o Plano de Acao para Prevencao e
Controle do Desmatamento na Amazonia Legal (PPCDAm). A medida fomenta politicas
publicas para manter a floresta em pé, por meio do monitoramento e de acoes de fisca-
lizacao e controle.

Abaixo estdo registradas algumas informacoes e conquistas alcancadas apos a im-
plantacao do PPCDAm:
= 25 milhoes de habitantes da Amazonia beneficiados pelo PPCDAmM.
= B4% reducaoc do desmatamento em 2012 em comparacao a 2004, ano de implantacao

do PPCDAm.

= 4571 km? menor taxa de desmatamento registrada em 2012,
= 76% da meta voluntaria de reducao do desmatamento até 2020 ja foi alcancada.

MINISTERIO DO MEIO AMBIENTE. Desmatamento na Amazdnia Legal.
Disponivel em: <http://’www.mma.gov.br/mma-em-numeros/desmatamentoz. Acesso em: 31 dez. 2015.

Série historica de monitoramento
12000
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Figura 2 - Desmatamento por estado

Figura 1 — Desmatamento total :
Fonte: MINISTERIO DO MEIO AMBIENTE. PPCDAm. Disponivel

em: <http://www.mma.gov.br/images/arquiva/80120/
PPCDAM/DESMAT_ESTADOS.png=. Acesso em: 31 dez. 2015.

Fonte: MINISTERIO DO MEIO AMBIENTE. Desenvolvimento na Amazénia Legal.
Disponivel em: <httpz/iwww.mma.gov.br/fmma-em-numeros/desmatamentoz.
Acesso em: dez. 2015.

Identificar alteracao na cobertura florestal por corte

- = - = e = I?
a) Qual o objetivo do projeto Prodes, no monitoramento da Amazoénia Legal? - n Sl deumessmuni s ety oatine.

b) Conforme informacoes presentes no texto, identifique:

* 0 estado pertencente a Amazonia Legal que teve o maior pico historico de desmatamento, em km?/ano. Em
que ano isso ocorreu? Mato Grosso, com guase 12000 km? desmatados em 2004.

* o somatorio (}) de desmatamento da Amazoénia Legal, no periodo de 2004 a 2014. Total de 121990 km¥ano.

« a média de desmatamento anual da Amazénia Legal, do periodo de 2004 a 2014, "¢ d¢ aproximadamente

11090 km*/ano.
c) De acordo com o grafico da figura 2, qual Estado possui o menor desvio padrao? Na pratica o que isso significa?

d) Vocé sabe quem foi Chico Mendes? Pesquise sobre as principais lutas desse ambientalista brasileiro em prol da

preservacao da Floresta Amazonica. Resposta pessoal
c) Amapa e o Estado que possui menor desvio padrao. Significa que o Amapa é o Estado que teve a menor alteracao no indice de desmatamento entre 1990 e 2012.
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. Explorando a tecnologia

Calculadora de Medidas de Tendéncia Central
Utilizando a planilha eletrénica do Libre Office, vamos montar uma calculadora que nos forneca a média
aritmética, mediana, moda, desvio médio, variancia e desvio padrao. Para isso, siga o seguinte roteiro:

1. Na célula A1 digite “Lista”; na célula C1 digite “Média”; na célula D1 digite “Mediana”; na célula E1
digite “Moda"”; na célula C4 digite “Desvio Médio"”; na celula D4 digite “Variancia”; na célula E4 digite
“Desvio Padrao”. Veja a imagem abaixo:

s W s pes ey Fesis [wes lareesas s g

g-b-E-d85@3 2 L ] a AT Sa=0N THRAE fw = < |

wmnies = Wi B3 A-"-PFFAS DY 3N E-F-H-SAEi

{1 = & E = vas -
T S — pma— . il el A S S - 3 E q =

[ . J
r ! ! ! |
L . _ 1 . i _l. __ 1 - : 4. .4! o 1= i

CEEE & e e o=

i +- : . = i =

2. Na coluna A vamos alocar os valores de nossa lista. Como exemplo, vamos utilizar o seguinte conjunto
A=1{1223341115,5,6,6,733,3,6,8,2,3,2,3,4}). Assim, na célula A2 devemos digitar o numero 1,
na célula A3 devemos digitar o nimero 2 e assim por diante até o ultimo nimero. Repare que a tltima
celula a ser utilizada é A25.

3. Na célula C2 devemos escrever a funcao”=MEDIA(A2:A25)". E necessario acentuar a palavra média e
utilizar entre as células os dois pontos (:). O valor fornecido é a média do conjunto.

4. Na célula D2 devemos escrever a funcao”=MED(A2:A25)". Aqui, nao é necessario acentuar a palavra “med".
O valor fornecido é a mediana do conjunto.

5. Na célula E2 devemos escrever a funcao”=MODO(A2:A25)" . A funcao na planilha é modo e ndao moda. O valor
fornecido é a moda do conjunto.

6. Na célula C5 devemos escrever a funcao”=DESV.MEDIO(A2:A25)". E necessario acentuar a palavra média.
O valor fornecido é o desvio médio do conjunto.

7. Na célula D5 devemos escrever a funcao”=VAR(A2:A25)". O valor fornecido é a variancia do conjunto.

8. Na célula E5 devemos escrever a funcao”=DESVPAD(A2:A25)". O valor fornecido € o desvio padrao do

conjunto.
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Atividades
no caderno

1. Colete as idades dos alunos de sua sala de aula e calcule os valores das medidas de tendéncia central por meio
da planj]ha eletronica. Resposta pessoal.

2. Pesquise o numero de medalhas alcancadas pelo Brasil em Olimpiadas e calcule os valores de medidas de ten-
déncia central. Resposta pessoal.
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. Historia da Matematica

William Playfair e a Psicologia dos Graficos

William Playfair foi o primeiro a elaborar e publicar diversos tipos de graficos estatisticos
(graficos de linha, graficos de barras, graficos de setores e graficos circulares). Os graficos da
Estatistica moderna sao praticamente os mesmos utilizados por Playiair. Embora possam ser
apontados casos isolados de diagramas anteriores, a publicacdo de graficos estatisticos comecou
com William Playfair em 1786.

Playfair tinha conviccao de que seus graficos eram eficazes para a comunicacdo de dados. [...]
Playfair entendia que os graficos estatisticos poderiam ajudar no processamento de informacao,
reduzindo exigencias sobre atencao, memoria de trabalho e memoria de longo prazo, apesar de
Playfair nao ter utilizado esses termos especificos que entraram em pauta no seculo 20.

As influéncias que inspiraram Playfair a construir graficos que exploram a percepcao e capa-
cidades cognitivas humanas sao diversas. Algumas delas estao associadas a sua educacao em
ciéncias e humanidades, a sua formacdo em engenharia, e suas experiéncias no comercio e publi-
cacao de livros, mas foi sua interaciao com impressores, gravadores e cartografos que forneceram
0 modelo que ele habilmente adaptou para inventar os primeiros graficos estatisticos. |...]

William Playfair
(1759-1823)

Os graficos de Playfair quase sempre comparavam diferentes dominios (linhas, cores, faixas etc.) para nao exigir

atencao e capacidade de memorizacao.

Os graficos nunca excediam trés ou quatro conjuntos de dados; nao se utilizava mais que trés ou quatro cores nos
graficos; o nome que representa a informacéao do grafico era posicionado proximo a ele, evitando que ficasse distante; as
areas coloridas eram nomeadas diretamente no seu espaco, evitando a aplicacao de legendas em outra regiao.
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Figura 1 — Grafico da obra Atlas
Politico e Comercial (1786).

N

Em The Commercial and Political Atlas. 1786,

1. Segundo Playfair, como os graficos poderiam ajudar no processamento da informacao?

2. Entre os graficos estudados, qual nome poderia receber o grafico da figura 2? picograma
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Em The Commercial and Political Atlas, 1786,
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Colegdo particular
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Figura 2 — Utilizacao de diferentes circulos para codificar
quantidades.
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Figura 3 = Utilizacao de barras para comparar Figura 4 — Utilizacao de areas circulares para codificar
exportacao e importacao. quantidades.

e memoria de longo prazo.

3. Que tipo de grafico representa a figura 3? Grifico de barras horizontais

Fonte da traducdo e imagens: site - http://www.psych.utoronto.ca/users/spence/Spence%20(2006).pdf

Reduzindo exigéncias sobre
atencao, memaria de trabalho
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Exercicios complementares

1. (UFJF-MG) A editora de uma revista de moda resolveu
fazer uma pesquisa sobre a idade de suas leitoras. Para
isso selecionou, aleatoriamente, uma amostra de 25 lei-
toras. As idades que constaram da amostra foram:

192021 20192019 2021
21 2122202122222319
202121 23 2021 19

Considerando as informacoes dadas, faca o que se pede:

a) Construa no caderno a tabela de frequéncia abso-

luta (f) e relativa (fr) a partir dos dados acima.
Vieja a secao Resolugdes no Manual do Professor,

b) Foi escrita uma reportagem dirigida as leitoras
de 21 anos. Considerando que a pesquisa admite
uma margem de erro de 2% para mais e para me-
nos, quantas leitoras dessa idade leram a matéria,

sabendo-se que foram vendidas 3 500 revistas?
) Entre 1050 e 1190 leitoras.
2. A tabela mostra o tipo de sobremesa escolhida pelos

clientes de um restaurante apos o almoco.

Torta de Torta

Sobremesas | Sorvete MOrango Frutas |i r::;ﬂ
Numero de

oli 32 19 16 13

Fonte: Dados ficticios.

Com base nesses dados, construa o grafico:
Veja a secao Resolucoes no Manual do Professor.

a) de colunas das frequéncias absolutas;
b) de colunas da frequéncia relativa percentual;

c) de setores da frequéncia relativa percentual.

3. (Unimontes-MG) O grafico de setor, abaixo, foi cons-
truido apos uma pesquisa feita a 450 alunos do Ensino
Médio do Colégio Alfa que responderam a seguinte
pergunta: Qual a disciplina de que vocé mais gosta?

20%

24%

B Quimica Fisica
B Matematica

B Lingua estrangeira
" Biologia
O dngulo do setor que indica o numero de alunos que
gostam da disciplina Fisica mede:

xa) 86°24 c) 86°4’
b) 86°40’ d)8s4’

Escreva
no caderno

4. Observe os dados contidos no grafico abaixo.

Investimentos estrangeiros no Brasil

Norte-americanos e europeus — maiores
investidores nas ltimas cinco décadas (em dolares)

22,46%

24,5 bilhges

2,8 bilhdes
2,8%

llustragdes: Editoria de arte

2.5 bilhoes
24% =
2 bilhdes
1,97%
0,037 bilhdo
0,036%
\ 47,9 bilhdes
46,55%
B Estados Unidos  lapdo
Unido Europeia " Mercosul
B China B Outros
B Canada

Fonte: Banco Central e IBGE, 2011.

a) Por um erro de impressao, nio foi colocado o per-
centual aproximado dos investimentos dos Estados
Unidos no Brasil nas ultimas cinco décadas. Determi-
ne esse percentual. 23,78%

b)Faca uma tabela com os dados do grafico, colocan-
do as frequéncias absolutas (inclusive a denominada
Qutros) e relativas. Veja a secio Resolugdes no Manual do Professor

5. (Epcar-MG) O grafico abaixo representa o resultado
de uma pesquisa realizada com 2000 familias dife-
rentes constituidas de pai, mae e filho(s) a respeito
do uso da internet em suas respectivas residéencias.

Consulta a 2000 familias sobre o uso da internet
10%

" Apenas a mae

usa internet
35% [} Apenas ofs)

filho(s) usa(m)
internet

Apenas pai e
filho(s) usam
internet

B Pai, mae e filho(s)

usam internet

10%

30% B Ninguém usa internet

Com base nos dados, é possivel afirmar que o niimero
de familias em que:

a) os filhos usam internet € menor que 700.

xb) mae e filho(s) usam a internet nunca € menor que
300.
c) o pai usa internet €, no maximo, 600.
d) pai, mae e filho(s) usam internet ¢ a metade do niime-
ro de familias em que apenas filho(s) usa(m) internet.
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6. (UAM-SP) A Estatistica utiliza medidas de tendéncia
central denominadas média, moda e mediana. Essas
medidas representam, respectivamente: a meédia
aritmética, o valor que ocorre com maior frequéncia
e o elemento que ocupa a posicao central de um con-
junto ordenado de dados.

Sendo assim, considerando um grupo de 9 jogadores de
voleibol de um certo time, cujas alturas em centimetros
sao: 185, 187, 190, 190, 195, 198, 198, 198 e 205, pode-
mos dizer que a média, a moda e a mediana da altura
dos componentes desse time sio, respectivamente:
a)190 cm, 195 cm e 198 cm

b) 194 cm, 198 cm e 200 cm

c) 198 cm, 195 cme 192 cm

d)194 cm, 198 cm e 195 cm

e) 198 cm, 192 cm e 190 cm

. (IFRN) O grafico 1, segundo dados do IBGE, apre-
senta a taxa meédia de desemprego no 1° semestre
de cada ano, no periodo de 2003 a 2013. A partir do
grafico 1, € correto afirmar que a meédia dos percen-
tuais de desemprego no primeiro semestre no periodo
apresentado, foi, aproximadamente, de:

Taxa media de desemprego no 12 semestre, em %

(Taxas mensais de desemprego no 12 sem/6)

> P b AP D S N D D
FEPFPFFFeLFFS
a) 6,5% b)7,1% % c) 8,8% d)9,1%

8. (Unimontes-MG) A tabela a seguir representa as al-
turas de 40 alunos de uma classe do 12 ano do Ensino
Meédio de uma determinada escola.

Altura Numero de alunos
150 - 155 7

155 - 160 9

160 — 165 15

165 -170

170 -175 3

175 - 180

A mediana e a média dessas turmas sao, respectiva-

mente,
a) 160,00 e 165,00 c) 161,00 e 165,00
b) 162,50 e 161,22 xd) 161,32 e 162,50
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9.

10.

11.

12.

13.

(PUC-SP) O histograma representa a distribuicao das
estaturas de 100 pessoas e as respectivas frequéncias.
Por exemplo, na 32 classe (155 — 160) estao situadas
11% das pessoas com estatura de 1,55 m a 1,59 m.
A 52 classe (165 — 170) chama-se classe mediana. Pelo
ponto M situado na classe mediana, traca-se uma reta
paralela ao eixo das frequéncias, de modo a dividir a
area da figura formada pelos nove retingulos das fre-
quéncias em duas regioes de mesma area. Determine a

abscissa do ponto M (mediana das observacoes).
M=16708

A Frequéncia (%) Frequéncia (%) 4

24 1

llustraghes: Editoria de arte

145 150 155 160 165170 175 180 185 190
M

(PUC-GO) Um determinado concurso publico ava-
liou n candidatos, atribuindo-lhes notas de 0 a 100
pontos. Sabe-se que:

* Exatamente 30 deles obtiveram nota maxima;
* A mediaaritmetica dos n candidatos foi de 80 pontos;

« Se consideradas apenas as notas inferiores a 100
pontos, a média passa a ser de 70 pontos.

Nessas condicoes, pode-se afirmar que o nimero de
candidatos, n, € igual a:
a) 60
b) 70

c) 80
xd)90

(FEI-SP) A média das idades de um grupo de estudan-
tes € 22 anos. Excluindo-se o mais novo deles, que tem
17 anos, a média do novo grupo formado passa a ser
23 anos. Quantos estudantes ha no primeiro grupo? 6

(Unicamp-SP) O peso medio (média aritmética dos
pesos) dos 100 alunos de uma academia de ginastica
éigual a 75 kg. O peso médio dos homens € 90 kg e o
das mulheres é 65 kg.

a) Quantos homens frequentam a academia? 40

b) Se nao sao considerados os 10 alunos mais pesa-
dos, o peso médio cai de 75 kg para 72 kg. Qual é o
peso médio desses 10 alunos? 102

(Unicamp-SP) A meédia aritmeética das idades de um
grupo de 120 pessoas € de 40 anos. Se a média arit-
meética das idades das mulheres € de 35 anos e a dos
homens é de 50 anos, qual o nimero de pessoas de
cada sexo, no grupo? 40 homens e 80 mulheres.



14.

15.

16.

(IFG-GO) A tabela abaixo contém os dados referentes
ao numero de clientes de uma agéncia bancaria que
procuraram atendimento no setor de ouvidoria no
periodo de janeiro a julho desse ano.

Més Numero de clientes
Janeiro 55
Fevereiro 29

Marco 42

Abril 38

Maio 32

Junho 26

Julho 30

Total 252

Com base nessas informacoes, € correto afirmar que:
a) O valor da moda do numero de clientes atendidos
e igual ao valor da mediana do nimero de clientes
atendidos.

b) O valor da moda do numero de clientes atendidos
€ menor que o valor da média do numero de clientes
atendidos.

xc) O valor da média do numero de clientes atendi-

dos é maior que o valor da mediana do numero de
clientes atendidos.

d) O valor da mediana do nimero de clientes atendi-
dos € igual ao valor da média do niimero de clientes
atendidos.

e) O valor da mediana do nimero de clientes atendi-
dos supera o valor da média do numero de clientes
atendidos em 3 clientes.

As idades das quarenta pessoas que prestam um con-
curso de selecao para um banco sao as seguintes:

18, 18, 20, 22, 21, 18, 19, 20, 22, 18,

19, 20, 21, 18, 20, 19, 20, 19, 22, 19,

20, 21, 20, 18, 19, 18, 22, 21, 20, 19,

20, 18, 21, 18, 18, 19, 20, 19, 18, 18
Nessas condicoes: Veja asecio Resolugdes no Manual do Professor
a) Elabore um quadro de distribuicdo de frequéncias
absolutas, de frequéncias absolutas acumuladas e de
frequéncias relativas.
b) Construa um grafico de barras que represente essa
distribuicao.
c) Quantas pessoas tém 20 ou menos de 20 anos?
d) Determine a média do quadro de distribuicao.
e) Determine a mediana da distribuicao.
f) Calcule o desvio meédio e o desvio padrao da distri-
buicéo.
(UFCG-PB) Em uma determinada regiao, no periodo
de um ano, um agréonomo esteve monitorando o uso
de um determinado agrotoxico em 20 propriedades
rurais, para estudar os seus efeitos nas lavouras, e ob-
teve 0 quadro a seguir mostrando quantas vezes as
propriedades aplicaram tal agrotoxico.

17.

18.

Numeros de aplicacoes Numero de
por propriedade (x) propriedades (F)
0 3
1 10
2 7

Usando uma distribuicido de frequéncia representada
no quadro, determine:

a) A média aritmética =12 c) AvarianciaV, =046
b) O desvio médio ¢ = 0,56

(FGV-SP) Numa pequena ilha, ha 100 pessoas que
trabalham na tinica empresa ali existente. Seus sala-
rios (em moeda local) possuem a seguinte distribui-
cao de frequéncias:

Saldrio Frequéncia
$ 50,00 30
$ 100,00 B0
$ 150,00 10

a) Qual a média dos salarios das 100 pessoas? § 90,00

b)Qual a variancia dos salarios? Qual o desvio pa-
drao dos salarios? v = 900.5= § 30,00

(Enem/MEC) Marco e Paulo foram classificados em
um concurso. Para classificacao no concurso o can-
didato deveria obter média aritmética na pontuacao
igual ou superior a 14. Em caso de empate na media, o
desempate seria em favor da pontuacao mais regular.

Dados dos candidatos no concurso

Marco Paulo
Matematica 14 8
Portugués 15 19
Conhecimentos

Gerais 16 18
Média 15 15
Mediana 15 18

Desvio Padrio 0,32 497

No quadro acima sao apresentados os pontos obtidos
nas provas de Matematica, Portugués e Conhecimen-
tos Gerais, a média, a mediana e o desvio padrao dos
dois candidatos.

O candidato com pontuacdao mais regular, portanto
mais bem classificado no concurso, é:

a) Marco, pois a média e a mediana sao iguais.

xb) Marco, pois obteve menor desvio padrao.

c) Paulo, pois obteve a maior pontuacao da tabela, 19
em Portugueés.

d) Paulo, pois obteve maior mediana.
e) Paulo, pois obteve maior desvio padrao.
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19.

20.

21.

22.

38

(Fuvest-SP) Numa classe com vinte alunos as notas
do exame final podiam variar de 0 a 100 e a nota
minima para aprovacdo era 70. Realizado o exame,
verificou-se que oito alunos foram reprovados. A me-
dia aritmética das notas desses oito alunos foi 65,
enquanto a média dos aprovados foi 77. Apos a divul-
gacao dos resultados, o professor verificou que uma
questao havia sido mal formulada e decidiu atribuir
cinco pontos a mais para todos os alunos.

Com essa decisdo, a média dos aprovados passou a
ser 80 e a dos reprovados 68,8.

a) Calcule a média aritmética das notas da classe toda
antes da atribuicao dos cinco pontos extras. x = 72,2

b) Com a atribuicédo dos cinco pontos extras, quantos
alunos, inicialmente reprovados, atingiram nota para
aprovacao? 3 alunos

As informacoes a seguir mostram o nimero de ope-
rarios acidentados por més numa fabrica, durante o
ano de 2000.

Més Jan. | Fev. | Mar. | Abr. | Maio | Jun.
Numero de
ope i 4 8 3 b 7 7
Fonte: Dados ficticios.
Més Jul. | Ago. | Set. | Out. | Nov. | Dez.
m—l : | 2 | 4| 2| 3| 3
_oper:irms

Fonte: Dados ficticios.
Organize uma tabela de distribuicdo de frequéncias e
determine:

a) a média aritmeética dessa distribuicao; 7 =5

b) o desvio médio. d =183

O quadro mostra a distribuicao das idades de 400
funcionarios de uma empresa.

Classes f

[20; 25] 14

[25; 30[ 20

[30: 35] 46

[35; 40] 120

[40; 45] 100

[45; 50[ 32

[50; 55[ 8 Fonte: Dados ficticios.

Nessas condicoes, calcule:
a) a média das idades; 7 = 36,75
b) o desvio médio. d = 5675

(UERJ) As vésperas das eleicoes, verificou-se que to-
dos os dois mil eleitores pesquisados tinham pelo me-
nos dois nomes em quem, com certeza, iriam votar.
Nos quatro graficos a seguir, o numero de candidatos
que cada eleitor ja escolheu esta indicado no eixo ho-
rizontal e cada “carinha” representa 100 eleitores.
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Hustraghes: Editaria de arte
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O grafico que esta de acordo com os dados da pes-
quisa € o de numero:

xa)l b)II c) 111 d)IV

23. (UFVJM-MG) O desemprego voltou a cair em dezem-

bro de 2013, segundo dados divulgados pelo Instituto
Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). A taxa de
4,3% € a menor desde o inicio da serie historica do
instituto, iniciada em marco de 2002.

As taxas para o dezembro de 2012 e para o ano de
2013 estao indicadas neste grafico.

Taxa de desemprego mensal (em %)

35
3n| | | | | | | | | | | | | |
S oy
Al8 Q2 =8 = 2 2 8 & 6 =2z &
2012 2013

Fonte: IBGE

Fonte: http:/ig1.globo.com/economia/noticia2014/01/

desemprego-fica-em-43-em-dezembro-diz-ibge.html.
Acesso em 10 de fev. 2014 (Fragmento).

A média e a mediana da taxa de desemprego mensal
do ano de 2013, em pontos percentuais, sa0 aproxi-

madamente
xa) 5,4e5,5 c)5,8eb6
b)5,4e6 d) 5,8e5,5



Retomando e pesquisando «

Na abertura desta unidade, vocé viu que o IPCA é o indice oficial utilizado pelo Governo Federal para aferir
as metas de inflacao.

Mas o que é inflacao?

Na economia, inflacgo € um fendbmeno em que ocorre o crescimento persistente e generalizado no nivel
geral dos precos dos produtos e servicos disponiveis para a populacao. O aumento da inflacado é considerado
prejudicial quando a alta dos precos acontece com muita frequéncia, isso pode gerar instabilidade na economia
e desvalorizacao na moeda de um pais. Mais € importante nao confundir inflacdo com desequilibrios sazonais,
pois esses ultimos sdo causados por uma questao pontual, como falta de chuva em uma determinada producao
ou a entressafra de um produto, por exemplo.

Existem outros indicadores além do IPCA, que sao utilizados para o calculo da inflacao. Por exemplo, o
IGP-M (Indice Geral de Precos de Mercado) registra a inflacdo de precos variados, desde matérias-primas
agricolas e industriais até bens e servicos finais. E muito usado na correcdo de aluguéis e tarifas publicas,
como conta de luz. E nao ha restricao na renda dos pesquisados.

Custo com a
alimentacao
pode variar de
acordo com a
inflacao.

halinda FassverShutterstock, com

O preco de
alguns servicos,
como cortar o
cabelo, pode

. sofrer variacao
. com a inflacao.

A alta dos precos dos combustiveis I
pode provocar alta da inflacdo. . .
- Escreva J

[nn caderno

1. Suponha que o indice de inflacdo do més passado foi de 0,9% para produtos de higiene pessoal, 2,3% para ali-
mentos e 4,8% para bebidas. Considerando que os produtos de higiene pessoal e alimentos tém peso 4 e as bebi-
das possuem peso 2, calcule a inflacao média do periodo. 2.24%

2. Com mais um colega faca uma pesquisa sobre o preco de trés produtos em trés lugares diferentes e calculem o preco

meédio de cada produto. Lembre-se de que devem ser comparados apenas os precos de um mesmo produto. I
Resposta pessoal.

3. Relina-se com mais dois colegas e pesquisem a variacao sobre o preco de um imovel residencial, de sua cidade,
nos ultimos 5 anos. Resposta pessoal.
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Unidade

Poliedros e
corpos redondos

A piramide de Kukulcan, ou templo
Kukulcan, é uma das piramides constru-
idas pela civilizacao maia, um dos povos
gue viviam na regiao antes de Colombo,
na cidade arqueologica de Chichén ltza
localizada na peninsula de Yucata, no Mé-
xico. Essa cidade funcionou como centro
politico e econémico dessa civilizacao no
periodo entre os anos de 750 e 1200,
aproximadamente. Em 1988, Chichén ltza
foi considerada pela Unesco patriménio
cultural da humanidade. Estudos indicam
gue a posicao do templo Kukulcan, que
lembra a forma de um tronco de pirami-
de, € um calendario arquitetonico, pois
é possivel perceber quando ocorrem 0s
solsticios e equinocios, datas importantes
para os ciclos agricolas. Esse templo possui
365 degraus (mesmo numero de dias do
calendario solar), sendo 91 degraus nas
escadarias de cada face do templo e um
gue leva ao piso superior, uma espécie de
local para oracoes. Alem disso, o templo
tem nove patamares que juntos atingem
a altura de 24 metros, totalizando 30
metros de altura se considerarmos o local
para oracoes em seu topo.




Foto da piramide de Kukulcan,
também conhecida como “el

Castillo”, na cidade de Chichén ltza,
Meéxico (2012).

Y

“» 1. Vocé ja ouviu falar da cidade de Chichén Itza? Onde ela esta localizada e qual foi sua impor- ‘ ot A

tancia para a civilizacao maia? veja no Manual do Professor.

2. Qual é a altura do local de oracoes situado no topo do templo Kukulcan?

3. Em 2007, por votacao realizada pela internet, o templo Kukulcan foi considerado uma das sete maravilhas

do mundo moderno pela organizacao suica New Open World Corporation. Retina-se com mais dois colegas e
pesquise quais sao as outras seis maravilhas do mundo moderno e onde estao localizadas.

| no caderno |

e e
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CAPITULO 2

Poliedros

Os sélidos geométricos estdo presentes na arquitetura, na engenharia, nas artes plasticas, entre outras. E comum
nos depararmos com essas formas no dia a dia, basta observar as construcdes e alguns objetos ao seu redor. Neste
capitulo vamos estudar os solidos geométricos conhecidos como poliedros.

Os poliedros sao sélidos formados pela reuniao de um namero finito de poligonos e a regiao do espaco limi-
tada por eles, em que:

* cada lado de um desses poligonos € comum a dois e somente dois poligonos;
* ainterseccao de dois poligonos quaisquer € um lado comum, ou & um vértice ou é vazia.

Observe alguns exemplos de poliedros:

e
L]
2
u
5
E
:
., vertices 1 7

' [ [ \/

] | L4

I |

I

i : Em um poliedro, destacamos os seguintes elementos:

i |

I i - o m .

-y | i e faces: sao os poligonos que formam a superficie do poliedro;
ace - T & i 1
A o) » arestas: sao os lados comuns a duas faces do poliedro;
# _aresta g 5 = g :
— * vértices: sao os vertices das faces do poliedro.

Assim como os poligonos sao nomeados pelo seu nimero de lados, os polie-
dros sao nomeados pelo seu nimero de faces. Observe a sequir uma tabela com
o nimero de faces e o respectivo nome de alguns poliedros.

/;ﬂliedm: poli vem do grego
polys (muito ou varios) e edro Numero de faces Nome do poliedro
vem do grego hedra (face), ou
seja, figura de muitas faces. 4 tetraedro
5 pentaedro
B hexaedro
7 heptaedro
8 octaedro
Tetraedro: 4 faces 9 eneaedro
Ty 3 10 decaedro
11 undecaedro
12 dodecaedro
20 icosaedro
Dodecaedro: 12 faces
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) Poliedros convexos e nao convexos

Em um poliedro, se qualquer reta, nao paralela a nenhuma das faces, inter-
secta suas faces em, no maximo, dois pontos, dizemos que ele é convexo, caso
contrario, ele € nao convexo.

Exemplos:

Poliedros convexos

o

R e -

Neste capitulo, concentraremos nossos estudos nos poliedros convexos.

D Relacdo de Euler

Existe uma relacao importante que envolve o nimero de faces (F), 0 nimero
de arestas (A) e o numero de vértices (V) de um poliedro. Essa relacao é valida
para todo poliedro convexo (e alguns poliedros nao convexos) e recebe o nome
de relacao de Euler, em homenagem ao matematico suico Leonhard Euler
(1707-1783). Veja:

Poliedros nao convexos

ook PerS huttestock.com

Selo postal da Suica em homenagem a

Leonhard Euler.

|
|
|
Poliedro :
.r"] ------ B
F H 6 7 8
A g 12 12 12
Vv 6 8 7 6
V-A+F=2 6—94+5=2 8—124+6=2 1T =92+ 7T =12 6—12+8=2

Pelos resultados, podemos observar que a relacago V — A + F = 2 se mantém
constante para os poliedros considerados.

A relacao de Euler pode ser empregada para determinar o nimero de um
dos elementos (faces, arestas ou vértices) de um poliedro convexo, desde que os
outros dois sejam conhecidos.

Os poliedros em que € valida a relacao de Euler sao conhecidos como polie-
dros eulerianos. Os poliedros convexos sao eulerianos, mas nem todo poliedro
euleriano e convexo. Veja ao lado um exemplo.

Portanto, em todo poliedro convexo vale arelacacoV — A + F = 2, em que

V @ o nimero de veértices, A é o numero de arestas e F & o numero de faces

do p{}”Edrﬂ. Comente com os alunos que nem todos os conjuntos de trés nimeros que verificam a relacao de Euler tém um
poliedro associado. Por exemplo, V=1, A=4eF =15.

Poliedro ndo convexo em
que a relacao de Euler
é valida.

llustragbes: Editoria de arte

1 A=15

V=10
F=7
V-A+F=2
10-15+7=2
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P Poliedros regulares

Um poliedro convexo é regular quando suas faces sao poligonos regulares e

congruentes entre si e quando, em todos os vértices, concorre 0 mesmo nimero Planificar um poliedro
de arestas. consiste em estender a sua
Existemn somente cinco poliedros regulares. superficie em um plano.

Observe as ilustracbes dos cinco poliedros regulares e as respectivas planifi-
cacoes de suas superficies a seguir.

\

Tetraedro reqular

Planificacao
Dodecaedro reqular Planificacao
» 4 faces triangulares » 12 faces pentagonais
e 4 vértices e 20 vértices
* © arestas * 30 arestas
I
I
i
I
#I., .
-
s
ra
Hexaedro regular
Octaedro reqular
Planificacdo Planificacao
» & faces quadrangulares » 8 faces triangulares
» & vértices * & vértices
» 12 arestas e 12 arestas
= : s 20 faces triangulares
s 12 vértices
s 30 arestas
Icosaedro regular

Planificacao

P Poliedros de Platao

Os poliedros de Platao levam o nome do filésofo grego Platao (427-347 a.C.), que os utilizava para explicar
alguns fendmenos naturais.

Para que um poliedro seja considerado um poliedro de Platao, é necessario que suas faces tenham o mesmo
numero de arestas, em todos os vértices concorra 0 mesmo numero de arestas e seja valida a relacao de Euler.
Assim, os poliedros de Platao englobam todos os poliedros regulares convexos, e existem somente cinco classes
de poliedros de Platao: tetraedros, hexaedros, octaedros, dodecaedros e icosaedros.

Nos poliedros de Platao, suas faces nao precisam ser poligonos regulares; assim, nem todo poliedro de Platao
é regular.

44 Unidade 2 + Poliedros e corpos redondos
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_Exercicius resolvidos

|® Em um poliedro convexo, o niimero de faces é 11
b e o numero de vértices € 18. Calcule o nimero de
arestas.

Resolucao

Pelarelacdode Euler,V— A + F = 2, valida para qual-
quer poliedro convexo, temos: F = 11 eV = 18. Logo,
V-—A+F=2=18—-A+11=2=A =27

Portanto, o poliedro tem 27 arestas.

p Um poliedro convexo tem seis faces quadrangulares e

duas hexagonais. Calcule o numero de vértices desse
poliedro.

Resolucao

Pelo enunciado, o poliedro possui 8 faces, 6 quadran-
gulares e 2 hexagonais.

Vamos determinar agora o niumero de arestas.

6 faces quadrangulares: 6 - 4 = 24 arestas

2 faces hexagonais: 2 - 6 = 12 arestas

Como cada aresta foi contada duas vezes, temos:
2A =24+ 12=2A=36=A=18

Aplicando a relacdo de Euler, temos:
V=-—A+F=2=V-18+8=2=V=12

Assim, o numero de vértices é 12.

(UFSC) Dado o poliedro regular,
é correto afirmar:

(01) E um tetraedro.

(02) E um octaedro.

(04) Todas as arestas sdo iguais.
(08) Obedece a relaciao de Euler.
(16) Suas faces sao triangulos equilateros.
(32) Tem 12 arestas.

lustragdes: Editaria de are

Resolucao

Vamos analisar cada sentenca:

(01) Um tetraedro possui 4 faces, e o poliedro da figu-
ra possui 8 faces (incorreta);

(02) O poliedro € um octaedro, pois possui 8 faces;
(04) Pelo enunciado, o poliedro da figura € regular e,
portanto, as arestas sao iguais;

(08) O poliedro possui 8 faces, 6 vértices e 12 arestas.
Pela relacao de Euler, temos:

V-A+F=2=6-—12 + 8 = 2. Logo, o poliedro
obedece a relacdo de Euler.

(16) Como o poliedro é regular, suas faces sao com-
postas por poligonos regulares. No caso do octaedro
regular, suas faces sdo triangulos equilateros.

(32) O poliedro possui 12 arestas.

Em questoes como essa, a resposta € dada pela soma

dos numeros que identificam as alternativas corretas.
Resposta: 62 (2 + 4 + 8 + 16 + 32).

Exercicios propostos

1. Em um poliedro convexo, o numero de arestas € 16
e 0 numero de faces ¢ 9. Determine o numero de
veértices.V =9

2. Um poliedro convexo tem cinco faces quadrangula-
res e duas faces pentagonais. Determine o nimero de
arestas e o numero de vertices. 15 arestas e 10 vértices

3. Um poliedro convexo tem onze faces, das quais cinco
sdo triangulares, cinco sao retangulares e uma € pen-
tagonal. Quantos vertices tem esse poliedro? v = 11

4. (UECE) Um poliedro convexo tem 32 faces, sendo
20 hexagonos e 12 pentagonos. O niimero de vérti-
ces deste poligono é:

a) 90 xe) 60
b) 72 d) 56

5. (Mack-SP) Determine o niimero de vértices de um po-
liedro que tem trés faces triangulares, uma face qua-
drangular, uma pentagonal e duas hexagonais. V=10

Escreva
no caderno

6. A figura representa a planificacao de um poliedro.

MNao, pois os poligonos das faces ndo sado congruentes (quadrados e pentagonos).
a) Esse poliedro e regular? Justifique sua resposta.

b)Verifique se é valida a relacao de Euler nesse po-
liedro. E valida a relacio de Euler.

7. Um geologo encontrou, em uma de suas exploracoes,
um cristal de rocha no formato de um poliedro que
satisfaz a Relacdo de Euler, com 60 faces triangula-
res. Calcule o nimero de vértices desse cristal. v = 32

Capitulo 2 + Poliedros 45



8. (UFCG-PB) Um professor de Matematica, em uma | 10. Em uma publicacdo cientifica de 1985, foi divul-

aula de Geometria, pediu que cada aluno construisse gada a descoberta de uma molécula tridimensional
um poliedro convexo regular com 20 faces triangu- de carbono, na qual os atomos ocupam os vértices de
lares. Podemos afirmar que o numero de vértices do um poliedro convexo cujas faces sdo 12 pentagonos e

20 hexagonos regulares. Em homenagem ao arquiteto
norte-americano Buckminster Fuller, a molécula foi

2) ::E ;] ;9 D denominada fulereno. Determine o numero de atomos
Az )27 de carbono nessa molécula e o numero de ligacoes en-

9. (Unifesp) Considere o poliedro cujos vértices sao os tre eles representadas pelas arestas do poliedro. I
b atomos e 90 higacoes.

poliedro construido por cada aluno € igual a:

pontos médios das arestas de um cubo.

Alexandre Argozino Meto

O numero de faces triangulares e o niimero de faces

quadradas desse poliedro sao, respectivamente:
a)8e8. c)be8. e)6eb.

Molécula de fulereno, representada fora
xb)8 e 6. d)8 e 4. de escala e em cores-fantasia.

. Historia da Matematica

A relacao de Euler para poliedros

A medida que se aproximava o fim do século XIX, os matematicos comecaram a desenvolver um novo tipo de geometria,
no qual conceitos familiares como comprimentos e angulos nao desempenhavam nenhum papel e nao se fazia distincao entre
triangulos, quadrados e circulos. Inicialmente foi chamada de analysis situs, a analise de posicao, mas os matematicos rapi-
damente optaram por outro nome: topologia.

A topologia tem suas raizes em um curioso padrao numerico que Descartes notou em 1639, quando pensava sobre os
cinco solidos regulares de Euclides [Euclides descreveu matematicamente os solidos de Platdo]. Descartes foi um polimata
nascido na Franca que passou a maior parte da sua vida na republica holandesa. Sua fama reside principalmente na sua filo-
sofia, que provou ser tao influente que durante muito tempo a filosofia ocidental em grande medida consistiu em respostas
a Descartes. Nem sempre concordando, & preciso ressaltar, mas nao obstante motivadas por seus argumentos. Seu bordao,
cogito ergo sum - "Penso, logo existo” -, tornou-se moeda cultural corrente. Mas o0s interesses de Descartes estendiam-se para
alem da filosofia, abrangendo ciencia e matematica.

Em 1639 Descartes voltou sua atencao para os solidos regulares, e fol entdao que notou seu curioso padrao numerico. Um
cubo tem 6 faces, 12 arestas e 8 vertices; asoma 6 — 12 + 8 e igual a 2. Um dodecaedro tem 12 faces, 30 arestas e 20 vertices;
asoma 12 — 30 + 20 = 2. Um icosaedro tem 20 faces, 30 arestas e 12 vertices; a soma 20 — 30 + 12 = 2. A mesma relacao vale
para o tetraedro e o octaedro. Na verdade, ela se aplica a um solido de qualquer forma, regular ou nao. Se o solido tem F faces,
A arestas e V vertices, entdo F — A + V = 2. Descartes encarou essa formula como uma curiosidade menor e ndo a publicou.
S0 muito mais tarde os matematicos viram essa equacao simples como um dos primeiros e cuidadosos passos rumo a grande
historia de sucesso na matematica do seculo XX, a inexoravel ascensao da topologia.

[...] Sobrou para o infatigavel Euler, o matematico mais prolifico da historia, provar e publicar essa relacao, o que foi feito

em 1750 e 17561.
STEWART, lan. 17 equacdes que mudaram o mundo. Rio de Janeiro: Zahar, 2013. p. 115-116.

. Escreva .
Atividades { J 2 Tetraedro:F —A+V=2=d4d—-6+d4d=2
_ no caderno Octaedro:F —A+V=2=8—-12+6=2

1. De acordo com o texto, a quem ¢ atribuida a descoberta do padrao numérico aplicavel a quaisquer poliedros

convexos: F — A + V = 27 Padrao descoberto por Descartes (1639), apesar de provado em 1750
e publicado somente em 1751, por Euler.

2. O texto afirma que a relacéo é valida para o tetraedro e para o octaedro. Verifique.

3. Conforme apresentado no texto, a relacao também é valida para solidos nao regulares.

Hustragdes: Editoria de arte

Verifique a relacao para o poliedro nao regular ao lado.
F—A+V¥V=2=25—-9+6=12
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Em nosso cotidiano nos deparamos com varios objetos E 5
gue lembram a forma de um grupo particular de poliedros | E E
denominado prisma. Veja alguns exemplos ao lado. g =

Agora, vamos estudar os prismas, suas caracteristicas, § §
seus elementos e maneiras de calcular a area da superficie %— G
e o volume de um prisma. - z

Vamos considerar dois p|aﬂIDS paraIeIDS «aef, o O contéiner & utilizado para Pavimento hExagr:maI
pghg[}nn convexo ABCDEF contido em a, eumaretar transportar diversos tipos de utilizado na pavimentacao

= . produtos. de vias publicas, como ruas
secante a esses planos e que nao intercecta o poligono. EPraca.

B

llustraghes: Editoria de arte

A figura geomeétrica formada pela reunido de todos os segmentos de reta paralelos a reta r, com uma extremi-
dade em um ponto do poligono ABCDEF e a outra no plano B, € denominada prisma.
Considerando o prisma representado na figura abaixo, destacamos os seguintes elementos:

* bases: sao os poligonos convexos congruentes ABCDEF e AB'C'D'E'F' situados nos planos paralelos « e B (planos
das bases);

* faces laterais: sao os paralelogramos ABB'A’, BCC'B’, ..., AFF'A’;
e vértices: sao os vértices das faces do prisma, A, B, ..., F';

* arestas das bases: sao os lados dos poligonos das bases AB, BC, ... E'F:
* arestas laterais: sao os segmentos de reta AA’, BB’, ..., FF":

e altura: é a distancia entre os planos das bases. aresta Iateral

Podemos classificar os prismas de acordo com o nimero de lados dos
poligonos das bases. Por exemplo, os prismas sao:

A - : . ,i ;
o /’/_‘ B |

* triangulares quando as bases sao triangulos; aresta da base face lateral

* quadrangulares quando as bases sao quadrilateros;
e pentagonais quando as bases sao pentagonos, e assim por diante.

De acordo com a inclinacao das arestas laterais em relacao aos planos das bases, os prismas podem ser retos
ou obliquos.

O prisma é reto quando as arestas laterais sao perpendiculares aos planos das bases e é obliguo quando as
arestas laterais sao obliquas aos planos das bases.
Exemplos:

Prismas retos Prismas obliquos

e L i e e

i
v
o
i

LoV

Prisma pentagonal Prisma triangular Prisma hexagonal Prisma quadrangular
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P Prisma regular

Se o prisma for reto e as bases forem poligonos regulares, o prisma é regular.
Por exemplo, a figura ao lado representa um prisma hexagonal regular; assim:

* 3as bases sao hexagonos regulares;

Nlustragdes; Editoria de arte

* 3s faces laterais sao retangulos congruentes.

P Seccdo transversal de um prisma

A interseccao de um prisma com um plano paralelo as suas bases é
denominada seccao transversal do prisma.
Observe na figura ao lado que a seccao transversal de um prisma € um

poligono congruente aos poligonos das bases. /
P Paralelepipedos |

: : . Ze0 b -~ Seccao
Os prismas cujas bases sao paralelﬂgramns recebem nomes especials. « transversal

 Paralelepipedo: é um prisma cujas bases sao paralelogramos.

 Paralelepipedo reto retiangulo ou bloco retangular: é um prisma reto cujas bases e as faces laterais sao
retangulos. O paralelepipedo reto retangulo é um caso particular do paralelepipedo.

* Cubo ou hexaedro regular: ¢ um prisma reto cujas faces sao todas quadradas. O cubo é um caso particular
do paralelepipedo reto retangulo.
Exemplos:

Paralelepipedo reto retingulo

Paralelepipedo

D Medida da diagonal de um paralelepipedo reto retiangulo e
de um cubo

Vamos considerar um paralelepipedo reto retangulo de dimensoes a, b e c.
U

M

Sejam d e D as diagonais da base e do paralelepipedo, respectivamente. Assim, temos:

e QO triangulo QMN é retangulo em M e, pelo teorema de Pitagoras, temos:
(QN)* = (MN)* + (MQY
d2=at+b (1

e O triangulo NQU é retangulo em Q e, pelo teorema de Pitagoras, temos:
(UN)* = (QN)* + (QUY
D2=ad?+c (D
Substituindo (1) em (II):
D:=(E*+bd)+c

» Medida da diagonal de um paralelepipedo
D= Jal +h+ & reto retdngulo de dimensdes a, be .
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Como o cubo tem as trés dimensoes com a mesma medida e indicando-a por a, temos: g
e Diagonal d da base: e Diagonal D do cubo: é
d?2=a+a=d’=2a () D2=d?+a? () -
Substituindo (1) em (II: %
D? = 2a* + a* = D? = 3a° E

_ | Medida da diagonal de um
D =a “@ cubo de aresta de medida a.

p Area da superficie de um prisma

Em um prisma, definimos:

* areada base (S ): € a area de um dos poligonos das bases;
* area lateral (S,): é a soma das areas de todas as faces laterais;
* area total (S,): é a soma da area lateral e das areas das bases.

Entao, podemos escrever:

S, =S, + 25,

'Exercicios resolvidos

“® Dado um paralelepipedo ’ Em um prisma triangular regular, a medida a da ares-

" reto retingulo de dimen- p— ta da base é igual a medida h da altura do prisma.
soes 5 cm, 4 cm e 3 cm, de- Sabendo-se que a area lateral € 10 m?, calcular a area
termine: ’ total do prisma.
a) amedida de suadiagonal. | - 5 cm :
b) a area total da superficie e Resolucao
do paralelepipedo. Planificando a superficie do prisma, temos:

Resolucao

@ EiY
O O] @ | @ s A,

® R | j-—— d —=, |— g —

P o ] ==

| -—— IO —
Il
[=1]

R —. |

d

a)A diagonal do paralelepipedo € definida por

D=+a?+b?+c2. Logo: A face lateral é um retangulo de dimensoes a e h.
D=J52+42+32:}D=£ﬁ=5ﬁ:}1:}=5\&. 5,=3-(a:-h)=S§,=3-(a-a)=>8,=3a’
Portanto, a diagonal do paralelepipedo é 5v2 cm. Como S, = 10 mr’, temos:
b)A superficie do paralelepipedo é formada por 292 = 10 = a2 = 13_'3 s = f% - f@ e "‘Eﬁ m
6 faces retangulares, indicadas na planificacdo aci- 9
ma. Note que @ = @, @ = @ e @ = @ Calcu- A base € um triangulo equilatero cujo lado mede a:
lando cada area, temos: 10 3
S =4cm-5cm = 20 cm? szﬂzfz 34 :}szlﬂﬂmz
S@,=3-:111-5-:1'5'1=15-:1'1'12 12
S@=4cm-3cm= 12 cm? Célculo da area total:
Fnfas: §.=6;+3-8=10+2- —“i‘f= 1u[1+ %)

a 25@ T 25@ + 25@

S,=2(20+15+12)=2-47=94
Portanto, a area total da superficie € 94 cm?.

Portanto, S, = ID(1+ ﬂ] m-.
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Exercicios propostos

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Dado um cubo de aresta 8 em, calcule:

a) a medida da diagonal do cubo. 83
b) a area total do cubo. 384 an?

A diagonal de um paralelepipedo reto retangulo mede
13 dm, e a diagonal da base, 5 dm. Determine as trés
dimensoes do paralelepipedo, sendo a soma das me-

didas de todas as suas arestas igual a 76 dm.
3dm,4dme 12 dm

Um paralelepipedo reto retangulo tem arestas medin-
do 5, 4 e k. Sabendo que sua diagonal mede 310,
calcule k. k=7

Um prisma pentagonal regular tem 20 cm de altura.
A aresta da base do prisma mede 4 cm. Determine a
sua area lateral. 400 an’

Um prisma reto tem por base um triangulo isosceles
com medidas indicadas na figura.

Sabendo que a altura do prisma € igual a % do perime-
tro da base, calcule a area total da superficie do prisma.
5, = 132 dm?
Em um paralelepipedo reto retangulo, o comprimen-
to € o dobro da largura, e a altura é 15 cm. Sabendo
que a area total € 424 cm?, calcular as dimensées des-
conhecidas desse paralelepipedo. 8 cne 4an.

17. As dimensoes de um paralelepipedo reto retangulo

18.

19.

50

sdo numeros consecutivos. Sabendo que a soma das
medidas de todas as suas arestas € 84 cm, calcule a
area total da superficie desse paralelepipedo. 292 cw?

(UER.) Para construir um poliedro convexo, um me-
nino dispoe de folhas retangulares de papel de seda,
cada uma com 56 cm de comprimento por 32 cm de
largura, e de 9 varetas de madeira, cada uma com
40 cm de comprimento. Na construcao da estrutu-
ra desse poliedro todas as faces serdo triangulares e
cada aresta correspondera a uma vareta. Admita que
0 menino usara as 9 varetas e que todas as faces serdao
revestidas com o papel de seda.

Determine o numero minimo de folhas de papel de
seda necessarias para revestir o poliedro. 3 folhas.

(Enem/MEC) Conforme regulamento da Agéncia
Nacional de Aviacdo Civil (Anac), o passageiro que
embarcar em voo domestico podera transportar ba-
gagem de mao, contudo a soma das dimensoes da

Unidade 2 » Poliedros e corpos redondos

Escreva

no caderno '

bagagem (altura + comprimento + largura) nao
pode ser superior a 115 cm.

A figura mostra a planificacao de uma caixa que tem
a forma de um paralelepipedo retangulo.

i

90 cm

X

O maior valor possivel para x, em centimetros, para
que a caixa permaneca dentro dos padroes permiti-
dos pela Anac é:

a)25 b)33 42  d)45 xe) 49

20. (UFRGS-RS) O custo de uma embalagem é direta-

mente proporcional a superficie do solido que se
deseja embalar. Se o custo para embalar um cubo
de 40 cm de aresta € R$ 10,00, a embalagem de um
cubo de 80 cm de aresta custa, em reais:

a) 15 b) 20 )25 xd) 40 e) 80

21. Calcule a area total dos prismas retos ilustrados e faca a

planificacao da superficie de cada um deles no caderno.
470 cm? b) 280 m?

15 cm

8 am

5cm

22. (UFPE) Uma formiga (ignore seu tamanho) encontra-

-se no vertice A do paralelepipedo reto ilustrado abaixo.
B

llustraghes: Editona de arte

o A
Qual a menor distancia que ela precisa percorrer para

chegar ao vértice B (caminhando sobre a superficie
do paralelepipedo)? 15u.m.



p Volume

Ja estudamos como calcular a area da superficie de um solido. Agora, vamos estudar como calcular seu volume.

Para medir a quantidade de espaco que um soélido S ocupa, precisamos
comparar esse solido com uma unidade de medida de volume. O ndmero real V
positivo, obtido por essa comparacao, ¢ chamado de volume do sélido.

Vamos considerar como unidade de medida padrao um cubo cuja aresta
mede 1 u.c. (unidade de comprimento), conhecido como cubo unitario. Assim,
o volume desse cubo unitario é de 1 (u.c.)?.

D Volume de um paralelepipedo

Podemos decompor um paralelepipedo reto retangulo de dimensbes 4 cm, 2 cm e 3 cm, em cubos de 1 cm de
aresta, ou seja, 1 cm? de volume cada um. Observe:

altura (3 cm)

- ,/I.'argura (2 cm)

Para determinar quantos cubos de 1 cm?® formam esse paralelepipedo, fazemos a separacao em trés camadas.
4 colunas

.-‘F

comprimento
(4 cm)

3 camadas

lustragdes: Editaria de arte

ol
R

2 fileiras

4 cubos

8 - 3 = 24 cubos
As camadas do paralelepipedo sao formadas por duas fileiras com quatro cubos cada uma. Entao, temos:

4 - 2 = 8 — 8 cubos por camada
Como o paralelepipedo é formado por trés camadas, temos:

83 =24 > 24 cubos

Cada cubo possui 1 cm? de volume, e, portanto, o volume do paralelepipedo é 24 cm?.

Esse resultado também pode ser obtido multiplicando-se as trés dimensdes do \\
paralelepipedo: comprimento, largura e altura. Observe: A unidade de medida
. de volume do Sisterna
V=4cm-2cm-3cm=24cm Internacional de Unidades

, - _ : , (SI) & o metro cubico (m3).
O volume V de um paralelepipedo de dimensdes com medidas a, be c é N Bt o B () & bt

dado por: unidade de medida bastante

utilizada no dia a dia. Um
litro equivale a um decimetro
I clbico, ou seja:

1L=1dm?

Como o produto a - b equivale a area da base A_ e c é a medida h da altura, podemos dizer que o volume do
paralelepipedo é igual ao produto da area da base pela medida da altura: V = S_ - h.
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D Volume de um cubo

Como, no cubo, as trés dimensdes tém a mesma medida e indicando-a por a, seu volume é dado por:

V=a-ara=V=2a

) Principio de Cavalieri

Vimos como calcular o volume do paralelepipedo reto retangulo e do cubo. No entanto, determinar a formula
para o calculo do volume de outros solidos pode nao ser tao simples assim. Para estabelecer essas formulas, utili-
zaremos um resultado conhecido como principio de Cavalieri, que apresentaremos a seguir. Mas, antes, vamos
apresentar um exemplo intuitivo desse principio.

Vamos considerar duas pilhas de papel sulfite idénticas com a mesma quantidade de folhas em cada pilha,
colocadas sobre uma mesa.

Essas pilhas podem ser dispostas sobre a mesa de diferentes formas, como podemos observar na figura. Ob-
serve gue qualguer plano paralelo ao plano da mesa que intersecte as pilhas determinara interseccbes de mesma
area, que é a folha de sulfite. Além disso, em ambas as pilhas, temos a mesma quantidade de folhas de papel, ou
seja, as pilhas t8m o mesmo volume. Essa € a ideia do principio de Cavalieri, que sera apresentado a seguir.

Considere dois solidos A e B de mesma altura com as bases contidas em um mesmo plano horizontal «. Tracan-
do um plano B, paralelo a « e secante aos solidos, determinamos duas seccOes transversais cujas dreas sao S, e S,.

_____ —
h
SN, (R,

/ Nessas condicoes, o principio de Cavalieri afirma que, se para todo plano B
O pontim ve Covgien 8 tivermos S, = S., entdo os sélidos A e B terdo o mesmo volume.
desenvolvido pelo matematico - & _ :
italiano Francesco Bonaventura O principio de Cavalieri pode ser demonstrado, no entanto nao o faremos aqui
Cavalieri (1598-1647). por envolver conceitos matematicos que nao sao estudados no Ensino Médio.

Vamos considera-lo verdadeiro e aplica-lo para a determinacao do volume de
alguns solidos.
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D Volume de um prisma

Considere um prisma A e um paralelepipedo reto retangu-
lo B de mesma altura h e areas das bases iguais a S_ contidas
no plano a.

Qualquer plano B, paralelo ao plano «, que intersecte os
solidos A e B, determina seccdes transversais congruentes as
respectivas bases. Como as areas das bases de A e B sdo iguais
e valem S,, entéo as secgdes transversais também tém area igual
a S,. Portanto, pelo principio de Cavalieri, concluimos que o
volume do prisma A é igual ao volume do paralelepipedo reto
retangulo B.

Como o volume do paralelepipedo reto retangulo é dado pelo produto da area da base S, pela medida da altura
h, entao o volume do prisma Vm.sma também sera e podemos escrever:

B e i | -

_Exercicius resolvidos

P (Enem/MEC) Uma editora pretende despachar Outro modo de resolver esse problema € determinan-

um lote de livros, agrupados em 100 pacotes de
20 cm X 20 cm X 30 cm. A transportadora acondi-
cionara esses pacotes em caixas com formato de blo-
co retangular de 40 cm X 40 cm X 60 cm. A quanti-
dade minima necessaria de caixas para esse envio é:

a)9 c) 13 e) 17
b)11 d) 15
Resolucao

Em cada uma das caixas, € possivel acomodar 8 pa-
cotes de 20 cm X 20 em X 30 cm (duas fileiras com 4
pacotes cada uma). Observe:

| i
i <
o
| - _:
| “'j,'*f'"' Ve 30 cm
i A1 | (]
| .rf [ | |
S |y
: : _J_""I 1 ..r?:. | .-"?
T sl B R e e
P I t..r" | Lt
e %
" oottt 30 em
5| .7 1 : | : I
% ‘H____:_ ] I :
3 . N
E i _,.-I ] ..-"'r
by | 1o i & 20 cm
= :‘.-‘ L.ul"
%- f! "lf
E e 20 cm
2 |~ #
20 cm 20 cm

Como cada caixa acomoda 8 pacotes de livros e a edi-
tora pretende despachar 100 desses pacotes, temos:

100

8
13 caixas.

Resposta: alternativa c.

= 12,5. Portanto, sao necessarias, no minimo,

74

do arazdo entre o volume da caixa (V_,_) e o volume
dos pacotes (V. .core) PArasaber a quantidade de paco-
tes que cabem em cada caixa:

40-40-60 96000
20-20-30 12000

caixa

8. Como serao

pacote

3 = s

100 pacotes despachados, temos:

Calcule o volume de um prisma hexagonal regular,
em que a aresta da base mede 4 cm e a altura do pris-

ma mede 10+/3 cm.

Resolucao

O volume do prisma € dado por V= S§ - h.

Primeiro, precisamos determinar a area da base do
hexagono que € composta de 6 triangulos equilateros.
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Observe que a é altura do triangulo equilatero de
lado igual a 4 cm. Pelo teorema de Pitagoras, temos:

$=2+a2=16-4=a>=a=V12=23, ou
seja, 24/3 cm. Logo, a drea da base do prisma hexa-
gonal é 6- P %ﬁ =243, ou seja, 24+/3 cm?.

Agora, vamos determinar o volume do prisma:
V=S-h=V=24/3-1043 = 240-3 =720
Portanto, o volume do prisma hexagonal regular é
720 cm®.

Em um reservatorio com formato cubico de aresta

! 2 m foi colocado agua até atingir 1,5 m de altura.

4

pd

a) Qual é a capacidade desse reservatorio, em litro?

b) Qual € o volume de agua dentro do reservatorio?

Resolucao

a) Vamos determinar o volume do reservatério (V,)
cubico de arestaiguala2m. ComoV =a-a-a = a?,
temos: V, = 2° = 8.

Assim, o volume do reservatorio é¢ 8 m®. Como que-
remos saber a capacidade do reservatorio em litros,
precisamos fazer a conversao. Como cada m?® equiva-
lea1000L, temos: 8 - 1000 = 8000 ou seja, 8 000 L.
Portanto, a capacidade do reservatorio é 8 000 L.

b) Sabemos que as arestas do cubo medem 2 m; po-
rém, devemos considerar a altura de agua dentro do
reservatorio, que € 1,5 m. Seja V, o volume de agua
no reservatorio, temos: V,=2-2-15 =6, ouseja,
6m?. Convertendo paralitros, temos: 6 - 1 000 = 6 000.
Portanto, o volume de dgua dentro do reservatorio €
6000 L.

Exercicios propostos

23. Qual € o volume de argila necessario para produzir
5000 tijolos, tendo cada tijolo a forma de um parale-
lepipedo com dimensdes 18 cm, 9 cm e 6 cm? 4,86

24. As medidas das arestas de um paralelepipedo reto re-
tangulo formam uma progressio geométrica. Se a me-

nor das arestas mede + cm e o volume de tal paralele-

pipedo € 64 cm’®, calcule as medidas das outras arestas.
deme32em

25. Ao congelar-se, a agua aumenta de % o seu volume.

Que volume de agua devera congelar-se para se obter
um bloco de gelode 8 dm X 4 dm X 3 dm? 90 dm?

26. (UEPB) Um reservatorio em forma de cubo, cuja dia-
gonal mede 2./3 m, tem capacidade igual a:
a) 4000 litros
b) 6000 litros
% ) 8000 litros
d) 2000 litros
e) 1000 litros

27. E muito comum ouvirmos falar em falta de 4gua em
cidades litoraneas no periodo de veraneio.
Para prevenir-se desse problema, o sr. José instalou
uma caixa-d’agua, cujas dimensoes sao 0,80 m, 1,00 m
e 0,70 m.
Sabe-se que uma caixa-d’agua nunca fica completa-
mente cheia por causa da posicdo do cano de entra-
da. Nesse caso, os ultimos 10 cm de altura do reserva-
torio ficam vazios.
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Escreva
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Lembre-se de que 1 litro de agua equivale a um volu-
me de 1 dm®. Calcule a capacidade, em litros, dessa
caixa-d’agua, que tem a forma de um paralelepipedo.

//// 4801
n/!-.

0,70 m

28. (UFLA-MG) Em um pa-
ralelepipedo retangular
com dimensoes dadas na
figura, foi feita uma cavi- f
dade em forma de um pa-
ralelepipedo retangular
com base quadrada de
lado y. Calcule y em fun-

-
=

2x

cao de x, tal que o solido
resultante tenha volume

ommmmm———m

igual a metade do volu-
me do paralelepipedo

X2

2

>

inicial.

y =
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29. (UEPG-PR) As medidas internas de uma caixa-d’agua | 33. Um arquiteto fez o projeto para construir uma coluna

em forma de paralelepipedo retangulo sdo: 1,2 m, de concreto que vai sustentar uma ponte. A coluna
1 me 0,7 m, Sua capacidade é de: tem a forma de um prisma hexagonal regular de ares-
a) 8400 L d)8,4L ta de base 2 m e altura do prisma 8 m.
b)84 L e)n.d.a. Calcule:

xc) 840 L a) a area lateral da estrutura de madeira que deve ser

30. (UFRN) Quando se diz que, numa regiao, caiu uma utilizada para a construcéo da coluna; % m’

chuva com precipitacio de 10 mm de agua, isso sig- b) o volume de concreto necessario para preencher a
nifica que cada metro quadrado dessa regido recebeu forma da coluna. 483 n?
10 litros de agua da chuva.

34. (Ufersa-RN) De uma viga de madeira de seccio qua-
drada de lado £ = 10 cm, extrai-se uma cunha de al-
tura h = 15 cm, con-
forme a figura.

Uma caixa-d’agua de 1,5 m de altura, 0,8 m de largura
e 1,4 m de comprimento, com uma abertura na face su-
perior, na forma de um quadrado com 40 cm de lado,

recebeu agua diretamente de uma chuva de 70 mm. , E

Admitindo-se que a caixa so tenha recebido agua da {hyotume Casnbas

chuva, pode-se afirmar que o nivel da agua nessa cai- a) 250 cm’ 15 cm

Xa aumentou: b) 500 cm? _

a) 0,8 cm ©)1,2cm x €) 750 cm® . /
xb)1cm d)2 cm d)1 000 cm? oy, 10 cm

31. Uma barra de chocolate tem o formato da figura 35. Determine o volume do prisma obliquo representado

abaixo. Calcule o volume de chocolate contido nessa i Bt 0 &l

barra. (Use /3 =1,73.) 83,04 en’

Nustragdes: Editonia de arte

5cm

36. (UFRGS-RS) Um solido geométrico foi construido
dentro de um cubo de aresta 8, de maneira que dois de

seus vertices, P e Q, sejam os pontos médios respecti-

32. Um prisma reto, de ferro, de densidade aproximada vamente das arestas AD e BC, e os vértices da face su-
7.5 g/cm?, tem por base um trapézio isosceles como perior desse solido coincidam com os vértices da face
indica a figura. superior do cubo, como indicado na figura a seguir.

H 34 cm G H G
A
i
E r
[ |
'
'
40 cm 2
! |
! i
] i D
[ i
I e s i E
D : ) l:_ F f‘_ -
15 15
Cm A

Determine: O volume desse solido é:

a) o volume desse sélido. 12 000 an? a) 64 xc) 256 e) 1024
b)128 d)512

b) a massa desse solido. 90ko
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Conexdes , Consumo consciente

37. Leia o texto a seguir a respeito do consumo consciente e da
geracdo de lixo e faca o que se pede.

Lixo: um grave problema no mundo moderno

[...] O aumento na geracao de residuos solidos tem varias
consequéncias negativas: custos cada vez mais altos para coleta
e tratamento do lixo; dificuldade para encontrar areas disponiveis
para sua disposicao final; grande desperdicio de matérias-primas.
Por isso, os residuos deveriam ser integrados como matérias-pri-
mas nos ciclos produtivos ou na natureza. [...]

Como resolver o problema do lixo?

Um caminho para a soluciao dos problemas relacionados com :
o lixo € apontado pelo Principio dos Trés Erres (3R’s) — reduzil, A geracao de lixo é um dos problemas da sociedade
reutilizar e reciclar. Fatores associados com estes principios de-  moderna.
vem ser considerados, como o ideal de prevencao e nao geracao
de residuos, somados a adocao de padroes de consumo sustentavel, visando poupar os recursos naturais e conter o

desperdicio. [...]

Materiais Tempo de decomposicao
Fa_pel De 3 a 6 meses
Panos De 6 meses a 1 ano

Filtro de cigarro Mais de 5 anos
Madeira pintada Mais de 13 anos
Nailon Mais de 20 anos
Metal Mais de 100 anos
Aluminio Mais de 200 anos
Plastico Mais de 400 anos
Vidro Mais de 1000 anos
Borracha Indeterminado

Embalagem: quanto mais simples, melhor

Vocé ja prestou atencao na quantidade e variedade de embalagens que acompanham os produtos que consumi-
mos? Sera que precisamos de todas elas? E certo que as embalagens sao muito teis: protegem os produtos contra
sujeira e o ataque de insetos e roedores, conservam os produtos por mais tempo e os deixam mais atraentes, facilitam
o transporte e trazem informacoes importantes para o consumidor. O problema é que, depois de cumprir sua funcao,
elas acabam indo para o lixo.

O pior & que as embalagens estdao ficando cada vez mais sofisticadas e complexas. Com o aperfeicoamento das
técnicas de conservacao de produtos, novos materiais foram agregados as embalagens para torna-las mais eficientes.
Essas misturas, no entanto, dificultam tanto a sua degradacao natural como a sua reciclagem.

Por esse motivo, o setor de embalagens podera contribuir de forma substancial para o consumo sustentavel se enca-
rar o desafio de atender a demanda e ao mesmo tempo eliminar os residuos pés-consumo que comprometam o futuro. Isso
implica desenvolver tecnologias mais limpas e que privilegiem a reducao da geracao de residuos, utilizar materiais menos
agressivos ao meio ambiente, reduzir o uso de materiais desnecessarios, promover a reutilizacao e a reciclagem. [...]

BRASIL. Ministério da Educacao. Consumo Sustentavel: manual de educacao. Brasilia: Consumers International/MMA/MEC/IDEC,2005.
Disponivel em: <http://portal. mec.gov.br/dmdocuments/publicacao8.pdf=. Acesso em: 29 dez. 2015.

a) De acordo com o texto, qual € uma das possibilidades para solucionar os problemas relacionados a geracao de

T ~ ST - o Reduzir, reciclar e reutilizar. Por serem compostas por
lixo? Por que as embalagens modernas sdo cada vez mais dificeis de reciclar? . " "° " <simusbenis

b) As embalagens longa vida sao compostas por papel, plastico e aluminio. Se uma dessas embalagens tem as me-
didas de comprimento, largura e altura iguais a 9,5 cm, 6,5 cm e 16,5 cm, respectivamente, determine quantos cm?
sdo necessarios para sua confeccao, seu volume em cm® e sua capacidade em litros. (Considere nio serem necessa-
rias partes extras para colagem, apenas considerando a area total da superficie.) 5 = 651,5cm%V = 10189 cm® = 1,0189 L

c) Reflita e enumere acoes que podemos adotar para minimizar os problemas causados pelo lixo em nosso dia a dia.

Discuta com os colegas sobre essas acoes, e elaborem um quadro-resumo, contendo todas as boas praticas sugeridas.
Resposta pessoal.
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Piramides

Além dos prismas, ha um outro grupo de poliedros, cuja forma pode ser associada a objetos do cotidiano, como
mostram alguns exemplos abaixo.

3

E

=

&

g

E
Foto da piramide de Quedps, localizada em Gizé, no Egito em Foto da entrada do Museu do Louvre, em Paris,
2015. Ela é a unica das sete maravilhas do mundo antigo que se na Franga, 2016. A piramide feita de vidro e aco foi planejada
mantém até hoje. pelo arquiteto |. M. Pei e inaugurada em 1989 como uma nova

entrada para suportar o fluxo de pessoas no museu.

Esse tipo de poliedro é denominado piramide e estudaremos a seguir suas caracteristicas, seus elementos e
maneiras de calcular a area da superficie e o volume de uma piramide.

v

Vamos considerar um plano «, o poli-

gono convexo ABCDE, contido em «, e

um ponto V que nao pertence a a. E
a e
B C
o 0

A figura geomeétrica formada pela reuniao de todos os segmentos de reta que tém uma extremidade no ponto
\V e a outra em um ponto do poligono é denominada piramide.

Considerando a piramide representada na figura ao lado, destaca-

Mos 05 SEgUiﬂTLE'E elementos:

com o numero de lados do poligono da base.
Por exemplo, as piramides sao:

base: é o poligono convexo ABCDE contido no plano «;

vértice da piramide: é o ponto V, e os vértices da base sao os
pontos A, B, C, D, E;

faces laterais: sao os triangulos VAB, VBC, ..., VEA;

arestas da base: sao os lados do poligono da base AB, BC, ..., DE;

arestas laterais: sao os segmentos de reta VA, VB, ..., VE

altura: é a distancia entre o ponto V e o plano da base, «.

Podemos classificar as piramides de acordo

triangulares quando a base & um triangulo;
quadrangulares quando a base & um gua-

drilatero;
pentagonais quando a base é um pentagono, 5
e assim por diante. Piramide triangular

vértice — _V

face lateral ———

aresta —_
lateral

A B

Piramide quadrangular Piramide pentagonal
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p Piramide regular

Uma piramide é regular quando sua base & um poligono regular e a projecao ortogonal do vértice sobre o
plano da base é o centro O da base; ou seja, o centro da circunferéncia circunscrita.

Considerando a piramide regular de base quadrada representada na figura ao lado, destacamos os seguintes
elementos:

* altura da piramide: ¢ o segmento de reta VO que liga o vértice V
ao plano da base, e indicaremos sua medida por h;

* faces laterais: sdo triangulos isosceles congruentes;
* arestas laterais: sao congruentes, e indicaremos sua medida por a;

e arestas da base: sao congruentes e compéem o poligono que forma
a base, e indicaremos sua medida por £;

e apotema da base: é o apotema do poligono regular da base, e
indicaremos sua medida por m;

* raio da base: é o raio da circunferéncia de centro O na qual o po-
ligono da base esta inscrito, e indicaremos sua medida por r.

* apotema da piramide: é a altura de cada face lateral (correspondente
a altura relativa a base de um triangulo isosceles), e indicaremos sua
medida por q.

Nas piramides regulares, podemos determinar as medidas de todos os seus elementos conhecendo alguns deles.

Considere a piramide regular representada na figura a seguir e observe os triangulos retangulos VMB, VOM, VOA
e OMA.

Aplicando o teorema de Pitagoras, temos as seguintes relacoes:

e AVMB « AVOM  AVOA « AOMA
v v v 0 :
=
r -
m e
3
: | %
Mg T 2
h L7
h g a i 2 ] ,
r=’-=m3+(§)
: [¥
0 m M 0 r A
g’ =h?*+ m? a?=h*+r
—ipik [E)
=g +(3)
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D Seccao transversal de uma piramide

A interseccao de uma piramide com um plano paralelo a sua base é denomi-
nada seccao transversal da piramide.

Observe na figura abaixo que a seccao transversal de uma piramide € um
poligono semelhante ao poligono da base.

yid

Mustragdes: Editoria de arte

) Area da superficie de uma piramide

A figura abaixo representa a planificacao da superficie de uma piramide qua-
drangular regular.

superficie lateral

Em uma piramide, definimos:

* areada base (S,): € a area do poligono da base piramide;
» area lateral (S,): é a soma das areas de todas as faces laterais;

* area total (S): é a soma da area lateral e da area da base.

Entdo, podemos escrever:
= SR
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Exercicio resolvido

»» Em uma feira de artesanato, foi construida uma ten-
da com tecido no formato de uma piramide hexagonal
regular com 8 m de altura e aresta da base medindo
4+/3 m. Considerando que quem armou a tenda dei-
xou uma das faces laterais como porta (sem fechamen-
to do tecido), calcule a quantidade de tecido necessa-
ria para a cobertura da tenda.

Resolucdo

Primeiro vamos representar a tenda e sua base:
V

Hustracdes: Editoria de arte

No tridngulo AOB, m € a medida do apotema da base,
entao:

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo VOM,
temos:

g=60+8=2¢g"=36+64=100=¢g=10
Célculo de area S_de uma face da piramide:

5f=ﬂTg:}5f=@=2w§:.5f=sz§

Como uma das faces laterais nao usara tecido (porta),
temos que a area lateral sera dada por:

5-20/3 m*=100J3 m”

Portanto, serao necessarios 100+/3 m® de tecido.

Exercicios propostos

38. Considere a piramide quadrangular regular indicada
na figura e determine o que se pede.

12 cm

a) A medida do apotema da base. 6

b) A medida do apotema da pirdmide. 2,13 em

c) A medida da aresta lateral. 7 /77 o

d) A area total da superficie da piramide. d8(3+ Ji3 ) e’

39. Considere a piramide hexagonal regular indicada na
figura e determine o que se pede.

6 cm

— =

a) A medida do ap6tema da base. 443 an
b) A medida do ap6tema da pirAmide. 221 en
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41.

42.

43.

44,

Escreva
no caderno

¢) A medida da aresta lateral. 10em
d) A drea total da superficie da pirdmide. 48,3 (2+7) ¢y

Em uma piramide regular de base quadrada, a me-
dida do perimetro da base é 40 cm. Sabendo que a
altura da piramide mede 12 cm, calcule a area lateral
da superficie dessa piramide. 260 an

Calcule a area lateral da superficie de uma piramide
triangular regular cuja aresta lateral mede 13 cme o
apotema da piramide mede 12 cm. 180 o’

A figura abaixo mostra uma piramide de base trian-
gular em que todas as arestas tém mesma medida,
igual a 15 cm. Determine a area total da superficie
dessa piramide. 225v3 an

(UFPel-RS) Um campista confeccionou um piso cir-
cular de lona para inscrever a base de sua barraca,
que tem a forma de uma piramide quadrangular
regular. O apotema dessa piramide € 2 m e a area
lateral, 8+/2 m?2. Calcule a drea do piso circular
confeccionado. 4z’

(ITA-SP) Calcular a area lateral de uma piramide
regular quadrangular de altura 4 cm e area da base
64 cm?.5, = 642 an?



) Volume de uma piramide

Considere a piramide P de altura medindo h e base ABCDE de area A , contida em um plano horizontal «, e
um plano B, paralelo a a e secante a piramide. O plano B determina uma seccao transversal A'B'C'D'E’ de area
A, que é base da piramide Q de altura d (piramide menor) e semelhante a base ABCDE.

V
't

piramide ) ——— d

Hustraches; Editoria de arte

No capitulo 11 do volume 1 desta colecao estudamos a semelhanca de poligonos e vimos que se dois po-
ligonos sao semelhantes e tém razao k, entao a razao entre as respectivas alturas também é k e a razao entre as
respectivas areas é igual a k2. Esse conceito também é valido para outras figuras geométricas, como a piramide.

: . AB
Assim, as piramides P e Q sao semelhantes com razao de semelhanca k = NB Mas a razao entre as alturas de

Pe Q também é igual a k. Entdo, sendo h a medida da altura de P e d a medida da altura de Q, podemos escrever:

k=h

i Como a razao entre as areas € igual a k2, podemos escrever:

_h 2 _(hY

Como as bases das piramides P e Q sao semelhantes, temos:

A, 2 A}-(h]z
A, =g ~\d

Agora, considere duas piramides M e N de mesma altura de medida h, com bases de mesma area A, e A, con-
tidas em um plano horizontal a. Qualguer plano B, paralelo a a e secante as piramides, determina duas seccoes

transversais de areas S,, e S,, respectivamente.

Ay _(h\ o Au_ h)‘*

Sabemos que = _[d) e q—(H :
A, A
Logo, =M =1
Wes 5

Como A, = A, concluimos que S,, = S, para qualquer plano B paralelo a a.
Com isso, pelo principio de Cavalieri, temos que, se todas as seccoes transversais de duas piramides de mesma

altura tém areas iguais, entao seus volumes sao iguais.
Esse fato sera utilizado a sequir para determinar o volume de uma piramide.

Capitulo 2 + Poliedros 61



Para calcular o volume de uma piramide, vamos considerar o prisma de base triangular
ao lado.

Esse prisma pode ser decomposto em trés piramides triangulares: 1, 2 e 3, como mostram
as figuras abaixo.

Hustracdes: Editoria de arte

Pirdmide 1 Piramide 2 Piramide 3

Observe que:

e 3aspiramides 1 e 2 tém a mesma altura (altura do prisma), tém bases congruentes (AABC = ADEF, pois cada
triangulo é uma base do prisma) e, portanto, as piramides 1 e 2 tém o mesmo volume;

e 3s piramides 2 e 3 tém a mesma altura (em relacao as bases consideradas, a altura é a distancia do ponto D
ao retangulo BCFE), tém bases congruentes (ACEF = ABCE, pois cada um desses triangulos € a metade do
retangulo BCFE) e, portanto, as piramides 2 e 3 tém o mesmo volume.

Logo, as piramides 1, 2 e 3 tém o0 mesmo volume, ou seja, V=M =Y,
SejaV_.__ =V, +V, + V, (soma dos volumes das trés piramides) e considerando V, =V, =V, =V, temos:

prisma
V. =V+V+V=V_ =3:‘-1@’:'.1-‘-,.#:HH""“""”‘a
prisma prisma 3
Assim, o volume de cada piramide é igual a % do volume do prisma triangular dado. Como o volume do prisma
eV i = S+ h, podemos escrever:
N Sy -h
— __ pisma —
V = 3 = V = 3

Essa é a formula de calculo do volume de uma piramide triangular. Vamos mostrar que ela também é valida
para uma piramide qualqguer. Para isso, considere uma piramide de altura medindo h e cuja base € um poligono de
n lados com drea S,. A figura ao lado mostra um exemplo para n igual a 5.

A partir de um dos vértices da base, tracamos todas as n — 2 diagonais do poligono da
base, obtendo n — 2 tridngulos. Podemos dividir a piramide em n — 2 piramides triangulares
de mesma altura da piramide original e areada base S, S, ..., S__, tracando planos deter-
minados por essas diagonais e pelo vértice V. O volume V da piramide sera igual a soma dos
volumes das n — 2 piramides triangulares. Entao:

1 1 1 1
v=?-5,-h+§-52-h+...+§-sn_2-h=}v=§-his1 +5 % .. 5 )
MasS, =S, +S,+ ... +S__,. Entao, o volume de uma piramide qualquer de altura me-

dindo h e area da base S, é igual a:

S.-h

1
V=? &

P Tetraedro regular

A piramide que possui quatro faces idénticas, sendo todas elas triangulos
equilateros, é chamada de tetraedro regular.

Como todas as faces sao triangulos equilateros, todas as arestas (da base e da
lateral) sdo congruentes, e podemos determinar a altura (h) e a area total da super-
ficie (S,) da piramide em funcao de sua aresta de medida a.
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D Altura do tetraedro regular

Seja ABCD um tetraedro reqular de aresta de medida a.

O apotema de uma face do tetraedro é a altura de um triangulo equilatero de
lado de medida a.

Considerando o triangulo retangulo DMC e aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

2 2
azz[%) +92=}gl=61—%:?gz—7:'g_av{_

Histracdes: Editona de arte

Como o tetraedro é regular, o ponto H coincide com o circuncentro do triangulo

ABC. No entanto, como ABC é equilatero, H também € o baricentro (ponto de en-

contro das medianas) do triangulo e, portanto, MH =

1

3

Considerando o triangulo retangulo DHM e aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

2
91=h2+(%g) :}h1=gz

a3

Comog = —5—, temos:

2

9 Z

Zz
8 (aV3
T o i .
( ):”h 36

243"

;g =:-~h1-391
226 _ I
6 3

A area total da superficie (S,) do tetraedro regular é igual a quatro vezes a area de uma face (S,). Assim:

10

o

__Exercicius resolvidos

St=4-5f:.%51=§-4-a-

1 a3
2

=5, =4:

azf - St= EIJE_

Em uma piramide cuja base € um quadrado de lado
3 cm e sua altura mede 10 cm, calcular o volume
dessa piramide.

Resolucao -=
Observe a piramide da figura ao lado:

ol g *
Como V= 3 S, -h, precisamos de- 46 em

terminar a drea da base (S,).

A base € um quadrado, logo:

S,=P=5 =3¥=9=8 =9an’
Calculo do volume (V): 3am
V=2%-5,-h= V=2-9:10=30= V=30cm’

Portanto, o volume da pirdmide € 30 cm?®.

Em uma piramide hexagonal regular, a aresta da
base mede £ = 2 cm. Sabendo que a area lateral da
piramide é 30 cm?, calcule o volume da piramide.

Resolucao

Seja a piramide:

Apotema da base (m):

A base € um hexagono regular, logo:
B 2B e

Como a base € hexagonal, a piramide tem seis faces

laterais:

S 30
Sf_F[ Sf—?—SﬁSf_S

Apotema da piramide (g):

£ 2
S¢ —Tg::rS—?g:ﬁg 5

Altura da piramide (h):
g=h?+m?=5=h>+(y3) =>h=+22

Area da base (8S,):

Como a base ¢ um hexagono regular, sua area é igual

a seis vezes a area do triangulo equilatero de aresta
£ =2cm.

€3 43 643

Shzﬁ' Sb—ﬁl T— 3:‘:*5]::5\#@-‘:1112

Volume da piramide (V):
V=38,-h=V=2-6J3-v22 =266 = V=266

Portanto, o volume da pirdmide é 2 /66 cm® .
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p Considere um tetraedro regular ABCV de aresta de
medida a = 4 cm, em que AM é uma mediana do
triangulo equilatero ABC, base do tetraedro.

A partir dessas informacoes, determine:
a) a medida da mediana AM:
b) a medida da altura do tetraedro;

c) a area total da superficie do tetraedro.

Resolucao

a) Em um triangulo equilatero, a mediana coincide
com a altura. Assim, a medida da mediana AM é igual
a medida da altura relativa ao lado BC do tridngulo
equilatero ABC de lado de medida a, ou seja:

av3 43
g 2 =243

Portanto, a medida da mediana AM é 2+/3 cm.
b) Vimos que a medida h da altura de um tetraedro

AM =

6
regular € dada porh = %. Entao:
a6 _ 46
3 3
. , 446
Portanto, a medida da altura do tetraedro é —om.

c) A drea total S,_da superficie de um tetraedro regu-
lar é dada por S, = a’J/3. Entao:
S =a%/3 =43 =1643

Portanto, a area total da superficie do tetraedro é

Exercicios propostos

3V
45. (FUC-MT) Determine o volu- —
me de uma piramide cuja pla-

nificacao é:

v=2
3

|H'

1 2 I
46. (UFPA) Uma piramide triangular regular tem 9 cm?®
de volume e 43 cm de altura. Qual a medida de
aresta da base?

a)ﬁcm
Xb)3 em

c) 242 em

d)+/3 cm

47. (Unicamp-SP) Uma piramide regular, de base qua-
drada, tem altura igual a 20 cm. Sobre a base dessa
pirimide constroi-se um cubo de modo que a face
oposta a base do cubo corte a piramide em um qua-
drado de lado igual a 5 cm. Faca uma figura represen-

tativa dessa situaqc’fiﬂ e calcule o volume do cubo.
eja a secao Resolucdes no Manual do Professor.

. (UFPE) Uma piramide hexago-
nal regular tem a medida da
area da base igual 2 metade da

e}g cm

area lateral. Se a altura da pira-
mide mede 6 cm, assinale o in-
teiro mais proximo do volume
da piramide, em cm?®. Dado: use
a aproximacdo: /3 = 1,73. =83

49. (UFPE) Os vértices de um te-
traedro sdo um dos vértices
de um cubo de aresta 30 cm
e os trés vértices ligados a ele
por uma aresta do cubo, como

ilustrado na figura ao lado. Se

i : V
V é o volume do tetraedro, em cm?, assinale —— .

. 100
o0 = 45
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50. (UFPR) As figuras abaixo apresentam um bloco re-

51.

52.

tangular de base quadrada, uma piramide cuja base é
um triangulo equilatero, e algumas de suas medidas.

=

= *
- w

a\,fff 8
8
a) Area da base da pirdmide: 16./3

a) Calcule o volume do bloco retangular e a area da
base da pirdmide. Volume do blaco retangular: 128

b)Qual deve ser a altura da piramide, para que seu
volume seja igual ao do bloco retangular? 8+3

Uma pedra preciosa tem a forma
de um octaedro regular de aresta
8 mm, conforme indica a figura.

Calcule o volume dessa pedra.
51242,

3 ¥
(UFMA) A figura abaixo representa um paralelepipedo
retangulo, no qual esta inscrito um octaedro cujas 8 fa-
ces sao tridngulos equilateros com 1 cm de lado. (Obs.:
octaedro € o solido resultante da reunido de duas pira-
mides quadrangulares de bases

congruentes.)

Nessas condicoes, € correto
afirmar que o volume do pa-
ralelepipedo, em centimetros
cuibicos, é:

a]% Xxe) V2 e) 242
b) ¥3
2

d) V3

lustraghes: Editoda de arte



) Tronco de piramide

tracamos um plano «, paralelo a sua base a uma distancia de medida d do
vértice V da piramide.

de medida d e um poliedro denominado tronco de piramide.

D Volume de um tronco de piramide

mMOos as seguintes medidas:

Considerar uma piramide hexagonal de vertice V e altura de medida h,

O plano « separa a piramide inicial em dois solidos: uma piramide de altura

Em um tronco de piramide destacamos os seguintes elementos:

base maior do tronco: é a base da piramide inicial;

base menor do tronco: é a seccao transversal obtida com a interseccao do
plano a com a piramide inicial;

faces laterais: sao trapézios;

altura do tronco: é a distancia entre as bases do tronco, e indicaremos
sua medida por k = h — d.

base menor
Quando a piramide inicial é regular, dizemos que o tronco da pira-
mide é regular. Em um tronco de piramide regular:
* as bases sao poligonos regulares semelhantes;
e as faces laterais sao trapézios isosceles congruentes;

* 3 altura de cada trapeézio e chamada de apotema do tronco, e
indicaremos sua medida por f.

face lateral

—— base maior

Area da superficie de um tronco de piramide

Em um tronco de piramide definimos:

areas das bases (S, e S,): area da base maior (S,) é a area do poligono da base maior, e area da base menor
(S,) é a area do poligono da base menor;

area lateral (S ): é a soma das areas de todas as faces laterais;
area total (S,): é a soma das areas das duas bases e da area lateral.

Entao, podemos escrever:

T i S

Considere o tronco de piramide representado na figura ao lado. Nele, identifica-

area da base maior: 5.

area da base menor: S,;

altura da piramide VABCD: h;
altura da piramide VA'B'C'D": d;
altura do tronco: k.

Pode ser demonstrado que o volume V de um tronco de piramide, cujas areas das

bases sao S, e S, e com altura de medida k, é dado por:

V=§(55 Fal9 % "'Sb)

O volume do tronco também pode ser determinado pela diferenca entre o volume da piramide maior de base

ABCD e o volume da piramide menor de base A'B'C'D’'. Dependendo das informacdes que se tém, opta-se pelo
processo mais pratico em cada caso.
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_ Exercicios resolvidos

Dado um tronco de piramide regular cujas bases sao
quadrados de lados £ = 16 m e {' = 6 m e conside-
rando a altura de uma face lateral do tronco medindo
13 m, calcule o volume desse tronco.

Resolucao

Observe a figura:

llustragtes: Editoria de arte

Calculo da altura do tronco (k):
3

Pelo teorema de Pitagoras, temos:

132 = k2 + 52
k=169 — 25
k2 = 144

k= 144 = 12
k=12m

Calculo do volume (V):

S, =#=5,=16>= 256

S, = 256 m?

S ={)P=58=6=36=5=36m*

k
V=3(5, + /535 +5)

12
=3 (256 + ,/9216 + 36)
V=4-388=1552

Portanto, o volume desse tronco é 1 552 m>.

Um tronco de piramide regular tem como bases tri-
angulos equilateros de lados 1243 cm e 643 cm,
respectivamente. A altura do tronco € 4 cm. Calcular
a area total da superficie do tronco de piramide.
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Resolucio

Observe o tronco de piramide triangular regular:

Inicialmente, vamos calcular a medida de altura f do
apotema do tronco.

F_]' (3 3 l_]' '3_ ! R
m =i {’—2 —m =3 643 2 =3=m =3cm
- | V3 s A V3
m—E { o ::;-rn—g 123 > ==

= m=6cm

Substituindo os valores e aplicando o teorema de Pi-

tagoras, temos:
3

3 3

f2=32+42=f2=9+ 16

f2=25=f=5

Vamos calcular, a seguir, a area da face lateral do
tronco:
_E+&)1£

: 2

=8, = 453 cm?

Como a base é triangular, temos 3 faces laterais, e a
area lateral sera:

S,=3-5,=8,=3-45{3 =135{/3=5,=1353 cm?

S

(1243 +643)-5 453 o

= 8§, = 5

Area total da superficie do tronco de pirdmide:

2

-3 1243) -3
sE=T‘r:asﬂ=( 4} = 10843 =
=8, = 1083 cm?

£y -3 643) -3
S =L:;S = ( ] =273 =
b 4 b 4
:}Sh=2?u"'§ cm®
Logo:

S,=S,+5,+5,=5=135J3 + 10843 + 273 =
= 2703 =S, = 2703 cm?



@ O tronco da piramide regular hexagonal indicado

na figura tem aresta lateral 5 cm e areas das bases
543 em® e 63 em®. Calcule seu volume.

Resolucao

Vamos, inicialmente, calcular a medida das arestas
das bases.
As bases sdo hexdgonos regulares:

g ﬁfzﬁ Y ﬁf}’rj =543 = 662/3=216\3 =

=€ = 6 cm

g, =5 '3:“@ = ’5‘“}32"@ =632 6(6)43 =243 =

={'=2¢cm
Desenhando o trapézio OAA'Q’ e aplicando o teorema
de Pitagoras, temos:

R=42+k=25=16+k=k=J9=3=k=3cm

Nustracdes: Editoria de arte

=6

Substituindo na formula de volume do tronco:

V=X(S,+5,°5, +5,)
V=3(54v3+ 54363 +63)

V=54./3+18.,/3+6.3 = 78,3
V=783 cm’

Exercicios propostos

53. As bases de um tronco de piriamide sdo triangulos
equilateros de lados 4 cm e 8 cm, e a altura do tronco
mede 2.3 cm. Calcule o volume desse tronco. 56 o

54. As bases de um tronco de piramide tém area de 25 dm?
e 16 dm?, respectivamente. Sabendo que a altura do

tronco mede 12 dm, calcule o volume do tronco.
244 dm?

55. Calcule o volume do tronco de piramide regular indi-
cado na figura. 2480 e’

20 cm
56. A base de uma piramide regular é um triangulo de
8 cm de lado, e sua altura mede 10 cm. Calcular a me-
dida da aresta da base menor do tronco de piramide

obtido quando seccionamos a piramide por um plano
paralelo a base e distando 5 cm de seu vértice. 4

57. A area da base de um tetraedro é 24 cm?, e a altura
do tetraedro € 4 cm. A que distancia do vértice deve

58.

59.

Escreva

no caderno '

passar um plano paralelo a base para que a area da
regido plana formada seja 15 cm?? {10 on

A figura representa uma piramide com vértice em
um ponto E. A piramide apresenta-se cortada por
um plano paralelo a base, na altura H. Esse plano
divide a piramide em dois solidos. Sabendo-se que
H=4cm AB=6cm,BC=3cmeh=AE =6cm,
determine:

a) o volume da piramide EAB'C'D". % am?
b) o volume do tronco de piramide. % am?

A bcm B

O solido indicado na figura é formado por um tronco
de piramide regular quadrangular, com apotema de
20 cm e arestas das bases de 50 cm e 30 cm, e um cubo
com uma face coincidente com a base menor do tronco.
Determine o volume desse solido. Use /3 = 1,7.

164 300 e
3
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. Explorando a tecnologia

Conhecendo o GeoGebra

O GeoGebra é um software de matematica dinamica que pode ser utilizado em todos os niveis de ensino.
Ele & multiplataforma, ou seja, possui portabilidade entre todos os sistemas operacionais e pode ser instalado

em computadores, tablets e também em smartphones.
Sua instalacao pode ser feita pelo site oficial <www.geogebra.org> (acesso em: 29 mar. 2016) baixando o

software na aba Downloads, e sequindo as orientagdes de instalacao.
Uma vez instalado, ao iniciar o software, a tela inicial é exibida. Ela é composta de varias janelas, com

ferramentas e exibicbes especificas de acordo com a utilizacao feita. A seguir apresentamos a tela inicial com
algumas de suas funcoes.

A Barra de Ferramentas é composta por 12 submenus contendo
ferramentas diversas, relacionadas de alguma maneira dentro do seu
subgrupo. Para acessa-las, basta clicar no tridngulo localizado no

canto inferior direito de cada submenu.

A Janela de Visualizagao mostra as
representacdes graficas, como poligonos,
circunferéncias e graficos de funcoes,
das construcoes feitas.

W
"ln
£
;
5
A
GeaGaba

No Campo de Entrada é possivel inserir coordenadas, equacoes co-

A Janela de Algebra mostra as re- mandos ou funcoes. Ao pressionar a tecla Enter, a representacao algébrica
“1 presentacoes algébricas, como equacoes do objeto & apresentada na Janela de Algebra, enguanto a representacao
e coordenadas, das construcoes feitas. grafica &€ mostrada na Janela de Visualizacao.

Além da Janela de Algebra e da Janela de Visualizacdo, que sdo mostradas na tela inicial padrao, o
GeoGebra possui outras janelas, dependendo da construcao que se deseje realizar, que podem ser acionadas
no menu “Exibir”. Quando necessario, essas outras janelas serao exibidas durante a realizacdo das atividades.

Todas as janelas do GeoGebra estao relacionadas dinamicamente, ou seja, ao realizar uma alteracéao em
algum objeto em uma delas, todas as representacoes desse mesmo objeto nas demais janelas serao alteradas
automaticamente, se possivel.

O GeoGebra utiliza linguagem e notacao proprias, que podem diferir um pouco da utilizada nesta colecao.
Por exemplo, para a separacao da parte decimal de um numero, o software usa o ponto no lugar da virgula;
para indicar as coordenadas de um ponto A qualquer, a notacao € A = (0,0) no lugar de A(0, 0). Ao longo das

atividades, conforme a necessidade, apresentaremos outras particularidades do GeoGebra.
Professor, certifique-se de que a versao instalada é a 5.0 ou posterior.
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Construcao de modelos de sélidos geométricos

planificacao. Para isso, siga a sequéncia de passos abaixo.

Gebra vai nomear esse poligono como pol1.
2. No menu "Exibir”, clique sobre a opcao “Janela de Visualizacao 3D". Ao

elementos no campo tridimensional, como planos e sélidos geomeétricos.
Professor, estimule os alunos a investiga-

rem essa nova Barra de Ferramentas | [ | A # I“w. {{} a 2 A @ .{; &N aBc d;)

da Janela de Visualizacdo 3D, para
conhecer as novas opgoes existentes. Figura 1

Cilindro, ﬁl, e, em seguida, clique sobre o tridngulo =70 -

na Janela de Visualizacao 3D. Na sequéncia, digite
‘2" na caixa de dialogo aberta para informar a altura do
prisma. Desse modo, sera construido um prisma regu-
lar de base triangular com altura medindo 2 unidades.

A tela do software ficara semelhante a imagem ao lado.
5. Para planificar o prisma, no mesmo menu do item anterior,

escolha a ferramenta Planificacao gle, naJanela - '

de Algebra, clique sobre o item que esta abaixo da palavra “Prisma”, como mostra a
imagem ao lado.

TR

; '.‘T.“.'"l.'
LI

6. Vocé percebera que alguns elementos foram acrescentados a construcao e um Controle
Deslizante foi criado. Os novos elementos sao as faces do prisma que, juntas, formam a
respectiva planificacdo. Ao alterar o valor do Controle Deslizante, é possivel visualizar
o processo de planificacdo do prisma na Janela de Visualizacao 3D. Ao final, a tela do
software ficara semelhante a imagem abaixo.

.:I[li-.'f';:.'_:..' T

LT
I

e
IR 1] ]

iy

T

|. el

e Escreva
Atividades [ﬂﬂ Edemn]

base € um hexagono regular de lado 2. Utilizando o GeoGebra, faca o que se pede.

a) Determine as alturas dos prismas, de modo que o volume de ambos sejam iguais.

Vamos utilizar o GeoGebra para construir um modelo de solido geométrico e, em seguida, observar sua

1. Utilizando a ferramenta Poligono Regular, .I ,marque os pontos A(0,0) e B(0,2) no plano cartesiano e,

em seguida, digite ‘3’ na caixa de didlogo que sera aberta para informar o nimero de lados. Na Janela de
Visualizacao sera criado um triangulo equilatero de lado de medida 2 unidades. Automaticamente, o Geo-

Aourvo Edvar [Extber| Cpgdes Femamentss Janela Apds

lado da Janela de Visualizacao aparecera uma outra janela, mostrando Al L el ae At Crosned , |
um sistema cartesiano tridimensional que esta interligado com O Sistema s a i+ sacas Gl [t
car’[E:SianE: da Janela de Visualizacao. O plano cin:za na Jan_ela de Vi- E EEEE; EE% '
sualizacao 3D representa o plano da Janela de Visualizacao em que Bl O G
construimos o triangulo equilatero. g S S

3. Ao clicar na Janela de Visualizacao 3D, uma nova Barra de Ferramen- 5 Lavot
tas (Figura 1) substitui a anterior, com instrumentos para a construcao de il et e PP v

4. Cligue sobre a seta do menu com o icone, g , @ escolha a ferramenta Extrusao para Prisma ou

¢ Janela de Algebra X
Poligong
® poll=1.73
Ponto
® A=(0,0)
® B=(20)
® D=(0,0,2)
® E=(20,2)
® F=(1,173,2)
Prisma
® d=348
Quadrilatero
® faceABED =4

1. Considere dois prismas regulares: o primeiro, cuja base ¢ um tridngulo equilatero de lado 4, e o segundo, cuja

A altura do prisma de base triangular

b) Qual desses prismas apresenta maior area lateral? 0 prisma de base triangular deve ser 1,5 vezes maior gue a altura do
prisma de base hexagonal.
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CAPITULO 3

Corpos redondos

Diversos objetos que utilizamos no dia a dia apresentam formas arredondadas,
como copos, panelas etc. Na arquitetura, também observamos formas arredonda-
das, como nas construcdes. Na industria, os tanques de gas natural tém o formato
esférico, modelo mais recomendado para esse tipo de produto.

No capitulo anterior, estudamos os poliedros, sélidos geométricos formados
por poligonos e a regiao do espaco limitada por eles (prismas, piramides e troncos
de piramide). Neste capitulo, iremos estudar os solidos geométricos que tém pelo
menos uma superficie curva, denominados corpos redondos: cilindro, cone,
tronco de cone e esfera.

wasy laeticom br/Getly Images

Blaomberg via Getty Images
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A Catedral Basilica Menor Nossa Senhora da Gloria, Estacao de tratamento de agua no Rio de Janeiro. Alguns reservatorios dessas
também conhecida como Catedral de Maringa, estacoes possuem formato cilindrico. Fotografia de 2016.

localizada no Parana, lembra o formato de um cone.

Fotografia de 2010.

Danita Delimontf/Getty Images

Tanques de armazenamento de gas natural em Cenex, Montana, EUA. Fotografia de 2011.
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Dados dois planos paralelos a e B, um circulo C de centro O e raio r contido em
« @ uma reta t secante aos planos a e B que nao intercecta C, a figura geométrica
formada pela reunido de todos os segmentos de reta paralelos a reta t, com uma
extremidade em um ponto do circulo C e a outra no plano B, é denominada cilindro
circular ou simplesmente cilindro.

llustragdes: Editoria de arte

Considerando o cilindro representado na figura abaixo, destacamos os seguintes

elementos:

* bases: sao os circulos de raio r e centros O e Q' situados nos planos paralelos «
e B, respectivamente;

* altura: é a distancia entre os planos paralelos a e B, cuja medida indicaremos
por h;

* eixo: é a reta O0O' que contém os centros das bases;

* geratrizes: sao 0s segmentos de reta paralelos ao eixo e cujas extremidades sao
pontos das circunferéncias das bases, cuja medida indicaremos por g.

altura (h)

De acordo com a inclinacao das geratrizes em relacao aos planos das bases, os
cilindros podem ser retos ou obliquos.

Cilindro obliquo Cilindro reto

Um cilindro é dito obliquo quando as geratrizes sao obliquas aos planos das ba-
ses e é reto quando as geratrizes sao perpendiculares aos planos das bases. Nesse
ultimo caso, a altura do cilindro tem a mesma medida da geratriz, ou seja, g = h.
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Um cilindro reto também pode ser obtido pela rotacao completa de um re-
tangulo de lados de medidas r e g em torno do eixo O0O'. Assim, o cilindro reto
também é denominado cilindro de revolucao.

"

|"J
o [

DI

P Seccoes de um cilindro

A seccao obtida a partir da interseccao de um cilindro com u

as suas bases é denominada seccao transversal do cilindro.

Observe que a seccao transversal é um
circulo congruente as bases.

A seccao obtida a partir da interseccao
de um cilindro com um plano que contém

seu eixo é denominada seccao meridiana

do cilindro.

- 1__!_

m plano paralelo

Seccan
transversal

A seccao meridiana de um cilindro reto € um retangulo de dimensoes 2r (me-
dida do diametro das bases do cilindro) e h (medida da altura do cilindro).

e Sy b TR,

Seccao
" dodili

meridiana

dro
=

A 2r B
h
G D

seccao meridiana

Se a medida da altura do cilindro for igual a medida do diametro da base, ou
seja, h = 2r, entao a seccao meridiana € um quadrado, e o cilindro € chamado

de cilindro equilatero.
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Exercicios resolvidos

) Area da superficie de um cilindro reto

Vamos planificar a superficie de um cilindro reto de altura medindo h e raio da base r para determinar sua area.

- base
__-'

superficie lateral

o~

T

2nr

— 1 —— -

—— base

llustraghes; Editora de arte

A superficie total do cilindro é formada pela superficie lateral mais as superficies das bases. Assim, temos:

area da base (S,): é a area de um dos circulos de raio r:

— 2
S, =mr

area lateral (S,): é a area do retangulo de dimensodes 27r e h:

S, =2mrh

area total (S,): é a soma da area lateral e das areas das duas bases do cilindro:

S, =95, + 25, =5 = 2mrh + 2mr’

S, = 2nr(h +r)

| Uma lata tem a forma cilindrica,
com as medidas indicadas na figu-
ra. Nessas condicoes, responda:

a) Qual é a quantidade minima de
papel, em cm?, necessdria para co-
brir a superficie lateral dessa lata?

b) Qual é a area total da superficie dessa lata?
Usen = 3,14.

Resolucao

y _—2-%-5=10xn
Planificando 44

o cilindro,
temos:

a) Area lateral (S):
S,=10m-12=120n = S, = 120w cm?

Considerando nt = 3,14, temos:

S, = 120- 3,14 = 376,8

A quantidade minima de papel é 376,8 cm®.

b) Area total (S):
S,=S,+2-5,=376,8+2-(n5%) =

= 376,8 + 50m = 376,8 + 50- 3,14 = 533,8 =
=S, = 533,8 cm?

Podemos também calcular diretamente pela formula
S;=2mr(h+r)=S8=2-n-5-(12+5) =10xn- 17
S, = 170 - (3,14) = 533,8

Portanto, a area total da superficie da lata é
533,8 cm2.
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.

Calcule a area total do solido obtido pela rotacao
completa de um retangulo de dimensoes 4 cm e 12 cm
em torno do lado:

a) menor; b) maior.

Resolucao

a) O solido obtido nesse caso ¢ um cilindro reto de
raio da base 12 cm e altura 4 cm.

T,
™

-

= ————

S <

L

| 12

S,=2ar(h + 1)
S,=2m-12(4+ 12) =S, = 384n
Portanto, S, = 384m cm™.

b) O solido obtido nesse caso é um cilindro reto de
raio da base 4 cm e altura 12 cm. Assim:

- . R

12

llustragdes: Editoria de arte

' 4

S,=2mnr(h+1r) =S5, =2n-4(12 + 4) =S, = 128xn
Portanto, S, = 128n cm?.

Um tanque, na forma de um cilindro circular reto, tem
altura igual a 3 m e superficie total igual a 20m m?.

>

Calcule, em metros, o raio da base desse tanque.
Resolucao

Sendoh =3 me §, = 20m m?, temos:
S, = 2mnr(h + 1)

20 = 2nr(3 + 1)

10=r(3 +1)

rr+3r—10=0

Resolvendo a equacao, obtemos:
r,=2our,= —5 (ndo convém)

Portanto, o raio da base do tanque € de 2 m.

O raio de um cilindro de revolucio mede 2 m. Saben-
do que a area da base desse cilindro € igual a area da

seccao meridiana, determine a area lateral do cilin-
dro. Use t = 3.

D

Resolucao

A seccao meridiana de um cilindro reto é um retangu-
lo cuja area é S = 2rh.

Como S, = S,temosnir* = 2rh= h = %
Area lateral do cilindro:
S, =2nmrth=S, = 2nr - % — S, =T

Substituindo pelos dados do enunciado:
S;=m*-r’=8§,=3%-22 = §,=36m?

Exercicios propostos

1.
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Um cilindro reto tem altura igual a 5 cm e raio da
base medindo 6 em. Determine:
a) area dabase; b) area lateral; c¢) area total.

36m cm? 60m cm? 13271 om?

. Determine a area lateral de um cilindro cujo perime-

tro da base € 62,8 cm e cuja altura é a metade do raio
da base. Adote m = 3,14. 314 o’

. Da rotacao completa de um retangulo de dimensoes

5 cm e 9 cm obtém-se um cilindro reto cuja area da

base € 25 cm?. Calcule a area total desse -':iljnldﬁ'ﬁn::-_E ?
1 4LAT am

. A area lateral de um cilindro é 20w cm?®. Seoraioda

base mede 5 cm, calcule a altura h desse cilindrzn.
m

. Calcule a area lateral de um cilindro de 6 dm?® de area

total, sabendo que o raio da base € um quinto da alnilra.
5 dm?

. Quantos centimetros quadrados de folha de flandres

sa0 necessarios para construir uma lata de o6leo, com
tampa, na forma de um cilindro reto, tendo 8 cm de
diametro de base e 18 cm de altura? 176x cn?

. Em um cilindro equilatero, a area da seccao meridia-

na vale 400 cm?. Calcule:
a) a altura do cilindro; 20 am
b) a area total da superficie do cilindro. 600 av’
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Escreva
no caderno

8. Aseccao meridiana de um cilindro equilatero € um
quadrado de area 196 dm?. Determine a area total

da superficie do cilindro. 294z dm?’

. (UEMG) Uma empresa de produtos de limpeza dese-
ja fabricar uma embalagem com tampa para seu pro-
duto. Foram apresentados dois tipos de embalagens
com volumes iguais. A primeira € um cilindro de raio da
base igual a 2 cm e altura igual a 10 cm; e a segun-
da, um paralelepipedo de dimensoes iguais a 4 cm,
5 cm e 6 cm. O metro quadrado do material utilizado
na fabricacao das embalagens custa R$ 25,00.

Considerando-se T = 3, o valor da embalagem que
tera 0 menor custo sera:

xa) R$ 0,36
b) R$ 0,27

10. Considere os cilindros C, e C,, obtidos pela rotacao

c) R$0,54
d) R$ 0,41

do retangulo OMNP em torno de OM e OP, respec-
tivamente. Na referida ordem, determine as razoes
entre as areas:
9

3

a) das bases; b) laterais; 1 c) totais.



) Volume de um cilindro

Considere um cilindro e um prisma com mesma altura h e bases de areas

iguais a S, e contidas em um plano «.

g i

— A !

T I. -
ﬁ |K'H"‘“—""'..'Jr b l‘/‘: i

T e L #l-- 7

et L

=

As bases tém areas iguais.

llustraghes: Editoria de arte

Qualquer plano B paralelo as bases e que intersecte os dois solidos determina
neles seccOes transversais congruentes as respectivas bases. Como as areas das
bases do cilindro e do prisma sao iguais e valem S,, entao as seccoes transversais

também tém area igual a S,.

Portanto, pelo Principio de Cavalieri, concluimos que o volume do cilindro é

igual ao volume do prisma.

Como o volume do prisma € dado pelo produto da area da base pela medida
da altura, entdo o volume do cilindro também o sera, e podemaos escrever:

volume do cilindro = volume do prisma

volume do cilindro = (area da base) - (medida da altura)

Em um cilindro circular reto de raio r, a area da base é dada por S, = mr’.

Portanto, o volume do cilindro é dado por:
V=S +-h= v=arh

Exercicios resolvidos

5% Uma comunidade consome 30000 litros de dgua por
! dia. Para isso, conta com um reservatorio de forma
cilindrica cuja medida do raio e também da altura é
10 metros. Por quanto tempo, aproximadamente, o
reservatorio podera abastecer essa comunidade?

Resolucao

O volume que o reservatorio cheio pode conter é
dado por:

V =nr’h

V=mn-10*-10=V =1000n

V = 1000m m?

Fazendo m = 3,14, temos:

V=1000-3,14m*=V = 3140 m®

Como 1 m* = 1000 L, temos:

V =3140- 1000 = 3140000

V = 3140000 litros

A comunidade consome 30 000 litros de agua por dia.

Para consumir 3 140 000 litros levara t dias. Assim:

3140000
t="30000 1%
t = 105 dias

Portanto, o reservatorio abastecera a comunidade
por aproximadamente 105 dias.

D

Um liquido que ocupa uma altura de 10 cm em deter-
minado recipiente cilindrico sera transferido para ou-
tro recipiente, também cilindrico, com diametro duas
vezes maior que o primeiro. Qual sera a altura ocupa-
da pelo liquido nesse segundo recipiente?

Resolucao
Desenhando as seccoes meridianas dos cilindros, temos:
__________ [
h
IH
: , L
|
5 " i R i
12 recipiente 22 recipiente

Vamos indicar o volume de liquido no primeiro reci-
piente por V,, e no segundo, por V,.

V, =nr’heV, = nR?H

Do enunciado: R = 2re h = 10 cm.

Como o volume de liquido € o mesmo, obtemos:

V, =V, = nr*h = n(2r)*H

h _10 _

2 i 2 i
r’‘h =4r’H=H 7 2

Portanto, H = 2,5 em.

2.5

75
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Exercicios propostos

11. Um cilindro reto tem area lateral de 30m cm?® e area
total de 80 cm?. Determine seu volume. 75z or?

12. Calcule a area total e o volume de um cilindro equila-
tero de altura 12 cm. 216m an 432 an?

13. (Ufla-MG) Um retangulo de lados a e b, girando em
torno de b, gera um cilindro de volume 324w cm? e,
girando em torno de a, gera outro cilindro de volume
de 144w cm?. Calcule os valores de a e b.

a=9mmeb=4am
< [ "

llustragtes: Editoria de arte

(
b \

14. Considere o solido composto de dois cilindros retos,
conforme indica a figura. Calcule:
a) a area total da superficie desse solido. 2510m e’
b) o volume total desse solido. 13725z an
30 em

45 cm

' 40 cm '

15. (Enem/MEC) Para resolver o problema de abas-
tecimento de agua foi decidida, numa reunidao do
condominio, a construcdo de uma nova cisterna. A
cisterna atual tem formato cilindrico, com 3 m de
altura e 2 m de didmetro, e estimou-se que a nova
cisterna devera comportar 81 m? de agua, mantendo
o formato cilindrico e a altura da atual. Apos
a inauguracdo da nova cisterna a antiga sera
desativada. Utilize 3,0 como aproximacao para 7 .

Qual deve ser o aumento, em metros, no raio da cis-
terna para atingir o volume desejado?

a) 0,5 xc) 2,0
b) 1,0 d) 3,5

e) 8,0
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16. (UEG-GO) Em uma festa, um garcom, para Servir
refrigerante, utilizou uma jarra no formato de um
cilindro circular reto. Durante o seu trabalho, perce-
beu que com a jarra completamente cheia conseguia
encher oito copos de 300 mL cada. Considerando-se
que a altura da jarra € de 30 cm, entdo a area interna
da base dessa jarra, em cm?, é:

a) 10 b) 30 c) 60 xd) 80

17. Certo produto de limpeza € vendido em dois recipien-
tes cilindricos:
(1) lata de raio da base igual a 3,1 cm e altura 11,6 cm;
(2) lata de raio da base igual a 3,1 cm e altura 16,6 cm.

Os precos desse produto sdo R$ 0,70 e R$ 1,10, res-

pectivamente, para as latas (1) e (2).

V, = 350 o,
V; = 500 om®

b) Qual das duas embalagens apresenta melhor preco

para o consumidor? A lata (1) apresenta melhor
preco para o consumidor.

18. (Ulbra-RS) A Gestao Ambiental visa ao uso de praticas
que garantem a conservacao e a preservacao da biodi-
versidade, a reciclagem das matérias-primas e a redu-

a) Calcule os volumes em cada recipiente.

cdo do impacto ambiental das atividades humanas
sobre os recursos naturais. Consciente da importancia
de reaproveitar sobras de madeira, uma serraria que tra-
balha apenas com madeira de reflorestamento resolveu
calcular a sobra de madeira na confeccio de pecas cilin-
dricas. Para confeccionar uma peca cilindrica, a serraria
faz os cortes adequados em um prisma quadrangular de
arestas da base 5 cm e altura 0,8 m e obtém um cilindro
de 5 cm de diametro e 0,8 m de altura. A sobra de ma-
deira na fabricacao de mil destas pecas €, em cm® (utilize

= 3,14), a seguinte:
a)4,3 - 10" xc)4,3-10°
b) 430 d) 1570

e) 2000

19. O solido de madeira indicado na figura é utilizado
para enrolar cabos telefonicos.

30 cm

Os cilindros das extremidades tém 80 cm de didmetro
e o cilindro interno, 20 cm de didmetro. Determine o

volume de madeira gasto para construir esse solido.
19000m cm?



Além do cilindro, ha outro grupo de corpos redondos, cuja forma pode ser associada a objetos do cotidiano,
como funis, casquinha de sorvete e cones de transito. Esse tipo de corpo redondo é denominado cone, que estu-
daremos a seqguir.

Dado um plano a, um circulo C contido em a e um ponto V que nao pertence a «a, a figura geomeétrica
formada pela reuniao de todos os segmentos de reta que tém uma extremidade no ponto V e a outra em
um ponto do circulo C é denominada cone circular ou, simplesmente, cone.

Considerando o cone representado na figura ao lado destacamos os sequintes elementos:

vertice —__ V

* base: é o circulo Cde raio r e centro O situado no plano «;

e eixo: é areta OV;

e vértice: & o ponto V; ltura (h)
dltura

* raio da base: é o raio do circulo C;

e altura: é a distancia do ponto V ao plano da base, e indi-
caremos sua medida por h; L I R,

e geratriz: é qualquer segmento de reta cujos extremos sao geratriz (g)

o vértice V e um ponto qualquer da circunferéncia da base, /
e indicaremos sua medida por g. eixo _ raio da base

De acordo com a inclinacao do eixo do cone em relacao ao plano da base, um cone pode ser obliquo ou reto.

v

Hustragdes: Editaria de arte

Cone obliquo Cone reto

Um cone é obliquo quando seu eixo € obliquo ao plano da base
e é reto quando seu eixo é perpendicular ao plano da base.

Um cone circular reto também pode ser obtido pela rotacao
completa de um triangulo retangulo em torno do eixo de um
dos catetos. Assim, o cone reto também é denominado cone
de revolucao.
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Hustracdes; Editoria de arte

) Seccoes de um cone

A seccao obtida a partir da interseccao de um cone com um plano paralelo a
sua base é denominada seccao transversal do cone.

Observe gue a seccao transversal é um circulo.

A seccao obtida a partir da interseccao de um cone com um plano que con-
tém seu eixo é denominada seccao meridiana do cone.

No cone circular reto, a seccao meridiana € um triangulo isésceles de base
2r e lados congruentes medindo g.

cone isosceles

Quando a seccao meridiana for um triangulo equilatero, ou seja, g = 2r, o
cone é chamado de cone equilatero.

cone equilatero

Pelo teorema de Pitagoras podemos estabelecer a seguinte relacao em um
cone circular reto:

g =h+r

) Area da superficie de um cone reto

Vamos planificar a superficie de um cone reto de raio da base r e geratriz g
para determinar sua area.

v

superficie lateral

A superficie total do cone é formada pela superficie da base (circulo) mais a
superficie lateral (um setor circular). Assim, temos:

» areada base (S,): é a area do circulo de raio r.
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e area lateral (S,): a area da superficie lateral de um cone corresponde a
area de um setor circular de raio g (geratriz do cone) e arco de compri- it
mento 2mr.
Como a area do setor circular é proporcional ao comprimento do arco ' 2ar
correspondente, € possivel determinar a area da superficie lateral (S,)
pela regra de trés a sequir:

superficie lateral

Comprimento do ~ Area do

arco do setor <otor Setor circular 1
correspondente 4
2ng ng’ superficie lateral do cone
2mr S,
2nr - ng™

2nr - g =219 - S, =S, = = S,=mrg

2rg

e area total (S,): é a soma da area lateral e da area da base:

5% =5, + 5,25 = mg + ar* = §S =%6ig +7)

Exercicios resolvidos

o

¥ Um fabricante resolveu fazer a embalagem para um de pl}m cone & construido de modo que o raio da base
seus produtos na forma de um cone reto, com 8 cm mede 5 cm e a medida do angulo central do setor cir-

de diametro e 12 cm de altura. Qual sera a quantidade cular correspondente a area lateral desse cone € igual
minima do material utilizado para cobrir toda a super- a 120°. Determine a area lateral (S,) do cone.
ficie dessa embalagem? Use m = 3,14.
Resolucao
Resolucao
Modelo de embalagem: v
et 4 2 g g
—7 ' 3 g
g o g
12 §
12 9 g
g
< 2ar

Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:
g =122 + 42 = 144 + 16 = 160 Seja S, = mrg, temos que determinar a geratriz do

cone. Aplicando a regra de trés, temos:

g = 160 = 410

— Comprimento do Medida do angulo
& 4 -Hﬁ L arco do setor central (em grau)
Vamos agora determinar a area da base (S,): g 360° .
S,=nrl=mn-4?=16n =S, = 161 cm? €Mr ——
Calculo da area lateral (S,): ong  360° 360° - r
S,=mrg=m-4-4+/10 = 16n/10 = S, = 161/ 10 cm? e - B w -
Calculo da area total (S): 360° - 1

bstituindo os valores, obtemos: g=——=
S,= S, + 8, = 161 + 1610 = 16x(1+10) = Su ; - a
360°-5

=S, =16 w(1+/10) em’ =g8="150° — 1>=g=15cm

Fazendo 10 = 3,16, obtemos:
S,=16-(3,14) - (1 + 3,16) = 50,24 - (4,16) = 209

Portanto, a quantidade minima sera de 209 cm? de
material. Portanto, a area lateral do cone é 60w cm?.

Calculo da area lateral (S,):
S,=mrg=m-4-15=60n=S, = 607 cm”
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Exercicios propostos

20.

21.

22,

23.

X b) 36n
24.

25.

26.

27.

80

Um funil de papel na forma de um cone reto tem
6 cm de diametro e 4 cm de altura. Qual € a area late-
ral desse funil? (Use t = 3,14.) 47,1 on®

Considere o triangulo retangulo ABC

da figura.

Determine a area total do solido

obtido pela rotaciao completa do e
tridangulo em torno do lado:

a) AC. 961 o

b) AB. 144x an? B 6 cm A
(UERJ) Uma linha poligonal fechada de trés lados li-

mita um triangulo de perimetro €. Se ela gira em tor-
no de um de seus lados, gera uma superficie de area S
igual ao produto de £ pelo comprimento da circunfe-
réncia descrita pelo baricentro G da poligonal.

A figura a seguir mostra a linha (ABCA) que da uma

volta em torno de BC. o

1
k.

L% ¢

= -

C
i

3am

A
|-
! 4 cm '
Veja a secao Resolugdes nu#r-.danual do Pmiess.nr_
a) Esboce a figura gerada e indique o calculo da area

de sua superficie que é igual a 36w cm?.

b) Calcule a distancia r do baricentro G dessa linha ao
eixo de rotacao.

(UFPA) Num cone reto, a altura é 3 m e o didmetro da
base € 8 m. Entdo, a area total, em metros quadrados,

vale:
a) 52n c) 20n

d) 16x

e) 12xn

A geratriz de um cone circular reto mede 52 cm, e
a altura, 7 cm. Calcular: g = (5\54) P
a) a area lateral;s, = sy2 xen® b)a drea total.

A geratriz de um cone equilatero mede 20 cm. Calcu-
le a area da base (S,) desse cone. 100 o

A medida rdoraio, a altura h e a medida g de uma ge-
ratriz formam, nessa ordem, uma PA de trés termos e
de razdo 3. Determine a area total do cone com essas
dimensoes. 216x

Determine a altura de um chapéu de cartolina de for-
ma conica construido a partir de um setor circular de
raio 15 ecm e dngulo central de 120°. 10v2 om
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Escreva
no caderno

28. A superficie lateral de um cone circular reto € feita

a partir de uma peca circular de papel de 20 cm de

o n .
diametro cortando-se fora um setor de T radianos.

Calcule a altura do cone que tem essa superficie lateral.

J19 em

29. A altura de um cone circular reto é iguala 221 me

30.

31.

32.

o raio da base mede 4 m. Qual é, em radianos, a me-
dida do angulo central do setor circular que se obtém
quando se desenvolve no plano a superficie lateral

4
desse cone? Tﬂ rad

Uma cooperativa agricola vai construir um silo para
armazenamento de cereais em graos. O silo tera a
forma indicada na figura. Seu corpo sera cilindrico e
sua base terminara por um funil conico.

£ Bm ™

o i

10 m

Para que a superficie desse silo ndo enferruje, sera
necessario pinta-lo externamente. Se com uma lata
de tinta pode-se pintar 10 m?, qual € o niimero mini-
mo de latas para pintar a superficie total desse silo?
Usen = 3,14. 77 latas.

E dada a superficie de um cone circular reto (sem fun-
do) de raio R e altura H. Cortando-o por uma de suas
geratrizes e abrindo tal superficie, obtém-se um setor
circular plano (ver figura).

Qual é a relacio entre R e H para que o angulo « seja
45°? H=37R

llustraghes: Editoria de arte

(ITA-SP) As medidas, em metros, do raio da base, da
altura e da geratriz de um cone circular reto formam,
nesta ordem, uma progressio aritmética de razdo
2 metros. Calcule a area total deste cone em m?. %z m’



) Volume de um cone

Assim como fizemos para determinar o volume de uma piramide, no ca-

pitulo anterior, aplicando o principio de Cavalieri, podemos utilizar o mesmo
raciocinio para determinar o volume de um cone.

Considere um cone C e uma piramide P de mesma altura de medidas h e
bases de mesma area S, contidas em um plano horizontal a. Qualquer plano B,
paralelo ao plano a, distante h' do vértice e secante aos solidos C e P determina
duas seccdes transversais de areas S, e S,, respectivamente.

Como o cone C e 0 cone com area da base S, sao semelhantes, entao a razao
entre as areas das respectivas bases pode ser escrita em funcao das alturas de

2
cada cone. Assim: §—1=(hF) . De maneira analoga, a piramide P é semelhante a
b

L , S, _(h'Y’ 5 5

piramide com drea da base S, e podemos escrever =2 =|+|. Logo, =L =22 e,
5 \h % 5
portanto, S, = S,.
s

Assim, pelo principio de Cavalieri podemos concluir que o volume da pirami-
de P é igual ao volume do cone C e podemos escrever:

v area da base - altura

piramide cone 3

V

Calculo da altura do cone:

Pelo teorema de Pitagoras, temos:

g2=r2+h2:}[3~,@)2=32+h2:}
=h?=90-9=
—h?*=81=h=29,

ouseja,h =9 cm

Calculo do volume do cone:

Resolucao i 1
V=—nm’-h=V=—n1-32-9=V=271=
Primeiro vamos determinar o raio do cone: 3 3
S,=9tcm’=n’=9n= =V = 27x am®

—=rX=9=r=3,0useja,r=3cm :
; Ja, Portanto, o volume do cone é 271 cm®.
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10

(UFV-MG) O trapézio retangulo abaixo sofre uma ro-
tacao de 360° em torno da base maior. Sabendo-se
que AB = 3 cm, CE = 5 cm e que o volume do solido
obtido é 84m cm?, determine AC.

A

3cam

o Y et e et

Resolucdo

O volume do cilindro pode ser determinado pela di-
ferenca entre o volume do solido e o volume do cone.

O triangulo CDE é retangulo em D e indicando a me-
dida de DE por h, aplicamos o teorema de Pitagoras
no ACDE e obtemos:

52=h?+32=h’=16=h = 4, ouseja,h = 4 cm.
Calculo do volume do cone:

1 1
“sfm=§:rr2-h:}vmm=5n-32-4=1211,

ou seja, Vone = 127 cm?®

Calculo do volume do cilindro:

Viitindro = Vistide — Vione = 84t — 12 = 720 =

= Viitindre = 7271 cm®

Seja a medida AC = x, temos:

Viindre =T - X = 721 = - 3% - x = x = 8, ou seja,
X =8cm

Portanto, AC = 8 cm.

Exercicios propostos

33.

34.

35.

36.

37.

38.

82

Um cone circular reto tem 3 cm de raio e 151 cm?® de
area lateral. Calcule seu volume. 12z o

Observe a figura a seguir. Calcule o volume do soli-
do obtido pela rotacdo completa em torno do cateto
menor. 16 or’

3cm 5am

4 cm

Considere um triangulo retangulo e isosceles cuja hi-
potenusa mede 2 cm. Determine o volume do solido
obtido pela rotacao completa desse triangulo em tor-

. 2
no da hipotenusa. T“ am?

O raio da base de um cone de revolucdo mede 3 cm,
e o perimetro de sua seccdo meridiana mede 16 cm.
Determine seu volume. 12z cn?

A altura de um cone circular reto mede o triplo da me-
dida do raio da base. Se o comprimento da circunferén-

cia dessa base é 8m cm, determine o volume desse cone.
64w cm?

Uma ampulheta pode ser considerada como formada
por dois cones retos idénticos, unidos pelo vértice, ins-
critos em um cilindro reto. Determine a razao entre o

i 1
volume de um dos cones e o volume do cilindro. =
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Escreva
no caderno

39. Um filtro conico de papel tem 12 cm de profundidade

41.

e 8 cm de diametro. Determine sua capacidade em
mililitro. 200 mL

. Na figura a seguir, tem-se um recipiente com a forma

de um cone circular reto, com um liquido que atinge

metade de sua altura. Se V é a capacidade do cone,
F , = llvr

qual € o volume do liquido? v' = £

Nlustragdes: Editoria de arte

A medida dos lados de um triangulo equilatero ABC ¢
5 dm. O triangulo gira em torno de uma reta r do pla-
no do triangulo, paralela ao lado BC e passando pelo
vertice A. Calcule o volume do solido gerado pela ro-
tacdo desse tridngulo. % i

B




Conexdes , Agua

42. Leia o texto a seguir, a respeito da agua como recurso natural e sua disponibilidade no Brasil, e faca o que se pede.

Agua: um recurso cada vez mais ameacado

A agua e um recurso natural essencial para a sobrevivencia de todas as especies que habitam a Terra.

Ea)

Os alimentos que ingerimos dependem diretamente da agua para a sua producdo. Necessitamos da agua também para
a higiene pessoal, para lavar roupas e utensilios e para a manutencao da limpeza de nossas habitacoes. Ela e essencial na
producao de energia eléetrica, na limpeza das cidades, na construcao de obras, no combate a incéndios e na irrigacao de
jardins, entre outros. As industrias utilizam grandes quantidades de agua, seja como matéria-prima, seja na remocao de im-
purezas, na geracao de vapor e na refrigeracao. Dentre todas as nossas atividades, porem, € a agricultura aquela que mais
consome agua — cerca de 70% de toda a agua consumida no planeta e utilizada pela irrigacao. |...]

De maneira geral, o Brasil e um pais
privilegiado quanto ao volume de recur-
sos hidricos, pois abriga 13,7% da agua
doce do mundo. Porém, a disponibilida-
de desses recursos nao & uniforme. [...]
Mais de 73% da agua doce disponivel
no pais encontra-se na bacia Amazoni-
ca, que e habitada por menos de 5% da
populacao. Apenas 27% dos recursos hi-
dricos brasileiros estao disponiveis para
as demais regides, onde residem 95% da
populacao do pais. [...] Ndao s6 a dispo-
nibilidade de agua nao & uniforme, mas
a oferta de agua tratada reflete os con-
trastes no desenvolvimento dos Estados
brasileiros. Enquanto na regiao Sudeste
87,5% dos domicilios sdo atendidos por

rede de distribuicao de agua, no Nordes-
te a porcentagem é de apenas 58,7%. Rio Amazonas, o maior rio do mundo em volume de agua.

O Brasil registra tambem elevado desperdicio: de 20% a 60% da agua tratada para consumo se perde na distribuicao,
dependendo das condigbes de conservacao das redes de abastecimento. Além dessas perdas de agua no caminho entre as
estacoes de tratamento e o consumidor, o desperdicio tambem e grande nas nossas residencias, envolvendo, por exemplo,
0 tempo necessario para tomarmos banho, a propria forma como tomamos banho, a utilizacao de descargas no vaso sanita-
rio que consomem muita agua, a lavagem da louca com agua corrente, no uso da mangueira como vassoura na limpeza de
calcadas, na lavagem de carros etc. [...]

Fonte: BRASIL. Ministério da Educacao. Consumo sustentavel: manual de educacao. Brasilia: Consumers Internationall/ MMA/MEC/IDEC, 2005. p. 26; 28-29.
Disponivel em: <http://portal. mec.gov.br/dmdocuments/publicacac8.pdf=. Acesso em: 26 abr. 2016.

Veja a sec3o Resofugdes no Manual do Professor.

a) Cite alguns exemplos de desperdicio de agua que ocorrem nas residéncias. Quais sao as atitudes que vocé toma
para evitar o desperdicio de agua na sua casa?

b) Cisternas sio reservatorios de aguas pluviais, muito utilizados em cidades com
pouca oferta de agua e que dependem desses reservatorios (individuais ou de um
pequeno grupo de pessoas) para subsisténcia. Esses reservatorios também podem
ser abastecidos com dgua entregue por caminhoes pipa, muito comum em regioes do
Nordeste que sofrem com a seca. Ao lado, temos o esboco de uma cisterna. Determine
o volume maximo de armazenamento de agua desta cisterna, em litros. 25m

Considere m = 3,14.

. - . b

c) Faca uma pesquisa com alguma empresa de sua regido para avaliarousoda | %
P 3 . B T T l-_l_i‘::: J _E
agua nessa empresa. Prepare um material resumo para apresentar como foi essa = ~— I g
A = F. i l.- ..I =
experiéncia (se possivel, visite a empresa). 2m b
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P Tronco de cone

Considere um cone reto de altura medindo h e vértice VV e um plano a paralelo ao plano da base que intersecta
o cone a uma distancia de medida d do vértice do cone.

O plano «a divide o cone inicial em dois sélidos: um cone menor, de altura de medida d e um sélido denominado
tronco de cone.

cone menor

tronco de cone

Em um tronco de cone, destacamos 0s seguintes elementos: - base menor
* base maior do tronco: é a base do cone inicial;
 base menor do tronco: é a seccao transversal obtida a partir da  geratriz

interseccao do plano a com o cone inicial e que é um circulo; e oo
 altura do tronco: é a distancia entre as bases do tronco, e indica-

remos sua medida por k = h — d; :
* geratriz do tronco: é qualquer segmento contido em uma geratriz "~ base maior

do cone inicial cujas extremidades sao pontos das circunferéncias das bases.

altura do tronco

k=h—d)

D Area da superficie de um tronco de cone
Observe a superficie planificada de um tronco de cone circular reto na figura abaixo. Ela é formada pela superficie
lateral mais as superficies das bases. :
Na figura, podemos identificar:
* R: medida do raio da base maior do cone;
* r: medida do raio da base menor do cone;

* G: medida da geratriz do cone maior;
e g,: medida da geratriz do cone menor;

* g,: medida da geratriz do tronco.
Da semelhanca de triangulos, temos:
AVO'A ~ AACB e escrevemos:

VA _AO' O r Gir
AB N BC =t o} - R—r =% = R—j @ Planificacdo do tronco de cone

Nustragdes: Editoria de arte

e areas das bases (S; e S,): sao a area da base maior de raio R (S;) e a area da base menor de raio r (Sy);

base maior: S; = niR? base menor: S, = ar’
 area lateral do tronco de cone (S,): € igual a area lateral do cone maior menos a area lateral do cone menor, isto é:

S, = IRG — mrg, = S, = MR(g, + g,) — @rg, = S, = alRg, + Rg, — rg,] =S, = nlRg, + R — ng,] ()

Substituindo g, de (1) em (IL), temos:

S¢ =;rr:[F‘1{_]t +(R—r}-%:[=1rl:{ﬁg1 +grn = S,=ngyR+r)

e area total (S,): € a soma das areas das bases e da area lateral.

S =S+ 5, +5,
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> Volume de um tronco de cone circular reto

Considere o tronco de cone representado na figura ao lado.
Pode ser demonstrado que o volume V de um tronco de cone cujos raios das
bases sao R e r e com altura de medida k é dado por:

V=k§-(ﬁ1 +Rr+r1)

O volume do tronco de cone também pode ser determinado pela diferenca
entre o volume do cone maior, de area da base S;, e o volume do cone menor, de
area da base S,. Dependendo das informacoes que se tém, opta-se pelo processo
mais pratico em cada caso.

Sg: area da base maior

S, area da base menor

Exercicios resolvidos

I8 Um tronco de cone é  y(cm)
| obtido pela rotacio B(0,3)
de 360° do trapézio
da figura em torno
do eixo Oy. Calcule
a area lateral, a area ;
total e o volume do O P
tronco gerado. dot =

@ (UFU-MG) Considere um balde para colocacao de gelo
no formato de um tronco de cone circular reto apre-
sentando as medidas indicadas na figura a seguir.

R cm (raio da base maior)

' h = 12 cm (altura)

+
Hustragdes: Editoria de arte

Resolucao .

Pela rotacao completa do trapézio em torno do eixo L mm=os

e

[emos: )
'Dy, r = 3 cm (raio da base menor)

Considerando que esse balde esteja com 25% de sua
capacidade ocupada com gelo derretido (agua) e, con-
sequentemente, com um volume de agua igual a 0,097n
litros, qual é o valor (em cm) do raio da base maior R?

a) 8,5 b)9 xc)8 d)7,5
Do tridngulo retangulo ADE, temos: esolicrio
gZ=k+ (ED)’=g’=3*+1"=g= J10 cm 25% da capacidade do balde é igual a 0,097x litros.
Célculo da drea lateral (S,):R=2cmer=1cm. Como 1 L = 1000 cm?, temos: 0,097x - 1000 cm® =
S,=ng(R+1)=S,= tJI0(2+ 1) = 3101 = = 971 cm”.
=S, = 3J10% cm? Podemos calcular o volume de um tronco de cone
Célculo da area total (S)): pela if(irmula:
5=8:+ 5+ 5 V= (R+Rr+r)
Ss=n-R*=S,=mn-2* =5, =41 = 40 cm? 95 v
S,=n-r’=8§ =n-1*=8§, = ncm? 25%\?:@?:;,3551111:
3 == Vv
S,=34J10n +4n +n=S = (3/10+4+1)xn, ou —=9'}’11::}12x-{R”+3R+32J=9?n-4:}
seja, S; =(5+3410)wem’ 4 3
=R+ 3R+9=97=R*+3R—-88=0=
Calculo do volume (V): i ’
T 2\ 3R (s _ A — R = —11 (nao convem) e R = 8.
V= 3 (R R )_ 3 (2 e ]_ Portanto, o raio da base maior do copo é R = 8 cm.
=n-4+2+1)=71=V=7ncm’ Alternativa c.
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F = Escreva
Exercicios propostos no caderno '

43. Os raios das bases de um tronco de cone circular reto | 46. Sabe-se que um cone circular reto tem 24 cm de altu-
sao 9 cm e 5 cm. Sabendo que a altura € 5 cm, deter- ra e 8 cm de raio. Determine a que distancia do vérti-

mine o volume do tronco. /3% ce ele deve ser intercectado por um plano paralelo ao

3
44. (Enem/MEC) Um sinalizador de transito tem o forma-

to de um cone circular reto. O sinalizador precisa ser

l.__|'T|3

plano da base para que a area da seccao obtida seja
257 cm?. 15am

47. Um cone circular reto de 10 cm de altura é cortado

revestido externamente com adesivo fluorescente, h g
por um plano paralelo a base, a uma distancia d do

desde sua base (base do cone) até a metade de sua o ) ) o .
vértice. Sendo a area obtida da seccao igual a metade

altura, para sinalizacao noturna. O responsavel pela . _ 2 g
& ¢ P P da area da base, determine o valor da distancia d.

colocacao do adesivo precisa fazer o corte do mate- 547 cm
rial de maneira que a forma do adesivo corresponda | 48.Um quebra-luz é um cone de geratriz 17 cm e altura
4 parte da superficie lateral a ser revestida. 15 cm. Uma lampada acesa no vértice do cone projeta

no chao um circulo de 2 m de diametro. A que altura

Qual devera ser a forma do adesivo? 3 N
do chéo se encontra a lampada? 1875m

a)
15 &_17am %
h 8
E
b) N
49. No trapézio retdngulo da figura, a base maior mede
10 dm, a menor, 6 dm e a altura, 4 dm. Efetua-se uma
rotacdo completa do trapézio em torno da reta r paralela
a base maior do trapézio e situada a 2 dm de disténcia.
c) N

L.
1—_.__._.-!'
i T ———

a) Calcule a area da superficie do sélido gerado.
16(9 + 2 2 dv?
736r
50. (UFPR) Um sdlido tem o formato de um tronco de
cone circular reto com uma cavidade na forma de

b) Calcule o volume do solido gerado.

cone com a mesma altura do tronco e com base igual
a base menor do tronco, conforme a figura. Calcule o
volume do solido, sabendo que as medidas do tronco
sao: 16 cm de altura, 250 cm? de area da base maior e
40 cm? de area da base menor. 2221 .

45. Um cone tem 10 cm de raio e 20 cm de altura. A uma
distdncia de 4 cm do vértice, secciona-se esse cone

com um plano paralelo a base. Calcule o volume do
1984n

tronco de cone obtido. o
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Sao muitas as situacoes em que encontramos formas que lembram esferas ou

partes de uma esfera.
Ha ainda objetos que, apesar de nao constituirem rigorosamente esfe-

ras, possuem uma forma muito proxima da esfera, como a bola de futebol.
A Terra, por ser achatada nos polos, nao possui a forma de uma esfera per-
feita. Mesmo assim, muitas vezes vamos considerar, para efeito de calculo,
como se fossem esferas perfeitas.

Vamos considerar um ponto O e um numero real r positivo como indicado na
figura ao lado.

O conjunto de todos os pontos P do espaco, cuja distancia ao ponto O é igual
a r, € denominado superficie esférica de centro O e raio r.

O solido limitado por uma superficie esférica chama-se esfera. Dessa manei-
ra, a esfera de centro O e raio r € o conjunto dos pontos do espaco cuja distancia

ao ponto O é menor ou igual a r.
De modo bastante simples, podemos dizer que a superficie &€ a “casca”, en-

guanto a esfera € a reunidao da “casca” com o “miolo”.
As denominacbes centro e raio sao aplicadas indiferentemente a uma superfi-

cie esférica ou a esfera por ela limitada.
Em uma esfera, destacamos os seguintes elementos:

e eixo: é qualquer reta que contém o centro da esfera e indicaremos por e.

« polos: sdo os pontos de interseccao da superficie esférica com o eixo e, e
indicaremos por P, e P,.

* equador: é a circunferéncia de uma seccao obtida por um plano perpendicu-
lar ao eixo e que passa pelo centro da esfera.

O circulo associado ao equador é chamado de circulo maximo da esfera.
Ele divide a esfera em duas partes iguais chamadas de hemisférios.

circulo maximo

« paralelo: é a circunferéncia de uma seccao obtida por um plano perpen-
dicular ao eixo e e, portanto, paralela ao equador.

* meridiano: ¢ a circunferéncia de uma seccao obtida por um plano que con-
tém o eixo e.
A esfera também pode ser obtida pela rotacao completa de um semicirculo
em torno de um eixo que contém seu diametro. Por isso, o eixo e também é cha-
mado de eixo de rotacao.

e e
""\-\____-". A
A A
L b O wp 0 =28
e I
8 B B

Nustraches: Editona de arte

meridiano

paralelo

equador
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p Volume de uma esfera

Para calcular o volume de uma esfera de raio r, vamos utilizar o principio de
Cavalieri. Considere um cilindro equilatero de altura 2r e raio da base r. Retiran-
do dois cones circulares retos, de altura r e raio da base r, cujas bases coincidem
com as bases desse cilindro, obtemos o sélido A, representado da figura ao lado.

O volume do sélido A é igual a diferenca entre o volume do cilindro equilatero
e os volumes dos dois cones circulares retos, ou seja:

Nustragdes: Editonia de arte

Vi N =W =g 2P —=2 - %ml-r=2m'3— %:itr3= %Iﬁ

Agora, vamos considerar o solido A e uma esfera E de raio r, apoiados em um
mesmo plano «, conforme mostra a figura abaixo.

Considere também um plano B paralelo a « que secciona a esfera E e o solido A
a uma distancia d do centro da esfera O, como mostra a figura abaixo.

O plano B determina um circulo na esfera E, cujo raio indicaremos por R. Pelo
teorema de Pitagoras, temos:

P=R+ =R =2 —d?
Assim, a area S, do circulo é dada por:
S, = nR* = n(r* — d°) @

A seccao determinada pelo plano B no solido A é uma coroa circular de raios
redesua area S, é dada por:

S,=n?-—d) (@

Assim, comparando (D e @, verificamos que a area da seccao plana da esfe-

ra E (circulo) € igual a area da seccao plana do solido A (coroa circular).
Pelo principio de Cavalieri, temos que a esfera E tem o mesmo volume que o

solido A e, portanto, o volume V da esfera é dado por: V = %:ﬂ:ﬁ
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p Demonstracao da féormula da area
de uma superficie esférica

Agora que ja estudamos como determinar o volume de uma esfera, vamos
usar esse resultado para demonstrar a formula da area de uma superficie esférica.

Uma esfera pode ser imaginada como a reuniao de infinitas “piramides” com
vértice em C (centro da esfera), como representado na figura abaixo.

area de um dos
"poligonos™: §_

llustragdes: Editaria de arte

De fato, nao sao piramides, pois a base tem uma superficie arredondada.

A altura de cada piramide é o raio r da esfera.

Considere uma esfera de centro C decomposta em uma infinidade de “pira-
mides" cujos vértices se encontram no centro da esfera.

Desse modo, a superficie esférica fica dividida em n “poligonos” cujas areas
sao S,, S,, S;, .., S,. Para n muito grande, cada “poligono” tem area e perimetro
muito pequenos e a soma das areas de todos esses poligonos se aproxima da
area da superficie esférica S:

S, +S, +S;+..+S =S @

n

Além disso, a soma dos volumes de todas essas “piramides” se aproxima
1

do volume da esfera. O volume da piramide é dado por V. e = ESb - h
1
e, sendo h = r (raio da esfera), podemos escrever V. .. = ES" “T.
Assim:

V=V, +V, +V,+ .. + V.

.ol gl | Syl L
Ve e P b= S NS+ 5 5 O

Substituindo (1) em (1I), temos:

1
Ve=—5-
3 r

r3

, temos:
3

Assim, como V =

4mr? 1 5
3 ——35-r:}5~—4ﬂr

Para n tendendo ao infinito, temos: S = 4nr’

D Seccao de uma esfera -

esfera

Ao seccionar uma esfera por um plano a, a interseccao entre o plano e a
esfera & um circulo, como representado na figura ao lado.

Quando o plano passa pelo ponto O (centro da esfera), o circulo obtido
é chamado de circulo maximo.
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Exercicios resolvidos

Uma esfera de raio 8 cm é seccionada por um plano
distante 5 cm de seu centro. Calcule o raio da seccéo.

Resolucao
A interseccao do
plano « com a es-

Um silo tem a forma de um cilindro

1o

fera determina a
seccdo indicada na
figura.

Do tridngulo re-
tangulo OBA:
82=54+r’=64=25+r’=r>=39
Como r é positivo, obtemos r = /39 cm.

pﬂ professora Cristina produziu com seus alunos da
pré-escola enfeites de Natal na forma de esferas, com

12 cm de didmetro cada uma. Para pintar a superfi-
cie dessas esferas, ela dispée de uma latinha de tin-
ta, em que o fabricante afirma ser possivel pintar até
5 m? de superficie com esse conteudo.

Nessas condicoes, qual € o nimero maximo de enfei-
tes que a turma de Cristina podera pintar?

Resolucao

Em cada esfera: r= 12

T =f 2
2 =21 cin

Secters = 4N = 4 - W - 6
Seciera = 1441 cm?

esfera

Considerando = 3,14, temos: S, = 452,16 cm”.

Como € possivel pintar até 5 m* = 50 000 cm?, temos:
50000

452,16

Portanto, a turma da professora Cristina podera pintar
até 110 enfeites.

=110,58

Uma esfera cuja superficie tem area igual a 676m cm?
é cortada por um plano situado a uma distancia de
12 cm de seu centro, determinando um circulo. Nes-
sas condicoes, determine:

a) a medida do raio da esfera.

b) o volume da esfera.

B

Resolucao
a) Calculo da area da esfera:

S=676n=4nr’ =676n=r’=169=r=13

Portanto, o raio da esferaér = 13 cm.

b) Calculo do volume:
8 788
‘U=%EI‘3:’?V=%I' 133 =V = Z T, ol seja,
8788
V= ?3 Tt cm?
8788
Portanto, o volume da esferaé V = £ T cm?.

circular reto (com fundo) encimado ¢ .
por uma semiesfera, como na figura.
Determine o volume desse silo, sa-
bendo que o raio do cilindro mede
2 m e que a altura do silo mede 8 m.
Resolucao & T

O volume do silo € igual a soma dos volumes de uma
semiesfera de raio 2 m e de um cilindro de raio 2 m

e altura 6 m.
i.l:r3 /T‘X"T
3 I 2 m
vﬂmtﬁfﬂa LT S .--""‘L_"-.‘ ]
2 L e
< 5 n-2°
= W itast 3
SEMMICEIEra 2 Em
vsmi:sfm =£3n 4
Vainaeo = 1 -y -
Voiinde = - 22 - 6= 241 m*
Logo: Vi, =15TT[+2411=%11: = Vy =BSTE m”

Para medir o diametro de uma esfera macica, Joao
utilizou a seguinte estratégia: colocou certa quanti-
dade de agua em um cilindro de raio 10 cm e altura
20 cm. Em seguida, mergulhou a esfera na agua, de
modo que ela ficou totalmente submersa. Ele, en-
tao, verificou que a altura da agua no cilindro subiu
2 cm. Assim, pode determinar o didmetro da esfera.
Qual é esse didmetro?

B

Resolucao
- 10 am = 10 cm 10 cm
- 7

- (3
2 cm ' 2em b
e " E N TS
—_— Q_rr-*"
sem com
a esfera a esfera

A estratégia de Joao é correta, pois o volume da agua
deslocada (e conhecida, pois se trata de um cilindro)
€ equivalente ao volume da esfera.

O volume da agua deslocada corresponde ao volume
de um cilindro de raio 10 cm e altura 2 cm.

Viedoeado = > -h =m - 10% - 2 = 200w cm?
4

Vestera =§11:R3 = 200n = R=%150 cm
O diametro é igual a 2 - 3150 cm, aproximadamente
10,6 cm.
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Exercicios propostos

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

Sabendo que a area de uma superficie esférica e
871 cm?, calcule o raio da esfera. 2 e

Um plano a secciona uma esfera de raio 20 cm. A dis-
tancia do centro da esfera ao plano a € 12 cm. Calcule
a area da seccao obtida. 256m e’

Qual € a area total da superficie esférica gerada pela
rotacao completa do semicirculo da figura em torno
de seu diametro AB? 100x cn?

ADO=5cm

-
A 0 B
Supondo que a Terra seja uma esfera perfeita, e sa-

bendo que seu raio € de aproximadamente 6400 km,
determine:

a) a area total da superficie terrestre (use T = 3);

491520 000 km’
b)o valor percentual que ocupa o continente ame-

ricano, cuja area € de 42215000 km?, em relacao a
superficie total da Terra. & 58%

Utilize a calculadora para auxilia-lo nos calculos.

A figura mostra uma esfera ins- !
crita em um cubo de aresta 4 cm

(note que o plano de cada face
do cubo é tangente a esfera). g
Calcule a area total da superfi- | 4 cm
cie esférica. 16man’

4 am

Um cubo de aresta m esta inscrito em uma semiesfera
de raio R de tal modo que os vértices de uma das faces
pertencem ao plano equatorial da semiesfera e os de-
mais veértices pertencem a superficie da semiesfera.

Calcule m em funcdodeR.  _, E

Uma esfera é seccionada por um plano «a distante
12 cm do centro da esfera. O raio da seccao obtida é
9 cm. Calcule o volume da esfera. 4500m em?

Um reservatorio em forma de uma semiesfera tem
18 m de diametro. Qual é o volume de agua que cabe
nesse reservatorio? 486mwm?

Calcule, aproximadamente, a capacidade em milili-
tros do recipiente indicado na figura.
Adote Tt = 3,14. 333468 mL

b cm

esfera

60.

61.

62.

63.

Escreva

no caderno '

(Unifesp-SP) Um recipiente, contendo agua, tem a
forma de um cilindro circular reto de altura h = 50 cm
eraior = 15 cm.

Este recipiente contém 1 litro de agua a menos que
sua capacidade total.

dgua |~

—

a) Calcule o volume de agua contido no cilindro
(usem = 3,14). 343251

b) Qual deve ser o raio R de uma esfera de ferro que,
introduzida no cilindro e totalmente submersa, faca
transbordarem exatamente 2 litros de agua? 895 om

Uma esfera esta inscrita em um cilindro equilatero de
raio a. Qual € a razdo entre o volume V, da esferae o

volume V, do cilindro? %

Um sorveteiro vende sorvetes em casquinhas de biscoi-
to que tém a forma de cone de 3 cm de didmetro e 6 cm
de profundidade. As casquinhas sio totalmente preenchi-
das de sorvete e, ainda nelas, € superposta meia bola
de sorvete de mesmo diametro do cone.

Os recipientes onde sao armazenados os sorvetes tém
forma cilindrica de 18 cm de diametro e 5 cm de pro-
fundidade. &0 casguinhas

recipiente

sorvete

Determine o nimero de casquinhas que podem ser servi-
das com o sorvete armazenado em um recipiente cheio.

O recipiente da figura é feito de madeira com den-
sidade 0,7 g/cm® e tem a forma de uma semiesfera
com raio externo de 20 cm e raio interno de 17 cm.

Calcule a massa, em quilogramas, desse recipiente.
4,53 kg

llustracdes: Editoria de arte
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cunha esférica

arco
equatorial

) Fuso esférico e cunha esférica

Chamamos de fuso esférico a superficie gerada pela rotacao, por
um angulo de medida « (0° < a = 360°), de uma semicircunferéncia de
raio r em torno do eixo que contém seu diametro.

A area de um fuso esférico € proporcional a medida a do angulo rota-
cionado e pode ser calculada pela regra de trés:

Areadofuse  Medida do dngulo
(Stisso) (em grau)
Z, 2
Amr? 360° Axrs - o TIrce
= = =
S o " wo = T360° 7 e~ ggp

Chamamos de cunha esférica o solido gerado pela rotacao, por um
angulo de medida a (0° < a = 360°), de um semicirculo de raio r em torno
do eixo que contém seu diametro.

O volume de uma cunha esférica é proporcional a8 medida a do angulo
rotacionado e pode ser calculado pela regra de trés:

Volume da Medida do angulo
cunha (em grau)
4nr .
3 360 dnr? « v ra
vumha N = chnha — 3 " 360° = Veynha — 270°

Assim como fizemos os calculos utilizando a medida a do angulo em grau,
é possivel realizar os mesmos calculos com a medida a do angulo em radiano.

1 2P Calcule a area do fuso esférico e o volume da cunha

Resolucao
A area do fuso esférico € dada por:
3 = - a]
5. — o S, = x-10°- 45

esférica de 45° em uma esfera de raio 10 cm.

90°

O volume da cunha esférica é dado por:

_m-10°-45° _ 500m

Substituindor = 4 cm:
n-4 16n 16n
s = — e =~ CIR
3 3 3

Qual é o volume da cunha esférica mostrada na figu-
ra? Dado: r = 10 cm.

=58 .= S0npem®

Vv . = nro
cunha 2?{]5 cunha 2?{]‘“
Portanto, V_ . = 5{]:“ cm’,

pﬂetermine a area de um fuso esférico de 30°, contido
em uma superficie esférica de raio 4 cm.

Resolucao
Como « € dado em graus, temos:
Area Angulo
4ar? —— 360°
- 30°
360° _ 4ur’ g -
T fuso
30° s 3

3

O volume da cunha pode ser obtido pela regra de trés:

Volume Angulo

4

—nrr ——  360°

3

1IIIIir|:|.n'|.|:|a - 15:'

4mr’
360° _ 3 _ nr
].EE - vcunha :}vrzunha ]'B
Substituindo r = 10 cm:
n-100  s500n 5007

T oy g 3

vrzunha 18 e T vL'LIIIhEl = 9 cm
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s = Escreva
Exercicios propostos no caderno '

64. Determine a area de um fuso esférico de 45°, contido | 67. Uma cunha esférica de 2 cm de raio tem volume igual

numa circunferéncia de raio 8 cm. 325 cn? i % cm?. Calcule seu angulo. 1 rad
65. Calcule o volume de uma cunha esférica de raio 6 cm

Guijo Anigpuiler mede: 68. (PUC-SP) A area de um fuso esférico cujo dngulo

T nr
a) 60° 48 cm? 19 st mede 3 rad, em uma esfera de 12 cm de raio, €:
- 2
66. A drea de um fuso esférico mede 25 cm?. Sabendo N2y Hayem d)64m cm
b) 69w cm? e)n.r.a.

que o angulo do fuso mede % rad, calcule o raio da
superficie esférica. 5 c) 72w cm?

. Historia da Matematica

Arquimedes, a esfera e o cilindro

[...] Plutarco, um escritor grego do 12 século d.C., é autor de um livio chamado “As Vidas dos Homens Ilustres” (1).
[...] Em particular, conta Plutarco que de todas as descobertas que Arquimedes fez, a que o gedmetra mais apreciava era
a relacao de areas e volumes de um cilindro e da esfera nele contida ((1), p. 276). Mais precisamente, consideremos uma
esfera de raio R, inscrita num cilindro circular reto, de altura 2R e cuja base tem raio R (Fig. 1).

Figura |. "... entre 0 muito que inventou parece-me que O que mais
apreciava era a demonstracao da proporcao que ha entre o cilindro
e a esfera nele contida, pelo que pediu a seus parentes que, quando

morresse, mandassem colocar sobre sua sepultura um cilindro contendo
! 4 uma esfera com uma inscricao da proporcao pela qual o que contém
\‘\1___-_’// excede o conteldo” (Plutarco). Cicero quando servia na Sicilia como

questor, encontrou uma lapide com uma esfera inscrita num cilindro, pelo
V. A 2 que julgou haver descoberto o timulo de Arqguimedes. Cuidou entao de
==k restaura-lo, ja que ele se encontrava totalmente abandonado.

Editoria de arte

Entao o volume do cilindro e % do volume da esfera, e a area total do cilindro tambem e % da area da esfera. Ainda

segundo Plutarco, Arquimedes teria pedido a seus parentes e amigos que quando morresse mandassem colocar sobre sua
sepultura um cilindro contendo uma esfera, com uma inscricao da proporcao acima referida. Cicero, quando exercia funcoes
de magistrado romano na Sicilia, encontrou uma lapide contendo uma esfera inscrita num cilindro. Como ele mesmo conta,
julgou ter achado o timulo de Arquimedes e cuidou de restaura-lo. Segundo o autor Howard Eves ((2), p. 89), ha pouco mais
de vinte anos, em 1965, durante uma escavacao para construir um hotel em Siracusa, uma escavadeira deu com uma pedra
com a mesma figura antiga de um cilindro contendo uma esfera. Assim, o tumulo de Arquimedes teria sido novamente
encontrado nos tempos modernos. Mas desta vez faltou alguém com a clarividéncia de um Cicero e, ao que parece, esse
tumulo esta agora definitivamente perdido. [...]

Referéncias

(1) Plutarco: As Vidas dos Homens Ilustres, vol. 3, Editora das Americas, Sao Paulo, pp. 268 a 280. Edicdo em inglés
na colecao “Great Books of the Western World” da “Enciclopaedia Britannica Inc.”, onde figura como vol. 14, pp.
2b2 a 2bb.

(2) Howard Eves: Great Moments in Mathematics before 1650, Mathematical Association of America, 1980.

Fonte: AVILA, Geraldo. Arquimedes, a esfera e o cilindro. Revista do Professor de Mateméatica (RPM), 530 Paulo, n. 10.
Disponivel em: <http:/iwww.rpm.org.br/cdrpm/10/3.htm=, Acesso em: 27 abr. 2016.

= = R = - T
1."."5=§'Ir-53=%-[[m3 'E"E 'q it 5 EDDHU“
=2-m-5 4+ 2-m-5- 10 =150m em?
Vi Escreva S B E : Ac
Atividades [nu cadernu] Ve=1-5 - 10 = 2507 cm LRk
sim: = — = —
Ve Ar 3

1. Segundo o texto, qual o pedido feito por Arquimedes aos seus familiares com relacao ao que gostaria que fosse
colocado em sua sepultura?

2. Verifique a relacao descoberta por Arquimedes, a partir de uma esfera de raio 5 cm e um cilindro reto de 10 cm de
altura e base com raio 5 cm.

_ " o % K 7
1. Ele gostaria que fosse colocado sobre sua sepultura um cilindro contendo uma esfera, com uma inscricao da proporcan; — = — = G

"/ A
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Exercicios complementares

1. (UnB-DF) Qual o nimero de faces de um poliedro re-
gular com 20 vertices e 30 arestas? 12 faces

2. (UFTM-MG) Um poliedro convexo, com 32 arestas e
14 vértices, possui apenas faces triangulares e qua-
drangulares. Sendo g o numero de faces quadran-
gulares e t o numero de faces triangulares, entao os
valores de g e t sdo, respectivamente:

a)g=6et=14 djg=14et=4
b)Jg=16et=4 xe)g=4et=16
c)g=4et=14

3. (Insper-SP) De cada vértice de um prisma hexago-
nal regular foi retirado um tetraedro, como exempli-
ficado para um dos vértices do prisma desenhado a

seguir.

O plano que definiu cada corte feito para retirar os

Hustragdes: Editoria de arte

tetraedros passa pelos pontos médios das trés ares-
tas que concorrem num mesmo vértice do prisma. O
numero de faces do poliedro obtido depois de terem
sido retirados todos os tetraedros é:

a) 24 d) 16
X b) 20 e) 12
c) 18

4. (UFRN) Atualmente, uma das técnicas muito uti-
lizadas no cultivo de hortalicas ¢ a producao em
estufas (plasticultura), pois, entre outros fatores,
possibilita a protecao contra chuvas, frio, insetos e
um aumento da produtividade, que pode atingir até
200%, como no exemplo da abobora italiana.

70m

" 8m "
Considerando uma estufa como a representada aci-
ma, em que o triangulo da fachada é isosceles, cal-
cule a area de plastico utilizado para revesti-la total-
mente (exceto o piso). 1192 m’?

94 Unidade 2 » Poliedros e corpos redondos
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5. (Cefet-GO) Uma caixa-d’agua tem a forma de um pa-
ralelepipedo retangulo cujas dimensées internas sio
2,4 m de comprimento; 1,5 m de largura e 1,0 m de
altura. Num determinado momento do dia, a caixa

esta com apenas % de sua capacidade. A quantidade

de litros de agua na caixa é de:

a) 2140 xd)2160
b)2145 e) 2155
c) 2150

6. O volume de um paralelepipedo retidngulo é 648 m®.
Calcule a area total desse paralelepipedo, sabendo
que suas dimensoes sdo proporcionais aos numeros
4,3e2.5=468n

7. (Unifesp-SP) Quatro dos oito
vértices de um cubo de aresta

i -
:.:?.#-

; et it
B R

unitaria sao vertices de um tetra-

- —
o

edro regular. As arestas do tetra-

==
1
1
1
1
1
I
i
-

edro sdo diagonais das faces do
cubo, conforme mostra a figura. g

. -
o e

a) Obtenha a altura do tetraedro e verifique que ela é
igual a dois tercos da diagonal do cubo. ; _ % NE

b) Obtenha a razao entre o volume do cubo e o volu-

me do tetraedro. :::_: -1

8. (Uespi-PI) Um tetraedro tem cinco arestas medindo
6 cm, e a sexta aresta mede 62 cm. Qual o volume
do tetraedro?

a) 28 cm® d)27 cm®
b) 1942 cm? xe) 182 cm?
c) 26 cm?

9. (UFF-RJ) A grande piramide de Queodps, antiga cons-
trucao localizada no Egito, € uma piramide regular
de base quadrada, com 137 m de altura. Cada face
dessa piramide € um tridngulo isosceles cuja altura
relativa a base mede 179 m. A area da base dessa pi-
ramide, em metro quadrado, é:

a) 13272 x d)53088
b) 26544 e) 79432
c) 39816



10. (EsPCEx-SP) Um reservatorio em forma de tronco
de piramide regular de base quadrada e dimensoes
indicadas na figura devera ter suas paredes laterais
externas cobertas por uma tinta impermeavel, cujo

12.

rendimento é de 11 m? por galao.

Desenho fora
de escala.

Os pontos A e
B representam
0s centros

das bases do
tronco da

2,40 m

Er i
Rt

-7 320m

xb)7
11.

piramide.

7,20 m

O numero minimo de galoes que devem ser adquiri-
dos para tal operacao é:
a)6 c) 9
d)10

(Enem/MEC) O condominio de um edificio permite
que cada proprietario de apartamento construa um
armario em sua vaga de garagem. O projeto da gara-
gem, na escala 1 : 100, foi disponibilizado aos inte-

e)11

ressados ja com as especificacoes das dimensoes do
armario, que deveria ter o formato de um paralele-
pipedo retangulo reto, com dimensées, no projeto,
iguaisa3cm, 1 cme 2 cm.

O volume real do armario, em centimetros ciibicos,

sera:
a) 6 c) 6 000 % e) 6000 000
b) 600 d) 60 000

(Unicamp-SP) Um cilindro circular reto é cortado
por um plano nao paralelo a sua base, resultando
no solido ilustrado na figura. Calcule o volume des-
se solido em termos do raio da base r, da altura ma-

xima AB = a e da altura minima CD = b. Justifique

1

seu raciocinio. — (s + b
2

13. (UFG-GO) A figura a seguir representa uma seringa

no formato de um cilindro circular reto, cujo émbolo
tem 20 mm de didmetro. Esta seringa esta comple-
tamente cheia de um medicamento e € usada para

14.

15.

injetar doses de 6 mL desse medicamento. Com base
nessas informacoes, determine quantos milimetros o
émbolo se desloca no interior da seringa ao ser inje-
tada uma dose. (Use T = 3,14.) Aproximadamente 19,1 mm.

émbolo

(Uespi-PI) Um prisma hexagonal regular, com lado
da base medindo 3 cm e altura 8 cm, esta inscrito em
uma esfera, como ilustrado a seguir.
Qual a area da superficie da esfera?

"

A o s . e s e
]
- e

a) 92w cm?

b)94m cm?

c) 96m cm?

d) 9871 cm?

x €) 100w cm?

(UFPB) Em uma cidade, ha um tunel reto de um quil6-
metro de comprimento, cujas secoes transversais, per-
pendiculares ao tinel, sdo todas congruentes e tém o
formato de um retiangulo de 12 metros de largura por
4 metros de altura, com um semicirculo em cima, cujo
raio mede 6 metros, conforme a figura abaixo.

Nustragdes: Editoria de arte

Para pintar a parte interna desse tunel (o chao nao
sera pintado) serao utilizados galGes de tinta, sen-
do cada galdo suficiente para pintar até 20 metros
quadrados. Com base nessas informacoes, € correto
afirmar que, para pintar a parte interna do tinel, o

numero minimo necessario de galoes de tinta é de:
Usen = 3,14.

a) 1926
b) 1822

c) 1634
d) 1488

xe) 1342
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16. (Epcar-MG) Uma fabrica de brinquedos usa, para
embalar um jogo de montar, latas com formatos de
prisma regular e tampa de piramide regular como em
(1). A fabrica decide mudar a embalagem, passando
a usar latas cilindricas do mesmo material com tam-
pas conicas como em (2).

(1) (2)
Sabendo que as tampas sdo ocas e com apoio apenas

na superficie, pode-se dizer que a razido entre os vo-
lumes (1) e (2) é

n3
27

3 343
9 3rm Xc) 2n

a) d)
17. (Enem/MEC) Em um casamento, os donos da festa
serviam champanhe aos seus convidados em tacas
com formato de um hemisfério (Figura 1), porém um
acidente na cozinha culminou na quebra de grande
parte desses recipientes. Para substituir as tacas que-
bradas, utilizou-se um outro tipo com formato de cone
(Figura 2). No entanto, os noivos solicitaram que o vo-

lume de champanhe nos dois tipos de tacas fosse igual.

R=3am
R=3om
Figura 1 Figura 2
Considere:
4 1
\Y =—nR*eV,_,. = =nR*h

esfera 3 3

Sabendo que a taca com o formato de hemisfério é
servida completamente cheia, a altura do volume de
champanhe que deve ser colocado na outra taca, em
centimetros, é de
a) 1,33

% b) 6,00

c) 12,00
d)56,52

e) 113,04
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18.

19.

(Vunesp-SP) Uma quitanda vende fatias de melancia
embaladas em plastico transparente. Uma melancia
com forma esférica de raio de medida R cm foi cor-
tada em 12 fatias iguais, onde cada fatia tem a forma
de uma cunha esférica, como representado na figura
abaixo. Sabendo-se que a area de uma superficie es-
férica de raio R cm é 4nR? cm?, determine, em funcao
demedeR:

Nlustragdes: Editoria de arte

a) a area da casca de cada fatia da melancia (fuso es-
férico); a, = R

b) quantos cm? de plastico foram necessarios para
embalar cada fatia (sem nenhuma perda e sem sobre-
por camadas de plastico), ou seja, qual € a area da

z
superficie total de cada fatia. s, = 4’;“

(Udesc-SC) Seja S uma secao de uma esfera determi-
nada pela intersecio com um plano, conforme a figura.

Ef

Se S esta a 3 cm do centro da esfera e tem area igual a

16w cm?, entdo o volume desta esfera é:
500,

a) 36m cm? c¢) 100w cm? ¥ e) cm
b) 253'5“ cmS3 d) 167 cm?

20. (Unesp-SP) Um paralelepipedo reto-retangulo foi di-

vidido em dois prismas por um plano que contém as

diagonais de duas faces opostas, como indica a figura.

Comparando-se o total de tinta necessaria para pin-
tar as faces externas do paralelepipedo antes da di-



21.

22,

23.

visdo com o total necessario para pintar as faces ex-

ternas dos dois prismas obtidos apos a divisdo, houve
um aumento aproximado de

a) 42%. c) 32%.
b) 36%. x d) 26%.

e) 28%.

(Unicamp-SP) Considere os trés solidos exibidos na
figura abaixo, um cubo e dois paralelepipedos retan-
gulos, em que os comprimentos das arestas, a e b, sao
taisquea > b > 0.

51 51 53

i - d
a) Determine a razio r= 5

S, é igual A soma dos volumes de S, e S,. 1= +1sf'§

b) Sabendo que a soma dos comprimentos de todas

para a qual o volume de

as arestas dos trés solidos € igual a 60 cm, determine
a soma das areas de superficie dos trés solidos. 50 an?

(PUC-SP) Para confeccionar uma peca, um artesao
fez um corte em um bloco de madeira macica, geran-
do uma canaleta com a forma de um prisma reto, cuja
base € um tridngulo equilatero, conforme € mostrado
na figura abaixo.

»_A‘

4 cm

Considerando que a densidade da madeira é igual a
0,87 g/cm3, entio, se M é a massa da peca confeccio-
nada, em quilogramas, € verdade que

a)M=>20 )1.0<M<15
b)1,5<M<2,0 xd)M<1,0
(Enem/MEC) Uma fabrica de sorvetes utiliza emba-
lagens plasticas no formato de paralelepipedo retan-
gular reto. Internamente, a embalagem tem 10 cm de
altura e base de 20 cm por 10 cm. No processo de con-
feccao do sorvete, uma mistura é colocada na emba-
lagem no estado liquido e, quando levada ao conge-
lador, tem seu volume aumentado em 25%, ficando
com consisténcia cremosa.

24.

x b) 10
25.

Inicialmente € colocada na embalagem uma mistura
sabor chocolate com volume de 1 000 cm? e, apos essa
mistura ficar cremosa, sera adicionada uma mistura
sabor morango, de modo que, ao final do processo de
congelamento, a embalagem fique completamente
preenchida com sorvete, sem transbordar.

O volume maximo, em cm3, da mistura sabor moran-
go que devera ser colocado na embalagem é

a) 450. x ) 600. e) 1000.
b) 500. d) 750.

(Enem/MEC) Um fazendeiro tem um depdsito para
armazenar leite formado por duas partes ctibicas
que se comunicam, como indicado na figura. A ares-
ta da parte cubica de baixo tem medida igual ao do-
bro da medida da aresta da parte cuibica de cima. A
torneira utilizada para encher o deposito tem vazao
constante e levou 8 minutos para encher metade da
parte de baixo.

Quantos minutos essa torneira levara para encher
completamente o restante do deposito?

a) 8 c) 16 e) 24
d) 18

(Ufla-MG) Considere um tijolo baiano com a
forma de um paralelepipedo, de dimensoes
10 cm X 25 em X 20 cm, vazado com 8 furos
iguais, todos na forma de paralelepipedos com
bases quadradas, conforme a figura. Se o espaco
vazio representa 36% do volume total do tijolo, o
valor x do lado da base dos furos é:

lustraghes: Editoria de arte

c) 4,5 cm
d) 5,5cm
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26.

llustragdes: Editaria de arte

27.

28.

29.

(UERJ) Um cubo de aresta EF medindo 8 dm contém
agua e esta apoiado sobre um plano « de modo que
apenas a aresta EF esteja contida nesse plano. A figu-
ra abaixo representa o cubo com a agua.

Considere que a superficie livre do liquido no inte-
rior do cubo seja um retangulo ABCD com area igual
a 32./5 dm?. Determine o volume total, em dm?, de
agua contida nesse cubo. 128dm*

(Fuvest-SP) O sdlido da figura é formado pela pirami-
de SABCD sobre o paralelepipedo reto ABCDEFGH.
Sabe-se que S pertence a reta determinada por Ae E
eque AE = 2cm, AD = 4 cm e AB = 5 cm. A medida
do segmento SA que faz com que o volume do sélido

sejaigual a 4 4o volume da piramide SEFGH e:

5
S

E
a) 2cm c) 6cm X e) 10 em
b) 4 cm d) 8 cm
(UFPR) Um cubo de aresta 4 cm foi seccionado por

um plano, originando dois solidos geométricos con-
forme indica a figura.

U9

a) Calcule o volume de cada um dos dois solidos obti-
dos por essa seccao. \, = 3—32 an?; W, = %cm’

b) Calcule a area total da superficie de cada um dos

solidos obtidos por essa seccao.
A, =(24+83) amz A, = &?2 +8y3) am?
(UFU-MG) O rendimento teorico de uma tinta € a quan-

tidade necessaria para pintar um metro quadrado de
area e serve apenas para determinar o custo por metro

quadrado da tinta. O rendimento real de uma tinta € cal-

Unidade 2 » Poliedros e corpos redondos

30. (UFVJM-MG) Um fazendeiro

culado no final do trabalho executado que leva em conta
o numero de demaos (niimeros de camadas de tintas
necessarias para obter o resultado esperado) e as perdas
decorrentes da preparacao e do método de aplicacao.
Admita que as perdas usando os diferentes métodos de
pintura sio estimadas em: pincel 10%, rolo 20% e pisto-
la pneumatica 25%. Um pintor vai pintar toda a superfi-
cie de um tanque de combustivel na forma de um cilin-
dro circular de 10 m de altura e raio da base igual a 2 m.
Sabe-se que a tinta a ser usada tem rendimento teorico
de 20 m? por litro e que sdo necessarias duas demaos.

Determine a quantidade, em litros, de tintas necessa-
rias para pintar esse tanque utilizando a pistola pneu-
matica. Dado: Use t = 3,14. 20,09

g -

do interior de Minas Gerais
vende todo o leite produzido
em sua propriedade para a
Cooperativa Leite Bom. Sua
fazenda produz, em média,
360 litros por dia e para fa-
zer o transporte deste leite, a
Cooperativa doa ao produtor galoes no formato cilin-
drico com 40 cm de didmetro e 60 cm de altura.

60 cm

Considerando mt = 3, e 1 L. = 1000 cm?3, para trans-
portar 360 litros de leite, o fazendeiro precisa de:

x ¢) 5 galoes.
d) 6 galoes.

a) 3 galoes.
b) 4 galoes.

31. (Famema-SP) Uma lata de suco com o formato de

um cilindro circular reto com 12 cm de alturae 3 cm
de raio da base esta completamente cheia, conforme
mostra a figura 1. Parte desse suco sera colocado em
uma taca na forma de um cone circular reto com 9 cm
de altura e raio da boca igual a 4 cm, conforme mostra
a figura 2.

Figura 1 Figura 2
R 4 cm
12 am
Y
o
3 cm

Fora de escala

Apos encher completamente a taca, o suco restante
dentro da lata tera uma altura aproximada de
a) 6,0 cm. c) 6,8 cm. e) 6,2cm

X b) 6,6 cm. d) 6,4 cm.



32. (UFSC) Em relacao as proposicoes abaixo, € CORRE-

TO afirmar que:

01. No paralelepipedo abaixo, a medida da sua diago-
nal é expressa por uma funcio quadratica.

X 02. Se um reservatorio

de agua tem a forma
de cilindro equilatero
e seu didmetro interno
mede 4 m, entdo, con- .
siderando T = 3,14, a

5

oo e

capacidade desse reser-
vatorio e de 50 240 L.

x 04. Um pequeno cesto de
lixo tem a forma de tronco
de piramide e suas dimen-

20 cm

soes internas estao indica-
das na figura. Se a altura
do cesto é 15 cm, entao seu

T S

volume € 3 500 cm3. 10 cm

08. Um pote para guardar alimentos tem a forma de
um prisma reto de base triangular. Sua base é um tri-
angulo retangulo e suas dimensoes formam uma pro-
gressao aritmeética de razao 5 cm. Se sua altura mede
10 cm, entio a area total desse prisma € 750 cm?.

Retomando e pesquisando

Na abertura da unidade, conhecemos um pouco a respeito da cidade de Chi-

llustractes: Editoria de arte

33.

A\

16. Um filtro de café tem a forma de um cone cuja
medida interna de seu didmetro é 20 cm. Se a medida
interna da geratriz € 26 cm, entio sua capacidade é
menor que 2 L.

(Enem/MEC) Uma empresa farmacéutica produz
medicamentos em pilulas, cada uma na forma de
um cilindro com uma semiesfera com o mesmo raio
do cilindro em cada uma de suas extremidades. Es-
sas pilulas sdo moldadas por uma maquina progra-
mada para que os cilindros tenham sempre 10 mm
de comprimento, adequando o raio de acordo com o
volume desejado.

Um medicamento € produzido em pilulas com 5 mm
de raio. Para facilitar a degluticao, deseja-se produzir
esse medicamento diminuindo o raio para 4 mm, e,
por consequéncia, seu volume. Isso exige a reprogra-
macao da maquina que produz essas pilulas.

Use 3 como valor aproximado para 7.

A reducio do volume da pilula, em milimetros ctibi-
cos, apos a reprogramacéio da maquina, sera igual a

a) 168. d)378.
b) 304. x e) 514.
c) 306.

chen ltza e do templo Kukulcan. Como vimos, esse templo também € chamado
de piramide de Kukulcan, apesar de nao ser propriamente uma piramide.

Além dessa, existem outras construcoes feitas por antigas civilizacbes que
lembram piramides. Veja exemplo ao lado.

Nao se sabe ao certo o motivo pelo qual tantas civilizaces antigas de dife-
rentes origens e localidades fizeram esses tipos de construcoes. No entanto, é
fato que, independente da época de construcao e da tecnologia utilizada, esses
povos conseguiram erguer impressionantes edificios.

Utilize essas informacoes e seus conhecimentos a respeito dos conteldos
dessa unidade para realizar as atividades a seguir. [

Escreva
no caderno

1. Aproximando o templo Kukulcan para um tronco de piramide de base quadra-
da, determine seu volume. Para isso, considere que o lado do quadrado da base
mede 55,3 m e que o lado da base do topo da piramide mede 5,3 m. 337927 m?

2. Suponha que uma construcao seja composta por uma semiesfera de raio 3 m sobre um cilindro
equilatero, como mostra o esquema a seguir. Qual € o volume dessa construcao? 72z m?

3. Retina-se com mais trés colegas e faca uma pesquisa a respeito da civilizacao maia. Respesta pessoal.

Globe Stock/Alamy/Latinstock

Templo | de Tikal, também conhecido
como templo do Grande Jaguar,

um dos monumentos construidos
pelos maias em Péten, na Guatemala.
O Pargue Macional do Tikal foi
considerado patnmonio cultural e
natural da humanidade em 1979 pela
LUNESCO. Fotografia de 2009.
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Unidade

Geometria e |
Algebrano plano
cartesiano

A antena parabodlica é muito utiliza-
da para a recepcao de sinais de radio
e televisao. Ela reflete para um mesmo
ponto da antena os sinais fracos recebi-
dos que assim sao amplificados.

Além de receber sinais de satélites,
as antenas parabolicas podem captar
sinais do espaco. As do projeto ALMA
(Atacama Large Millimeter/submillime-
ter Array), que € o maior projeto astro-
nomico terrestre, situadas no Planalto
de Chajnantor nos Andes chilenos, rece-
bem um tipo de radiacao produzida por
alguns dos objetos mais frios do Univer-
s0 que estao muito distantes da Terra.

ARIEL MARINKOVIGJ Getty Images




, . Escreva
"2 1. Que tipo de sinal é comum receber nas antenas parabolicas?

Resposta possivel: Sinais de televisao ou radio.

2. Por que as antenas parabolicas sao utilizadas para receber sinais de satélites?
Porque a antena reflete para um Unicg ponto os sinais vindos de muitas direcges. -

3. Que tipo de imagem vocé acredita que € possivel obter das antenas do projeto

ALMA? Que importancia vocé acha que esse tipo de projeto tem para o desen-

volvimento cientifico? Resposta pessoal. Resposta possivel: Imagens detalhadas de estrelas e planetas,
que se formam em nuvens de gas, proximos do nosso Sistema Solar e em galaxias distantes.

O projeto ALMA é composto de 66 antenas parabolicas gue
trabalham como um grande telescopio e esta localizado em
Sao Pedro do Atacama, Chile (fotografia de 2013).




CAPITULO 4

Geometria analitica: pontos e retas

A Geometria analitica € um ramo da Matematica que se baseia essencialmente
na ideia de representar os pontos do plano por pares ordenados de nimeros reais
em um sistema de coordenadas. Esse sistema € denominado sistema cartesiano

23 ortogonal e os pontos sao representados em um plano chamado plano carte-
Eg siano, em homenagem ao francés René Descartes (1596-1650).

ﬁg A Geometria analitica estuda curvas e figuras por meio de suas equacoes,
Es @ que por sua vez sao analisadas com base em seus graficos. Ha, portanto, uma
3% inter-relacdo da Algebra com a Geometria.

Sistema cartesiano ortogonal

René Descartes, filoésofo, :

matematico e fisico francés, : i .
foi o dirfor da Farioss Tiase: Como abordamos no capitulo 3 do volume 1 desta colecao, um sistema

"Penso, logo existo!”. cartesiano ortogonal é formado por duas retas reais perpendiculares entre si
em um ponto O definido como origem. O eixo horizontal, identificado por eixo
x, € chamado de eixo das abscissas e o eixo vertical, identificado como eixo y, é
chamado de eixo das ordenadas. Se as escalas nao forem indicadas nos eixos,
supde-se que eles tém a mesma unidade de escala.

Quando fixamos um sistema de coordenadas cartesianas em um plano, passa
a existir uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano e o conjunto
dos pares ordenados (a, b) de numeros reais, isto é, a cada par ordenado (a, b)
esta associado um Unico ponto do plano e a cada ponto do plano esta associado

Eixo das 4 y
ordenadas um unico par ordenado (a, b). Assim, todo ponto pode ser localizado no plano
& cartesiano por meio de sua coordenada.
: b P(a, b) — : :
p + t Dado um ponto P(a, b), o nimero real a é chamado de abscissa do ponto P
=
2 e o numero real b, de ordenada do ponto P.
% Os eixos x e y dividem o sistema cartesiano em quatro regides que chama-
2 x mos de quadrantes, e sao enumerados no sentido anti-horario, sendo possi-
s = - i s : &
0 a Eixodas  vel identificar o quadrante ao qual pertence um ponto P(a, b) pelos sinais de
abscissas  syas coordenadas.
Y 4
- 242 Quadrante (—, +) 12 Quadrante (+, +)

Quando a = b, ou seja, Pla, a),
dizernos que P pertence a bis-
setriz dos quadrantes impares,
e quando a = —Db, OuU seja, 0
P(a, —a), dizemos que P per-
tence a bissetriz dos quadran-
tes pares. 3¢ Quadrante (—, =) 42 Quadrante (+, =)

- )

12 quadrante:a>0eb =10
22 quadrante:a < 0eb =0
F2quadrante:a<0eb=<10
4% quadrante:a >0eb <0
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Exercicios resolvidos

| ® Determine as coordenadas Vi

A
dos pontos indicados 3 .
no plano cartesiano. 2 —— 5 |
: - :
Resolucao E i3 g
2 -1 e ST Ex
As coordenadas dos 4 3: o2 5 X
pontos sao: i i
A(2, 5); B(5, 0); —;4l-m---4E
C(—4,3); D(—-1, —6); -
E(3, —4)

pﬂe %}D, determine os possiveis quadrantes para
P(x,y).

Resolucao

Como %} 0, podemos afirmar que x e y possuem o
mesmo sinal e nenhum deles € igual a zero. Portanto,
ambos sao positivos ou ambos sdo negativos.

Assim, para a primeira condicao, temos que x > 0 e
y > 0, ou seja, P pertence ao 12 quadrante.

Para a segunda condicdo, comox <0ey < 0, P per-
tence ao 32 quadrante,

Determine os valores reais de x para que o ponto
A(x + 1, 2x — 5) pertenca ao 4° quadrante.

lstragtes: Editonia de arte

Resolucao

Um ponto do 42 quadrante tem abscissa positiva e or-
denada negativa. Assim,x+ 1 >0e2x —5< 0.

{:{+1::=-{]:}x::=-—1 @

5
2x—=5<0 2x <5 s e
X — AN =% 2 @

Fazendo @ N @, obtemos:
-1
@

®@ &

©
>

it e e f

M| D= ===D | LN

Portanto, {x ER[-1l=x< g}

Se A(2x — v, Xx + 2y) e B(3, 4) representam o0 mesmo
ponto, qual sera o quadrante do ponto C(x, y)?

Resolucao

A e B representam o mesmo ponto, entao:
2x —y=3 4x—2y=6
= +
X+2y=4 x+2y=4
5x =10
Assim, x = 2 e, portanto, y = 1. O ponto C(2, 1) pertence
ao 1¢ quadrante.

Exercicios propostos

Vieja a secio Resolucoes no Manual do Professor.
1. Marque em um plano cartesiano os pontos:

a)A(3,4) c) C(0, 5) e)E(—2,0)
b)B(—1, 2) d)D(—3, —3) f) B(3, —2)

2. Dé os nomes dos poligonos cujos vértices sao:
a)A(—2,2),B(3,2),C(1, —1) e D(—4, —1) Paralelogramo.
b)M(—1, 3),N(—2, —3) e P(—1, —3) Tiangulo retingulo.
¢c)R(-—3,1),5(2,1), T(3, -1) eU(—4, —1)

Trapézio isosceles.
3. Determine ovalorde k paraque opontoP(—5, -k —8)

pertenca ao eixo horizontal do plano cartesiano.k = 4

4. Em que quadrante se encontra o ponto A(—5,3)?Eo
ponto B(—5, —3)? A€ 22quadrante e B & 3¢ quadrante.

5. Determine o quadrante em que se localiza o ponto

M(x, v), nos seguintes casos: ggifgtﬁqﬁﬁf;z; Elﬂ
a)xy>0  b)xy<0 cxy=0 d)x+y=0

190u 3% quadrante 29 ou 4¢ quadrante  Sabre s eixos coordenados. o
6. Sabendo que m e n sdo niimeros reais, quais os possiveis

quadrantes aos quais pode pertencer o ponto C(—m, n?)?
Veja a secio Resolucoes no Manual do Professor.
7. Nafigura a seguir temos a representacao da reta de-

nominada “bissetriz dos quadrantes impares”. De

Escreva
no caderno

maneira analoga, podemos Y b b
13

afirmar que também existe
uma reta que denomina-

o 45°
mos “bissetriz dos quadran-

1

te pares”.

a) Construa em um sistema
cartesiano a bissetriz dos

Bissetriz do 12 e 3¢

quadrantes pares. Guiadrames (B}

Veja a secdo Resolucdes no Manual do Professor. | .
b) Quais pontos a seguir pertencem a reta b, e quais

pertencem aretab,,?
P(2,3); Q(—2, 2); 0(0, 0); R(3, 3); 5(2, 4); T(5, —5);

o . - Os pontos O, Re Vpertencem areta b, e 0s
u(0,1); V(-14, —14) pontos O, Qe Tpertencem a retab, . =

c) Determine a e b para que o ponto P(10, a + 3) per-
tenca a bissetriz do 12 e do 3¢ quadrantese Q(—8,b — 2)

pertenca a bissetriz do 22 e do 4* quadrantes. b o
=7 B =

. Um quadrado tem a medida do lado igual a v/2. Se

A pertence ao eixo das abscissas e B pertence ao eixo
das ordenadas, quais sao as coordenadas dos vértices
A, B, Ce D? A(1, 0); B, 1); C(—1,0); D0, —1)
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Distancia entre dois pontos

/A distancia entre dois
pontos A e B também
pode ser representada
pord, oud i

No estudo da Geometria analitica, ha varias situacoes em que calculamos a
distancia entre dois pontos, por exemplo: ao determinar o perimetro de um po-
ligono, a medida das medianas ou as alturas relativas de um triangulo etc.

Podemos indicar por d(A, B) ou por AB a medida do segmento de reta cujas
extremidades sao os pontos A e B. Essa medida equivale a distancia entre os

pontos A e B. Veja os exemplos a sequir.

a) ] b) [] R T i i Q[ [ | T
Yi | |l ya I " - . — Y A | -
- . | - 2+--4B(1,2) -E{_?'.-z}': 24
A{—1.1)+ + B3, 1) V- B i NiE} |
lE ™ o | i1 u
R — - - — P
it ﬂ_ 1 1 3 —ﬂ'?--—--?h“] _15} X ] Eﬂ 3 X
[ ] i | T =A@ 1)
1 1 1 3 |
dA,B)=3—-(—1)=4 dlA,B)=2 —(—-0,5)=25 d(A, B)F = 32 + 32

d(A, B) = 18 = 342

Nos exemplos a e b, o calculo da distancia foi obtido por meio das relacoes
d(A, B) = |xa —xs| ou d(A, B) = |ya — ¥s| . No exemplo ¢, utilizamos o teorema
de Pitagoras.

Podemos obter uma férmula geral para calcular a distancia entre dois pontos
A e B quaisquer.

Para isso, considere os pontos A(x,, y,) e B(x,, y,) em um plano cartesiano
(Figura 1).

Construimos um triangulo retangulo ABC em que AB ¢ a medida da hipotenusa
e, em seguida, aplicamos o teorema de Pitagoras (Figura 2). Veja:

=Y

Figura 1 Figura 2
(AB)? = (AC) + (BC)Y
(AB) = |}{2 - X F x |'J"rz — Y, F = {xz N :":1)II R {'f"rz o '1"1}2

AB = J(Iz ""3“11)2 +{5"2 "’f‘h]z

O comprimento do segmento AB é a distancia entre os pontos A e B. Portanto:

dA B = J(x, —x.) + (v i)
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___Exercicins resolvidos

Resolucao

Representando os pontos em um plano cartesiano,

temos:
vy
A
i g
|
: 2 h, B
| |
= i
1 0 3 X
Aplicando a férmula:

d(A,B) = -J(Kz = H—])E +{Fz o= Fl]z

d(A,B) = J(3+1) +(2—4)

d(A,B) =V16+4

d(A, B) =420
d(A,B) =25

A distancia entre os pontos Ae B é 2,/5 .

¥ Calcule a distancia entre os pontos A(—1, 4) e B(3, 2). p

Prove que é isosceles o tridngulo cujos vértices sao os
pontos A(2, —2), B(—3, —1) e C(1, 6).

Resolucao

Representando os pontos em um plano cartesiano,

emaos:
Yt ca.e)

B(=3, —1) -L*_\l .

A2, -2)

Vamos determinar o comprimento dos lados do
tridngulo:

d(A,B) = {(-3-2f +(-1+2f =y25+1=126
d(A,C) = J1-2F + (6+2)° =V1+64 =65
d(B,C) = J(1+3) + (6+1)° =v16+49 = J65

Como d(A, C) = d(B, C), o triangulo dado tem dois
lados congruentes. Logo, é isosceles.

Exercicios propostos

9.

10.

11.

12.

13.

Calcule a distdncia entre os pontos:
a)A(1,3)eB(9,9) 10
b)P(4, —2) e Q(4, —5) 3

9 1[1,_1] AR
2 3 273 3

)M (243, 3) e N(4V3, 1)4

e)R(1+43, 2) e S(V/3, 2+/3) 2

Um quadrilatero ABCD esta definido pelos pontos
A(—1, —1), B(1, 1), C(3, 1) e D(—1, —3). Calcule o
perimetro desse quadrilatero. 4 + 6.2

(Mack-SP) Em relacao a um sistema cartesiano orto-
gonal, com os eixos graduados em quilometro, uma
lancha sai do ponto (—6, —4), navega 7 km para les-
te, 6 km para o norte e 3 km para oeste, encontrando
um porto. Depois continua a navegacao, indo 3 km
para o norte e 4 km para leste, encontrando um outro
porto. A distiancia, em quilometro, entre os portos é:

a)7 c) 23 xe) 5
b) 3.5 d) J7

Calcule o perimetro do triangulo ABC, sabendo que
A(1, 3),B(7,3)eC(7,11). 24

Considere a diagonal AC do quadrado ABCD. Sejam
A(-2, 3) e C(0, 5), qual a area do quadrado ABCD,
em unidades de area? 4ua.

14.

15.

16.

Escreva
no caderno

Determine x para que o ponto P(x, 2x + 3) seja equi-
distante dos pontos A(1, 2) e B(—2, 3). x= —1

Verifique se o triangulo com vértices A(—1, 2), B(3, 1)

e C(6, 4) e retangulo, acutdngulo ou obtusangulo.
Obtuséngulo.

(UERJ) As trajetorias A e B de duas particulas lancadas
em um plano vertical xOy estio representadas abaixo.

Yi

llustragtes; Editoria de arte

0

=Y

Suas equacoes 5ao, respectivamente:

}r=—%}:3+ 3x e y= —%}:2 s

nas quais x e y estdo em uma mesma unidade u. Es-
sas particulas atingem, em um mesmo instante t, o
ponto mais alto de suas trajetorias. A distdncia entre
as particulas, nesse instante t, na mesma unidade u,
equivale a:

a) J6 b) V8 c) V10 xd) 20
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Coordenadas do ponto médio de um segmento de reta

Sabemos que o ponto médio de um segmento de reta € o ponto que o divide em duas partes iguais, ou seja, em
dois segmentos de reta congruentes. Entao, dado um segmento de reta AB e M, o ponto médio desse segmento
de reta, podemos afirmar que AM e MB sao congruentes ou, ainda, a razao entre AM e MB € igual a 1.

Vamos determinar as coordenadas do ponto médio de um segmento de reta em funcao das coordenadas das
extremidades. Para isso, vamos considerar que A(x,, y,) e B(x,, y,) sao as extremidades de um segmento de reta e
M(x,, v,,), 0 seu ponto médio, como mostra a figura abaixo.

Tracando retas perpendiculares aos eixos passando pelos pontos A, B e M, temos que os triangulos MCA e BEM
530 congruentes (caso LAAU} e assim, ME = AC e EB = CM:

yi
¥a T
Xa + Xg
Y ME=AC:‘5}{B_XM=:{MH_KA:'2XM=}:A+KB:’ xM:T
¥a= Ye 1 !r

VA |‘.-_ kD FA'!'H'E

| | : EB=CM=2Y, ¥y =Yu Y 2=Vt Y%= [ Va 2

i | L.
0 ]{A HM Kﬂ X
Portanto:

A abscissa do ponto médio é igual a media aritmética das abscissas de seus extremos e a ordenada do
ponto médio é igual a média aritmética das ordenadas de seus extremos.

Na demonstracao, os pontos A e B estao no 12 quadrante. Contudo, se eles estiverem em outro quadrante ou
em quadrantes distintos, chegaremos as mesmas relacoes entre as coordenadas dos pontos A, B e M.

As relacoes das coordenadas do ponto médio de um segmento de reta podem ser obtidas utilizando-se a ideia
de "divisao de um segmento de reta em determinada razao r” ou “razao de seccao”, que apresentamos a seguir.

P Divisao de um segmento de reta por um ponto P em
uma razao r

Seja P um ponto que divide AB narazaor = % Observando o grafico abaixo, temos os triangulos ACP e PDB
semelhantes. Entao:

y A r— AP _AC _PC

u PB PD BD
% r = }lﬁk[::‘:“:l}_-_FH"!'l j\IF:m—rIB
3 PD X —X% 14T
A
g — +r
E Y - = PC_Yo ™ ¥a Vi - Y& T TN
¥ BD vy — V¥ 1+r
£ % | L . Portanto, as coordenadas do ponto P que divide um segmento de

| i i reta AB na razao r, sao dadas por:
o X 5 I po[XatT X Yatr-y,
1+r "  14r

No caso do ponto médio M que divide um segmento na razaor = 1, temos que:

Ys 1Yy _¥YatY,
T+1 27 S WS Ty T 2

Observe gue essas sao coordenadas do ponto médio obtidas anteriormente.

Xy e Xob K
Xy = o
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) Baricentro de um triangulo

E possivel que no Ensino Fundamental vocé tenha estudado que uma mediana de um tridangulo € um segmento
de reta com extremidades em um vértice e no ponto médio do lado oposto, e que o encontro das medianas é

chamado de baricentro G.

Considerando o triangulo abaixo, é possivel provar por semelhanca de triangulos que o baricentro G divide as
medianas do triangulo na razao de 2 para 1. Observe:

AG_BG _CG_2

GM GN GP 1

Utilizando essa propriedade, vamos deduzir as relacoes entre as coordenadas do baricentro G e as coordenadas

dos veértices A, B e C do triangulo.

Seja G(x_, y.) o baricentro do triangulo de vértices A(x,, y,), E(XB, y,) e Cix_, y). Observando o grafico abaixo,

também concluimos que o ponto P é o ponto médio de AB, assim: x, =

y A

; C

NN

% R\\;'\

LLE G i3

g = >-ﬁ7
0 X

G

X, + Xg
i

_Ya T Vs
5 .

e Yp

O ponto G divide a mediana CP na razdo r = 2:

2 +2'(:-:A + Xg
_ Xc X% 2 Ly X + Xg + Xc
1+r1 142 H 3
_l_
o [FA YE]
=3"|: +rYP= 2 =31"A+'_'|"B+3"r:
141 142 Yo 3

Assim, sobre as coordenadas do baricentro de um triangulo ABC podemos concluir que:

A abscissa do baricentro é igual a meédia aritmética das abscissas dos vértices do triangulo e a ordena-
da do baricentro € igual a média aritmética das ordenadas dos vertices do triangulo.

Exercicios resolvidos

das do ponto T que divide RSnarazdo r =
Resolucao
=g
XX t3 7
.= = s
1+r 1 4
1+=
3
1
— +_.
_ YrrIys 3 6_3
L= = e
1+r gl 4
3
Portanto, T(—%, %)

y» Sendo R(—4, —1) e 5(5, 6), determine as coordena- p

3"

Determinar a razao em que o ponto C(6, 5) divide o
segmento AB, sendo A(2, 3) e B(10, 7).

Resolucao

A razao pode ser calculada com as abscissas ou com
as ordenadas dos pontos.

Com as abscissas:

R s s T
Com as ordenadas:

_AC _YcTY¥a _5—3_2 _
1'—':B r YB_FC:}I' 7_ct 3 1

Portanto, a razao é igual a 1.
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=

Determine as coordenadas dos pontos que dividem
em trés partes iguais um segmento de extremidades

A(1, 2) e B(6, 8).

Resolucao

A Clx. ye) Dix,, y,) B

O ponto C é médio de AD:

X + X5 1+ xp
X=—5 X7 @
Ya Ty 2+y
Fﬂ:%:,},cz gﬂ @

O ponto D é médio de CB:

X +Xy X~ +56
KD: ) = Xp = )
Ye +¥ Ye +8
Yo = Cz - = ¥n = Cz @

Das equacaoes @ e , temos:

X —Xp =1

Resolvendo o sistema, obtemos:

Das equacoes @ e @, temos:

{E}Tﬂ _FD =2
—Y¥ec +2yp =8

Resolvendo o sistema, obtemos:

Ye=4€y,=06

8 13
Portanto, C|= —., 6.
ortanto, (3,4)313(3,6)

Exercicios propostos

17.

18.

19.

20.

108

Obtenha, em cada caso, as coordenadas do ponto mé-
dio de AB.

a)A(1,7) eB(11, 3) (55

b)A(—6,9) eB(—2, =5) (-4,2)

c)A(—3,0)eB(9,0) (30

d)A(2V5, V2) eB(4V5 , yZ) (345 . 42)

Calcule x e y, sabendo que (2, 5) € o ponto meédio do
segmento de reta de extremos (x, 7) e (5, y)u=—1;y=3

No plano cartesiano, os pontos A(—1, 1), B(3, 1), C(3, 5)
e D(—1, 5) sao os vertices de um quadrado. Determi-
ne as coordenadas do centro desse quadrado. (1,3)

Determine as coordenadas do ponto medio do seg-
mento de reta AB indicado na figura. (5, 1)

Unidade 3 » Geometria e Algebra no plano cartesiano

Escreva
no caderno

21. Determine as coordenadas do ponto B, simétrico do
ponto A(—1, 2) em relacao ao ponto C(3, 4). 8(7,6)

22. Mostre que a razao em que o ponto C= (—

19 47} ,.
g,g)dl—

vide o segmento de reta AB com A(1, 3) e B(11, 23) e

1

igual a e Veja a secao Resolugoes no Manual do Professor.

23. Determine as coordenadas do baricentro do trian-

gulo indicado na figura: (_1 D]
v
yi

| Y

lustragdes: Editona de arte



Condicao de alinhamento de trés pontos

Chamamos de pontos colineares (ou pontos alinhados) aqueles que yA

pertencem a uma mesma reta.

Na figura a direita, temos trés pontos alinhados, Alx,, y.), B(x,, y,) e
C(x,, y,), representados em um plano cartesiano.
Nesse caso, existe uma relacao entre as coordenadas desses pontos

gue apresentamaos a seqgulir.

Tracando por A, B e C segmentos de reta paralelos aos eixos x e ),
determinamos os pontos D e £ como na figura abaixo.

Y'| sl E R S e T A e L e e 2

0 X

=
|
|
|
|
i
llustraches: Editoria de arte

=

Observe que os triangulos ABD e BCE da figura acima sao semelhantes (caso AA).

Logo, temos:

Dessa proporcao, obtemos:

BD _ CE — Yomh. Y%
AD BE X3— X X3— X

L=, 1T 1e = (Yz . '3"1} ’ (13 - xz} = {}"3 il .:"'rz} ’ (xz il xl} = XY, T XY, —,M;_f_ XY, = XY, '_}-;Y;"" XY; T XY,

X% X377 X;

—Xa¥z — XYz — Xa Y1 T XY F X3y + Xy =0

®

Xy ¥ 1
Observe que @ corresponde ao determinante D = | x, y; 1/, entao concluimos que:
X3 Y3 1

Xy 1

Se trés pontos A(x,, y,), B(x,, y,) e C(x,, y,) estdo alinhados, entdo:D = | X2 V; 1 =0.

X3 Yy 1

Se realizarmos o processo inverso, concluiremos que:

X4
S'E' D = x:
X3

Vi
Yz
VE

1
1

1

= 0, entao A(x,, y,), B(x,, y,) e C(x,, y,) estdo alinhados.
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'Exercicios resolvidos

| 1) Determine o valor de a de modo que os pontos P(a, 4),
1 Q(1,5) eR(~1, 3) sejam colineares.

Resolucao

Se os pontos estao alinhados, devemos ter:

a 4 1
i1 5 1 |1=8
-1 3 1

Calculando o determinante, temos a equacao:
5—3a—44+5a—4+33=0

2a—10=0

a=>5

Portanto, a = 5.

Determine os valores de p de modo que os pontos
M(p, —1), N(—1, p) e Q(4, —2) sejam vértices de um
triangulo MNQ.

Resolucao

Para que os pontos M, N e Q sejam vértices de um trian-
gulo, eles devem ser nao colineares, ou seja, o determi-
nante deve ser nao nulo. Entao:
p -1 1
-1 p 1| #0
4 -2 1
—4p+2p—1+p2—4+2+#0
pPP—2p—3+0
pF—lep#3
Portanto,p # —1ep # 3.

Exercicios propostos

24. Verifique se os pontos A, B e C estao alinhados.
a)A(0, 2),B(—3, 1) e C(4, 5) nao.
b)A(—2, 6), B(4, 8) e C(1, 7) Sim.
c) A(—1, 3), B(2, 4) e C(—4, 10) nao.
d)A(3, —1), B(3, 2) e C(3, 5) sim.

25. Determine m para que os pontos A(0, —3), B(—2m, 11)

e C(—1, 10m) pertencam a uma mesma reta1.
== gl —

26. Determine x de modo que os pontos A(1, 3), B(x, 1)1%
C(3, 5) sejam os vértices de um triangulo. x # —1

27. Seja P o ponto de interseccao da reta r com o eixo y.
Se r € a reta determinada pelos pontos A(—1, —2) e

B(4, 2), calcule as coordenadas do ponto P. p[gl _E]
5

28. Seja Q o ponto de interseccao da reta s com 0 eixo
das abscissas. Se s € a reta determinada pelos pontos
M(1, —4) e N(—2, —13), calcule as coordenadas do

ponto Q. Q=[%, [}]

29. A quantidade p de P4

pecas Pl'ﬂduzldas por
determinada  ma- 500 +---=-=-=-====~=
quina, ao longo de
certo periodo de
tempo ¢ (medido
em horas), possui  30}---
uma variacao line-
ar, de acordo com o

grafico ao lado. 0

R e b s e
~Y
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Escreva
no caderno

Com base em uma projecao feita a partir do grafico
apresentado, qual o tempo esperado para que a ma-
quina produza 500 pecas? 33 horas e 20 minutos.

30. (Vunesp-SP) Ao ser inaugurada, uma represa possuia
8 mil m? de dgua. A quantidade de agua da represa
vem diminuindo anualmente.

O grafico mostra que a quantidade de agua na repre-
sa, 8 anos apos a inauguracao, € de 5 mil m3.

Se for mantida essa relacio de linearidade entre
o tempo e a quantidade de agua em m3, determine
em quantos anos, apos a inauguracao, a represa tera
2 mil m3. 16 anes.

4 em milhares de metros cibicos

Hustragdes! Editoria de arte

oo T P ———

t (anos)

31. Sejam P(2, 5), Q(1, 3) e R(x, y) pontos do plano.
Se x — y = 0, determine R, de modo que P, Q, e R
sejam colineares. R(—1,—1)



Equacao geral da reta

Utilizando a condicao de alinhamento de trés pontos, podemos determinar a equacao geral da reta que passa
por dois distintos. Para isso, considere P(x, y) um ponto qualquer de uma reta r que passa pelos pontos A(x,, y,)
e B(x,, y,), conforme o grafico abaixo:

llustragdes: Editoria de arte

Como os pontos P, A e B sao colineares, temos:

x y 1
3 3 1| =0=yx+xy+xy,—xXy —Xxy—yx=0=
v Y ) = — L+, — Xy + 0Ly, —xy.) =0

Substituindoy, —y, pora, x, — X, porbexy, — xy, por ¢, temos ax + by + ¢ = 0, em que a, b e ¢ sao numeros
reais. Essa equacao é chamada de equacao geral da reta.
Vamos apresentar, agora, alguns casos especiais de retas e suas equacoes.

* Reta paralela ao eixo x: A reta r tem equacéo y = k, para k € R. Todos os pontos de r tém a mesma ordena-
da, ou seja, y = k. A eguacao geral tem a forma by + ¢ = 0, sendo b # 0.

I
y

* Reta paralela ao eixo y: Todos os pontos de r tém abscissa igual a p, ou seja, x = p, para p € R. A equacao

geral é: ax + c = 0, sendo a # 0.

y} ’

0 Tp H-

» Reta passando na origem: Nesse caso, o ponto (0, 0) pertence a reta e, como consequéncia, ¢ = 0. Veja:
ax+by+c=0=2a-0+b-0+c=0=c=0.
A equacao geral tem a forma: ax + by = 0, com a e b nao simultaneamente nulos.

4
¥
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* Bissetrizes dos quadrantes pares e impares.

Hustraches: Editoria de arte

A bissetriz dos quadrantes pares (22 e 42 quadrantes) A bissetriz dos quadrantes impares (12 e 32 quadrantes)
possui equacao x +y = 0, ouseja, x = —V. possui equacaox —y =0, ouseja,x = .

Independentemente do caso, sempre é possivel escrever uma equacao de reta na forma geral ax + by + ¢ = 0,
em que a, b e ¢ s&o numeros reais com a e b nao simultaneamente nulos.

Inclinacao de uma reta

A medida do angulo a formado do eixo x para a reta r, no sentido anti-horario, € denominada inclinacao da reta r.
Temos o0s seguintes casos a considerar.

A ' 'y '
Y y y r ¥
r Fy
rivethical r e paralela ao eixo x
r
% 0L
= -
0L X 0 \ X 0 x 0 o
/|
0% < < 90° 90° < o < 180° o = 90° aZ

Toda reta tem uma inclinacdo « Unica tal que 0° = o < 180°.

Coeficiente angular de uma reta

O coeficiente angular m de uma reta ou declividade da reta é igual a tangente da inclinacdo « dessa reta.
Desse modo, m é um numero real. Observe abaixo alguns exemplos:

A i A y A
y 5{ y .
+ : = 90°
a=10" <o
a = 135°
. . : 5l -
X 0 X 0 ¥ 0 X
m = 1g 45° m,_ = tg 135° m, = tg 0° Como a reta u é perpendi-
m, = 1 m, = =] m = cular ao eixo x (a = 90°), ela

nao possui declividade, pois
tg 90° nao esta definida.

112 Unidade 3 » Geometriae Algebra no plano cartesiano



Podemos obter o coeficiente angular m em funcao das coordenadas de dois pontos distintos de uma reta. Como
para a = 0° (reta horizontal) o coeficiente angular é 0 e para a = 90° nao ha coeficiente angular, vamos considerar
' iy 2 o s i
dois casos: a sendo um angulo agudo e a sendo um angulo obtuso

12 caso: a € agudo, 0° < « < 90°

Sendo o triangulo ABC retangulo (C é reto), temos:

y
2 tgﬂzl’:E:Fz‘_Fi SO, S .
g.. AC 3{2 —Kt :{2 '-"3{1
I-
22 caso: a é obtuso, 90° < a < 180°
No triangulo retangulo ABC, temos:
CB Yo =4 ¥i ¥
tg(180°— a)=— =19 (180°— ) = —tga=
g ( a) e g o) i B
::tga=h — Y1 :}m=5"2 —¥i
X; — X X; — X,
Lembre-se:
tg (180° — a) = —tg «
x‘ll-

Y =¥

—

X3 1

Observe que, em ambos os casos, o coeficiente angular m é igual a

Portanto, sendo A(x, y,) e B(x,, y,) pontos distintos de uma reta r, nao perpendicular ao eixo x, o coeficiente
angular é dado por:

= ¥: Y,
Xy — X,
E importante destacarmos que:
0F < a < 90° 90° < a < 180° a =0°
tga >0, ouseja, m=>0 tga <0, ouseja, m<0 tga =0, 0useja, m=0
yi yi yi

=y
=y
=V
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Exercicios resolvidos

| ¥ Determine a equacio geral da reta que une os pontos
1 médios dos lados AC e BC do tridngulo ABC mostra-
do na figura.

y 4
=
3
4
2
2
&
!
o
-
X
Resolucao
Da figura, temos:
y A
-
X

Vamos determinar as coordenadas do ponto médio
de BC:

+
]‘:szﬂz}{c :}Hmzﬂ-zi-—ﬁz}x]ﬂz?
Vs tY¥c _1+7 -
Youa = 2 :}YM_T:}YM_
Logo, M(7, 4).

Agora, vamos determinar as coordenadas do ponto
meédio de CA:
Xa T Xc 0+6

X = 5 Z}KN=T:}XN=3
+ 0+ )
y, = Ya 2?!: Sy, = 2? =y, = 3

7
Logo, N(B, f)'

A equacao da reta r que passa pelos pontos M e N é:

Xy x vy 1
%, Y 1|=0=5 74 1liop
x, y, 1 3 2 1
Calculando o determinante, temos:
P W % —12-7y- %" — =B L85 =0

Portanto, a equacao geral é x — 8y + 25 = 0.

Calcule os coeficientes angulares das retas r e s nas
seguintes situacoes:
a) a reta r passa pelos pontos A(3, 2) e B(—3, —1);

b)a reta s esta representada na figura abaixo.

|
.I
Al
|
|

aui.
|
0 | N =
I
Resolucao
a) Calculo do coeficiente angular:
YN O e g s A
m'_xz—}:l T 3y T T

Para ilustrar, representamos a reta r no plano car-
tesiano:
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Exercicios propostos

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

Escreva, na forma geral, a equacio da reta que passa
pelos pontos dados. Respostas possiveis.

a)A(4,3)eB(—2,5) x+3y—-13=0
b)C(1,3)eD(5,6) —3x+4y—9=0
c)M(—3,3)eN(—3,5)-x-6=0
d)P(4,2)eQ(—2,2) -6y +12=0

Sabendo que se um ponto pertence a uma reta, entao
suas coordenadas verificam a equacao da reta, con-
firme se o ponto A(2, 2) pertence a reta de equacao
geral 2x + 3y — 10 = 0. sim.

(UniCeub-DF) Considere a reta cuja equacéao geral ¢
3x — 5y + 11 = 0. Para que o ponto A(—8, m) perten-
ca a essa reta, o valor de m é:

D 13 _33
Dgy ¥ Do

13 )
de &5
(FGV-RJ) Os pontos A(—1, m) e B(n, 2) pertencem a

reta 2x — 3y = 4. Calcule a distancia entre A e B.

diA. B) =2413
Determine a equacido da reta que passa pelo ponto

P(2, 3) e pelo ponto Q, simétrico de P em relacao a
origem. 3x— 2y =10

Determine o valor de k, sabendo que a reta de equa-
cao 2x — y + 4 = 0 passa pelo ponto médio do seg-

mento de reta que une os pontos A(k, 1) e B(1, —k). -3

Determine o coeficiente angular e a equacao geral da
reta que passa pelos pontos A(0, 5) e B(4, 9).

m=1—x+y—5=0
Verifique se o ponto A(3, 1) pertence a reta r de equa-

caobx — 5y — 13 =0. A
Dado o ponto A(—2, 3), calcule as coordenadas do

ponto B(3k, k + 1) de modo que o coeficiente angular

da reta AB seja m=%. B(—18, —5)

Determine o valor de k para que o ponto
P(4k — 1, k + 3) pertenca a reta suporte das bissetri-
zes dos quadrantes impares. =2

Determine a inclinacio da reta (r) de equacao
8x + 2y — 7 = 0, sabendo que tg 76° = 4. o = 104°

(UFPR) Sabe-se que a reta r passa pelos pontos
A(—2,0) eP(0, 1) e que areta s € paralela ao eixo das
ordenadas e passa pelo ponto Q(4, 2). Se B € o ponto
em que a reta s intercepta o eixo das abscissase C € 0
ponto de interseccao das retas r e s, entao o perimetro
do tridngulo ABC é:

xa) 3(3++5) o) 5(3+45) e) 5(5+3)

b) 3(5+43) d) 3(3+43)

Escreva
no caderno
44. (UEMS) A equacdo da reta r que passa pelo ponto
(0, 3) e contém o segmento BC do tridngulo ABC é:

. -
A X

a) V3x+y—3=0 d) V3x—y—-3=0

b) V3x+y+3=0 e) x—J3y=0

xc) \EJ{—},T+3=U

45. (UFGD-MS) A figura abaixo mostra um tridngulo
ABC no plano cartesiano xy formado pelos segmentos
deretasr,r,er,.

y >
61 s
5 1
4+ g
g
3+ 5
2 +
1 e
' ¥ -
6l 1 Z 3 4 5 & T 8B«

Considerando as afirmativas relacionadas a essa figu-
ra, pode-se concluir que:

I. Oscoeficientes angulares dasretasr, e r, sdo dados
por nimeros reais positivos e o da reta r, € um nu-
mero real menor do que 0,5.

II. Aretar, € dadapory g learetar, ¢ dada

pory + %J{ = % e o angulo formado pela inter-

- & Tr "
seccao dessas retas € de N radianos.

III. A reta que passa por AC é dada por y — %x = %

e a reta representada pelo segmento CA é dada

por —y + %x =—g.

Assinale a alternativa que apresenta todas as afirma-
tivas corretas:

a)L. c)lelll e)l, [lelll
xb)lell. d) ll e III.
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'Equacao fundamental da reta

Estudamos que conhecendo dois pontos, A e B, distintos, de uma reta podemos determinar sua equacao.

Agora, vamos mostrar que dado um ponto P de uma reta r e seu coeficiente angular m podemos também
determinar sua equacao.

Considere uma reta r que passa pelo ponto P(x , y.) e tem coeficiente angular m. Para obtermos a equacao dessa
reta, vamos considerar um ponto Q(x, y) qualquer, distinto de P e pertencente a r.

Como m = g «, temos:

Y—W
K‘_x[

m=iga = m= = yY—y; =m{x—x;)

~Y

Assim, obtemos a denominada equacao fundamental da reta em que m é o coeficiente angular da reta r:

V=¥ =mx—x)

Observacao:
z V¢ J
-]
E ' Qlx, y)
=
-E L3 . — " 1) 1
z Se a reta r é paralela ao eixo y, ela nao possui declividade
§  P(x.,y,) e sua equacao é da forma x = x,.
£ =
0 X

Verificamos acima que a equacao de uma reta, conhecidos um ponto P(x, y,) pertencente a ela e seu coeficien-
te angular m, é dada por:y —y, = m(x — x,).
Considere a reta r da figura que passa pelo ponto P(0, n) e tem coeficiente angular m. A equacao dessa reta é:
A

y
r
/ Y*}H=ﬂ"l(x—x,}=w*ﬂ=m{x—"0}:¢y~—n=mx:} y=mx+n
-t
0 X

Essa equacao é denominada equacao reduzida da reta, em que m é o coeficiente angular e o nimero real n,
ordenada do ponto no qual a reta corta o eixo y, € o coeficiente linear da reta.

Yy = mx + n

coeficiente angular - | L » coeficiente linear

Quando uma reta esta representada por sua equacao geral, ax + by + ¢ = 0, podemos obter a equacao reduzida
isolando y em funcao de x. Observe:

ax+by+c=0=by=—-ax—-—c=> y=—-ﬂf—£:¢.y=(ﬁﬂ)x+[*—£)

b b b b

Se fizermos —E =m e ——£=n, b # 0, teremos a forma reduzida: y = mx + n.

b
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Observacao:
Sendo ax + by + ¢ = 0, b # 0 a equacao geral de uma reta r, entao —E= (coeficiente angular) e
—£ —n (coeficiente linear). A equacao reduzida y = mx + n de uma reta é bastante explorada em problemas que

envolvem a ideia de funcao afim. De modo geral, muitas situacoes envolvendo o conceito de funcao podem ser
resolvidas utilizando ideias da Geometria analitica.

Equacao segmentaria da reta

Consideremos uma reta r que intersecta o eixo x no ponto A(p, 0) e 0 eixo y no ponto B(0, g), comp # 0eq # 0.

y A
£ B(0, q) s i
P De acordo com o grafico, obtemos o coeficiente angular da reta r:
A
g o
3 m=3"9__4
O-p p
Alp, 0) "
0 X

r

Como temos o coeficiente angular e um ponto da reta, A ou B, podemos escrever a equacao fundamental da
reta. Considerando o ponto B, temos:

q
Y =Yg = MX — X)) =y —q= —E(x—ﬂl:*rw—qtl = —OQx=0qx + py = gp
Dividindo ambos os membros da equacao por gp, temos:

qx+py=qpﬂ%+ §;= ;‘; =

P q

Assim, obtemos a chamada equacao segmentaria de uma reta r que intersecta o eixo x no ponto A(p, 0) e
intersecta o eixo y no ponto B(0, gq), comp # 0eq # 0.

Equacoes paramétricas da reta

Estudamos até aqui as equacdes que fazem a relacao direta entre as coordenadas (x, y) de um ponto qualquer.
Entretanto, existe outra forma de representar a equacao de uma reta na qual cada uma das variaveis x e y sao
expressas em funcao de uma terceira variavel denominada parametro.

Considerando uma reta r formada por todos os pares ordenados (f(t), g(t)), em que f e g sao funcoes afins,

x = 1(1)

v =gt sao chamadas equacoes parameétricas de r com parametro t € R. Por exemplo, vamos

as equacoes {

Xx=3t

determinar as equacoes reduzida e fundamental de r dada por: {y s

Para obter as equacoes que relacionam apenas as variaveis x e y devemos eliminar a variavel t.

J{=3t:‘#t=% @
y=1+2t @

e substituindo @ em @, obtemos:

}(:1-}—2%:&}{:%—}—1 » equacao reduzida
2X
y = T+ 1=23y=2x+3=23y—2x—3=0 » equacdo fundamental da reta
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Exercicios resolvidos

j&:¥ Sejam A(—1, 2) e B(3, 4) pontos de uma reta s.
a) Calcule o coeficiente angular m da reta s.
b) Determine a equacao de s, utilizando a equacao
fundamental.

c) Determine a equacao da reta s, utilizando a condi-
cao de alinhamento de trés pontos.

Resolucao
Ei}Il'l=jrrz N ::rrr1:1=£::-m=g:.‘arm=l
X; — Xy 3—(-1) 4 2

b) Vamos determinar a equacao da reta s, utilizando o
ponto A(—1, 2) e a declividade m = %
y—y:, =m(x—x,) :}}F—2=%[x )=
=2y—4=x+1=2x—-2y+5=0

c) Considerando um ponto P(x, y) da reta s, temos
A(—1, 2), B(3, 4) e P(x, y) alinhados.

x yv 1
-1 2 1|=0=2-6—4x+y+2x+3y—4=0=
3 41

=—2x+4y-10=0= x—-2y+5=0

@ Determine a equacao reduzida da reta que passa pelo
ponto P(0, 3) e tem inclinacdo a = 45°.

Resolucao

P(0, 3) € o ponto em que a reta intersecta o eixo y.
Logo, n = 3 (coeficiente linear). O coeficiente angular
ém = tg 45°, ou seja, m = 1.

Portanto, a equacao reduzidaéy =1-x + 3, ou
seja, y = x + 3.

p Dada a reta de equacao —2x + 3y — 4 = 0, determine
seu coeficiente angular e seu coeficiente linear.

Resolucao
Vamos escrever a equacao da reta na forma reduzida.
—2x+3y—4=0=3y=2x+4=y =%x +%

Logo, o coeficiente angular é m=% e o coeficiente

linearé n = i
3

Uma reta r tem equacao x + 2y = 4. Escreva essa
equacao na forma segmentaria e represente a reta no

plano cartesiano.

D

Resolucao
2y 4
+2y—4=0=x+2y=4=>+2="
x+2y—4 =X+ 2y 4::-4 n 4=}
:}£+I=1 » equacdo segmentdria
4 2

Observando a equacdo, pode- y,
mos dizer que a reta r inter-
secta Os eiXos X e y nos pontos r
(4,0) e (0, 2), respectivamen-

-
te. A representacio graficaé: 0 4 X

O grafico mostra a velocidade de um automovel em
funcao do tempo ao se aproximar de um semaforo
que passou para o vermelho. Qual a velocidade desse
automovel no instante 3 s?

Velocidade do automovel
v (m/s) & proximo do semaforo

llustragbes; Editoria de arte

6 8 t(s)

A reta suporte do grafico da velocidade passa pelos

pontos (4, 0) e (0, 8). Sua equacao segmentaria é:

t , vV _

rai e

Fazendo t = 3 s, obtemos:

3,V

RS — ==
2g l1=26+v=8=v=2

Portanto, no instante 3 s a velocidade do automavel

e 2m/s.

pﬂetermine a equacao geral da reta definida pelas

equacoes parametricas: {K = (teR)

y=1—t
Resolucao

Vamos eliminar o parametro t dessas equacoes.
Da segunda equacido, vem:t=1—y
Substituindo t na primeira equacao:
x=4+2(1-y)=x=4+2-2y=

=X+ 2y—6=10 » equacio geral
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Exercicios propostos

46.

47.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

O coeficiente angular de uma reta é m= —%. Deter-

mine a equacao dessa reta sabendo que ela passa pelo
ponto (4, —2). x+3y—2=0

Verifique se o ponto P(4, 17) pertence a reta que pas-

sa pelo ponto A(2, 3) e tem coeficiente angularm = 7.
Sim.

. Determine a equacao da reta r representada na figura.

t i - t -

g 3 6 9 12 15 X
a) UE]EiEEI‘l_ﬁiD a equacdoy — y, = m(x — x,).

Fuiof, . P - : -
b) Utilizando a condicéo de alinhamento de trés pontos.
i+2y—-21=10
Determine a equacio da reta r nos seguintes casos:
a) r passa pelo ponto P(2, 3) e tem coeficiente angular

iguala0. y=30uy-3=0

b) r passa pelo ponto Q(—1, 3) e € paralela ao eixo y.
x=—loux+1=10
Determine k, sabendo que a inclinacdo da reta que

passa pelos pontos A(k, 3) e B(—1, —4) € de 45°. k=5

Determine a equacao da reta que passa pelo ponto
P(2, 5) e tem uma inclinacao de 135°. x+y-7=0

Qual € a equacao reduzida da reta que tem o coe-
ficiente angular m = 2 e que corta o eixo y no
ponto (0, —3).y=2-3

Determine o coeficiente angular da reta que tem

como equacio 3x + 4y = 7. m= _f

Determine os coeficientes angular e linear da reta:
. . . g -1
a)r cuja equacao € 5x — 6y = —3; ™ 9

b)scujaequacioéey—4= -3+ 1); m=—-3n=1
c)tcujaequacao €y =2x+ 4. m=2n=14

Dado o grafico da reta r, pede-se:
a)aequacio geralder; x—2y+4=0

= ;= g . ¥
b) a equagéo segmentaria de ;=7 3 =1
c) a equacdo reduzidader. y= %x +3

y
7

r

56.

Escreva

no caderno '

(UFF-RJ) Embora nao compreendam plenamente
as bases fisicas da vida, os cientistas sdo capazes de
fazer previsoes surpreendentes. Freeman J. Dayson,
por exemplo, concluiu que a vida eterna é de fato
possivel. Afirma que, no entanto, para que tal fato se
concretize, o organismo inteligente precisaria redu-
zir a sua temperatura interna e a sua velocidade de
processamento de informacoes. Considerando-se v a
velocidade cognitiva (em pensamento por segundo)
e T a temperatura do organismo (em kelvin), Dayson
explicitou a relacdo entre as variaveis x = log, T e
y = log, , v por meio do grafico a seguir:

}tl
i n/
g

=Y

—20 —-15 =10

=5k
B(—15, —17)

lustragdes: Editoria de arte

Adaptado de: O destino da vida. Scientific American Brasil, n. 19, dez. 2003.

Sabendo-se que o grafico da figura esta contido

5
em uma reta que passa pelos pontos A = (E’ [}) e

B = (—15, —17), assinale a alternativa que contém a
equacao que descreva a relacio entre xe .

3417 5,17

Xa)y=35X~5 Dy=3x-%
e _34_.5

b)y=x 5 e)y 351+2
o U

AY=35%"

57.

(Ufersa-RN) As equacOes paramétricas de uma reta
siox = 2t — 1l ey = 3t + 2, onde t € R. As interseccoes
dessa reta com os eixos coordenados sao 0s pontos:

a)(—3,0)e(0,2)

|’1 y

1
b) ,DJE 0, 7

=oF
C} kE, ﬂJ N (ﬂj 2)

d)(=7,0)e(0,7)

X €) (—% n) e (n, %]

119
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Posicoes relativas entre duas retas

No plano, duas retas €, e £, podem ser concorrentes, paralelas ou coincidentes. Podemos identificar a posicao

relativa entre essas retas resolvendo o sistema formado por suas equacoes, ou seja:
a) se o sistema possuir solucao Unica (sistema possivel e determinado), £, e €, sao concorrentes.
b) se o sistema possuir infinitas soluces (sistema possivel e indeterminado), £, e £, sdo coincidentes.
C) se o sistema nao possuir solucao (sistema impossivel), £, e £, sao paralelas.

f'l
f'l EI EI El - E.E
p
Concorrentes (£, X £.) Paralelas (£, I/ £,) Coincidentes (£, = £ )
€, N ={P tEné,={} Lne=4E=¢,

llustragdes: Editoria de arte

Também é possivel conhecer a posicao entre duas retas por meio de seus coeficientes angulares. Para isso,

considere que a inclinacaode £y =mx +n, éa eaincliinacasode £;;y =mx + n, é a,.

12 caso: m_ = m,. Supondo a, = a, # 90°, temos: @, = o, & g, =tga, &m =m

1 2

Nesse caso, as retas €, e €, sao paralelas (€, // £,), ou coincidentes (€, = €,). Observe que o que define se as
retas sao ou nao coincidentes sao os coeficientes lineares n. e n,. Caso n, = n,, entao as retas serao coincidentes;

caso n, # n,, entao as retas serao paralelas distintas.

A A
&
y y y

€ N £,=¢
'Ez .[’i 1 /1 1

/|

Porém, se a, = «,

A
Yy f: f1 }f‘ € mf

2° caso: m, # m,. Supondo a, # 90° e a, # 90°, temos: o, # o, &g, #F g, & m, # m,
Nesse caso, as retas €, e €, sao concorrentes (€, X €,). Observe:

A A '
6\ Y ¥ y

- I h™

0 \ \l X o 4] X o /
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Vejamos a condicao particular em que as retas €, e €, sao perpendiculares (€, L €.).

Consideremos duas retas, €, e €,, concorrentes em um ponto P, de tal forma que nenhuma delas seja vertical
ed. .l £,

%
2
Do triangulo APB, vem:
sen (o, + 90°)
o, =0, +90°=1tga, =t (e, + 90°) = tga, = -
1 2 g o, = 10\, g oy cos (@, +90°)
s tq o =8N @y°COS 90° +sen 90° - cos o s tg o =— S05 0
9= 08 o - €05 90° — sen a; - sen 90° R a,
. 1
= tgo, = 10 o
Como tg a, =m, eilge, =m, temos:
—— —— 1 comm, m #0
19 oy tgﬂg:‘am— FI"I;’ TRLLS
Também é possivel provar que a reciproca é verdadeira, ou seja, se m, =—rl, entao as retas €. e € sao perpen-
diculares. :
Duas retas, {, e €, de coeficientes angulares m, e m,, respectivamente, sao Note que: \
1
perpendiculares se, e somente se, m, =— L, comm, m, + 0. == _m_z‘i"
<mo-m, = =1
Exercicios resolvidos
YAlp Dé a equacao da reta que passa pelo ponto A(3, —5) e yv+5—4x+12=0
" éparalela areta de equacio 8x — 2y + 1 = 0. 4x—y—17=0
Resolucdo A equacao da reta pedidaé 4x —y — 17 = 0.
Vamos determinar o coeficiente angular m da reta de Observe o grafico a seguir.
equacao 8x — 2y + 1 = 0: e
—2y=—8x—1 ’ | /
2y =8x+1 51 E?“E.W?zq
8 1 ||
— _K-'- e | } 1 2 1.
T J
— 4x + 1 32 19 1 2 x|
y=4x + = X
2 I I ) )| - |
Logo, m = 4. -
A reta pedida deve ter coeficiente angular m = 4 e I N — 3+
passar pelo ponto A(3,—5): j f_ "
}F_F]:m(}:_xl] | { { /I_E..
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e

e

Determine o valor de k para que a reta € , de equacao
kx — 9y — 1 =0, seja perpendicular a reta €,, de equa-
cio2x + 6y — 3 =0.

Resolucdo

m, o coeficiente angular de ¢,

Sejam: o
m, o coeficiente angular de €,

Calculo de m :
kx—-9y—-1=0=2-9y=-kx+1=

2%y =kx—-1=y= gx—é

Portanto, m, = k .

9

Calculo de m,:

2x+6y—3=0=26y=—2x+3=

1 i
—— x4 =
=g
1
Portanto, m, = — 3

Aplicando a condicao de perpendicularidade:

I |
flJ-f::"m1__mz =5
:}g=—_—11:mk=2?

3

Observe o grafico a seguir.

| y 1

/| 2Ix—%—-1+=0

2k+6y—3=0

Dados os pontos A(1, 3) e B(—3, —5), determine a
equacao da mediatriz do segmento de reta AB.

Resolucao

A mediatriz de um segmento de reta € a reta perpen-
dicular ao segmento de reta e que passa pelo seu pon-
to médio M.

A(1,3)

llustragdes: Editoria de arte

ol |

mediatriz

B(—3, —5)

Coordenadas do ponto M:

_1-3_ -2

N 2 2 - Logo, M(—1, —1
=3_5=_2=_1 20, (= s :'
¥Yu 2 5

Calculo de m, coeficiente angular da reta suporte do
segmento de reta AB:

- _ Y2 V¥ —_— - gy |
! Kz_xl ! _3_1 _4

2

Calculo de m,, coeficiente angular da mediatriz:

m =—L:}2=— . =m el
. m, ms, i 2

A mediatriz procurada tem coeficiente angular

m, = —% e passa pelo ponto M(—1, —1):

}f+1=—%[x+1]:*> Xx+2y+3=0

Outro modo de resolver o problema é lembrando que
os pontos da mediatriz sdo equidistantes de A e B, ou
seja, d(A, P) = d(B, P). Veja:

J&x—17 +(y—3] = [x+3F +(y+5)

¥ —2x+1+ ¥ — 6y +9=x" +6x+9+y* +10y +25
—2x—6y +10=6x + 10y + 34

8x+16y+24=0= x+2y+3=0

A1, 3)
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Exercicios propostos

58.

59.

60.

b61.

xb)5x+3y=0

62.

Determine a posicao relativa das retas r e s nos casos:
a)r:6x+4y—3=0 e 5:9x+6y—1=0rpaalkelaas

b)r: E+£=1

5+s e §:2X—y+ 5 = 0rconcomente com s.

X=t =
r coincidente com s.

cinx—y+ 1= & 5
y=t+1

Determine a equacao da reta paralela a reta suporte
das bissetrizes dos quadrantes pares que passa pelo
ponto P(—3,4). x+y—1=0

Dois misseis, em treinamento de interceptacao, des-
locam-se em movimento retilineo e uniforme numa
mesma direcao e sentido. O grafico mostra a posi-
cdo, em metros, desses misseis no decorrer do tem-
po, em segundos.

Posicao (m) 4 £
300 +------ f:
' S
A i 2
&
-
0 2 Tempo (s) E’
B
—400

a)Qual o instante em que o missil B intercepta o
missil A? 8¢

b) Em que posicao eles se encontram? 1200 m

(Senac-SP) Em um mapa, o marco zero de uma cidade
planejadalocaliza-se no cruzamento dos eixos cartesia-
nos ortogonais. A linha reta de metrd AB, indicada nes-
se mapa, passa pelos pontos de coordenadas A(—2, 3)
e B(3, 6). Nas condicoes dadas, uma outra linha reta
de metrd que passe pelo marco zero da cidade e que
seja perpendicular a linha AB tem equacéo geral:
a)=5x+3y=0 d)2x+3y=0
e)5x—3y=20
c)3x+5y=0

Determine as equacoes das retas suportes dos lados

do tridngulo da figura: rx=1sy= -2+ I;r:y=%x+2

=Y

63.

Escreva
no caderno
y—2= %I:x—' Noux—3y+8=10

Determine a equacido da reta que passa pelo ponto
(=1, 2) e é paralela a reta de equacao 2x — 3y — 6 = 0.

64. (Vunesp-SP) Ache os coeficientes angulares das retas

65.

66.

67.

68.

69.

r e s da figura e verifique se elas sao perpendiculares.

Elas nao sao perpendiculares, pois m - m_# —1.

yd

(FEI-SP) Num triangulo retangulo ABC de hipotenu-
sa BC, tem-se B(1, 1) e C(3, —2). O cateto que passa
por B é paralelo a reta 3x — 4y + 2 = 0. Determine as

equacoes das retas suportes dos dois catetos.
H—dy+1=0ed+3y—6=0

x y 1
(FGV-SP) Dadaaretadeequacdo: | 3 -2 1|=0,
1 m 1

determine o valor de m para que ela seja perpendicu-
lararetax =5. m= -2

(Fuvest-SP) Sao dados os pontos A(2, 3) e B(8, 5).
a) Ache a equaciodareta AB.x—3y+7=0

b) Ache a equacio da mediatriz do segmento AB.
x+y—19=10
Os pontos correspondentes aos vertices do triangulo

ABC sao A(1, —2),B(—2, 4) e C(3, 3). Mostre que a
reta suporte da altura do tridngulo ABC relativa ao

vértice C tem equacido 2y —x — 3 = 0.
Vieja a secao Resolugdes no Manual do Professon.
Chama-se circuncentro o ponto de encontro das me-

diatrizes dos lados de um tridngulo. Se um triangulo
ABC tem como veértices os pontos A(5, 2), B(1, =3) e
C(—3, 4), determine as coordenadas do circuncentro.

EE]
D[a3’1z
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P Angulo entre duas retas

A figura mostra duas retas concorrentes £, e £,, nao perpendiculares entre si e de coeficientes angularesm e m,,
respectivamente.

listragdes: Editania de arte

ig o, = m,; ig a, = M, m, + m,
Indicamos por 6 a medida do angulo agudo formado pelas retas €, e £,. No triangulo PAB temos:

o, =0+a =20=a —a =1ig0 =tigle, — a ) come, >a,

2 2
No capitulo 2 do volume 2 desta colecao, estudamos que conhecendo os valores da tangente de dois arcos é

possivel realizar a subtracao com esses arcos.
Como 8 é agudo, tg 6 = 0, entao:

igo; —1goy m, — m
tgh =t — — tgh = Z :
J glo; =) 1+1tga; - tQuo =19 1M ~m;

Porém se o, < a,, teremos 6 = o, — a, e a expressao obtida para tg 6 é o oposto daquela obtida acima. Entao,
de modo geral:

m, — my

1+m2 'ITI|

Caso particular

Quando uma das retas é vertical, no triangulo retangulo PBA, temos:
1

g oy

B+a; =90°=0=90°-a; =1tg0=19(90° —a,) = tg 6 = cotga; =1g U=

Como 6 é agudo, tg 6 > 0. Contudo, 0° = «, < 180°, ou seja, m, pode ser positivo ou negativo. Entao, de
modo geral, temos:

124 Unidade 3 » Geometriae Algebra no plano cartesiano



_ Exercicios resolvidos

Exercicios propostos

70. Determine o angulo agudo formado pelas retas:
aj)x—2y+5=0 e 4x+2y—1=047

b)x—3y+1=0 e 3x+2=06¢0
c)x—2=10 e y—3=09%
d)2x—3y+1=0 e 6x=9y0r

71. A reta r, de coeficiente angular m, = Lg’ forma um

angulo de 30° com a reta s, cujo coeficiente angular é
m,. Calcule m,. m, =0oum, =13

72. Determine o valordea paraqueasretasax —y+1=0
e 2x — y = 0 formem um angulo de 45°. a=—3ﬂua=%

Determine o angulo agudo formado pelas retas: y4 g

a)2x—y+1=0 e 3x+y—2=0 o | g

b)3x—y+2=0 e x—-5=0 z" s
Resolucao 3t

1..

a) Calculode m.: N
2x—-y+1=0=>-y=—-2x-1= . of >
=y=2x+1=m =2 —‘_In_ X
Calculod :

e fe Célculo de m :
X+y—2=0=y=-3x+2-.m,=-3 E_ml
Calculo de 6: tg b= iy — T = tg45°= 2 —
1+m, -m, 3
m; —m, . 1+=-m,
tg 0= =tg 0= =5 2
1+m, -m, 1+(—=3)-(2) %
——m
—5 2 : 3—2m,
= tgl=—|=tgl=|1|= 8=45" 1=—— et et
¥ ‘—5‘ $e={T| = B ‘2+3m1
b)A reta de equacdo x — 5 = 0 é perpendicular ao 2
eixo x, logo: tg 0= ‘ mi Resolvendo a equacao modular:
1
Célculo de m i_z‘ml _1 ok i_iml 5
V3x—-y+2=0= y=3x+2 = m, =3 i i
: 3—2m, =2+3m, 3—-2m;, =—2-3m,
Calculo de 6:
i 3 5m,; =1 m; =—5
tgh=|—|=tg=|—|=tg=—=0=30°
g m, 2 73 & 3 m1=l
@D i ao da ret | t ;
etermine a equacdo da reta r que passa pelo ponto 20d
tar:
P(2, 3) e que forma um angulo de 45° com a reta s, de Rguachnida e ?r
equacao 3x — 2y + 1 = 0. 12 caso: m; = 3
2 gl _3-X_2
Resolucao y—3 5{}: 2) = y=—3 s

Seiam: J™ o coeficiente angular daretar S5y —15=x—-2 = x—-5y+13=0
Jam m, o coeficiente angular daretas 22 caso: m, = —5

Calculo de m,: y—3=—8x—=2) =y—3=~5x+10

3x—2y+1=0= —2y=—-3x—-1= S5x+y—13=0

3 1 3 As equacoes da reta r sdo:

S yVy=—X+—- = m, =—

2 2 2 X—5y+13=00ubx+y—13=0
Escreva

no caderno '

73. Aretar passa pelo ponto A(1, 1) e forma um angulo de
45° com a reta s, de equacao x — 2y + 2 = 0. Determi-
ne aequacdodaretar. 3x—y—2=0o0ux+3y—4=0

74. (UFGD-MS) Um mapa rodovidrio foi desenhado sobre um
sistema de coordenadas cartesianas e a rodovia principal
obedece a equacao 6x + 2y — 3 = 0. Sabendo-se que exis-
tem outras duas rodovias que se cruzam na origem desse
sistema de coordenadas e formam um angulo de 45° com
a rodovia principal, as equacoes dessas duas rodovias sao:

a)y=—xX e y=2x xd]}f=—% e y=2x
b)y=2x e F=—§ __X _
E]}F——E e y=23x

cJy=—X e y=xXx
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Distancia entre ponto e reta

listragdes: Editoria de arte

A distancia entre um ponto P e uma reta r ¢ a medida
do segmento de reta, perpendicular a r, e que tem uma 61 e
extremidade em P e outra em r. . 5| g
Considere um ponto P(2, 3) e uma reta r de equacao o
4x + 3y + 3 = 0, conforme o grafico ao lado. .
L | PR3,
Para calcular a distancia entre o ponto P e a reta r
precisamos: B W ETE0 !
a) determinar a equacao da reta s que é perpendicular a r: /|
4x + 3y + 3 = 0 e passa pelo ponto P;
b) encontrar o ponto A, que € a interseccao das retasre s; -4 -3 <2 - w 1 2 3 4 5 6 X
¢) calcular a distancia do ponto P ao ponto A, que € igual N -
a distancia entre o ponto Pe a reta r. ‘g -21
- ik :
Sabendo que m_ = -3 podemos calcular o coeficiente da reta s perpendicular a r que passa por P e A.
Assim, temos:
1 1 3
m=——=———=m_=—
2 m 4 4
3
Como s passa por P, temos que sua eguacao é:
3
y—y, = ms{x——xi]:by~—3=E(x—2}:&3x+4y+6=D

Como o ponto A é a interseccao de r e s, suas coordenadas sao a solucao do sistema formado pelas equacoes
deres.

dx +3y +3=0 6 3 [ 6 3
{3x—4y+6=[1 = ]MTETEE T T A_(*E’E}
Assim, a distancia entre Ae P é:
2 2
dP, A) = %, =X, + (3, —y,)* = dP. A}=\/[2-[~g]] +(3-3)

_ M16Y {12\ _ [256 , 144 _ [400 _ 7z _
ip*“‘\/[?] +(§] =55t 35 =\ 35 - V16=4

Portanto, podemos afirmar que d(P, r) = 4.
Porém, é possivel sistematizar todo o processo acima em uma formula que enunciamos abaixo por meio de um

ponto e uma reta generica:

P(x,. ¥,)

rax+by+c=20
| axe +bye +c|

Ja +b

d(p, r) =

d(P.r)é adistanciade Paretar.

Por exemplo, calcule a distancia entre o ponto P(2, 3)earetar: 4x + 3y + 3 = 0.
Podemos considerar que =2y =3,a=4 b = 3 e c = 3. Aplicando esses valores na formula, temos:

| ax, +by, +c| |4-2+3-3+3| |20 20

diP,r= = d(P, )

Ja +b? Ja? + 32 J25 5

Assim, a distancia do ponto P a reta r € de 4 unidades.
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Exercicios resolvidos

#A¥ Determine a altura de um trapézio cujos vértices sao os 14 14426 726
pontos A(1, 1), B(11, 3), C(7, 5) e D(2, 4). S h= o 26 13
Resolucio Portanto, altura do trapézio é 7 liﬂ :

Determine o valor de a para que a distdancia do ponto

Fazendo uma figura sem preocupacao com sua posi- @
P(—1, a) aretar, de equacao 3x + 4y — 5 = 0, seja

cao no plano cartesiano, temos:

igual a 2 unidades.

Resolucao

\E
=
rlrm-/ﬁ

A Utilizando a formula da distancia entre ponto e reta:

A altura h é igual a distancia do vértice C a reta supor- |EIIF + by, +c | 13-(—1)+4a—5|
d(P, )= =32 = =3

te da base AB do trapézio. JaZ+b% v

Equacio da reta suporte de base AB do trapézio:

|[4a—8|
x vy 1 = 2= = =|4a—8|=10
1 1 1/=0=2x+1ly+3—-y—3x—-11=0=
Il & 1 Resolvendo a equacao modular:
2}—2]{+1ﬂ}7—5=ﬂ=}}f—5¥+4=ﬂ r43—8=1ﬂ:}3=%=%
Calculo da distdncia do vértice C a reta suporte da [4a—8|=10= 1 5 1
base AB: ﬁla—B=—1{]:::n::1=—1=—E
1-7—-5-5+4 “
h=|31c+byc+c|:} h=| |:} > _9 B 1
er?-l-—lf le F(=5) ortanto, a = S oua=——.
F = Escreva
Exercicios propostos no cadern
75. Calcule a distiancia do ponto P a reta r em cada caso: 77. Calcule a distdncia entre as seguintes retas paralelas:
a)P(5,7)er:4x—3y+2=0 % a)l2x—9y+27=10 E4 12}{8—9?— 18 =03
b}P[l,—E]er:}r=—§x iy 2 b)Y=iﬁ—z g y=—xr—3
SEW I 0 0
HR-LAenxty=073 78. (Ufop-MG) No tringulo ABC, em que A(4, 3), B(1, —3)
d)P(3,-2)er:2x+y+6=0 25 e C(2, 3), determine a altura relativa ao vértice C. 4V
5
76. (Acafe-SC) A praca de uma cidade esta representada | 79. (Fatec-SP) Sejam 3x — 4y + 10=0e6x—8y+ 15=0
na figura abaixo. As duas circunferéncias tém raios as equacoes das retas suportes das bases de um tra-
iguais e centros nos pontos M(2, 0) e N(8, 8), respec- pézio. Determine a altura desse trapézio. %
tivamente. Os pontos A, B, £ e D sao pontos de tan- 80. Determine as equacdes das retas paralelas A reta r, de
géncia e aequacaodareta AB €é4x — 3y + 2= 0. equacio 4x + 3y — 5 = 0, e distantes 4 unidades da retar.
5 c dx+3y+ 15=0edx+ 3y — 25=0

81. (FGV-SP) Um mapa € localizado sobre um sistema de
eixos cartesianos ortogonal, de modo que a posicao
de uma cidade é dada pelo ponto P(1, 3).
Um avido descreve uma trajetoria retilinea segundo a

equacao x + 2y = 20.

A B a) Em qual ponto da trajetérﬁaa n¢ izwiﬁn se encontra

O comprimento da praca, em unidades de compri- mais préximo da cidade? ok

mento, é: b) Nas condicoes do item anterior, qual a distancia da
a) 30 b)224 xc)324 d) 36 e) 36,4 cidade ao aviao? 13,5
5
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Area de um triangulo

Vamos obter uma relacao cujo objetivo é calcular a area de um triangulo com base nas coordenadas de seus
vértices. Para isso vamos considerar que os vértices do triangulo sao A(x , y.), B(x,, y,) e C(x,, y,), conforme a figura.

Editonia de are

A area do triangulo ABC pode ser calculada como a diferenca entre a area do retangulo MNCP e as areas dos
triangulos AMB, BPC e ANC. Logo:

SAE.-E = SI'-.-'INCF‘ - Sﬁ.MH - SEF‘C o S.qmr:

O =0y, —y) =y, =) = x)y, — )

S, =05, — XNy, —¥,) — 3 - 5 5

Simplificando, temos:
¢ = XiY; = X3 T XY — XY, T GY T XY,
ABC 2

Observe que o numerador da expressao corresponde ao calculo do determinante da condicao de alinhamento

de trés pontos (x,, y.), (x,, ¥,) e (x,, v.):

X oy 1
D=1x, y, 1
X3 Y3 1
Assim:
XY, — X Y.+ XV, — XY, + XY, — Xy 1 5 ¥ 1
Sy = Y2 173 232 2Y1 " A3y 32:55%[:?_ Xy, 1 :"SAHC=?'D
X3 ¥; 1

Como a area € sempre um valor positivo, devemos considerar o modulo do determinante. Portanto:

Dados trés pontos, nao colineares, A(x,, y,), B(x,, y,) e C(x,, y,), a area do triangulo formado
por esses pontos € dada por:

1 X 0y 1
=E' |DL5EHL‘|DU = | % ¥y 1

X3 Y3 1
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' Exercicio resolvido

Sy

A7 (UEMA) Um pintor é chamado para fazer o orcamento
da pintura de um muro, cuja area a ser pintada € a que
esta hachurada (ver figura). Sabendo-se que o muro
tem forma retangular e 3 metros de altura, e que o
preco da pintura por metro quadrado ¢ de R$ 6,00,
qual o valor do orcamento a ser apresentado?

Cid vy

B(x, 2)
D(6, 1)

A(0, 0)

Resolucao
A area a ser pintada € a soma das areas S, e S,. Vamos,
entao, calcular a medida dessas areas.

* S, éaareado tridingulo de vértices A(0, 0), B(0, 2)
e C(4, 3). Temos:

0 0 1
D=0 2 1|=—8:S=—~|D|=0-8=4
91 =5I1P1=5
4 31

* S, é€adareado triangulo de vértices A(0, 0), C(4, 3)
e D(6, 1). Temos:

0 0 1
D=|4 3 1|=-14; S, =2{D|=2>-14=7
MRS
& 1 1

Assim, a area a ser pintada é iguala 4 + 7 = 11.

Portanto, o valor do orcamento apresentado é
igual a 11 X 6, ou seja, R$ 66,00.

Exercicios propostos

82. Determine a area do triangulo cujos vértices siao 0s
pontos:

a)A(—3,3),B(-1,1)eC(4,0) 4

b}A[—I, g) .B(4,-3)eC(0, -6) !

83. (UFPel-RS) Calcular a area do triangulo formado
pela reta 3x + 2y — 6 = 0 com os eixos coordenados,
usando como unidade o centimetro. 3 o’

84. (UFG-GO) Um terreno tem a planta representada
num plano cartesiano, como mostra o grafico abaixo.

y (m) 4
30

lu T , prd

50 x{n'ﬁ

A area do terreno, em metros quadrados, sera:

a) 1400 d)900
x b)1100 e) 800
c) 1000

Escreva
no caderno
85. Os pontos A(2, —4), B(a, 1) e C(4, 2) sdo os vértices

do tridngulo ABC. Calcule o valor de a para que esse

tridngulo tenha 2 unidades de drea. ,_ 13 . _;
3

86. Sao dados os pontos A(1, 1), B(5, 4) e C(0, y), vér-
tices de um triangulo. Quais os valores de y para

que a area do tridngulo ABC seja de % unidades

de area (u.a.)? —% ou 3

87. (Ufop-MG) Na figura, o ponto P pertence a bissetriz
do primeiro quadrante e A(6, 0). Determine uma
equacdo da reta r que passa por A e P de modo que a
area do triangulo OAP seja igual a 30. y= %x —15

ya

llustragdes; Editona de arte
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Conexoes , A Agricultura de Precisao

88. Nova tecnologia permite conhecer cada metro quadrado da lavoura

Avancos na agricultura, incorporando
tecnologias, podem contribuir para um maior
equilibrio no uso dos recursos naturais dis-
poniveis. A Geometria analitica pode servir
de apoio para a analise de mapas e imagens
obtidas via satélite.

Com a globalizacao da economia e a com-
petitividade de preco dos produtos agricolas,
surgiu a necessidade de se obter niveis de
competitividade internacionais. Alem dis-
so, a busca pela conservacao dos recursos
naturais impdée a atividade agricola novos
metodos e tecnicas de producao, aliados a
eficiéncia e maior controle dos resultados ob-
tidos no campo, em relacao ao que se pratica
atualmente. A agricultura modermma esta rela-
cionada ao plantio de extensas areas de mo-

A irnigacao correta e adequada otimiza os recursos naturais e
proporcona bons resultados econdmicos.

nocultura, e um dos principais problemas que
reflete diretamente na produtividade agricola
de extensas areas € a distribuicdo inadequada de calcario, semente, adubo, herbicida e inseticida no terreno. Este fato tem
acarretado zonas de baixa producdo de graos e cereais dentro da area cultivada.

Como uma resposta para minimizar estes problemas e com o0 avanco da tecnologia, fol possivel que satelites, computa-
dores e sensores auxiliassem a agricultura. Surgiu, entdao, um novo sistema de producao que, ha alguns anos, ja & utilizado
pelos agricultores de paises de tecnologia avangada, chamado de Precision Agriculture, Precision Farming, e no Brasil de Agricul-
tura de Precisao (AP). Este sistema vem resgatar a capacidade de conhecer cada metro quadrado da lavoura, que foi perdido
a medida que as areas cultivadas foram crescendo.

d) Resposta pessoal. Espera-se que os alunos encontrem informacbes como: estufas; irrigacao;
maquindrios agricolas (colheitadeiras, tratores); biotecnologia, que permite reduzir o uso de

Conceitos sobre Agl'if!lﬂtﬂl'ﬂ de Precisao pesticidas e fertilizantes, e a melhorar a resisténcia de sementes contra secas e pragas.
A AP é uma tecnologia que utiliza em conjunto sinais de satélite e softwares para interpretacao de dados geoprocessados,
isto &, recolhe e reune informacoes da area cultivada, sempre com a localizacao precisa.

[...] Assim, pode-se determinar “qual, quando e onde” o insumo deve ser aplicado e “como” fazé-lo, permitindo identi-
ficar locais especificos com diferentes potenciais de produtividade, podendo-se determinar ou nao, desde que econdmica e
tecnicamente viaveis, investimentos em insumos ou na correcao de fatores limitantes a producao, visando a maximizacao da
produtividade e minimizacao dos impactos ambientais. O principal conceito e aplicar no local correto, no momento adequado,
as quantidades de insumos necessarios a producédo agricola, para areas cada vez menores e mais homogéneas, tanto quanto
a tecnologia e os custos envolvidos permitirem. [...]

VARGAS, Ivens Cristian. A agricultura de precisao. WebRural.
Disponivel em: <http://www.webrural.com.brfwebrural/artigos/tecnologia/ap/ap.htm=. Acesso em: 12 dez. 2015.

a) Conforme apresentado no texts, as principais vantagens s30: uso racional de insumos agricolas; minimizacao dos impactos ambientais; maximizacao da qualidade, produti-
vidade e do retorno financeira.

a) Quais os principais avancos obtidos pela Agricultura de Precisao em relacao a agricultura convencional?

b) O uso das novas técnicas descritas no texto, incluindo a aplicacdo de tecnologias no campo, além do retorno
financeiro ao agricultor, também compreende ganhos para o meio ambiente. Explique como esses ganhos sao
obtidos, direta ou indiretamente.

c) A partir de imagens aéreas, identificaram-se 4 pontos extremos de uma producéo rural. Esses pontos, fo-
ram plotados em um plano cartesiano de referéncia, em que as suas coordenadas sao: A(—2,—3),B(—1,7),
C(7,6) e D(5, —2).

Determine a area dessa propriedade, sendo cada unidade do plano cartesiano equivalente a 1 hectare. 7,5 ha

d) Pesquise sobre outras aplicacoes atuais de tecnologia na agricultura. Reflita e discuta com os colegas novos
avancos que deveriam ser alcancados, visando a melhor utilizacao dos recursos naturais, manutencao dos terre-

nos de plantio, transporte eficaz e sustentavel na distribuicao de alimentos, entre outros.

b) Resposta pessoal. Espera-se que os alunos observem que ha ganhos diretos no uso controlado de insumos agricolas, afetando com menos impacto o solo, 0s lencais
fredticos, lagos e rios. Além disso, a utilizacdo de menos dgua, adubos, fertilizantes, inseticidas etc., compreende uma reducdo na extracao e na producao desses recur-
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. Explorando a tecnologia

Perimetro e areas

O perimetro de um triangulo cujos vértices sao representados por coordenadas cartesianas pode ser deter-
minado se aplicarmos a formula da distancia entre dois pontos para calcular a medida de cada um dos lados.

A area desse mesmo triangulo pode ser calculada pela metade do moédulo do determinante de ordem 3
formado pelas coordenadas de cada vertice.

Podemos também determinar o angulo agudo formado pelas retas suporte de dois lados do triangulo. Para
isso, utilizamos a relacao entre os coeficientes angulares dessas retas.

Como ja vimos, GeoGebra é um software que faz todos esses calculos e pode ser (til na conferéncia da
resposta de muitos exercicios deste capitulo.

Veja como calcular as informacoes acima para um triangulo de vértices A(=5, 4), B(—1, —1) e C(4, 3):

1. Abra o GeoGebra e, sobre a Janela de Visualizacao, clique com o botao direito. Tarveta oo iUz acko E
Surgira um menu com algumas opcoes. Selecione as duas primeiras ferramentas | g Eﬂ
que representam os eixos e a malha, respectivamente. £ Maha g

Barma de Navegacio )

2. No Campo de Entrada, digite os pontos A=(—5,4),B=(—1, —1)eC=(4,3). & zom ' 8

EixoX : EixoY e

, Exibir Todos os Objetos ¥

3. Selecionando a ferramenta POLIGONO, I)x , margue os pontos corres- Visualizacio Padrido  CirivM | -
57

& Janela de Visuakzacdo ...

pondentes comecando por A, passando por B e depois por C e, em seguida,

finalize em A.

4. Depois de selecionar a ferramenta ANGULO, ll, cligue sobre o triangulo e a medida de cada angulo

aparecera no triangulo.

5. Selecione a ferramenta AREA,

EE , que esta localizada no mesmo grupo de ferramentas de ANGULO,

clique sobre o triangulo e aparecera um texto com o valor da area do triangulo. Esse texto é dinamico, ou
seja, mudando-se a posicao dos pontos e, consequentemente, o valor da area, o texto também apresentara

0 novo valor.

6. Determine a medida de cada um dos

lados do triangulo utilizando a ferra- &
menta DISTANCIA, COMPRIMENTO

OU PERIMETRO. lf’,"/ I Ao selecionar *

essa ferramenta e clicar sobre um dos N N B e il
lados, o programa mostrara a medida N .
desse lado; agora, se vocé clicar sobre o u:.\ ’ y
triangulo, aparecera um texto dinamico S e
com o valor do perimetro do triangulo. I L O A

Ao fim das aplicacbes, vocé tera uma visu-

alizacao semelhante a esta:

no caderno

=

| S m— j._-_- ————— .
| &

LY 557453 55 (0 W PA R EI S 13 o

' LS i

d) Para o triangulo manter a area, a medida de sua base e a da altura nao podem ser alteradas. Assim,
tomando como referéncia o lado AC, devemos tracar uma reta paralela a AC que passe pelo ponto B.
Qualquer que seja o ponto sobre essa reta, quando ligado aos pontos A e C, formard um tridngulo
cuja area sera igual a 10. Assim, criando um panto D, distinto de B, sobre a reta paralela teremos um
triangulo cujo perimetro é diferente do perimetro de ABC, porém a area é a mesma.

1. Dados os pontos A(3, 0), B(2, 7) e C(0, 1), vértices de um tridangulo, determine:

a) a medida de cada um dos lados e calcule o perimetro desse triangulo; A8 =7,07;BC =632 AC=3,16.0 perimetro é igual a 16,56.

b) a area do tridngulo; A érea é igual a 10.

c) a medida do angulo formado pelos lados AC e BC. %0°

d) Descreva um procedimento em que € possivel aumentar o perimetro desse triangulo sem alterar sua area.
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CAPITULO 5

Geometria analitica: circunferéencia

Em muitas situacoes cotidianas observamos formas que nos dao
ideia de circulos e circunferéncias. Por exemplo, a vista superior de um
prato raso lembra um circulo e a borda de um copo, uma circunferéncia.

O formato da circunferéncia também é encontrado nos esportes,
como vemos na fotografia ao lado.

Estudamos, no capitulo 3 deste volume, que a circunferéncia € um
conjunto de pontos em um plano, cuja distancia a um ponto C, definido
como centro, é fixa. A essa distancia fixa damos o nome de raio.

hichael Weber/image BROK ER/Agefotostock /Easypix

Isso equivale a dizer que se os pontos A, B e D pertencem a
circunferéncia de centro C, entao a distancia de cada um desses
pontos ao centro é igual, ou seja, d(A, C) = d(B, C) = d(D, C), que
equivale ao raio da circunferéncia.

Neste capitulo, vamos estudar a circunferéncia de uma forma ana-
litica, ou seja, por meio das coordenadas de seu centro, sua equacao
algébrica e sua posicao em relacao a outras figuras como um ponto
Ou uma reta.

j&
- = As atletas de ginastica ritmica manipulam arcos
que lembram circunferéncias.

Equacao reduzida da circunferéncia

Considere no plano cartesiano a circunferéncia de centro C(a, b) e raio r e um ponto P pertencente a ela, con-
forme indica a figura a seguir.

Editoria de arte

-
X

Como P é um ponto da circunferéncia, entao a distancia de P ao centro C é igual ao raio r. Logo:

dPC) =r=y(x —af+ (y— b =r= (x—ap+y—bp=r

A equacao (x — a)2 + (y — b)? = r? é chamada de equacao reduzida da circunferéncia, em que a e b sao
as coordenadas do centro e r é o raio. No caso do centro da circunferéncia ser a origem, a equacao sera:

Xx—0P+(y—0P=r= xR+y=r
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Equacao geral da circunferéncia

Desenvolvendo a equacao reduzida (x — a)* + (y — b)* = r?, obtemos a equacao geral da circunferéncia:

x—aP+y—-bf=rPr=x-2ax+a+y —2by+?-rP=0= x4ty _—2ax—2by+a2+b2—r2=0
Por conveniéncia, fazemos a* + b? — r? = ¢. Assim, a equacao geral assume a forma a seqguir:
¥ +y —2ax—2by +c=0

Por exemplo, vamos escrever a equacao da circunferéncia representada abaixo na forma reduzida e na forma

geral.
yi
Observe que a circunferéncia tem centro C(4, 4) e raio
r = 3. Substituindo esses valores na equacao
(x — a)2 + (y — by = r?, temos:
8
3 (x — 4P +(y — 4 = F°
2 x—4¢+(y—47"=9
14 | equa;émlmduzida
o 1 2 3 4 X

Desenvolvendo a equacao reduzida, chegamos a equacao geral:
x—4P+(y—4P=9=x—-8+16+y -8 +16-9=0=x>+y " — 8 —8 +23=0
equacio geral
Outro modo de obtermos a equacao geral é calcular o valor de ¢ por meio da relacdo c = a + b? — rf e, em
seguida, substituir os valores de a, b e ¢ na equacao x> + y?> — 2ax — 2by + ¢ = 0. Veja:

c=a+b-rr=c=4+4-3=c=23
Substituindo a por 4, b por 4 e c por 23 na equacao x? + y? — 2ax — 2by + ¢ = 0, temos:
X+yY—2-4-x—2-4-y+23=0=xX+y —8& -8 +23=0

equacao geral
'Exercicios resolvidos
| Determine a equacdo reduzida da circunferéncia O centro C(a, b) é o ponto médio de AB. Entio:

cujas extremidades de um didmetro sdo os pontos o OFO e g T g Y —4

A(0, —8) e B(6, 0). : 2
Logo, C(3, —4). Oraio é dado por: r = d(A, C)

Resolucao r=4(3-0 +(—-4+8) = J9+16 =r=5

Resieaeritiens wrie A equacao reduzida da circunferéncia é:

(x—ay+(y—-br2=r=x-32+F+4)2=25
Vi —
44+ I — P Determine a forma geral da equacao da circunferen-

cia com centro no ponto (—1, 2) eraior = 3.

Resolucao

A equacao da circunferéncia de centro C(a, b) e
raior é:

x—a)l+y—-bR=r=3E+1) +F—-2P=3FP=
=x*+2x+1+y -4y +4-9=0=
=SxX2+y2+2x—4y—4=0

Nustragdes: Editaria de arte
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4

Determine as coordenadas do centro e o raio da cir-
cunferéncia de equacdao x* + y* — 4x — 8y + 19 = 0.

Resolucdo

1° modo
Escrevendo a equacao dada na forma reduzida:

*+y—4x—-8y+19=0=2x*—-4x+y —8y=-19

Para completar quadrados e obter quadrados perfei-
tos, devemos adicionar 4 e 16 a ambos os membros:

X’ —4x+4+y -8y +16 =—19+4+16

quadrado
perfeito

quadlmdu
perfeito

x—2)Y +Fy—-49?*=1
Portanto, C(2,4) er= 1 = 1.

22 modo
Estabelecendo uma relacao entre a equacao dada

e a forma geral da equacao da circunferéncia:
xX*+y?=—2ax—-2by+a2+b*=-r2=0

—2a=—-4=a=2

C(2
—2b=—8=}h=4} 2.4)

a?+b>—r:=19

22+ M4)>-r=19

r’=1=r=1our = -1 (nao satisfaz)

O centro da circunferéncia é C(2, 4) e oraio é 1.

p Determine a equacdo da circunferéncia que passa pe-

los pontos A(0O, 1) e B(1, 4) e tem centro sobre a reta
de equacdo x = 2.

Resolucao
Representacao grafica:

Da figura, vem:
d(C, B) = d(C, A)

V-1’ +(y—4) = J2-0)+(y—-1)
1+y*—8y+16=4+y*—2y+1
—by=-12=2y=2

Portanto, o centro € C(2, 2).

Exercicios propostos

,

134

Determine, nos casos a seguir, a equacao da circunfe-

ajxk—2F+ly—5F =19
B)XE + fy + 2P = 16
Qix+ 1P+ ly+4f =7
d) +yt =1

b)de centro C(0, —2) eraior = 4;e)(x + 3F + (y— 6/ = 16

¢) de centro C(—1, —4) e raio r = \/7;
d)de centro C(0, 0) e raio 1;

e) de centro C(—3, 6) e diametro medindo 8.

réncia:

a) de centro C(2, 5) eraior = 3;:

. Determine as coordenadas do centro e o raio das se-

guintes circunferéncias:

a)(x—5)+({y+6)=28 a}E{S,—E-JEI=E~.E

2 — AY2 — b) Cl0, d)er=75
b)x* + {y —4)*=25 O Cl0.0)er =2
c) JxX'+y =2
. (UFPB) Calcule a distancia entre o ponto (4, —6) e

o centro da circunferéncia de equacao

*+y' —2x+4y—3=0. d=5

.Calcule o valor de k de modo que a equacio

x? + y* — 2x + 10y + 6k = 0 represente uma circun-
feréncia. k< 13

Y 4
Os pontos P(ﬂf 5 eQ(0, —1) .
sao pontos da circunferéncia
representada ao lado. Deter- C4
mine a equacao dessa circun-
feréncia. -
F+y—2F=9 Y
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6. A figura ao lado representa Y4
um sistema de coordenadas C
cartesianas onde estao tra- ;
cadas a circunferéncia C e a >

retar.

Analisando a figura, quais

das afirmacoes a seguir sao
verdadeiras? Saoverdadeiras:a, ¢, d e e.
a)Aequaciodaretaréx +y= 2.

b) Aequacido da circunferénciaCeéx? + y* —4x— 4y =4.
¢) O comprimento da circunferéncia C € 4.

d) A area do circulo de circunferéncia C é 4n.

e) A area do segmento circular sombreado é = — 2.

7. (Uesb-BA) Na figura, o quadrado ABCD tem lados
paralelos aos eixos coordenados e € circunscrito a cir-
cunferéncia de equacdox* + y* — 4x — 6y + 12 = 0.
Considerando-se A(m, n), pode-se afirmar que m + n
é igual a:

yi
D C
Yo
e o
A
0 X
a)l b)2 Xxc) 3 d)4 e)5

llustragdes: Editoria de arte



Posicoes relativas entre ponto

e circunferéencia

Um ponto pode ser interno, externo ou pode pertencer a uma circunferén-
cia A de centro Ce raio r.

Para conhecer a posicao do ponto P em relacao a circunferéncia, é ne-
cessario calcular a distancia do ponto P(x,, y,) ao centro C(a, b) e compara-la
com O ralo r.

Considerando que a equacao reduzida da circunferéncia é obtida a partir da
expressao d(P, C) = r ou [d(P. C))* = r?, temos:

P
P e .
ad ok S
E
Pinternoa A P pertence a A P externo a A
Nesse caso, d(P C) <re: Nesse caso, d(P. C) = re: Nesse caso, d(P. C) = re:
W =@l Filyo—nr =r L= a+ lv.~bfF=p¢ (- —ay -+ y, —byF =1
Assim, podemos verificar a posicao relativa do ponto P em relacao a circun-
feréncia substituindo as coordenadas de P na equacao reduzida da circunferén-
cia e comparar o resultado obtido com o quadrado do raio.
Exercicios resolvidos
59 Determine a posicao dos pontos A(—2, 3), B(—4, 6) Que condicao deve satisfazer o nimero m para que o
e C(4, 2) em relacao a circunferéncia de equacao ponto A(4, 3) seja externo a circunferéncia de equa-
X+y:+8—-20=0. ciox’+ vy —4x—2y+ m=0?
Resolucio Resolucdo
Obtendo a equacao reduzida da circunferéncia: Para que a equacéo represente uma circunferéncia,
—2a=8=a=-4e-2b=0=b=0 fazemos:

X*+y—4x—2y+m=0

X*—4x+4+y —2y+l1=-m+4+1
- 3 —

Entao: (x + 4)* + y* = 36. x—22+(y—12=-m+5

(—4)2+4+02—rP=-20=1r2=36

Substituindo as coordenadas dos pontos A, B e C no
O 22 membro (—m + 5) deve ser positivo, logo:

-m+5>0=m<5 @
Para que o ponto A(4, 3) seja externo, temos:
4-2¥+(3-1P¥>-m+5

12 membro da equacao reduzida, obtemos:

A(—2,3) = (-24+4)7+3"=4+9=13 < 36 (r)

A é ponto interno a circunferéncia.

B(—4,6) - (—4+4)*+6*=0+36=36 (1’ 4+4>-m+5

B pertence a circunferéncia. m> -3 @

C(4,2) > (4+4)* +22=64+ 4> 36 (1) Fazendo (1) N (1), teremos que m deve satisfazer 2
C € ponto externo a circunferéncia. condicdo —3 < m < 5.
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Exercicios propostos

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

136

Determine as posicoes dos pontos A(1, 6); B(1, 1)

e C(1, 5) em relacao a cirgunferéncia de equacao
e externa.

(x+3)+ (y— 2)" = 25. géinemn.

C pertence a circunferéncia.

. Dé a posicao dos pontos A(4, 2), B(5,—1) e C(3, 2)

em relacio a circunferéncia de equacao
A pertence a drcunferénda.
2 2 __ s =
. el bx 2? +8=0. B e externo.
C & interno.

Qual a posicdo do ponto A(—3, 4) em relacao a cada

uma das circunferéncias definidas por:

a)2x*+ 2v +Xx+y—4=0 Externo.

b)x2+y2—2x+ 4y — 3 =0 Externo.

c)x*+y —8x— 20y + 10 =0 Inteno.

Dada a circunferéncia de equacao x* + y* — 2x + 6y = 6,

considere as afirmativas:

I. O diametro da circunferéncia mede 8 unidades de
comprimento.

I1. O ponto (4, —5) € externo a circunferéncia.
I11. O centro da circunferéncia € o ponto (1, —2).
IV. O ponto (—1, —1) € interno a circunferéncia.

Quais sao verdadeiras? | ¢ v

Qual deve ser o valor de k, de modo que o ponto
P(1, 0) seja interno a circunferéncia cuja equacao é

2+ ¥ = 2x = 2y — k=02t gy -3 gyl
: 3
Determine o valor de k para que o ponto A(—2, 3k) seja

externo a circunferénciax® + y* — 2x+ 6y — 3 =0.

Qual a condicdo que deve assumir o numero k para
que o ponto P(1, —3) seja interno a circunferéncia de

equaciox’* +y:  —2x+ 4y + k=0?
k<4

Considere a circunferéncia, de centro C(0, 4), repre-
sentada a seguir:
yi
=
o
-
= Ce
5
E
-
0 X

a) Qual é o raio dessa circunferéncia? 4

b) Determine a equacao geral dessa circunfﬁrﬁncia.
; e X +y —8y=10
c) Verifique se o ponto A(3, 4) € interno, externo ou

se pertence a essa circunferéncia. £ interno.

Calcule o valor de a, sabendo que P(a, b) é um pon-
to da retay = x — 1 e é interno a circunferéncia
x*+y:*—6x—8y+ 21 =0.3<a<5
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17.

18.

19.

20.

21.

Escreva

no caderno '

(Unicamp-SP) As transmissoes de uma determinada
emissora de radio sao feitas por meio de 4 antenas
situadas nos pontos A(0, 0), B(100, 0), C(60, 40) e
D(0, 40), sendo o quilometro a unidade de compri-
mento. Desprezando a altura das antenas e supondo
que o alcance maximo de cada antena € de 20 km,
pergunta-se:

a) O ponto médio do segmento BC recebe as trans-
missoes dessa emissora? Justifique sua resposta apre-
sentando os calculos necessarios. Nao

b) Qual é a area da regiao limitada pelo quadrilatero
ABCD que nao € alcancada pelas transmissoes da re-
ferida emissora? 400(8 — ) kv

(FGV-SP) Seja P(m, n) o ponto pertencente a circun-
feréncia de equacaox®* + y* — 6x — 4y + 12 = 0e que
tem ordenada minima. O produto m - n vale:

a) 2 c) 2,5 xe)3

b) 2,25 d) 2,75

Considere dois trangulos PQR e ABC, cujos vértices
sao os pontos P(1, 0), Q(2, 4), R(6, —1), A3, 5),
B(8, 4) e C(—5, 0).

a) Determine o baricentro de cada triangulo.(3, 1)e(2,3)

b) Escreva no caderno a equacéao reduzida da circunfe-
réncia que tem como didmetro o segmento de reta com
extremidades nesses baricentros. [ -~ E)_ Hy=of =2

2 4

c) Quais vertices desses dois tridngulos sao pontos in-
ternos a essa circunferéncia? Menhum.

Dada a circunferéncia de equacéo:
X +y—8x—4y—-5=0
a) Qual é o centro e o raio dessa circunferéncia? (4 2):5

b) Verifique se os pontos de interseccao da reta de
equacao 3xX + 2y — 6 = 0 com eixos cartesianos per-
tencem a essa circunferéncia. Nenhum deles pertence

Considere o quadrado OABC cujos vértices sao:
0(0, 0), A(6, 0), B(6, 6) e C(0, 6)

a) Qual € a equacio da circunferéncia circunscrita a

esse quadrado? (x—3F +(y— 37 =18
b)Qual é a equacao da circunferéncia inscrita nesse
quadrado? (x—3P+(y—37¢=9

¢) Como sdo os pontos da circunferéncia circunscrita

em relacao a circunferéncia inscrita? Sao todos extemos.

d)E os pontos da circunferéncia inscrita em relacao a
circunscrita? Sio todos internos.



Posicoes relativas entre reta e

_:ircunferéncia

Para determinar a posicao relativa entre uma reta £ e uma circunferéncia A calculamos a distancia do centro C
da circunferéncia a reta e comparamos com o raio r. Como essa distancia pode ser maior, menor ou igual a medida
do raio, temos trés casos possiveis:

12 caso: d(C, €) < r: a reta € é secante a circunferéncia A.
A reta { intersecta a circunferéncia A em dois pontos distintos.

€A
l.n

diC &) <r

flustragdes: Editoria de arte

2@ caso: d(C, €) = r: a reta € é tangente a circunferéncia A.
A reta £ intersecta a circunferéncia A em um unico ponto T, chamado ponto de tangéncia.

diC, €) =1

32 caso: d(C, €) > r: a reta £ é exterior a circunferéncia A.

A reta £ nao intersecta a circunferéncia A.
E\’\
| .

d(C, €) >r

Também podemos determinar a posicao relativa entre uma reta e uma circunferéncia resolvendo o seguinte

sistema:
{ax +by+c=0

X* +y +dx+ey+f=0

Emqueax + by + c=0éaequacdgodaretaf ex’ + y* + dx + ey + f = 0 é a equacao da circunferéncia A.

A resolucao desse sistema pelo método da substituicao determina uma equacao do 2¢ grau cujo valor do dis-
criminante A caracteriza a posicao relativa entre a reta e a circunferéncia:

a) para A = 0, a reta é secante a circunferéncia (2 pontos em comum);
b) para A = 0, a reta é tangente a circunferéncia (1 Gnico ponto em comum);
c) para A < 0, a reta é exterior a circunferéncia (nenhum ponto em comum).
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Exercicios resolvidos

/ Dadas as equacoes dareta, £:4x + 3y — 1 =0,eda
Y circunferéncia, A: x> + y? + 6x — 8y = 0, qual é a po-
sicao da reta € em relacdo a circunferéncia A?

Resolucao

Resolvendo o sistema formado pelas equacoes da
reta £ e da circunferéncia A:

{4}:+3y—1=ﬂ (1)

X +y +6x—8y=0 @

De @, temos:

4x+3y—1=0=x=

| o
3
Substituindo em @:

2
(?] +y* + 6[?}— 8y =0
1—6y + 9y 6—18y
16
25y — 206y + 25=0

+y +

— 8y=0

Calculando o valorde A, temos A = 39936 = 0. Como
isso resultaria em duas raizes reais e diferentes, pode-
mos concluir que a reta é secante a circunferéncia.

Determine os valores de m de modo que a reta €, de
equacao 4x + 3y + m = 0, seja tangente a circunferén-
ciad,deequaciox* +y* —4x— 2y — 4= 0.

D

Resolucao

Se { é tangente a A, devemos terd(C, ) =r.
X*+y ' —4x—-2y—4=0

- +4+y—-2y+1=4+4+1
x—2¥+@F—-12=9

Logo, C(2,1) er = 3.

Calculo da distanciade Ca ¢:

+by.+c
et = |ax, + by, +c]|
Ja® +b*
d[C, €) = |4-2+3']_+l'ﬂ| :;d{C, 0 = |11+1'11|

||42 +32

Como d(C, €) = 3, temos a equacao:

5

111 + m| _

c 3

Resolvendo a equacao modular:
11+m=15 ou 11+m=-15
m=—26

Portanto, m = —26 oum = 4.

m=4

B

A reta t de equacao 3x + 4y = 0 € tangente a uma cir-
cunferéncia de centro no ponto C(5, —1). Determine:

a) o raio da circunferéncia;
b) as coordenadas do ponto de tangéncia.

Resolucao
Representacao grafica:
yi .
/\’{5 i
0 X
: L
t
|axc + by +c¢|
a)r=d(C. ) =
Ja® +b*
. 3-5+4-(-1)+0| |11
b= { E t] A |I_32 +42 T 5
Portanto, r = 15—1

b) No ponto de tangéncia, o raio € perpendicularat.

Calculo de m, (coeficiente angular da reta t):

IX+4y=0=y= —%x
Lﬂgﬂ,mt=—%.

Célculo de m_ (coeficiente angular da reta s, per-
pendicular a t pelo ponto A de tangéncia):

L3
l'l'lr 1'[15— => 4

m, 3

-1 = m =
Equacdo da reta s, que contém o centro C:
¥y smilai—a

y+ 1= %(:{ - 5)

3y+3=4x-20

4x—3y—23=0

As coordenadas do ponto de tangéncia sao dadas
pela solucao do sistema:

X +4y=0
4x—3y—23=0

Portanto, A (ﬂ —_'5'5”)
2y 2
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Exercicios propostos

22,

23.

24,

1.

Indique a posicdo relativa da reta em relacdo a cir-

cunferéncia definida por:
Tangente.

a)x+y+3=0 e xX2+y? —4x—-2y—13=0
b)3x+2y+10=0 e x%2+y?— 2x— 3= 0 Exterioc

2
cJy=x—1 e [:{+%J +}r2=§ Secante.

Determine os pontos de interseccdo da reta € com a

circunferéncia A nos seguintes casos:

a)l:y=x e 1:x3+y2—2x+ﬂy?-?}=]}ﬂ[ 2 b
B A
b)€:2x+y—-5=0 e A:x2+¥y*=5(21)

Sejam a reta e a circunferéncia de equacoes
=1 +{y—=1)=8ex+y=6.

Dé a posicao relativa da reta em relacao a circunfe-
réncia. Tangentes.

A circunferéncia de equacaox®* + y* — 8x+ 8y + 16 =0
€ tangente ao eixo x no ponto A e € tangente ao eixo y no
ponto B. Determine o comprimento do segmento AB .

y4 a2
A

0 X

B *c

26. Dé a equacao da circunferéncia de mesmo centro que

27.

28.

a circunferéncia deequacio x> + ¥ — 8x— 4y + 4 =0

e que € tangente a reta £ de equacio 3x + 4y + 10 = 0.
w+y—8Bk—dy—16=0
Areta s, de equacao y = x — 1, é secante a circunferéncia

de raio 2 e centro no ponto (1, —2).

a) Escreva no caderno a equacao reduzida dessa cir-
cunferéncia. (x — 17 + (y + 2/ = 4

b) Determine a equacao geral dessa circunferéncia.

‘+pP—Nt+tiyii1=41
c) Calcule as coordenadas dos dois pontos de inter-

seccao entre a reta s e essa circunferéncia.(—1, —2)e(1,0)
Considere a circunferéncia de equacao:
x+y:—4x—-8y+15=0

Determine:

a) as coordenadas do centro dessa circunferéncia; (; 4)

b)a equacio dareta tangente a essa circunferéncia no
ponto (3, 2), ponto de tangéncia. x—2y+1=0

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Escreva

no caderno '

Determine a equacdo da reta tangente a circunferén-
cia A no ponto A nos seguintes casos:

Al +y—2x—2y—3=0eA(2,3)x+y-8=0
b)A:x2+y*—4x—-1=0e A(, =2) x+2y+3=0

(Mack-SP) Qual o comprimento da corda determi-
nada pela reta x — y = 0 sobre a circunferéncia
x—=124+FF—-12=9? 247

Dada a circunferéncia A: x> + (y — 2)?=9earetar:
y = x — 5, determine a equacio da reta que passa pelo
centro de A e € perpendicular ar, e verifique a posicao
de r em rElEl{;ﬁﬂ al. y = —x + 2, areta reé exterior a crcunferéncia.

A circunferéncia de equacio x>+ y* —5x+ 4y + 4 =10
intersecta o eixo x nos pontos A e B. Sabendo que Cé o

centro da circunferéncia, determine:  ,y g g g)e

a) as coordenadas dos pontos A, B e C; C{E. —2]
b)a area do tridangulo ABC. A =3ua. ;

O ponto P(0, 3) é exterior a circunferéncia de equa-
cao (x — 1)* + (y — 1)* = 4. Determine as equacoes
das retas tangentes a circunferéncia e que passam
pelopontoP. y—3=00udx—3y+9=0

(Fuvest-SP) Aretay = gx ¢ tangente a uma circunfe-

réncia de centro (2, 0). Calcule o raio da circunferéncia.
r=1
A reta s, de equacao x + 2y + k = 0, € exterior a cir-

cunferéncia de equacdo x> + y> + 8x — 4y + 19 = 0.
Determine os valoresde k. k< —5 ouk> |5

Calcule a tangente do dngulo formado por dois raios
da circunferéncia x* + y* — 6x + 4y — 12 = 0 que
intersectam os extremos da corda cuja reta suporte €

x—3y+6=0. th}=%
yi
o
A =
B 5
. &
0 \ﬂi X =
C

(UEG-GO) Considere num plano cartesiano duas retas
r e s, perpendiculares. A reta r tem equacaoy = 2xe a
reta s intercepta o eixo x no ponto B(10, 0). Encontre
a equacio da circunferéncia que passa pelos pontos
A(0, 0), B(10, 0) e C, que é o ponto de intersecao das
retasres. (x —5F + ¥ = 5
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Posicoes relativas entre duas

circunferéncias

Considere uma circunferéncia A, de centro C, e raio r, e outra circunferéncia A, de centro C, e raio r,, e seja
d(C,, C,) a distancia entre seus centros.

Para analisar a posicao relativa entre as circunferéncias A, e A,, podemos comparar a distancia d entre os centros
dessas circunferéncias com a soma ou a diferenca entre os raios. Veja:

12 caso: quando as duas circunferéncias possuem dois pontos comuns elas sao secantes.

A

Sefr. — ] =<diC,Cl<r +1,
entao 11 e A 5 540 secanies.

22 caso: quando as duas circunferéncias possuem um ponto comum elas sao tangentes.
Duas circunferéncias podem ser tangentes entre si, externa ou internamente.

A A, .
&
=
o
E
Sed(C, C,)=r, +r, entao SedlC,C))=|r, — ]
A, € A, 530 tangentes entao A, e A, 530 tangentes
externamente. internamente.

32 caso: quando as duas circunferéncias nao possuem nenhum ponto comum elas sao exteriores ou interiores.

11
}"2

i

Il.r ""|

1 . I

| rz 2 ]

\\\_5_ "
Sed(C,C)>r +r,entdod, e, Se0<d(C,C)<]|r, —r| entdaok, ek, sdo Sed(C,C)=0,entao A, ek,
sao circunferéncias exteriores. circunferéncias interiores nao concéntricas. sao interiores concéntricas.

Observe que, se as circunferéncias nao sao concéntricas e nao possuem pontos comuns, temos as possibili-
dades de elas serem circunferéncias externas ou de serem uma circunferéncia interna a outra.

A resolucao do sistema de equacdes, formado pelas equacdes das duas circunferéncias, também permite descobrir
se elas tém dois, um ou nenhum ponto em comum. Para isso, devemos analisar o discriminante da sequinte maneira:

a) A > 0 = dois pontos em comum, portanto as circunferéncias sao secantes.
b) A = 0 = um ponto em comum, portanto as circunferéncias sao tangentes internas ou externas.

c) A < 0 = nenhum ponto em comum, portanto as circunferéncias podem ser exteriores, interiores e nao concén-
tricas ou interiores e concéntricas.

Note que nos casos de A = 0 e A < 0 sera necessario utilizar as relacdes entre os centros das circunferéncias.
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) Exercicio resolvido

1 (1) Determine os pontos comuns as duas circunferéncias Substituindo o valor de y em @:
" dadas e, em seguida, verifique a posicio relativa. X2+ (X +2)2—2x —10(x+2) + 22 =0
A x*+y —4x—4y+7=0e 2+ x2+4x+4—2x— 10x — 20 + 22 = 0
Ay Xty —4r—8y+19 =0 2x2 —8x+6=10
b)A:x2+y?—2x—10y+22=0ce e X
A;X+y —8x—4y+10=0 SH L S
o X F X }i" o B K” —= 1

cA:x*+y"—8x—8y+16=0e
A:x*+ v —14x—8y+64=0

2
Resolucao

a) Para obter os pontos comuns (se existirem) as duas
circunferéncias, resolvemos o sistema formado pe-
las suas equacoes.

X*t+y—4x—4y+7=0 @
X+y—-4x—-8y+19=0 @

Multiplicando a equacao @ por (—1), temos:

X -y +4x +4y -7 =0
[f+y2—41:—8y +19 =0
Agora, adicionando as equacoes, temos:
—4y+12=0=y=3
Substituindo o valor de y em @ :
X*+9—-4x—-12+7=0
X —4x+4=0=x=2
O ponto (2, 3) € o Gnico ponto comum as circunfe-
réncias. Logo, elas sdo tangentes.
Vamos, agora, descobrir se elas se tangenciam ex-
ternamente ou internamente:
. 11 tem centro Cl[E, 2) e raio = j i
* A, temcentro C,(2,4) eraior, = 1.
Sendod(C,C)) = JO? +2% =2 as circunferéncias
sao tangentes externamente, pois
d(C,C,)=r1, +1,.

b) Resolvendo o sistema formado pelas equacoes das
duas circunferéncias, temos:

x> +y? —2x =10y +22=0 (1)
x* +y° —8x —4y+10=0 @

Multiplicando a equacao @ por (—1), temos:

X +y —2x—10y +22=0
—x* —y° +8x+4y—-10=0

6x — 6y +12=0 ()

Da equacao @, temos:
6x—6y+12=0=x—y+2=0=y=x+2 (V)

Substituindo esses valores na equacao @:
XxX=3=2y=3+2=y=5
X=1=2y=1+2=y=3

Os pontos de interseccdo sao (3, 5) e (1, 3).

As circunferéncias A, e A, tém dois pontos comuns
e, portanto, sao secantes.

¢) Resolvendo o sistema formado pelas equacoes das
duas circunferéncias, temos:

[xz+}r3—ﬂx—8y+16=ﬂ @
x*+y’—14x—8y+64=0 @

Multiplicando a equacao @ por (—1), temos:
—X =y +8x+8y—16=0
X +y*—14x—8y+64=0

—6x +48=0=x=8
Assim, se x = 8, entdo a ordenada sera:
x+y—8x—8y+16=0=
=8 +y—-8§-8—-8y+16=0=
=yvV—-8y+16=0=(y—4)> =0=2y=4

Como temos apenas um ponto em comum entre as
circunferéncias, € certo que elas sao tangentes.

Para descobrir se elas sao tangentes externas ou in-
ternas, vamos calcular a distancia entre os centros
das circunferéncias e comparar com a soma alge-

brica dos raios, ou seja:
A:X2+y—8x—8y+16=0=

=E—-42+ [—4*=16=C =(4,4)er, =4
A:x*+y —14x—8y+64=0=
=E-7)P+G—-9H*=1=C,=(79er,=1
Calculando a distincia entre os centros, temos:
d(C,,C,)=q(7-4) +(4—4)" =9

d(C,;C,)=3

Podemos observar que d(C,, C,) = |r, — 1, |, pois:
=] = | 4=1] =05, —1;] =3

Assim, concluimos que as circunferéncias sao tan-
gentes internas.
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Exercicios propostos

38. Determine os pontos de interseccao das circunferén-
ciasx®*+y' =4e(x—3)*+ (y—3)*=10.00.2e(1,1).

39. Qual é a posicao relativa entre as circunferéncias de
equacoes x> +y*+6x—4y+ 12=0e
x* + y*+ 6x — 4y — 4 = 0? concéntricas.

40. Qual a posicdo relativa e quais os pontos comuns
(caso existam) entre as circunferéncias de equacoes:

x*+y—-2x=0ex*+y—-—2x—8y+8=07?
Tangentes no ponto (1, 1); ponto comum: (1, 1); tangentes externamente.

41. Determine a equacao da circunferéncia de centro
(0, 8) e tangente externamente a circunferéncia de
equacao (x — 52+ (y+4)2=49. ¥+(y—8' =136

42. Qual é a equacdo de uma circunferéncia concéntrica
a circunferéncia de equacao
x* + y?— 8x — 4y + 4 = O e que é tangente a reta £ de
equacao4x + 3y + 13 =0? ¥ +y—8—dy—29=0

43. Seja x? + y2 + 4x — 6y — 36 = 0 a equacao da cir-
cunferéncia A, determine a equacdo da circunfe-
réncia A,

A+ y+a—6y—68=0
44. Determine a equacao da circunferéncia de centro (0, 5)
e tangente externamente a circunferéncia de equacao

(x—6)2+ (y—3)>=9. ¥+ ly—5F=(2470-3)

45. Determine a equacao da circunferéncia concéntrica a
circunferéncia x* + y? + 6x — 8y = 0 e tangente ao eixo

das ordenadas. (x+ 3P+ (y—42=9

Vi

Y
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Escreva

no caderno '

46. As equacoes das circunferéncias da figura sao:
Aoxt+y —25x—8y+13=0
Ao+ y—8—2y+7=0

llustragtes: Editoria de arte

x ¥

/

A3, 4% B(1,2)
a) Determine as coordenadas dos pontos A e B.

b) Determine a equacaodaretar. x—y+1=0

c) Calcule a area do quadrilatero C ACB. &

47. Dadas as equacoes x>+ y>+ 16x— 96 =0e

x* + y* — 16y + 32 = 0 das circunferéncias A, e A,

secantes entre si:

a) escreva no caderno a equacao da reta que passa
pela interseccao dessas circunferéncias; «+y—8=0

b) calcule o comprimento da corda comum as duas
circunferéncias; 842

c) subtraia, membro a membro, uma das equacoes
dadas da outra e conclua o que se pode dizer a res-

peito da equacao resultante. A equacdo obtida é a reta cal-
culada no item a.

48. (Mack-SP) Ha duas circunferéncias secantes A, e A, de
equacfes (x—1)*+y*=5e(xZ—-3)+(FF—2)>=1,
respectivamente. A equacao da reta que passa pelos
pontos de interseccio de A, e A, é:

¥xa)x+y—4=0

b)x+y+4=0
c)x—y—6=0
dx+y+8=0
e)x—y—8=0

49. Dada a equacao (x — 4)* + (v — 3)? = 25, determine

a circunferéncia interna cujo centro € (7, 3).
(x—7F +ly—3F=4

50. (UFSC) Determine o raio da circunferéncia C, cujo
centro € o ponto de interseccao da reta r de equacao
X—y—1=0comaretasdeequacao2x—y+ 1=0,
sabendo que C, € tangente exteriormente a circunfe-

réncia C, de equacdox” + y* — 12x — 6y — 4 = 0.
- 3



Conexoes , Como funciona o GPS?

51. O GPS € uma tecnologia de auxilio a localizacdao que utiliza em sua esséncia conhecimentos de Geometria analitica,
fundamentais para o entendimento de seu funcionamento.

Como funciona o GPS?

[...] O GPS (Global Positioning System - Sistema de Posicionamento Global) [...] teve sua origem no Departamento
de Defesa dos Estados Unidos. Sua funcao é a de identificar a localizacao de um aparelho chamado de receptor GPS.

Os aparelhos receptores, por sua vez, tem a funcao de enviar um sinal para os satelites. Assim, fazendo alguns cal-
culos, [...] o receptor GPS consegue determinar qual a sua posicéao.

[...] Os sateélites, assim como os receptores GPS, possuem um relogio interno, o qual marca a hora com uma precisao
de nano segundos. Quando o sinal & emitido, também & enviado o horario que ele “saiu” do satélite.

Este sinal nada mais e do que sinais de radio, que viajam na velocidade da luz. Cronometrando quanto tempo este
sinal demorou a chegar, o receptor consegue calcular sua distdncia do satélite. Como a posicao dos satélites € atualizada
constantemente, e possivel, por meio destes calculos, determinar qual a sua posicao exata.

|...] Os GPS utilizam o sistema de triangulacao com tres satelites para determinar a localizacao de um receptor em
terra chamado de trilateracao.

Para determinar a altitude em que vocé se encontra sera necessario um
quarto satelite. O principio do calculo € 0 mesmo, mas envolve alguns nume-
ros e formulas extras por tratar-se de um espaco tridimensional.

MARTINS, Elaine. Como funciona o GPS? TecMundo.
Disponivel em: <http:/fwww.tecmundo.com.br/gps/2562-como-
funciona-o-gps-.htm=. Acesso em: 12 dez. 2015.

Homens Meyer

Representacao fora
de escala e em

cores-fantasia. b

a) O Sistema de Posicionamento Global (GPS) necessita da interacao entre dois “dispositivos” que trocam sinais
entre si. Quais sao eles? satélite e receptor

b) Suponha que a triangulacao realizada por um receptor de GPS utilize os sinais recebidos de trés satelites A, Be C,
conforme indicado na figura:

y (em milhares de km) 4
-

Editoria de arte

5

X (em milhares de km)

i | | i
1 | 1 -

41 0 1 2 3

Suponha que o raio de alcance de cada satélite seja de 2000 km.
Quais sao as equacoes das circunferéncias que correspondem ao alcance maximo de cada satélite indicado na
figura (A,BeC)? AX+6F+y+1F=4BKx+6P+(y+3F=4 C+aP+(y+27=4
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CAPITULO 6

Geometria analitica: conicas

Nos capitulos anteriores, estudamos pontos, retas, circunferéncias e solidos geométricos, como esferas,
cones e piramides. Neste capitulo estudaremos as conicas. Algumas situacdes e objetos lembram essas curvas,
por exemplo:

a) Atrajetoria de um projétil lancado para o alto, des- b) A luminaria usada pelos dentistas para iluminar a
prezando a resisténcia do ar, tem a forma de uma boca de seus pacientes ¢ formada por um refle-
parabola. tor eliptico, obtido a partir da rotacao de parte de

uma elipse ao redor de seu eixo maior.

The method and a Scale Foxr caftingBOMBS inte al'own.

Stasique’ Shutterstock com

Gravura, 58, XV, Colecado particular, Foto: Universal
History Archive/The Bridgeman Art Librang/Keyvstone

Varios estudos foram feitos para determinar a forma da trajetoria

de um projétil. Na gravura, estao alguns exemplos dessas A superficie eliptica concentra o maximo de luz em um
tentativas. O italiano Galileu Galilei (1564-1642) foi o primeiro a ponto, evitando desconforto do paciente com raios
perceber e estudar a trajetoria parabdlica de projéteis no vacuo. luminosos ofuscando sua vista.

A parabola e a elipse sao conhecidas como secgoes conicas, ou simplesmente conicas, nosso objeto de estudo
neste capitulo. Aléem delas, também estudaremos a seccao conica denominada hipérbole.
Considere duas retas e e g, nao perpendiculares, obliquas entre si e que se cruzam no ponto V (Figura 1).

Figura 1 Figura 2

Hustracdes: Editaria de arte

Ao rotacionar a reta g em torno de e por 360°, mantendo o angulo « fixo, obtemos uma superficie denomi-
nada superficie conica de duas folhas (Figura 2). A reta e é 0 eixo da superficie conica e a reta g € a geratriz
dessa superficie.

Geometricamente, as seccOes conicas podem ser obtidas a partir da interseccao de um plano com uma su-
perficie conica de duas folhas. Dependendo da inclinacao desse plano em relacao a geratriz da superficie conica,
obtemos uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola.
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Elipse: quando o plano

intersecta todas as gera- ' Parabt?la: quando
; Sl S o plano é paralelo a
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obliquamente e corta ape- W
iy ficie conica.
nas uma folha da superficie. (») A

s

>~

' gl

g

4 N
2
& :
. S
Hipérbole: quando o (§? 5
: z
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. Historia da Matematica

Aspectos historicos e a importancia das conicas

Tratados sobre as secoes conicas sao conhecidos antes da época de
Euclides (= 325-265 a.C.). E, associado a historia dessas curvas, temos
Apolonio que nasceu na cidade de Perga, regiao da Panfilia (atualmente
Turquia) por volta de 262 a.C. e viveu, aproximadamente, até 190 a.C.

Apolonio foi contemporaneo e rival de Arquimedes que viveu, apro-
ximadamente, entre 287 a.C. e 212 a.C. e, juntamente com Euclides,
formam a triade considerada como sendo a dos maiores matematicos -
gregos da antiguidade. Apolénio estudou com os discipulos de Euclides Matematicos discutindo um problema de Geometria.
em Alexandria e foi astronomo notavel, talvez ele, e nao Euclides, mereceu dos antigos o adjetivo de "o grande Geometra”.
A maior parte das obras de Apolénio desapareceu. O que sabemos dessas obras perdidas devemos a Pappus de Alexandria
(seéc. IV a.C.). Sua obra-prima & Secoes Conicas composta por 8 volumes (aproximadamente 400 proposicoes!). Da obra origi-
nal sobreviveram 7 volumes, sendo 4 escritos em grego e 3 traduzidos para o arabe por Thabit Ibn Qurra (826 a 901) no séc.
IX. Os trés primeiros volumes sao baseados em trabalhos de Euclides e o oitavo volume foi, infelizmente, perdido. [...]

Word Histary ArchivedAlamy/Latinstock

Apolénio foi o matematico que mais estudou e desenvolveu as secdes conicas na antiguidade. Suas contribuicoes fo-
ram: ter conseguido gerar todas as conicas de um unico cone de duas folhas, simplesmente variando a inclinacao do plano
de intersecao; ter introduzido os nomes elipse e hipérbole e ter estudado as retas tangentes e normais a uma conica.

A importancia do estudo de Apolonio sobre as conicas dificilmente pode ser questionada. Temos a inegavel influéncia
dele sobre os estudos de Ptolomeu. [...] Ptolomeu introduziu o sistema de latitude e longitude tal como & usado hoje [...].
As Conicas de Apolonio tambem tiveram forte influéncia nos estudos de Kepler. O interesse de Kepler pelas conicas surgiu
devido as suas aplicactes a optica e a construcio de espelhos parabolicos. Em 1609, Kepler edita a Astronomia Nova, onde
apresenta a principal lei da astronomia: “os planetas descrevem orbitas em torno do Sol, com o Sol ocupando um dos focos™.
|...] Outra aplicacao pratica das conicas aparece na obra de Galileu (1632), onde "desprezando a resisténcia do ar, a trajeto-
ria de um projétil € uma parabola”. [...] Foi a Matematica pura de Apolonio que permitiu, cerca de 1800 anos mais tarde, os
“Principia” [livro] de Sir Isaac Newton. A lei da gravitacao de Newton matematizou as descobertas empiricas de Kepler e, a
partir do seculo dezessete, possibilitou o estudo analitico das conicas e das suas aplicacoes aos movimentos no espaco, este,
por sua vez, deu aos cientistas de hoje condictes para que a viagem de ida e volta a Lua fosse possivel. [...]

Fonte: SATO, Jocelino. Aspectos histéricos e a importancia das cdnicas. Uberlandia: 2005.
Disponivel em: <http://www.sato.prof.ufu.br/Conicas/node2 html=. Acesso em: 12 fev. 2016.

no caderno

_‘ﬂAtividades [ SO J

1. De acordo com o texto, quem sao os estudiosos que compoem a triade considerada como sendo a dos maiores
matematicos gregos da Antiguidade? Apolanio, Arquimedes e Eudlides.

2. Qual dos matematicos gregos da Antiguidade mais contribuiu para os estudos das conicas? Apolanio.

3. Quais sao as aplicacoes dos estudos das conicas, conforme apresentado no texto?

Cartografia, Optica, construcio de espelhos parabélicos, trajetdria de um projétil e movimentos no espaco.
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) Definicdo
Considere dois pontos distintos, F, e F,, que pertencem a um plano, de modo
que a distancia entre eles seja 2c.

Considere também um numero real a, tal que 2a > 2c. Chamamos de elipse
o conjunto dos pontos P desse plano cuja soma das distancias PF, e PF, é cons-
tante e igual a 2a.

Os pontos P,, P, e P; pertencem a elipse representada na figura a seguir. Logo,
podemos escrever:

P ' dP,, F,) + d(P,, F,) = 2a
' dP,, F,) + d(P,, F,) = 2a

d(P;, F1) 3 d{Pm F,) = 2a

lustragdes: Editona de arte

De modo geral, se P é um ponto qualguer da elipse, entao:

d(P.F,) + d(PF,) = 2a

Agora, considere A, e A, as interseccOes da elipse com a reta que passa por
-2 S

Note que d(A,, A,) = 2a, pois:
d(A,, F,) + d(A,, F,) = d(A,, F,) + d(A,, F,)

Sendo x = d(A,, F,) ey = d(A,, F,), temos:

X+ X+ 20=y+ (y+ 20

e, portanto, x = .

d{Ah Az} = d{A‘Il F‘I.‘:I 2 d“:ll F}!} T d{Fll AE) ==
=x+2c+x=2x+c)=2a

Sejam O o ponto médio de F,F, e B, e B, as intersecces da elipse com a me-

S, diatriz de F,F,. Entao:
d(8,, F,) = d(B,, F,)
A, A, d(B,, F,) + d(B,, F,) = 2a
Portanto: d(B,, F,) = d(B,, F,) = a
B

' Do mesmo modo: d(B,, F,) = d(B,, F,) = a
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) Elementos

Em uma elipse destacamos os seguintes elementos:

e focos: sao os pontos fixos F, e F;;

e vertices: sao os pontos A,, A,, B, e B,; A,
e distancia focal: é a distancia F,F,, cuja medida é 2c;

e centro: é 0 ponto O, ponto médio do segmento F,F5;

* eiXo maior: € o segmento A,A,, cuja medida e 2a;

 eixo menor: é o segmento B,B,, cuja medida é 2b.

Como B, & um ponto da mediatriz de ﬁ, entao, por construcao, o angulo
F,OB, é reto e o triangulo F,OB, é retangulo em O, como mostra a figura acima.
Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

a=hblirct

Essa relacao € conhecida como relacao fundamental e sera muito utilizada
no estudo da elipse.

Calculando o quociente entre a distancia focal (2¢) e a medida do eixo maior
(2a) obtemos:

c
B ==
d

Esse quociente é conhecido por excentricidade (e) da elipse e € um nimero
entre0e 1 poisa > c.

A excentricidade de uma elipse indica quanto ela € mais “achatada” ou mais
“arredondada”. Assim, guanto mais proximo de O for o valor de e, mais a elipse se
aproxima de uma circunferéncia. Ja quando o valor da excentricidade se aproxima
de 1, a elipse fica proxima de um segmento de reta.

) Equacao reduzida da elipse

Fixando um sistema cartesiano, vamos obter a equacao da elipse nos casos
em que o centro da elipse esta na origem e seus eixos estao sobre os eixos coor-
denados, e quando o centro da elipse esta fora da origem e seus eixos estao
paralelos aos eixos coordenados.

Primeiro vamos considerar uma elipse cujo eixo maior esta sobre o eixo x, 0s
focos sao F,(—c, 0) e F,(c, 0) e o centro da elipse é a origem O(0, 0). As extremi-
dades do eixo maior sao os pontos A,(—a, 0), e A,(a, 0) e do eixo menor sao 0s
pontos B,(0, —b) e B,(0, b).

Para um ponto P(x, y) qualquer da elipse, temos:

d(P,F)+d(P,F,)=2a
J[x—kc)z +(y—0) +J(x—c)}' +(y—0) =2a
J[x—kc]‘? + y? =215'4—\/[;'m:—r:)2 +y?

Elevando os dois membros ao quadrado, temos:

(){+E)2+}F2=482—"45J(1‘"E}2+y2 +(x—c) +y? A,

x> +2cx+ ¢ +y’ =48 ——4&,](:::—-::)2 +y +x —2ex+C+y°
45\’(x—c}2 +y* =4a* —4cx

aJ(x—c)E +y* =a’ —cx

!

A, 2b
| i
I |
| i
| ]
| |
| i
| 1
l |

A T R TS, 2
| B, :
r d - -
[ i
[ za ol

y A
L Plxy)
F.
X
1
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Elevando os dois membros ao quadrado, temos:
2=+ y] =@ —oxp

a’(x? — 2cx + 2 + y¥) = a* — 2a%cx + A&

a’x’ — 2a’cx + a’c® + a’y* = a* — 2a’cx + X
alx}.' 2 E}lxl - aEFE —_— ai‘l s EEEE

3{2(52 _ '[2:] s E:E}I’E — aE{aE —_ EE)

Pela relacdo fundamental, a2 = b? + 2, podemos escrever a? — 2 = bZ
Dai, temos:

b’x? + a’y* = a*b’

Dividindo os dois membros por a’b? (a > 0 e b > 0), temos:

Essa € a equacao reduzida da elipse de focos no eixo x e centro na

origem.
£ vt Agora considere uma elipse cujo eixo maior esta sobre o eixo y, os focos sao
= F.(0, —c) e F,(0, ¢) e o centro da elipse é a origem O(0, 0). As extremidades do
=
2 A, eixo maior sao os pontos A,(0, —a) e A,(0, a), e do eixo menor sao os pontos
¢ B,(—b, 0) e B,(b, 0).
= Para um ponto P(x, y) qualquer da elipse, temos:
5 5] _* d(P, F,) + d(P, F,) = 2a
2 2 2 2
P(x, y) \/(:-:—D] + (y + ¢) +J[x—[}] + (y — ¢ = 2a
e Desenvolvendo essa equacao, de modo analogo ao caso anterior, obtemos a
‘ equacao:
2
;1 =
d
Essa é a equacao reduzida da elipse de focos no eixo y e
y4 centro na origem.
'\ . X : :
__________________ y . NRP | Para determinar as equacodes de elipses com centro fora da origem,
| | | construimos um sistema de coordenadas auxiliar.
¥ i
N ? | Assim, considere os sistemas cartesianos ortogonais xOy e x'Cy’,
y I crl 2 (N de eixos respectivamente paralelos. O ponto C tem coordenadas x,
I I ~ s
| . ey, em relacao ao sistema xQOy.
y, : : Yo G y
l : i Vamos estabelecer relacbes entre as coordenadas de um ponto
r : : ~. P considerando os sistemas x'Cy’ e xQy.
0L X, ol : X
” X | Assim, temos:
X'=X—X;
Y=Y~ Y
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Agora, considere uma elipse com centro em um ponto C(x,, V,) € eixos yt n

paralelos aos eixos coordenados. Observe que nesse caso o eixo maior da y

elipse esta contido no eixo x' e 0 eixo menor, No eixo y'.
Considerando o sistema x'Cy’, a equacao da elipse é:

(x (y)

.)2
a’ b’

o =

| |

|

|

1 i

|

o

|

|

|

4] :
]

. 2>
=

¥
llustragtes: Editoria de arte

¥

Entao, em relacao ao sistema xQy, a equacao dessa elipse é:

(x il Inlz - [3" = :‘i"n:lz

a b* -

Essa € a equacao reduzida da elipse de centro (x,, y,) e eixo maior pa-

ralelo ao eixo x.

Raciocinando de modo analogo ao que fizemos para o caso anterior, quando

0 eixo maior esta contido em y’, temos a equacao:

(x =%  (y—voJ
b’ 2

=1

Essa ¢ a equacao reduzida da elipse de centro (x,, y,) e eixo maior pa- |

ralelo ao eixo y.

0 X

Exercicios resolvidos
2

.
p Dada a equacéo reduzida da elipse ;5 + frﬁ = 1, de-

termine:

a) as medidas dos eixos maior e menor;
b) as coordenadas dos vértices e dos focos;
¢) a excentricidade.

Resolucdo

a) Observando a equacao dada, temos que o denomi-
nador de x2 € maior que o denominador de y2. Isso sig-
nifica que o eixo maior da elipse esta sobre o eixo x e,
portanto, podemos comparar a equacao dada com a
EE Fﬂ.

= + 2 = 1. Assim:

equacao

a2=25=a=>5(poisa>=0)

b2=16=b = 4 (pois b > 0)

A partir dos valores de a e b, determinamos as medi-

das dos eixos. Assim:

eixo maior: 2a=2-5=10
eixomenor:2b=2-4=38

b) As coordenadas dos vertices (A, A,, B, e B,) edos
focos (F, e F,) de uma elipse com focos sobre o eixo x
e centro na origem sao dadas por: A,(—a, 0), A,(a, 0),
B,(—b, 0), B,(b, 0), F,(—c, 0) e F,(c, 0).

A partir da relacdo fundamental, calculamos o valor
de c:

a2=b2+c2=c2=3az—-Db2
2=52—-42=25-16=9

Entaoc = 3, poisc = 0.

Substituindo os valores de a, b e ¢ nas coordenadas,
temos:

A (-5, 0), A,(5,0), B,(—4, 0), B,(4,0),F,(—-3,0) e
F,(3,0).

c) A excentricidade da elipse é: € = E = e = %
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Dada a elipse representada no plano cartesiano a se-
guir, determine sua equacao.

P

=y

Resolucao

Pela figura, temos que:

* A elipse tem focos sobre o eixo x e centro na origem.

Entdo, sua equacao pode ser escrita como iz + % = 1.
a
* Um dos vértices da elipse € B, (0, —3), logo:

b= 3.
* Os focos dessa elipse sao Fl(—ﬁ ; {]} e Fz(vg : D), logo:
C=+3
Pela relacao fundamental:
az="b2+c?
a2=32+(\3)P=9+3=12

, : 770
Portanto, a equacao da elipse dada é

2
p 9
12 9

Determine as coordenadas do centro, as coordenadas

1.

dos focos e as medidas dos eixos da elipse de equacao:

x-5"  G+4

100 6a 1

Resolucao

Observando a equacao, vemos que a elipse tem cen-
tro fora da origem e eixo maior paralelo ao eixo x.
Assim, podemos comparar a equacao dada a equacao
(x —x))* o (y=XaF . . 1

a’ b’
O centro dessa elipse tem coordenadas x, = 5 e

Vo, = —4. Logo, C(5, —4).
a2=100=a=10(a>0)
b*’=64=b=8(b=>0)
Entao:

eixo maior: 2a= 2 - 10 = 20

eixomenor:2b=2-8 =16

Pela relacao fundamental, a> = b? + c?, temos:
100=64+c2=c=6

As coordenadas dos focos sao dadas por F,(—c + x,, ¥,)

B T
Portanto, as coordenadas dos focos da elipse sao:
F,(—1, —4) eF,(11, —4).

Determine a equacdo da elipse de focos F,(0, —4) e
F,(0, 4), sabendo que o comprimento do eixo menor € 6.

D

D

Resolucao

Como os focos estdao no eixo y, o centro da elipse € a

2 2
X y = 1. Sendo

z+z
d

origem e a equacio € da forma

2b = 6, temos que b = 3.
Comc = 4e b = 3, vamos calcular o valor de a?:
a?=3+4=2a>=25

£

}F —
25

2
Portanto, a equacio procuradaé X _

9 L

Escreva na forma reduzida a equacdo da elipse
8x2+ 5y —32x+ 10y— 3 = 0.

Resolucao

Para determinar a equacio reduzida da elipse, pre-
cisamos manipular algebricamente a equacao dada

para chegar a uma das equacoes reduzidas estuda-
das. Assim:

8x2+ 5y2—32x+ 10y—3=0

8(x2—4x)+5(2+2y)—3=0

Completando quadrados:

8(x2—4x+4)+5(2+2y+1)—-3=32+5

8(x — 2)2 + 5(y + 1)2 = 40

Dividindo ambos os membros por 40, chegamos a

(x—2  G+1)?_
8

equacéao reduzida da elipse: 1

Determinar as coordenadas dos focos e dos vértices
da elipse da equacao 4x* + 25y? = 100.

Resolucao

Vamos escrever a equacao na forma reduzida. Divi-
dindo todos os termos por 100, temos:
2 2

2 2
4x +25j-,r :1{]{]:}:{ +¥
100 100 100 25 4
Como 25 > 4, o eixo maior da elipse esta contido no
eixo x, logo:

4x% + 25y* = 100 =

a*=25=sa=2>5

P=4=b=2

A=b+c2=25=4+c2=c= 21

Analisando a equacao da elipse e observando a figu-
ra, temos:

Coordenadas do centro: O(0, 0)

Coordenadas dos vértices: A, (—=5,0) e A, (5, 0)
Coordenadas dos focos: F, (—+/21,0) eF, (v21,0)

150 Unidade 3 » Geometriae Algebra no plano cartesiano

Nustraches: Editona de arte



Exercicios propostos

Escreva
no caderno

10. centro: C(1, 1); focos: F,(—3 + 1, 1) e F{f3 + 1, 1); vértices: A, (3, 1;A(—1, 1}, B,(1,0)eB,(1, 2).

1. O eixo maior de uma elipse de centro na origem esta
contido no eixo x. Sabendo que o comprimento do
eixo menor € 6 e a distancia focal é 10, determine a

equacio da elipse. ;‘_q ‘ % il

. Determine as equacoes das elipses representadas nas

5.

O eixo maior de uma elipse mede 40 e ¢ paralelo

ao eixo y. Sabendo que o eixo menor mede 24 e seu

centro € o ponto (4, 2), determine a equacao dessa

Elipge_ [.:l:_—.li':li " [?_2]3 s |
144 400

2
X y

. A equacio de uma elipse ¢ —- + — = 1. Sabendo

p q
que a elipse passa pelos pontos A(2, 1) e B({/2, 2),

determinepeq. , _ E.q= Ji

figuras a seguir.

3 !
g ¥

3 I_+'_=‘|

9

25

3
1. Determine a distancia focal das elipses dadas por:

a)x>+ 3y =3 242 B2x*+y =2 2

8. Dois veértices de uma elipse tém coordenadas A, (0, 5) e
A,(0, —5). Determine a equacéo dessa elipse, sabendo
que o comprimento do eixomenoré 3. 4 | ¥

_=1

9 25
9. Considere a elipse de equacao 3x* + 4y* = 48.

a) Calcule a medida do eixo maior e a do eixo menor
daelipse. 2a = 8e2b =43

Nustracdes; Editoria de arte

£

b)

. |=H=,u
Lk
bt |-¢:~
Il
"1

. ;5 ; 1
b) Determine a excentricidade dessa elipse. ¢ = 7

10. Determine as coordenadas do centro, dos focos e dos vér-
X tices da elipse de equacidox®> — 2x + 4y — 8y + 1 =0.

11. Dada a elipse de equacao 4x2 + 9y2 + 8x — 54y + 49 = 0,
obtenha sua equacao reduzida e as coordenadas do
centro e dos focos.

{x = fl]?

i
A

(y—3) 12.

o (UFF-R.J) Haroldo, ao construir uma piscina, amarra
2.25

as extremidades de uma corda de 6,0 m de compri-
mento nas estacas E, e E,, com o riscador R, estica a
corda, de modo a obter o triangulo E,RE,. Deslizando
o riscador R de forma que a corda fique sempre es-
ticada e rente ao chio, obtém o contorno da piscina

-_——

= desenhado na figura.

[ SR
] A = =

(-8

AT roa-aeg + L= :
36 c
E,E M E,
2,0m
: \c' ) ;- ----------
i

N
J

Se M é o ponto meédio de E E,, a distancia entre as

estacas e:
a) J/5m xc) 24/5m e) 62 m
3. Determine a excentricidade da elipse de equacao b) J6m d) 26 m

X + 5y = 20, ¢ = 202

5 13. (FGV-SP) Determine a equacido da elipse de centro
na origem que passa pelos pontos A(2, 0), B(—2,0) e
CO. 1), X2 ay

4 1
14. (ITA-SP) Os focos de uma elipse sao F, (0, —6) e F,(0, 6).
Os pontos A(0, 9) e B(x, 3), x > 0, estao na elipse. A area

4. Determine a equacao de uma elipse com centro na
origem do sistema cartesiano e focos no eixo Ox, sa-
bendo que:

a)a sua distancia focal é 16 e a sua excentricidade

é % % + % = do tridngulo com vérticesem B, F, e F, € igual a:
b) o eixo menor mede 10 e a curva passa pelo ponto a) 2210 ) 15V10 e) 6v10
8,3). X + ¥ _ b)18v10 xd)12v10

100 25 (+ 17, (y—3F

11. Equacao reduzida: = 1: centro: C{—1, 3): focos: F.{—+/5 — 1, 3)e FJH'E -1, 3]

4
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Conexdes ) Orbita dos planetas

15. O Universo sempre foi, e ainda €, objeto de estudo e curiosidade de pesquisadores e cientistas do mundo todo. Mais
especificamente, a maneira como o Sistema Solar estava organizado despertou muita atencao de astronomos e demais
cientistas, séculos antes. Apos muitas teorias, descobriu-se que cada planeta descreve uma elipse ao girar em torno do
Sol e, em cada orbita, o Sol ocupa um dos focos da elipse, conferindo caracteristicas como os ciclos das estacoes do ano,
por exemplo. Leia o texto a seguir a respeito das orbitas dos planetas e faca o que se pede em cada item.

O Sistema Solar: caracteristica e dinamica

O sistema solar e uma unidade bem estruturada, com uma estrela, o Sol, no seu centro, ao redor do qual orbitam os |...]
planetas. Por sua vez, ao redor dos planetas, giram os satelites, imitando pequenos sistemas solares. 5ao conhecidos mais
de 80 satelites presentemente, mas pode existir um numero maior, especialmente ao redor dos planetas mais distantes.
Tambem existem os planetas menores ou asteroides, milhares de corpos que orbitam ao redor do Sol, em sua maioria entre
as orbitas de Marte e Jupiter, e os cometas |...].

Comparadas ao tamanho dos planetas, e
mesmo ao do Sol, as orbitas dos planetas, come-
tas e asteroides sao gigantescas, e 0 seu raio e
comumente expresso em unidades astronomicas.
Uma unidade astronomica (UA) e igual a distan-
cia media da Terra ao Sol (1 UA = 149,6 milhoes
de km). |...]

A tabela abaixo mostra os parametros orbi-
tais dos planetas. A distancia de um dado pla-
neta ao Sol nao e fixa, pois as orbitas nao sao
circulos, mas elipses. Estas ultimas sao figuras
achatadas caracterizadas por um eixo maior (a)
e um eixo menor (b). O semieixo maior da oOr1-
bita e dado na 1® linha, seguido da distancia
media ao Sol. O periodo sideral |...] € o intervalo
de tempo necessario para o planeta descrever
uma orbita completa em torno do Sol. [... A 43|
linha mostra a excentiricidade da elipse que re-
presenta a orbita |...].

Fonte: UFRGS, Instituto de Fisica. O sistema solar:
caracteristica e dindmica. Porto Alegre: [s.d.].
Disponivel em: <http://iwww.if.ufrgs.brioeifsolar/
solar04d/solar04.htm=. Acesso em: 31 dez. 2015.

cgdeny Shuttestock.com

Representacao fora de escala e cores-fantasia.

Parametros orbitais dos planetas

Mercurio | Vénus | Terra | Marte | Jupiter | Saturno | Urano | Netuno
Semieixo maior
(niThBes dekm) 69,7 109 152 1 249 1 815.7 1507 3004 4537
Distancia media 57.9 1082 | 1496 | 2279 778.3 1427 2869 | 44966
ao Sol
Periodosideral | ... 0 | 554701 | 365256 | 686,980 | 4532589 | 10759.2 | 306854 | 60189
(em dias)
Excentricidade | 02056 | 00068 | 00167 | 00934 | 00485 | 00556 | 00472 | 00086

Fonte: Detalhe da tabela obtida em: UFRGS, Instituto de Fisica. O sistema solar: caracteristica e dinamica. Porto Alegre: [s.d.].
Disponivel em: <http:/iwww.if.ufrgs.br/oei/solar/solar0d/solar04.htm=. Acesso em: 31 dez. 2015.

A Arhita da WVadnus noic & 3 one nocal axcantricidade maie nrdxima de 0 Ay ; 5 . . .
d) A orbita de Vénus, pois € a que possui excentricidade mais proxima de 0. Unidade Astrondmica (UA) & uma unidade de comprimento que equivale

s o A s ¥ . & HieramEia meadia da Tarrs a0 Sal [ — '__.:_—I,!":,:.__.; de= Lremh .
a) O que é uma Unidade Astronomica e qual é a sua finalidade? ‘JI *'i'l-il‘J'JjJ "Jt;l”_r"lh l;i"“r o :“:l b . Elr*-“ - it e
Naldale € 4 UE SIMMNICar d Nepresenial a0 o8 Qiances Oisiarias.

b) Segundo a caracteristica eliptica das orbitas dos planetas, o que podemos afirmar a respeito da distdncia dos

# '
planetas, ao longo de um periodo sideral?
~ Por se tratar de orbitas elipticas, a excentricidace correspongce a0 quao circular ou achatada e
" sua forma, conforme seu valor se aproxima de 0 ou 1, respectivamente.
& I s 1 i . & u e
d) Qual € a orbita que mais se aproxima de uma circunferéncia? Justifique sua resposta.
b) A distanda dos planetas ao longo do periodo sideral (tempo necessario para o planeta descrever uma orbita completa em tomo do Sol) € variavel, estando a diferentes

distancias do Sol, ao longo desse periodo. Isso porque a distancia de qualquer ponto de uma elipse a um de seus focos varia dependendo da pesicao desse ponto na
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c) O que representa a excentricidade de uma orbita



Hipérbole

P Definicdo
Considere dois pontos distintos, F, e F,, que pertencem a um plano, de modo
que a distancia entre eles seja 2c.

Considere também um numero real a, tal que 0 < 2a < 2c¢. O conjunto de
todos os pontos P desse plano, cuja diferenca das distancias de P aos pontos
F, e F, (em modulo) é constante e igual a 2a, € chamado de hipérbole de focos
F, e F, e constante 2a.

Os pontos P,, P, e P, pertencem a hipérbole representada na figura abaixo.
Logo, podemos escrever:

d(P,, F,) — d(P,, F,)| = 2a
d(P,, F,) — d(P,, F,)| = 2a
dP,, F,) — d(P,, F,)| = 2a

De modo geral, se P é um ponto qualquer da hipérbole, entao:
|d(P, F,) — d(P. F,)| = 2a

Sendo A, e A, as interseccoes da hipérbole com F,F,, temos que d(A,, A,) = 2a
e d(A,, F,) = d(A,, F,). Veja:

Nustragdes: Editoria de arte

2a

Como d(A,, F,) > d(A,, F,) e d(A,, F,) > d(A,, F,), temos:

d(A,, F,) — ( F)=2a=d(A, F,)+ dA, A)—dA, F)=2a(l)
d(A,, F,) — {Al, F,) = 2a= d(A,, F,) + d(A,, A,) — d(A,, F,) = 2a(ll)
Adicionando @ @, membro a membro, resulta:
2-dA,A)=4a=dA, A)=2a

Substituindo d(A,, A,) por 2a em @, temos: d(A,, F,) = d(A,, F,).

Sejam as circunferéncias .1. e l de mesmo raio ¢ e de centros, respectivamen-
te, A, e A,. Como d(A,, A,) = 25 e C > a, as circunferéncias l e IL sao secantes
entre si e determinam a corda B,B,, cuja medida sera indicada por “2b.

Por construcao, B,B, esta contido na mediatriz de A,A, e, portanto, é per-

pendicular a A,A,. Além disso, o ponto O, interseccao de B,B, e A,A,, € o0 ponto
médio de A,A,, B,B, e de F,F,.
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) Elementos

Em uma hipérbole, destacamos os seguintes elementos:

» focos: sao os pontos F, e F,;
» vértices: sao os pontos A, e A, da hipérbole que estao no segmento F.F,;

* distancia focal: é a distancia F.F,, cuja medida é 2¢;

* centro: é o ponto O, ponto médio do segmento F,F,;

* eixo real ou transverso: ¢ o segmento A;A,, cuja medida é 2a;

* eixo imaginario ou conjugado: é o segmento B,B,, cuja medida é 2b.

Como B, é um ponto da mediatriz de A;A;, entao, por construcao, o triangulo
B,OA, é retangulo com angulo reto no vertice O, como mostra a figura acima. Pelo
teorema de Pitagoras, temos:

@ =a’+ b

Essa relacdo é conhecida como relacao fundamental e, do mesmo modo
que no caso da elipse, sera muito utilizada no estudo da hipérbole.

Assim como foi feito no estudo da elipse, podemos determinar a excentrici-
dade da hipérbole. Calculando o quociente entre a distancia focal (2c) e a medida
do eixo real (2a), obtemos:

Para a hipérbole, a excentricidade € um nimero maior que 1 pois 0 < a < c.

A excentricidade de uma hipérbole indica quanto ela é mais “fechada” ou
mais “aberta” e quanto os ramos estao mais proximos um do outro. Quanto mais
proximo de 1 estiver o valor de e, mais “fechada” sera a hipérbole e maior sera
a distancia entre os ramos.

) Equacio reduzida da hipérbole

Para determinar a equacao reduzida da hipérbole, vamos fixar um plano car-
tesiano e analisar cada caso, como foi feito para o estudo da elipse. Assim, vamos
determinar a equacao reduzida da hipérbole quando o centro da hipérbole esta
na origem do plano cartesiano e seus eixos estao sobre os eixos coordenados, e
nos casos em que o centro da hipérbole esta fora da origem e seus eixos estao
paralelos aos eixos coordenados.

Considere uma hipérbole cujo eixo real esta sobre o eixo x, os focos sao
F.(—c, 0) e F,(c, 0) e o centro da hipérbole é a origem O(0, 0).

Sendo P(x, y) um ponto qualquer da hipérbole, temos:

|d(P,F)—d(P,F,)|=2a=

:}N(x +c) +(y—0)" — \/(::-cz—f:)E +(y—0)’ ‘=Za:=~

:}\/(::{+[)2 +y: — \/(:n:~—::)2 +y =*2a=

:;J(x—::)l +y* =t2._:1+\{(:-=:+rc)2 +y
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Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade, temos:

(x+cf +y =4a+da|(x—cf +y* +(x—cf +y’

x2+2cx+c‘?+y3=4a‘?tda\/(x—::)1+x_,.r2 +x° —2cx+ A +y°

+4a J(x = c}z +y° =—4a" + 4cx

ia\((x —c)z +y' =—a +cx

Elevando ao quadrado os dois membros dessa equacao, temos:
a’f(x — ¢ + y?] = (—a? + cx)?

af(x* — 2cx + 2 + y?) = a* — 2a%o + &

a’x® — 2a‘cx + a’c® + aty* = a* — 2a'cx + OX°

aEEE = a-ﬂ= EEKE 1 azxz s aEFE

aE(El — al} —_— }{E(EE — al';' — alyl

Pela relacdo fundamental, na hipérbole ¢ = a? + b?, podemos escrever
c? — a‘ = b% Dai, temos:

a’b? = b’x? — a’y’
Dividindo os dois membros por a?b? (a > 0 e b > 0), temos:
. .
a’ b2

Essa € a equacao reduzida da hipérbole de focos no eixo x e centro
na origem.

Agora considere uma hipérbole cujo eixo real esta sobre o eixo y, os focos
sao os pontos F,(0, —c) e F,(0, c) e o centro da hipérbole é a origem O(0, 0).

Sendo P(x, y) um ponto qualquer da hipérbole, temos:

A £l i3
\f(:-{—l‘;!)E + (y+q - J(}{-—D:]E + (y—cf ‘ =2a

\fl (y+c) \{ + [y~ ‘=25

Desenvolvendo essa equacao, de modo analogo ao caso anterior, obte-
MOos a equacao:

y* x*
2

Essa € a equacao reduzida da hipérbole de focos no eixo y e centro
na origem.

Para determinar as equacoes de hipérboles com centro fora da origem e eixos
paralelos aos eixos coordenados, o raciocinio € semelhante ao desenvolvido para
as equacoes das elipses. Para isso, utilizamos o sistema de coordenadas x'Cy’
e a relacao entre as coordenadas nesse sistema e no sistema xOy ja estudados.

Assim, considere uma hipérbole de centro C(x,, y,) cujo eixo real é paralelo
ao eixo Xx.

Nesse caso, a equacao da hipérbole e dada por:

x=%) (y—%)

a’ b*

Essa ¢ a equacao reduzida da hipérbole de centro (x,, y,) e eixo real
paralelo ao eixo x.

Nustraghes: Editoria de arte
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De modo analogo, quando o eixo real é paralelo ao eixo y, a equacao da

hipérbole é dada por:

Yo

0 Xy

-
X

Essa é a equacao reduzida da hipérbole de centro (x,, y,) e eixo real paralelo

ao eixo y.

~ Exercicios resolvidos

f/ Determine a medida do eixo real, do eixo imaginarioe a
| distdncia focal da hipérbole de equacio 4x* — 9y* = 36.

Resolucao

Vamos escrever a equacao na forma reduzida, divi-
dindo todos os seus termos por 36:

4> %Y 36 x* ¥V
== — =1
36 36 36 9 4

Como o termo positivo da equacao € o que contém x2,
os vértices e os focos estdo no eixo x. Temos:

a?=9=a=3
b’=4=b=2(a>0eb>0)
c=a+bP=32=4+9=3c=13 (c>0)
Portanto:

Eixoreal:2a=2-3=6

Eixo imagindario:2b=2-2 =4

Distancia focal: 2c = 2 - V13 = 24/13

p Dada a hipérbole representada no plano cartesiano a
seguir, determine sua equacao.

lustragdes: Editoria de arte
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A

Resolucao

Pela figura, temos que:
* A hipérbole tem focos sobre o eixo y e centro na
origem. Logo, sua equacio pode ser escrita como:

FE. 3 }{E B 1

a? b?
* Um dos vertices da elipse e A, (0, —2). Logo, a = 2.
* Os focos dessa elipse sao F,(0, —4) e F,(0, 4).
Logo, c = 4.
Pela relacao fundamental, temos:
c2=a2+b2=>b2=c2-a?
b2=42-22=16—-4=12

2 2
Portanto, a equacdo da hipérbole é }; ~ TZ = 1.

Considere a hipérbole de focos F,(—10, 0) e F,(10, 0)
e de vértices A,(—6, 0) e A,(6, 0). Determine a equa-
cdo dessa hipérbole e sua excentricidade.

Resolucao

Como os focos estdo no eixo x, a forma reduzida da
BT y©

equacao e: 7 = i 1.

Pelos dados do problema, a = 6 e c = 10. Logo:

¢ =a+b*= 10°= 6"+ b* = b*= 64

Substituindo os valores na equacio, obtemos:
2 2

2 2
- Y 1:‘;i—l=1.

a’ b 36 64
A excentricidade da hipérbole € dada por:
N - I |
e=— =2 e=—==
a 6 3 , 2
Portanto, a equacio da hipérbole é *_ — A 1
5 36 64

e sua excentricidade é 3



D

Determine as coordenadas do centro, dos vértices e
dos focos da hipérbole de equacéo:
vy —x*+ 6y —-2x—-1=0.

Resolucao
Para determinar as coordenadas, precisamos obter a
equacao reduzida da hipérbole. Para isso, vamos ma-

nipular algebricamente a equacao dada para chegara
uma das equacoes reduzidas estudadas. Assim:

v o—x 4+ 6y=2x—1=0
}r3+6y—(x2+2‘x+ 1]={}
y>+6y+9— (*+2x+1) =9
(y+3) = (x+1°=9

(y+3 G+Y _

9 9 >

Como a equacao é do tipo:
2
(y-vo) (x—%)
a* b
hipérbole com eixo real paralelo ao eixo y e centro

=1, ela representa uma

fora da origem.

Determinando os valores de a, be c:
a2=9=a=3(@=>0)

b>’=9=b=30B>0)
c=a’+b*=9+9=18

¢ = 342 (c>0)

Portanto:

Coordenadas do centro: C(—1, —3)
Coordenadas dos vértices: A,(—1, —6) e A,(—1,0)
Coordenadas dos focos:

R(—1.—3—3y2) e (-1, —3 + 342)

Exercicios propostos

16.

llustragdes: Editoria de arte

Determine a equacdo das hipérboles cujos graficos sao:
a)

S A
9 16
AN =
X
4 12
T 73|
B & B
8 —a ﬂ' 1:1 xh—
Al 243
F'I
c) y (x—12f  (y - 10)
=T — '|
25 39
by
L i i o
F, X
1
|
| I
] |
i i -
0 4 7 12 20 «x

b F

18.

19.

20.

21.

22.

Escreva
no caderno

(y— 18  (x—15)

d) \* 49 72

Determine a equacio da hipérbole de centro (—3, 4)
e eixo real paralelo ao eixo y nos seguintes casos:
a)2a=20e2b = 10. (y—4f  (x+3f
b)2b=6¢e 2c = 12. 100 7%

17.3a) -
Em uma hipérbole, a excentricidade é /5 e os vérti-
ces sao A,(—2,0) e A,(2, 0). Determine as coordena-
das dos focos dessa hipérbole. 7= (-245,0)eF, = (245,0]

Uma hipérbole tem focos F,(—3, 0) e F,(5, 0). Saben-
do que sua excentricidade é igual a 2, determine sua
equacao. H ¥

_ =]

4 12
Determine as coordenadas dos focos da hipérbole de

equacio —x* + 2y> —4x — 2= 0. F(- J3-2,0)eF,(3-2,0)
Quais sdo as coordenadas dos focos e dos vértices da
hipérbole de equacao dada por:

Ox? — 16y* + 18x + 64y — 71 = O0?

Determine a equacao da hipérbole de focos F, (0, 4) e

F,(0, —4) e de vértices A,(0, 1) e A,(0, —1).y - :—5 =1

=
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p Assintotas da hipérbole

Na hipérbole representada na figura abaixo, observe o retangulo MNPQ com centro na origem e lados de compri-
mento 2a e 2b. As retas r, e r, que contém as diagonais desse retangulo sao chamadas de assintotas da hipérbole.
As assintotas sao retas das quais a hipérbole se aproxima cada vez mais a medida que os pontos se afastam dos

pontos A, e A,, mas nunca cruzam a hipeérbole.

Editona de arte

>y

Como os lados do retangulo passam pelos pontos A,, A,, B, e B,, e as retas r, e r, passam pela origem, suas

b b

declividades sao, respectivamente, = e —= .
E a

" . b
As equacoes dessas retas sao r,: y=_Xe R y=—"_X.

Generalizando, sendo (x,, y,) © centro da hipérbole, as equacdes das assintotas serao:

b

V— Vo = 1—5(;{ — :-;ﬂ) —» eixo real horizontal
e
V— Vo = i%[}{ — ;.;ﬂ) —— eixo real vertical

Podemos relacionar o angulo entre as assintotas de uma hipérbole com sua excentricidade. Vimos que a excen-
tricidade de uma hipérbole indica quanto ela é mais “fechada” ou mais “aberta”. Desse modo, quanto menor for
0 angulo entre as assintotas, mais “fechada” sera a hipérbole e mais proximo de 1 estara o valor de e.

Observacao:
Construir primeiro as assintotas constitui um 6timo caminho para tracar o esboco da hipérbole.

Exercicio resolvido

]
)

(x-2 (y-3)

18 B Determine as equacoes das assintotas da hipérbole de equacao: T E - 1.
Resolucao
Observando a equacio, temos:
* centro: C(2, 3) * b ’=16=b=4(b>0)
¢ a2 =25=3a=5(a>0) * eixo real horizontal

Equacoes das assintotas:
4 _w5y—15=4x—-8

—3==*—(x—-2) =
y ST e ne g5 g

Portanto, as equacoes das assintotas sio4x — 5y + 7=0e 4x + 5y — 23 = 0.
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) Hipérbole equilatera

Uma hipérbole é equilatera quando os eixos real e imaginario possuem a

mesma medida, ou seja, 2a = 2b, ou simplesmente a = b.
vy 2

, _ : - y
Assim, fazendo a = b na equacao reduzida da hipérbole = — Lz = 1,
temos: 3 3 " v
3 y K=Y
_2-"__2=1:' - =1ﬂ}{2_‘j’2=az
a E a
Logo, a equacao de uma hipérbole equilatera com eixo real sobre o eixo x é
dada por:
. .
X y
x*—-—y'=a ou — =1
Y a? a’

Veja a representacao grafica:

Editonia de arte

As retas r, e r, sao as assintotas da hipérbole equilatera e tém equacoes res-
pectivamente iguaisay = x e y = —X, OU seja, Sao as retas suporte das bissetrizes
dos quadrantes impares e dos quadrantes pares.

Observe que sendo a = b, MNPQ é um quadrado, e nesse caso as assintotas
sao perpendiculares entre si.
No caso de uma hipérbole equilatera com centro C(x,, y,) e eixo real paralelo ao
eix0 x, a equacao sera dada por:
(X = %) _ (y—wo)
=gy —{y—yS=a ou 2_P= % =1

Exercicios resolvidos

b) A hipérbole tem centro na origem e os focos es-

tao sobre o eixo x. Entio, sua equacio é€:
2 2

1 2% O eixo real de uma hipérbole equildtera mede 20. Sa-
bendo que ela tem centro na origem e que os focos es-

tao sobre o eixo x, faca o que se pede. = _F _ x Y _
=% 1
a) Calcule a distancia focal; Lago. a equacso da Hipérholed 11'-::“] _ ]‘:‘F -1

b) Determine a equacao dessa hipérbole.
p Determine a equacido de uma hipérbole equilate-

Resolucao

a) Eixoreal: 2a = 20 = a = 10.

Como a hipérbole ¢ equilatera, b = a = 10.
Utilizando a relacao ¢* = a* + b?, temos:
=102+ 10°= 2 =200=>c = 1042 (c>0).
Assim, a distancia focal é 2c = 202 .

ra de centro (3, 6) e um dos vértices em (3, 3).

Resolucao
Temos C(3,6),A,(3,3) e EE, éparaleloaoeixoy.

Entio:a=d(C,A) = (3 —3° + (3 —6) =3.
Como a hipérbole é equilatera, temosa = b = 3.

gy oy
Portanto, a equacao é: v 5 - 93) -

1.
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Exercicios propostos

23.

24.

Uma hipérbole tem o eixo real sobre o eixo x, pas-
sa pelo ponto (4, 6) e suas assintotas sao as retas
y = —J3x e y = J3x. Calcule a excentricidade

. # " 1 F | 1 F
dessa hipérbole. e =2 L G S
- S 25

(PUC-SP) A equacdo de uma das assintotas da hipér-
bolex* —y* =166

28.

Escreva

no caderno '

a) medida do eixo real é igual a 10; % X

== 25

b) disténcia focal € 415 - X

Verifique se a equacdo dada a seguir € de uma hipér-
bole equilatera. Justifique sua resposta.
2x?—-8x—12 = 12}{ -4 2)”2 5im, porque temosa=b = 1.

=]

29. (USJT-SP) Consideremos uma hipérbole equilatera
a)y=2x—1 Xy =X e)y =2x que passa pelo ponto P(13; —12) e cujo eixo real esta
by = 4x dy=2x+1 contido no eixo das abscissas. Sendo F, e F, os focos

25. Determine a equacdo da hipérbole equilatera que da hipérbole, a drea do tridngulo PF,F, sera:

passa pelo ponto P(2, 0), sabendo que o eixo real estd a) 1202
contido no eixo das abscissas. "? - 35;— =1 b)—-120.2
26. Determine as equacoes das hiperboles equilateras com c) =602
centro na origem cuja distancia focal € igual a 10. d) 180 2
¥ e) 602

27. Determine a equacao de cada uma das seguintes hi-
pérboles equilateras com centro na origem e eixo real

sobre o eixo y, sabendo que:

30. Determine a equacao da hipérbole equilatera cuja

distancia focal é igual a 242 e tem focos no eixo x.
¥ —y =1

b

) Definicdo ;
Considere, em um plano, uma reta d e um ponto F nao pertencente a d.
O conjunto de todos os pontos P desse plano que sao equidistantes de Fe d

é chamado de parabola. d
Sejam A, B e C pontos da parabola representada na figura ao ladoe A', B' e
C' as respectivas projecoes ortogonais sobre a reta d. Logo, podemaos escrever:
d(A, F) = d(A, A) d(B, F) = d(B, B) d(C, F) = d(C, C)
De modo geral, se P é um ponto qualguer da parabola e P' é sua projecao
ortogonal sobre d, entao: d(P, F) = d(P, P')
) Elementos
Em uma parabola, destacamos os seguintes elementos: >
 foco: é 0 ponto F;
o diretriz: é aretad;
* eixo de simetria: € a reta s, que passa pelo foco F e é perpendicular a "
diretriz d; b
* veértice: € o ponto V, ponto de interseccao entre o eixo de simetria e a parabola; é
 parametro da parabola (2p): distancia do foco F a diretriz d. E
Seja V' o ponto de interseccao entre a diretriz d e o eixo de simetria 5. Note é
que, por construcao, V' também é a projecao ortogonal de V/ sobre d. Entao, pela
definicao da parabola, temos: d

d(V, F) = d(V, V')
Além disso, d(F, d) = 2p, ou seja, d(F, V') = 2p e d(F, V') = d(F, V) + d(V, V').
Entdo podemos escrever d(F, V) + d(V, V') = 2p e, portanto:

d(f, V) =d(V, V) =p

Assim, a distancia do foco ao vértice da parabola é igual a p e V é o ponto
medio de FV'.
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Professor, os exercicios propostos sobre este contetdo encon-

) Equacao reduzida da parabola wmapsuns s

Para determinar as equacoOes reduzidas da parabola, vamos proceder
da mesma maneira que foi feito com o estudo da elipse e da hipérbole.
Assim, fixando um sistema cartesiano ortogonal, vamos considerar os se-
guintes casos:

12 caso: Vértice na origem, diretriz horizontal e concavidade voltada
para cima

Sendo F(O, p), p = 0, a diretriz d tem equa-
cao y = —p. Considerando um ponto P(x, y)
gualquer da parabola, temos, por definicao,
gue a distancia de P a F é igual a distancia de
P a reta d. Entao:

d(P, F) = d(P, d)

Jx =0y +(y—p)' =|y +p|

:-:2+(3.r ﬂp)lz('j.r -4—;;;:;"2 Yy=-p {n,—p}' ' d

x*+y*—2py +p° =y’ + 2py +p’

x? = 4py

Essa é a equacao reduzida da parabola com vértice na origem, diretriz
horizontal e concavidade voltada para cima.

2° caso: Vértice na origem, diretriz horizontal e concavidade voltada

para baixo
2
Neste caso, F(O, —p), e a diretriz tem equa- J
caoy = p. Sendo P(x, y) um ponto qualquer da ; -
P

curva, temos que d(P F) = d(P, d). | 1 y=p
Utilizando um raciocinio analogo ao ante- '
rior, obtemos a equacao:

x* = —4py

Essa é a equacao reduzida da parabola
com veértice na origem, diretriz horizontal
e concavidade voltada para baixo.

Hustracdes: Editora de arte

Nos casos apresentados até aqui, o eixo de simetria da parabola coincide com
0 eixo y.
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Professor, os exercicios propostos sobre este conted- 32 caso: Vértice na origem, diretriz vertical e concavidade volta-
do encontram-se na pagina 166. o
da para a direita

y Nesse caso, o foco é o ponto F(p, 0) e a diretriz tem equacao x = —p.
\ n

P(x, y) Sendo P(x, y) um ponto genérico da parabola, temos:

d(P, F) = d(P, d)

! vV F(p, 0) - J(x — p}l + ('}r — I:])2 = |}{ + p|

(x=p) +y = (x+pJ
—-2px+p +y=xX+2px+p

X=—p y* = 4px

Essa é a equacao reduzida da parabola com vértice na origem,
diretriz vertical e concavidade voltada para a direita.

4° caso: Vértice na origem, diretriz vertical e concavidade volta-
A d da para a esquerda

Nesse caso, o foco é o ponto F(—p, 0) e a diretriz é x = p.

Sendo P(x, y) um ponto qualquer da curva e utilizando raciocinio ana-
logo ao caso anterior, temos a seguinte equacao:
F(=p. 0) v

'{p, ﬂ'} X yz = —4px

P(x, ) - Essa é a equacao reduzida da parabola com vértice na origem,
diretriz vertical e concavidade voltada para a esquerda.

Quando o vértice esta na origem e a reta diretriz é vertical (32 e 42
casos), o0 eixo de simetria da parabola coincide com o eixo x.

Para determinar as equacoes de parabolas com veértice fora da ori-
gem, utilizamos o sistema de coordenadas auxiliar x'Vy', semelhante ao
utilizado no estudo da elipse e da hipérbole. Mas, no caso da parabola,
posicionamos a origem desse sistema auxiliar no vértice V de coordena-
das (X, Yo). Assim, temos as seguintes relacoes entre as coordenadas de
um ponto qualquer nos dois sistemas cartesianos:

¥

X=X =X

f

¥y =¥ =%

52 caso: Vértice fora da origem, diretriz horizontal e concavidade
voltada para cima

y i Considerando o sistema x'Vy', esse caso € similar ao 12, portanto a
y equacao da parabola é (x')2 = 4py’. Substituindo pelas coordenadas do
i s S Px, y) sistema xQy, obtemos a equacao:

llustraches; Editona de arte

(x —x5)> = 4ply — y,)

Essa é a equacao reduzida da parabola com vértice fora da ori-
gem, diretriz horizontal e concavidade voltada para cima.

Nesse caso, a diretriz tem equacdo y = y, — p, o foco é o ponto
X F(xo, Yo + p) € O eixo de simetria é paralelo ao eixo y.

Lo Ep————— . A ——.
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O 69, 72 e 82 casos sao analogos aos 22, 32 e 42 casos. Os casos a sequir mostram as informacoes a respeito de

cada situacao, utilizando a relacao entre o sistema x'Vy' e o sistema xQy. Professor, 0s exercicios propostos sobre este contetido
encontram-se na pagina 166.

6° caso: Vértice fora da origem, diretriz horizontal e concavidade voltada para baixo

yt Y'T X
0 1% | X g
: E d E
Yol - vl L = g
| AR SR - B I Pix, y)
» Equacao reduzida da parabola: (x — xp)? = — 4ply — y,)
e Equacao da diretrizzy =y, + p e Foco: F(x,, ¥, — P) e Eixo de simetria paralelo ao eixo y.

72 caso: Vértice fora da origem, diretriz vertical e concavidade voltada para a direita

y4 y'
Y"‘ s gl o - i
y
VS v
0 X X X
d

e Equacao reduzida da parabola: (y — y,)? = 4p(x — x,)
e Fquacao da diretriz: x = x; — p e Foco: F(x, + p, Vo) e Eixo de simetria paralelo ao eixo x.

82 caso: Vertice fora da origem, diretriz vertical e concavidade voltada para a esquerda
y4 y'4

=y

=y

a
* Fquacao reduzida da parabola: (y — yo)? = —4p(x — x,)
e Fquacao da diretriz: x = x, + p e Foco: F(xy — p, Vo) * Eixo de simetria paralelo ao eixo x.

No volume 1 desta colecao, estudamos a funcao quadratica e vimos que seu grafico € uma parabola. Essa
curva é a mesma abordada aqui nos casos em que a diretriz é horizontal (12, 22, 52 e 62 casos). De fato, isolando
a variavel y nas equacotes reduzidas obtidas neste capitulo, chegaremos a lei da funcao quadratica estudada
anteriormente. Acompanhe a seguir cada um desses casos.
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12 caso: x* =4py = *_f=4if

Fazendo a =4i, obtemos a equacao y = ax?, em que a > 0, pois p > 0,
p
o que confirma que temos uma parabola com veértice na origem e concavidade

voltada para cima.

: 1 .2
22 caso: X' =—4py = y=—Xx
Py y ap
Fazendo a =~—4i, obtemos a equacdo y = ax?, em que a < 0, pois p > 0,
p
o que confirma que temos uma parabola com vértice na origem e concavidade

voltada para baixo.
52 caso: (x — xp)2 = 4ply — v,)
X2 — 2x%, + X = 4py — 4py,

Dividindo ambos os membros da equacao por 4p:
2

1 2 X Xg
. SO il ST TR Y o
4px pr 4p Y~ Yo
3'":2
=ix1—i}{+yn+_ﬂ
p  2p 4p :
X
Fazendo a= 4%], b =—";ip eC=Vy,+ 4—;, obtemos a equacaoy = ax? + bx + ¢,

em que a > 0, pois p > 0 (concavidade para cima).
62 caso: (x — xp)2 = —4ply — vy,
x2 — 2xx, + X2 = —4dpy + 4py,

Dividindo ambos os membros da equacao por —4p:
2

Xo X
i - — —
*4;::?: -—pr —4p Yy~ Yo
2
1 .2, X Ko
=+ 2y, 2
T Tp T T ap :
X
Fazendo a=——, b=-2 e ¢ =y, — -, obtemosa equacioy = ax? + bx +,
4p 2p 4p

em que a < 0, pois p > 0 (concavidade para baixo).

Exercicios resolvidos

| 2% Dada uma parabola de equacao y*> = —20x, pede-se: P Determine a equacao da parabola representada no

Ei) as coordenadas do fDCD; PlEIl'D cartesiano a seguir.

b) a equacao da diretriz. V4 _wy o
e V(0, 0) _ X b
esolucao X E
Na parabola de equacao y* = —20x, o eixo de simetria N
€ 0 eixo Xx, a reta diretriz é vertical, o vértice esta na

origem e a concavidade esta voltada para a esquerda

Resolucao
(y* = —4px).
Observando a figura, temos que o foco tem coorde-

Send ixo de simetri tao F(—p, 0):
a) Sendo x o eixo de simetria, entao F(—p, 0) nadas F(0, —2) e a reta diretriz tem equacio y = 2.

—4p=-20=p=>5 Entio, p éiguala 2.

Assim, F(=5, 0). Como a diretriz é horizontal, o vértice esta na origem

) Bivici di divetins: ea c-:}l}caﬂdade é voltada para baixo, a parabola tem
equacéo na forma x* = —4py, com p = 2.

X=pP=X=35 Logo:x2=—4-2-y=x2= —8y.
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m[}etermme a equacdao da parabola cujo vértice € a
origem dos eixos coordenados, o eixo de simetria € o
eixo y e que passa pelo ponto P(—3, 7).

Resolucao

Como o eixo de simetria € o eixo y, entao a reta di-
retriz € horizontal, paralela ao eixo x. Como o vér-
tice esta na origem e a parabola passa pelo ponto
P(—3, 7), localizado no 4° quadrante, entao sua
concavidade € voltada para cima. Desse modo, a
equacao da parabola é do tipo x2 = 4py.

Se P(—3, 7) pertence a parabola, temos:

X =4py= (-3) =4p-7=28p=9=

g
B 50
Substituindo o valor de p na equacao, temos:

_ _ 9
X =4py=>x" =4 - 28 ~ Y=
2
= X* = gy ou y = ?;‘
2

Portanto, a parabola é x* = %}r ou y = ?; ;

Uma parabola tem foco F(2, 3) e diretriz dada pela

reta de equacio x = —4.

a) Determine as coordenadas do vértice dessa parabola.
b) Calcule a distancia p do vértice ao foco.

c) Determine a equacao dessa parabola.

Resolucao

a) A diretriz € x =—4, entao o eixo de simetria da pa-
rabola é horizontal. Logo, temos a figura:

d L E

D, (—4,y) Pix y)

L 2

Editona de arte

Dz{_d* 3) . Y F(2, 3) eixo de simetria

-] u\\

Como o vertice V(x,, ¥,) € o ponto médio do segmento
de reta de extremidades F(2, 3) e D,(—4, 3), temos:

-
X

Xo = 2 |

Logo, V(—1, 3).
b)p = d(V,F) = (2 + 1)°

Portanto, p = 3.

+(3-37 =3

c) Se P(x, y) € um ponto qualquer da parabola, temos:

d[F: P} e deli P}

J(:{— 2F + (y — 3 = J(:{ + 47 + (y — y)
(x—2)2+ (y—3)%= (x + 4)2

(y—3P=E+4F—x—2)
Desenvolvendo o 22 membro, temos:

y—-3)Y=12(x+1)

QOutra maneira de determinar essa equacao € por

meio da formula:

—vy) =4px—x)=(F—-3)V=12(x+1)

Determine as coordenadas do vértice, as coordena-

das do foco e a equacdo da diretriz da parabola de

equacdo y* — 4y — 8x + 28 = 0.
Resolucao

Para determinar as coordenadas e a equacio pedidas,
precisamos obter a equacdo reduzida da parabola.

Para isso vamos manipular algebricamente a equa-
cdo dada para chegar a uma das equacoes reduzidas

estudadas.

Assim, isolando os termos em y no 1°membro, temos:
V—4y—8x+28=0

y> — 4y = 8x — 28

Completando o quadrado perfeito, temos:
yV'—4y+4=8x—-28+4

(y—2)=8x-24

(y—2)=8kx—-3)

Essa equacao representa uma parabola com diretriz
vertical, vértice fora da origem e concavidade para a
direita. Entao a equacao é do tipo:

¥ — ¥o)* = 4p(x — X))

Assim:y,=2,Xx,=3ep=_2.

Logo, V(xy, ¥o) = V(3, 2) e F(x, + p yo) = F(5, 2).

Portanto, a equacdo dadiretrizé: x=x,— p=>x= 1.
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D

Determine a equacao da parabola cuja reta dire-
triz € horizontal e que passa pelos pontos A(—3, 5),
B(0, —4) e C(2, 0).

Resolucao
Se a reta diretriz € horizontal, entao a equacao da pa-
rabola é da forma y = ax* + bx + c.
Os pontos A, B e C pertencem a parabola.
A(-3,5):9a—3b+c=5 (1)
B(0,—4):c= -4
C(2,0):4a+2b+c=0 (1)

Substituindo ¢ por —4 em @ e @, temos:

{93—31:::9 3a—b=3

4a+ 2b=4 = {23+b=2

Somando membro a membro as duas equacoes do ul-
timo sistema, obtemos:
S5a=5=a=1
Voltando a equacao 2a + b = 2, temos:
2-1+b=2=b=2-2=b=0
Substituindo os valores de a, b e ¢, temos:
y=a*+tbhx+c¢=ay=1'x*1+0x—4
Portanto,y = x> — 4

Exercicios propostos

31.

32.

llustraches: Editona de arte

33.

34.

35.

36.
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Determine as coordenadas do foco e a equacido da
reta diretriz das seguintes parabolas:

a)y2 = 30x b)x*+y=0
)y F750ex=—75 ) Fan; —0,25)ey = 0,25

Determine a equacao correspondente a cada uma das
seguintes parabolas.
a) =8 c) y¥=3n
yt y
F(8, 0)
F“]i 2] D * I.F
0 X
b) » =20y
d
51,
0 X 1 X
= d

Escreva, em cada situacao, a equacao da parabola
com vértice na origem, sabendo que:
a) o foco é (0, 8); « =3y
b) é simétrica em relacdo ao eixo x e o foco € (— E, {]).
W= —22 2

Determine a equacao da parabola de foco F e diretriz
d, nos seguintes casos:
a)F(1,0)ed:x= -1y —-ax=0

3

b) F(ﬂ, _%) ediy—2 =0 *+o=0

Dada a parabola de equacao x* — 8y = 0, determine
as coordenadas do foco, a equacao da diretriz, o eixo

de simetria e as coordenadas do veértice.
D, 2); y + 2 = 0; eixo das ordenadas e V(0, 0).

Qual € a distancia da origem do sistema cartesiano ao
vertice da parabola de equacao x> — 6x — y + 10 = 0?
do,v) = 10
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37.

38.

39.

Escreva
no caderno

Em uma parabola, o vértice é o ponto (0, 0) e o eixo

de simetria € o eixo x. Determine a equacao da para-

bola, sabendo que ela passa pelo ponto (3, —6) o
F— Y=

Determine as coordenadas do foco, as coordenadas
do vértice e a equacao da diretriz das parabolas:

a)x®+4x + 8y + 12 = 0F-2, -3;V(-2, ey =1
b)y* — 6y — 12x + 21 = O H4,3)V(1,3)ex = -2

Q) 4y* +40y — 2x + 101 =0 ¢, s} v(1 :

—5]&:-1 —
8

Identifique a conica representada pela equacao

x? — 6x — 4y + 5 = 0. Pardbola de vértice (3, —1); foco: F(3, 0)
e diretriz: y = —2.

(UERJ) A superficie de uma antena parabolica pode
ser gerada pela rotacao completa de uma parabola ao
redor do seu eixo. A interseccdo dessa superficie com
qualquer plano perpendicular ao eixo € um circulo.
Observe a figura abaixo.

onda
B[
=

A

Considere um circulo de centro (E) e diametro [ﬁ)
de 4 metros de comprimento, cuja medida da dis-
tancia do centro (E) ao vértice (A) do paraboloide é
0,5 metro.

a) Escreva no caderno a equacao cartesiana da para-
bola de foco (B) contida no plano CAD, sendo o vér-
tice (A) a origem do sistema cartesiano e o eixo das
abscissas paralelo ao didmetro CD, como mostra a
figura abaixo: y= 1y

: Yi

b) Calcule a distancia do vértice (A) ao foco (B). 21




. Explorando a tecnologia

Visualizacao das interseccoes de um plano com o cone duplo

Estudamos neste capitulo que as seccdes cOnicas sao curvas obtidas pela interseccao de um plano com a
superficie lateral de um cone circular reto. Dependendo da inclinacao do corte podemos obter uma elipse, uma
hipérbole ou uma parabola.

Agora, vamos construir um esquema no GeoGebra para visualizar essas interseccoes, utilizando um cone e
um plano, manipulando a inclinacdo do cone utilizando Controles Deslizantes.

Para isso, acompanhe a sequéncia de passos a seguir.

1. Ao abrir o GeoGebra, no menu Exibir, clique em Janela de Visualizacao 3D. Uma nova janela de visuali-
zacao abrira, com os eixos coordenados x, y e z. Note que, ao clicar em cada uma das janelas de visualizacao
(2D e 3D), as ferramentas disponiveis na barra de ferramentas se alteram.

2. No Campo de Entrada, digite ‘A=(0, 0, 3)', ‘B=(0, 0, 0)' e ‘'C=(0, 0, —3)" para criar os pontos A, B e C.

3. Na barra de ferramentas da Janela de Visualizacao 3D, selecione a ferramenta Cone, [ﬁ—!. e, em segui-
da, selecione primeiro o ponto A, depois o ponto B e digite ‘3’ para o valor do raio da base na janela que
val aparecer.

4. Ainda com a mesma ferramenta, selecione o ponto C, depois o ponto B e /
também digite ‘3’ para o valor do raio. Assim, criamos o cone de duas folhas. S

5. Agora, vamos criar um ponto D que servira para construcao e movimen-

e a Janela de Visualizacao
3D estiver selecionada, ao
digitar 'x=p"' obteremos um

tacao do plano. Digite no Campo de Entrada ‘D=(m, O, n)' e clique em olano e nao uma reta, como
“Criar Controles Deslizantes” para criar os controles deslizantes dos coe- desejado. Por isso devemos
ficientes m e n. primeiro clicar na Janela de

Visualizacao 2D.

6. Como ja temos o ponto D, para criar um plano, precisamos de uma reta que
servira como suporte. Cligue na Janela de Visualizacao 2D e, no Campo de
Entrada, digite ‘x=p’ e, em seguida, clique em “Criar Controle Deslizante”.

D; selecione

7. Na barra de ferramentas da Janela de Visualizacao 3D, selecione a ferramenta Plano,
primeiro o ponto D e depois a reta g. O programa fornecera um plano. Manipule os valores dos controles
deslizantes para ver como o plano se comporta diante dos cones. Com o botao direito do mouse aciona-
do sobre a Janela de Visualizacao 3D, mova o cursor para encontrar um angulo de visao que considere
mais adequado.

; [l = B TS — k. — — e o sl 10

8. Selecione aferramenta Intersec- —===—=—=-= - g
o OO Uy TR RIS . &

2 i ’\ R 5
cao de Duas Superficies, FET - 1

e clique sobre o cone superior = = L

" " l'--il- o

e o plano. Em sequida, repita o =% : %
gimime|” T T FroT B £

EE

- e
TR

T B

E -

g

processo para o cone inferior.
Repare que a interseccao entre
as superficies ficara destacada.

i ol (8
:- #
H;E

Com a construcao finalizada,
a tela do GeoGebra ficara seme-
lhante a figura ao lado. _ ;

.

Movimente os controles deslizantes e observe as interseccoes entre o plano e a superficie do cone de
duas folhas.

a) O plano ndo pode ser paralelo a geratriz do cone, porém a inclinacdo do plano precisa ser menor que a da geratriz,
[ Escreva ] portanto, para a nossa construcao, ha muitas respostas. Uma possivel respostaém = —2,n=2ep=2

no caderno | b) O plano precisa ser paralelo a geratriz do cone, portanto, para a nossa construcac, ha muitas respostas. Uma possivel
respostaem=0n=lep= 1

Atividade

1. Forneca um valor para m, n e p de tal forma que a interseccao entre as duas superficies seja:

] ... 3 0s valores de m, ne ) m=n=p=—3ou
a) uma elipse; c) uma hipérbole; geem ser iguais g e) dois pontos; m=n=p=3
b) uma parabola; d) um ponto; n=p=10 f) uma reta.

f) O plano precisa conter a geratriz. Uma resposta possivelém = —2,n=2ep = 0.
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Exercicios complementares

1. (UFRN) O piso de um saldo de 4 m de largura por 6 m
de comprimento € revestido com pedras de granito
quadradas, como mostra a figura abaixo. Em cada uma
das posicoes — P,, P,, P, e P, — existe uma pessoa.

= |
—1

Nustragtes: Editoria de arte

As distancias entre P, e P, e entre P, e P, sao, respec-
tivamente:

xa)2,8me4,0m
b)2,8me3,4m

c}3,2me3,2m
d)3,0me 3,6 m

. (UFPel-RS) Na arquitetura, a Matematica € usada a
todo momento. A Geometria € especialmente neces-
saria no desenho de projetos. Essa parte da Matema-
tica ajuda a definir a forma dos espacos, usando as
propriedades de figuras planas e solidas. Ajuda tam-
bém a definir as medidas desses espacos.

Uma arquiteta é contratada para fazer o jardim de
uma residéncia, que deve ter formato triangular.
Analisando a planta baixa, verifica-se que os vértices
possuem coordenadas A(8, 4), B(4, 6) e C(2, 4). No
ponto médio do lado formado pelos pontos A e C, é
colocado um suporte para luminarias.

Considerando o texto e seus conhecimentos, é corre-
to afirmar que a distancia do suporte até o ponto B
mede, em unidades de comprimento:

a) 37 xc) +5 e) J17
b) /3 d) V13 f) LR.

. (Fuvest-SP) A tabela mostra a temperatura das aguas
do Oceano Atlantico (ao nivel do Equador) em fun-
cao da profundidade.

Profundidade Temperatura
Superficie 27°C
100 m 21 °C
500 m 7°C
1000 m " il
3000 m 2,8°C

Escreva
no caderno

4. Um bairro de uma cidade foi planejado em uma re-

gido plana, com ruas paralelas e perpendiculares,
delimitando quadras de mesmo tamanho. No plano
de coordenadas cartesianas seguinte, esse bairro lo-
caliza-se no segundo quadrante, e as distancias nos
eixos sdo dadas em quilometros.

Aretadeequacdoy = X + 4 representa o planejamen-
to do percurso da linha do metroé subterraneo que
atravessara o bairro e outras regioes da cidade. No
ponto P = (=5, 5), localiza-se um hospital publico. A
comunidade solicitou ao comité de planejamento que
fosse prevista uma estacdo do metrd de modo que sua
distancia ao hospital, medida em linha reta, nio fosse
maior que 5 km.

Atendendo ao pedido da comunidade, o comité argu-
mentou corretamente que isso seria automaticamen-
te satisfeito, pois ja estava prevista a construcao de
uma estacao no ponto:

a) (-5, 0). c) (-2, 1).
b) (-3, 1). d) (0, 4).

&) (2, 6).

. (UEPA) Um personal trainer, acompanhando os pre-

parativos de um atleta, observou que o rendimento
deste crescia linearmente com o tempo. Aproveitan-
do seus conhecimentos matematicos, registrou em
um grafico cartesiano o percurso, em km, no final do
52 dia e do 152 dia, conforme a figura abaixo.

y (km) 4
E_ _____________________

e e - Y

A
|
:
5

-
0 15  x(dia)

A equacao da reta que passa pelos pontos A e B é:
a)2x —5y—2=0 d)2x+5y+10=0
xb)2x —5y+10=10 e)sx—2y—2=90
c)5x+2y—2=0

Admitindo que a variacdo da temperatura seja linear
entre duas medicoes consecutivas quaisquer feitas
para a profundidade, qual a temperatura prevista para
a profundidade de 400 m? 10,5°C
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6

10.

. (UFVJM-MG) Observe esta figura:

lustrages; Editora de arte

A forma segmentaria da reta r é dada por =y = 1.

P q
A abscissa do ponto A é p e a ordenada do ponto B é

g. Com base nessas informacoes, faca o que se pede:

a) escreva a equaciao 3x + 5y — 15 = 0 na forma seg-
£, ¥

EHBEE Sk _§ |

mentaria;

b)determineovalordep + q.p+q=5+3=8

. (UnB-DF) No plano cartesiano, os pontos A(0, 0),
B(10,5) eC(6, 12) saovértices do paralelogramo ABCD.
Determine a soma das coordenadas do vértice D. 33

y4 D

A X

. (FEI-SP) As retasr e s sdo dadas na forma de determi-
nantes, como segue:

— P

1
Il=0
1

|
ok
=

ﬂ
A =
o T C TR
.

I

(o}

(D

(]

Para que valores de a, as retas sdo paralelas?
a=—loua=3

. (UFPA) Escreva a equacao da reta que passa pelo

2
ma com o sentido positivo do eixo x um angulo cuja

ponto P(l, - 1] e é perpendicular a uma reta que for-

5
— . +5y+4=0
2 y

(UFG-GO) Para medir a area de uma fazenda de for-
ma triangular, um agrimensor, utilizando um sistema

tangente é

de localizacdo por satélite, encontrou como vértices
desse triangulo os pontos A(2, 1), B(3, 5) e C(7, 4)
do plano cartesiano, com as medidas em km. A area
dessa fazenda, em km?, é de:

xa) % o) 2417 &) g
b)17 d) 4417

12.

13.

14.

. (IFRS) O par ordenado que é solucio da equacdo ma-

wiani [T 2| 1% [ =

€ o centro de qual
=2 A1y 2 8

das circunferéncias abaixo?
xa)(x+2)2+(y—2)2=1
b) (x — 2)2 + (y + 2)2 = 4
Ax—12+(y+2)2=4
dx-2)2+(y+1)2=1
e)(x—1)2+(y+1)2=1

(UFSM-RS) A massa utilizada para fazer pastéis
folhados, depois de esticada, € recortada em cir-
culos (discos) de igual tamanho. Sabendo que a
equacido matematica da circunferéncia que limita
o circulo é x* + y* — 4x — 6y — 36 = 0 e adotando
n = 3,14, o didmetro de cada disco e a area da mas-
sa utilizada para confeccionar cada pastel sao res-
pectivamente:

a)7e113,04
b)7 e 153,86
c) 12 e 113,04

d)14e 113,04
xe) 14 e 153,86

(Mack-SP) Vitoria-régia € uma planta aquatica tipica da
regiao amazonica. Suas folhas sao grandes e tém forma-
to circular, com uma capacidade notavel de flutuacéo,
gracas aos compartimentos de ar em sua face inferior.

Em um belo dia, um sapo estava sobre uma fo-
lha de vitoria-régia, cuja borda obedece a equacio
x2+y*+ 2x +y + 1 = 0, apreciando a paisagem
ao seu redor. Percebendo que a folha que flutuava
a sua frente era maior e mais bonita, resolveu pular
para essa folha, cuja borda € descrita pela equacao
XX+y—-2x-3y+1=0.

A distancia linear minima que o sapo deve percorrer
em um salto para nao cair na agua €:

xa) 2(v2-1) d) V2-2
b) 2 e) 5
c) 242

(UFRGS-RS) A altura de um triangulo equilatero é
igual ao didmetro do circulo de equacio x* + y* = 3y.
Dois dos vértices do triangulo pertencem ao eixo das
abscissas, e o outro, ao circulo. A equacio da reta que
tem inclinacdo positiva e que contém um dos lados do
triangulo é: 3

a)y =3x+ 3 d]j,r=?x—3
Ay=+3x+1 e)y=-3x+3
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15. (Unicamp-SP) Um circulo de raio 2 foi apoiado sobre

X

asretasy = 2xey = 3 conforme mostra a figura

abaixo.

¥4

Histragdes: Editonia de arte

]

a) Determine as coordenadas do ponto de tangéncia

X \
entreocirculoearetay = -5 [_E 5
5 §
b) Determine a equacao da reta que passa pela ori-
gem e pelo ponto C, centro do circulo. y= —3x

16. (Enem/MEC) A figura mostra uma crianca brincando

em um balanco no parque. A corda que prende o as-
sento do balanco ao topo do suporte mede 2 metros.
A crianca toma cuidado para nao sofrer um acidente,
entdo se balanca de modo que a corda nao chegue a

alcancar a posicao horizontal.

Topo do
suporte

Na figura, considere o plano cartesiano que contém
a trajetoria do assento do balanco, no qual a origem
esta localizada no topo do suporte do balanco, o eixo
X e paralelo ao chio do parque, e o eixo Y tem orien-
tacao positiva para cima.

A curva determinada pela trajetoria do assento do ba-
lanco é parte do grafico da funcao

a) f(x) = =2 — x2 xd) f(x) = =4 — x2
b} f(I] SRR o E} f[]{) =4 — x2
o)f(x)=x2-2
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17. (Unicamp-SP) Suponha um trecho retilineo de estra-
da, com um posto rodoviario no quilémetro zero. Su-
ponha, também, que uma estacido da guarda florestal
esteja localizada a 40 km do posto rodoviario, em li-
nha reta, e a 24 km de distancia da estrada, conforme
a figura abaixo.

Vigja resposta na secao de Resolu-

¢oes no Manual do Professor. ®

Guarda
florestal

24 km

1 Posto rodoviario i

km 0 Estrada

a) Duas antenas de radio atendem a regido. A area
de cobertura da primeira antena, localizada na es-
tacdo da guarda florestal, corresponde a um circu-
lo que tangencia a estrada. O alcance da segunda,
instalada no posto rodoviario, atinge, sem ultra-
passar, o ponto da estrada que esta mais proximo
da estacao da guarda florestal. Explicite as duas
desigualdades que definem as regides circulares
cobertas por essas antenas, e esboce o grafico des-
sas regioes, identificando a area coberta simulta-
neamente pelas duas antenas.

b) Pretende-se substituir as antenas atuais por uma
linica antena, mais potente, a ser instalada em um
ponto da estrada, de modo que as distancias dessa
antena ao posto rodoviario e a estacao da guarda flo-
restal sejam iguais. Determine em que quilometro da
estrada essa antena deve ser instalada.

18. (Uesb-BA) No projeto para a expansao do sistema via-
rio de uma cidade do sudoeste da Bahia, um arquiteto
representou, em um plano cartesiano, um anel rodo-
viario pela equacaox2+ y2—6x — 6y + 13 =0euma
estrada pela equacdo 2x —y + k= 0.

Assim, o numero de valores inteiros que k pode as-
sumir, de modo que a estrada e o anel possuam duas
intersecoes distintas, é

x01) 9 03)7 05) 5
02) 8 04) 6



19. (UFRJ) Um satélite € colo- yd

20.

cado em orbita eliptica em
torno da Terra (suposta
esférica), tendo seus polos
como focos. Em um certo
sistema de medidas, o raio
da Terra mede trés unida-
des. Ao passar pelo plano
do Equador, o satelite esta,

\S_ﬂ

Determine a que altura h o satélite estara quando
passar diretamente sobre o polo Norte. 2 unidades.

no mesmo sistema de medi-
das, a uma unidade acima
da superficie terrestre.

(UERJ) Uma porta colonial é formada por um retan-

gulo de 100 cm X 200 cm e uma semielipse. Observe
as figuras:

-—

224 cm

Na semielipse o eixo maior mede 100 cm e o semieixo
menor, 30 cm. Calcule a medida da corda PQ, para-

lela ao eixo maior, que representa a largura da porta
a 224 cm de altura. 60cm

21. (Unifor-CE) A figura abaixo mostra o vao da entrada
de um armazeém pelo qual passara um caminhao com
4 metros de largura. Sabendo-se que o arco superior
do vao é semieliptico, a altura maxima permitida do
caminhao é de:

5
a) 4+ g %
wb) 4232 \*'_ / : N -
. g
c) 4+ 2 J_ :
K : -
Fam
T ek (
—s . L
e) 4+ i 6m

22. (UFPB) A secretaria de infraestrutura de um muni-

23.

24.

cipio contratou um arquiteto para fazer o projeto de
uma praca. Na figura a seguir, esta o esboco do projeto
proposto pelo arquiteto: uma praca em formato retan-
gular medindo 80 m X 120 m, onde devera ser cons-
truido um jardim em forma de elipse na parte central.

N

10m B

10 m 10m -
A C m
D
10
m Vv

- -
I 120 m '

Estdo destacados na figura os segmentos AC e BD
que sao, respectivamente, 0 eixo maior e o menor da
elipse, bem como os pontos F, e F,, que sdo os focos
da elipse onde deverao ser colocados dois postes de
iluminacao.

Com base nessas informacoes, conclui-se que a dis-
tancia entre os postes de iluminacao sera, aproxima-
damente, de:

a) 68 m
b) 72m

c) 76 m
xd) 80 m

e) 84 m

Determine p de modo que a reta de equacio
y = X + p seja tangente a elipse x* + 2y~ = 6.
p=—3oup=3
(Epcar-MG) Suponha um terreno retangular com
medidas de 18 m de largura por 30 m de comprimen-

to, como na figura abaixo.
D C

A B

Um jardineiro deseja construir nesse terreno um
jardim eliptico que tenha os dois eixos com o maior
comprimento possivel. Ele escolhe dois pontos fixos
Pe (Q, onde fixara a corda que vai auxiliar no tracado.
Nesse jardim, o jardineiro pretende deixar para o
plantio de rosas uma regiao limitada por uma hipér-
bole que possui:

* pixo real com extremidadesem Pe Q;

S
a

* excentricidade e =
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25.

26.

27.

172

Considerando o ponto A coincidente com a origem do
plano cartesiano e a elipse tangente aos eixos coorde-
nados, no primeiro quadrante, julgue as afirmativas
a seguir.

(01) O centro da elipse estara a uma distancia de
3v/34 m do ponto A.

(02) Para fazer o tracado da elipse o jardineiro preci-
sara de menos de 24 m de corda.

(04) O numero que representa a medida do eixo real
da hipérbole, em metros, € multiplo de 5.

(08) Um dos focos dessa hipérbole estara sobre um
dos eixos coordenados.

A soma dos itens verdadeiros pertence ao intervalo:
a)[1,5[ %&) 17, 11

b) [5, 7 5 2 V5 3 d)[11, 15] Sema:1+8=9
5

(UFBA) Determine a area do quadrilatero ABCD, no
qual A e C sdo vértices da cénica 9x*> — 4y° = 36, e B
e D sao os pontos de interseccao dessa conica com a
reta que contém a bissetriz do primeiro quadrante.

(UFAL) Determine a equacdo da reta paralela ao
eixo x e que passa pelo vértice da parabola de equa-
ciox2—10x—4y+29=0. y=1

(UFPR) Alguns telescopios usam espelhos parabolicos,
pois essa forma geométrica reflete a luz que entra para
um unico ponto, chamado foco. O grafico de y = x2,
por exemplo, tem a forma de uma parabola. A luz que
vem verticalmente, de cima para baixo (paralelamente
ao eixo y), encontra a parabola e é refletida segundo a
lei de que o angulo de incidéncia € igual ao angulo de
reflexao. Essa lei implica que os raios de luz verticais,
encontrando a parabola no ponto (a, a?), serao refleti-
dos na direcao da reta 4ay + (1 — 4a?)x = a.

Sendo assim, calcule o ponto em que os raios de luz
verticais refletidos em (1, 1) e (2, 4) se encontrarao.

. &

«
<«
. |
Nustragdes: Editoria de arte

(a, a%)
(0, 0)
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28. (UFG-GO) A regido do plano cartesiano, destacada
na figura a seguir, € determinada por uma parabola,
com vértice na origem, e duas retas.

AY

w ¥

Esta regiao pode ser descrita como o conjunto dos pa-
res ordenados (X, y) € R - R, satisfazendo:

xa) —2=x=<2 e %:E}I’E—(EJ+(E).

2
b) 2=x=2 e —(%}&yﬁ{§)+(%).

c) —2=x=2 e 4x? E}?E—[E]+(E).

4 2
d)-2=x=2 e _412__{_5,5_[{)_'_(%)_
4 2
x2 X 3
e)2=x=<2 & —=v=|—|+]|—-1
) g ) [4} (2)

29. (CPAEN-RJ) A figura abaixo mostra um ponto P # O,
O origem, sobre a parabola y = x* e o ponto Q, in-
tersecio da mediatriz do segmento OP com eixo y. A
medida que P tende a origem ao longo da parabola, o
ponto () se aproxima do ponto:

Ay
Q P
0 ;2
F b
a) (0, 0) d)fo L
\ % 4;
b 1
]({], g X €) r’ﬂ’ 1"&
-
.
c) (n, 2
6



no caderno

Retomando e pesquisando ({ [ Escreva ]

A Geometria analitica € um ramo da Matematica que se baseia essencialmente na ideia de representar
0s pontos, pares ordenados, em um plano cartesiano. Nesta unidade estudamos as retas, a circunferéncia
e as conicas de forma analitica, ou seja, por meio das coordenadas dos seus pontos, as equacoes algébri-
cas e as posicoes em relacao a outras figuras como um ponto ou uma reta. Na abertura desta unidade,
verificamos que as antenas parabdlicas, além de receber sinais de satélites, podem receber sinais emitidos
do espaco. Ainda nesta unidade vimos que a parabola € uma conica definida pelo conjunto de todos os

pontos de um plano que sao equidistantes do foco F e da diretriz d. \
As ondas de radio ou televisao, que se originam dos satélites no Outros exemplos de superficies que for-
espaco, chegam paralelas e muito fracas devido a distancia entre mam tima parabola 550 0s Tarois de -
o .. o tomoveis e as lanternas. Nesses casos, a
o satélite e a superficie terrestre. A antena parabdlica capta essas lampada é posicionada no foco da paré-
ondas em sua superficie e as concentra em um unico ponto, o foco. bola e seus raios sao refletidos paralela-

Observe a imagem a seguir. mente ao eixo de simetria.

®

eixo de T

simetria -

k-

B

P

v v v v v v v L 4

]
Foco =4
o S &
Sl che R S P ;
< > 3
< > S
i
=
—-—'-'-'--. 5

mrpuiiFshutterstock com

Antena parabdlica
residencial utilizada para
captar sinal de televisao.

Lanterna com a lampada posicionada
no foco da superficie parabolica.

3. As antenas do projeto ALMA precisam captar um sinal muito mais fraco que os sinais emitidos pelos satélites
de radio e televisao, pois os objetos que emitem a radiacao estao mais distantes da superficie terrestre e, por isso,
as antenas devem ser muito maiores.

1. Pesquise a medida do diametro de cada uma das antenas parabolicas do projeto ALMA e a medida média do

didmetro de uma antena parabolica caseira. Das66antenas do projeto ALMA, 54 tém diametro de 12 metros e as outras, 7 metros de didmetro.
Uma antena parabalica caseira tem 1,8 metro de didmetro em média.

2. O diametro da antena parabdlica influencia na qualidade do sinal transmitido por ela?
Sim, quanto maior o diametro da antena mais ondas ela recebera, concentrando-as no foco; assim, o sinal sera mais forte.

3. Por que as antenas do projeto ALMA sdo muito maiores que as antenas parabolicas caseiras?

Ariel Marinkovic/Getty Images

Antenas do Projeto ALMA, Chile {2013).
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Unidade

Topicos de
Algebra

. Fractais sao estruturas geometricas
e, com padroes similares em diferentes ni-
B2 veis de escala, geralmente semelhantes a

8 ele proprio, limitados a um espaco finito.

Os fractais podem ser obtidos a partir
de uma forma geomeétrica ou aleatoria.
No caso da forma geométrica, um mo-
delo padrao é repetido continuamente

g e, no caso da formacao aleatoria, as es-
R truturas sao formadas em computado-
(M res pOr processos recursivos.

Ha indicacoes de que os fractais |
existiam antes do século XX e que eles
surgiram para suprir a necessidade
de se calcular e descrever objetos que
nao possuem uma forma definida ou

PR  certos fenomenos da natureza. Mas s6
ﬁ_".-.fr'. em 1978 o matematico francés Benoit
L _ Mandelbrot escolheu a palavra fractal
- (das palavras latinas fractus, que signi-
* fica irregular, e frangere, que significa . Retina-se com alguns colegas e
: quebrar) para nomear esses objetos. pesquise onde é possivel encontrar
.! | _ Eénf:ﬁllgumas caracteristicas dos fractais exemplos de fractais na natureza.
P o » Autossimilaridade — algumas estruturas EEpHUUC o SaH IR O U E
'Hi sdo autossimilares, ou seja, o objeto vocé acredita que significa autos-
K- original é semelhante a uma parte de similaridade e extrema irregulari-
. S si. Porém ha estruturas fractais que nao dade.
‘1'".'1""' 580 autossimilares. Uma das aplicacoes dos fractais na

174

a
Olaf Schulz/Shutterstock.com

e Extrema irregularidade — que apresenta
rugosidade e fragmentacao.

A geometria fractal possui aplicacoes
em diversas areas, como na Economia,
na Biologia, na Quimica, na Fisica, na
Astronomia e na area da tecnologia.

Vieja no Manual do Professor.

area da tecnologia € na utilizacao
de antenas fractais em transmissoes

de wireless. Pesquise uma vantagem

no uso desse tipo de antena em rela-

'

¢Ao as antenas comuns, | Escreva

L
" I_J

L no caderno






CAPITULO 7

Numeros complexos

176 Unidade 4 » Tépicos de Algebra

Por volta do ano 1500, o pensamento corrente era que um numero negati-
VO Nao é raiz quadrada de nenhum numero real; logo, nao existe raiz quadrada
de nimero negativo. Contudo, a situacao tornava-se bem incOmoda quando
os matematicos se deparavam com problemas de enunciados simples como o
seguinte:

Dividir o numero 18 em duas “partes” cujo produto seja 82.

Para resolver o problema proposto, podemos dizer que dividir o numero 18
em duas “partes” cujo produto seja 82, equivale a dizer que procuramos dois
numeros cujasoma e S = 18 e o produto e P = 82. Ja estudamos que esses dois
numeros sao as raizes de uma equacao do tipo x2 — Sx + P = 0. Nesse caso, a
equacao do 22 grau obtida é x* — 18x + 82 = 0.

Acompanhe a resolucao desta equacao:

X2 —18x +82=0=>A=—4

o 18+V=2

s +18t 'l.,.l_'d' ‘f,-*’;:'Ir 2
2w 18-472

2

Como v—4 n&o é um nimero real, pois, em R, o quadrado de um numero x
qualquer é tal que x* = 0, os algebristas diziam, simplesmente, que a equacao
nao podia ser resolvida.

No entanto, quando publicaram a formula para equacbes do 32 grau do
fipo X3 + ax + b = 0, que fornecia raizes reais mediante expressoes nas quais
apareciam raizes quadradas de numeros negativos, foi necessario criar subsidios
para lidar com essa situacao.

Anos mais tarde, no século XVIll, o matematico Leonhard Euler (1707-1783)
foi o primeiro a usar a notacao /, denominada unidade imaginaria, de modo
que seu quadrado fosse igual a —1. Essa notacao se perpetuou ao longo do

tempo e é utilizada até hoje. Desse modo, definimos: 1= —1

Assim, voltando ao calculo das raizes da equacado do problema inicial,
podermnaos escrever:

o 18+V=4 _18+4 - ( 13+J_ _18+2 g
= 2 2 2

2

2

Desse modo, temos que os nimeros 9 + i e 9 — i 530 as raizes da equacao
x? — 18x + 82 = 0 e, portanto, sao os dois nimeros que satisfazem a condicao
de soma 18 e produto 82, ou seja:

Q+i)+(9—-i)=18 e (9—i)9 +i) =82



O conjunto dos numeros complexos

Com o desenvolvimento dos conceitos acerca da unidade
imaginaria /, foi necessario ampliar os conjuntos numéricos
conhecidos, dando origem ao conjunto dos nimeros com-
plexos, representado por C.

O conjunto dos nimeros reais esta contido no conjunto
dos numeros complexos, como mostra o diagrama de Venn
ao lado.

A seguir, vamos estudar as caracteristicas e como operar
com 0s numeros pertencentes ao conjunto C.

Editaria de arte

) Forma algébrica de um numero complexo

NUmero complexo é todo numero da forma z = a + bi, denominada forma
algébrica, sendo a e b numeros reais e / a unidade imaginaria.

Desse modo, o conjunto dos nimeros complexos pode ser expresso da
seguinte maneira:

C={z|z=a+ bi,coma, bEReiéaunidade imaginaria}.

Em z = a + bi, 2 € denominado parte real de z e b é a parte imaginaria.
Indicamos:

Re(z) = a e Im(z) = b

Se a parte imaginaria do namero complexo z é nula (b = 0), entdo o nimero
Z € um numero real.

z=a+ 0i=z=a—»zéumnumero real
Como z = a + 0i & um numero real, podemos indicar qualgquer x real por
x + 0i. Portanto, o conjunto dos nimeros reais esta contido no conjunto dos nu-
meros complexos, ou seja, R é um subconjunto de C.

Se a parte real do nimero complexo z é nula (a = 0) e a parte imaginaria é
diferente de zero (b # 0), entdao o nimero z é imaginario puro.

Zz=0+ bi= z = bi —» zé um nimero imaginario puro.

Observe os exemplos a seqguir.

a) Sez=—4 — i3, entao Re(z) = —4 e Im(z) = —+/3.

b) Se z = %, entdo Re(z) = 0 e Im(z) = %, logo z € um imaginario puro.

3,71, entao Re(z) = 3,71 e Im(z) = 0, logo z & um namero real.

C) Sez
d) Sez

0, entao Re(z) = 0 e Im(z) = 0, logo z € um numero real.

Observacoes:

* Todo numero complexo z = a + bi tem um oposto dado por —z = —a —bhi.

*« Todo numero complexo z = a + bi pode ser representado pelo par ordenado
(a, b).

e Em C nao é definida a relacao de ordem, isto ¢, um numero complexo nao
real ndo é maior nem menor que outro complexo.

O conjunto dos numeros
complexos & uma extensao do
conjunto dos nimeros reais.

Capitulo 7 » Numeros complexos
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Representacao geomeétrica de um numero complexo

Os numeros complexos podem ser representados em um plano cartesiano. Esse plano é denominado plano
complexo ou plano de Argand-Gauss, em homenagem aos matematicos Jean-Robert Argand e Carl Friedrich
Gauss, idealizadores dessa representacao.

lustracdes; llustra Cartoan

Carl Friedrich Gauss Jean-Robert Argand
(1777-1855). (1768-1822).

No plano de Argand-Gauss, cada ponto é associado a um nimero complexo. Convencionou-se, entao, associar
o0 numero complexo z = a + bi ao par ordenado (a, b) cuja representacao geométrica € um ponto P do plano,
estabelecendo-se uma correspondéncia biunivoca entre os nimeros complexos e os pontos do plano Oxy.

Assim, no eixo das abscissas, representa-se a parte real de z e, (im) 4Y
no eixo das ordenadas, a parte imaginaria de z. eixo imaginario P(a, b)
1 3
e Ox é o eixo real (Re). i
by, e l
 Qy é o eixo Imaginario (Im). } X
0 a eixoreal (Re)

* Peé o afixo ou a imagem geomeétrica de z.
Plano de Argand-Gauss

Veja a representacao no plano complexo dos seguintes numeros:

z, =1+ 3i
Im 4
z =24
Z, =0—100Z = =i 31---e7,
z,=—3+0iouz,=—3 e |
Z. =R+ Ahouz =2 |
N R i
2, N
+ I t t t I -
-3 -2 -1 0 1 2 3 Re
_1#%
-]+
- T

Se 0 numero complexo estiver representado no eixo das abscissas, entao ele € um numero real; se estiver no
eixo das ordenadas e nao for nulo, é um imaginario puro.
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_Exercicinﬁ resolvidos

| Resolva as equacoes:

a)x*+9=0
b)x*+x4+1=0

Resolucao

Entao: A 3
r ]- 3 | l _3'
==y g VR = =g
s=]-1,43; 1_43,

3 3 2 2

a)x*+9=0=x2= —9=>x= +J-0 —>x= +3i P Considerando o nimero complexo:

pois v—9 =./9- (-1 =\{'5F=3i
S = {—3i, 3i}

Observe que numeros complexos que elevados ao
quadrado resultam em —9 sao —3i e 3i, pois:

(-3 =n"=—-9e(3)*=9"=—9
b)x24+x+1=0
A=b*—4ac=3A=12—-4-1-1=A=-3

-1+.-3 —-1+.3i

2 2

X

z=(m— 3) + (n? — 25)i, determine m e n de modo
que z seja:
a) um numero real;

b) um numero imaginario puro.
Resolucao

a) Para que z seja real, devemos ter:
n“—25=0=>n*=25=n=50oun= -5
(m—3)eR=meR

b) Para que 2z seja imaginario puro, devemos ter:
m—3=0=m=3
n“—25#0=n#5en# -5

Exercicios propostos

1. No plano de Argand-Gauss a seguir, estao representa-
das as imagens de alguns niimeros complexos. Escre-
va a forma algébrica de cada um desses complexos.

2+ 7 8+ 3 2 m
=i+ =R+ KL =—F g 2 S
=—1-Tig=—3z,=22=1-8 | 1"
]
Z Wi
S s e i e 3T |
l 21+ v
I 17 5 3
| - I . (S -
-8-7-6-5-4-3-2-10] 1 2 3 4 5 Re 2
e S | “
| -3 13!
: -4t
: 51 |
i _E_.. i
s s 74 1
% 8147,

2. Para cada numero complexo a seguir, qual € o valor
de Re(z) e Im(z)?

a)z=5+ 7iReldl=5eimz)=7 d)z = 4iRelz)=0elm{z) =4

b) E=—-=1—+iHEI[.=:}=—l

p) 2

¢) z=+/3 —iyJ2 Rel)= B elimz)=—2

eimizi=1e)Z=0Rez)=0elmz) =0

3. Determine k de modo que o numero complexo

z =(k + 5) — 4iseja imagindrio puro. k= -5

Escreva

no caderno '

4. Determine m para que o numero complexo

z =1+ (m? — 81)i seja um niimero real. m = +9

5. Determine x e y para que o numero complexo

z=(x+6) — (v — 16)iseja:

a)xERey=4douy=—4

a) um niimero real; bjx=—6ey#+doux= —6ey# —4

b) um numero imaginario puro.

6. Considere o numero complexoz = (2x — 6) + (y + 7)i.

Determine 0s niimeros reais x e y, tais que z = 0.
Xx=3ey=—]

7. Resolva, no universo dos numeros complexos, as
equacoes: d)s = {1 i —1}
a)x>’+4=05=1{2, -2

b)x2+ 121 =05 = {11i, —11i}

S=03+ 23— 2
Ox—6x+13=0

d)4x*—4x+5=0

8. Divida o niimero 16 em duas partes cujo produto
seja 70. 8+iJ6 e 8—i6

9. Dado o niimero complexo z = (3x — 5) + ( x* — 3)i.
Calcule os valores de x para que:
a) a parte real seja igual a imaginaria. x=1oux =12
b) a parte real seja maior que a imaginaria. |1, 2|

c) a parte real seja menor que a imaginaria.
o, U2, =

10. Resolva a equacao x* + 5x? + 2x + 10 = 0 utilizando
a fatoracao. s= {— 5,— V2 ﬂi}
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. Historia da Matematica

Complexos: um pouco de historia

Raphael Bombelli (1526-1573) era um admirador da Ars Magna de Car-
dano, mas achava que seu estilo de exposicao nao era claro (ou, em suas

HIERONYMI CAR

DANI. PRESTANTISSIMI MATHE.

proprias palavras, ma nel dire fii oscuro). Decidiu, entdo, escrever um livro MATICL PHILOSOPHL A€ MEDIcy,
expondo os mesmos assuntos, mas de forma tal que um principiante pu- "a’;[E‘H IEIIILEE‘U El"? :?.:1 gmﬂfE'

. i o : ; 5,
desse estuda-los sem necessidade de nenhuma outra referencia. Publicou Lib.mas. Qi & sotius operia de .

i T OPVS PERFECTVM i
L'Algebra, em trés volumes, em 1572, em Veneza, obra que viria a se tornar dorplitedlin ordawe Decinis.

muito influente. No capitulo II dessa obra, ele estuda a resolucao de equacoes
de grau nao superior a quatro. Em particular na pagina 294 e nas seguintes,
ele considera a equacdo x° = 15x + 4. Ao aplicar a formula de Cardano para o
calculo de uma raiz, ele obtem:

x=32 +J=121 +{2-—121

Seguindo Cardano, ele também chama essa expressao de sofistica, mas,

por outro lado, ele percebe que x = 4 e, de fato, uma raiz da equacao proposta. ,.,u_h,m,mg;, Atgebeaicns Tk, dela Cof
r }_p.-mn‘h el it o K pragis o o o
Assim, pela primeira vez, nos deparamos com uma situacao em que, apesar 4 AR T St . g o ol

i . . . i e phL it e e Bl Pl o v Ak
de termos radicais de nimeros negativos, existe verdadeiramente uma solucao e i et v B ull fahsairs e scmtien 44 o

_ ; = ~ dhan cxpolien, Ledheres inckefrem,oe regacs Pyrfedh bros, g por
da equacao proposta. E necessario, entao, compreender o que esta acontecendo. g

T ot odosur, tnisk odndion armjbect s, s masoee Baftalio
Bombelli concebe entao a possibilidade de que exista uma expressao da Capa do livro Ars Magna escrito por

forma a + v/ —b que possa ser considerada como raiz cibica de 2 + /=121, ou Cardano.,

= o gl -3 - =
seja, que verifique {a + ﬁ..-'E } = 2 + +—121. A forma em que ele calcula essa raiz € um tanto peculiar; ele assume que

a raiz cubica de 2 — +/—121 seja da forma a — +/—b. Como ele sabe que 4 deve ser raiz da equacio, necessariamente

a+ y—b +a-+—b =4 Neste ponto, felizmente, as quantidades ndo existentes se cancelam e obtemos a = 2. Com
e |

esse resultado, e muito facil voltar a equacao (a + «.,I'—b) = 2 + +—121 e deduzir que b = 1. Assim, ele obtem que

M2 + =121 = 2 + +/-1 eque:

X=2+ J-1+2=-J/-1=4
e uma solucao da equacao dada.

[...]

Faremos aqui um pequeno resumo da evolucao dos numeros complexos, para que o leitor tenha uma visao global da
historia do assunto. Comecaremos listando alguns progressos na notacao para depois nos ocuparmos da evolucao dos
conhecimentos.

= O simbolo +/—1 foi introduzido em 1629 por Albert Girard.

» O simbolo / foi usado pela primeira vez para representar +/—1 por Leonhard Euler em 1777, apareceu impresso pela
primeira vez em 1794 e se tornou amplamente aceito apos seu uso por Gauss em 1801.

= Os termos real e imaginario foram empregados pela primeira vez por Rene Descartes em 1637.
= A expressdao numero complexo foi introduzida por Carl Friedrich Gauss em 1832.

[...] a partir do trabalho de Bombelli, os numeros complexos comecaram a ser utilizados devido a sua obvia utilidade
para resolver equacoes do terceiro grau, mas, a0 mesmo tempo, era claro gque tais numeros nao poderiam existir. A pri-
meira tentativa de legitimacdo, via uma “interpretacao geometrica”, e devida a John Wallis (1616-1703), contemporaneo
de Newtion e professor na Universidade de Oxford.

MILIES, César Polcino. A emergéncia dos nimeros complexos. Revista do Professor de Matematica, Sao Paulo: SBM, n. 24, p. 7-10, 1993.

e cadomo

1. No texto, quem também nomeia a expressao sofistica? Qual é essa expressao? Cardano também tl'llrarnclu a equacio
x¥ = 15x + 4 de sofistica.

2. O valor x = 4 é realmente uma raiz da equacio x* = 15x + 4? Sim, x = 4 & uma raiz valida.

180 unidade 4 » Tépicos de Algebra
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Igualdade de nimeros complexos

Apresentamos a seguir a definicao de igualdade de nimeros complexos.

Dois numeros complexos sao iguais se, e somente se, suas partes reais
e imaginarias forem respectivamente iguais.

Desse modo, dados dois nimeros complexosz = a + biet = ¢ + di, temos
gquez = tse, esomentese,a=ceb=d.
Como consequéncia, sea + bi=0,entédoa=0e b = 0.

Conjugado de um numero complexo

Apresentamos a seguir a definicao de conjugado de um numero complexo.

O conjugado de um numero complexoz=a + biéo
numero complexo z = a — bi.

Veja exemplos do conjugado de alguns numeros complexos:
a)Sez, =4 + 5i,entao z, = 4 — 5i
b)Sez,= —1—2i,entdoz, = —1 + 2i
c) Se z, = 6i, entao z, = —6i

d)Sez, = —3,entdoz, = —3

D Representacao geométrica de um
numero conjugado

Ao representar cada afixo do exemplo acima no plano de Argand-Gauss,
podemos perceber que cada numero complexo € simétrico ao seu respectivo
conjugado em relacao ao eixo real.

I
W

o
I
.hHI L ]
e el
.
=
m
Editoria de arte

Sao validas as seguintes propriedades:
a) Dado o conjugado de z, indicado por Z, temos que Z = z.
b)z =z z€R
c)

Z = —z < z é imaginario puro.

Capitulo 7 » Numeros complexos
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Exercicios resolvidos

5P Considere os niimeros complexos z = —4 + 2i e
| w = (p + q) + pi. Determine p e g paraque z = W.

Resolucdo

z=w=p+q=-4Q)

e
p=2@

Substituindo p por 2 na equacio (1), temos:

pt+gq=—4
2+q=-4
q=-—6

Portanto,p=2eq= —6.

Resolucao

Sez, = 5+(x + 4y)i, devemos ter:

Z, =Z,=(2x+y)+6i=5+ (x + 4y)i

Para que haja igualdade, as partes reais de z e Z_ de-
vem ser iguais entre si e as partes imaginarias tambeém.

pSendu z, =2x+y+6iez, =5—(x+ 4y)i, determi- -
nexeydemodoquez =Z,.

Logo:
2x+y=5 2x+y=5
x+4y=6 = |-2=x—8y=—12
Iy =—7
y=1

Substituindo y por 1, temos:

2x+y=25
2x+ 1=5
xX=2

Logo,x=2ey=1.

Sendo z um nimero complexo, prove que z = Z <> Z é
um nimero real.

Resolucao
Sendoz =a + biez = a — bi, temos:
z=Z<a+bi=a—-bieob=-besb=0

Logo,z=a + 0i = a.

Portanto, z € um numero real.

Exercicios propostos

11. Dé o conjugado de cada um dos complexos a seguir:
d)z=51 7=-5i

elz=1 T=1

aA)z=7+31 7=7-3i
b)z==5=2i7=-5+1
c}z=ﬁ—i 37=V2+i83 z=i—4 7=—4—]

12. Considere o niimero complexo z =(x + 7) + (3y — 5)i.

Detergnine EI'E. numeros reaisxey, taisque z = —2 + 10i.

o=y =

13. (UFU-MG) Sejam os complexosz = 2x — 3iet= 2 + yi,
onde x e y sao numeros reais. Se z = t, entao o pro-
duto x - y é:
a)6 b) 4 c)3

xd) =3 e) —6

14. Sejam os numeros complexosz = x*— 5 + (2 + y)ie

Z, = 4 — 3i. Determine x e y para que z, = Z,.
x=3ey=loux=—3ey=1

15. (UFMT) O nimero complexo z = a + bi € representa-
do geometricamente por um ponto P(a, b) no plano de
Argand-Gauss que se denomina afixo. Sejaz = 2 + 3i
eZ seu conjugado. Os afixosde z,Z, —z e —Z, represen-
tados no plano de Argand-Gauss, sdo os vertices de um
quadrilatero Q. Determine o perimetro de Q. 20

16. (Unifesp) Considere, no plano complexo, confor-
me a figura, o tridngulo de vérticesz, = 2,z, =5 e

182 Unidade 4 » Tépicos de Algebra

17.

18.

19.

Escreva

no caderno
z, =6+ 2i. Aareado triangulo de vértices w, = iz ,
W, =2 W = 2133 e:

Editoria de ante

0

a)8 x b) 6 c) 4 d) 3 e) 2

Sendo z = a + bi um niimero complexo, mostre que:

a) Z = Demonstracao. b] T Demonstracao.

(Cefet-MG) Os pontos A, B e C sao, respectiva-
mente, os afixos dos niumeros complexos z, = 2 + i,
z, = —4 +iez, = bi, comb < 0, no plano Argand-
-Gauss. Se a area do triangulo ABC € 12, entao b vale:

4y =2 b)—% %) =3 d}—?? 5y 4

(UniFOA-RJ) Determine p para que

z = (3p + 12) + i(4p* — 64) seja real e nao nulo.
c)p=16 e)p=—16

xd)p=4

a)p=—4
b)p=0



Operacoes com numeros complexos na

forma algébrica

p Adicao e subtracdo de numeros complexos
Considerando os numeros complexos z, = a + bie z, = ¢ + di, com g, b, c e d reais, a soma z, + z, é dada por:

::1+zl={a+bi}+{c+di)={a—|—c}+{h+d}i
E a diferenca z, — z, é dada por:

z,—z,=(@a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)i

1

Exemplos:
ae+4)+2+3)=6+4i+2+3i=8+7i
b)(5=-3)—-(-1+7)=5-3i+1-7i=6—10i
Na adicao de numeros complexos sao validas as propriedades comutativa e associativa. No entanto, optamos

por explorar a propriedade da soma dos conjugados de dois complexos z, e z, por causa da sua importancia no
estudo das equacoes algébricas.

= =k E

O conjugado da soma de dois numeros complexos é igual a
soma dos conjugados desses numeros complexos.

Demonstracao

Sez. =a+biez, = ¢ +di, temos:
z, +tz,=@+g+b+di=z+z,=@+)—-(b+di=@—-Db)+(c—-d)=2z,+Z

De maneira analoga, podemos provar que z, — z

;= 4, T 4,

) Multiplicacdo de numeros complexos

O produto de dois nimeros complexos, z, = a + bie z, = c + di, é dado por:
z, -z, = (a + bi) - (c + di) = (ac — bd) + (ad + bo)i

A multiplicacao de complexos segue a mesma regra de multiplicacao de binébmios, considerando i# = —1. Por-

tanto, observe como obtemos a relacao acima: o
— .
f.-‘- " --\-\-\-""\-\.5 -\-EH"'\.‘
Zz. -z, =(a + bi) - (c + di)
e _ﬁ"ff

1 2 I

o

Z. -z. = ac + bdiz + adi + bd
Z.+Z.=ac+bd-(—1) + (ad + boi
z. -z. = (ac — bd) + (ad + bo)i

Na forma algébrica, tanto a multiplicacao como as operacbes de adicao e subtracdo mantém a mesma es-
trutura de adicao, subtracao e multiplicacao de binémios. Portanto, é opcional o uso das relacbes que foram
apresentadas.

a)5+)-3-20=15-101+3i—2¢=15-7i— 2(=1) =17 = 7i

b}(%+])(%—2i)=%—-%i+%—2iz=%—-2—-%’|+

| _1+12-4i+3i _13-i_13 _ 1.

- 6 6 6 6
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Em relacao a multiplicacao, sao validas as seguintes propriedades do conjugado:

129)Sez=a + bi,entdoz-z = a2 + b?

A multiplicacdo de um namero complexo pelo seu conjugado é igual a um namero real.

Sendoz =a + biez = a — bi, temos:
z-Z=(a+bila—bi)=a—-(bi)=a2—-—ib2=a?2—-(—1b2=2a?+b?

2%) Se z, e z, sao numeros complexos, entdo z,-z, =z, - z,.

O conjugado do produto de dois numeros complexos é igual ao produto dos seus
conjugados.

Sez, =a+ biez, = c + di, temos:

z -z, = (a+ bic+di)=(ac — bd) + (ad + bo)i

z, -z, = (ac — bd) — (ad + bc)i (D

O conjugadodez éz =a —biedez, éz, = c — di. Logo:

z, - z,=(a — bi)(c — di) = ac — adi — bci + bdi? = (ac — bd) — (ad + bc)i (D

Comparando (1) e (Il), concluimos que:

Lyt &y =& v,

) Divisdo de niumeros complexos

; 5 : , , 4, ;
Consideremos dois nimeros complexos z. = a + bie z, = ¢ + di, com z, # 0. O quociente — é um numero

Z,
complexo e, para exprimi-lo na forma a + bi, usa-se o procedimento de multiplicar numerador e denominador
pelo conjugado do denominador:

4 221 " Z;
Z, 22'?:_

.. . — a . e — . " W 2
Ja vimos que o produto z, - z, & um numero real, pois: z, - z, = (c+di)-(c—di)=c +d

numers real

Assim, obtemos um guociente equivalente com denominador real.
Acompanhe os exemplos:

1 _ 1 @-D__ 2-i
2+ 2+1 (2—=0) 4-2+2-7

el

3—i_3—i (1-)_3-3i—i+?
T+i T1+1 (=) = 1-=-7

a) %—

1,
5

Multiplicamos o numerador e o denominador pelo
nimero complexo conjugado do denominador.

b) =2-Ji=1-2
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) Poténcias de i

As poténcias de um numero complexo z com expoentes naturais sao defini-
das de modo analogo ao das poténcias de base real. Observe:

Zo=s ]
AN
= ZAZ2F T RnENegn=2

n fatores

z—”=zin;nEN‘ez#’=U

Note que, para a unidade imaginaria /, os resultados das poténcias se repetem
de 4 em 4.

g7
|
e

A
—

Y
Il
I

—

I
I
1
I
1

I_L.|‘1
|
S
Il
e
Il

E=pP-i=i-1=12=-1
=it i=—=T s l=—i
Portanto, 2= 1,1 =i, 1" = =1, i"" = —j e assim por diante. Logo, qualquer

poténcia de i com expoente natural pode seriguala 1, /, —1 ou —i.

Desse modo, para calcular poténcias de i basta dividir o expoente n natural por
4, em que r € o resto dessa divisao:

e seorestorforQ,ir=i"=1
e seorestorforl,ir=i"=I
= —

|
o
I

e seorestorfor2, i’

|
W
|

e seorestorfor3, i

Abaixo estao os afixos das poténcias de i no plano de Argand-Gauss:

Editoria de arte

eil=—i

Observacao:

. . : : ; - 1
Para calcular i™", n € N°, aplicamos o conceito de inverso, ou seja, i " =iT'

Capitulo 7 * Numeros complexos
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Exercicios resolvidos

_ P Efetue: (6 + 5i) — (2 + 3i).
| Resolucao
6+51))—(2+31)=(6—-2)+(5—-3)i=4+2i

Determine o nimero complexo z, tal que
52+ Z =12 + 16i.

Resolucao
Fazendo z = a + bi, temosZ = a — bi. Substituindo
na igualdade dada, obtemos:
5(a+bi)+a—-bi=12+ 16i=
=5a+ 5bi+ a—bi= 12 + 16i= 6a + 4bi = 12 + 16i
Da igualdade, temos:
ba=12=a=2
Logo,z = 2 + 4i.

pEfeme (2 + 41 + 30

Resolucao

4b=16=b=4

2+4D)(1+3)=2+6i+4i+12i2=
=2+ 6i + 4i — 12 = —10 + 10i

Determinar o numero complexo z tal que
ZzZ—6Z =7 + 24i.

Resolucao

&

Sendo z = a + bi, temos:
zZ —6z=a*+b>—-6(a—-bi))=7+24i=
= (a2 + b? — 6a) + 6bi = 7 + 24i
Assim
a’+b*—6a=7 (1
6b=24=b=4 ()

Substituindo b = 4 em @, temos:

a*+4*—6a=7=a’—-6a+9=0
Logo, asraizes sdoa, = a, = 3.
Portanto,z =a + bi = 3 + 4i.

pSEndnzl=3+2iezE=1+i,nhl:enha i
z
2
Resolucao
4. 3+21. 3+2 (-1 3-3N+2A- 5
% 43 1+i (1-i) 1-i° 2

I—b- Multiplicamos o numerador e
o denominador pelo nimero
complexo conjugado do
denominador.

p Sendo z = —1 + i, determine seu inverso % (ouz™).

Resolucao

1 1 1 _(—1—i):—1—i:_l_li

z =141 =141 (—=1-—1) 141 2 2
@Calcule:

a]iEE b)iﬁ?ﬂ-

Resolucao

3]1'33:?*'5*3:[i*}5'13=15'i3=i3=—i

Outra maneira:
Sendo o resto da divisdo de 23 por 4 igual a 3, temos:

P =P=—i
b}lﬁ?B:l‘q 1w+2:(14) CPRE=1%. 12 =12 = =1

Outra maneira: i°% = i = —1, pois o resto da divisao
de 678 por 4 é igual a 2.

Calcule o valor de:
a) (1 +1)?

®

b) (1 +i)*®
Resolucdo

a)(1+1)*=1+2-1-1+1*=1+21—1=2i
b)(1 +D%=[(1+1)?] = (2i)*=28-i®= 256

p Determine as raizes quadradas de 8 — 6i.
Resolucao

Devemos obter os niimeros complexos z = a + bi,
com a e b reais, tais que z2 = 8 — 6i.

(a+ bi)2=8 — 6i = a’+ 2abi+ b4 =8 — 6i=

= a?—b*+ 2abi = 8 — 6i

Da igualdade acima, temos:

a’—b" =8 a’ — 2=8®
—
2ab=—6 ab=-3 (1)
Da equacao @, obtemos: a = —% @
Substituindo @ em @:
3\ 9
(—E) _bz :Ez}b_z_hz =8 =

=9 —-b*=8b>=Db*+ 8b*—9=0
Sejab’=y:y*+8y—9=0=y =1louy = —-9.
Logo,b’=y=b’*=1=b=1oub=-1

ou b? = —9 (impossivel, pois b € R).
Seb=1,entdoa= —-3.Seb=-1,a=3.

Asraizessaoz =3 —1iouz= -3 +i.

&
2
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Exercicios propostos

20.

21.

22,

23.

24.
25.

26.

21.

28.

29.

30.

31.
32

33.

Calcule:
a)(6+51)+(2—1) 8+4i
b)(6 — i) + (4 + 2i) — (5 — 3i) 5+ 4i

A (V2 +i)=(J3+i) V1-3

Efetue:
a)(5+i)(2—i)11-3i c) (!.+j][_l_i]£

2 2 4
d) i-(3—2i)2+3i

b)(—1+2I)(3+1)-5+5

Dadosz, =4 +i,z,= —1 + 2iez, = 5 — 3i, calcule:

a)z, + 2, —Z, -2+6i €) z.+2,—Z, 88

b2z, - 42, + 32, 2-5

5 d)2(z, +Z,) + 57,

31 + 13i
Escreva as expressoes abaixo na forma algébrica:

(L + {2 -3 +2) 1+9
b)(—1 + 3i)(1 —1i) — 2i(5 + 2i) 6 — i
c)(21—1)(1 —1)*(2—31)14a-8

Calculea eb, paraque (4 + 5i) — (—1 + 3i) = a + bi.

a=5eb=1
Na figura ao lado, os y4
pontos A, B e C represen- Ageunpd
tam as imagens dos ni- 3 s
g P a1z 3
meros complexos z , z, e 2= .1 :
z,, respectivamente. - i "
Calcule: 31 B
i
a)r, et e =N S R — iB%

BE.—=Z.)J—Z %=}
Determine o numero complexo z que verifica a equaciao
iz+2z+1—-i=0.2=-1-i

Determine o valor de x para que o produto

(12 — 2i)[18 + (x — 2)i] seja um niimero real. x = 5
Determine o complexo 2, de modo que:

z—(2+6i)) =21 +4)—-(1—-2D@E+3) z=—1+19i
Encontre o numero complexo z sabendo que:

{z +z=6

Z'Z2=25 1=3+diouz=3—4

Determine os numeros complexos z_e z,, tais que:
{31 -Z,=1-5i 2=3-Ziez=2-3i

- R B
Calcule a, b €R, sabendo que ata —3|_ b + 2i.
a=—5b=5 1-i i
Calcule:
a)i% 1 b)i* | ) i1 1 d)itost i
Calcule:
a)ir +1° —1+i ) 0 4 PR 4
b)i® — il d)i'® + {180 |

Escreva

no caderno '

34. Calcule:
a) 24+i I .u o) 1 A ks
5—3; 34 34 942 B 13
py2ti 1-5 d) V3 +i 1,48,
i Jg—l z 2
35. Efetue:
al {1 =1)"+8 ) (2+i)32+1
b)(3 + 4i)? -7+ 24 d)(1-1i)* -4

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Sendoz=1- 3iew =1 — i, calcule % ; -

Qual € o conjugado do niimero complexo z = 2k
=3 1-1
(UFC-CE) Se i representa o numero complexo cujo

quadrado € igual a —1, determine o valor numeérico

dasomal + i+ i+ i®+ ... +i%. Zeno. )
==
; o 5

Coloque na forma a + bi a expressao L

11

:
i 5
i—2

: ; 1 ;
Dete%'mlne o numero complexo 2 tal que = = 7 .
I

e

Qual é o valor da expressdo 2x* — 4x* + x2 — x + 1
parax = 2i? 29 + 30i

Determine as raizes quadradas de:
a)5 — 12i3—2iou—3+12i
b)—3 + 4i1+2iou—1-12

43. Determine o niimero complexo z, tal que z> = 21 +20i.
2 =5+ 24
2= —5—Ji

44. Qual é o conjugado do nimero complexo

L B-D2+3y e
zZ = ? 1= - =
3+i ¥ 2
oz
45. (Mack-SP) {(1 i3 ‘)} ,onde i=y—1, é igual a:
1—i
a)l c)1l xe)—1
b) —i d)l1+i
46. (FEI-SP) O resultado da expressao complexa
L N 3 é:
241 A=2
a)l—i gy +i e)3 +3i
xb)1 +i d}2 —i
47. (FEI-SP) Se 2 _ 1+1, entao o numero complexo z é:
z
a1 ~—21 ) 1—i e)—1+2i
b)—1+i xd)1+ i

187
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Conexoes , Fractais

48. A beleza e o fascinio dos fractais os tornaram mui-
to famosos, despertando interesse de muitas areas
como a Arquitetura, Arte e Musica. Muitos modelos
matematicos modelam a estrutura dos intumeros
fractais ja conhecidos, e entre eles, ha os que envol-
vem niumeros complexos.

[...] Fol da necessidade de se calcular e descrever
certos fenomenos da natureza ou objetos intricados
que nao possui forma definida, que surgiu a Geome-
tria Fractal, uma geometria que apresenta estruturas
geometricamente complexas e infinitamente variadas.
sua nomenclatura se origina do adjetivo em latim frac-
tus. O verbo latino corresponde frangere que significa
“quebrado” ou “fraturado”: criar fragmentos irregula-
res. Caracterizam-se por repetir um determinado padrao
com ligeiras e constantes variacoes. Como consequén-
cla dessa autossimilaridade, as diferentes partes de um
fractal se mostram similares ao todo. Assim, os fractais A estrutura dos brocolis possui variacoes

. L. . . . . constantes e autossimilares.
tém copias aproximadas de si em seu interior.

Ainda podemos dizer que “os fractais sao conjuntos cuja forma e extremamente irregular ou fragmentada e que tém
essencialmente a mesma estrutura em todas as escalas”. Porem somente ha poucos anos, com o desenvolvimento e aper-

feicoamento dos computadores, a Geometria Fractal vem se consolidando.

BEMFICA, Andrios; ALVES, Cassiana. Fractais: progressao e série geométrica, 2011. Disponivel em: <http://facos.edu.br/publicacoes/
revistas/modelosfagosto_2011/pdfffractais_progressao_e_serie_geometrica.pdf=. Acesso em: 4 jan. 2016.

[...] Os Fractais sao normalmente gerados atraves de computadores com softwares especificos.

Atraves de seu estudo podemos descrever muitos objetos extremamente irregulares do mundo real. Os meteorologistas
utilizam o calculo fractal para verificar as turbuléncias da atmosfera incluindo dados como nuvens, montanhas, a propria tur-
buléncia, os litorais, e arvores. As técnicas fractais também estao sendo empregadas para a compactacao de imagens atraves
da compressao fractal, animacao digital. Os fractais encontram aplicacoes artisticas variadas, como gerar texturas, simulacao
de vegetacao e confeccao de paisagens. Na musica, sons baseados em fractais sao surpreendentemente realistas e parecem
mais capazes de produzir sons parecidos com os naturais que outros processos artificiais. Alem das mais diversas disciplinas

cientificas que utilizam o processo. |...]|

MIRANDA, Aldicio ). Fractais: conjuntos de Julia e conjuntos de Mandelbrot, 2012.
Disponivel em: <https:/fpublicacoes.unifal-mg.edu.brirevistas/index.php/sigmaefarticle/download/97/pdf=. Acesso em: 4 jan. 2016.

a) A geometria dos fractais evoluiu com o auxilio de qual ramo do conhecimento?
Com o auxilio da computacio.

b) Cite alguns campos de aplicacao dos fractais, conforme apresentado no texto?
Meteorologia, animacao digital, artes e musica.

c) O conjunto de Mandelbrot é um fractal bastante

popular e muito interessante, devido a sua esteti-

eixo imaginario

'Ii

ca e estrutura Matematica relativamente simples.

O conjunto de Mandelbrot é definido como o con-

junto de numeros complexos baseado na sequéncia

C—C:z =(z )+ c,emquen €N, z_ecsidonu-
o+1 n n

meros complexos e z, = 0. Além disso, os valores de ¢

sao tais que z_pertence ao circulo de raio 2 no plano

complexo.
Esta imagem é interessante, pois esta plotada no plano de Argand-Gauss.

* Represente no plano Argand-Gauss a regido onde o
conjunto de Mandelbrot esta inserido.

h .

2IX0
real

|

; ; : 5 —2
* Sec =1 —2i, determine a segunda iteracao do con-
junto de Mandelbrot, ou seja z,.
= F+1+i=0+1+i=1+]
=P+ 1+i=(0+PF+14i=5+]
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Modulo de um numero complexo

O modulo de um numero real x é definido, geometricamente, como a distancia do ponto P que o representa
na reta real até a origem O.

X R

5

, =

gl
LU

No conjunto dos numeros complexos, o conceito de médulo também esta relacionado a representacao geome-
trica, como podemos ver na definicao a seguir.

O modulo de um niumero complexo z = a + bi é a distancia do afixo P desse
complexo a origem O do plano complexo.

Indicamos o modulo de z pela letra grega p (ré) ou  |m 4
por |z|.

Observando a figura ao lado, temos que o mo-
dulo de z é a medida da hipotenusa de um triangu-
lo retangulo cujos catetos medem a e b. Desse modo, e
p = |z| € um ndmero real nao negativo, ou seja, p = 0.
Assim, podemos determinar o valor de p aplicando o
teorema de Pitagoras:

p° = a’ + b’ =p = +a* + b’ ouseja,
|z| = p = Ja’ + b’ 0 a Re

Hustragdes: Editaria de arte

Portanto, o modulo de um nimero complexo z = a + bi € a distancia do seu afixo P(a, b) a origem O(0, 0) que

éigual a Va2 + b? .

~ Exercicios resolvidos

Determine o modulo dos seguintes niimeros complexos p[}eternﬂnar o numero complexo z de modo que

a)z =2+ /3i clz= 2 |z| =2e|z—i] =1
bz =3 — 4i dz=-1
Resolucao
Resolucao

Fazendo z = a + bi, temos:

l|a+bi|=2:h,"az +b2=2 (D

a+bi—il=1=la+(b-1Di|=1=,a*+(b-1)*=1010)
|

a) |z|=vaZ +12 =22 +(J3) =Va+3=47
b) |z|=43% +(—4F =J9+16 =425=5
Q) |z|=40? +22 =4 =2

d) |z|=y(- 1 +0° =J1=1 Elevando-se ao quadrado ambos os membros das
equacdes (1) e (I1), vem:

Qual é a representacido geomeétrica dos numeros com-

plexos z = x + yi que satisfazem a condicao |z| = 2? a® +b* =4
Ja* +(b=1) =1=a" +b* -2b+I=1=
Resolucao Im 4 ~
|lz]| =2= |x+yi| =2=

=4—-2b=0=b=2
2 — 2 =
=X +y =2=2x+y =4 \ = Substituindo b = 2, obtemos:

-
Essa equacao representa uma -2 ujz Re L RE T TR T SO T R
—d

circunferéncia de centro na

origem e raio igual a 2. Logo, z = 2i.
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F = Escreva
Exercicios propostos no caderno .

49. Determine o modulo dos seguintes niimeros complexos: 53. (Cesesp-PE) O lugar geométrico descrito pelo niime-
e rocomplexoz = a + bi,talque |z — 2 —i|= 5, é:
a)z=4—1i 17 d]z_E"'El - |
: g a) uma circunferéncia de centro (0, 5) e raio 2.
b)z = —5is e)z=2838
Az =3 +i 5 z=00 b) uma parabola.

50. Faca a representacao grafica dos conjuntos: * ¢) uma circunferéncia de centro (2, 1) e raio 5.

a){zeC||z| =2} ik et i
b){zEC||z—i| =2} Mo ManualdoProfessar.

51.Sendoz = —4 + iew = 3 + 2i, calcule:

d)uma elipse.

e) uma circunferéncia de centro (—2, —1) e raio 5.

a) |z| Ji7 b) [W] vi3 O |z- Wl @i 101
: . 54. O determinante | i 1 i | define um nimero
52. Sabendo que os nimeros complexos z = 2 — ie s % B
z, =X + 1,xreal e positivo, sdo taisque |z, - z,|* = 10, : :
calculex. x = — 1+42 complexo. Encontre o modulo desse complexo.
2| = 242

Argumento de um numero complexo

Na representacao geomeétrica de um numero complexo z = a + bi, com z # 0, cujo afixo é P, o angulo 6 forma-

do pela semirreta OP e o eixo real, medido no sentido anti-horario, é denominado argumento de z e é indicado

por arg(z).
O angulo @ étalque 0 =0 < 2x (ou 0° = 6 < 360°).

Observando a figura, temos:

Im 4
P(a, b) = z e
e T | %
i
I =
I =
p i g
I
I
R |
4 ”!:J'. s
0 a Re

cos 6 = %::a=p-c::-53 e sen B = % =b=p-send

Assim, o argumento 6 do nimero complexo nao nulo z = a + bi, cujo modulo é p, € o angulo cujo
b

COSseno e g e seno e 5

Forma trigonomeétrica de um numero complexo

Considere um numero complexo, z = a + bi, nao nulo com maodulo p e argumento 6. Sabendo que a = p - cos 0
e b = p - sen 0, e substituindo essas relacoes na forma algébrica de z, temos:

Z=a+bi=z=p-cos@+(p-senB)-i

z = plcos 6 + i - sen 0)
A representacao obtida é chamada forma trigonométrica ou forma polar do complexo nimero z.
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Exercicios resolvidos

Determine o argumento dos complexos a seguir e re-
presente o resultado no plano de Argand-Gauss:

a)z=1-1

b)z=2+ 2/3i
Resolucao
Im 4
Dp=yiT1=Z .
B =
4 |
1 _ V2 /1 "\
W= ET I T G
:-:}H:_Tc k"x&ﬁ_—g :ﬁ—HE
-1 V2 4 R gl
Senf = ——==— 5 =
2 2 | -
%
Im 4 2
blp= J4+12 = g
A3 -----5 . 'g'
cc:usﬂ:%:% i
>=}H'=-g~ 4 Eﬁz%
.-|"
senﬂ=2\!§=ﬁ r";:
4 2 5 I | -
2 Re

Qual é a forma algébrica do nimero complexo z, cujo
modulo é 2 e 0 argumento € 45°?

Resolucao

|z| = 2; 8=45°
z= |z| - (cos® +i-senB) = 2(cos45° +1i-sen45”) =

=z=2- [£+LE] z=+2+i2
2 7

Determine o modulo e o argumento do complexo
z=+3 +1i

Resolucao
Célculo do médulo: a = /3; p=1

2

p=va’ +b’ P=\/(v/§] +1°  p=y4 p=2

Calculo do argumento:

3
2

cosfl= cos b=

!»H=%raduuﬂ=3ﬂ"

sen 6

° | © |m

1
2

Exercicios propostos

55.
E_|:=?_n:

4

56.

57.

58.

59.

Determine o argumento dos complexos a seguir.
a)z=1-1 {:]E:q.ili]'=§
b}z=2+2iﬂﬂ=§ d)z=-2+2i3 ==

Represente na forma trigonométrica os seguintes
complexos: Vejaa secio Resolugdes no Manual do Professor
a)z=—4\3-4 z=-7-7i e)z=-5
b)z = 8i d)z=1-iy3 f) z=—i

Escreva na forma algébrica os complexos:

a) z=4[cns£+i-sen£] 2=—2+2i\3
3 3

b)z = 2(cos 315° + i - sen 315°) z=+2 -2

c)z=cos0"+i-sen® z=1

d) z=—8(cn5£ +i'SE.Il£] 7=—43 — 4

6 6
Considere o numero complexo:

f18 . It
Z=C0O§ — +1-sSen —

3 3 e
a) Represente-o na forma algébrica. * =377 7

b)Represente na forma trigonométrica o complexo

(z+ 1).2=3|cos=+i-sen™
6 6

A
A figura mostra a imagem P do .

numero complexo z. Escreva z 0 " Re
|
na forma trigonomeétrica. :

|
z=5[mz%n—i- SEH?TE] —-a\2 _____ op

60.

61.

62.

63.

Escreva
no caderno

J3

Determine x e y para que: s A

1' sey=0=x=-—2,3
(2+xi)|y+—=i| = 2(cos 30° + 1 - sen 30°)

2
Represente o numero # - i na forma trigo-

: | 1—1

nomeétrica. , _ ﬁ[m ETH i ETI]

Um numero complexo z e seu conjugado z sao tais
quez +Z =4ez—z = —4i. Qual € a forma trigono-
métrica de z2? 3{¢953_“+i . sen 3_“]

z z

(UFPel-RS) Em meados do século XVI, quando a cién-
cia europeia ainda discutia a validade do emprego dos
numeros irracionais e negativos, Geronimo Cardano
(1501-1576), eminente matematico, meédico e fisico,
publicou a obra Ars Magna, na qual — ao escrever
que, se alguém procurar dividir 10 em duas partes, de
modo que seu produto seja 40, verificara que isso € im-
possivel — lancou as bases para o desenvolvimento da
Teoria dos Nimeros Complexos, com infindaveis apli-
cacoes praticas, principalmente no ramo da eletrénica.

Com base nessa Teoria, determine dois niimeros cuja
soma seja —4 e o produto seja 8, representando-os na
forma trigonométrica. 4 = ~2 T 4L =—2— 4

2, = 242 (cos 135° + i - sen 135%) e

2, = 22 (05 225° + i - sen 2257

191
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Operacoes com numeros complexos na

forma trigonométrica

As operacoes de multiplicacao, divisao, potenciacao e radiciacao de numeros complexos podem ser efetuadas
na forma trigonomeétrica. Acompanhe cada um dos casos.

p Multiplicacdo
Dados os complexos z, = p,(cos 8, + i-sen 6.,) e z, = p,(cos 8, + i - sen 6,) nao nulos, vamos calcular o produto
2]
z -z, =p,cosB +i-send)-plcosh, +i-send)
+Z, = p,p,(cos B, + i-sen 6. )cos B, +i-senh,)
z, -z, = p,p,(cos B cosB, +i-cosBsen®, +i-senB cosO + i¥-sen B send)

- Z, = p,p,l(cos 6.cos 6, — sen B.sen B,) + i(cos B.sen B, + sen 6.cos 6,)]
logo: z, -z,=p.p,lcos (8, +6,) +i-sen (8, +6,)]

Para multiplicar dois nimeros complexos, multiplicamos os modulos e adicionamos os argumentos. Para n complexos

nao nulos, 2o Zovine 2 TEINGS:

T i o mpemporoxp [COS(0. 0 b0 ) ToSeni0. 8 o+ 0 )]

1

Por exemplo, vamos calcular z, - z, sabendo que z, = 3[@5% +i EEH%) g 5= 4(0::5% +i SEH%}

Temos: p,p, =3'4=1ZEE1+{'}1=%+%=%

Z,-2,=p;p,| cos(8, +6,) +isen(6, +6,) | = 12[{05% +1i sen%)

) Divisido
Z, p,(cos® +i-send)

Agora, vamos calcular o quociente - : ,comz, # 0.
d a Z, p,(cosB, +i-sen§,) :

Multiplicando numerador e denominador por p,(cos 8, — i - sen 8,), temos:
z,  py(cos®, +i-sen®) p,(cosB,—i-send,)
2 p,(cos®, +i-send,) p,(cosH,—i-senb,)
z, _ pp,(cosB,cosB, — i cos@,send, + i- senB,cosB, — - sen B send,)
Z; p5 (cos® B, — i - sen” 9,)
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i p, [(cos B,cos 6, + sen 6,5en 8, ) + i(sen B,cos B, — cos 6,sen 6,)]

:
4 p,(cos? 8, + sen’ 9,)

Z :
Logo: E—'=P—1[cnsﬁﬂi —0,)+i-sen(8, —6,)]

2 P2

Para dividir dois nimeros complexos, dividimos os moédulos e subtraimos os argumentos.

Por exemplo, vamos calcular ; sabendo que z, = 3({{}5% +i sen%] e z,= 4{::05% e SEH%]
2
Temos: o e, -0, =5-5=¢
L . - z: =§[ R E]
> pz[ms(m 0,) +isen(6,—6,)] 7|cosz +iseng

) Potenciacédo
Sendo z = plcos 8 + i - sen ) um numero complexo nao nulo e n um numero inteiro maior que 1, temos:

7" =2-72:2...:2=7 =p-p-....plcos (6 +0+...+0)+i-sen (0 +06+...+0)]

—— - —

n fatores n fatores nparcelas n parcelas

Zz" = p"(cos nB + i - sen nB)

Essa formula é conhecida como 12 férmula de De Moivre.

Por exemplo, sendo z = Z[EDSE + senﬁ), vamos calcular z°:

2 2

z° = [2({05% + 1 :?.-.EH"I%)]6 = 25(-:056 % +isen6- %) =32(cos3m +i sen 3m)
P Radiciacao

Dados um numero complexo z nao nulo e um namero natural n, n > 1, chamamos raiz enésima de z a todo
numero complexo w, tal que w" = z.

Observe os exemplos a seqguir:

a) As raizes quadradas de —1saoie —i, poisi*t = —=1e (=i} = —1
b) Asraizesquartasde 1sao 1, —i,je—=1,pois 1*=1; (=1 =1,*=1e (=) =1

Vamos agora deduzir uma formula que permite determinar as raizes enésimas de um nimero complexo z nao
nulo.

Dado o numero complexo z = p(cos 6 + i - sen 8), sejaw = r(cos a + | - sen a) uma raiz enésima de z, isto é,
wWh = 7.

W =z = r'(cosna + i - senna) = p(cos B + i-sen ) (1)
Da igualdade (1), temos:

" =p=r=yfp (poisr>0) ()

; = g = 0+ 2kn
cos(na)=cosBesen(na)=send = na=0+2knkel=a= - kel @
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Substituindo (ID e (Ill) em w = r(cos & + i - sen a), temos:

w="p-(=:u::|5 m-f-i-SEﬂ w}mmkez

Essa formula é conhecida como 22 formula de De Moivre.

Todo numero complexo, nao nulo, tem n raizes enésimas distintas.

Por exemplo, vamos calcular as raizes cubicas de z = 1.
Podemos escrever z = 1 + 0i e na forma trigonométrica, temos:

cos0 =

|
-]

p=F+0°=1e =

_1|C} R Y

seng =

z=p(cosB +isend)= z =1(cos0 +i sen0)

As raizes cubicas de z = 1 sao dadas por: w, = %ﬁ(CDS—D +32k“ +isen 22 +32kﬂ)

O numero k pode assumir os valores 0, 1 e 2, assim:

k=0 = w,=1(cos0+isen0)=1(1+0i) =1

: = 2 DY o T g 8 )= T B
k—1::=w1—1(m53+|59n 3]—1( 5 i 2)— 5 ti~5
= = dn oo A\ _qf _1_ i AB)__1_:3
k=2 = \u";,rg_—1(-::::n53 +isen 3]—1( 5~ 2) 57175

; ; 2n , . ;
Como Yp e constante e os argumentos diferem de o (para valores consecutivos de n), conclui-se que as ima-

gens geomeétricas (afixos) das n raizes de um nimero complexo, para n = 3, sao vértices de um poligono reqular
B

de n lados, inscrito em uma circunferéncia de centro na origem e raio pr_:, tendo uma das raizes o argumento =

Observe que as trés raizes do exemplo estao sobre uma circunferéncia de raio 1 e sao vertices de um triangulo

equilatero; seus argumentos formam uma PA, com o primeiro termo %, ou seja, a, =0 erazao 2_1':[' Ou seja, ‘%ﬁ

Observe a representacao geomeétrica:

Editoria de arte

Observacao:
Durante a resolucao de problemas, utilizaremos a notacao w, para as raizes enésimas de z, considerando que k

variade 0 aten — 1.
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Exercicios resolvidos

AP Calcule z, - z,, sabendo que

2

5

Resolucao
p, =2e0, =
Dados 1
p, =3eb,

=5 Z = 6[cn5?+1-5en S—E]

Z; =2{ms£+i-sen%) B Z; =3[cus£+i-5en£).

3 3

=6

-
b
I

e}

LI

5t
6

_E_ ®_
2" 3

Portanto,z=z -z,=p,p,[cos(, +0,) +isen(0, +6,)]= @

6

@Da&ﬂszl == ﬁ[ms%-l—i -seng)e

. z
Substituindo em E—l
2
z

Z,

Resolucao
p, =6e0, =
Dados 1
p, =2e8,

[emos: —1=3[c03%+i-5m£]

=
|

=
I

5= [cos(6, —6,) +i-sen(8, — 6,)],

20

@Deternﬂn& o menor valor de n € N’, tal que

Resolucao

(ﬁ -2 i)“ seja real.

Dados: a=+v2eb=—42

V2

cﬂsﬂ=7

2
2 r

senf——

p= (V2) +(—v2)" =Va=2

Logo, z" =[JE—~.I'{E]“ =2“[m5n-?+i-senn-1—n}

Queremos que z" seja real; para tanto, Im(z) = 0, ou
seja:

senn-?—n=ﬂ:}n-?—n=kﬂ:>n=£

4 4 7

Se n é natural, k deve ser multiplo de 7. Logo, o me-
nor valor nao nulo de n € obtido quando k = 7.
Portanto, n = 4.

Calcular as raizes quadradasdez = 23 + 2ie fazer
a representacao geometrica.

Resolucao

p=+al+b? = J2/3)P2+22 =16 =p=4
243 _ 43
4 2

cosb=

i T |
senf=—==
4 2

Logo, z = p(cos +i-5enﬂ]:>z=4[cnsg+i sen%]

As raizes quadradas sdo dadas por:

k=0=w,=2 (Eﬂﬂlit"ﬂ‘i'ﬂﬂl*n—]:

= 2(cos 15° + i - sen 15°)

k= 1::-w1=2(mﬁ113—2n+i-5en113—2nJ =

= 2(—cos5 15° — 1 - sen 157)

Representacao geométrica:

Imi

Editonia de ante
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Exercicios propostos

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

12.

13.

196

Considere os niimeros complexos:
z, = 4(cos 10° + i - sen 10°)

z, = 2(cos 20° + i - sen 20°)

Z, = €0s 15° + i- sen 15°

Calcule:

a) Z, * Z, Blcos 30° + i - sen 309

b) Z," Z; 2cos35° +i-sen35°)

c) Z, " Z; Afcos 25° 4+ i - sen 25%)
d]31'31'33 8lcos 45° + i - sen 45°)

2 ", - T
Dadosz, = S(cosm +i-senm)ez, = 3 cn5§+1-sen§,

obtenhaz -z, 15({&54?“+ i-sen%)

Dados os complexos z, = 6(cos 85° + i - sen 85°) e
z, = 3(cos 25° + i - sen 25°), calcule:

Z .
a) — 2{cos 60° + i - sen 60)
2

b) . l{cusiﬂﬂwi-seﬂ[ﬁ[}“}
7y '
1
Efetue as seguintes operacoes e expresse o resultado
na forma algébrica:

a) 2(cos 30° + 1 - sen 30°) - 5(cos 60° + 1 - sen 60°) 10i

" 2?({20545°+i-33n45°) 3‘E+§
9{m515°+i-sen15°) 2 2

21
Efetue [E—lI] N
2 2

Considere o complexo z = (2 — 2i)°. 1282 e %’T

a) Determine o seu modulo e o argumento principal.

b)Escreva, no caderno, z na forma algébrica e na

forma trigonométrica. _ g + 128 1282 {{053_“-4_1-59”3_]:

4 4

Seja o numero complexo z = (x + i) Determine x
para que |z| =1000. i 9%, i . B
y= 43 MNa-1::.—-+ —gt——+ —i
Determine: E ; : '

F - — l ey _‘.IIE A ,!. . -..‘IE I
a) as raizes sextas de 1. 32 ETr 3

b) as raizes ctibicas de —64. —4,2 + 213 ,2 - 23

Resolva, no conjunto dos numeros complexos, a
equacao:x*—1=0 s={-1,1, -
Resolva, em C, a equacao: 5x* — 5i =0

N
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74.
15.

76.

11.

Escreva

no caderno '

Resolva a equacdo: z* + z = {}5=ll:l,—1, % - %i, % - g}
(UFSC) Dado o niimero complexo:

Z = 2- [cus% +1-sen %J , determine o wvalor de

z® — 223 80

(UFMS) Dados os numeros complexos:

7 = ﬁ(ms% +i- seng] ew = 3i + 2i2 + i2, deter-

mine a parte real de A = z° — w*. 56

(UEA-AM) Dados os niumeros complexosz, = 1 + i,

Ez=

trigonométrica do niumero complexo z, é:

—iez, = zZ - Z,, € correto afirmar que a forma

a]licns%+i - sen:;—]t)
b}ZiEDS%-l—i . sen%)

c) Zicnsi—ni—i - 5en¥)
x d) ﬁims%+i : seni—nj
e) ﬁimsi—nﬂ : sen%TE:

78. (UERJ) Joao desenhou um mapa do quintal da sua casa

79,

onde enterrou um cofre. Para isso, usou um sistema de
coordenadas retangulares, colocando a origem O na
base de uma mangueira, e os eixos Ox e Oy com senti-
dos oeste-leste e sul-norte, respectivamente. Cada ponto
(x, ¥), nesse sistema, € a representacio de um nimero
complexoz=x +iy,x ER,yERei* = —1. Paraindicar
a posicdo (x,, y,) e a distancia d do cofre a origem, Joao
escrevell a seguinte observacao no canto do mapa:

x, +iy, = (1 +1i)°.

a) Calcule as coordenadas (x, y,). (16, 16)

b) Calcule o valorde d. 1642

(Mack-SP) As representacoes graficas dos complexos
z tais que z® = —8 sao os vértices de um triangulo:

a) inscrito numa circunferéncia de raio 1.

b) que tem somente dois lados iguais.

c) equilatero de lado 2.

d) equildtero de altura 243 .

% e) de drea 3+/3 .

80.

(PUC-SP) Sejam os niimeros complexos
u=2y2(cos315° + isen315°) e w=u? Se P e Q sdo
respectivamente imagens de u e w, no plano comple-
X0, entio a equacio da reta perpendicular a PQ tra-
cada pelo seu ponto medio, é

a)3x+y+2=0 xc)x+3y+14=0
b)3x—y+2=0 d)x-3y+14=0



. Explorando a tecnologia

Raizes complexas

De acordo com a 22 férmula de Moivre, as raizes de um numero complexo sao vértices de um poligono regu-
lar, que pode ser inscrito em uma circunferéncia cujo centro é a origem, o raio € o modulo da raiz e o niimero
de lados corresponde ao indice da raiz a ser extraida.

Utilizando essas informacoes, podemos elaborar um arguivo no GeoGebra no qual é possivel visualizar esses po-
ligonos e, consequentemente, estimar o valor de cada uma de suas raizes. Para isso, acompanhe os passos a seguir:

1. Digite no Campo de Entrada o ponto A = (0, 0).
2. Digite, em seguida, o ponto B = (1, 0).

3. Utilizando a ferramenta Circulo dado centro e um de seus pontos ® , margue primeiro o ponto A e,

e

depois, o ponto B. O programa fornecera uma circunferéncia de raio 1 cujo centro é o ponto A e B, um de seus
pontos.

muﬂﬂmﬂm“__

ORENNOFHANRTER

= gl de Aigetrs .-:;! mnm.nph 2l

- .'i..lr I
Gt

# sy |

|

|

Crédito das imagens, Geogebra

P
@ A=gl 0
. | i 0

. Emraca &

Tela do passo 3.

4. Utilizando a ferramenta Ampliar ‘ @. , clique sobre a circunferéncia até ela se ajustar no espaco disponivel.

5. Crie um controle deslizante de numero inteiro e, caso necessario, nomeie como n. Nesse caso o intervalo
apresentado sera de 3 até 10, modifique para o intervalo de 1 até 10. Para esse controle ndo sera necessario
configurar o incremento.

Contrase Dedlizante u
Hdmeg e
Anguio -
& Inleire Sdeatdne (F9)

intervaks  Cordrole Desizante | Animagho

iy, | 1 mac 10 incremvenlo. 1

[ ok | [ cancels |

L =

Tela do passo 5.

6. Para evitar que o poligono figue muito grande na medida em que aumentamos o valor de n, vamos construir o

seu lado em funcao do raio da circunferéncia e o numero de lados. Para isso, vamos criar o ponto C, assim, no
Campo de Entrada, digite C = (cns( ) SEH(ZE))
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| s e —4— - - 1= o]
m *‘_.!1'1_ J.L.E Thn _.h.,J.l _-l._.- ..l|+ II- %
E5re : &
= g
o hean B =n
:-'*_:' i Pl —— E
Z TN %
E N =)
[} &=
.'II & I'. ' E
|Il L] I'|I'|. o
{—t- IL_T_I.._*_F—L —n-'} - | L e ey T ETNTTTT R R RN ETTTTY

k) - i

IIII |

Q"'k - J

.ﬂf%‘?. __,__-'/
=l

Tela do passo 7 (n = 10).

Esse procedimento pode ser considerado como uma espécie de calculadora para a equacao z" = 1, em que z
€ um numero complexo, n um numero natural entre 3 e 10, e o grafico é a representacao geométrica de todas

as raizes da equacao.
Observe alguns poligonos que podemos formar:

u-l--u-ﬂ-ln-u_ == _l-l_ el g ) S

0 REESORANTE 2 Bl deel ANl ¢

= gy e Smsmm e = = i —— ..n: = e iy R [
| = Fe= =

-E-qn.lql--i-r-l e -“..“-np-l =

o] . - " . -

m“'l | :_-nai |
l:l-luﬂill :-l-lq

g $hs

L R Il‘-...l'ﬂ

AL k) > l
g k "
] 4
¥ = | [] ] ¥

H-““‘HH_“ = = LR
al ~ts eIl ____u'__ '
| L1 LW "4:"""':" o I L (A
S gy g e r— |
= e
[= _ 1
. meeEal

$:

fi

1 ]
& puiti= 1
an

llli

ofss

o catomo

1. Durante a construcio, definimos o intervalo do Controle Deslizante de 1 a 10. Explique o que acontece quando

n=1en = 2. Comoos poligonos sao definidos para n = 3, ao colocar n = 1 oun = 2 aparentemente nao aparece nada que nos dé uma falsa impressdo de que
" nao existe solucdo. Porém, quando n = 1, temos o ponto B como solucdo da equacdo 2 = 1; quando n = 2, temos o ponto B e o ponto C(—1, 0).

2. O ponto C possui uma coordenada baseada em calculos trigonométricos. O que representa a abscissa e a orde-

21\ A absci | imaginari | |
_ - A abscissa representa a parte real, e a ordenada, a parte imaginaria de um nimero complexo
nada do ponto C (m ( ) sen( " guando escrito na forma algébricapara® = 0ek = 1.

3. Ao definir n = 8, o programa fornecera as solu¢oes da equacao z® = 1. Qual é o nome do poligono formado e

quais sdo as solucoes dessa equacao? Veja o Manual do Professor
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CAPITULO 8

Polinomios

Nos anos anteriores vocé provavelmente estudou algumas situacbes que podem ser modeladas por funcoes

polinomiais de dominio real. Vamos relembra-las com alguns exemplos: b c

a) Qual é o perimetro P do retangulo ABCD representado ao lado em funcao de x?
PX)=2x+4) + 2+ 1)=2PX)=4x + 10 (x + 1)
A funcao P(x) & uma funcao polinomial do 1° grau.

lustragdes: Editana de arte

b) Qual é a area, em funcao de x, desse mesmo retangulo ABCD? (x + 4) B

A
A =X+ 4AX+ 1) =AX)=x +5x+ 4 /

A funcao A(x) é uma funcao polinomial do 2® grau.

¢) Qual é o volume, em funcao de x, do bloco retangular representado ao lado?
V(x) = x(10 — 2x)(5 — x) = V(x) = 2x° — 20x° + 50x X
A funcao V(x) é uma funcao polinomial do 3® grau, que ainda nao foi abordada -
nesta colecao. ! (10 = 2x)

Neste capitulo, vamos estudar as funcbes polinomiais de um modo geral, ampliando o que ja foi visto em
funcoes polinomiais de 1% e 2° graus, estendendo para os demais graus e com dominio no conjunto dos nime-
ros complexos.

Definicao de polinémios

Um polinémio na variavel complexa x é toda expressao dada por

=1 = 2
X +a x “+...+ax +ax+a,emaque
n— 2 1 Q

ax +a
n n F

-1

nENea,a E ., a4, a, e a_sao numeros complexos.
n F. 1 0

—ir n—-2¢¥*"

Em um polindmio assim definido, temos:

* a,a _.,a . ..,a,a,a,sao 0s coeficientes da variavel x;

* 0 coeficiente a, é denominado termo independente da variavel x;

* 0 maior expoente de x, com coeficiente nao nulo, € chamado de grau do polinémio. Representando o polind-
mio por P(x), indicamos o grau por gr(P).

Observe alguns exemplos:

a) 2x° — 5x* + 4ix + 1; é um polinébmio de grau 5, em que dy =4 dy= —hassdiad =
b) —3x* + 5+/2x — 2; é um polinémio de grau 2, em que a, = —3,a, = 5J2 ea, = —2

¢) 7,5x + 3; € um polinébmio de grau 1, emquea, = 7,5ea, = 3

d) 8 € um polinémio de grau 0, em que a, = 8, pois o polindmio pode ser escrito como 8x".

Um polindmio de grau n é escrito na forma completa quando todos seus termos, desde o de grau n até o
de grau zero estao explicitados no polindmio; caso contrario, é dito que esta na forma incompleta. Assim, os
exemplos b, ¢ e d estdo na forma completa. Ja o exemplo a esta na forma incompleta. Sua forma completa é
2 + 0x* + 0X — 5x° + 4dix + 1.

Se o0 polinémio dado por anx” +a. 1:«:“ T+ L+ a x+ a, tem grau n, dizemos que a_é o coeficiente domi-
nante desse polindmio.
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p Funcao polinomial

Uma funcao f: C — C definida por f(x) = a x" + a"_ix"_' +..+ax+a,comneN As funcbes polinomiais \
’ . . . do 1% e do 2® grau
ea,a ..., @, @ numeros complexos, &€ chamada de funcao polinomial. 9
L S P > e estudadas no volume 1
} , , , desta colecao sao
Em outras palavras, uma funcao polinomial f: € — C é aquela que a cada x € C as mesmas funcoes
: v Tl Fa =4 : s
associa o polindmioa x” +a__ X'+ ... +axXx + a,. polinomiais a que nos
referimos aqui. Os
Exemplos de funcoes polinomiais: estudos feitos nagueles
capitulos continuam
6 5 3 2 3 ;
a) f(x) =4x" — 3J2x + x — 7x b) g(x) = —x" + 2ix + 9 validos e os teoremas
_ , , ) : o s : e as propriedades que
Cada funcao polinomial esta associada a um unico polinémio e vice-versa. Por soigG astudnd s neste
iss0, a partir daqui, vamos utilizar indistintamente os termos funcao polinomial ou capitulo também valem
pﬂliﬂﬁmit}. para essas funcoes.

Polinomio nulo

Um polinébmio P(x) & chamado polindmio nulo ou polinémio identicamente nulo quando todos os seus
coeficientes sao iguais a zero. Indicamos por P(x) = 0.
De maneira geral:

Como todos os coeficientes do polindmio nulo sao iguais a zero, nao definimos grau do polinémio nulo.

Valor numeérico e raizes de um polinomio

O valor numeérico de um polinémio P(x), para x = «, € o nimero obtido quando substituimos x por a e efetua-
mos todas as operacoes indicadas pela expressao que define o polindmio. Por exemplo:

Se P(x) = X + 2x° — x — 1, o valor numérico de P(x), para x = 2, é:
P2)=2"+2-22-2—-1=P2)=8+8-2—-1=P2) =13

Portanto, 13 é o valor numérico de P(x) para x = 2.

Quando o valor numeérico de um polinédmio P(x) é igual a zero, ou seja, para x = «, temos P(a) = 0, dizemos
que « é uma raiz do polindmio. Assim:

aeéumaraizde P(x) = Pla) =0

Acompanhe outros exemplos:

a) —1 é uma raiz do polindmio P(x) = x* — 2x — 3, pois:
P(-1)=(-1’-2(-1)—-3=0

b) —4 é uma raiz do polindmio Q(x) = x* + 4x° — x — 4, pois:
Q—=4)=(—4Y +4- (-4 —(-4) —4=-64+64+4—-4=0

Observacoes:
Em um polinémio P(x):

e sea =1, Pla) é igual a soma dos coeficientes de P(x). De fato:

P)=a -1"+a . -1""'"+ .. +a-1"+a=a+a . +..+a +a
n n—="1 1 O n 1 O

n—1
e sea =0, Pla) é igual ao coeficiente independente de P(x). De fato:
PO)=a -0"+a _,-0"" '+ ..+a-0 +a,=a,
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___rlgualdade de polinomios

Dados dois polinébmios P(x) e Q(x), dizemos que P(x) € igual a Q(x) se, e somente se, o valor numeérico de P(x)
for igual ao valor numeérico de Q(x), para todo x € C. Indicamos por P(x) = Q(x) ou P(x) = Q(x). Em simbolos, es-

crevemaos:

P(x) = Q(x) & P(a) = Q(w), paratodoa € C

E possivel demonstrar que dois polindmios sdo iguais se, e somente se, seus coeficientes forem ordenadamente
iguais, isto é, os coeficientes de termos de mesmo expoente forem iguais. Esse fato sera bastante Util na resolucao

dos exercicios.

Exercicios resolvidos

1 Dado p(x) = (m — 5)x” + (3m)x’ — 8x — 7, discuta,
Y1 em funcio de m, o grau desse polinémio.

Resolucao

Discutir o grau de um polinomio em funcao de uma
incognita (no caso m) € analisar para quais valores
da incognita o grau do polinomio assume diferentes
valores. Devemos considerar todas as possibilidades.
Assim:

* 0 polindmio p(x) tera grau 5 se m — 5 # 0, isto e,
m+5;

*p(x)teragrau3sem—5=0=m=>5e
3mM#F0=m+#0=m=>5.

Note que p(x) nunca tera grau 1, pois nao ha valor de m
que anule simultaneamente o coeficiente dex’ eo de x".

Calcule os valores de a, b e ¢ para os quais o poliné-
miop(x) =(2a + b)x’+(—a+ 2)x+(a+b—-c)é
identicamente nulo.

P

Resolucao

Um polinémio é identicamente nulo quando todos os
seus coeficientes sdo nulos. Assim:
2a+b=0 (D
PX)=0=1-a+2=0 =a=2 ()
a+b-c=0 (D)
Substituindo a por 2 em (1), temos: b = —4.
Substituindo a por 2 e b por —4 em @, obtemos o valor
dec:c= -2.
Portanto,a=2,b=—4ec=—-2.

Sendo P(x) = x’ + 4x” + ix — 1, calcule:
a) P(3) b)P(i)

P

Resolucao
a) O valor numeérico do polinémio P(x) parax = 3 é:
P(3)=3"+4-3"+i-3-1
P(3)=27+36+3i—-1=P(3)=3i+62

4

&

>

b)Para x = i, o valor numérico de P(x) é:
P =i"+4i"+i-i—1
Pi)==-i—-4-1-1=Pl)=-6-1

Determine o valor de n sabendo que 2 é uma raiz do
polinémio p(x) = x* — (n + 4)x* + 2x* — 6x° — 8.

Resolucao

Se 2 é uma raiz do polinomio p(x), entao p(2) = 0.
Substituindo na expressio, determinamos o valor
de n:

p2) =2°—-(n+4)-2°+2-2°-6-2°-8=0
64— (n+4)-16+16—-24—-8=0
16(n+4) =48=

n=3—4=n=-1

Dados os polinémios P(x) = 2x + 2x —4x + le
Q%) = (a+ 1)x + 2x" + 2bx + 1, determine os valo-
res de a e b para que P(x) = Q(x).

Resolucao

Para que P(x) = Q(x), os coeficientes de cada poliné-
mio devem ser ordenadamentre iguais. Entao:

a+l1=2=a=1e2b=-4=b=-2
Portanto,a=leb = —2.

Considere o polinémio P(x + 1) = 3x° — x + 5.
Determine P(x).

Resolucao

Fazendox+ 1=a,temos:x=a-—1
Px+1)=3x —x+5
P(a@=3(a—-1)—-(a—-1)+5
P(a=3a"—6a+3—a+1+5
P(a)=3a°—7a+9

Substituindo a por x:
PxX)=3x—-7x+9
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Exercicios propostos Ei‘Z‘Limu '

1. Quais das seguintes funcoes sdo polinomios? Justifique. 7. Seja o polinébmio P(a + 2) = 2a”— 3a + 1.
Vieja a secao Resolucoes no Manual do Professor.

a)p(x) = 24/3x" + 1 a) Calcule P(—1) e P(4). P(—1) = 28; P(d) = 3
b)f(x) =5%x —3x +x  +2 b) Determine P(a). P(a) = 2a°— 11a + 15
8. O polinémio C(x) = 0,05x” — 0,5x" + 2x + 180 re-

gx)=x +0,7x — 2i
presenta a estimativa do custo de producao de deter-

1
d)h(x) =5x" —2x* +1 minado produto de uma empresa, em que X corres-
ux)=x"—-6Jx — 8 ponde ao niimero de produtos e C ao custo estimado,
2. Discuta, em funcio de m, o grau do polinémio dado em real. Calcule a despesa da empresa quando:
por p(x) = (m”* — 4)x* + (m + 2)x — 25. a) nao produz nenhum produto; C(0) = &S 180,00
grfp) = 4sem # Zem # —2 b) produz 30 produtos. C(30) = RS 1140,00

3. (Mack-SP) Determine m € R, para que o polindmio

P(x) = (m — 4)x* + (m? — 16)x> + (m + 4)x + 4 seja 9. (Ufop-MG) Sejam os polinémios p(x) = (a+ b)x* — 5
eqx)=-2x'+ (a+ c)x"+ b+ c,emquea, becsio
numeros reais. Suponha que p(x) e q(x) sejam iguais
para todo x € R. Entio, a + b + cvale:

de grau 2. 2 m e Rlgr(P) = 2

4. Determine a, b e ¢ de modo que o polinémio

P(x) = (a + 1)x’+ (3a — 2b)x + c seja identicamente
3

nulo. a=—1;|:|=—?1:={] a)—7 c) —2
5. Sendo P(x) = X — 2x + 1, calcule: b) _% wd _%
a)P(i) —4
b)P(1 + i) 1 10. Dado o polinémio P(x) = x” + x° + mx + n, de grau 3,
AP — i) -2 e sabendo que P(—1) = 0e P(1) = 0, calcule P(2). ¢
6. Sabendoque P(x) = x+ (a— 2)x’ + (b — 4)x — 3 11. SejaP(x) = 5x° — 8x" — (n” + 4)x — 15, determine os
admite 1 e —1 como raizes, calcule os valoresdea e b. possiveis valores de n € C para que se tenha P(1) = 3.
a=5%eh=3 n=<5Soun=>5i

Adicao, subtracao e multiplicacao

de polinomios

A adicao, a subtracao e a multiplicacao de polindmios geralmente sao estudadas no Ensino Fundamental e sao
utilizadas em diversas situacoes na Matematica. Vamos retomar essas operacoes por meio de exemplos.

a) Adicao de polindmios
Sendo P(x) = 2x° 4+ 5x” + 3 e Q(x) = x* + 4x — 4, temos:
PX) + Q) =2+ 5 +3+x +4x — 4
P(x) + Q(x) = 2xX° + 6X° + 4x — 1

b) Subtracao de polinémios
Sendo P(x) = —2x* + 3x* + 2x e Q(x) = —x” + 2x* + 4x* — 5, temos:
P) — Q) = —2x" + 3¢ + 2x — (=X + 2x" + 4x° — 5)
P —QX) = -2+ 3¢ + 2x+xX — 2X' — 4 + 5
PX) — Q) =x — 4" — X + 2x+ 5

¢) Multiplicacao de polinémios
Se P(x) = 3x" — 4x + 1 e Q(x) = 2x — 3, temos:
Px) - Q(x) = 3x" — 4x + 1) - (2x — 3)
P(x) - Q(x) = 6x° — 9% — 8" + 12x + 2x — 3
P(x) - Q(x) = 6x° — 17x* + 14x — 3

202 Unidade 4 » Tépicos de Algebra



d) Multiplicacao de constante por polinémios
Sendo P(x) = x> — 3x" + 8% + 5x° — 2 ek = —3, temos:
k-Px)=(=3)-(x —3x" + 8x + 5 — 2)
k- PX)=(=3) % +(=3)- (=3x) + (—3) - 8% + (=3) - 5x" + (—3) - (—2)
k- P(x) = =3 + 9x* — 24x° — 15x° + 6

Assim, para adicionar ou subtrair polindmios fazemos a reducao de termos semelhantes. Ja no caso da mul-
tiplicacdo de polinémios, primeiro aplicamos a propriedade distributiva para em seguida adicionar os produtos
obtidos. Finalmente, para a multiplicacdo de um polindmio por um numero real, devemos multiplicar cada termo
do polindmio por esse numero real.

Em relacao aos graus dos polindmios resultantes dessas operacoes, temos que, dados os polindmios P(x) e Q(x)
e o numero real k:

e gr(P = Q) = maior valor entre gr(P) e gr(Q)
e gr(P-Q)=gr(P) + gr(Q)

Exercicios resolvidos

7 Considere as funcoes polinomiais A(x) = x* + 2x* — 3 Resolucio

e B(x) = x* + x + 1. Calcule:
) A(X) + B(x) Eliminando os parénteses e adicionando os termos
semelhantes no 2° membro, temos:
bJAX) - B® eBx — AX)
X—2x+1=ax"+ax+a+bxX+bx+ x+c
AR - BX 2 2
Ix—-2x+1=(@a+bx+(@+b+cx+(a+c
Resolucao Igualando-se os coeficientes correspondentes:
a) Calculamos a soma adicionando os coeficientes atb=1
dos termos semelhantes: a+b+c=-2
4= —
A +BE =K +2¢ -3 + X +x+ 1) i E =l
A +BE) =x*+2%-3+x+x+1 Resolvendo o sistema, obtemos:
A® +BE =x+3x"+x—2 a=4,b=-3ec=-23.
b) Calculamos a diferenca subtraindo os coeficientes
dos t lhantes: Sabendo que A 0 B .o omt 1D calcule
0s termos seme es: x4  x—1 33—
AX)-B)=+2x"-3)—-(x"+x+ 1) AeB.
AX)-B@=x+2x-3-x—-x-1
A -BX=xX+xX-x—-4 Resolucao
B(x) —AX) = +x+1)—(x +2x — 3) Ax—-1)+Bx+4 _ _S5x+10 _,
Bx) —A®) =X +x+1-x — 28 +3 (x +4)x =1 x* +3x—4
Bx) —AX) =—x"—-x*+x+4 :}Ex—ﬁ+E:{+4B: 5x + 10 1=
x+4)Ex-1) x> +3x—4
c) Calculamos o produto aplicando a propriedade
distributiva da multiplicacao: - A+ Bx+ (CA+AR) _ _Sx+10
ISEIDUTVa pricaeac: x+4)(x-1) x* +3x—4
A(xil ' BEK) = (x° +42XZ —3) [Xz: * -Z 1) = Observeque (x + 4)(x— 1) =x" + 3x — 4.
=X +x+% +2x' + 2 + 2 ~ 3~ 3x—3 Como os denominadores sdo iguais, temos:
AX) B =x+3x"+3x —-x—-3x-3 (A+B)x+ (—A + 4B) = 5x + 10
= —
Igualando os coeficientes: joet B9
Calcular a, b, ¢, sabendo-se que |-A+4B =10
x —2x+l1l=a(@ +x+1)+ (bx+c) x+1) Resolvendo o sistema, obtemos: A= 2e B = 3.
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Exercicios propostos

12. Considere um pedaco de cartolina retangular de
lado menor 20 cm e lado maior 30 em. Retirando-
-se 4 quadrados iguais de lados x cm (um quadrado
de cada canto) e dobrando-se na linha pontilhada,
obtemos uma pequena caixa retangular sem tampa
conforme o esquema a seguir.

. 30 cm
xem | T

Hustragdes: Editaria de arte

E E 20 cm

Determine o polindmio na variavel x, que representa

S

o volume, em centimetro cubico, dessa caixa.

Vix) = 4x" — 100x" + 600x
13. A figura a seguir representa uma peca formada a par-
tir de um bloco retangular de cuja extremidade supe-

rior direita foi retirado um cubo de aresta x.

-

Determine: . .
L Vix) = —x + 15
a) o polinébmio que representa o volume da peca;

b) o volume da pecasex = 2 cm. V = 52 em’

14. Qual é a soma dos coeficientes do poliné6mio
P(x) = (2x" — 1)°?1

m=—4
n=-—25

AR =x-3x+1,Bx)=x+4)(2-5x)ep = _%

C(x) = mx” + (n + 4)x — 2p. Determine m, n e p de
modo que A(x) + B(x) = C(x).

15. Considere os polinémios:

16. Determine o polinOmio que ao ter o polindmio
A(x) = 2x° — x" — 4x + 5 subtraido resulta no poli-
nomioB(x) =X + 3x—1.2¢—x+4

17. Efetue e ordene segundo as poténcias decrescentes
de x cada um dos seguintes polinémios:

a)P,(x) =5x + 1 — [(x + 1) —=x(3 — x)’ ]
P(x) = x* — 7’ + 12x

DIPD = 4(;; . l](l s 3{) P
2 2\3
P.() = 6K+ 11x — %
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Escreva
no caderno
18. Dados os polinomios P (x) = X+ 1, P(x) =x+1

eP.(x) = ax- + bx + c, determine a, b e ¢ para que
P (x) =P,(x)-P,(X).a=1b=—1ec=1.

19. Determine m, n e p, de modo que

(mx*+nx+p)(x+1)=2x"+3x"—2x - 3.
m=2n=1p=-3

20. Determine A, B e C, sabendo que: 4 % :

5—3x =§+ B 4 C _
X—23

X — 5x° + 6x X X—2

o -
E'E_ k- 3

21. Dados os polinémios P(x) = 5x° —3ieQ(x) = ix + 4
e sendo i a unidade imaginaria, determine:
a)P(x) + Q(x) 5+i +4-3i
b) Q(x) — P(X) (i— 5’ + 4+ 3i
c) P(x) - Q(x) sk’ + 23 — 121
d)2-P(x) +3-0Q(x) (10 + 3 + 12 — 6i

22. (UECE) Se a expressao algébrica x° + 9 se escre-
ve identicamente como a(x + 1)+ b(x + 1) + ¢
onde a, b e ¢ sdo numeros reais, entdo o valor de
a—Db+cé:

a)9 c) 12
b) 10 xd)13

23. (FEI-SP) A soma de dois polinomios, P(x) + Q(x), é
um polinémio de grau 6 e a diferenca P(x) — Q(x)
¢ um polinémio de grau 4. E vilido afirmar-se que:
a) A diferenca Q(x) — P(x) tem grau 6.

xb)P(x) e Q(x) tém 0 mesmo grau.
c) P(x) tem grau 5.
d)Q(x) tem grau 4.
e) P(x) tem grau 4.

+ 1 -1
24. (Uniderp-MS) Se P(x) = det g ) °
—X—3 X1

um polinémio, entao P(2) € igual a:

a) 10 d) 18
xb) 13 e) 20
c) 16

25. (UFPel-RS) Sejam as constantes reais k, m e n, tal que
bt ~x—3 kK L, _m
9 — x+1

- + & entdo pode-
X —X X

-se afirmar que:
a)2(k+m+n)=k-m-n
b)2(k+m+n)=-k-m-n
x0O)k+m+n=k-m-n
dk+m+n=-2k-m-n
e)k+m+n=2k-m-n



Divisao de polinomios

No Ensino Fundamental vocé provavelmente estudou a divisao de numeros inteiros e suas propriedades. Por
exemplo, ao dividir 7 por 2, obtemos 3 e resto 1. Podemos escrever 7 =2 - 3 + 1 e 1 < 2, ou seja, o resto € menor

gue o divisor.

A divisao de polindmios segue ideia semelhante. Assim, dados dois polindmios A(x) e B(x), com B(x) nao nulo,
dividir A(x) por B(x) significa determinar dois polindmios Q(x) e R(x) que satisfacam as seguintes condicoes:

e A(x) = B(x) - Q(x) + R(x)

* gr(R) < gr(B) ou R(x) = 0

Nesse caso, A(x) é o dividendo, B(x) € o divisor, Q(x) & o quociente e R(x) é o resto.
Quando R(x) = 0, ou seja, a divisao é exata, dizemos que A(x) é divisivel por B(x), ou que B(x) € divisor de A(x),

ou ainda que B(x) divide A(x).

Para realizar a divisao de polinébmios podemos utilizar diversos métodos; alguns deles serao estudados a seguir.

) Método da chave

O metodo da chave € o mais geral para realizar a divisao de polindmios e é semelhante ao processo de divisao

de nameros inteiros. Por exemplo, vamos dividir 547 por 25:

547|25 547|25 547 |25
2

50 2 =50 2

47

547 |25

-5 21
47
P

547 |25

—-50 21
47
—d5
22

Logo, ao efetuar a divisao 547 : 25, obtemos quociente 21 e resto 22. Observe que: 547 = 25 - 21 + 22

e 22 < 25.

Com polinbmios, a ideia é a mesma. Acompanhe a sequéncia de passos a sequir para obter o quociente Q(x) e
o resto R(x) da divisdo do polinémio A(x) = 2x° + 4x” + 3x — 6 por B(x) = x° — x.

Sequéncia de passos Exemplo

12) Escreva os polindmios (dividendo e divisor) em ordem dividendo divisor

decrescente de seus expoentes e complete-os, quando : ) 5 i ;

necessario, com termos de coeficiente zero. 2 +4x° +3x— 6 X — X
2°) Divida o termo de maior grau do dividendo pelo de maior 2x° +4x" + 3x — 6 e |

grau do divisor (o resultado sera um termo do quociente). 2%

2 +4x" +3x— 6 X — X
32) Multiplique o termo obtido no 2° passo pelo divisor e 3 5
} _ —2%" + 2% i
subtraia esse produto do dividendo.
6x° +3x— 6

4°) Se o grau da diferenca for menor do que o grau do 23 4 A4 I — B Sy

divisor, a diferenca sera o resto da divisao, e a divisao 5 ;

terminara aqui. Caso contrario, repita o 2° passo, —2x" + 2% 2x + 6

considerando a diferenca como um novo dividendo, 6x +3x— 6 quociente

até que o grau da diferenca seja menor do que o grau ik

do divisor ou até que a diferenca seja igual a zero

(polinémio nulo). 9x—6

ikl
resto

Portanto, no exemplo dado, A(x) = 2x° + 4x* + 3x — 6, B(x)

x* —x, Q(x) = 2x + 6 e R(x) = 9x — 6.

Além disso, 2x> + 4x° + 3x — 6 = (x> — x) - (2x + 6) + (9x — 6) e 0 grau do resto & 1, menor do que o grau

do divisor, que é 2.
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P Método dos coeficientes a determinar

Esse método, também conhecido como método de Descartes, consiste em encontrar os coeficientes dos
polindmios quociente e resto utilizando a identidade A(x) = B(x) - Q(x) + R(x), considerando que:

* 0 resto é nulo ou seu grau é menor gue o grau do divisor;
0 grau do quociente € igual a diferenca entre o grau do divi-
dendo e o grau do divisor.

Por exemplo: Qual é o polinémio quociente e o polinémio
resto da divisdo de A(x) = 2xX° — 9x” + 5x por B(x) = x* — 4x?

O grau do quociente é igual a grfA) — gr(B) =3 -2 = 1.
Logo, Q(x) = ax + b.

O grau do resto é, no maximo, igual a 1, pois gr(R) < gr(B),
isto é, gr(R) < 2. Logo, R(x) = cx + d.

Agora, usando a identidade A(x) = B(x) - Q(x) + R(x), temos:

2¢ — 9" + 5x = (X" — 4x) - (ax + b) + (cx + d)
2 — 9" +5x =ax — 4dax’ + bx’ — 4bx + ox + d
2¢ — 9 + 5x=ax + (—4a + b)x’ + (—4b + o)x + d

Por igualdade de polindmios, temos o sistema:

fa =2
¢ —4a+b=-9
—-4db+c=5
=il
Resolvendo o sistema, temos:a=2,b=—-1,c=1ed=0.

René Descartes, 1596-1650, matematico e filésofo francés.

Portanto, Q(x) = 2x — 1 e R(x) = x.

Exercicios resolvidos

1 1) Determinar o quociente Q(x) e o resto R(x) da divisao Resolucio

deA)=x'—7x"+9x—1porB(x) =x° + 3x — 2,
utilizando o método da chave. Para que A(x) seja divisivel por B(x), o resto deve ser
~ nulo, isto é, R(x) = 0.
Resolucao

Como A(x) é de grau 3 e B(x) € de grau 1, o quociente

O polinémio A(x) € incompleto, pois ndo tem o ter- sera da forma Q(x) = ax” + bx + c e podemos escre-

3 aqw F .
mo x . Para utilizar o método da chave, precisamos

ver:
completa-lo, incluindo o termo x* com coeficiente 0.
Assim: AX)=0() -B(x) + R(x)
A =x"+0x - 7x +9x -1 m-1DF—mx+2m+1=(ax’+bx+)(x+1)
X +0x—-7x + 9x —1|x*+3x—-2 (m—]}f—mx+2m+1=
= 3 42y 2 Sera =ax’+(a+b)xX*+ (b+c)x+c
—-3x —5x + 9x —1 Igualando os coeficientes e fazendo @ - @ e
+3x" +9x° — 6x (1) = (IV), respectivamente:
4x* + 3x -1 a=m-1 @
—4x — 12x +8 jatb=0 @ _ {aﬂ::m , %
e a—c=-—m-—
—9x+ 7 b+e¢c=—-m @
Portanto, Q(x) =x —3x+ 4eR(x) = -9 + 7. c=2m + 1 @
pﬂetermjne m (m # 1) de modo que o polindémio pnaandait s Eqﬂﬂgﬂﬂﬂ@&@:
\ A(X) = (m — 1)x — mx + 2m + 1 seja divisivel por m=-m-2=2m=-2=m= -1
B(x)=x+ 1. Portanto, m = —1.
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®

Determinar o quociente e o resto da divisdo de A(x) = 5x  + 2x" — 4" + 6 por B(x) = x* — x + 3, utilizando o mé-

todo dos coeficientes a determinar.

Resolucao

O grau do quociente € dado por:

gr(Q) =gr(A) —gr(B) =gr(Q) =4—-2=2
Q(x) = ax” + bx + c.

Entao Q(x) € da forma gr(R) < gr(B); logo, o resto tem grau maximo igual a 1 e € da forma:

R(x)

Aplicando a definicao de divisao:

=dx +e

A(x) = B(x) - Q(x) + R(x)

SX '+ 2 =45 +6=(xX —x+3)(ax" + bx + ¢) + (dx + e)
5x'+2x —4x +6=ax' +bxX + X’ —ax’ —bx' —cx+ 3ax"+ 3bx+3c+dx+e
5+ 2 —4x +6=ax'+ (b—a)X + Ba—b+c)x*+ Bb—c+d)x+ (3c+e)

Igualando-se os coeficientes, temos:
a=3
b—a=2=b=7

i13a—-b+c=—4=3-5—-7+c=—4=3c=-12
b=+ d=0=23-T—(—1D+d=0=2d=~-

| 3c+e=6=3-(—12)+te=06=e=42

Portanto, Q(x) = 5x" + 7x — 12 e R(x) = —33x + 42.

Exercicios propostos

26.

21.

28.

29.
30.

Utilizando o método da chave, determine o quociente
e o resto das divisoes de polinomios a seguir.

a) (3 —4x —5x —8x" +30x—20): (x — 2)
b) (4x’ +6x° —2x+4):(2x— 1)

)BxX’+x —-10): (x+2)
dBx+1):(2x+1)

Verifique se o polinémio A(x) = 3x" + 5x" + 8x — 2
é divisivel pelo polinémio B(x) = x~ + x. Justifique

sua resposta. MNao, A(x) nao é divisivel por B(x), pois o resto da divisao de
Alx) por B(x) é iqual a —2, ou seja, diferente de zero.

Utilizando o método dos coeficientes a determinar,
calcule o quociente e o resto das divisoes de poliné-

mios a seguir.
5 5 3 Q=3x+1eR{x)=x—2
a) (3x +13x +5x-2): (x" + 4x%)

b) (x’ — 6x" — 2x + 40) : {x+3]D{x}-i359;+15e

) 2x +9x +5x—4) : (2x+3)
Q) =% +3x— 2eRx) =2
Mostre que x° + a’ é divisivel por x + a.
Vieja a secao Resolucoes no Manual do Professor.
Efetue as seguintes divisoes pelo metodo da chave.

a)4a’ — 2a* + 5a — bpora—1;0(=4a"+2a+ 7eR) =1

b)x’ + 3x" — 6x + 8 porx + 2;
Q)=x'—2¢ + &’ —x+4eRl)=10

31.

32.

33.

34.

35.

Escreva
no caderno

Efetue a divisao do polinémio a” — 3a* —2a + 5 pelo
polinémio a® — 1 + 3a. Qfa) = — 3a° + 9a — 29
R(a) = 94a — 24

= 2x* — 6x + 1,
B(x) =x + 2e C(x) = x — 1, calcule o quociente
eorestodadivisao (A + B) : C.Qlx)=3x—3eR( =0

Dados os polindmios A(x)

Dividindo um polindémio A(x) por B(x) =x* — 3x + 1,
obtemos quociente Q(x) =x + leresto R(x) = 2x + 1.

Determine o polinomio A(x). A(x) = »* — 2" + 2

Determine p e g, de modo que o resto da divisao de
AR)=x+px — X +qgx+1lporBx) =x"+x+1
sejaigualax + 2. p=0eq=-2

(UFRN) Se A, B e (C siao numeros reais e
P(x) =X — 7% + 2x + 4 dividido por Q(x) = x* — 8
deixa oresto R(x) = Ax” + Bx + C, pode-se afirmar que
4A + 2B + C éigual a:

a)8 26.2) Q) =3+ 2 — ' — 10x + 10eR{x) =0
h}[}l{ﬂ=2x +-fh'.+ieﬂl[} 5

h}lﬁ c) I[x}=31—Ex + 138 — 26k + 52eR(x) = —114

xe) 12 d) Q) =dx’ — 2x + 1eRi) =0

d)20
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P Divisao de polinéomios por binémios

na formax — «

Neste topico, nosso objetivo é explorar algoritmos e propriedades relacionadas ao quociente e ao resto da
divisdo de um polinédmio P(x) por bindmios na forma x — «, com a € C.

Estudar as divisées de polindbmios para o caso particular quando o divisor € um binémio de grau 1 com coe-

ficiente dominante igual a 1 é Util nos estudos subsequentes de polindmios e equacdes polinomiais, assunto do

proximo capitulo.
Na divisao de um polinémio P(x) de grau n por um bindmio do tipo x — a, temos:

0 grau do quociente Q(x) deve sern — 1, pois: gr(Q) = gr(P) — grix — a) = gr(Q) =n — 1

e R(x) =k, ke&C, k #0ouR(x) = 0 (polinébmio nulo), pois o grau do resto deve ser menor do que o grau do
divisor, que é 1.

D Teorema do resto

Inicialmente vamos enunciar e demonstrar o teorema do resto, fato que ira auxiliar nos calculos das divisdes
de polindmios.

O resto da divisao de um polindmio P(x) por x — a @ igual a P(w).

Em outras palavras, o teorema do resto diz que o resto da divisao de P(x) por x — a é igual ao valor numérico
desse polinémio para x = «.

Como o resto da divisao é independente de x, ou seja, € igual a uma constante, chamaremos R(x) de r.
Sabemos que P(x) = (x — «) - Q(x) + .
Se x for igual a raiz do divisor, isto €, x = «, temos o seguinte valor numérico para P(x):

Pla)=(a—a) - Qla) + r=Pla)=0-Qla)+r= Pla)=r

Por exemplo, vamos calcular o resto da divisdo de P(x) = x* + 4x + 5 pelo bindmio do 12 grau B(x) = x — 1.
Utilizando o método da chave, temos:

X +4x +5|x — 1
24 % - Lngcr}, R(x) I=I1I‘J. |
AraizdodivisorB(x) =x—1éx=1.
5X + 5 E o valor de P(x) parax = 1 é:
—Ei B P(1)=1"+4-1+ 5= P(1) =10.
10

Uma consequéncia do teorema do resto € o chamado teorema de D'Alembert:

Um polinémio P(x) é divisivel por (x — a) se, e somente se, « &€ uma raiz de P(x).

Demonstracao
Temos duas implicacoes para provar:
* se P(x) é divisivel por x — «, entao r = 0. Mas, pelo teorema do resto,
r = P(a), logo, P(a) = 0. Portanto, a € uma raiz de P(x).

* se a @ uma raiz de P(x), temos que P(a) = 0. Mas, pelo teorema do resto,

r = P(a), logo, r = 0. Portanto, P(x) é divisivel por x — a. Jean Le Rond D'Alembert, 1717-1783,
matermatico francés.
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p Dispositivo de Briot-Ruffini

O quociente e o resto da divisao de um polindmio P(x) por um bindmio na forma x — « podem ser obtidos por
meio de um método pratico, chamado de dispositivo de Briot-Ruffini, que consiste em efetuar a divisao fazendo

calculos com os coeficientes.

Observe, como exemplo, a divisao de P(x) = 2x° — 7x° + 4x — 6 por x — 3.

L (-1D-3+4=1 ) ¢{

. . da _ o
Ze . s
1%) Colocamos a raiz do divisor seguida dos coeficien- divisor coeficientes do dividendo
tes do dividendo, em ordem decrescente dos ex- : i *
poentes de x do polindmio na sua forma completa. 3 | 2 —7 4 gl
3 2 -7 4 —6
29) Repetimos, abaixo da linha, o primeiro coeficiente
do dividendo. l
2
+
3%) Multiplicamos o coeficiente repetido pela raiz do 3y 2 —7 4 —6
divisor e adicionamos o produto com o segundo B l
coeficiente do dividendo, colocando o resultado o
abaixo. 2 =¥
{23+ (-7)=—1
+
/”-!_—___ Sl H'\
49) Multiplicamos o numero colocado abaixo do se- 3 : i 3 -0
gundo coeficiente pela raiz do divisor e adiciona- T l l
mos o produto com o terceiro coeficiente, colo- -ﬁ\ ) 1 1 3
cando o resultado abaixo e, assim, sucessivamente. \_\R_ o :" p
X J A
-..___d_l:l' = -

59) Separamos o ultimo numero formado, sendo esse
o resto da divisdo; os nimeros que ficam a es-
querda sao os coeficientes do quociente.
Portanto: Q(x) = 2x° — x + 1 e R(x) = —3.

coeficientes do quociente

Capitulo 8 + Polindomios
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Exercicios resolvidos

| B¥ Determine o valor de a para que o resto da divisdo
" de P(x) = x" + ax — 3 porx — 2 seja 8.

Resolucdo

Araizdodivisoré:x—2=0=x=2

Usando o teorema do resto, temos:

P2 =(2Y+a-2—-3=8=4+2a—-3=8=
?

:}Ea=?:’:a=§

p Determine os niimeros reais a e b de modo que o po-
linémio P(x) = 3x” — 4ax” + x + b seja divisivel por
(x — 1) e que dividindo por (x + 2) dé resto —42.

Resolucao

Como P(x) deve ser divisivel por x — 1, temos que
P(1) = 0. Entéo:
P(1)=0=3-1"—-4a-1"+1+b=0=
=—-4a+b=-4 (1)
Como o resto da divisiao de P(x) por x + 2 deve serigual
a —42, pelo teorema do resto, P(—2) = —42. Entao:
P(-2)=-42=3- (-2 —-4a-(-2)°+ (-2) +
+b=—42=-16a+b=-16 (1)
As equacoes @ e @ formam o sistema a seguir:
{—43 +b=—-4

—16a+b=-16
Resolvendo o sistema, temos:a=1eb = 0.

@Determin&, utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini,
0 quociente e o resto da divisdo de

P(x) = 5x° — 4x + 2 por (3x — 1).
Resolucao

Sejam Q(x) e r, 0 quociente e o resto da diviséo. Entéao:

PE)=03x—-1)-Qx) +r,

P(x) = (x s %] . 30(%) + I,

Como o binémio original nio tem a forma (x — a),

dividimos P(x) por (x—%) e, no final, dividimos

por 3 os coeficientes para obter o quociente Q(x)
da divisdo.

Lls -4 2
s D@Dy
4 5.%_4:_%
Quociente: Q(x) = %x - %
Resto: R(x) = %

Exercicios propostos

36. Sabendo que o polinomio A(x) é divisivel por
B(x) = x + 3 e o quociente € Q(x) = 4x — 1, calcule
AGD. A =4 +11x -3

37. Considere o polinomio de coeficientes reais
P(x) = 2x* + Ax’ — 5x° + Bx + 16. Sabendo que
P(1) = 15 e P(—2) = 0, calcule o quociente de P(x)

pelo binémio D(x) = x + 2. Q) = 2 — 5x + 8

38. Dé oresto da divisdiode P(x) =x + 7x — 2x + 1 por:
ajx — 3 b)x + 3 c)2x+5
r =85 r=43 273
39. Determine k, de modo que o polinémio '~ 3~

P(x) =x —x + kx — 1 dividido por:
a)x — 1déresto4;5

3
b)2x — 3 dé resto —1. e

40. Determine m € R para que o resto da divisao de

P(x) = x — X + mx + 1 por x — 2 seja positivo.

] 5={mEH|m}—E}
210 Unidade 4 » Topicos de Algebra -

Escreva
no caderno
41. Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini, calcule o

. da-divisho de: Veja a secao Resolucdes no
quociente e o resto da divisao de: ...l do Professor

a)P(x) =x"—5x +2x +3x— 1lpor(x—2)
b)P(x) =2x"—x —1por(x—1)

c)P(x) =4x" —5x" + 1por (x— 1)

dPX) =x —-2x+1 por (2x — 3)

42. (UEL-PR) Se o resto da divisao do polinémio

p=X —4x —kx— 75 por (x — 5) é 10, o valorde k é:

a)—5 b) —4 )5 d) 6 xe) 8
43. Qual o resto da divisdo do polinomio
I £ %
Px)=|1 g g% |porx—Db? R=0

1 b b

44. Mostre que x — 5 é um fator de
P(x) = x” — 10x” + 31x — 30 e calcule o quociente

de P(x) por (x — 5).
Q) =x"—5+6



) Divisao de polindmios pelo produto

(x —a) - (x — B)

Até agora estudamos alguns teoremas e meétodos para realizar divisbes de
polinémios por bindbmios da forma (x — «). Agora vamos estudar como esses

teoremas podem auxiliar na divisao de polinémios por um produto de binémios da
forma (x — a)(x — B). Para isso, vamos relembrar os teoremas abordados até aqui:

* (O teorema do resto diz: o resto da divisao de um polinémio P(x) pelo binémio
(x — ) € igual a Pla).

e O teorema de D'Alembert diz: um polinémio P(x) é divisivel por (x — «) se, e
somente se, a € uma raiz de P(x), ou seja, P(a) = 0.
A partir destes teoremas podemos enunciar o seguinte teorema:

Se um polinémio P(x) é divisivel por (x — a) e por (x — B), com a # B, entao
P(x) & divisivel pelo produto (x — «) - (x — B).

Demonstracac

Sendo P(x) divisivel por (x — «) e por (x — B), temos P(«) = 0 e P(B) = 0.
O resto da divisao de P(x) por (x — ) - (x — B) é da forma R(x) = mx + n, pois
o divisor (x — a) - (x — B) € do 27 grau. Logo, sendo Q(x) o quociente dessa
divisdo, temos:

P =x—-a)-x—B)-Qx) +mx+n

Substituindo x por « e por 8, obtemos: RixJ

Pla)=(a—a) - (a—pB)-Qla) + ma+n=ma +n
PR =B-a)-B—-PB)-QB)+mB+n=mB+n

E, sendo P(a) = P(B) = 0, temos o sistema:
ma+n=0
{m[:‘. +n=0
Portanto, R(x) = 0 e o polindmio P(x) é divisivel por (x — a) - (x — B).

= asolucioém=n=20

Observacoes:

e A reciproca desse teorema é verdadeira, ou seja:
“Se P(x) é divisivel por (x — a) - (x — B), entao P(x) é divisivel por (x — «) e &
divisivel por (x — B).”
« (O teorema pode ser generalizado para um numero finito de fatores
=), e = d) x—a), ..., K—a)

coma,, @, & , a_ distintos dois a dois.

3 e

___Exercicius resolvidos

[P Determine a e b, de modo que P(x) = x” + ax” + bx + 10 seja divisivel por (x — 1) - (x — 2).

Resolucao

P=0=1"+4+a-1"4+b-1+10=0=a+b=-11
P2)=0=>2"+a-22+b-24+10=0=2a+b=-9
a+b=-11

Resolvendo o sistema ,obtemos:a=2eb=-13.
2a+b=-9

Capitulo 8 + Polindomios

Pela reciproca do teorema, se P(x) é divisivel por (x — 1) - (x — 2), entao € divisivel por (x — 1) e por (x — 2).
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p Sabendo que —1 € uma raiz do polinémio
P(x) = x — 3x" — x + 3, fatore P(x) e determine, se
existirem, as outras raizes.

Resolucao

Como —1 é uma raiz de P(x), entdao P(—1) = 0e P(x)
é divisivel por (x + 1).

Vamos dividir P(x) por (x + 1), usando o dispositivo
de Briot-Ruffini:

-1 |1 -3 -1 3
'z =4 g | o
cneﬁcient; de Q(x) resto

O quociente ¢ Q(x) =x"—4x + 3eoresto éR = 0.
Logo, P(x) = (x+ 1) - (x* — 4x + 3).

Para encontrarmos as outras raizes, fazemos P(x) = 0:
Px)=0=>(x+1)-x —4x+3)=0=x+1=0
oux  —4x+3=0

Aequacaox + 1 =0temraiz —1 (conhecida do enun-
ciado) e a equacdo x” — 4x + 3 = O tem raizes 1 e 3.

Portanto, as raizes de P(x) sao —1, 1 e 3 e sua fatora-
cioe:PX=x+1)-x-1)-x—3)

Observacao:

* Se x' e x” sdo as raizes do trinomio do 2" grau
y = ax + bx + ¢, entfio sua fatoracio é:
y=a(x—x)-(x—X").

@ Um polinomio P(x) deixa resto 4 quando dividido por

X — 1 eresto 12 quando dividido por x — 2. Determine o
resto da divisao de P(x) pelo produto (x — 1) - (x — 2).

Resolucdo

Pelo teorema do resto, temos P(1) =4 e P(2) = 12.
Como o produto (x — 1) - (x — 2) tem grau 2, o resto
da divisao de P(x) por ele tem, no maximo, grau 1. En-
tao, R(x) = ax + b.

Sendo Q(x) o quociente da divisio de P(x) por

(x—1) - (x— 2) e R(X) o resto, temos:

R(x)
P(x) =[(x—1) - (x—2)] Q) +ax+b
Fazendo P(1) = 4 e P(2) = 12, temos:
P(1)=[(1-1)-1—-2)]-Q(1)+a-1+b=4
PR =[(1-2)-2-2)]-02)+a-2+b=12
Das equacoes acima, temos o sistema:
a+b=4
{23 +b=12

Portanto, o resto da divisao é R(x) = 8x — 4.

— a=8eb=-4

Exercicios propostos

45. Decomponha em fatores do 1° grau os polinomios a
seguir.
a)4x" —11x— 3 }d)xz— 10x + 25 (x — 5V
b)3x" —7x+ 2 3 x—%]- k=2 )X +1=0@K+i) (x—1i

f)2x" +18=0
(x + 3i) - (x — 3i)

46. O polinémio P(x) = x° — 4x — 3 é divisivel por (x + 1).

4 x+l] =13
4

)X —25(k—5)-(x+5)

Expresse P(x) como um produto de dois fatores, sen-

do um deles o bindmio (x + 1). P(x) = (x + 1) - (x' —x — 3)

47. (UFMS) Sabe-se que o polinémio

P(x) = x’ — 6x° + mx + n é divisivel por

(x + 1) - (x — 2). Determinar o produto m - n. 30

48. Um polinomio P(x) quando dividido por (x — 1) deixa
resto 2 e, ao ser dividido por (x — 2), deixa resto 1.

Qual o resto da divisaode P(x) por (x — 2) - (x — 1)?
¥4+ 3

49. Determine m e n para que o polinomio
P(x) =2x"—x + mx + 2nseja divisivel porx” —x — 2.

Sugestdo: facax —x— 2= (x— 2)(x + 1).
m=—J/en=2

212 Unidade 4 » Tépicos de Algebra

Escreva
no caderno

50. Um polinémio P(x) dividido por (x — 1) daresto 2, por
(x — 2) daresto 1 e por (x — 3) da resto —4. Calcular o
resto da divisdo de P(x) por (x — 1)(x — 2)(x — 3).

— 26" + 51— 1
51. (Uespi-PI) Qual o resto da divisio do polinomio

x° +x° + x’ + x* + x pelo polinémio x* — x?
a)x* + 3x c)3x” + 2x e)2x” + x
X b)2x” + 3x d)x” + 2x

52. Calcule a e b para que o polindmio

P(x) =x + 2x + (a + 5b)x + (a + 2b) seja divisivel
porx —xX.a=2eb=—1

53. (Unioeste-PR) O capital livre para investimentos, ou
o capital de giro, de uma empresa (C) em funcio dos
anos (t) de sua existéncia no mercado pode ser des-
crito pela funcio C(t) = t° — 14t° + 56t — 64. Sabe-se
que no 4° ano a empresa apresentou um capital de
giro igual a zero. Os demais anos, nos quais a em-
presa apresentou um capital de giro também igual a
Zero, somam

a) 8. % c) 10.
b) 5. d) 7.

e) 11.



Conexoes , Saude

54. O mosquito Aedes aegypti € conhecido como o transmissor do
virus da dengue. No entanto, a partir de 2014, outros virus
transmitidos pelo mosquito foram descobertos no Brasil. Um
deles € o Zika Virus, que, de acordo com alguns estudos, pode
estar associado com o aumento dos casos de microcefalia no
pais. Algumas epidemias podem ser modeladas quantitativa-
mente por funcoes polinomiais, auxiliando na analise de sua
evolucao. Leia o texto a seguir a respeito do Zika Virus e faca o

que se pede em cada item.

Zika Virus
19 de dezembro de 2015

Transmitido por um mosquito ja bem conhecido dos brasilei-
108, 0 Aedes aegypti, o virus Zika comecou a circular no Brasilem = Pneus abandonados ao ar livre costumam armazenar agua
2014, mas so6 teve os primeiros registros feitos pelo Ministério da  parada em seu interior, tornando-se criadouros do mosquito
Saude em maio de 2015. O que se sabia sobre a doenca, ate o se- Aedes aegypti.
gundo semestre deste ano, era que sua evolucao e benigna e que
0s sintomas sao mais leves do que o0s da dengue e da febre chikungunya, tambeéem transmitidas pelo mesmo mosquito.

Porem, no dia 28 de novembro o Ministério da Saude confirmou que quando gestantes sao infectadas por este virus
podem gerar criancas com microcefalia, uma malformacao irreversivel do cerebro, que pode vir associada a danos mentais,
visuais e auditivos.

A chegada do virus ao Brasil elevou o numero de nascimentos de criancas com microcefalia de 147, no ano passado,
para mais de duas mil criancas este ano. Por enquanto, na maioria destes casos, a relacao com o Zika ainda esta sendo in-
vestigada. Os casos de microcefalia relacionados a gestantes infectadas pelo virus foram confirmados em 134 criancas que
nasceram com a malformacao. O Nordeste do pais concentra 0 maior numero de registros. |[...]

. e
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Prevencao

Nao existe vacina contra o Zika e o desenvolvimento deste produto pode levar mais de dez anos. Ate 13, a unica forma
de prevenir e evitando o mosquito, destruindo os criadouros, as larvas e usando repelentes. |...]

Sintomas

segundo o Ministerio da Saude, 80% dos infectados pelo Zika nao apresentam sinais da doenca. Enquanto isso, os outros
20% podem ter febre baixa, dores leves nas articulacoes, coceira no corpo, olhos vermelhos e quase sempre tém manchas
vermelhas na pele. Os sintomas costumam durar de trés a sete dias. [...]

Fonte: CRISTINA, Lana. Ministério da Salide explica tudo que sabe sobre o Zika virus. EXAME.COM, 19 dez. 2015. Disponivel em: <http://fexame.abril.com.br/
tecnologia/noticias/ministerio-da-saude-explica-tudo-que-sabe-sobre-o-zika-virus=. Acesso em: 7 jan. 2016.

A(t)
a) De acordo com o texto, de que maneira o Zika Virus e a microcefalia  (em milhares) 4 o |
N ] a) Os casos de
estdo relacionados? 15+ microcefalia aumen-
5 ; : 1 taram no mesmao
b) Em uma pequena cidade do interior comecaram a ocorrer alguns ca- :: | periodo em que o
sos de um novo virus A. Para estudar a nova patologia, os cientistas 5 f‘rhaa ngé‘e};’:;m'ﬁe
fizeram algumas observacoes durante determinado tempo e perce- Muitas gestantes
b dé it d el ia fi LS infectadas com o vi-
eram que o comportamento do virus pode ser modelado pela fun- 101 rus geraram criangas
cdo polinomial dada por A(t) = —x” + 8x" — 20x” + 16x°, em que t gl com microcefalia.

; - . s . Mo entanto, nao se
corresponde ao periodo avaliado, em dias, e A(t) € a quantidade de g4 pode afirmar que
infectados (em milhares) com esse virus. O grafico dessa funcio para ¥ Itf{dE ﬁj&g“gﬁnﬂ‘fu 5
0 =t = 4, esta representado ao lado. 6+ terdo ﬁl:ml_s com

MICroCeianla.
De posse dessas informacoes, responda: i) No terceiro dia de observacio foram infectados 7
_ ) ) 14 mil pacientes. 4+ o
i) Qual € o grau do polindomio que modela a evolucdo do virus A? 0 polindmio Alt) & de 3| P
5 : : : = grau 5. =
ii) Quantos foram os infectados no terceiro dia de observacao? 2+ s
-ua - - - - - intcia da [l 3 Al &
iii) Em quais dias da observacio niio houve infectados? ' Iniclo da observacao (dia 0), 14
no sequndo e no quarto dia. : W A
c) Converse com os colegas a respeito das formas de prevencao das do- 00l 1 2 3 4 5 ¢ t(emdias)
encas transmitidas pelo mosquito Aedes aegypti. Crie uma listagem Fonte: Dados ficticios.

contendo as dicas elaboradas e verifique se todas elas estao sendo observadas em sua casa e na sua comunidade.
Em caso negativo, discuta com seus familiares sobre as acoes que devem ser tomadas regularmente para evitar a
contaminacdo das doencas transmitidas pelo mosquito. Resposta pessoal.
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- Explorando a tecnologia

Graficos de funcoes polinomiais usando o Geogebra
No volume 1 desta colecao estudamos as fungées polinomiais do 1% e do 2° grau, inclusive seus graficos. No
caso das fungdes polinomiais de grau maior que 2, também é possivel tracar o grafico da funcao associada. No
entanto, a curva nao tem um tracado padrao, como nos casos da reta e da parabola ja estudados. Por isso, va-
mos usar o software GeoGebra para conhecer o grafico de algumas funcdes polinomiais de grau maior que 2.

1. No Campo de Entrada, digite 'xA3+xA2+x+1". Com isso, estamos criando o grafico da funcao polino-
mial do 3% grau dada por f(x) = X’ + x* + x + 1.

A tela do GeoGebra ficara semelhante a figura abaixo.

£ A Bt Eabe Coctms Feranes Jevets Apde Erear

Eﬁm Al Uikl alel e sl &

L] lJr_"_'F-'lH'!i EERE T = F Rt SR

g :“:l;:: e e i I|

3 |

E |

-E 1

2

5 ,
il . Observe que o grafico da funcao f(x) intersecta
0s eixos coordenados em dois pontos.

|
o
i
et |
=
b |

i@ —= — =5 — - — g
] & r

| Evteaca i B

2. Para determinar esses pontos use a ferramenta Intersecao de Dois Objetos, X .

Clique no grafico da funcao f(x), na B i aaiahims
Janela de Visualizacao, e em se- |i
guida clique no eixo das abscissas, o e
ponto A (—1, 0) aparecera no gra-
fico. Repita o processo clicando no _
eixo das ordenadas e o ponto B (0, 1) A J
também sera exibido no grafico.
Observe que ao grafico de f(x) inter-
secta 0 eixo x uma vez, ou seja, a fun-
cdo f(x) = x> + x* + x + 1 possui uma .
raiz real: —1 (abscissa do ponto A). S — |

3. Agora digite ‘x"4—4xA2—1' no Campo de Entrada. O grafico da funcao polinomial do 4° grau dada por
g(x) = x* — 4x* — 1 sera criado. A tela do GeoGebra ficara semelhante a figura acima:
Neste caso, o grafico da funcao g(x) intersecta o eixo x duas vezes, ou seja, a funcao g(x) possui duas
raizes reais: —2 e 2 (abscissas dos pontos).

Atividades [“:f‘::r::;ﬂ ]

1. Assim como fizemos para as funcoes polinomiais do 1% e do 2° grau, € possivel observar a influéncia dos coeficientes
de cada termo do polinémio no grafico da respectiva funcao. Para isso, digite ‘ax ™ 3’ no Campo de Entrada e crie
o Controle Deslizante para o coeficiente a. Movimente o Controle Deslizante e veja o que acontece com o grafico
da funcéo do 3" grau. Qual é o ponto que permanece sem se mover, ou seja, faz parte do grafico da funcio dada por
E}[E, para todoae R? » origem do sistema cartesiano, o ponto (0,0).

2. Construa o grafico de uma funcio polinomial do 4° grau (diferente de g(x) = x' — 4x” — 1) e determine os pontos
que intersectam os eixos coordenados. O grafico obtido tem a forma parecida com o grafico de g(x)? Converse com
seus colegas e observem o grafico que cada um construiu. Ha graficos parecidos?

Resposta pessoal. Espera-se que os alunos concluam que os graficos das funces polinomiais do 4° grau s3o muito diferentes entre si.
E possivel também que tentem achar semelhancas entre os graficos dos colegas, observando os coeficientes que cada um escolheu.
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CAPITULO 9

Equacoes polinomiais

No volume 1 desta colecao abordamos as equacdes do 12 e do 22 grau e
maneiras de resolvé-las. As equacoes de grau maior que 3 também podem ser
resolvidas, no entanto nao ha férmulas especificas para todos os graus. Assim,
neste capitulo, estudaremos alguns métodos, teoremas e propriedades para a
resolucao de equacoes de qualquer grau, utilizando os conhecimentos a respeito
de polindmios e numeros complexos. Vale lembrar que os topicos estudados aqui
também valem para as equacées do 12 e do 22 grau.

Definicao de equacao polinomial

Denominamos equacao polinomial ou equacao algébrica de grau n, na
variavel x € (, toda equacao que pode ser escrita na forma P(x) = 0, em que

— = —3 2
Px)=ax"+a x""'+a x""?+.+ax*+ax+a,coma #0

e um polinédmio de grau n, n € N” e coeficientes complexos.

Observe alguns exemplos de equacoes polinomiais a seguir.
a) 3x — 4 = 0 é uma equacao polinomial do 12 grau.

b) 2x? — 5x + 8 = 0 é uma equacao polinomial do 22 grau.
c) 4x3 + 5x2 — 43x — 7 = 0 é uma equacao polinomial do 32 grau.
d) x° + %x“ + 9x — 6 = 0 é uma equacao polinomial do 52 grau.

e) 3ix’ + 4x — 4/5i + 1 = 0 é uma equacao polinomial do 72 grau.

) Raiz de uma equacao polinomial

SejaPx) =ax"+a _x"~'+ ...+ ax+ a, um polinébmio de grau n. Deno-
minamos raiz da equacao polinomial P(x) = 0 o valor x = a, a € C, que satisfaz a

igualdade, ou seja, a@" +a _a"" '+ ... +aa+a, = 0. Assim:

« € uma raiz da equacao P(x) = 0 & P(a) =0

Desse modo, a raiz de uma equacao polinomial P(x) = 0 coincide com a raiz
do polinébmio P(x), ou seja, « € uma raiz da equacao polinomial P(x) = 0 se, e
somente se, a« também for raiz do polindmio P(x).

Por exemplo, dada a equacao polinomial x3 — 4x2 + 14x — 20 = 0, temos:
e Jeéumaraiz daequacao,pois23—4-22+14-2-20=0.
* 1+ 3iéuma raiz da equacao, pois (1 + 3i)> — 4(1 + 3i)2 + 14(1 + 3i) — 20 = 0.
e 3 nao é uma raiz da equacao, pois 33 —4-32+14-3 -20=13 # 0.

e 2inao é uma raiz da equacao, pois (2i)® — 4(2i)2 + 14(2i) — 20 = 20i — 4 # 0.
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p Conjunto solucao

O conjunto solucao S de uma equacao polinomial é o conjunto de todas as

raizes dessa equacao.

Por exemplo:
a)3x+9=0=S=1{-3}
b)x2—4x+ 29=5S={2 + 5i, 2 — 5i
OxX*+23+x2+8x—12=5={-3.1, —2i, 2i}

Para determinar as raizes de equacdes do 12 e do 22 grau, dispomos de for-

mulas que envolvem calculos elementares. Observe:

e Araiz da equacao do 12grau ax + b = 0, com a # 0, é dada por:

ax+b={}=>x=—-%

* Asraizes da equacao do 22 grau ax? + bx + ¢ = 0, com a # 0, sao dadas por:

—bxA
= X

ax?+bx+c=0=x=
23 2a

Equacoes polinomiais de graus 3 e 4 foram estudadas por alguns matematicos

-b—+A ~b+A
— 0

U x=
24a

Niels Henrik Abel (1802-1829),
matematico noruegués, demonstrou

do século XVI, que desenvolveram férmulas para encontrar suas raizes, mas 05  que, exceto em casos particulares,

calculos envolvidos sao bastante complexos e nao sao estudados no Ensino Médio.

equacoes de grau maior ou igual a
5 nao podem ser resolvidas apenas

Entdo, para determinar as raizes de equacoes polinomiais de grau maior que 2  por meio de radicais, ou seja,

vamos manipula-las algebricamente usando artificios como a fatoracao e a substi-

apenas com as operacoes de adicao,
subtracao, multiplicacao, divisao,

tuicao de variavel. Acompanhe os exercicios resolvidos a sequir. potenciacio e radiciacio.

Exercicios resolvidos

i Resolva a equacio x* — 5x2 + 6x = 0.

Resolucdo

Na equacio dada, a incognita x € um fator comum,
entao podemos coloca-la em evidéncia:

xX—Ihx*+bx=0=x(x*—-5x+6)=0
Lembre-se de que se um produto é nulo, pelo menos
um dos fatores € nulo, isto é:

a-b=0<a=00ub=0

Logo,

x=0oux*—5x+6=0

Resolvendo a equacao do 22 grau, obtemos:
Xx=2o0ux=3

Portanto, S = {0, 2, 3}.

pResnlva aequaciox’* + x* — 4x—4 = 0.

Resolucao

Na equacdo dada, observamos que € possivel realizar
a fatoracdo por agrupamento, juntando os dois pri-
meiros termos e os dois ultimos. Assim:

X+ —-4x—-4=0=2x2+1D)—-4x+1)=0
x+1)x—-4)=0

Como o produto é nulo, devemos ter:
x+1=0=x=-1 ou

¥¥—4=0=3x=43x=20ux=—2
Portanto, 5§ = {—2, —1, 2}.

QR&SDI?E a equacao x* — 5x* — 36 = 0.

Resolucao

Observamos que a equacio € do 4° grau, mas tem ape-
nas os termos x* e x* além do coeficiente independen-
te, ou seja, € uma equacao biquadrada. Para resolveé-la,
fazemos a substituicido de variavel x2 = y. Assim:

x+*—hxt— 36 =0=y>—5y— 36 =10

Resolvendo a equacio do 2° grau em y, temos:

y=9%9ouy= —4.

Substituindo os valores de y em x2 = y, temos:
y=9=x*=9=x=30ux= -3
y=—4=x=—-4=x=2ioux= —-2i

Portanto, S = {—3, 3, —21, 2i}.
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Teorema fundamental da Algebra

O estudo das equacoes polinomiais envolve diversos teoremas. Um deles é o
teorema fundamental da Algebra, enunciado e demonstrado pelo matemaético
alemao Carl F Gauss (1777-1855) como parte de sua tese de doutorado.

Este teorema, que admitiremos sem reproduzir a demonstracao, diz que:

Toda equacao polinomial de grau n, com n = 1, admite pelo menos uma
raiz complexa.

Esse teorema garante que toda equacao polinomial de grau nao nulo tem
solucdo. No entanto, nao nos diz como determinar essa solucdao. As equacoes do
12 e do 22 grau tém formulas consagradas e, desde o século XVI, sao conhecidas
formulas para as equacoes do 32 e do 42 grau.

Vamos nos concentrar nas propriedades e técnicas para a resolucao de alguns
casos particulares de equacoes polinomiais de grau maior que 2.

Teorema da decomposicao em fatores

A partir do teorema fundamental da Algebra e do teorema de D'Alembert, es-
tudado no capitulo anterior, enunciamos o teorema da decomposicao em fatores:

Todo polinédmio de grau n, com n = 1, definido por

Px)=ax"+a x""'+a x""2+..+ax*+ax+ a podeser
decompostonaformaP(x) =a_ - (x—a) - (x— o) - (x— o) - ... - (X — @),
em que a,, o,, ..., o, Sa0 as raizes de P(x).

Observacao:
E possivel provar que a decomposicao de um polinémio em fatores de 12 grau
é unica, a nao ser pela ordem dos fatores.

Considere o polinémio:

Py)=ax*+a x-'+a x*+ .. +ax*+ax+a,comn=1l

de D’Alembert, P(x) € divisivel por (x — a,). Logo:
P(x) = (x — a,) - Q,(x), sendo Q,(x) de graun — 1.

a, e, pelo teorema de D'Alembert, Q (x) é divisivel por (x — a,). Assim:
Q,(x) = (x — «,) - Q,(x), sendo Q,(x) de graun — 2.
Desse modo:

P(x) = (x —a) - (x—a,) - QX

Repetindo esse procedimento n vezes, temos:

PO = (=) (=) A% —ey) == O = Y+ iQx)
em que Q (x) & um polinémio de grau zero, dado por Q (x) = a_(sendo a_o coeficiente de x"). Portanto:

Py =@ ~{x—io)—a) o= ). “r—un)

Pelo teorema fundamental da Algebra, P(x) admite pelo menos uma raiz complexa a,. Entdo, pelo teorema

Se n—1 = 1, entdo, pelo teorema fundamental da Algebra, Q,(x) admite pelo menos uma raiz complexa
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Como consequéncia imediata do teorema da decomposicao de fatores, temos:

Toda equacao polinomial de grau n tem exatamente n raizes complexas.

Veja, por exemplo, alguns polinémios, suas raizes e a respectiva forma fatorada:

a) p(x)=4x —12 0 rMx)=x2—6x+ 10

raiz; 3 raizes: 3 —ie3 + i

forma fatorada: p(x) = 4(x — 3) formafatorada: r(x) = x—3+i)-x—3 — i)

b) q(x) = 3x* + 2x — 1 d) sx) = ¢ + 32 — 4x — 4

raizes: —1e 1
' 3

1 raizes: —2, —1e2
forma fatorada: qx) =3 - (x + 1) - (x ——]

forma fatorada: s(x) = (x + 2) - (x + 1) - (x — 2)

Multiplicidade de uma raiz

As raizes de uma equacao algébrica podem ou nao ser todas distintas. Caso a equacao tenha duas raizes iguais,
dizemos que essa raiz tem multiplicidade 2 ou que é uma raiz dupla; se tiver trés raizes iguais, dizemos que € uma
raiz de multiplicidade 3 ou que é raiz tripla; e assim por diante.

Quando um nUmero é raiz de uma equacao algébrica apenas uma vez, dizemos que esse nimero é uma raiz

simples.
Observe os exemplos a seguir.

a) Na equacao x* + 6x* + 9x = 0, que pode ser escrita na forma x(x + 3)* = 0, 0 é raiz simples e —3 é raiz dupla
ou de multiplicidade 2.

Escrevendo x(x + 3)* = 0 na forma x(x + 3)(x + 3) = 0, percebemos mais claramente a multiplicidade da raiz —3.

b) A equacao x® — x* — 5x% + x2 + 8x + 4 = 0 pode ser escrita na forma:
x—=2)-x—2)x+1)-x+1)-x+1)=00ux—2PF-x+1F=0.

Nesse caso, dizemos que 2 € uma raiz dupla ou de multiplicidade 2 e que —1 & uma raiz tripla ou de multipli-
cidade 3.

 Exercicios resolvidos

¥ Sabendo que 2 é uma raiz da equacao x* + 2x*> — 5x + Para o calculo de Q(x), que € do 22 grau, utilizaremos

+ ¢ = 0, determinar o seu conjunto solucao.

Resolucao

Se 2 é uma raiz da equacao dada, temos:

2 42:20—=5:24¢c=0
8+8—10+c=0=3c=—6

Logo, aequacidoéx® + 2x* — 5x — 6 = 0.

Como 2 € raiz da equacao, (x — 2) € um dos seus fa-
tores. Entao, podemos escrever (x — 2) - Q(x) = 0,
em que Q(x) € o quociente da divisao do polinémio
P(x) =x"+ 2x* — 5x + cpor (x — 2).

Portanto,x— 2 =00u Q(x) = 0.
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o dispositivo de Briot-Ruffini.

g, [ £ 2 5 &
1 4 3 0

Ny

—

coeficientes de Q[}_[;'I
Logo, Q(x) =x*+4x + 3.

Fazendo Q(x) = 0, determinamos as outras raizes da
equacao:
Qx)=0=x"+4x+3=0

_—4i2 X =-3
X=—7p =

X' = -1

Portanto, S = {—3, —1, 2}.



D

i

Suponha que o polinémio do 32 grau

P(x) = x* + ¥ + mx + n, em que m e n Sa0 nUMeros
reais, seja divisivel porx — 1.

a) Determine n em funcao de m.

b) Determine m para que P(x) admita raiz dupla dife-
rente de 1.

c) Que condicoes m deve satisfazer para que P(x) ad-
mita trés raizes reais e distintas?

Resolucao

a) Se P(x) é divisivel por x — 1, entdo, pelo teorema
do resto, P(1) = 0.
1’+124+m-14+n=0
n=-—-m-—2
b) Dividindo P(x) por x — 1, pelo dispositivo de Briot-
-Ruffini, temos:
1 |1 1 m n
11 2

2+m {24+ m+n

Dai podemos escrever:
Px)=(x—1)-(x+2x+ 2+ m)
Q(x)

Entao, P(x) admite raiz dupla diferente de 1 se, e so-
mente se, Q(x) tiver A = 0 e Q(1) # 0, logo:

A=0 Q(1)#0
4—-4(2+m)=0 124+42-142+m+=#=0
—4—-4m=0 S5+m#0

m=—1 m# —5

Portanto, m = —1.

c) SendoP(x) = (x— 1) - (x%2 + 2x + 2 + m), conclui-
-se que P(x) admite trés raizes reais distintas se, e so-
mente se, Q(x) tiver A > 0 e Q(1) # 0. Entao:

A=>0

4—-42+m)>0

—4m > 4

m< —l

Doitem b, Q(1) # 0 = m # —5.

Portanto,m < —1em # —5.

Calcular a e b de modo que 2 seja raiz dupla da equa-
ciox*+ax2—8x+b=0.

Resolucao

Como 2 deve ser raiz da equacao dada, entao o po-
linémio P(x) = x® + ax? — 8x + b deve ser divisivel

por (x — 2). Como € uma raiz dupla, entdo o quo-
ciente Q(x) dessa divisao também deve ser divisivel
por(x —2).

Assim, aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini, temos:

2 1 a -8 | b

2 | 1 a+2 | 2a-4 | 4a+b-8

1 a+4 4a + 4

Fazendo os restos iguais a zero, temos:

{4a+4=[] (D

4a+b-8=0 ()

De (1), obtemos o valor de a:
4da+4=0

a=-1

Substituindo a =—1 em (II), temos:
—-4+b—-8=0=Db=12
Portanto,a=—1leb=12.

(Vunesp-SP) A altura h de um baldo em relacao ao
solo foi observada durante certo tempo e modelada
pela funcao:

h(t) = t* — 3012 + 243t + 24

com h(t) em metros e t em minutos.
No instante t = 3 min, o baldo estava a 510 metros

de altura. Determine em que outros instantes t a altu-
ra foi também de 510 m.

Resolucao

Fazendo h(t) = 510, obtemos a equacao:

t — 30t° + 243t + 24 =510

=30t + 243t — 486 =0

Essa equacdo admite o numero 3 como raiz; logo,

(t = 3) é um de seus fatores.

Utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini para fatorar
a equacao, temos:

3 ‘ 1 _30 243 486

‘ 1 _27 162 0

Assim, a equacao pode ser escrita na forma fatorada:
-3 —27 1 162) =0

De t* — 27t + 162 = 0, temos:

t=9out=18

Portanto, os outros instantes em que a altura
também foi 510 m 530 9 min e 18 min.
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Escreva

no caderno '

Exercicios propostos
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1. Utilizando a fatoracéo, determine o conjunto solucéo 8. Determine a funcao polinomial do 32 grau, com coefi-
das equacoes algébricas. ciente dominante unitario, cujas raizes sao:
a)x®*+3x2 —x—3=05=[-3-17] a)0,1e2P=x—32+ X
b)x* + 2x* + 25x + 50 = 0 5=[{-2, —5i,5i} b) 1 (raiz simples) e 2 (raiz dupla) pix) = ¥ — 5¢ + 8x — 4
O)x*+x=05={0,—ii 9. Um professor de matematica escreveu um polinémio
d)x*+x2—100x — 100 =05={-10, -1, 10] P(x) na lousa e falou que suas raizes, todas reais,
o " — _ eram iguais as idades de suas trés filhas. Sabendo que

e R oy kel el e as idades sao iguais a 7, 8 e 10 anos, determine o poli-
a)x'+8x* —9=05={1,1,-3i3] ndémio escrito na lousa. Pix) = ¥ — 25¢ + 206x — 560
b)x*—5x2+4=05={-2-1,13 L _

10. Iil?cc}mp[;tnha }?s p?lll’lﬂ mios a seguir em fatores.
" Plx) ={x— THx — 2)x — 3

- Resolva a equacdo: a) P(x) = x* — 6x* + 11x — 6,em que uma dasraizes é 1.

x—3)P-x—-3)2=05E4 b)P(x) = x* — 3x? + 4, em que uma das raizes € 2.
Ppd = (x — 2F - (x + 1)

. (UEPB) Uma fébrica utiliza dois tanques para arma- | 11. Calcule os valores de m e n para que a equacio
zenar Oleo diesel. Os niveis, N.e N, dos tanques sdo 2x* + mx* + (m — 2n)x + (2m — 8) = 0 possua uma
dados pelas expressoes: séraiznula. m=4;n#2

N, (f) = 20t* — 10t + 20 e N_(t) = 12¢* + 8t + 20 12. (Fuvest-SP) As trés raizes de 9x* — 31x — 10 = O saop,
2. Ovalordep? + g2 é:
sendo t o tempo em hora. Ll e
O nivel de oleo de um tanque é igual ao do outro no a) > c) 20 e) 31
instante inicial t =0 e também no instante: 9 9 9
= - 10 26
a)t=0,5h d)t=2,0h b) - 503 =
b)t=1,0h xe)t=1,5h
cJt=25h 13. Sabendo que 1 e 3 sdo raizes da equacio
. (Vunesp-SP) Considere a matriz: x* — 8x® + 24x? — 32x + 15 = 0, determine o seu
conjunto solucao. 5=(1,3,2—i 2+
x 1 K 14. Resolva a equacao polinomial
A= 0 x 1_% x* — 7x® + 13x? + 3x — 18 = 0, sabendo que 3 é raiz
dupla da equacdo. s={-123
9 0 = P quag {-1,23
i ) 15. Resolva a equacio x® + 5x% + 6x* — 2x2 = 7x — 3 =0,
O determinante de A € um polinémio p(x). sabendo que —1 ¢ uma raiz tripla dessa equacio.
; ’ : £ §={-3,—1,1
a) Verifique se 2 € uma raiz de p(x). 2 é iz 16. Escl{'eva na} forma fatorada cada uma das equacdées
b) Determine todas as raizes de p(x). 2, 1e -1 algébricas a seguir.
.- A . - % e = 3 ¥ A

. (UEMT) O polinémio p(x) = x* + x* + x + 1 possui: a) i%x = Eﬁi 3 0 o inf_ q:-+5éf= . 0
a) 2 raizes reais e 2 raizes complexas. 17. (Unicamp-SP) Considere o polinémio p(x) = x3 — x2 +
b) 3 raizes reais. + ax — a, onde a é um nimeroreal. Sex = 1 é a unica

X c) 1 raiz real e 2 raizes complexas. raiz real de p(x), entdo podemos afirmar que
d) 3 raizes complexas. a)a<0. x c)a=>0.

7. (UFGD-MS) Dado o polinémio b)a<1. da>1.

p(x) = x* — 3x® — 5x2 + 29x — 30, se 2 e —3 sdo0 18. (Unesp-SP) Sabe-se que 1 € uma raiz de multiplici-

raizes, podemos dizer que as outras duas raizes sao: dade 3daequaciox®* — 3 -x*+4-x3—4-x2 +
x a) complexas. + 3 - x — 1 = 0. As outras raizes dessa equacao, no

I Conjunto Numeérico dos Complexos, sdao

b) iguais.

¢) positivas. a) (—1-i)e(l+1i). d) (=1 e(+1).

d)negativas. b) (1 —-1>2 €)(1—1)e(l+1).

€) uma positiva e outra negativa. xc) (—1i) e (+1).



Relacoes de Girard

No século XVII, o matematico francés Albert Girard (1595-1632) apresentou um teorema que relacionava as
raizes com os coeficientes de uma equacao polinomial. Essas relacoes sao ferramentas muito Uteis na determina-
cao de raizes de equacdes polinomiais de grau de valor elevado. Vamos estudar essas relacoes para as equacoes
polinomiais de 29, 32 e 42 graus e, em sequida, generalizar para uma eguacao de grau n.

Equacao do 22 grau

Consideremos a equacado polinomial do 22 grau ax? + bx + ¢ = 0, cujas raizes sao «, e a,.
Decompondo o primeiro membro da equacao em fatores do 12 grau, temos:

a*+bx+c=ax—a)- X—a)

Dividindo ambos os membros por a (a # 0):
b

2 S " T
x+Ex+§—(x g )<=

Desenvolvendo o produto:

D &
X+ gXbogi=n — (o +d,) X oo,
Pela igualdade de polimodnios, obtemos:
__b oo C
o =+ o, = —5 e a. o, = E

Portanto:

As raizes o, e o, de uma equacao polinomial do 22 grau dada por ax* + bx + ¢ = 0 sdo tais que:

RPN, - o
O = T
Observacao:
Esse resultado é equivalente as formulas de soma e produto (nesta colecao esse contetdo foi retomado no

capitulo 5 do volume 1), pois, para equacdes polinomiais do 22 grau, as relacbes de Girard sao a soma e o produto
das duas raizes.

Equacao do 32 grau

Consideremos a equacao polinomial do 32 grau ax® + bx* + cx + d = 0, cujas raizes sdo «, a, € a,.
Decompondo o primeiro membro em fatores do 12 grau, temos:
a4 ar+d =at—a) - a)- x—a

Dividindo ambos os membros por a (a # 0):

x3+%x1+%x+g=(x—ul}-{x—u2}-{x—a3}
Desenvolvendo o produto e agrupando os termos semelhantes:
;.:3+E:.;2 +£x+g=x3*—{u + o, + o) X2+ (a0, + oo +oua) X — e
a a 3 1 2 b, 13 P 173
Para igualdade de polinébmios, obtemos:
a ta +oa = w%; oo, T oea T oa, = %; oo, = —g

Portanto:

As raizes a,, o, € o, de uma equacao polinomial do 32 graudada porax®* + bx* + cx +d =0
sao tais que: q

- . = b -
111+-11—|—ﬂ3-—§, an +ta o toe = 57 o, = - =
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Equacao do 4° grau
Consideremos agora a equacao polinomial do 42 grau ax* + bx® + o + dx + e = 0, cujas raizes séo «, a,, o, € .
Decompondo o primeiro membro em fatores do 1¢ grau, temos:
A+ e o @t e=alx —w) 0 —el) 0 —ay) . (o— )
Dividindo ambos os membros por a (a # 0):

b C d o
x“+Ex3+gxl+gx+E={x——a}]-[x—az}-{x—ug-{x—-uq}

Desenvolvendo o produto e agrupando os termos semelhantes, temos:

b c . d e : 5
Xt 2wt 2 —x+—=x=lot+tata +ta)+laa +aa +aa +aa + oo+
d d d d
2
- ﬂ3ﬂ4]}{ — (L’n‘.tﬂzﬂj a0, + odo + -:tzcEBi:lq}K + o000,

Pela igualdade de polindmios, obtemos as relaces de Girard para equacdes do 42 grau. Portanto:

As raizes o, o, o, € &, de uma equacao polinomial do 42 grau dada
por ax* + bx? + ox2 + dx + e = 0 sao tais que:

o, +ﬂ1+ﬂ3+ﬂ4= —%
C
e toe e tea oo e e = g
d
o, 0, 0 = o, oo + o, 0,0 + o, 0, = =
=
o000, =

Equacao de grau n

Utilizando raciocinio analogo ao feito nos casos anteriores, podemos generalizar as relacoes de Girard para a
equacao:
=1 2 i 5 # = .
ax"+a _x""'+ .. +ax+ax+a,=0,degraun, cujas raizes sao a,, a,, a, ..., a_, obtendo as seguintes
relacoes:

* soma das n raizes:

B e oy He e F
1 2 3 n—1 n a,
 soma dos produtos das raizes tomadas duas a duas:
dn—2
oo oo oot ot e e = 3

 soma dos produtos das raizes tomadas trés a trés:

_ i3
LA R e S SR gl s T R o N e Tl 3
* soma dos produtos das raizes tomadas quatro a quatro:
+ + + .+ = A
0,000 T 0G0L0L0, T 00,00 T o T 0, SO, o, O, T =7

e produto das n raizes:

o o,00, oo = (—1)- %

Para resolver uma equacao polinomial utilizando as relacoes de Girard, precisamos de alguns dados auxiliares
a respeito das raizes da eguacao, como uma relacao entre essas raizes, por exemplo. Isso é necessario porque,
apesar de as relacdes nos fornecerem n equacoes a n incognitas, o sistema formado por essas equacoes recai na
equacao de grau n, dada inicialmente.
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_Exerciciuﬁ resolvidos

¥ Escreva as relacoes de Girard para a equacéo:

2xt+6x*—5x*—10x+4=0
Resolucao

Indicando as raizes da equacao dada pora, b, c e d,

temos:
* a+b+c+d= _Tﬁ = —3 (soma das quatro raizes)
* ab+ac+ad + bc+ bd + cd = —% (soma dos
produtos das raizes duas a duas)

—(—10)
* abc + abd + acd + bed = g ® 5 (soma dos
produtos das raizes trés a trés)
* abed = % = 2 (produto das quatro raizes)

Sejam a, b e ¢ as raizes da equacdo polinomial
2x% — 6x2 — 4x + 1 = 0. Calcule:

>

a) 1 VI
a+b+c
1 1 1

by L 4 4

}ab+ac+bc

c)a®+ b? + ¢2
Resolucao

Utilizando as relacoes de Girard, temos:

a+b+c=_(;ﬁ}=3
Jab+ar:+br:=—%=—2
abc=—%
Logo:
1,1,1 bec+ac+ba_ (—-2) (—2)
—4 =+ == = =(—2)-|—|=
Ve Tw e b -1 SR
2
1 1 1l _c+b+a_ 3 _
b) ab+ac+bc_ abc __l
-2
oy I AN
- (1] °

c) Elevando ao quadrado a expressiao (a + b + ¢),
temos:

(a+b+c)=a2+b2+c2+ 2(ab + ac + bo)
F=a+b?+c2+2(-2)
9=a’+b*+c2—4

a+b*+c2=13

10

B

Resolva a equacao x* — 7x + 6 = 0, sabendo que a
soma de duas raizes é 3.

Resolucao

A equacdo pode ser escrita na forma:
X +0x—x+6=0

Indicando as raizes por a, b e c, e utilizando as rela-
coes de Girard, temos:
7

_1 ab+ac+bc=—T=—? @

Q)

Pelo enunciado, temos: a + b = 3. @

Substituindo @ em @, temos:

a+b+c=0=23+c=0=c=-3

Como —3 é raiz da equacdo, vamos aplicar o disposi-
tivo de Briot-Ruffini para escrever a equacio na for-
ma A(x) - Q(x) = 0. Assim:

a+b+c=0

0
—3

et

1 —7

e 2

coeficientes de Q(x)
x+3)-0x)=0=2x+3)-x*—-3x+2)=0

As outras raizes sao determinadas fazendo Q(x) = 0.

Resolvendo a equacao x? — 3x + 2 = 0, encontramos
asraizesx’ = lex" = 2.

Portanto, o conjunto solucao é S = {—3, 1, 2}.

Determinar m de modo que a equacao

x*— 9x% + (m + 8)x — m = 0 tenha as raizes em pro-
gressao aritmética.

Resolucao

Se as raizes da equacio estdo em progressao aritme-
tica (PA), podemos escrevé-lascomoa —r,aea + 1,
em que a € uma das raizes e r € a razio da PA.

Pelas relacoes de Girard, temos:

—-(—9
a—r+a+a+r= (1 )
3a=9
a=23

Se 3 € uma raiz da equacao, temos:
3P—-9-F4+(m+8)-3—m=0
27—-81+3m+24—-—m=0
2m = 30

m = 15

Portanto, m = 15.
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Exercicios propostos

19. Sendo a e b as raizes da equacao
4x2 — x + 3 =0, calcule:

a)a + b~ }1+%§
byab L. dyat + b2 L2308

20. (UFPR) Calcule o valor de lugm( 1b+13 2 1 ), sendo
a ¢ 4ac

a, b, c as raizes da equacao 2x* — 30x* + 15x — 3 = 0.1

21. (lesp-PB) Sabendo-se que a diferenca entre as raizes
da equacao x* — 10x + m = 0 é 6, podemos concluir
que o valor de m é:

a) 21 xb) 16 c)9 d)24 e) 25

22. Resolva a equacao x* — 3x? — 6x + 8 = 0, sabendo

que a soma de duas de suas raizes € igual a 5.
S ={-21,4)

23. A equacao x* + 2x? — x + a = 0 admite duas raizes
opostas.

a) Determine o valorde a. a = -2
b) Resolva a equacio.s={-2 -1, 1]

24. Qual é o produto dasraizesdaequacao| 1 x x |=0?

1
3 x 1 x

25. (UEL-PR) Se —2 € uma das raizes da equacao

x? + 4x? + x + k = 0, onde k € R, o produto das ou-
tras duas raizes dessa equacao é:

xa) —3 b) -2 c)2 d)3 e)b

26. (UFPE) Sejam x , X, e X, as raizes da equacéo
x? — 6x2 + 3x — 1 = 0. Determine o polinémio
x* + ax* + bx + ¢ que tem raizes X X, XX, € XX, €

indique o valor do produto abc.
Pl)=2 — 3 + B — 1:abc= 18

27. (FGV-SP) Se a soma dos inversos das raizes reais da
equacao polinomial x2 — 2*x + 36 = 0, em que k €

e 4 2 .
uma constante real, € igual a — , entdo a maior das

raizes dessa equacio € igual a

a)4 + 347 d)6 + 46
xb)8 + 27 e)8 + 4.6
c) 14

28. (OBM) A soma das raizes da equacao
1 2 3

1+x L 2+x+ 34+ x =1&:
xa)0 c) 14 e)9
b)6 d)11
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Escreva

no caderno '

29. (UEG-GO) Joao gosta de brincar com numeros e fa-
zer operacoes com eles. Em determinado momento,
ele pensou em trés numeros naturais e, em relacao a
esses numeros, observou o seguinte:
* 3 soma desses numeros é 7;
* 0 produto deles € 8;

* a soma das trés parcelas resultantes dos produtos
desses nuimeros tomados dois a dois € 14.

Assim, os trés niimeros pensados por Jodo sao raizes
da equacao

xa)x2—7x2+ 14x — 8 = 0.
b)x®+ 7x2—14x+ 8 = 0.
O)x2—7x2—14x -8 = 0.
d)x*+7x2—14x—-8=0.

30. (Unesp-SP) Sabe-se que, na equacao

X3 + 4x2 + x — 6 = 0, uma das raizes € igual a soma das
outras duas. O conjunto solucao (S) desta equacao é
a)S={-3,-2, -1}
xb)S = {—3, =2, +1}

c)S={+1,+2, +3}

d)S ={-1, +2, +3}

e)S={-2,+1, +3}

31. (Unicamp-SP) O polinomio p(x) = x3 — 2x2 —9x + 18
tem trés raizes: r, —res.
a) Determine os valoresderes. r=+3s=12

b)Calcule p(z) paraz = 1 + i, onde i € a unidade
imaginaria. 7 — 11i

32. (IBMEC) As raizes do polinomio
p(x) =x* — (6 + a)x* + (ba + 8)x — 8a constituem
uma progressao geométrica crescente de inteiros po-
sitivos cujo primeiro termo € a. Denotando por b < ¢

#

as outras duas raizes, o valor de c® — b® — a* é:
¥ a) um numero primo.

b) um multiplo de 4.

¢) um multiplo de 6.

d)um quadrado perfeito.

e) um numero negativo.

33. (ITA-SP) O valor da soma a + b para que as raizes do
polinémio 4x* — 20x® + ax? — 25x + b estejam em
progressio aritmética de razao 1 é:

a) 36 2
% b)41

c) 26

d)—-27

e) —20



Raizes complexas

Ao resolver a equacao polinomial do 22 grau x2 — 4x + 5 = 0 obtemos as raizes
2 — ie 2 + i. Observe que as raizes sao numeros complexos conjugados. Esse fato
nao é um acaso e esta relacionado a quantidade de raizes complexas nao reais de
uma equacao polinomial com coeficientes reais.

Se um numero complexoz = a + bi,coma, b E Re b # 0, é raiz da equacao

ax~+a _x"'+ .. +ax+ a =0, de coeficientes reais, entao seu conjugado

n —
Z = a — bi também é raiz dessa equacdo.

Para demonstrar o teorema acima, vamos utilizar trés das propriedades do con-
jugado de um numero complexo estudadas e demonstradas no capitulo 7 deste
volume da colecdo. Para isso, vamos relembra-las. Assim, dados dois numeros
complexos z, e z,, temos:

» O conjugado de um ndmero real é igual ao proprio nimero, ou seja, z = z<>z €R.
(O conjugado da soma de dois niumeros complexos é igual a soma dos conjugados
desses numeros complexos, ou seja, z, +z, =z, + Z..

* (O conjugado do produto de dois nimeros complexos € igual ao produto dos con-
jugados desses nimeros complexos, ouseja, z, -z, = =2 -2

2 2’
E possivel demonstrar que as duas ultimas propriedades sao vélidas para um
numero finito de complexos z_. Agora, vamos a demonstracao.

Considere a equacao polinomial de grau n > 1, com coeficientes reais:
ax+a X'+ . .+ax+a=_0
n n—1 1 0
Sejaz = a + bi, com b # 0, uma raiz complexa nao real dessa equacao. Entao:
az"+a 2" '+ .+az+a =0
n n—1 1 0

Tomando os conjugados de ambos os membros, temos:

n =1 —
azZ +d. 7 + ... +az+a = 0

Como o conjugado da soma é igual a soma dos conjugados e 0 = 0, obtemos:

n - g1 == T =
az +a _gz + o+ aZ + 3, =0

Mas o conjugado do produto é igual ao produto dos conjugados:

e & 2 i b @b A= 0
Como o conjugado de um numero real é igual ao proprio nimero e o conjugado
de uma poténcia € igual a poténcia do conjugado, temos:
a(zr+a _[(Zr'"+..+a,-Z+a,=0
Da igualdade acima, concluimos que Z é uma raiz da equacao polinomial:
axt+a o=+ axda =l

1

—

Como consequéncias desse teorema, temos:

* Em uma equacao polinomial de coeficientes reais, se o nimero complexo z é raiz
de multiplicidade k, entdo seu conjugado também é raiz de multiplicidade k.

* Uma equacao polinomial de coeficientes reais possui um numero par de raizes
complexas nao reais. Caso 0 grau da equacao seja impar, ela possul necessaria-
mente uma raiz real ou um numero impar de raizes reais.
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Raizes racionais

De acordo com o gue estudamos até aqui, observamos que a resolucao de equacoes polinomiais de graun > 2
consiste basicamente em determinar uma ou mais raizes e, com base nelas, encontrar todas as raizes da equacao.
Enunciamos mais um teorema que nos auxiliara a calcular raizes de equacoes algébricas com coeficientes inteiros.

Se o numero racional i ,compeZ,qeZ*epeq primos entre si, for raiz da equacao algebrica de

coeficientes inteirosa x"+a _x""'+a x""*+..+ax*+ax+a =0,

com a, # 0, entao p é divisor de a, e g & divisor de a_.

Como P é raiz da equacao ax"+a x~14+..+ax+a =0, temos:

=

n n—1
an[E] +an_1(%) +...+a,[gj+an=ﬂ Q)

q

Multiplicando todos os membros por g°, obtemos:

ap"+a _p'“'g+..+apg"""+ag'=0 D
Isolando a p" e dividindo ambos os membros de (II) por g, obtemos:

(]

d n- n— n—
= | e ape ™ | @

- ndmero inteiro
Como o segundo membro dessa igualdade € um numero inteiro, pois a_

entao g tem de ser divisor de a_, pois p e g sao primos entre si.
Agora, isolando a,q" e dividindo a igualdade (II) por p, obtemos:

_. ---, @, @, P € g sao inteiros,

a,q"
P

= anpn_l o an_lpn—lq . all:Ir'l—‘l @

nimenD intero

Do mesmo modo feito em @, como o segundo membro dessa igualdade é um nimero inteiro, entao p tem
de ser divisor de a,, pois p e g sao primos entre si.

Observacoes:
* Esse teorema nao garante a existéncia de raizes racionais, mas, no caso de elas existirem, mostra como obté-las.

* O teorema possibilita a formacao de um conjunto de possiveis raizes racionais obtidas dos divisores de a_e
a,. Se nenhum elemento desse conjunto for raiz da equagao, esta nao admitira raizes racionais.

* Sea = *1 e o0sdemais coeficientes sao inteiros, a equagao nao admite raizes fracionarias, podendo, entretan-
to, admitir raizes inteiras que sao divisores de a.
\leja, agora, uma propriedade que contribui na determinacao das raizes de uma equacao polinomial:

Se a soma dos coeficientes de uma equacao polinomial é igual a zero, entdao 1 &€ uma raiz da equacao.

Consideremos a equacado polinomiala x"+a_ _ x"~'+a__
Substituindo x por 1 no primeiro termo da equacao temos:
al“+a 1""'+a 1" 24 . .+a3a12+al1+a=a +a + a +oot @pka 8
n I — 1 n—2 2 1 .D n n—1 1!11—2 . 2 1 0
Masa + a + a +...+a,+a +a, =0, pois a soma dos coeficientes é igual a zero.

n—1 n—2

Portanto, x = 1 & uma raiz da equacao.

X'+ .. +ax*+ax+a,=0,coma #O0.

A reciproca desse teorema também é valida e pode ser demonstrada, ou seja, se 1 é raiz de uma equacao po-
linomial, entdo a soma dos coeficientes dessa equacao € igual a zero.
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. Explorando a tecnologia

Determinacao das raizes de uma equacao polinomial

Ao longo deste capitulo estudamos alguns teoremas, métodos e propriedades que nos permitiram determi-
nar as raizes de equacodes polinomiais com grau maior que 2. No entanto, pode haver equacdes para as quais
esses métodos nao sejam suficientes para determinar suas raizes. Uma maneira de determinar as raizes reais
aproximadas de uma equacao polinomial P(x) = 0 é analisando o grafico da funcao polinomial dada por P(x),
uma vez que as raizes do polindémio e da respectiva equacao polinomial sdo iguais. Nesta secao, usaremos o
software GeoGebra para obter esses graficos.

Acompanhe a sequir:

1. Para isso, digite ‘xA3—xA2—6x+8' no Cam- B oo 5

po de Entrada. Com isso, estamos criandoo |+

grafico da funcao polinomial do 3¢ grau dada
por f(x) = x3 — x2 — 6x + 8. A tela do Geo-
Gebra ficara semelhante a da figura ao lado.

Se necessario, € possivel dar zoom na tela do
GeoGebra para mudar a escala e obter valores
mais precisos. Para isso basta movimentar o bo-
tdo scroll do mouse para cima. Fazendo isso com
a funcao f(x) construida anteriormente, obtemos
uma tela semelhante a da figura abaixo.

N TEE N T IR G s

B o sl )4

1 it — o T — - ———
b
L)

Crédite das imagens: Gesgebra

[

2. A partir da imagem, podemos concluir que as raizes sao valores proximos de —2,5, 1,5e 2.
Para obter os valores no GeoGebra digite 'Raizes’ no Campo de Entrada e selecione a funcao
'Raizes| <Funcao>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> ] como mostra a figura abaixo.

Entrada: Raizes[ <Funcao>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> ] i S
£ id h i ¥ f =0 '—10' aproximacoes para
m seguida, preencha os campos necessarios com 'f' para a funcao, para o TS 0N
valor de x inicial e '10' para o valor de x final. O programa vai marcar os pontos portanto os valores de x,
A, B, C, cujas abscissas correspondem as raizes da funcao f, ou seja, x, = —2,56, € X, 530 aproximados.

noi=Tl e K, =

)

1. Com base no passo a passo apresentado construa o grafico da funcao f(x) = x3 — 5x2 + 11x — 15 e responda:

a) Quantas raizes reais tem a equacao f(x) = 0? Uma

b)Qual é o valor aproximado dessa(s) raiz(izes)? 3

2. Construa o grafico da funcio g(x) = x* — 4x3 + 14x2 — 36x + 45 no GeoGebra e responda:
a) Quantas raizes reais tem a equacao g(x) = 07? Nenhuma
b)Quantas raizes complexas nao reais tem essa equacao? Quatro
c¢) Quais sao os valores das raizes complexas da equacao? —3i,3i,2 —i,2 + |

DICA: para determinar as raizes complexas utilize a funcao 'RaizesComplexas[ <Polinomio> ]' no Campo de Entrada.
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Exercicios resolvidos

| % Uma equacao polinomial de coeficientes reais admite
1 como raizes os niimeros 4, —3, 2 + 3ie —3 + i. Qual
€ 0 menor grau que essa equacao devera ter?

Resolucao

A equacdo tem coeficientes reais. Assim:

e se 2 + 3ié raiz, entdo 2 — 3i também é raiz;

* se —3 + i €éraiz, entdo —3 — i também é raiz.
Portanto, a equacao tem no minimo as raizes —3, 4,
2+ 31,2—-31, -3 +ie—3 —i, ouseja, o grau da
equacao € no minimo 6.

Pﬂesnlver aequacio x* — 3@ + ¥ -3xx+ 2 =0,
sabendo que i € uma de suas raizes.

Resolucao

Sendo os coeficientes 1, —3, 3, —3 e 2 numeros reais
e sendo i uma raiz da equacao, entio —i também é
raiz da equacao.

Logo, a equacdo pode ser escrita como:
x—i)-(x+1)-0Q(x)=0

Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini 2 vezes, temos:

1 1 —3 3 -3
—i 1 -3+i 2-3ii 2i
1 -3 2 0
h meficienfé5det]{x}l ©

Como Q(x) = x*— 3x + 2, obtemos:
E—1DEE+D)E—3x+2)=0

As outras raizes sao determinadas fazendo Q(x) = 0:

x*=-3x+2=0
K:
2 x"=32

Portanto, S = {—i,1, 1, 2}.

pSEjaa equacdox’ + x* + kx + t = 0,em que k e t sdo
coeficientes reais. Sabendo que o complexo 1 — 2i é
uma das raizes dessa equacao, determinar:

a) o seu conjunto solucao;

b)os valoresde ke t.

Resolucao

a) Se a equacio tem coeficientes reais e 1 — 2i é raiz,
1 + 2i também o sera. Supondo que as raizes sejam

228 Unidade 4 » Tépicos de Algebra

a=1+ 2i,b=1 — 2i, obtemos a terceira raiz pelas
relacoes de Girard:

a+hb+e=—1
1+2+ 1T —2ites =1
c=—3

Portanto, S ={—3,1 — 2i, 1 + 2i}.

b) Utilizando as demais relacées de Girard, determi-
namos os valoresde Pe .

ab+ac+bec=k
14200 -20+A+2D(-3)+ (1 -2D(-3) =k
(1+4)+(-3-6i)+(—3+6i) =k

k=—1
abc = —t = (1 + 2i)(1 — 2i)(=3) = —t
(1 +4)(-3) =—t

t=15

Portanto, k= —1et = 15.

p Determinar o conjunto solucao da equacao:
2% — Jat o = A

Resolucao
Observando que a equacio algébrica dada tem todos
os coeficientes inteiros, temos:
* péedivisorde —2;logo:p= *1loup= *2;
* gédivisorde 2;logo:q= *1louq= *2.
Os possiveis valores das raizes racionais sdao dados
- P .
pela razao 1 logo:
1 1

P
T 1

Fazendo a verificacio de quais valores tornam a
equacao verdadeira, encontramos as raizes % ,le2,

Por comodidade, podemos também iniciar a verifica-
cdo com os valores inteiros positivos obtendo as rai-
zes 1 e 2 e, a seguir, determinar a outra raiz utilizan-
do a seguinte relacao de Girard:

ul+a2+{13=%
1+2+a, = %
1
uE—E
Portanto, S = {%, 2}.



p\feriﬁcar se a equacdo x* — x? — 2 = 0 tem raizes
racionais.

Resolucao

Como a equacao tem todos os coeficientes inteiros,
temos:

*» pédivisorde —2,logo:p= *1loup = *2;

* geédivisorde 1,logo:q= *1.

Os possiveis valores das raizes racionais sdo dados

. P _
pela razao P logo:

P a2 =112

qd

Fazendo a verificacido de quais desses valores tornam
a equacao verdadeira, notamos que nenhum dos qua-
tro valores € raiz da equacao.

Portanto, a equacio nio tem raizes racionais.

pﬁfsulver aequacaox’ + 2x*—2x*+ 2x* — 3x=1(.

Resolucado

Colocando x em evidéncia:
XX+ 2% -2+ 2x—-3)=0

Entao, uma raiz € 0 e as outras raizes sao solucoes da
equacio 1x* + 2x* — 2x+ 2x -3 =0.

Os coeficientes sao todos inteiros, logo:
* pédivisorde —3=p= *1loup = *3;

« gédivisordel = q= %1
Logo, % € {-3,-1,1,3}.

Fazendo a verificacao, encontramos as raizes —3 e 1.

Portanto, a equaciao pode ser escrita na forma:
x-(x+3)-x—1)-0(x) = 0.

Aplicando-se Briot-Ruffini na equacao do 4 grau,

[emos:
-3 | 1 2 =3 @ g

1 I 2 & | -3} om

Fazendo Q(x) = x? + 1 = 0, temos:
X“+1=0=2>x==%1
Portanto, S = {-—3, 0, 1, —i, i}.

Exercicios propostos

34. Sabendo que (2 + i) é uma das raizes da equacao
3x® — 14x? + mx — 10 = 0, determine:
a)ovalordem; m=23
b) o valor da sua raiz real. x = %

35. Determine os valores de a, b, c, d € R sabendo que a
equacdo x* — ax® 4+ bx* — cx + d = 0 admite o niimero

3 como raiz dupla e o numero i como raiz simples.
a=6hb=10c=6d=9

36. (Unitau-SP) A equacdo algébrica
x* — 4x® + 12x% + 4x — 13 = 0 tem a raiz complexa
X, = 2 + 3i, onde i € a unidade imaginaria. Deter-

minar as outras trés raizes.
As outras trés raizes sdo +1, —1e 2 — 3L
37. (Unimontes-MG) Considere a, b € R e i a parte ima-

ginaria. Se i € a raiz da equacao
x*+ (2a — b)x? + (a— 3b)x — 3 = 0, entao os valores
de a e b sdo, respectivamente:
xa)—2e—1 c)3eb5
b)2el d)—3e-5

38. (UFC-CE) O polinomio p(x) = 2x* — x* + ax + b, em
que a e b sdo niimeros reais, possui o niimero complexo i
como uma de suas raizes. Entao o produto a - b é igual a:

xa)—2 b) -1 c)0 d)1 e)2

Escreva
no caderno

39. (UFF-RJ) Considere o polinémio:

plE) =%+ 20+ 3 +2x + 2 QIRSSRAMCNS

a) Verifique se o nimero complexo i € raiz de p(x).

b) Calcule todas as raizes complexas de p(x).

40. Resolva as equacoes: :
a)4x*—4x* - 3x*+4x—-1=0 5={_1-1-—é}
b)x(x—4)?+10x(x—2)—8=05=[-22
)x'—3x+4x —2x=05=0.1,1+i1-1

41. Determine o conjunto solucao das equacoes:
a)x*—7x+6x=05={-312
b)x®*—4x*—2x+20=0 5={-2 3—i, 3+1
o)x'+x*—-Ix—x+6=05={-3-1,13

42. (FEI-SP) Resolver aequacaox®*+ x*+x+ 1 = 0.

5={-1,—ii
43. Resolver a equacao:

10x? — 39%% + 39x — 10 = 0 5=~E, 1 g‘

44. (Cefet-BA) Sabendo-se que —1 e 3 sdo raizes de
x* — 5% — 10x — 6 = 0, as demais raizes sao:
a)—1+1i,—-1+2i d)l—1,1+1i
b)l1—-i,-1+1i e)—1,i

X¢)—=1—1—1+1

45. Calcule a soma das raizes da equacao:

2 — 7.2 4+ 14-22—8=03
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Conexoes , Produto Interno Bruto

46. A analise de dados é um conhecimento cada vez mais necessario no mundo em que vivemos. Indicadores econémi-
cos comumente sao baseados em intimeras informacoes, direcionando as tomadas de decisoes governamentais e
empresariais. O Produto Interno Bruto (PIB) € um desses indicadores, reconhecido e adotado mundialmente. Leia
o0 texto a seguir a respeito do PIB e faca o que se pede em cada item.

PIB: entenda quais sao os fatores que influenciam o crescimento da economia

Expansao da economia depende, basicamente, de quatro fatores: consumo, investimento, gastos publicos e balanca
comercial.

Emesto Reghran/Pulsar
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Trabalhadores em indistria metaldrgica, Assai, Parana. Foto de 2015.

[...] O PIB (Produto Interno Bruto) nada mais & do que o conjunto de todos os bens e servicos finais produzidos em um
pais durante certo periodo de tempo. Ou seja, desde o "pdozinho" até um luxuoso apartamento construido neste ano, tudo
1sso entra no calculo do Produto Interno Bruto do pais.

E um ponto muito importante e o fato de que o PIB so0 computa os bens e servigos finais, para nao calcular o mesmo item
duas vezes. Ou seja, voltando ao exemplo anterior, o paozinho vendido na padaria entra no calculo do PIB, mas a farinha de
trigo comprada para a fabricacao do mesmo, nao.

Outro aspecto importante: a venda de
um carro ano 2005, por exemplo, nao sera
computada no PIB de 2006, ja que o valor
do bem ja foi incluido no calculo do Produto
Interno Bruto daquele ano. Dai, tira-se uma
importante conclusao: so devem entrar no
calculo do PIB os bens e servicos finais pro-
duzidos no pais no ano corrente.

Agora que voce ja sabe o que & o PIB,
entenda quais fatores influenciam a sua ex-
pansao.

Consumo privado

O primeiro fator que influencia dire-
tamente a variacao do PIB diz respeito ao
consumo privado, ou seja, aos gastos das
familias para a aquisicao de bens ou servi-
¢os. Portanto, quanto mais as pessoas con-
somem, mais o0 PIB tende a crescer. |...]

A Rua 25 de Marco, em Sao Paulo, & uma das ruas de comércio
mais movimentadas do pais. Foto de 2016.
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Investimentos privados

Alem do consumo das familias, outro fator que tem forte influéncia sobre a variacao do PIB sao os investimentos priva-
dos, ou seja, aqueles feitos por empresas. |[...]

0O nivel de investimentos em uma dada economia depende, basicamente, da taxa de juros e do quanto a atividade eco-
nomica esta aquecida. |[...]

Gastos publicos

Suponha, por exemplo, que o Governo dé inicio a construcdo de uma estrada: para que esta estrada saia do papel, é
necessario contratar operarios, adquirir material de construcao etc, que sao atividades que movimentam recursos.

Como estas atividades tendem a aumentar a renda da economia como um todo (pense nos empregos gerados, nas com-
pras feitas pelo Governo...), maiores gastos tendem a impactar positivamente sobre o crescimento da economia. Isso nao
quer dizer, porem, que os governos devam sair por al gastando dinheiro com irresponsabilidade a fim de elevar o PIB, uma

vez que gastos sistematicamente elevados podem comprometer a saude fiscal de uma economia.

Balanca comercial

QOutro aspecto muito importante para o crescimento do PIB de um pais

diz respeito as suas transacoOes comerciais com o exterior, ou seja, a famosa \

balanca comercial. |...] Balanc¢a comercial
Exportacao > Importacao — Superavit

Nao e dificil concluir que, quanto maiores as exportacbes, mais dinheiro

entra no pais, e, portanto, maior o PIB. Exportacao < Importacao — Déficit

Contudo, quanto maiores forem as importacoes, mais dinheiro sai do pais,

e, portanto, menor o PIB. |...]
b) Nao, pois a definicio de PIB, conforme consta no texto, é: "conjunto  Fonte: PIB: entenda quais sao os fatores que influenciam o crescimento da economia. InfoMoney, 2006.

de todos os bens e servicos finais produzidos em um pais durante Disponivel em: <http://www.infomoney.com.br/educacao/quias/noticia/257984/pib-entenda-quais-
certo periodo de tempo”. Como o bem em questao nao foi produzido sac-fatores-que-influenciam-crescimento-economiaz. Acesso em: 5 jan. 2016.

no Brasil, essa venda ndo & computada no cilculo do PIB brasileiro.

a) De acordo com o texto, quais sao os fatores que influenciam a expansao do PIB?
Consumo privado, investimento privado, gastos puablicos e balanca comercial.

b) De acordo com a definicao de PIB apresentada, podemos afirmar que a venda, no Brasil, de um veiculo importa-
do dos Estados Unidos em determinado ano compoe o calculo do PIB brasileiro naquele ano?

c) Os bens e servicos produzidos por uma empresa estabelecida no pais também contribuem diretamente para o
PIB nacional. Determinada empresa fabrica um produto que deve ser embalado em caixas retangulares, a partir do
recorte em folhas de papelao, conforme mostra o esquema abaixo.

Editoria de arte

________________

10 cm

15 em
De posse dessas informacoes, responda:

i) Qual ¢ a lei da funcdo polinomial que representa o volume da caixa fabricada, em funcéo dos recortes quadrados
de lado medindo x cm? y(x) = 4x* — 505 + 150x

ii) As caixas a serem obtidas necessitam ter volume de 132 cm? para acomodar a quantidade necessaria de produto

a ser vendido. Obtenha a equacao polinomial que corresponde ao volume da caixa em funcao da medida x.
4 — 502 + 150x — 132 =10
iii) A empresa sabe que recortes quadrados com lado medindo 2 cm satisfazem sua necessidade. A partir disso,

obtenha a fatoracio da expressio obtida no item b.
(x — 2)- (d* — 42x + BB)

iv) Verifique se existe outro recorte possivel nos cantos da folha de papelao para manter o mesmo volume.
Matematicamente possivel se x = 1,92,
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Exercicios complementares

1. Resolva a equacao abaixo, no conjunto dos niimeros

complexos.
y+l ¥y =1
Yy v y |=Y'+2y+5 s={-1-2,-1+12}
=i =g =9

2. (Unifesp-SP) Quatro numeros complexos represen-
tam, no plano complexo, vértices de um paralelo-

gramo. Trés dos nimerossdoz, = =3 — 3i,z, = le
5
z, = —1+ Ei . O quarto nimero tem as partes real e

imaginaria positivas. Esse numero é

11
a)2 + 3i d]2+Ti
11
xb}3+?i e) 4 + 5i
c)3+ 51

3. (Unirio/Ence-RJ) Seja z um numero complexo da
forma a + bi, onde a e b sdo escolhidos dentre os ele-
mentos do conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

a) Quantos numeros complexos podem ser assim
formados? 36

b) Dentre os numeros formados, quais satisfazem a
equacaoz +zZ =2? 1,1+ 1+2i,1+3i,1+4diel +5i

4. (Cefet-MG) Os pontos A, B e C sao, respectivamente, 0s
afixos dos nimeros complexosz, = 2 + i,z, = —4 + i
e z, = bi, com b < 0, no plano de Argand-Gauss. Se a

area do triangulo ABC € 12, entdo b vale:

a)—2 Xxc) —3 e) —4
by —2 Q-7
2 2

5. (UEPB) O produto dos niimeros complexos (3 — i)
(x + 2yi) € um numero real quando o ponto P(x, y)
esta sobre a reta de equacao:

a)x+6y=0 d)éx+y=0
b)6x—y=0 e)3y—x=0
xc)by—x=0

6. (UFPB) Um percurso feito por um atleta, em uma re-
giao plana, pode ser representado no plano cartesia-
no por um segmento de reta AB. Sabendo-se que os
pontos A e B sdo as representacoes geométricas dos

. 2 + 4i7 .
numeros complexos z, = 3 ez, = 4+ 31, e
-1

correto afirmar que esse percurso, em unidades de

comprimento, mede:
a)6 Y55 e) 6,5
b)4.,5 xd)5
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Escreva
no caderno

7. (Unicamp-SP) Sejam x e y niimeros reais tais que

X +yi=+3 + 4i, onde i é a unidade imaginaria.
O valor de xy é igual a
a) —2 b)—-1 c)1 xd)2

. (UER.J) Jodo desenhou um mapa do quintal de sua

casa, onde enterrou um cofre. Para isso, usou um sis-
tema de coordenadas retangulares, colocando a origem
O na base de uma mangueira, e os eixos OX e OY com
sentidos oeste-leste e sul-norte, respectivamente. Cada
ponto (X, y), nesse sistema, € a representacao de um nii-
merocomplexoz=x+iy,x€ER,yERei2 = —1.

Para indicar a posicdo (x,, y,) e a distancia d do co-
fre a origem, Jodo escreveu a seguinte observacao no
canto do mapa:

x, + iy ={1+1)?

Calcule:
a) as coordenadas de (x,, y,); (16, 16)

b) ovalorded. d=16.2

. (UFSM-RS) Assim como Remy sonha com o espaco

fechado da cozinha, outros habitantes da cidade bus-
cam o espaco aberto da natureza.

No plano complexo, estao representados 0 marco zero
(ponto A) de um pequeno municipio e a sede de um
hotel fazenda (ponto B). O marco zero do municipio
representa o ponto de encontro dos eixos real e ima-
ginario, sendo que esse ultimo aponta para o norte.
O formato da extensio de terra pertencente a fazenda
€ um circulo cujo centro é sua sede e cujos pontos de
fronteira 2 satisfazem a equacao |z —5| = 2.
Partindo da sede da fazenda (B), num angulo de
45 graus a nordeste, como mostra a figura, encontra-se,
na fronteira da fazenda, uma cascata (C) batizada de
Cascata Encantada, devido a boa impressao que causa
aos visitantes do hotel, principalmente aos oriundos dos
grandes centros menos acostumados ao contato direto
com a natureza. A forma algébrica do ponto C é:

A - Centro do municipio

B - Sede da fazenda C =
C - Cascata Encantada E
=
4 45° =
. - o

A B

a) 2 +i2
b) (3+2)+iv2
o (3+42)+(2+42)i

)
xd][5+ﬁ;+iﬁ

e) (5+v2)+(2+2)i



10

1

12.

13.

14.

. (Insper-SP) Seja z € C um complexo de modulo |z| e
argumento 8, 6 € ]—mn, n]. Defina w € C da seguinte

forma:

w=log, [z| +i-6

Sew=2 +i-%,nvalurdez‘“é
a) 9" c)9"-i e)l

xb) =91 d)—99-i

m
. Seos polinémios P(x) = | 2 nx* x | €
1 1. 3

Q(x) = x* — 4x? + x + 4 sdo idénticos, entao o valor

m -
de — é:
n

a) 2 xb)3 0 4 d)5

(PUC-RS) Tales, um aluno do Curso de Matematica,
depois de terminar o semestre com éxito, resolveu
viajar para a Europa. A chegada ao Velho Continente
foi em Portugal.

Em Bruxelas, Tales conheceu o monumento Ato-
mium, feito em aco revestido de aluminio, com a for-
ma de uma molécula cristalizada de ferro, ampliada
165 bilhoes de vezes. Essa escultura é formada por
esferas de 18 metros de diametro, unidas por 20 tu-
bos, com comprimentos de 18 a 23 metros.

A quantidade de esferas que compoem a escultura é
igual ao valor de um dos zeros da funcao f(x) = x® —
oxt— 27x.

Entao, o numero de esferas da escultura é
a) 18 X b)9 c) b6 d)3 e)2

(ESPM-SP) O volume e a altura de um prisma sdo ex-
pressos pelos polinomios V(x) = x3 —3x2+ 2x + 6e
A(x) = x + 1, respectivamente, sendo x um real estri-
tamente positivo. O menor valor que a area da base
desse prisma pode assumir € igual a:

a)l b)1,5 xc)2 d)2,5 e)3
3 T ==
(UFPR) Considere o polinémio p(x)=| 3 x -4
> il W

Calcule as raizes p(x). Justifique sua resposta,
deixando claro se utilizou propriedades de deter-
minantes ou algum método para obter as raizes do
polindmio. s raizes sio —3,3 e 4.

f ) —1+itgx
15. Calcule o0 modulo do niimero complexo z = 5 :
cumxaﬁﬂe—%{xi%. |E|=%59”

16. (UFBA) Determine o polinémio p(x) = bx* + cx? + dx,
sabendo que

* o coeficiente b € igual a soma dos termos da pro-

2
X EJ‘E? "')!‘

* o coeficiente d ¢ igual ao termo a_, da progressao

gressao geometrica infinita (E, 2

aritmética decrescente (a, a,, a,, ...), Cujos termos a,,
a,, a,, e a,, sao as abscissas dos pontos de L;IZE[SE{;E[D
das curvas de equacoes x2 + y2 = 82 ey = =3

* o resto da divisdo de p(x) pelo bindmio x + 1 é igual
a 40. plx) = B¢ + 5063 — Blx

17. (ITA-SP) Considere os polindmios em x € R da forma
p(x) =x* + ax® + a,x® + a x. As raizes de p(x) = 0
constituem wuma progressio aritmética de razdo

1
5 quando (a, a,, a,) €iguala

1 5 5 1
a) (T’ 0, E) d) [’1', 0, E)
r 1 5 1 1
b) 3 1, g] e) [E’ = 7 _T]
¢ 1 5
9 (7.0.-3)

18. (ITA-SP) Seja S o conjunto de todos os polinémios de
grau 4 que tém trés dos seus coeficientes iguaisa 2 e
os outros dois iguais a 1.

a) Determine o numero de elementos de S. 10

b) Determine o subconjunto de S formado pelos poli-

nomios que tém —1 como uma de suas raizes.
Os polindmios sao: P (x) = x' + 2¢ + 22 + :x + 1;
Pod=2¢+20 + 2+ Ix + IEP3{1}=IJ'+213+13+E:I:+E.1_-

19. (UFPR) Considere o niumero complexo o = =
141
a) Escreva a forma trigonomeétrica de a. « = cos 3?“ + isen ET“
b) Resolva a equacao 4x* + 4x> + x> + 4x — 3 = 0,
sabendo que « € uma das suas raizes.s={—i |, %%
20. (Unicamp-SP) Considere o polinomio
p(x) = x2— 11x + k + 2, em que x € variavel real e k

um parametro fixo, também real.

a) Para qual valor do parametro k o resto do quociente
dep(x) porx — 1éiguala3? k=11
b) Supondo, agora, k = 4, e sabendo que a e b sao

i
raizes de p(x), calcule o valor de sen [% + %)._?
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21. (UFC-CE) Sendo a, b, c, d, e as raizes da equacéo b) Se as raizes de p(x) sdo a, b e ¢, entdo o polinémio

x* — 3x* — 5% 4+ 15%% 4+ 14x — 12 = 0, determine o q(y) = ky® + 9y* — 8y + 1 tem por raizes os numeros
valor de: 1 .1
8" B ¢
1 % 1 M 1 & 1 5 1 i c) As raizes do polinomio r(x) = x* — 16x%+ 36x + 8k
bcde  acde abde abce abed 4 valem o dobro das raizes de p(x). Altematiasbec

23. (UFSCar-SP) Considere a equacao algébrica
—x* 4 kx* — kx* + kx — 4 = 0, navariavel x, com k € C.

a) Determine k = a + bi, com a e b reais, para que o

22. (UnB-DF) Considere o polinémio
p(x) = x*— 8x%+ 9x + k, k # 0. Quais das afirmativas

abaixo sao verdadeiras? numero complexo 2i seja uma das raizes da equacao.
a) A soma dos quadrados das raizes de p(x) é 82. b) Determine todas as raizes da equacao quando k = 5.
3 k= 20+ 30
13
b) S ={—ii,1,4]

Retomando e pesquisando (< e |

, Na abertura desta unidade vocé viu um pouco sobre os fractais. Um fractal pode ser gerado a partir de uma
formula matematica que, se aplicada recorrentemente, pode produzir resultados impressionantes.

Existem varias imagens de conjuntos fractais, como o conjunto de Mandelbrot. Esse conjunto é cria-
do a partir da iteracao de numeros complexos da forma z = a + bi. Cada iteracao é feita com a férmula

z =z ? + ¢, em que Z e € 580 humeros complexos.
n+1 mn

Wit SmoleksShutterstock.com

Imagem de um fractal do conjunto de Mandelbrot.

Utilize essas informacoes e seus conhecimentos a respeito dos contelidos desta unidade para realizar as

atividades a 5Erg|_jir_ Resposta pessoal. E possivel que os alunos citem que os fractais sao objetos gerados com a repeticao de um processo infinitas vezes ou que
um fractal & composto por partes semelhantes a si mesmao.

1. Na abertura da unidade, vocé viu que a palavra fractal deriva do latim e significa quebrado, irregular. Explique
o que vocé acha do uso desse nome para algo que apresenta padroes.

2. De acordo com as operacoes com nimeros complexos que vocé estudou, escreva as duas primeiras iteracoes de
um fractalemquec=2+iez=0. z,=2+iz2,=5+3i

3. Escreva o resultado da questao anterior na forma trigonomeétrica. 2z, = .34 (cos 80° + isen 80°)
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Infografico: Contexto historico

Para muitas pessoas, a Matematica nao passa de uma disciplina escolar excessivamente tecrica
e, portanto, “descolada” da realidade. Essa visao difundida promove alguns questionamentos do
tipo “qual é a utilidade dessa matéria?”, “por que esse assunto é importante?” ou entao “o que
esse contetdo pode nos oferecer?”.

Ao contrario do que esse ponto de vista sustenta, a Matematica € uma area intrinsecamente
ligada a vivéncia humana. Desde os afazeres mais triviais, como a compra em um supermercado
ou o rateio dos gastos de uma viagem, até empreendimentos de alta complexidade — a exemplo
do lancamento de um satélite artificial —, usamos o saber proveniente do universo matematico.

Sem o raciocinio matematico e o extenso conhecimento ligado a essa capacidade, as socieda-
des humanas nao teriam condigbes de superar os obstaculos que atravancavam sua existéncia.
O que constatamos é que a “mais abstrata das disciplinas” é uma ferramenta imprescindivel ao
desenvolvimento de nossa espécie.

Por essa razao, nao seria exagero parafrasear o filosofo alemao Friedrich Nietzsche (1844-1900)
ao afirmar que o campo matematico ¢ “humano, demasiado humano”. O que constatamos é
gue, desde os primordios, a histéria dos seres humanos e a evolucao da Matematica sofrem uma
influéncia mutua, constante e enriquecedora.

Assim como todos os povos, as produgdes humanas contam com uma historia, ou seja, foram
elaboradas e desenvolvidas a partir de contextos historicos especificos. Como consequéncia, nao é
raro encontrar publicacdes que apresentam a historia do vestuario, da arquitetura ou da gastronomia.

Sendo uma antiquissima criacao humana, a Matematica também ostenta uma rica historici-
dade. Ao contrario do que muitas pessoas acreditam, os saberes matematicos nao “cairam do
céu”, mas foram forjados e aprimorados em varios periodos da nossa historia. Egipcios, gregos,
arabes, renascentistas ou pensadores iluministas contribuiram, cada um a sua forma, para enri-
guecer o milenar campo do conhecimento matematico.

A partir dessa constatacao, procuramos tornar a aprendizagem da Matematica mais instigante
por meio da elaboracao de um infografico que apresenta uma linha do tempo sobre a historia da
Matematica de alguns contelidos abordados nesta colecao.

A utilizacao de um infografico se deve ao seu potencial de valorizar visualmente informacoes.
Diversos veiculos de comunicacao, pecas publicitarias e campanhas publicas utilizam esse recurso,
constituido por quadros informativos que misturam textos e imagens com um chamativo apelo visual.

O infografico que construimos esta organizado de acordo com as diferentes fases da humani-
dade. Em cada periodo da historia, procuramos apresentar pensadores ou estudos que proporcio-
naram grande desenvolvimento ao campo matematico. Também temos uma legenda que indica
o volume desta colecao que aborda os conteudos citados. Os periodos em que o infografico foi
organizado sao os seguintes:

Pré-histdria
(cerca de 2,5 milhoes de
anos atras—4.000a.C))

Antiguidade Idade Média Idade Moderna Era Contemporanea
(4.000a.C.-476d.C) (476 - 1453/1492) (1453/1492 - 1789) (1789 — dias atuais)

Caso haja alguma duvida, ndo deixe de consultar seus professores de Matematica e de
Historia.
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lames Di Loreto & Donald H. Hudbert, Smithsanian Institution

Numeros

Durante o periodo Paleolitico, a maioria das
comunidades humanas usava apenas trés
numeros: um, dois e “muitos”. Mesmo com

Estilo geomeétrico produzido por povos
ancestrais do Brasil, Gruta do Pitoco (MS).

CONTEXTO HISTORICO

Principais conteudos matematicos abordados nesta colecao ao volume em que o

Sitio Amueoclogico gruta do Pitoco,

um conhecimento numeérico rudimentar, tais
povos vivenciavam a Matematica de uma
forma empirica, ao entrar em contato com
elementos geometricos da natureza.

'

s
4000 a.C.

: PRE-HISTORIA

(cerca de 2,5 milhdes de anos atras-4000 a.C.)

Registro numeérico

A partir do periodo
Neolitico, diversas
comunidades humanas
sedentarizaram-se e
passaram a estocar o
alimento excedente.
Gradualmente, surgem os
primeiros centros urbanos,

as relacoes comerciais, a
divisao social e o conceito
de propriedade privada.

A necessidade de contar
motivou a associacao entre
uma quantidade de objetos
e a mesma quantidade de
pequenos seixos. Surgem
registros de ndmeros, como
marcas em ossos, pedacos
de madeira e pedra.

Fragmento de osso marcado por
comunidades da Pre-Historia.

Alcinopaolis. M5, Bufinha/SEMUDES

Legenda

Numero correspondente

conteudo é apresentado.

superados com o auxilio do saber
matematico. 7
Mesopotamicos e egipcios

criaram simbolos para representar

0s numeros naturais. Egipcios g
usavam base 10, mas notacao nao
posicional. Ja os sumerios, um dos
povos da Mesopotamia, usavam

Numeros naturais 1 Y 11 LY
Durante a Antiguidade, egipcios,

mesopotamicos e outras civilizacoes YY L {W
promoveram um notavel e I e (i
desenvolvimento da Matematica,

impulsionado, sobretudo, por 4 ¢ 14 "i W
demandas do cotidiano. A

construcao de monumentos o W 15 {W
finebres, a contagem do tempo

e a construcao de canais de 6 W 16 {W
irrigacao sao alguns dos problemas

18 {%

base 60 com notacao posicional. 9 L d:
Os matematicos da antiga Sumeria
precisavam de 59 simbolos 10 4 20 ({

diferentes para representar seus
numeros. Nao existia representacao  Sistema numerico arcaico
do zero. Quando nada havia, desenvolvido na Sumeria

deixava-se um espaco em branco. (atual Iraque).

Fracoes

Por volta do segundo milénio antes de
Cristo, povos antigos ja contavam com
muitas invencdes consagradas, a exemplo
da roda, da escrita, da Astronomia

e do calendario. Em tal contexto,
mesopotamicos e egipcios criaram
simbolos para representar as fracoes.

Os egipcios usavam apenas fracoes de
numerador 1. Assim, no Egito antigo,

g
a fracao - era representada como

ba S B
375795

Fonte de pesquisa do infografico:

BOYER, Carl Benjamin. Historia da Matematica. Trad. Elza F. Gomide. 3 ed. S3o Paulo:
Edgar Blicher, 2012.

EVES, Howard. Introducao a Historia da Matematica. S3o Paulo: Unicamp, 2007.
KINDER, Hermann; HILGEMAMNN, Werner; HERGT, Manfred. Atlas histdorico mundial:
De los origenes a nuestros dias. Madnd: Akal, 2007

A linha do tempo nao esta representada em escala.
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1800 a.C.

resta
Progressoes

No Egito antigo, os escribas, grupo
profissional que detinha o dominio

r
s —

Trecho do papiro
urado de Ahmes.

da leitura e da escrita, produziram uma

vasta quantidade de documentos

sobre diversos assuntos concernentes

a essa civilizacao. Atualmente, tais

documentos sdo uma preciosa fonte de
estudo para se compreender aspectos

relevantes dessa civilizacdo. Em um

papiro elaborado pelo escriba Ahmes,

por exemplo, aparecem problemas

envolvendo sequéncias aritméticas e

geometricas.

ANTIGUIDADE
(4000 a.C.-476 d.C.)

Século XVI a.C.

Os mesopotamicos conheciam o hexagono

regular. Como seu sistema de numeraca

O era

em base 60, optaram por dividir cada “angulo

grande” em 60 partes.

Cada um

desses “angulos

_grandes” foi

i

dividido em
60 partes.

Século XVI a.C.

Werner Forman/ Werner Forman/Corbis/Latinstock

Imagem de agrimensores egipcios
trabalhando em uma plantacao as
margens do rio Nilo.

Conceito de area

As areas de figuras préximas do retangulo eram calculadas
no antigo Egito pelo produto das médias dos lados opostos
do quadrilatero. Nao era um método exato, mas resultava
em uma boa aproximacao para a area. Tal conhecimento foi
imprescindivel para o surgimento da agrimensura, atividade
que tem como funcao medir e dividir lotes de terra. Em
muitas imagens produzidas por essa sociedade, podemos
observar o arduo trabalho dos agrimensores as margens

do rio Nilo, sua principal fonte de dqua.

Século VIl a.C.

Busto de Tales 08 s e %
Mileto, considerado ==Sshiess™ 3 5
o primeiro filsofo da S 5
Historia ocidental. . s E
Semelhanca

Nas coldnias gregas da Asia Menor (atual Turquia), um grupo
de pensadores desprendeu-se gradualmente das explicacoes
mitologicas usadas para a compreensao do mundo. Esse
lento processo promoveu o surgimento do racionalismo, da
Filosofia e do pensamento cientifico. Seu precursor foi Tales
de Mileto (c. 623 a.C.-c. 546 a.C.), um habil astrénomo
que sustentava a ideia de que todos os elementos do
Universo foram criados a partir da agua. Na Matematica,
Tales de Mileto demonstrou diversas propriedades de figuras
geomeétricas e desenvolveu o conceito de semelhanca
mostrando diversas aplicacoes.

Professor, comente com os alunos que & muito comum em Historia da Matematica escrever

“." (cerca de) quando nao se tem certeza da data.
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Teorema de Pitagoras

Nos primdérdios da Filosofia grega,
Pitagoras de Samos (570 a.C.-495 a.C.)
afirmava que a esséncia das coisas

sao 05 numeros. Estudioso proficuo

da Musica e da Matemadtica, sua mais
famosa contribuicao é a confirmacao de
um antigo enunciado matematico: “Em
todo triangulo retangulo, o quadrado da
hipotenusa é igual a soma dos quadrados
dos catetos”.

Editaria de Arte

C = A + B, em que
A, B e Csdo as areas
dos respectivos

quadrados.
: ANTIGUIDADE
(4000 a.C.-476 d.C)
400 a.C.

Matematica financeira

Poliedros

Arguimedes de Siracusa

(287 a.C.-212 a.C.) é considerado
0 maior matematico da Antiguidade.
Filho de um astrénomo, estudou
em Alexandria e desenvolveu
célebres contribuicbes ao universo
das ciéncias exatas — entre as
quais as leis fisicas do empuxo

e da alavanca. Arguimedes
também descobriu os 13 poliedros
semirregulares. Um deles esta
representado na figura. O

Editaria de Arte

lcosaedro Dodecaedro icosidodecaedro é formado por
12 pentagonos e 20 triangulos.
Poliedros Mo total, tal figura apresenta

o 32 faces, 30 vértices e 60 arestas.
Mo auge da civilizacao grega, Atenas

havia se convertido na pdlis (cidade-
-estado) modelar, adornada com
ternplos e monumentos custeados
pelo comércio maritimo. Socrates
(469 a.C.-399 a.C.), Platao

(c. 428 a.C.-348 a.C.) e outros
filosofos de renome promoviam
debates, envolvendo, por exemplo, os
conceitos de moral, beleza e verdade.
No campo da Matematica, por sua
vez, estudiosos ja dominavam o
conhecimento sobre os cinco poliedros
regulares, representados acima.

Editoria de Arte

Representacdo de
um icosidodecaedro.

3 12 3

Século Il a.C.

Corpos redondos

A principio, as relacées comerciais entre as primeiras
comunidades humanas ocorriam com base na nocao

de escambo: os produtos eram trocados de forma
amonetaria, isto &, sem a utilizacdo de moedas. Entretanto,
o aprimoramento do comércio e a introducao de moedas
exigiram a elaboracao de novos saberes matematicos. A
primeira operacao de Matematica financeira foi o cambio,
sendo necessario estabelecer as relacdes de equivaléncia
entre o sistema monetario de diversas regides.

Numeros irracionais e

Geometria espacial de posicao

Para promover seu poder, o conquistador
Alexandre, o Grande (356 a.C.-323 a.C.)
fundou diversas cidades com o nome de
Alexandria — entre as quais se destaca o
centro urbano do norte do Egito. Apés

sua morte, tal cidade converteu-se em

um cobicado polo de pesquisa, atraindo
indmeros sabios do mundo antigo a sua
prestigiosa biblioteca, dotada de uma grande
colecao de obras de carater cientifico.

Em Alexandria, Euclides (330 a.C.-?)
escreveu a obra Os Elementos, a qual
reunia grande parte do conhecimento
matematico da época. Nessa colecao

de 13 volumes, aparece a
demonstracao da existéncia de
segmentos de retas gue nao podem

ser medidos em nenhuma unidade. O
112 volume de tal publicacdo apresenta
a Geometria espacial de posicao, a qual
se propoe a analisar as relagoes entre
pontos, retas e planos.
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Mo seculo lll a.C., Arquimedes ja sabia calcular os volumes
dos sélidos redondos: cilindro, cone e esfera. Em 212 a.C,,
morreu tragicamente, aos 75 anos, pela espada de um
soldado romano durante as Guerras Punicas — um conjunto
de conflitos travados entre Roma e Cartago. Sua tumba foi
adornada com a relacao entre os volumes da esfera e do
cilindro de acordo com seu desejo.
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Fragmento da obra Os Elementos,
de Euclides de Alexandria.

A linha do tempo nao esta representada em escala.




Sammlung Rauch/
Intefota/Latinstock

Trigonometria

Claudio Ptolomeu (90-168) foi
outro grande intelectual a habitar
a cidade de Alexandria. Além da
Matematica e da Astronomia,

tal pensador apresentou grande
contribuicdo no campo da
Geografia. Suas producoes
cartograficas e a teoria geocéntrica
que elaborou influenciaram os
pensadores europeus até o fim
da ldade Media.

Além disso, Ptolomeu construiu

a primeira tabela de cordas. Em
uma circunferéncia de raio 60,
para cada angulo « (de meio

em meio grau) esta associado

o comprimento L da corda
correspondente.

Por exemplo, para o« = 80° tem-se
L = 77,13. A metade da corda
dividida por 60 & o seno

da metade do angulo.
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Século Il a.C.

Comprimento da circunferéncia

Eratdstenes de Cirene (276 a.C-194 a.C.)
mediu a circunferéncia da Terra. Ele
calculou a medida de 5 000 estadios para a
distancia entre Siena (Assua) e Alexandria e
descobriu que entre essas cidades o angulo
central € de 7,5°. Como o estadio era uma
unidade aproximadamente igual a 185 m,
Eratostenes estimou a circunferéncia
terrestre em cerca de 46000 km.

O resultado apresenta uma pequena

margem de erro diante das medicoes atuais,

que estipulam o valor em 40075 km.

Representacao moderna
de Eratostenes de Cirene.

ﬂ*hﬂ 1 il

Trigonometria

Durante a ldade Média, uma forca
religiosa arrebatadora espalhou-se pela
Europa: o Cristianismo. O conhecimento
produzido na epoca submeteu-se aos
ditames da Igreja, conferindo uma
autonomia relativa ao desenvolvimento
da Ciéncia. Paralelamente a esse
fendmeno, civilizacbes de destaque
foram forjadas na Africa e no Oriente,
a exemplo dos bizantinos, indianos e
arabes muculmanos.
Na India, o astrénomo
Aryabhata (476-550)
utilizou as razdes
trigonomeétricas
como fazemos
hoje em dia.

Estatua do
estudioso indiano
Aryabhata na

— Universidade

de Pune, em
Maharashtra, [ndia.
Fotografia de 2008.

Dinodia Photos REALmwLatinstock

Numeros negativos

Na Idade Média, o surgimento de
nidmeros negativas em civilizacoes do
Oriente comprovava sua sofisticacao
intelectual. Os primeiros registros datam
do século VI, na India, em uma época
de esplendor do império Brahmagupta.
Duzentos anos depois, o muculmano
persa Al-Khwarizmi (780-c.-850)
aprimora os estudos sobre 05 numeros
negativos. Tempos depois, Abu al-Wafa
também aprofundou o conhecimento
matematico em tal area.

A Europa, por sua vez, sofreu uma
mudanca de mentalidade a partir

do alvorecer da Idade Moderna. O
Teocentrismo da ldade Media cedeu
lugar ao Racionalismo e ao
Humanismo do Renascimento. No
auge de tal periodo, o italiano

Luca Pacioli (1445-1517) entra

em contato com os saberes
matematicos do Oriente e promove
relevantes estudos acerca dos
numeros negativos.

Relacoes entre funcoes
trigonomeétricas e

Trigonometria

A partir do seculo VI, o
Islamismo foi difundido a
diversas regioes do Oriente
Médio, norte da Africa, Asia
Central e Peninsula |bérica. No
antigo territério da Pérsia (atual
Ira), © matematico muculmano
Abu al-Wafa al-Buzjani
(940-998) mostrou as relacoes
entre as funcoes trigonométricas
e utilizou, pela primeira vez,

a circunferéncia de raio 1. Ele
também deduziu as sequintes
formulas:

eCOsla+b)=cosacosb—senasenb
e Sen 2x = Z2sen X cos X

Akgelmages/Latinstock

Luca Pacioli.

Estatua no
Uzbequistao
homenageia

Al-Khwarizmi,
considerado

por muitos
matematicos
como o “pai da

: Algebra®.
Fotografia
de 2013.

Melvyn Longhurst/ Alamy/Latinstock
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Probabilidade

Durante a Renascenca, o norte da Peninsula
Italica presenciou o enriquecimento de cidades
de tradicdo comercial, em especial Florenca,
Veneza e Génova. As riguezas acumuladas
foram utilizadas para o patrocinio de artistas
geniais. Filippo Brunelleschi (1377-1446),
Sandro Botticelli (1445-1510), Leonardo da
Vinci (1452-1519) e Michelangelo Buonarroti
(1475-1564) sao alguns dos nomes
consagrados em tal contexto.

Ja no final do Renascimento, Girolamo
Cardano (1501-1576), um cientista e
matematico italiano, escreveu o livro

Liber de ludo aleae (Livro dos jogos de azar).
Esse livro marcou o inicio do estudo da
probabilidade em jogos, sendo publicado
apenas em 1663,

Gravura do cientista
italiano Girolamo
Cardano.

o 9 IDADE MODERNA
(1453/1492-1789)

Numeros complexos

Girolamo Cardano elaborou a solucao
da equacao x3 + px + q = 0, que tinha
sido descoberta por Scipione del Ferro
(1465-1526) e Niccolo Tartaglia
(1499-1557).

Na solucao de uma dessas equacoes
aparece a igualdade

Y2+ V=4 +32-v=4 =-2, aqual
contém um ndmero negativo dentro
de uma raiz quadrada; apesar disso,
0 resultado & um numero real.

Esse fato marcou o nascimento dos
numeros complexos, compreendidos
apenas séculos depois.
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Logaritmos

A revolucao cientifica contou com figuras do quilate de Nicolau Copérnico
(1473-1543), Galileu Galilei (1564-1642) e Johannes Kepler (1571-1630).
Tal fenémeno, que engloba grande parte da Idade Moderna, passou a
questionar as antigas verdades por meio da atenta observacao do objeto
do conhecimento e da experimentacao de hipoteses produzidas.

Durante essa profunda transformacao do paradigma da Ciéncia, o escocés
John Napier (1550-1617) publicou seu trabalho sobre logaritmos,

cujo titulo em latim & Mirifici logaritmorum canonis descriptio.

Equacoes polinomiais
Em meados do século XVII, a
revolucao cientifica chegou

a Franca da ldade Moderna,
momento de esplendor da

corte dos Bourbon, caso do Probabilidade
extravagante Luis XIV. Durante Cartas entre Pierre de Fermat
a época de Luis XIll, pai do e o filésofo e tedlogo Blaise
rei Sol”, Albert Girard Pascal (1623-1662) auxiliaram
(1595-1632) lancou o livro no desenvolvimento do
|:WE"1‘Iﬂﬂ nouvelle en : raciocinio de probabilidade
I'algebre contendo as relacoes em jogos. Christian Huygens
entre coeficientes e raizes de (1629-1695), matematico
uma equacao polinomial. holandés, escreveu um livro

sobre probabilidades, cujo
titulo é De Ratiociniis in ludo

aleae (Sobre o raciocinio em
jogos de azar).

(11313 3 B2

Calculo _ B
A Idade Moderna vivenciou Geometria analitica

também a Reforma religiosa, O francés Pierre de Fermat (1601-1665)
uma ruptura da cristandade teve a ideia de representar pontos no
europeia motivada, entre plano por meio de duas coordenadas.
outros fatores, pela ascensao Com elas, ele estudou as cdnicas. Tal

de uma mentalidade proposta foi também enunciada pelo
questionadora e irreverente. filsofo René Descartes (1596-1650), um
Como resposta ao surgimento 905 pensadores mais versateis da ldade
das correntes protestantes, Moderna. Sua producao matematica

o catdlico Ignacio de Loyola foi tao relevante quanto suas divagacoes

fundou a Companhia de Jesus filosoficas, entre as quais a famosa
em 1534, cujos membros sao  sentenca “cogito, ergo sum”
conhecidos como jesuitas. (penso, logo existo).

Entre os seguidores da ordem,

o italiano Bonaventura

Cavalieri (1598-1647)

conguistou reconhecimento

ao produzir a obra Geometria

indivisibilibus continuorum.

Tal producao contém o

famoso principio que serviu de

inspiracao ao aparecimento

e ao desenvolvimento

do Calculo.

A linha do tempo nao esta representada em escala.




Geometria analitica

Rene Descartes produziu

a obra Discurso sobre o
método para raciocinar
bem e procurar a verdade
nas ciéncias. No apéndice
desse livro, aparecem os
fundamentos que permitiram
0 aparecimento da Geometria
analitica decadas depois.
Descartes foi um dos primeiros
matematicos a ter a ideia de

reunir a Geometria e a Algebra.

0 filosofo francés René
Descartes mostrou
COMO PoUCos 0 espirito
da Ciéncia moderna no
seculo XVII.

Georgios Kollidas/Shutterstock.com

(3 303

Estatistica

O britanico John Graunt (1620-1674)
elaborou métodos para analisar ©
censo populacional na Inglaterra,
reunindo grande guantidade de dados
sobre a populagao da eépoca. Seu livro
Natural and Political Observations
Mentioned in a Following Index and

Combinatoéria

Com apenas 20 anos,
Gottfried Leibniz

(1646-1716), matematico,
cientista e diplomata

alemao, lancou o trabalho
Dissertatio de arte

combinatoria com as

principais técnicas de
contar de forma eficiente.

Pensador e
diplomata alemao
Gottfried Leibniz.

& NickwShutterstock.com

Representacao de funcoes

O século XVl ficou conhecido como “Era
das Luzes", uma vez que contou com o
esplendor do lluminismo. Os membros
de tal corrente intelectual defendiam a
tese de que a razao e o saber resolveriam
os males da humanidade. Suas criticas,
por sua vez, voltavam-se ao fanatismo,

d ignorancia e a outras caracteristicas da
sociedade europeia da ldade Moderna.
No inicio do século, o estudioso suico
Jean Bernoulli (1667-1748) propds o
simbolo ¢ (X) para representar uma
funcao de x. A partir dessa época, as
funcoes elementares tornam-se comuns.

Jean Bernoulli foi

uma figura de grande
relevancia para o estudo
das funcies.

Heritage Images/Getty Images

Determinantes

Leibniz inventou uma operacao com
0s elementos de uma matriz quadrada
que ele chama de “resultado”. E o
mesmo numero chamado, tempos
depois, de “determinante”.

Determinantes

Sistema cartesiano ortogonal

Sir Isaac Newton (1643-1727),
considerado um dos maiores fisicos

da historia, consagrou o processo

de Revolucao Cientifica. Ao longo

de suas pesquisas, o famoso inglés
fundamentou a Mecanica classica,
afirmando que as mesmas leis que . -N.f:-‘
governam 05 corpos celestes oat
também sao aplicadas aos
objetos. No final do século
XV, Newton utilizou eixos
cartesianos ortogonais e
desenvolveu o Calculo
diferencial ao estudar
diversas funcoes.

Made upon the Bills of Mortality
apresentava tabelas sobre a expectativa
de vida da populacao e marcou o inicio
da Estatistica moderna. O aumento
exponencial da populacao europeia
converteu-se em um assunto prioritario
dos Estados modernos, interessados
em utilizar o “capital” humano

d disposicao para atender a seus
interesses politicos e econdmicos. Ja

no século XVIl, o economista britanico
Thomas Malthus (1766-1834) criou
uma teoria populacional alarmista. De
acordo com sua pesquisa, a populacdo
mundial cresceria em um ritmo maior
que a oferta de alimento. Entretanto,
tal previsao nao se concretizou ao
longo do tempo.

Colin Maclaurin (1698-1746),
um matematico de origem
escocesa, escreveu sua

obra Treatise on Algebra
contendo propriedades

dos determinantes. Nessa
publicacdo, Maclaurin havia
mostrado a regra para resolver
sistermas lineares 2 X 2 e

3 X 3. Anos depois, iniciou-se
a Primeira Revolucao Industrial
na Inglaterra, fendmeno que
promoveu uma mudanca sem
precedentes no processo de
producdo de mercadorias.

Science Phaoto LibraryLatinstock

Sir Isaac Newton.
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Sistemas lineares Polinomios

Em 1750, o matematico suico Gabriel Cramer O italiano Paolo Ruffini
(1704-1752) elaborou o método geral para a (1765-1882) produziu um
resolucao de sistemas lineares com n equacoes livro de Algebra elementar
e n incognitas usando determinantes. Ja em contendo o algoritmo da
1764, o estudioso francés Etienne Bézout divisao de um polindmio
(1730-1783) descobriu métodos para p(x) por (x — a).

calcular determinantes grandes.

Paolo Ruffini foi
g um matematico de
Determinantes destague na Algebra

Pierre-Simon Laplace elementar.
(1749-1827), intelectual
francés que organizou

a chamada Astronomia
Matematica, publicou a Teoria
geral dos determinantes.
Por meio desse estudo, Laplace
explicou a regra de expansao
que permitiu representar um
determinante de ordem n
por meio de uma soma
de determinantes

de ordem n—1.

science Photo LibranyLatinstock

Representacao artistica
do matematico .
francés Laplace. > f
w o o IDADE MODERNA

(1453-1789)

Numeros complexos

No século XIX, os saberes cientificos,
notadamente as chamadas ciéncias
exatas, galgaram uma importancia
incomparavel na civilizacao europeia.
Em tal contexto, o francés Auguste
Comte (1798-1857) fundou o
Positivismo, corrente de pensamento
gue defendia a inquestionabilidade

Funcao exponencial e poliedros

O suico germandfilo Leonhard Euler (1707-1783)

_ 1 1 1
descobriu quee=1 + + - s

. R | | do método cientifico, Ginico
Em 1752, desenvolveu a formula dos poliedros instrumento capaz de promover a
convexos: A + 2 =F + V. em que A é o numero “ordem” e o “progresso” aos paises
de arestas, F & o niumero de faces e V & o numero evoluidos. No campo da Matematica

de vértices de um F}GﬁE‘er convexo. 0 SLli{;D e matematico amador lean-

-Robert Argand (1768-1882) teve a
ideia de representar geometricamente
0s numeros complexos e criou o
“Plano complexo” .

&

Leonhard Euler
consagrou-se na historia
da Matematica por causa
de suas contribuicoes

no campo da Geometria
espacial e das funcies.

},r_ —————————————————— TJ{+}"i

© Roger-Viollet/Glow Images
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A linha do tempo n3o esta representada em escala.
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Retrato do alemao
Carl Gustav Jacobi.

Matrizes e

determinantes

Jacques Binet
(1786-1856),
matematico de origem
francesa, descobriu a
regra de multiplicacao
de matrizes e provou
que "o determinante
do produto de duas
matrizes quadradas

€ o0 produto dos seus
determinantes”.

det (AB) = det A-detB

Determinantes

O pensador alemao

Carl Gustav Jacobi
(1804-1851) lancou o livro
De determinantibus
functionalibus contendo
diversas propriedades dos
determinantes e aplicacoes
em Calculo diferencial.

Corbis Corporation/Fotoarena



Matriz

Em 1850, o britanico
Jlames Sylvester
(1814-1897) inventou a
expressao “matriz” para
representar um quadro
retangular de numeros.
Cinco anos depois,
Arthur Cayley
(1821-1895),
matematico inglés,
descobriu métodos para
calcular o que chamou
de “matriz inversa” de

uma determinada matriz.

Determinantes

O matematico
francés Pierre
Sarrus (1798-1861)
divulgou a regra
para o calculo

do determinante

3 X 3, a qual foi
universalmente
adotada pelos
estudantes.

Inicio do século XX

Corbis/Latinstock

O entusiasmo quanto a suposta

onisciéncia e onipoténcia da Ciéncia no
século XIX deu lugar a um profundo
sentimento de desesperanca nas

Conjuntos

Por volta de 1860, iniciou-se a Segunda
Revolucao Industrial, nova fase de
aprimoramento da producao fabril.

Em tal conjuntura, algumas invencoes
difundidas mundialmente foram criadas,
como a locomotiva, o telefone,

o telégrafo, o radio e o cinema.

Na sequnda metade do seculo XIX,

o russo Georg Cantor (1845-1918)e o
estudioso alemao Richard Dedekind
(1831-1916) comecaram a desenvolver a
Teoria dos Conjuntos. A grande duvida
era como tratar conjuntos com

numero infinito de elementos.

0 russo Georg
Cantor promoveu
relevante
desenvolvimento
a0s saberes
matematicos no
fim do seculo XIX.

(1789-dias atuais)

ERA CONTEMPORANEA

Década de 1930

Nas pesquisas da Quimica, o alemao Werner
Heisenberg (1901-1976) elaborou o principio
da incerteza: nao se pode determinar de forma
simultanea a posicao e a velocidade

das particulas atdmicas.

Na década de 1930, a Matematica também
vivenciou uma quebra de paradigmas. Kurt
Gdédel (1906-1978), um estudioso austriaco
naturalizado estadunidense, demonstrou que
o conjunto de preceitos que estruturam a
Matematica e incompleto. Por meio do Teorema
da Incompletude, assegurou que nao se pode
demonstrar nem a verdade nem a falsidade

de algumas propriedades matematicas.

Kurt Godel causou uma

matematicas ao fundar o
Teorema da Incompletude.

Meados do século XX
e inicio do século XXI

Granger/Fotoarena

O terceiro estagio da Revolucao Industrial ocorreu nas ultimas
décadas do século XX e inicio do século XX|. Testemunha-se
uma evolucao em diversas areas do saber, sobretudo nas

telecomunicacoes, na robética, na informatica e na engenharia
genética. Intelectuais e outras figuras ligadas ao conhecimento
sdo conclamados a solucionar demandas criadas pela propria
humanidade, caso da degradacao ambiental. E crescente o
numero de pensadores gue procuram questionar uma visao
tecnicista do mundo, ao passo que valorizam uma

postura cientifica mais humana, inclusiva e plural.

primeiras décadas do seculo XX, pois o
primoroso desenvolvimento cientifico
contribuiu com exterminios em

massa nas grandes guerras.

No campo da Fisica, a Mecanica
classica de Newton é questionada pela /,
Teoria da Relatividade de Albert Einstein "";‘? -
(1879-1955). Como consequencia,
ganhou forca o indeterminismo e o
probabilismo entre os estudiosos
dos fendmenos fisicos.

'r

GL ArchivefAlamy/Latinstock

Michael D, Brown/Shutterstock .com

Albert Einstein revolucionou
0 universo da Fisica ao
problematizar a Mecanica
classica de Isaac Newton e
inaugurar a Teoria

da Relatividade.

A robotica foi uma "
das areas tecnologicas |
que conheceram
grande impulso gracas
ao advento da

Terceira Revolucao
Industrial,




Unidade 1 - Estatistica

Capitulo 1 - Nocoes de Estatistica

Exercicios propostos

1. a) Populacdo: 100 funciondrios de uma empresa; unidade es-
tatistica: cada trabalhador da empresa.
b) 20 funcionérios escolhidos ao acaso.
¢) Massa do trabalhador em quilogramas; varidvel continua.
d) 65kg:3; 75kg: 2; 80 kg: 3;90kg: 0

2. a) 247 delegados.

b] I’i fl fr
Homens 247 55%
Mulheres 202 45%
c¢) 90%

3. Alternativa b.

1 x f; £,
A 3 3
B 4 3+4=7
G 8 7+8=15
D 4 15+4=19
E 1 19+ 1=20
> f £
680 1 1
720 6 1+6=7
760 4 7+4=11
800 4 11 +4=15
840 2 15+2=17
880 2 17+ 2=19
920 1 19+1=20
6. a) - £ £
0 5 5
1 12 17
2 28 45
3 2 47
4 2 49
4 1 50

b} n = 45 alunos.
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xt f].l fl fﬂ.
1 2 2 10% 10%
20
= i = 25%
2 24+5=7 20 35%
3 = i = 10% 5%
74+2=90 20 4
L 10%
4 9+2=11 20 55%
5 11+45=16 s 25% 80%
o= 20
4
6 16+ 4= 20 20 =20% | 100%
a) 2vezes.
b) 11 vezes.
c) 20% das jogadas.
d)100% — 55% = 45%

TiP“ fh ft {%] f‘l‘l ﬂh]
Novelas 360 360 | 0,45=45% | 0,45 =45%
Esportes 128 488 | 0,16 =16% | 0,61 = 61%

Filmes 80 568 | 0,10=10% | 0,71 = 71%
Noticidrios 32 600 0,04 =4% | 0,75 =75%

Shows 200 800 | 0,25 =25% | 1,00 = 100%

4 Superficie (milhoes de km?)
180 +-------------- =
:
2
=2
105 +--cccmmeeam
I e -
1.1 [ et
12 +-
S 8 8 _ﬁ E Oceanos
£ 5 2 5 3
z z =

b) 30 alunos.

11. Alternativa c.

10. a) Rio de Janeiro (40%).




12. Alternativa e.

13.

outras
5%

14. Alternativa e.

15. a) 8%
b) 35 pessoas
c) Estatura Numero de pessoas
[145, 150 7
[150, 155[ 8
[155, 160] 11
[160, 175 15
[165, 170[ 24
[170, 175] 14
[175, 180[ 10
[180, 185 6
[185, 190] 5
102 5 | classe | £ | £ | £ %
1 [40; 50[ 2 4% 4%
2 [50; 60[ 7 9 14% 18%
3 [60; 70[ 9 18 18% 36%
4 [70; 80[ 13 x| 26% 62%
5 [80; 90[ 11 42 22% 84%
6 [20; 100[ 8 50 16% 100%
b) ntde,
pessoas
13 {
127
11 +
104
g 4
81
-
64
54
41
5.1
o
14
A—st
0| 30405060 708090100 massa

(kg)

c) x,

-
2

35

Portanto, os pontos médios dos intervalos sdo:
35, 45, 55, 65, 75, 85, 95 e 105, respectivamente.
A representacio do poligono de frequéncias também cons-

ta na figura do item b.

17. a) A =100
b)
Classes f, f, f
[800; 900[ - = 10% 10%
[900; 1000[ 10 14 25% 35%
[1000;1100[ 18 32 45% 80%
[1100; 1200[ 5 37 12,5% | 92,5%
[1200; 1300[ 3 40 7.5% 100%
f1 A
201
151
10t
Gk
177800 900 1000 1100 1200 1300 salario
(R$)
c) 14 colaboradores.
d) 65%

18.
19.

21.

22.

25.

e) 37 colaboradores.

4,5

1,99 m

. Alternativa c.

2,5

M, =225

M, =74,5eM, =75

L¥=229

a) X=314,M,=3;M =1

b) X=72,M,=8; M,=40uM_=8ouM, =12

. Alternativa e.

lustracdes: Editoria de arte



27. a)

b) x=11,44
28.7 = 133
29.a) x=98kg

) M, =11

b) d_=3,6kg

30.¥=4;d_=1,33;V,=2;S =141

31.a) =10
b) M, =10

32, a) X =198 km/h
b) V, = 24 km?/h2

¢c) d =2
d) V. =6;5s=245

c) s=4,9km/h
33.2) ¥ = 15,08 ¢) V, = 45,27
b) d_=5,50 d) 's = 6,73
4.2) £=25  b)M=1;M,=2  s=157
32 [ Notas(x) | f, £ f
2 2 2 8%
3 3 5 12%
4 5 10 20%
7 L 15 20%
6 5 20 20%
Fi 2 22 8%
8 2 24 5%
9 1 25 4%
b) £ 4

c) Xx=15,08

d) M, =5

e) d_=1,456

fil 5=1,81
36.a) xX=24

b) d_=1,49
37.a) =1703,59

¢) V,=2,79
d) s=1,67

b) =29,85

38. a) Identificar alteracado na cobertura florestal por corte raso.
b) Mato Grosso, com quase 12000 km?® desmatados em 2004;
Total de 121 990 km?/ano; Média de aproximadamente 11 090

km?/ano.

¢) Amapa4 € o Estado que possui menor desvio padrio. Significa
que o Amapd é o Estado que teve a menor alteracio no indice de
desmatamento entre 1990 e 2012.

d) Resposta pessoal.
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Exercicios complementares

1. a)

Idade f £.(%)
19 5 20
20 7 28
21 8 32
22 3 12
23 2 8

Total 25 100

b) Entre 1050 e 1190 leitoras.

2.a) f A

32

19 4
16 ;

13

b) £i(%) 4

23,75%

16,25% -

llustragtes: Editoria de arte

sorvete
torta de

morango

3. Alternativa a.

4. a) x=23,78%

frutas
torta de
limdo

sobremesas

B Sorvete

Torta de
I morango
Frutas

Torta de
limao




o B0 =] on N

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

Alternativa a.

b)
- )
absoluta em ! :
il dodblares| RN
Mercosul 2.8 2.72
Japao 2.5 243
Canada 2 1,94
China 0,037 0,04
QOutros 23,11 22,47
Estados Unidos 24,5 23,82
Unido Europeia 47,9 46,57
. Alternativa b.
. Alternativa d.
. Alternativa c.
. Alternativa d.
. M = 167,08
Alternativa d.
6 estudantes.
a) 40 b) p=102
40 homens e 80 mulheres.
Alternativa c.
a)
Idade (x) f e f
18 12 12 30%
19 9 21 22,5%
20 10 31 25%
21 5 36 12,5%
22 4 40 10%g
b) £ 4
12 +-
114
104 -
l_;l 3 (S
E M
? =
5 =l
&
5-
8
3 - B
2
1 ]
0 18 19 20 21 22 idades
¢) 31 pessoas com 20 anos ou menos de 20 anos.
d) x=19,5
e) M,=19
f) s=130
i) X—=12 b) d_=0,56 c) V. =046
a) $90,00 b) Va=900; 5= % 30,00
Alternativa b.
a) x=722 b) 3 alunos
) =75 b) d =183
a) X = 36,75 b) d_= 5,675
Alternativa a.

Capitulo 2 - Poliedros

Exercicios propostos

.9

. 15 arestas e 10 vértices.

«+11

. Alternativa c.

. 10

. a) Nio. b) E vilida a relaciio de Euler.
. 32

. Alternativa b.

. Alternativa b.

. 60 dtomos e 90 ligacoes.

.a) 8J3 cm b) 384 cm?
.3dm,4dme 12 dm.

o

- 400 cm?

. 132 dm?

.8cmedcem

. 292 cm?

. 3 folhas.

. Alternativa e.

. Alternativa d.

. a) 470 cm? b) 280 m?2
.- 15 u.m.

. 4,86 m* de argila.

.4cme32cm

. 90 dm?

. Alternativa c.

- 480 L

s A,
V= 5

. Alternativa c.

. Alternativa b.

. 83,04 cm?®

. a) 12000 cm? b) 90 kg

33. a) 96 m? b) 483 m?

34. Alternativa c.

35. 1504/3 em®

36. Alternativa c.

37. a) Reduzir, reciclar e reutilizar. Por serem compostas de misturas

de muitos componentes.

b) § =651,5cm* V=1018,87 cm®e 1,018 L
c) Resposta pessoal.

38.a) 6cm ¢) 2422 em

b) Eﬁm d}d«ﬁ-[ﬂ%}ﬁ]cmﬂ
39. a) 443 cm ¢) 10 em

b) 2421 em d) 48J3(2 + J7) em?
40. 260 cm?
41. 180 cm?
42. 2253 em?
43. 4 m?

44. 642 em?

16
45. —
3

46. Alternativa b.
47. 1000 cm?®

48. = 83

49, 45

WD 00 = o U & W R o=k

(%] P N OB R N e e e s S e 1

Noa8 B

247



51.

52.
54.

57.

58.

a) V.=128eA_= 1643
b) h=83
51242
3
Alternativa c. 53. 56 cm3
244dm3 55. 2480 cm® 56. 4 cm
J10 em b) -l-gi em3
a) % em?3 59, m“gﬂ em?

Capitulo 3 - Corpos redondos

Exercicios propostos

10.

1.
12,
13.
14.
15.
17.

18.
20.
21.

23.
24,

25.
217.

29.

31.
33.
35.

317.

39.
41.

42,

248

e B

a) 36mcm? ¢} 132x cm?

b) 60n cm?

314em® 3. 140m em?

2cm 5. 5dm?

176m cm?2

a) 20 cm b) 600x cm?
294x dm? 9. Alternativa a.

a) -il b) 1 ¢) -32-
75n cm3

216m cm®; 4321 cm’®
a=9cmeb=4cm

a) 2510m cm? b) 13725x cm?®
Alternativa c. 16. Alternativa d.
a) V.= 350 em?® eV, = 500 cm?®

b) Lata (1).
Alternativa c.
471 cm?

a) 5 =96xcm*
b) § = 144n em?®

19. 19000m cm®

E
2
3én cm?
b) r=15cm
Alternativa b.
a) Sﬁn cm?
b) [5«.1'5 + 1) - tem?
100w cm2 26. 216x
1042 em 28. 19 cm
% rad 30. 27 latas.
H=3J7R 32. 961 m?
127 cm3 34. 16w cm3
L;—E em? 36. 127 cms
641 cm? 38. %
200 mL 40. %
125x
=== dms3
2
a) Resposta pessoal. Exemplos de res-

posta: banhos demorados, escovar
o0s dentes com a torneira aberta e
lavar a calcada com a mangueira.
b) 10 048 litros.
¢) Resposta pessoal.

44. Alternativa e.

43 ?5351'4‘. cms

45. 1_‘5",,3_‘!.& em?® 46. 15 cm
47. 52 ecm 48.1,875m
49. a) 16x(9 + 242 ) dm?

h:} 736m dm3

3

50. 2900 s 51. V2 cm
52. 256@ cm? 53. 100w cm?
54. a) 491520000 km? b) 8,58%
55. 161 cm?
5%6. m =R % 57. 4500m em?
58. 486n m* 59. 3334.68 mL
60. a) 34,325 L b) 8,95 em
E1.% 62. 60 casquinhas.
63. 4,53 kg 64. 3271 cm?
65. a) 48xm cm? b) 36mcm3
66. 5 cm 67. 1rad

68. Alternativa a.

Exercicios complementares

1. 12 faces.
2. Alternativa e. 3. Alternativa b.
4.1192 m? 5. Alternativa d.
6. 5 = 468 m?
V
2 .3 _€ =3
7.a)h 3 b) v

T
8. Alternativa e.

10. Alternativa b.
11. Alternativa e.

12.%:;&[2. +b)

13. Aproximadamente 19,1 mm.
14. Alternativa e.
15. Alternativa e.
16. Alternativa c.
17. Alternativa b.

2 2
nR cm?2 b) xR cm
3
19. Alternativa e.
20. Alternativa d.

B
21.a]r=%

22. Alternativa d.
23. Alternativa c.
24. Alternativa b.
25. Alternativa a.
26. 128 dm?3

2171. Alternativa e.

28.a)V, = %‘3 em®; V. = 12_1:: cm?

b)A, = (24 + 83) em?,
A = (72 + 83) ecm?
29. 20,096 L

30. Alternativa c.
31. Alternativa b.

32. 02 e 04.
33. Alternativa e.

18. a)

b) 50 cm?

9. Alternativa d.

Unidade 3 - Geometria e
Algebra no plano car-
tesiano

Capitulo 4 - Geometria
Analitica: pontos e retas

Exercicios propostos

1.

lustraghes: Editonia de arte

%
L

m--
s ¥

A 2 B

1/
vV 3 x

b) ¥4

-3

|
b2
Yy

5
.
P oe U
Lad
Y

|
—
|—]

trapézio isdsceles
3.k=4

4. O ponto A pertence ao 28 quadrante e o
ponto B pertence ao 3¢ quadrante.
5. a) 1%ou 3¢ quadrante.
b) 4¢ou 2° quadrante.
¢) Sobre os eixos coordenados.
d) Sobre a bissetriz do 2¢ e do 42 qua-

drantes. 6. 12 ou 2¢ quadrante.
1. -Ei] ¥y A
bﬂl
135°
-
X




10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.

20.
21.

22.
23.
. a) Nao estao alinhados.

25.

26.
28.

30.
32.

33.
34.

35.
36.
38.
39.
41.
43.
44,
45.
46.
48.

49.

50.

Bissetriz do 2% e 42 quadrantes (b,,).

b) Os pontos O, R e V pertencem 4 reta
b, e os pontos O, Q e T pertencem a
retab,_ .

cJa=7eb=10

- A(1, 0); B(O, 1); C(—1, 0); D(O, —1)
.a) d=10 d) d=4

b) d=3 e) d=2
P=4+642
Alternativa e.
P=24
S=4u.a
x==-1
Obtusangulo.
Alternativa d.
a) M(6,5)

b) M(-4,2)

c) M(3,0)

d) M(345,2)
x==1y=3
0(1, 3)

M(5, 1)

B(7, 6)

Demonstracao.
1
{-59)

b) Estao alinhados.
¢) Nio estdo alinhados.
d) Estao alinhados.

7

m=—]ﬂum=ﬁ

x# -1 27. P(ﬂ,-%]
Q(%,{] 29. 33h20min

16 anos 31. R(-1,-1)
Respostas possiveis.

a) x+3y—-13=20

b) —3x+4y—-9=0

c)] —2x—-6=0

d) —6y+12=0

Sim.

Alternativa b.

d(A, B) = 2413

3x—2y=0 37. k=-3
m=1;,-x+y—-5=0

AEr 40. B(—18, —5)
k=2 42, o« = 104°
Alternativa a.

Alternativa c.

Alternativa b.
2x+3y—2=10 47. Sim.
a) x+2y—21=20

b) x+2y—21=0

a) y=3=0ouy=3

b) x+1=00ux=-1
k=26 L. x+y—-7=0

52. y=2x —3 53.m=—§~
R
54.a) m= En )
b)) m==3;n=1
c)m=2:n=4
55.a) X—2y+4=0
i N
b) 4+:3 1
¢) y=%}:+2
56. Alternativa a. 57. Alternativa e.

58. a) rparalelaas.

b) rconcorrente coms.

¢) rcoincidente com s.
589.x+y=-1=0
60.a) 8s b) 1200 m
61. Alternativa b. s

62. rx=1;siy==-2x+2;t:y = EI + 2

53.2};—3},#+E={]ﬂuy—2=%[x+1)

64. Elas nao sio perpendiculares, pois
m -m.F =1

65. 3x — 4y + 1 = 0 (reta suporte de E]
4x + 3y — 6 = 0 (reta suporte de AC)

66. m=-—2

67.a) x—3y+7=0
b) 3x+y—19=20

68. Demonstracao

29 17

&3 0(48’]2]

70. a) 6 = 45° ¢) 6=90°
b) 6 =60° d) a=0°

1. m2=l}num2=vf§

1
12. a=— = =3

Eﬂua
13.3x—y—2=0o0ux+3y—4=0

74. Alternativa d.
75.a) d(P,r) =

b) d(P,n) =

W oo e

¢) d(P,p) = T‘E

d) d@.n =25

76. Alternativa c.

77.a) 3 b) 2

_ 445 i
718. = < 79. =
80. 4x+ 3y +15=0e4x+3y—25=0

18 41 135

81. a) T*T) b) =¥
82.2) S=4 b) S= %
83. S=3cm2 84. Alternativab.
85. a = % oua=23

5 S
86. EﬂuE 87. v= 5 X 15

88. a) Uso racional de insumos agricolas;
minimizacao dos impactos ambientais;
maximizacdo da qualidade, produtivi-
dade e do retorno financeiro.

b) Resposta pessoal.
c) 67,5 ha
d) Resposta pessoal.

Capitulo 5 - Geometria
analitica: circunferéncia

Exercicios propostos
1.a) x—-2P+ (y—-52=9
b) x2+ (y+2)2=16
c) x+1P+ly+42=7
d) x2+y2=1
e) (x+3)2+(y—6)2=16
2.a) C(5, —6)er=2+2
b) C(0,4)er=>5
c) C(0,0)er=2
d=5 4 k< %
X¥+(y—22=9
Alternativasa, ¢, d, e.
Alternativa c.

i B S L

A é externo; B é interno; C pertence a
circunferéncia.
9. A pertence a circunferéncia; B é exter-
no: C é interno.
10. a) Externo. ¢) Interno.
b) Externo.

M. lelV 12 k>—1

5 1
13. k < gc:-uk::- 3

14. k<4
15.a) 4
b) x*+y*—8y=0
c) Interno
16. 3 <a<5
17. a) Nao. b) 400(8 — n) km?
18. Alternativa e.
19.a) (3,1)e(2,3)

542 5
¢) Nenhum

20. a) (4,2);5
b) Nenhum deles pertence.

21.a) (x—3)+(y—3)2=18
b) (x—3)2+(y—3)3=09
c) Sao todos externos.

d) Sao todos internos.

22, a) Aretaé tangente i circunferéncia.
b) A reta é exterior a circunferéncia.
¢) Areta é secante i circunferéncia.

23.a) (=1,=-1)e(=2,=-2)

b) (2,1)

24. Tangentes.

25. d(A, B) = 42

26. x2+y2—8x—4y—-16=20

27.3) (x—=1P+(y+2)>=4
b) X*+y' —-2x+4y+1=0
¢) (1,0)e(-1,—2)

28. a) (2, 4) b)x=2y+1=0

29.a) x+2y—8=0
b) x+2y+3=0

30. 247

31. y = —x + 2; exterior.

32.a) A(L,0),B(4,0)eC (% —2)
b) 3u.a.

249



I S

37.
38.
39.
. Tangentes no ponto (1, 1); ponto co-

41.

SHE LR

417.

y—3=0o0u4x—-3y+9=0

5w |

k< =-/50uk> .5
3

l:gﬁ:I

x—5P+y =5
(0,2)e(1,1)
Concéntricas.

mum: (1, 1); tangentes externas.
X2+ (y—8)2=36

X2+ Y2 =8x—4y—=-290=0

A X2+ y*+4x—06y—68=0
%2+ (y — 5)2= (210 - 3P
(x+ 3+ y=ap=9

.a) A(3,4),B(1, 2)

b) x=y +1=0

c) S=6

a) x+y—8=0

b) 82

¢) A equacdo obtida € a reta calculada
no item a.

48. Alternativa a.

49,
50.
51.

x=72+k¥—-3)03=4
r,.=3

a) Satélite e receptor.

b) A:(x+6)+ (y + 1) =4;
B:+6)+(y+3)V=4;
C:(x+4)32+(y+2)° =4

Capitulo 6 - Geometria
analitica: conicas

Exercicios propostos

250

0
3 t g A
x .
3}E+?_]
x*
x—4?*  G-37 _
) — g t7335 “1
x—-6y ¥y
& S =1
e 25
X \ o
) 950 * 36 = 1
X ¥
h) 100 25_1
(x — 4) _I_[}"—E]J _q
144 400
p)
- g
. a) 2J2
b) 2
g ¥ -
g tigg=1
a) 2a=8e2b= 4,3
b]e=%

10.

1.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,
23.

25.

26.

27.

Centro: C(1, 1)

Focos:F, (=3 + 1,1) eF, (V3 + 1,1)
Vértices: A (3, 1) eA,(—=1,1),B.(1, 0) e
B,(1,2)

Equacio reduzida:

(x+1) . (y—3) ;.
9 4
centro: C(—1, 3);

focos: F (—V5 —1,3)e F (/5 —1,3).

Alternativa c.

- y*
7 L 0
Alternativa d.
a) Unidade Astrondmica (UA) € uma
unidade de comprimento que equivale
a distincia média da Terra ao Sol. Sua
finalidade é a de simplificar a represen-

tacdo de grandes distancias.

b) A distdncia dos planetas ao longo do
periodo sideral é varidvel, estando a di-
ferentes distincias do Sol, ao longo des-
te periodo. Isso porque a distincia de
gualquer ponto de uma elipse a um de
seus focos varia dependendo da posicio
desse ponto na elipse. O que € constante
é a soma das distincias de um ponto da
elipse a cada um dos focos.

¢} O quaio circular ou achatada é sua
forma.

d) A 6rbita de Vénus.

=1

2

.
T
Yy % _
b) G- — 35 =1
(x—12¢ _ (y - 10) _q
c) 75 39
(y—18F _ (x—15" _
d) 7% 7 S
(y—4" _ (x+3) _
) “o0 s 1
oy =4y . m+3. _
b) 57 g = O
F, =(-245,0); k. =(245,0)
=1 _¥ _4
4 12
E=(-v3-2,0;E=(y3 -2,0)
_(_8 _(2
E‘[ E’E]EF’ (3’2]
A, =(—%, z) eA, =(% z]
5 .. X .
S T
e=2
. Alternativa c.
. X
- 7~ 1
2x* _ 2y _ 2%y _ 2 _ 4
25 25 ' 25 25
y X
a) 55~ 35 ~ 1
b) S
10 10

28.
30.
31.
32.

33.

Sim. 29. Alternativa e.
x2=—-yi=1
a) F=(75;0);x=-75
b) F=(0; —0,25); y = 0,25
a) x*= 8y c) y*=32x
b) x* =20y d) y' = —4x
a) x¥*=232y
b) y¥*=—-22x

34.a) y¥"—4x=0 b) ¥* +6y=20

35.

36.
38.

39.

40.

F(0, 2); y + 2 = 0; eixo das ordenadas;
V(0, 0).

Ji0 37. 2 —12x =0
a8) F(—2 —3EV(-2,-15Ky=1

b) F(4,3);V(1,3);x=-2
3

5 vl —glg = 3
c) F(E’ —5),‘4’(2, 5],1{ g

Parabola; V(3, —1); F(3, 0): diretriz:
y=-=2.
a) y= %f b) 2m

Exercicios complementares

1. Alternativa a. 2. Alternativa c.
3. 10.5°C 4. Alternativa b.
5. Alternativa b.
X L §
6. a) = + T I b) 8
7. 33 8. a=-1loua=3
9.2x+5y+4=20
10. Alternativa a. 11. Alternativa a.
12. Alternativa e.
13. Alternativa a.

14. Alternativa b.

15. a2

16.
17.

) -—4;@,%] b) y==3x

Alternativa d.

a) Primeira antena:

(x — 32)2 + (y — 24)% < 242
Segunda antena: x* + y* = 32°

km
T — J,..I.-— ) . E
|| Ty a
/ I | \ 1;
40 | | 5
I vt S | az
30 Guarda
*® florestal
20 |
10 posto| A
_.rni.'i::w'
o[ T10] 20[ [30 'Esfrada py

b) Quilometro 25.

18. Alternativa 01. 19. 2 unidades.

20. 60 cm. 21. Alternativa b.

22. Alternativa d.

23. p=-3oup=3

24, Alternativa c. 25. 245""@ 1.a.
o= <4

26.y=1 27. (n, x

28. Alternativas a.

29. Alternativas e.



Unidade 4 - Topicos de
Algebra

Capitulo 7 — Numeros
complexos

Exercicios propostos

1.

12.
14.
15.
17.

18.
20.

21.

22,

23,

25.
26.
28.
29.
30.
31.
32.

. a) Re(z)

=-=5
.a) XERey=4o0uy=-

2, =2+ Mz, =—8+3i;2, = —5;
Z. = —?—?i;15=—3i;zﬁ=2;
Z.=1—8i

=5elm(z)=7

b) Re(z) = —% elm(z) = 1
¢) Re(z) = 3 elm(z) = =2

d) Re(z) =0elm(z) =
e) Re(z) =0elm(z) =0
4 m==9

b) x=—6ey#4oux=—bey# —4

Xx=3ey=-7
. a) S={2i, —-2i}

b) §={11i, —11i}
e} S={3+ 21, 321}

i 2 S
d) S_{2+1’2 1}

.8+iJ6 e 8 —iJ6

L alx=1omx=2

b) 11, 2[
€) ]—o0, 1[ U 12, oo
S = {=5, =/2i,~/2i}
7 = 3i

—5 +2i

~4"_+wr-

n]

e

|
I

L — E
TR
I

0
Il
|

LA
[

Bl bl I
Ik

I et
$a

|

==0ey=5 13. Alternativa d.
=3ey=loux=-3ey=1

20 16. Alternativa b.

a) Demonstracio.

b) Demonstracio.

f)
X
X

Alternativa c. 19. Alternativa d.
a) 8+ 4i ¢ 2 -3
b) 5+ 4i

Y 5
a) 11 — 3i c) 7.8
b) =5+ 5i d) 2+ 3i
a) —2 + 6i c) —2—6i
b 2 -2 d) 31 + 13
a) 7+ 9i c) 14 — 8i
b) 6 — 6i
.a=5eb=2
a) 1-5i b) -5-7i
zZ==1=1i 21. x=5
z==1+19i
z=3+4iouz=3—4i
z,=3—2iez,=2-3i
a==5eb =5
a) 1 c) =1
b) i d) i

33.a) —1+i c) 1+i
bJZI d) 1-—i
7 11, 3 2 .
34. a) +34l c) ﬁ+ﬁ1
e 1, 43,
b) 1 —5i d}§+T1
35.a) —2i c) 2+ 11i
b) =7 + 24i d) —4
36. 2 —1i 37. 2—2i 38. Zero.
9 .
39.3 el 40. z = i
41. 29 + 30i
42.a)3 — 2ie—3+ 2i

b)1+ 2iou=1-—2i

Z,=b+2er,=—5—2

lNustracdes Editania de arte

49.

50.

52.
53.

. Alternativa e.
. Alternativa b.
47.

. a) Com o auxilio da computacdo.

Alternativa d.

b) Meteorologia, animacao digital, ar-
tes e miuisica.
J o E={ZF4+1¥i=0+]1%1=1+1
z,=(z)+1+i=(1+i+1+i=
=5+i:
Im(z)4

2
ﬁ'
=2 -1 o] 1

T

2 Re
2) V17 iy
b) 5 e) 8
c) 3 d) 0
a) Im 4
R
P
-2
b) Ima
3
2 }cm 1
1+
\i__.ﬂ'/ RE
a) 17 b) 413 ) V221
x=-1+{2
Alternativa c. 54. |z| =242
o AT o
a) 8 = =N ¢} 8 = 3
b) 6 =% d) 8 = ETTI
a) z= (ms?+1sen%t)
b) z=8[ms%+isen%)

57.

39.

61.

R

?3

67.

69.

10.
.

12,

13. 5

14,

75.
. Alternativa d.

18.
79.

. B2 B(m:-s == +isen —)

Sm

e}y Z2=72 (c-:::s ) +isen — "
. 5Sm 5m

d) z= (ms—3 +1sen—3]

e) z=>5(cosxw + isenmx)

fooe 3% i o 30
) z—(ms > +1isen >

a) z=—2+ 23i
b) z = J2 = JZi
e) z=1

d) z=-43 - 4i
a) z=%+§i

. R,.. X
b) z—ﬁ(ms g Fisen 5)

z—B(ms—+lsenaTn)
.X=0¢e y=§ ouy=0e x=-2,3
5n
= (ms +isen 4)

3x
2

Z, =—2+2i;7z =—2—2i
Z, =2ﬁ(ms 135° +isen135°) e
2, = 24/2(cos 225° +isen 225°)

. a) 8(cos 307 + isen 30°)

b) 2(cos 35° + isen 35%)
¢) 4{cos 25° + i sen 25°)
d) 8(cos 45° + isen 45°)

.z=]5(r:ﬂs4—“+xsen4—ﬂ)

3 3

. a) 2(cos 60° + isen 60°)
b) %[ms 300° +i5en3{}ﬂ“}
a) 10i ¢) 3 +i
33 | 3i
b) 5=+ 5
1
a) 12842 e?jT“
b) —128 + 128i;
3n
123((::;}5 7 +1isen 2
x=33
ST ORI e
a) 1‘1'E+Tl’ E+T1,
_1_4¥3.1_48
2 2z X 2

b) —4;2 + 2i/3:2 - 2iy3
S={-1,1, —i,i}
{J‘ V2,

g = JIG 11,43,

_2
2

3
2

. Na
=l gty o

80 76. 56

7

b) 16v2

80. Alternativa c.

a) (16, 16)
Alternativa e.

251



Capitulo 8 — Polindmios

Exercicios propostos
1. Alternativas a e c.
gr(p) =4sem # —2em # 2.
AmeR|gr(P)=2
a==-1,b= —% ec=20
a) —2i b} —1
a=5eb=3
a) P(—1)=28:P(4) =3
b) P(a) = 2a2— 11a + 15
8. a) C(0) =RS$ 180,00
b) C(30) = R$ 1140,00
9. Alternativa d. 10. P(2) =9
11.n=—=5ioun=>5i
12. V(x) = 4x% — 100x2 + 600x
13. a) V(x) = —x3 + 15x2
b) V=152 cm3
14. 1
15. m=-4,n=—25ep=-
16. 22 —x+ 4
12.a) ¥*—7x*+ 12x

b) —6x + 113—%

18.a=1,b=-1,c=1
. m=2;n=1;p=-3

5 1

20. A=2,B=5,C=-3
21. a) (6+i)x2+4—3i

b) (i—=5)x2+ 4+ 3i

c) S5ix*+ 23x* - 12i

d) (10+3i)x2 + 12 — 6i
22. Alternativa d. 23. Alternativab.
24. Alternativa b. 25. Alternativa c.
26.a) Q(x)=3x*+2x*—-x2—10x + 10e

R(x) =0

b) Qx)=2x2+4x+ 1eR(x) =5

c) Q(x) = 3x* — 6x°% + 13x2 — 26x +

+52eR(x) =-114

d) Qx) =4x2—2x+ 1eR(x) =0
27. Nio.
28.a) Q(x) =3x+1eR(x)=x-2

b) Q(x) =x2—9x+ 16eR(x) = —8

c) O(x)=x2+3x—2eR(x)=2
29. Demonstracao.
30.a) 4a*+2a+7eRx)=1

b) x*=2x3+ 42 =5x+4eR(X)=0
3. Q(a)=-3a+9% —29eR(a)=%a—24
32 Q(x) =3x=3eR(x)=0
33AX)=x3=-2x2+ 2
3. p=0eq=-2
36. A(X) =42+ 11x— 3
37.Q(x) =2x3—-5x + 8
38. a) 85 b) 43 c)

3
39.a) 5 b) —=
4

oy, —2i

S| oA WM

b |2

35. Alternativa c.

' 5
4ﬂ.S={mER|m::-—E

41.a) QX)=x2=-3x2—4x—-5Rx)=-11
b) Qx)=2x2+x+1;R(X) =0
c) Q) =4*—-2—x2—x—1;R(x)=0

d) Q00 = $x = 1RO = &

252

42.
Qx)=x2—5x+6

45.

46.
47.
49,
=2+ 5x—-1
52.
53.
. a) Os casos de microcefalia aumenta-

Alternativa e. 43. R=0

a) 4(x+%)-{x—3]

b) 3:—%}-{:{—2}

c) (x+5)-(x—5)

d) (x-—5)*

e) (x+1i)-(x—i)

f) (x+ 3i)-(x—3i)
PO=E+1)-(x*—x—3)
30 48. —x+ 3
m=-—-7en=2

51. Alternativab.
a=2eb=-1

Alternativa c.

ram no mesmo periodo em que o Zika
Virus tornou-se uma epidemia. Muitas
gestantes infectadas com o virus ge-
raram criancas com microcefalia. No
entanto, nio se pode afirmar que todas
as gestantes infectadas pelo virus terdo
filhos com microcefalia.
b) 1) Graub5.

ii) 14 mil pacientes.

iii) No inicio da observacio, no se-

gundo e no quarto dia.

¢) Resposta pessoal.

Capitulo 9 - Equacoes
polinomiais

Exercicios propostos

1.

00 on Wb W

11.
13.
14.
15.
16.

11,
19.

20.
22,
23.

a) S={-3,—-1,1}
b)Y 5={—12, — 5i, 5i}
c) 5=1{0,—14ii}

d) 5={-1, 10, —10}

-a) A—1,1,—3L31)

by {—2,~1, 1.2}

.13, 4} 4. Alternativa e.

.a) 2éraiz. b) 2,1e -1

. Alternativa c. 7. Alternativa a.
A P =x-3x*+2x

b) P(x)=x*—5x*+8x—4

. P(x) = x® — 2532 + 206x — 560
10.

a) P(x)=(x—-1)x-2)(x—-3)

b) P(x)=(x—2)(x+ 1)
m=4en#2 12. Alternativad.
S={1,3,2—-i,2+i}

S=1{-1,2,3}

S={-3,-1,1}

a) x(x—3)x+3)=0

b) x2(x+6)=20

Alternativa c. 18. Alternativa c.
1 V3
3 7 9 3
V3 1-83
3 D5
1 21. Alternativa b.
S=1{-2,1,4}
a) —2 b) S=1{-2,-1,1}

1
Id.z

26. P(x) =x*—-3x2+ 6x—1;abc =18
27. Alternativa b. 28. Alternativa a.
29. Alternativa a. 30. Alternativa b.

25. Alternativa a.

31.a) r=%x3:5=2 b) 7—11i
32. Alternativa a. 33. Alternativa b.
34.a) m=23 h}x=-§~

35.2a=6,b=10,c=6,d=9
36. +1,—1e2—3i
37. Alternativa a. 38. Alternativa a.
39. a) O nimeroi é raiz de P(x).
b) {i, =i, =1+1i,=-1=-—1i}
40.2) S= {—1,1,%}
b) §={-2 2}
c) §S=1{0,1,1+i,1—1i}
41.a) S={-3,1, 2}
b) §={—-2,3—1,3+ i}
c) §S={-3,—-1,1, 2}

42.5={-1,-i,i}  43.S= {1%

ba|Ln

i

44, Alternativa c. 45. 0+2+1=3
46. a) Consumo privado, investimento pri-
vado, gastos ptiblicos e balanca comercial.
b) Nao.
¢) 1) V(x) = 4x* — 50x* + 150x
ii) 4x* — 500" + 150x— 132 =0
iii) (x = 2) - (4x* — 42x + 66)
iv) Matematicamente possivel se
X =192,

Exercicios complementares

1. 5={-1-2i, -1 + 2i}
2. Alternativa b.
3.a) 36
b) 1,1 +i,1+21,1+3i,1+4ie
1+ 5i
4. Alternativa c.
6. Alternativa d.
8. a) (16, 16)
b)d =162
9. Alternativa d.
11. Alternativa b.
13. Alternativa c.
14. Asraizessdo —3,3 e 4.

5. Alternativa c.
7. Alternativa d.

10. Alternativab.
12. Alternativa b.

15. |z| =%secx

16. p(x) = 9x* + 50x3 — 81x

17. Alternativa c.

18. a) 10
b) P (x) =x'+ 2x® + 2x2 + 2x + 1;
Px}=2x*+2x%+x2+2x + 1e
Px)=x*+2x%+x2+2x + 2

19. a) u=ms§§£+isen§£

2
T —F 1 E l
b-] 5‘ { I-l. I--i 2!- 2}

20.a) k=11

21. L

4
23. a) k=

1
b) 5

22. Alternativasbe c.

20 + 30i

13 b) $={-1i,1,4}



} Sites

Nos sites indicados a seguir vocé encontra leituras e
aplicativos para aprofundar seus estudos.

http://tub.im/qceb3p

Publicacao do Instituto Ciéncia Hoje (CH),
organizacao social vinculada a Sociedade Brasileira
para o Progresso da Ciéncia (SBPC). Traz noticias

cientificas sobre diversos assuntos. Acesso em:
16 abr. 2016.

http://tub.im/twgjmm

Apresenta uma visao panoramica sobre varios
topicos de Matematica, como Geometria analitica,
Trigonometria etc. Acesso em: 16 abr. 2016.

http://tub.im/wnii3r

Informacoes sobre o Cabri-Géomeétre, software de
geometria dindmica. Acesso em: 16 abr. 2016

http://tub.im/9cqokk

Conteudo do Instituto Brasileiro de Geografia

e Estatistica (IBGE) para pesquisa de dados
estatisticos regionais e nacionais do Brasil. Acesso
em: 16 abr. 2015.

http://tub.im/topzkx

Laboratorio de Ensino de Matematica do
Instituto de Matematica e Estatistica da
Universidade de Sao Paulo (IME-USP). Acesso
em: 16 abr. 2016.

http://tub.im/hw2rnc

Site do Centro de Aperfeicoamento do Ensino de
Matematica do Instituto de Matematica e Estatistica
da Universidade de Sao Paulo (IME-USP), que traz
a historia da Matematica, problemas, entre outros.
Acesso em: 16 abr. 2016.

http://tub.im/dyg67¢g

Pagina desenvolvida por professores e alunos
do Instituto de Matematica e Estatistica da
Universidade de Sao Paulo (IME-USP). Entre
outros itens, este site apresenta varios textos
sobre historia da Matematica, alguns aplicativos
que podem ser usados para estudar a disciplina,

além de problemas e desafios. Acesso em:
16 abr. 2016.

Sugestoes para pesquisa e leitura v

http://tub.im/99tt4j

Informacoes sobre o GeoGebra, software de geometria
dindmica. No site, é possivel baixar o programa para
diversas plataformas, além de apresentar materiais

para estudo em diversas areas da Matematica usando
o GeoGebra. Acesso em: 19 abr. 2016.

http://tub.im/e7pvo5
Revista Nuimeros Logicos; traz jogos on-line e outros
passatempos. Acesso em: 16 abr. 2016.

http://tub.im/uzhuk9

Olimpiada Brasileira de Matematica. Traz as questoes
das provas, links, bibliografias, entre outros. Acesso
em: 16 abr. 2016.

http://tub.im/roe3dx

Informacoes relacionadas a Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas, como informacoes
sobre inscricoes, datas das provas, provas anteriores,
banco de questoes etc. Acesso em: 16 abr. 2016.

http://tub.im/tu3tdg
Questoes da Olimpiada Iberoamericana de
Matematica. Acesso em: 16 abr. 2016.

http://tub.im/8i5htr

Sociedade Brasileira de Educacao Matematica
(SBEM), com dissertacoes, teses, jornais, boletins,
concursos etc. Acesso em: 16 abr. 2016

http://tub.im/c23hyf

Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), com
publicacoes, noticias sobre eventos e olimpiadas da
disciplina, por exemplo. Acesso em: 16 abr. 2016.

http://tub.im/coje77

Apresenta biografias, provas on-line, grande
acervo de softwares matematicos, artigos, jogos,

curiosidades, historias e muito mais. Acesso em:
16 abr. 2016.

http://tub.im/wkri88

Pagina da Universidade Federal Fluminense, que
disponibiliza varios aplicativos voltados para o estudo
de contetidos matematicos. Os aplicativos podem ser
baixados (download) ou acessados pelo link indicado
na pagina. Acesso em: 16 abr. 2016.
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Sugestoes para pesquisa e leitura
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P Livros e revistas

A Geometria na Antiguidade Classica, de
Francisco C. P. Milies e José Hugo de Oliveira
Bussad. Sao Paulo: FTD, 1999,

A janela de Euclides, de Leonard Mlodinow.
Trad. Enézio E. Almeida Filho. Sao Paulo: Geracao
Editorial, 2008.

Aplicacoes da Matematica escolar, de Donald

Burshaw e outros. Trad. Hygino H. Domingues. Sao
Paulo: Atual, 1997.

Aprenda algebra brincando, de J. Perelmann.
Trad. Milton da Silva Rodrigues. Sdao Paulo: Hemus,
2001.

A vida secreta dos numeros, 50 deliciosas cronicas
sobre como trabalham e pensam os matematicos, de
George G. Szpiro. Trad. J. R. Souza. Rio de Janeiro:
Difel, 2008.

Colecao Contando a historia da Matematica, de
Oscar Guelli. Sdo Paulo: Atica.
Volume: Equacao: o idioma da algebra, 1999.

Colecao Fundamentos da Matematica elementar,
de Gelson lezzi e Osvaldo Dolce (Coords.).

Sao Paulo: Atual.

Volumes: Geometria plana, de Gelson lezzi,
Osvaldo Dolce e José Nicolau Pompeu (8. ed.,
2005).

Conjuntos, funcoes, de Gelson lezzi e Carlos
Murakami (8. ed., 2004).

Colecao Imortais da Ciéncia, de Marcelo Gleiser
(Coord.). Sao Paulo: Odysseus.

Volume: Euclides: a conquista do espaco, de Carlos
Tomei, 2003.

Colecao Investigacao matematica, Sio Paulo:
Scipione.

Volumes: Atividades e jogos com estimativas,

de Smoothey Marion, 1998. Trad. Sérgio Quadros.
Atividades e jogos com circulos, de Smoothey
Marion, 1999. Trad. Antonio Carlos Brolezzi.

Colecao Nocoes de Matematica, de Aref Antar
Neto e outros. Fortaleza: VestSeller, 2009.

Colecao Pra que serve a Matematica, de Luiz M.
Imenes, José Jakubovic e Marcelo Lellis. Sao Paulo:
Atual, 20009.

Colecao Primeiros passos, Sao Paulo: Brasiliense
(varios anos).

Volume: O que é estatistica, de Sonia Vieira e
Ronaldo Wada (2. ed., 2010).

Colecao Topicos de historia da

Matematica para uso em sala de aula,

Sao Paulo: Atual.

Volumes: Algebra, de John K. Baumgart, 1992.

Colecao Vivendo a Matematica, de Nilson José
Machado (Coord.). Sao Paulo: Scipione, 2006.

Computacao, de Harold T. Davis, 1994.

Descobrindo padroes pitagoricos, de Ruy Madsen
Barbosa. Sao Paulo: Atual, 1993.

Geometria, de Howard Eves, 2005.

Introducao a historia da Matematica, de Howard

Eves. Trad. Hygino H. Domingues. Campinas: Editora
da Unicamp, 2004.

Logaritmos, de Elon Lages Lima. 2. ed. Rio de

Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 1996.

Matematica e lingua materna, de Nilson José
Machado. 4. ed. Sao Paulo: Cortez, 1998.

O homem que calculava, de Malba Tahan. 79. ed.
Rio de Janeiro: Record, 2010.

Os numeros da natureza: a realidade irreal
da imaginacao matematica, de Ian Stewart. Trad.
Alexandre Tort. Rio de Janeiro: Rocco, 1996.

O que € Matematica? Uma abordagem
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Lista de siglas v

Acafe-SC: Associacdo Catarinense das Fundacoes
Educacionais

Cefet-BA: Centro Federal de Educacao Tecnologica
da Bahia

Cefet-GO: Centro Federal de Educacao Tecnologica
de Goias

Cefet-MG: Centro Federal de Educacido Tecnologica
de Minas Gerais

CPAEN-RJ: Concurso Publico de Admissao a Escola
Naval (RJ)
Enem/MEC: Exame Nacional do Ensino Médio

Epcar-MG: Escola Preparatoria de Cadetes do Ar
EsPCEx-SP: Escola Preparatoria de Cadetes do Exército
Fameca-SP: Faculdade de Medicina de Catanduva
Famema-SP: Faculdade de Medicina de Marilia
Fatec-SP: Faculdade de Tecnologia

FEI-SP: Faculdade de Engenharia Industrial

FGV-RJ: Fundacao Getulio Vargas

FGV-SP: Fundacao Getulio Vargas

FSA-SP: Centro Universitario Fundacdo Santo Andreé
FUC-MT: Faculdades Unidas Catolicas de Mato Grosso
Fuvest-SP: Fundacao Universitaria para o Vestibular
IFG-GO: Instituto Federal Goiano

IFRN: Instituto Federal de Educacio e Tecnologia do
Rio Grande do Norte

IFRS: Instituto Federal do Rio Grande do Sul

Insper: Ensino Superior em Negocios, Direito e En-
genharia

ITA-SP: Instituto Tecnologico de Aeronautica
Mack-SP: Universidade Presbiteriana Mackenzie
PUC-GO: Pontificia Universidade Catolica de Goias

PUC-RS: Pontificia Universidade Catolica do Rio Gran-
de do Sul

PUC-SP: Pontificia Universidade Catolica de Sao Paulo

Senac-SP: Servico Nacional de Aprendizagem Comercial
— Administracdo Regional no Estado de Sao Paulo

UAMS-SP: Universidade Anhembi-Morumbi
UEA-AM: Universidade do Estado do Amazonas
UECE: Universidade Estadual do Ceara

UEG-GO: Universidade Estadual de Goias
UEL-PR: Universidade Estadual de Londrina
UEMG: Universidade do Estado de Minas Gerais
UEPA: Universidade do Estado do Para

UEPB: Universidade Estadual da Paraiba
UEPG-PR: Universidade Estadual de Ponta Grossa
UERJ: Universidade do Estado do Rio de Janeiro

Uesb-BA: Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia
Uespi-PI: Universidade Estadual do Piaui

UFAL: Universidade Federal de Alagoas

UFBA: Universidade Federal da Bahia

UFC-CE: Universidade Federal do Ceara

UFCG-PB: Universidade Federal de Campina Grande
Ufersa-RN: Universidade Federal Rural do Semiarido
UFF-RJ: Universidade Federal Fluminense

UFG-GO: Universidade Federal de Goias

UFGD-MS: Universidade Federal da Grande Dourados
UFJF-MG: Universidade Federal de Juiz de Fora
Ufla-MG: Universidade Federal de Lavras

UFMA: Universidade Federal do Maranhao

UFMS: Universidade Federal do Mato Grosso do Sul
UFMT: Universidade Federal do Mato Grosso
Ufop-MG: Universidade Federal de Ouro Preto

UFPA: Universidade Federal do Para

UFPB: Universidade Federal da Paraiba

UFPE: Universidade Federal de Pernambuco
UFPel-RS: Universidade Federal de Pelotas

UFPR: Universidade Federal do Parana

UFRGS-RS: Universidade Federal do Rio Grande do Sul
UFRJ: Universidade Federal do Rio de Janeiro

UFRN: Universidade Federal do Rio Grande do Norte
UFSC: Universidade Federal de Santa Catarina
UFSM-RS: Universidade Federal de Santa Maria
UFSCar-SP: Universidade Federal de Sao Carlos
UFTM-MG: Universidade Federal do Triangulo Mineiro

UFVJM-MG: Universidade Federal dos Vales do Jequi-
tinhonha e Mucuri

Ulbra-RS: Universidade Luterana do Brasil
UnB-DF: Universidade de Brasilia

Unesp-SP: Universidade Estadual Paulista
Unicamp-SP: Universidade Estadual de Campinas
UniCeub-DF: Centro Universitario de Brasilia

Uniderp-MS: Universidade para o Desenvolvimento do
Estado e da Regido do Pantanal

Unifoa-RJ: Centro Universitario de Volta Redonda
UniFOR-CE: Universidade de Fortaleza
Unimontes-MG: Universidade Estadual de Montes Claros
Unioeste-RR: Universidade Estadual do Oeste de Roraima
USJT-SP: Universidade Sao Judas Tadeu

Vunesp-SP: Fundacao para o Vestibular da Universida-
de Estadual Paulista
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