MATEMATICA

FRENTE

A

Logaritmos
INTRODUCAO ﬁ@,

No ano de 1614, foi langada a obra Mirifici logarithmorum
canonis descriptio, que significa *Uma descricdo da maravilhosa
regra dos logaritmos”. Tal obra, escrita pelo nobre escocés
John Napier (1550-1617), provocou uma verdadeira revolugdo
na Matematica da época, bem como nas areas relacionadas
a astronomia e a navegagdo, ao apresentar um meétodo
que diminuiu enormemente o tempo gasto na realizagdo
dos calculos que os estudiosos dessas areas efetuavam
frequentemente. Coube ao inglés Henry Briggs (1561-1630)
o aperfeicoamento desse método, por meio da elaboragdo da
chamada Tabua de logaritmos decimais, que permitia escrever
qualquer nimero positivo como uma poténcia de dez.

Com o surgimento das calculadoras cientificas, as tabuas
logaritmicas perderam a sua utilidade. Porém, o conceito
de logaritmo continua sendo um dos mais importantes da
Matematica, e o seu uso é fundamental na abordagem de
diversos problemas das mais variadas areas do conhecimento.

DEFINICAO DE LOGARITMO '@q

Imaginemos o seguinte problema:

A qual expoente devemos elevar o nimero 3 de modo a
obtermos 2437

Observe que o problema anterior pode ser descrito através
da seguinte equacgdo exponencial:

=243 =>3=3=2>x=5
A partir de agora, diremos que 5 é o logaritmo de 243 na

base 3. Com isso, promovemos uma mudanca na notagdo
utilizada. Assim, escrevemos:

log, 243 =5

Portanto, observamos que as expressdes descritas
anteriormente sdo equivalentes, ou seja:

log, 243 =5 < 3°= 243

Podemos generalizar essa ideia do seguinte modo:

Sendo a e b nimeros reais e positivos, com a # 1, chama-se
logaritmo de b na base a o expoente real x que se deve

dar a base a de modo que a poténcia obtida seja igual a b.

logb=x<b=a,coma b>0ea=l

Em que:

i) b é o logaritmando.
ii) aé abase.

iii) x é o logaritmo.
Exemplo:
Calcular o valor de cada logaritmo a seguir:
1°) log,32 =x=2*=32=2=2"=>x=5
X
20) log,, 625 = X = 0,2 = 625 = (%) = 625 =
5% =5'=x=-4
OBSERVAGOES

i) As condigBes de existéncia do logaritmo log, b s&o:

b>0el0O<a=xl1

ii) Quando a base de um logaritmo €é igual a 10
(logaritmo decimal), esta pode ser omitida.

Exemplo: log,, 5 pode ser escrito como log 5.

iii) Quando a base do logaritmo é o numero e
(e = 2,71828...), esse logaritmo é chamado
logaritmo neperiano ou logaritmo natural e é
representado pela notagdo In.

Exemplo: log, 18 pode ser escrito como In 18.

Consequéncias da definicao

Considerando a definigdo de logaritmo e suas condiges
de existéncia, temos:

i) log,a=1, poisa=al;

ii) log, 1 =0, pois1=a°%
iii) log, ak = k, pois ak = a¥;

iv) a%%b = b,
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Mddulo 15

Frente A

Justificativa de iv:

Seja a'%b = x (I)

Chamando log, b = y em (I), temos que a¥ = x (II).

Da definicdo, sabemos que, se log, b = y = a¥ = b (III).

De (II) e (III), deduzimos que x = b e, assim: a%%> = x = b.

PROPRIEDADES |
DOS LOGARITMOS &M

Sendo a, b e c nimeros reais e positivos, e a # 1, temos:

i) log, (b.c) =log, b + log, c;

i b) _ _ .

ii) log, |Z| =log, b -log, c;
c

iii) log, b*=oa.log, b, comaeR;

iv) log,ub L log, b, com a e R".
a

EXERCICIOS RESOLVIDOS

01. sendolog,x =3, log,y =5 elog,z =7, calcular o valor

de log,

5[ 3 . . . v~

X, considerando satisfeitas as condicbes de
y’z
existéncia.

Resolugao:

3
log, %2(—3 =log, x5 - (log, y? + log, z) =

y’z

log, %2(—3 = %Iog2 x = 2log, y - log, z =

Yz

og, % =33-2.5-7=--76
y’z 5 5

02. (UFMG) A intensidade de um terremoto na escala Richter

2 E
é definida por I = 3 log,, [?] , em que E é a energia
0

liberada pelo terremoto, em quilowatt-hora (kWh),
e E, = 102 kWh. A cada aumento de uma unidade

no valor de I, o valor de E fica multiplicado por:
1

A) 102

B) 10

3
C) 10?

4 Colecao 6V

Resolugao:

Sabemos que I = Zlog10 (%] Seja k o nimero pelo
3 o

qual o valor de E fica multiplicado a cada aumento de

uma unidade no valor de I. Assim, temos:

E), 2
k|=1+1=2l0g [ ]+,.Iog k=
] 3 10 E 3 10

0

E

I+1=2log, [ =
3 glo[ EO

3
1”:1% .log,, k = log,, k = % =k =107

MUDANCA DE BASE Iﬁ@'

Considere o logaritmo log, b, em que b >0e 0 <a= 1.
Se desejarmos escrever esse logaritmo em uma base c,

em que 0 < c # 1, utilizaremos a seguinte propriedade:

log, b = log. b sendo log,_a =0, ou seja, a = 1.
log. a

Exemplos:

1°) Escrever log, 5 na base 2.

log, 5

log, 5 =
9 log, 7

209) Escrever log, 4 na base 4.

log,4 1

log, 4 = =
% log, 3 log, 3

Nesse ultimo exemplo, podemos observar que log, 4 é

igual ao inverso de log, 3. E, € claro que, se log, 4 = mg% '
4

entdo (log, 4).(log, 3) = 1.
GENERALIZANDO

Se forem satisfeitas todas as condicGes de existéncia dos
logaritmos, podemos escrever que:

1

log, b=——
% log, a

Uma outra forma de se escrever essa propriedade é:

(log, b).(log, a) = 1




COLOGARITMO 'ﬁgu

E definido como o valor oposto ao do logaritmo. Assim,

escrevemos:
colog, b = -log, b

Observe também que -log, b = log, b™* = log, (%)

Portanto, podemos escrever que:

colog, b = -log, b = log, (%)

EQUACOES LOGARITMICAS |@@,

Sdo equacgbes que envolvem logaritmos, em que as
varidveis podem aparecer no logaritmando ou na base.

Assim, para resolvé-las, aplicamos a definigdo,
as condigOes de existéncia e as propriedades dos logaritmos.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

03. Resolver, em R, a seguinte equagao logaritmica:

log, (3x - 18) = log, 6
Resolucéao:

Inicialmente, devemos verificar as condigdes de existéncia
(C.E.) de cada logaritmo. Assim, temos:

3x-18>0=x>6

Em seguida, como as bases sdo iguais, devemos igualar
também os logaritmandos.

Logo: 3x - 18 =6=>3x=24=>x=8

Como esse valor satisfaz a condicdo de existéncia
(x > 6), entdo a solugdo da equacdo é S = {8}.

04. Resolver, em R, a equacdo log, (1 - 5x) = -3.
Resolucéao:
Aplicando a condigdo de existéncia, temos:

1—5x>0:—5x>—1:5x<1:x<%

Aplicando a definigdo de logaritmo, temos:

1—5x=2‘321—5x=%:1—1 = 5x —
7 =5x:>x=l
8 40

7

Entdo, como - <
40

Ul

, satisfazendo a condigdo de

existéncia, a solugdo da equagdo é S = {%} .

05.

06.

R, agaritmos

Determinar o conjunto solugdo da equagao
log, (x? - 4x) = log, 21, em R.

Resolugao:

Inicialmente, verificamos a condigdo de existéncia:
x2-4x >0

Observacao: Nesse caso, ndo julgamos necessario resolver
a inequagdo de segundo grau, mas apenas indica-la.
Em seguida, resolvemos a equacao e verificamos se cada
uma das solucGes satisfaz a condicdo de existéncia.

Como as bases sdo iguais, temos:
X2 -4x=21>

x> -4x-21=0

<<
=
-
<<
=
i
-
<
=

A=(-4) -4.1.(-21)=16+84 =100

(-4)£100 4+10
X = = =
2.1 2

X, =-30UX,=7

Verificando as condicGes de existéncia, temos:

Parax, = -3=(-3)2-4.(-3) =9 + 12 = 21 > 0 (convém)
Parax,=7=72-4.7 =49 - 28 = 21 > 0 (convém)

Portanto, a solugdo da equagéo é S = {-3, 7}.

Resolver, em R, a equacdo log, (x + 7) - log, (x - 11) = 2.

Resolugao:

Inicialmente, devemos verificar as condigdes de existéncia
de cada logaritmo. Assim, temos:

X+ 7>0= x> -7 (condicdo I) e
X - 11 > 0 = x > 11 (condigdo II)

Como x deve atender simultaneamente as duas condicées,
temos que a intersegdo dessas € dada por x > 11.

Manipulando a equagdo, obtemos:

log, (x +7) -log, (x-11) =2 =

log, (x+171) PN x+171 PN
X_

X+7 4 4x-44=x+7>
x-11

3x = 51 =

x =17

Como 17 satisfaz a condigdo de existéncia (x > 11), entdo
a solugdo da equacdo é S = {17}.

Bernoulli Sistema de Ensino D
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EXERCICIOS DE

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.
9070

©

02.
IDLC

©

03.
OF7G

©

04.
Mcvs

©

05.

06.
FBPY

07.
HZY8

)

08

BXUL

)

(UECE-2018) Se x é o logaritmo de 16 na base 2,
entdo, o logaritmo (na base 2) de x2 - 5x + 5

éigual a
A) 2. B) 1. C) -1. D) 0.
(UFRGS-RS-2020) Se log 2 = x e log 3 = vy, entdo

log 288 é

A) 2x + 5y. C) 10xy. E) x2-y2
B) 5x + 2y. D) x? + y2.
(UFPR) Para se calcular a intensidade luminosa L, medida

em limens, a uma profundidade de x centimetros num
determinado lago, utiliza-se a Lei de Beer-Lambert, dada
pela seguinte féormula:

log (i>)= —0,08x
15

Qual a intensidade luminosa L a uma profundidade de
12,5 cm?
A) 150 lumens.

B) 15 lumens.

D) 1,5 lumens.
E) 1 ldmen.

C) 10 lumens.

(Unicamp-SP) A solugdo da equagdo na variavel real x,

log, (x + 6) = 2, ¢ um nimero
A) primo. C) negativo.

B) par. D) irracional.

(UFRGS-RS-2018) Se log, x + log, x = 1, entdo o valor
de x é:
A) V2
B) V2

C) V3
D) V3

E) ¥9

(FGV-SP) Sendo p e q numeros reais, com p > q
e p + g > 0, definiremos a operagdo # entre p e q da
seguinte forma: p # q = p>- g>+ log (p + q), com
log (p + q) sendo o logaritmo na base 10 de (p + Qq).
Utilizando-se essa definicdo, o valor de 10 # (-5) é
igual a:

A) 176 - log 2 D) 74 + log 2
B) 174 -log 2 E) 74 -log 2
C) 76 - log 2

(Insper-SP) O numero de solugdes reais da equagdo
log, (x +3) +log, (x-2)=2¢

A) 0. D) 3.
B) 1. E) 4.
c) 2.

(UFRGS-RS) Atribuindo para log 2 o valor 0,3, entdo os
valores de log 0,2 e log 20 sdo, respectivamente,

A) -0,7 e 3. D) 0,7 e 2,3.
B) -0,7 e 1,3. E) 0,7 e 3.
C) 0,3e1,3.

6 Colecao 6V

EXERCICIOS
PROPOSTOS

01.

02.
310D

©

03.
V678

©

04.
AHR6

©

RESOLUGGES NO
@ Bernoulli Play

(UERJ-2017) Uma calculadora tem duas teclas especiais,
A e B. Quando a tecla A ¢é digitada, o nimero que esta
no visor é substituido pelo logaritmo decimal desse
numero. Quando a tecla B é digitada, o nimero do visor
é multiplicado por 5.

Considere que uma pessoa digitou as teclas BAB, nesta
ordem, e obteve no visor o nimero 10. Nesse caso, o visor
da calculadora mostrava inicialmente o seguinte niimero:

A) 20. B) 30. C) 40. D) 50.

(UFG-GO) Em um experimento hipotético com cinco
espécies de bactérias em meio de cultura, cada uma
com populagédo inicial de 10 células, registraram-se as
populagbes apresentadas na tabela a seguir, uma hora
apos o inicio do experimento.

r Numero de células
Bactéria z e
_ amalheE apos o Inicio

Chlamydia trachomatis 160
Escherichia coli 50
Leptospira interrogans 40
Streptococcus pneumoniae 100
Vibrio cholerae 80

Considerando-se que o numero de bactérias duplica a

cada geragdo, define-se o niUmero de geragdo, n, quando

a populagdo chega a N células, pela formula:
N=N,.2"

em que N é o nimero inicial de células.

O tempo de geragao é definido como o tempo necessario

para a populagao dobrar de tamanho, e pode ser obtido

dividindo-se o tempo decorrido para a populagao passar

de N, a N pelo nimero de geragdo correspondente.

O bacilo, nesse experimento, causa diarreia e seu tempo

de geragao, em minutos, foi de:

Dado: log 2 = 0,3.

A) 30.

B) 26.

C) 20.
D) 18.

E) 15.

(PUC Rio) Seja x = log, 3 + log, 9 + log, 27. Entdo, é
correto afirmar que:

A) 6<x<7 D) 9 <x<10
B) 7<x<8 E) x =10
C) 8<x<9

(UFPR) Um importante estudo a respeito de como se
processa o esquecimento foi desenvolvido pelo alemao
Hermann Ebbinghaus no final do século XIX. Utilizando
métodos experimentais, Ebbinghaus determinou
que, dentro de certas condigdes, o percentual P do
conhecimento adquirido que uma pessoa retém apos t
semanas pode ser aproximado pela formula:
P = (100 - a).bt + a
sendo que a e b variam de uma pessoa para outra.


https://youtu.be/zxS9mk-Hp7Q
https://youtu.be/Mm5bzaH-fgw
https://youtu.be/2bKZbu3Tcoo
https://youtu.be/Rpfpm2l5SfY
https://youtu.be/k-tIC_Wyipw
https://youtu.be/CmJ2n7kHrXE
https://youtu.be/p6rU7WkzTz0
https://youtu.be/x6HpjgZPDIQ
https://youtu.be/D2mSU2JFg7k
https://youtu.be/OCCldlcUBF4
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05.
ZFYM

©

06.
KZRB

07.
AL60

08.

Se essa formula é valida para um certo estudante,
coma = 20eb = 0,5 o tempo necessario para que o
percentual se reduza a 28% sera

A) entre uma e duas semanas.

B) entre duas e trés semanas.

C) entre trés e quatro semanas.

D) entre quatro e cinco semanas.

E) entre cinco e seis semanas.

(UERJ) Um lago usado para abastecer uma cidade foi
contaminado apds um acidente industrial, atingindo o
nivel de toxidez T,, correspondente a dez vezes o nivel
inicial. Leia as informagdes a seguir:

e A vazdo natural do lago permite que 50% de seu
volume sejam renovados a cada dez dias.

e O nivel de toxidez T(x), apos x dias do acidente, pode
ser calculado por meio da seguinte equagdo:
T(x) = T,.(0,5)%*
Considere D o menor nimero de dias de suspensdo do
abastecimento de agua, necessario para que a toxidez
retorne ao nivel inicial.

Sendo log 2 = 0,3, o valor de D é igual a:

A) 30. B) 32. C) 34. D) 36.

(Unicamp-SP) Uma barra cilindrica é aquecida a uma
temperatura de 740 °C. Em seguida, é exposta a uma
corrente de ar a 40 °C. Sabe-se que a temperatura no
centro do cilindro varia de acordo com a fungao:

2
T(t)=(Ty — Tar) .10 22 + Ty

sendo t o tempo em minutos, T, a temperatura inicial e
T,. @ temperatura do ar. Com essa fung&o, concluimos
que o tempo requerido para que a temperatura no centro
atinja 140 °C é dado pela seguinte expressdo, com o log
na base 10:

A) 12.[log (7) - 1] minutos
B) 12.[1 - log (7)] minutos
C) 12.log (7) minutos

D) [1 - log (7)] minutos
12

(Unifor-CE) Em 1987, uma industria farmacéutica iniciou a
fabricacdo de certo tipo de medicamento e, desde entdo,
sua producdo tem crescido a taxa de 8% ao ano. Assim,
em que ano a produgao de tal medicamento quadruplicou
a quantidade fabricada em 19877

(Sao dadas as aproximagoes: log 2 = 0,30; log 3 =0,48.)
A) 2002 C) 2004 E) 2006

B) 2003 D) 2005

(Albert Einstein) Uma pesquisa foi desenvolvida a partir
de 250 bactérias de uma cultura. Estimou-se entdo, de
maneira aproximada, que, durante certo tempo, o aumento
percentual do nimero de bactérias na cultura poderia ser
obtido pela expressdo B(t) = -30.log, (t + 21) + 150, em
que t é o tempo decorrido, em minutos, apds o inicio da
pesquisa, Nessas condigGes, ao fim da primeira hora da
pesquisa, quantas bactérias havia em tal cultura?

A) 325 B) 400 C) 450 D) 525

09.
X3UQ

©

10.
$509

©

13.
RPQA

14,
CHBJ

(FGV-SP) Considere a fungdo f(x) = log, ,,, X%
Se n = f(10) + f(11) + f(12), entdo:
A) n<1 C) 1<n<2
B) n=1 D) n=2

E) n>2

(UPF-RS) Sendo log, x = 2, log, x = 3 e log. x = 5,

o valor de log_, x é:

31 1
A) 30 @ o E) 3
B) 31 D) %

(UFSM-RS) Suponha que um campo de futebol seja
colocado em um sistema cartesiano ortogonal, conforme
mostra a figura.

Y,

(0]
Para que o ponto A(log,, (x + 1) + 1; log,, (x* + 35)) tenha
abscissa e ordenada iguais, é necessario e suficiente que:
A) x> -1 C) x<-1 E) x>5
B) x=5 D) x=-5

(CMMG-2020) Um estudante acompanha duas
reagGes quimicas A e B que evoluem ao longo de
t segundos, com velocidades V,(t) e V,(t), dadas por
V,(t) = log, (t + 4) e Vg (t) = log, (t* + 3t + 31).
Segundo orientagdes recebidas, determinado catalisador
deve ser inserido no processo quando as velocidades das
reagdes se igualarem. Iniciado o processo, essa agao
sera efetivada em

A) 1s. B) 3s.

C) 4s. D) 7 s.

(UEL-PR) Considere A, B e C nlUmeros reais positivos

comA=z1,Bz#1eC=1. Selog,B=2elog. A= 5
conclui-se que o valor de log, C é:

1 1 6
RS g = B ¢
5 5
B) 3 D) 6

(UFPR-2017) Suponha que a quantidade Q de um
determinado medicamento no organismo t horas apods
sua administragdo possa ser calculada pela formula:

1 2t
owin (3

sendo Q medido em miligramas, a expressao que fornece
o tempo t em fungdo da quantidade de medicamento Q é:

15 1 Q

= fuind t=>.log =

A) t Iog\/g D) >1%9 7
_log15 Q?

B) " 2logQ E) t=l0955%

c) t=10 flog (%]

Bernoulli Sistema de Ensino 7
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https://youtu.be/B_YlY7xcPL4
https://youtu.be/fgFR05xK8Z8
https://youtu.be/ggl_-ClCQZs
https://youtu.be/TNdo6flpyE4
https://youtu.be/Sv983ZgVsUc
https://youtu.be/vY8Q121e3og
https://youtu.be/m4QzeWv-Ct0
https://youtu.be/jM8EWCx0CeY
https://youtu.be/Sx8JOoJvnd0

medulo 15 [

15.
POST

©

16.

SECAO ENEM

01.

02.
2664

©

(UFC-CE) O valor da soma

1 2 3 99 ) |
log,, 2 + log,, 3 + log,, 4 + ... + log,, 100/ €

A) 0.
B) -1.

c) -2.
D) 2.

E) 3.

(UFSM) Quando um elemento radioativo, como o
Césio 137, entra em contato com o meio ambiente, pode
afetar o solo, os rios, as plantas e as pessoas. A radiagao
ndo torna o solo infértil, porém tudo que nele crescer
estard contaminado.

A expressdo Q(t) = Q,.e %% representa a quantidade, em
gramas, de atomos radioativos de Césio 137 presentes
no instante t, em dias, onde Q, é a quantidade inicial.

O tempo, em dias, para que a quantidade de Césio 137
seja a metade da quantidade inicial é igual a

Use: In 2 = 0,69.

A) 60. C) 15. E) 3.

B) 30. D) 5.

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(Enem-2020) A Lei de Zipf, batizada com o nome do
linguista americano George Zipf, € uma lei empirica que
relaciona a frequéncia (f) de uma palavra em um dado
texto com o seu ranking (r). Ela é dada por:

O ranking da palavra é a sua posicdo ao ordenar as

palavras por ordem de frequéncia. Ou seja, r = 1 para

a palavra mais frequente, r = 2 para a segunda palavra

mais frequéncia e assim sucessivamente. A e B sdo
constantes positivas.

Disponivel em: <http://klein.sbm.org.br.>

Acesso em: 12 ago. 2020 (Adaptagdo).

Com base nos valores de X = log(r) e Y = log(f), é possivel
estimar valores para A e B.

No caso hipotético em que a lei é verificada exatamente,
arelagdo entre Y e X é:

log(A)
A) Y = log(A) - BX E) Y=—u
log(A) R
B) Yot
X +log(B)
& v- log(A) x
B
D) Y- log(A)
B.X

(Enem-2017) Para realizar a viagem dos sonhos, uma
pessoa precisava fazer um empréstimo no valor de
R$ 5 000,00. Para pagar as prestacbes, dispbe de,
no maximo, R$ 400,00 mensais. Para esse valor de
empréstimo, o valor da prestacdo (P) é calculado em
funcdo do numero de prestagdes (n) segundo a formula

8 Colecao 6V

03.

_5000.1,013".0,013

P
(1,013" - 1)

Se necessario, utilize 0,005 como aproximagdo para
log 1,013; 2,602 como aproximagdo para log 400; 2,525
como aproximagao para log 335.

De acordo com a féormula dada, o menor nimero de
parcelas cujos valores ndo comprometem o limite definido
pela pessoa é

A) 12. D) 16.
B) 14. E) 17.
C) 15.

(Enem-2017) Em 2011, a costa nordeste do Jap&o foi
sacudida por um terremoto com magnitude de 8,9 graus
na escala Richter. A energia liberada E por esse terremoto,

em kWh, pode ser calculada por Rzg Iog[ Ej, sendo

E,

E, = 7 . 107 kWh e R a magnitude desse terremoto na

escala Richter. Considere 0,84 como aproximagao para log 7.
Disponivel em: <http://oglobo.globo.com>.
Acesso em: 02 ago. 2012.

A energia liberada pelo terremoto que atingiu a costa
nordeste do Japao em 2011, em KWh, foi de:

A) 101083 D) 101551
B) 101119 E) 1017.19
C) 101419

SECAO FUVEST/UNICAMP /UNESP

GABARITO

Meu aproveitamento /\/\i‘l

Aprendizagem Acertei Errei
O 01.D O 03.D O 05. E O 07.B
O 02.B O 04. A O 06.C O 08.B
Propostos Acertei Errei
O 01. A O 05.C O 09. E O 13.D
O 02.B O 06.C O 10.D O 14. A
O 03.D O 07. A O 11.B O 15.C
O 04.C O 08. A O 12.B O 16.B
Segéo Enem Acertei Errei
O 01. A O 02. D O 03.B

/ Total dos meus acertos: de



http://klein.sbm.org.br
https://digital.bernoulli.com.br/midia.php?id=7348
https://youtu.be/2Y1ThlhMTU0
https://youtu.be/d2BUopOMSB8

