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i FRENTE: MATEMATICA IV

Sequéncias recorrentes sdo aquelas em que o valor de cada
termo, a partir de uma determinada posicao, recorre a valores de
termos de posicoes prévias. Progressdo aritméticas e geométricas sao
exemplos de sequéncias recorrentes.

Nesta aula, veremos trés tipos:

1. Recorréncias simples como, por exemplo, equacoes de diferenca;

2. Recorréncias lineares de ordem 2 com raizes iguais na equacao
caracteristica;

3. Recorréncias lineares de ordem 2 com rafzes distintas na equacao
caracterfstica.

Exemplo 1:

Considere a sequéncia {a }, em que a, = 2 e cujos termos seguintes sao
dados pora_, =a_ + 2(n+1), n> 1 (equacao de diferenca, pois avalia
a diferenca entre termos). Determine uma expressao explicita para a, .

Vamos escrever varias equagoes:

a =a_,+2n
n n-1
anf1 = anfz + 2(n71)

a,=a, +2(2)

e realizar uma soma telescépica, que geraa = 2 + 2(2) + ... 2(n-1)
+2n =n(n+1).

Agora, vamos estudar as recorréncias lineares de ordem 2 (s6 depende
dos 2 termos imediatamente anteriores). Inicialmente, analisaremos
aquelas em que a equacao caracteristica possui raiz real dupla. Mas o
gue é uma equacao caracteristica?

a,=pa_, +4da_ .

A equacdo caracteristica dessa recorréncia é a equacdo quadratica
formada repetindo-se os mesmos coeficientes da recorréncia, ou seja,
X2 =px + q < x2—px—g=0. Mais a frente deduziremos como surge
essa equacao.
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Exemplo 2:

Considere uma recorréncia definida pora, =1, a,=3 e, paran >3,

a =2a _,-a_,. Aequacao caracteristica associada € x> —2x+ 1 =0,

que possui duas raizes iguais a 1. Entrementes, uma olhadinha mais

cuidadosa mostra que a recorréncia em questdo é de uma PA., pois
an=2a ,-a ,<an-a _, =a _,—a,

Portanto, acabamos de ver que uma PA. esté associada a uma equacgao

caracteristica com raiz dupla 1.

Exemplo 3:

Considere a recorréncia em que a,=6,a,=27e paran =3,
a = 6a,,—9a_, (*). A equacao caracteristica associada €
x? — 6X + 9 =0, cujas raizes sdo iguais a 3. A safda agora é criar uma
nova sequéncia {b }, dada por a_=3"b, . Substituindo em (*), chegamos
ab =2b_,-b_,, oquemostraque{b}éumaPA.l

Assim, sendo b, = A + Bn (o termo geral de uma PA. é uma funcao
polinomial do 1° grau em funcdo de n ou uma fungdo constante
no caso em que a PA. é constante), obtemos a_ = 3" (A + Bn).
Para acharmos A e B, fazemos n assumir os valores 1 e 2:

6=a,=3(A+B)
27 =a, = 9(A +2B)

cujas solugdes séo A =B = 1 e, portanto, a_ = 3" (n + 1).
Exemplo 4:

Seja {a } a sequéncia definida pora, =1,a,=3,a =3a_,-2a_
(n>3. Podemos reescrever essa equacdo comoa —a_,=2a _,—2a ,=
2(a_,— a_,). Observe que obtivemos o mesmo padrao de diferenca do

lado esquerdo a_—a,_, edoladodireitoa,_,— a_, (multiplicada por 2).

21

. . <1 2 - .
Assim, ha proporcéao - 5 entre os coeficientes. Mais geralmente,

esse padrao é dado por ax, +bx,_; = k(ax,_; +bx,_,) = kax,; +kbx,_,,

a ka .
em que a proporgao é b = b Escrevendo varias equacdes
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e multiplicando-as (produto telescépico), chegamosaa —a_, =2""
Em seguida, somamos (soma telescopica) vérias dessas equacoes de
diferencas

a-—a =2

n n-1 ,

_ n—.
anf‘\ anfz 2
a,—a, =2

echegamosaa =1+2+ ... +2™+2"" =2"-1.
Exemplo 5:

Seja {F } a famosa Sequéncia de Fibonacci, definidaporF, =F,=1,F__
=F +F_..Vamos proceder de forma semelhante ao exemplo anterior,
ou seja, para algum k € IR, escrevemos:

F..—kF =(1-KF +F .

Para repetir mais uma vez o padrao de diferencas entre os coeficientes dos

dois lados dessa equacado, devemos ter ik = % s k2-k=1=0(*),

gue é equacao caracteristica dessa recorréncia com raizes distintas.

(Obs.: Mas, geralmente, se a recorréncia fosse x_, = ax_+ bx_, <

X, —kx =(a-k)x +bx_, aproporcao entre coeficientes seria
1 _a-k

=

n-1'

o= k?—ak—b =0, que é sua equacao caracteristica).

O resultado dessa proporcao é poder reescrever a recorréncia como
F . —kF =(1-Kk)F

dessa equacao).

—kF__) (logrado o padréo desejado nos dois lados
As raizes de (*) satisfazem k, + k, =1, k k, =-1.

) k=k;:

Fn+1 - k1Fn = (1 - k1)(Fn - k1an1)
F -k F_ =00-k)F _ -kF_)

1 1

Fo—kF, =0 -k)XF,-kF)

—kF o= (1 - k)

Ap6s o produto telescopico, o resultado é F ., — k/F, .

(F,—kF)=(—-k)=k
i) k=k;

Analogamente, obtemos F
equacodes, chegamos a

, — KF, = Kk,". Subtraindo essas duas

(k1 - kZ) Fn = k1n — kzn_

Como k, # k,, temos F, = 1_k2,ouseja,
ki =k,

- A (1+V5) 1 (1-45

"l 2 51 2

Na prética, procedemos assim:

Parax ., =ax +bx ,, comx,, x, dados:

1 n-1/

montamos a equacdo caracteristica:

k?-ak-b=0.

ii. o termo geral é dado porx, =A'kY —B’k3, em que A" e B’ sdo
constantes (assim como k, e k,), ou, melhor,

x, = Ak,"" =Bk,
gue torna mais simples o resultado quando n = 1, em que A e B

também sdo constantes encontradas a partir do sistema obtido com
n="1len=2.

Exercicios de Fixacao

01. Considere a recorréncia definidapora, =1,a,=4¢, paran 23,
a =4a_, —4a_,. Quantos digitos possui o termo a,?

A) 4

)

)

)

E)

O N X

5
6
7
mais que 7.

02. (IME) Seja a sequéncia {v.}, n =0, 1, 2, ..., definida a partir de
seus dois primeiros termos v, e v, e pela formula geral v. = 6v_,
—-9v_,, para n > 2. Define-se uma nova sequéncia {u }, n=0, 1,
2, .., pelaformulav =3" .

A) Calcule u, —u_, em funcdo de u, e u,.
B) Calculeu ev emfuncdoden, v, ev,

Q) Identifique a natureza das sequéncias {v } e {u } quando v, = 1
ev,=1/3.

03. (OPM) Uma escada tem n degraus. Para subi-la, em cada passo,
pode-se subir um ou dois degraus de cada vez. De quantos modos
diferentes pode-se subir a escada?

04. Seja{a }umasequénciatal que a, = % e 2a,-3a,=——

Simplifique a, +2n% .

05. (IME) Considere a sequéncia, cujos primeiros termos séo 1, 2, 3,
5,8, 13, 21, 34, 55, ... Seja a_seu n-ésimo termo. Mostre que

a, < [H\EJ para todo n > 2.

2
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Exercicios Propostos

Prove que, se f é uma funcdo nao constante de valores reais
tal que, para todo n natural, f(n + 1) + f(n —1) = f(n), entéo f é
periddica.

Resolva arecorrénciaa, =8,a,=96€,paran>3,a =8a,_,-16a_,.

A figura a seguir mostra um retangulo 1 x n, que deve ser
preenchido por 2 tipos de retangulos menores 1 x 1 e 1 x 2. De
guantas maneiras se pode fazer isso?

L

|——;
n

Um garoto tem n reais. Todo dia, ele realiza exatamente uma das
seguintes compras: 1 bolo que custa 1 real, um sorvete que custa
2 reais ou um pastel que custa 2 reais. De quantas maneiras o
menino pode gastar seu dinheiro?

10 2 10 2

SQafm)=5+3J§(1+JgJ.+5_3J§(1_J§]Enmqu+ﬂ—

f(n—1), expresso em termos de f(n), é igual a:

Quantos anagramas (permitindo repeticdes) de n letras podem
ser formados com a, b, c e d de tal forma que a e b ndo sejam
adjacentes?

Uma sequéncia de numeros {a,} é definida pora, =0 e a
3a,+ 1, k> 0. Prove que a, € divisivel por 11.

P

Sejaa,=1,a,=3ea ,=(n+3)a ,-(n+2)a, paratodo inteiro

n > 1. Encontre todos os valores de n para os quais 11la_.

Seja o a maior raiz de X2 + x =1 = 0. O valor de o® — 5a. é:
A) -1

B) -2

Q-3

D) 1

E) 2

Se o e B sdo as raizes da equacao ax? + bx +c=0e S =a" +p",

n € N, entdo mostre que aS_, + bS_+cS_, =0.

Gabarito

Exercicios de Fixa¢ao

01 02 03 04 05
A * * * *
02. a) u, - u,
nv, B
b) uy=—+ (1 -n)vyev. =3"""nv,+3"(1 - n)y,
Qu = % sequéncia constante e v = 3", progressao geométrica
03. Para o n-ésimo degrau, o nUimero é a, emaquea=a,=1,

a,=a, ,+a ,Nnx3.

n-2"

04. (3)
2
05. Demonstracao
Exercicios Propostos
01 02 03 04 05
* * * * B
06 07 08 09 10
* * * C *
01. Demonstracao
02. 4" (4n-2)
03. Para um retangulo 1 x n, o nUmero é a,emaquea =a,=1,

04.

06.

07.
08.
10.

a=a ,+a n>3.
n n-1

n-2'
Para gastar n reais, o nimero ¢ a, em que a, =
a,=a, ,+2a _, nx3
Paranletras, onimero éa ,emquea, =4,a,=14,a =3a__ +
+2_ ..n=>3.

an-2
Demonstracao
n=4,8,k comk=>10.
Demonstracao
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