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CAPITULO 17
Nogdes primitivas

Para que possamos compreender o estudo da geometria plana,
abordaremos alguns conceitos fundamentais tais como:

>  Ponto.

> Reta.

»  Plano.

Proposigéo primitiva da Existéncia

»  Numa Reta, bem como fora dela, ha infinitos pontos.
»  Num Plano ha infinitos Pontos.

Notagdes de Ponto, Reta e Plano.

e  Ponto - utilizam-se letras mailsculas: A, B, C...
e  Reta - utilizam-se letras minusculas: a, b, c....
Plano - utilizam-se letras Gregas minusculas: a, B, v, 8,

A...
Representacdo Geométrica
Ponto Reta Plano
Ae

Ponto médio de um segmento: é o ponto que se encontra a mesma
disténcia de suas extremidades.

Pontos Colineares: s&o pontos que pertencem a mesma reta.

Segmentos Colineares e Consecutivos: dois segmentos de reta
séo colineares se, e somente se, pertencem a uma mesma reta; e
serao consecutivos se possuirem uma extremidade em comum.

Py Py >
@ @ >

B C

A
AB e BC séo Colineares e Consecutivos
Segmentos Adjacentes: Dois segmentos consecutivos e colineares

sd0 adjacentes quando possuem somente uma extremidade em
comum.

Segmentos Congruentes: ocorre quando dois segmentos possuem
a mesma medida absoluta.

Angulo

Definigdo: denomina-se angulo a regido compreendida entre duas
semi-retas de mesma origem, ndo contidas na mesma reta. (N&o

colineares).
A

Observagao: Uma reta € formada por infinitos pontos assim como
um plano é formado por infinitas retas.

@

Proposicédo da Determinacao:

a) Ponto: € um elemento do espago que indica uma posic&o.

b) Reta: dois pontos distintos determinam uma Unica reta que
passa entre eles.

c) Plano: trés pontos ndo-colineares determinam um Unico plano
que passam entre eles.

Segmento de Reta

Dados dois pontos distintos em uma reta, o conjunto de pontos
entre eles forma um segmento de reta.

e

A
AB — Eum segmento de reta.

Semirreta

Uma semirreta AB é a parte de uma reta que tem inicio em A,
passa por B e se prolonga infinitamente.

A B

v

O ponto A é a origem da semirreta AB que passa pelo ponto B e,
AB ¢ 0 segmento de reta com extremidades em A e B.

Notagdo: « = AOB

Angulos consecutivos: dois angulos sdo consecutivos se, e
somente se, possuirem um lado em comum.

Angulos adjacentes: dois angulos consecutivos s&o adjacentes se,
e somente se, ndo possuirem pontos internos em comum.

A

. B
0 C
B

Note: 0 segmento de reta OC é comum aos angulos B e .

Angulos opostos pelo Vértice (OPV): ocorre quando os angulos
s&o formados pelas mesmas retas, contudo ndo s&o adjacentes.
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Observe:
1. Dois angulos opostos pelo vértice sao congruentes.
2. Sendo a e B dois angulos opostos pelo vértice .

0

angulo 0 é adjacente a a e .
angulo 0 é suplementara a e f3.

[oNe)

3.
4.

Assim Temos:

Q
I3
=

o +0=180°
B +0=180°

Angulos congruentes: sdo angulos que possuem a mesma
medida.

Bissetriz de um angulo: uma semirreta & interna a um angulo
AOB é dita bissetriz se dividir o &ngulo em dois angulos
congruentes.

A

Tipos de Angulos

Reto: étodo angulo que mede 90°.

Agudo: ¢ todo angulo menor que 90°.

Obtuso: é todo angulo maior que 90° e menor que 180°.
Raso: ¢ todo angulo que mede 180°.

Nulo: é todo angulo que mede 0°.

Angulos complementares: ocorre quando a soma de dois
angulos adjacentes ou ndo somam 90°.

Angulos suplementares: ocorre quando a soma de dois angulos
adjacentes ou ndo somam 180°.

Angulos replementares: ocorre quando a soma de dois angulos
adjacentes ou ndo somam 360°.

Unidades de medida de &ngulos: um angulo é medido em
graus(®), minutos(’) e segundos(”) de tal forma que:

1°=60’ (I6-se: um grau é igual a sessenta minutos).
1" =60 (Ie-se: um minuto é igual a sessenta segundos).

Exercicios de Treinamento
1. (AEPOM) Simplifique as seguintes medidas:
a) 30°70 =
b) 45° 150’ =
€) 65°80' 123" =
d) 110° 58 300" =
e) 30° 120’ 240" =

02. (AEPOM) Determine as operagdes de soma e subtrag&o:
a)30°40° + 15°35' =

b)10° 30’ 45" + 15°80' 120" =

) 20c® 50’ 45" - 5° 45 60" =

03. (AEPOM) Determine o produto e a divisdo dos angulos:
a)2-(10°35'54") =

b)5-(6°15'30") =

Q) (=4)-(5°67") =

d) (=3)-(5°23) =

e) (120°60°80”) ~ 2 =

f) (53°70’85”) + 3 =

03. (AEPOM) Calcule o valor de x .

a)
2x-10° 40° 2X-5°
0 2X
%

Paralelismo

x+20°

4x+30°

3x-20°

Conceito: duas retas distintas num mesmo plano a sdo paralelas
quando ndo tém nenhum ponto em comum.

Retas Paralelas
r
//

Importante: a distancia entre duas retas paralelas é sempre igual.

Sejam duas retas paralelas cortadas por uma transversal.

12
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N

8 rlls

Nomenclatura dos angulos

Alternos:
Internos: 3e6;4eb5.
Externos: 1€ 8;2e 7.

Correspondentes: 1e5;2e6;3e7;4¢e8.

Colaterais:
Internos: 3 e 5;4 e 6.
Exernos:1e7;2e8.

Propriedades:

P1. Os pares de angulos alternos internos e externos sé&o
congruentes.

P2. Os pares de angulos correspondentes sdo conguentes.

P3. Os pares de angulos colaterais internos e externos sé&o
suplementares.

Exercicios de treinamento
01. (AEPOM) Sendo a reta a paralela a reta b. Determine o valor
de x.

a)
120°

rils

b) !

30° b

rils

02. AEPOM) Determine os valores de x, y e z, sabendo que ae b
sao retas paralelas.

b)

20°

a) x

Exercicios Propostos

01. (PM/SP) Na figura abaixo, r e s sdo paralelas. A medida dos
angulos x e y séo, respectivamente:

a) 65° e 115°.

b) 70° e 110°.

c) 65° e 135°.

d) 60° e 135°.

70° ,

/7

02. (AEPOM) Dados que as retas r e s séo paralelas. Calcule o valor

dex+y:
a) 130°.
b) 140°.
c) 150°.
d) 160°.
100° r
120°
X S

rlls

03. (EEAR) Sejam ABC um triangulo retangulo em A, AM a
mediana relativa a E, CN a bissetriz interna de C e D é o

13
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ponto de intersecgéo entre AM e CN.Se ABC =20°, ento
CDM mede, em graus,

04. (CFN) Qual é o menor &ngulo formado entre os ponteiros de
um relégio quando sao exatamente 7 horas?
a) 210°.

06. (AEPOM) Dados os angulos formados pelas retas con-
correntes. Calcule o valor de x.

a) 62° 30'.

b) 62°.

X2 15x +100

07. (AEPOM) Na figura abaixo, onde r e s s&o retas paralelas e t
uma transversal, ficam determinados os &ngulos n&o-nulos. E
correto afirmar que:

AX>y=z
by<z<x
Oy—Xx=2z
dx<y<z

08.(EEAR) Na figura BCA,CAD, ADB, medem respec-

tivamente, 60°, 30° e 110°. A medida de DBC 6
a) 15°.
b) 20°. A

C

CAPITULO 18
Estudo dos Triangulos

Vimos no capitulo anterior que as unides de infinitos pontos
colineares formam uma reta, contudo se tivermos trés pontos A, B e
C nao colineares a uniéo desses pontos formaré um tridngulo.

C

Elementos:
» Trés Vértices:
A/ BeC.
» Trés segmentos de reta:

AB=c
BC=a
AC =b

» Trés angulos:
ABC =«
ACB = 3

BAC =6
» Indicago:
Tridngulo ABC = AABC.

Observagao: € importante identificar que existe uma relagéo entre
angulo e seu lado oposto. Assim temos:

Lado a oposto ao angulo 8.

Lado b oposto ao &ngulo a.

Lado ¢ oposto ao angulo .

14
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Concluindo: se, por exemplo, o angulo B for o maior angulo do
tridngulo ABC, o lado ¢ sera o maior lado desse triangulo.

Curiosidade: identificar as letras do alfabeto grego.

a — Alfa

B — Beta
y — Gama
0 — Delta
0 — Teta
¢ — Fi

VVVYVYVY

Classificagdo dos Triangulos

Os tridngulos podem ser classificados em relagéo aos lados e aos
seus angulos.

»  Classificagdo em relagéo aos lados.

Tridngulo Equilatero: é todo tridngulo que possui os trés lados
iguais e, consequentemente, trés angulos congruentes.

B C

Tridngulo Isdsceles: ¢ todo tridngulo que possui dois lados iguais
e, consequentemente, dois angulos congruentes.

A

B C

Tridngulo Escaleno: é todo tridngulo que possui os trés lados
diferentes e, consequentemente, trés ngulos ndo congruentes.

A

C B
»  Classificagdo em relagdo ao angulo.

Tridngulo Reténgulo: é todo tridngulo que possui um angulo reto.

AC B
Tridngulo Obtusédngulo: é todo tridngulo que possui um angulo
obtuso.

Cc B

Tridngulo Acutangulo: é todo tridngulo que possui trés angulos
agudos.

Cc B

Soma dos angulos internos de um Tridngulo

Dadas duas retas paralelas cortadas por duas transversais, de
acordo com a figura abaixo, podemos tirar as seguintes conclusdes:

De acordo com o estudo de paralelismo, usaremos a propriedade de
angulos alternos internos para exportar os angulos a e 8 para a reta
r. Depois de exportar, percebemos que:

a+ f[+6=180°

Teorema: A Soma dos angulos internos de um tridngulo qualquer é
180°.

15
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Angulo externo de um Triangulo
Observe a figura abaixo:

Na figura, os angulos séo representados:
> Angulos internos: a, B e 6
> Angulos externos: y, pe 0
Chegaremos as seguintes conclusdes:

1°. Teorema: a soma de um angulo interno e um angulo externo é

igual a 180°.

Exemplo:
7+ 8 =180°
0+ ¢p=180°
o+ 0 =180°

2°. Teorema: a soma dos angulos externos € igual a 360°.
¥+ @+ 0 =360°

3°. Teorema: um é&ngulo externo é igual a soma dos angulos
internos néo adjacentes.

Exemplo:
y=a+0
p=a+pf
5=p4+6

Exercicio de Treinamento

01. (AEPOM) Calcule o valor de m nas figuras abaixo.

a) b)
A m
m
120°
30° 40° 20°
B c c B
o A d) ¢
N
60°
. m
B N A B

150°

Semelhanga entre tridangulos

Um tridngulo é congruente a outro se, somente se, € possivel
estabelecer uma correspondéncia entre seus vértices de acordo com
0s seguintes casos.

Notagdo:

1. Simbolo de semelhanga: ~
2. Simbolo de congruéncia:
Ex.:

AABC ~ APQR
(Ié-se: o triangulo ABC é semelhante ao tridngulo PQR).

a=p

(I&-se: 0 angulo @ é congruente ao f3).

Casos de Semelhanga
1°. Critério: LAL (lado-angulo-lado)
Se dois triangulos possuem ordenadamente dois lados propor-
cionais, e 0 angulo formado entre estes lados for congruente, entéo
eles s&o semelhantes.

A
/\ |
B C B////C\X\\C

Esquema:

AB  AC
AB  AC

A=A

= AABC ~ AABC.

2°, Critério: AA (angulo-angulo)
Se dois tridngulos possuem ordenadamente dois angulos
congruentes, entdo os tridngulos sdo semelhantes.

A
/\ A
B C B//\C

Esquema:

= AABC ~ AABC.
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3°. Critério: LLL (lado-lado-lado)
Se dois triangulos possuem ordenadamente trés lados iguais, en-
tao estes tridngulos sdo semelhantes.

A
/\ A
B — C B/A\ c

Esquema:

AB

A'B'

AC _BC
AC' BTC'

} = AABC ~ AABC

Exercicio de Treinamento
01. (AEPOM) Calcule o valor de x e y nas figuras abaixo.

a) A

b)

c)

D

Pontos notaveis de um tridngulo

Mediatriz: a mediatriz € a reta perpendicular a um lado do
tridngulo, tragada pelo seu ponto médio.

C B
Ponto Notavel: circuncentro é o ponto de unido entre as trés

mediatrizes de um tridngulo. No circuncentro, localiza-se o centro
da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

Altura: altura é um segmento que une um vértice ao seu lado posto
formando um angulo de 90°. Este lado é chamado base da altura, e 0
ponto onde a altura intercepta a base é chamado de pé da altura.

A

h.

C : B

Ponto Notavel: ortocentro é o ponto de interse¢éo das trés alturas
de um tridngulo . No tridngulo acuténgulo, o ortocentro é interno ao
tridngulo; no tridngulo retangulo € o vértice do angulo reto; e no
tridngulo obtusangulo é externo ao tridngulo.

Mediana: mediana € o segmento de reta que une cada vértice do
tridngulo ao ponto médio do lado oposto.

A

md:

c B

Nota: a mediana relativa & hipotenusa em um tridngulo retangulo
mede metade da hipotenusa.

Ponto Notavel: baricentro ou centro de gravidade é o ponto de
intersec@o das trés medianas de um tridngulo. O baricentro divide a
mediana em dois segmentos. O segmento que une o vértice ao
baricentro vale o dobro do segmento que une o baricentro ao lado
oposto ao vértice.

Nota: no tridngulo equilatero, as medianas, mediatrizes, bissetrizes e
alturas s&o coincidentes.

Bissetriz: abissetriz interna de um tridngulo corresponde ao
segmento de reta que parte de um vértice, e vai até o lado oposto
dividindo o seu angulo em dois angulos congruentes.

N B

Ponto Notavel: incentro é o ponto de intersecgao das trés bissetrizes
de um tridngulo.
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Relagées Métricas no Tridngulo Retangulo

Sabemos que todo tridngulo retangulo possui dois angulos agudos
complementares e um angulo reto.
Observe a figura abaixo:

Analisando o tridngulo de acordo com os critérios de semelhanga,
temos:

R1. a? = b*+ c? (teorema de pitagoras).
R2. b’=a-m.

R3. c*>=a-n

R4. h®>=m-n.

R5. a-h=b-"c.

Teorema da Bissetriz Interna

Dado um triangulo ABC, a bissetriz de um angulo interno
estabelece no seu lado oposto os dois segmentos proporcionais
aos lados desse mesmo angulo. Observe:

AB _AC
BS ~ CS

Teorema da Bissetriz Externa

Dado um tridangulo ABC e sempre que a bissetriz de um angulo
externo de certo tridngulo interceptar a reta que possui o lado
oposto, ficard estabelecido nesta mesma reta dois segmentos
proporcionais aos lados desse tridngulo. Observe:

AB _AC
BS ~ CS

A

C
135°

02. (PM/SP) Seja o triangulo ABC

\4 2X+3

C

B

Se areta t é paralela ao lado BC, entéo o valor de x é:
a)2.

b) 3.
c)4.
d)6

03.(CFN) Um dos angulos da base de um tridngulo isésceles mede
40°. Quanto mede o0 angulo do vértice?
a) 108°.

04.(CFN) Um triangulo tem as seguintes medidas de seus lados, em
ordem crescente: 15, 20 e x. Sabendo que um dos angulos deste
tridangulo mede meio angulo raso, qual o valor de x?

a) 50.

05. 05. (AFA) Considere um triangulo ABC, de lados AB=15, AC =10,
BC=12 e seu baricentro G. Tragam-se GE e GF paralelos a AB e AC,
respectivamente, conforme figura abaixo. O perimetro do tridngulo
GEF é um namero que, escrito na forma de frag&o irredutivel, tem a
soma do numerador com o denominador igual a:

a) 43.

b) 38.

E M F

06.(PM/SP) Para qual das alternativas abaixo sdo corretas no que se
refere ao valor de x e y, sabendo que r//s//t.

a) 25 e 42.

32e22.

28 e 25.

b)
c)
d) 28 e 40.

18
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X 32

20/
S

25

35 y

07. (EEAR) Dada a figura abaixo, se AB =8cm CD = 4cm

¢ AD = 20cm , amedida, em cm, de x é

08. (AEPOM) Na figura abaixo, AB // ED. Nessas condi¢des, 0s
valores de x e y sdo, respectivamente:

X
A B
4 3
C
1 Y
D E
2
a)6e£.
3
b)6eg.
3
C) 4ei
3
d 2e3.

09. (AEPOM) A altura do tridngulo retangulo, da figura abaixo, vale:

9

a) 4

b) 4,4

d) 4,8

d) 8 6 8

e) 10 N
CAPITULO 19

Poligonos

Definigdo: dada uma sequéncia de pontos de um plano
(A1, Ay, ..., A,), com n = 3, todos distintos, chama-se poligono a
unido de pontos de tal forma que:

(A1A2, A2A3' tAnAn+1)
Geometricamente temos:

An
Aa
As
Az Al
Exemplos:

1. Poligono convexo
C
B I
D
A
E

2. Poligono cdncavo

An+1

A

BC
P

19
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Esta figura ndo é um poligono, pois possui um ponto aberto (F) e
possui dois conjuntos de trés pontos ndo colineares EGD e AEF.

Poligonos Regulares

Um poligono que possui os lados congruentes é equildtero.
Quando possui os angulos congruentes & equiangulo. Para ser
considerado regular deve possuir lados e angulos congruentes.
Exemplos:
d

A D

a

Triangulo Equilatero

Hexagono Regular

Pentdgono Regular

Classificagio dos poligonos

De acordo com o numero de lados, temos as seguintes

Exemplo: ) b
Neste caso, temos um poligono de 4 lados e 4 vértices A, B, C, D.
S&o considerados diagonais do poligono acima os segmentos

AC e BD em pontilhado.
Numero de diagonais de um poligono de n lados

_ n(n—3)

D ;comn=3.

Angulos internos — o angulo interno de um poligono regular é
calculado dividindo a soma dos angulos internos pelo nimero de
lados. O calculo da soma dos &ngulos internos de um tridngulo é:

S; =(n—2)x180°
Assim, temos que:

_ 0
ai:(nz)xlso
n
Si
ai -
n

Angulo Externo — é o angulo suplementar adjacente a um angulo
interno de um poligono.
Em um poligono qualquer, a soma dos angulos externos é 360°.

S, =360°
Importante: a soma de um &ngulo interno com um angulo externo é
igual a 180°.

a, +a, =180°

Exercicios de Treinamento

01. (AEPOM) Calcule o valor de x nos seguintes poligonos.

classificagoes:
Valor de n Nomenclatura Lados
3 Triéngulo 3
4 Quadrilatero 4
5 Pentagono 5
6 Hexagono 6
7 Heptagono 7
8 Octogono 8
9 Eneéagono 9
10 Decéagono 10
11 Undecégono 1
12 Dodecégono 12
15 Pentadecagono 15
20 Icosagono 20

Elementos importantes de um poligono

Diagonais— é um segmento que une dois vértices n&o
consecutivos de um poligono.

20
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02. (AEPOM) Calcule o nimero de diagonais, soma dos &ngulos
internos e o angulo interno dos poligonos:

a) Quadrado.

b) Octégono.

c) Dodecagono.

d) lcosagono.

03. (AEPOM) Determine o angulo interno e externo de um:
a) Tridngulo equilatero.

b) Quadrado.

c) Pentagono regular.

D) Hexagono regular.

Poligonos Inscritos e Circunscritos

Existe uma propriedade de poligonos que diz:
++ Dividindo uma circunferéncia em n partes iguais, sendo

n=3, temos:

» 1°. Caso: se ligarmos todos esses pontos através de
um segmento de reta formaremos um poligono regular
inscrito nesta circunferéncia.

A B
F c
E D
n=6
» 2°. Caso: as tangentes tragadas pelos pontos de divisdo

determinam um poligono regular de n lados circunscrito
a circunferéncia.

E D
n=6

Nota: Todo poligono regular € inscritivel e circunscritivel.
Elementos notaveis:
Centro de um poligono regular é o centro comum da circunferéncia
circunscrita ou inscrita.
Apoétema de um poligono regular ¢ distancia do centro do poligono a
um dos lados.
Importante: o apotema de um poligono regular € o raio da
circunferéncia inscrita.
0O segmento OM é denominado apdtema do pentagono ABCDE.

Nota: Se um poligono possui um numero par de lados entdo todas
as suas diagonais passam pelo centro, no caso de um nimero impar
de lados, néo ha diagonais passando pelo centro.

Calculando medidas de lado e apdtema em poligonos
inscritos:

»  Triangulo equilatero inscrito:

A

l, =r/3
r
»  Quadrado inscrito:
A B
|, =r2
r2
®0 a=—
r 2
L
C D

21
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»  Hexagono regular inscrito:

A —— B

Principais poligonos Circunscritos:

»  Triangulo equilatero circunscrito:

»  Quadrado circunscrito:

A

C
»  Hexagono cwcunscnto.

A

T

C

L, =2r

A, =r

Le—zﬁr
3

Ag=r

Nota: Como podemos observar nos casos acima, o valor do apétema
nos poligonos circunscritos equivale ao raio da circunferéncia.
Exercicios Propostos

01. (PM/SP) Dado o paralelogramo abaixo, se o &ngulo a mede
5X+20° e 0 angulo b mede 8X-7°, qual o valor de X?

<

)9°

) 11°.
) 13°.
)

o O T

15°.

02. (EEAR) Em um poligono regular, a medida de um &ngulo interno
é o triplo da medida de um angulo externo. Esse poligono é o:

a) Hexagono.
b) Octégono.
c) Eneagono.
d) Decagono.

03. (EEAR) Em um trapézio, a base média mede 6,5 cm e a base

maior, 8 cm. A base menor desse trapézio mede, em cm,
a)4.

) 5.
C) 6.
d)7.

04. (EEAR) Na figura abaixo, ABCDE é um pentégono regular. As
medidas dos angulos x, y e z, em graus, sao, respectivamente:

a) 36, 36, 72.

b) 72, 36, 72.

c) 72, 36, 36.

d) 36, 72, 36.

D C

05. (EEAR) Se MNOPQR é um hexagono regular inscrito na cir-
cunferéncia, entdo a + b — ¢ é igual a:

a) 150°.

b) 120°.
c) 100°.
d) 90°.
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P

06. (EEAR)

circunferéncia de centro O. Se o angulo AOB =50°, entdo
X+ Y " vale, em graus,

a) 216.
205.
180.
105.

Seja o pentagono ABCDE da figura, inscrito numa

b)
¢)
d)

P

CAPITULO 20
Circunferéncia

Definigdo: circunferéncia é um conjunto de pontos de um plano
cuja distncia a um ponto fixo neste plano é sempre igual e
néo-nula. A este ponto damos o nome de centro da circunferéncia e
a sua distancia de qualquer ponto da circunferéncia chama-se raio.

centro

raio

Posigdo de um ponto em relagdo a uma reta
Dado um ponto P e uma circunferéncia de centro em O e raio r e
considerando:

d n.o —Distancia do centro da circunferéncia ao ponto P.

Temos que:
>  Péinterno a circunferéncia <> d po< -

> P pertence 4 circunferéncia <> d o= I

> Péexternoa circunferéncia <> d | ,>r.

Exemplo:

o P”

Assim concluimos:

P ¢ interno a circunferéncia c.
P’ é pertence a circunferéncia c.
P” é externo a circunferéncia c.

Elementos de uma circunferéncia
S&o elementos fundamentais de uma circunferéncia: corda, didmetro
e raio.

Corda é todo segmento de reta cujas extremidades pertencem a
circunferéncia.
CD é uma corda.
Diametro é uma corda que passa pelo centro, também conhecido
como corda maxima.
AB é diametro.
Raio é o segmento de reta que liga o centro a qualquer ponto
pertencente a uma circunferéncia.
A0 , OB e OP s3o raios

Definigbes importantes de uma circunferéncia

> Arco
Seja uma circunferéncia C e sejam A e B dois pontos pertencentes a
C. Nessas condigdes temos:
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0O Arco AB é determinado pelo conjunto de pontos pertencentes a
circunferéncia de A até B no sentido horario ou no sentido anti-
horario. Assim poderemos determinar o arco maior € 0 menor entre
dois pontos.

»  Semicircunferéncia
A semicircunferéncia é um arco obtido pela reunido dos pontos
extremos de um didmetro, ou seja, a semicircunferéncia é um arco
de circunferéncia de 180°.
Observe a figura abaixo:

Diametro o

» Circulo
E o conjunto de todos os pontos que pertencem 4 circunferéncia
juntamente com os pontos internos. Na pratica, chamamos um
circulo como um disco formado por uma circunferéncia de raio r e
centro em O. Definimos o circulo como sendo a regido sombreada
na figura abaixo.

»  Setor Circular
E o conjunto de pontos compreendidos no interior de um arco.
Dada uma circunferéncia de centro em O e AOB o angulo formado
pelo arco AB. Definimos o setor circular como sendo a regido
sombreada na figura a segui:

> Segmento circular

Segmento circular é o conjunto formado pelos pontos localizados na
regido limitada por uma corda e um arco comum ao mesmo angulo.

A A

Segmento
Circular

Posigoes relativas de uma reta e uma circunferéncia

»  Secante
Uma reta é secante quando a intercepta uma circunferéncia em dois
pontos distintos.

Importante: se uma secante ndo passa pelo centro, existe um
segmento que parte do centro da circunferéncia e intercepta a corda

AB no ponto médio formando um angulo de 90°.

» Tangente
Uma reta é tangente a uma circunferéncia quando a intercepta em
um Unico ponto.

_/_—» Ponto de intersecgéo
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Importante: a Tangente em qualquer ponto da circunferéncia
sempre formara com o segmento OT um angulo de reto.

»  Exterior (Ndo secante)
Uma reta é exterior a uma circunferéncia quando néo a intercepta.

h

N&o existe intersec¢éo

Importante: a distancia entre o centro da circunferéncia e a reta h
€ maior que raio.

Posigoes relativas entre circunferéncias

Dadas duas circunferéncias de centros em O e 0’ de forma que R é
o raio da circunferéncia maior, r o raio da circunferéncia menor e d

a distancia entre os centros O 0. Definimos circunferéncias:

> Secantes

R-r<d<R+r

» Tangente Interna

d=R-r

»  Tangente Externa

©OF

d=R+r

> Interiores

d<R-r

>  Exteriores

(DG

d>R+r

> Concéntricas

d=0
Quadrilateros Circunscritiveis

Um quadrilatero convexo € circunscrito a uma circunferéncia se,
somente se, seus quatro lados sao tangentes a circunferéncia.
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C
Propriedade: para verificarmos se um quadrilatero ABCD convexo
é circunscritivel, basta que a soma dos lados opostos sejam iguais:

B+ CD=BC+ A

Exercicio Resolvido

01. (AEPOM) Determine o perimetro do quadrilatero ABCD,
circunscrito na circunferéncia.

A

3x+1 c

Resolugao: Aplicaremos a propriedade.
AB + CD = BC + AD

(x+1) + 3x+1)= 2x+ 3x
4x +2 = 5x

4x — 5x = -2

Assim temos:

AB=x+1=2+1=3

CD=3x+1=32+1=7
BC=2x=22=4
AD =3x=32=6

Concluindo: perimetro é igual & soma dos lados:

2P =4AB + CD + BC + AD
2P=3+7+4+6

2P =20

Resposta: Perimetro é igual a 20.

Angulos na circunferéncia
Dada uma circunferéncia de raio unitario, temos:

> Angulo Central
E 0 angulo que possui seu vértice no centro da circunferéncia.

A

a« = AB

> Angulo inscrito
E o angulo que possui seu vértice num ponto pertencente &
circunferéncia.

A
AB
\Y —_——
“=7
B

> Angulo de segmento
E o angulo que possui seu vértice num ponto pertencente &
circunferéncia, porém este angulo é formado por uma reta secante e
uma reta tangente.

Observagao: o angulo de segmento também é chamado de ARCO
CAPAZ.

>  Angulo excéntrico interno
E o é&ngulo que possui seu vértice num ponto interior a
circunferéncia, formado pela intersecgdo de duas secantes.
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>  Angulo excéntrico externo
E o é&ngulo que possui seu vértice num ponto exterior a
circunferéncia, formado pela intersecgdo de duas retas secantes.

B

Relagdes Métricas no Circulo

> Interceptagdo de duas secantes num ponto interior.
> Interceptagado de duas secantes num ponto exterior.
PA -PB=PC- PD
> Interceptagédo de uma secante e uma tangente.

T

Exercicio Resolvido
06. (AEPOM) Calcule o valor de x na figura abaixo.

Resolugao:
Usaremos a relagao:

G+4)- li;"(;c';é) 3

9-4=3x+9
36 —9 = 3x
x = 3=

Comprimento de uma Circunferéncia
Dada uma circunferéncia de raio r e centro em O, calcula-se o
comprimento de uma circunferéncia como sendo o contorno de um
circulo formadoA peIBa unido das extremidades de uma linha aberta.

A B

Temos uma propriedade que diz que a razéo entre o comprimento e
o didmetro de qualquer circunferéncia é sempre constante. A esta
constante da-se o nome de m (Pi).

Assim temos:
Rasio — Cc _ C _
aZGO - D - 27" - T[;
Logo, C =2mr.

Exercicios Propostos
01. (EEAR) Sejam: AB o diametro de uma circunferéncia de centro

0: AR uma corda, tal que BAR =20°:t, paralelaa AR , uma
reta tangente a circunferéncia, em T. Sabendo que T e R s&o pontos

da mesma semicircunferéncia em relacdo & AB, a medida, em

graus, do angulo agudo formado pela reta t e pela corda AT ¢
igual a
a) 25.
b) 35.
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c)
) 70.

o

02. (EEAR) Tragam-se duas cordas de uma mesma extremidade
de um didmetro de um circulo. Uma delas mede 9 cm, e sua
projecdo sobre o didmetro mede 5,4 cm. O comprimento da outra
corda, cuja proje¢do no didmetro € de 9,6 cm mede, em cm,

a) 10.

b) 12.

03. (CPCAR) Nas figuras abaixo, o valor de a + 3 é:
DADOS: AM = AP ,.BM = BQ e MP = MQ.

N\
S~

04. (CFT) Seja a circunferéncia e suas cordas AC e AB. Se BC =
120°, o valor de x é:

a) 90°.

45°.

30°.

b)
c)
d) 15°.

us]

05. (CFT) Na circunferéncia de centro O, AM=MB =3 cm,e MP
=9 cm. O perimetro do triangulo AOB é, em cm,

-

M

05. (EEAR) Na figura, AB e CD sé&o cordas tais que
CD=10cm, <= = > medida de AB, em cm, é:

a) 64/3.
b) 7+/3.
c) 8v2.
d) 9v2.

AP = 2PB,

CAPITULO 21

Definigdo de Area.

Area é um conceito matematico que pode ser definido como
quantidade de espago associado ao comprimento e a largura de um
plano ou uma figura geométrica. A area, em regra, é calculada
através do produto de duas dimengdes .

Unidades de area

Dentre varias, usaremos as unidades relacionadas ao metro, seus
multiplos e submultiplos.

Multiplos e Submuiltiplos do metro:

Unidades Abreviagado Conversao
Quildémetro quadrado km? 109m?
Hectdmetro quadrado hm? 10*m?
Decametro quadrado dam? 102m?
Metro quadrado m? 1m?

Decimetro quadrado dm? 1072m?
Centimetro quadrado cm? 10~*m?
Milimetro quadrado mm? 107%m?
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Utilizando o método das escadas temos:

km

Multiplica
por 100

cm

mm

Exemplo:

01. Tranformando 3m? em cm? teremos:
1cm? = 10™*m?
xcm? = 3m?

Fazendo uma regra de trés simples :
1-3=x-10"*

— x = 3.10%*cm?

=104

Exercicio de Treinamento
01. Efetue as seguintes transformagdes:
a) 4m? -» mm?
b) 2hm? - m?
¢) 7mm? - dam?
d) 1dm? - cm?
e) 2,4m? - km?

Area de poligonos
»  Triangulo qualquer

Dado um triangulo ABC e altura h temos:
B

A C
Base relativa
aaltura h

»  Triangulo Equilatero

B

4

»  Triangulo em fungao de um angulo

B

Ui

\a

%

Nota: existe ainda a férmula de Heron para o célculo da area em
fungdo dos lados a, b e c. Para isso, devemos, também, calcular o
semiperimetro (Equivale a metade do perimetro).

a+b+c
2

A=/p(p-a)(p-b)(p—c) ,com p =
»  Retangulo

Dado um quadrilatero ABCD cujos lados s&o paralelos e possui
angulos internos iguais a 90°.
A

: a1

D C
[ — Base —

» Quadrado

E um quadrilatero ABCD cujos lados opostos sdo paralelos e

iguais.
4

A B
A=B-h
4 4 A=I-1
A=1?
-] -]
D c
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Nota: as diagonais do quadrado sdo bissetrizes e formam entre si
um angulo de 90°.

»  Paralelogramo
E um quadrilatero ABCD cujos lados opostos s&o paralelos.

A ’J B
Altura
D C
| Base |
A=B-h

Nota: os quadrilateros: quadrado, retdngulo e paralelogramo
possuem diagonais que se interceptam em seus respectivos pontos
médios.

» Trapézio
E um quadrilatero ABCD cujas bases s&o paralelas e os outros
dois lados opostos n&do séo paralelos.

A [—Base Menor— g

Altura
-1
D . C
| Base Maior ———
A (B+b) h

12 Observagao : trapézio isésceles é aquele que possui angulos
da base iguais. Outra consequéncia é que suas diagonais se
interceptam em seus respectivos pontos médios.
2% Observagao: trapézio retangulo é aquele que possui um angulo
da base igual a 90°.

A b —lp

Altura

)

C

I B

» Losango

E um quadrilatero ABCD cujos lados opostos s&o paralelos e suas
diagonais se interceptam em seus respectivos pontos médios
formando um &ngulo de 90°.

Diagonal
Maior

a-Dd

——— Diagonal —
Menor

» Poligonos Regulares

Dado um poligono regular qualquer de n lados. Determinaremos o
calculo da area formada por n tridngulos de altura m e base |.

Nomenclaturas:

n = nimero de lados.

m = medida do ap6tema.
| = medida do lado.

p = semiperimetro.

Apoligonoz n- Atriéngulo
Sendo:
m-|

Atriéngulo:

Concluimos que:

A n-m

1
2

poligono™

Nota: a érea do poligono também pode ser determinada por:
Apoligono =p'r

Com,

p: semiperimetro do poligono e r: raio da circunferéncia.

Areas de estruturas curvilineas

>  Circunferéncia
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Dada uma circunferéncia de raio r e centro em O.

> Setor Circular

= 3605 ™"

,
>~
S
N

Observagao: o valor de « deve ser dado em graus.

» Segmento Circular

r2
A= 7 (a — sena)

’

Observacgao: o valor de a deve ser usado em radianos.

> Coroa Circular

A=mn(R*—1?)

©

Exercicio Resolvido

01. (AEPOM) Dado o Quadrado ABCD com uma circunferéncia
inscrita. Calcule o valor da area em cinza, sabendo que o raio da
circunferéncia vale 5 cm.

) Ay = 25(4—m)em?.
) A = 25(4+ m)em?.
) Ay =1000—m)em?.
) Asomb =5(20—m)em?,

o O T QO

Resolugao: para descobrir a area da regido sombreada devemos
calcular a area do quadrado e subtrair da area da circunferéncia.

A%omb = A\quad - A\:ircf

Substituindo as formula teremos:
2 2
A%omb =" —ar

Sabendo que o lado do quadrado é o dobro do raio, entao teremos:
Aoy = (2r)2 —ar’
Asom = (2x5)* — 75
A,., =10> - 257
A, =100-257
A, = 25(4 — r)em?

Resposta: alternativa a.

Exercicios Propostos

01. (EEAR) Se S = 36 cm? é a area de um quadrado de lado | cm, o
valor de | é:
a) 3.

b) 6.
c)9.
d)12.

02. (PM/SP) A diagonal de um terreno retangular mede 15 m e um

dos lados mede 9m. A area desse terreno em m? é:
a) 96.

b) 108.

c) 144.

d) 162.

03. (EEAR) A area de um tridngulo de perimetro 54m circunscrito a
um circulo de 25t m2, em m2, é:

a) 125.

b) 130.

c) 135.

d) 140.

04. (EEAR) Com 4 palitos de mesmo comprimento, forma-se um

quadrado com x cm? de area e y cm de perimetro. Se x —y = 0,
o comprimento de cada palito, em cm, é:
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05. (AEPOM) Na figura abaixo, o lado do quadrado é 2 cm. Entdo a B
area hachurada, em cm? vale:
a) 4—m. 30m
b) 4+m. 60° S 30°
c) 2—m. A (o] ) C
d 2+4+m. 45°
A B 30m
E D
09. (EEAR) A soma dos angulos internos de um poligono convexo
C D regular é de 720°, Sabendo-se que o seu lado mede 4 cm e que ele

06. (EEAR) Na figura BC e CE s&o segmentos colineares de 4cm
cada um. Se os tridngulos ABC e DCE s&o equilateros, a area do
triangulo BDE é:

43,

)

) 643.
) 83,
)

a

(=3

(¢

d) 1043.

B C E

07. (AEPOM) Calcule a area de um quadrado de lado a sabendo
que o raio da circunferéncia circunscrita a esse quadrado mede

2\/5 cm.

a) 4.
b) 4v2.
C) J2.
d) 16.

08. (EEAR) Feito o levantamento de um terreno pentagonal, foram
determinados os dados indicados na figura a seguir. A &rea do
terreno, em m2, é:

a) 450.
by 450(43-1)
¢) 900.
0 900(3V3-2)

esta inscrito numa circunferéncia, entdo a area desse poligono, em
cmz, é

a) 6v/3.

b) 12v/3.
) 18V/3.
d) 24+/3.

C

CAPITULO 22
Introdugao ao Estudo de Trigonometria
Razoes Trigonométricas no tridngulo Retangulo

Em um tridngulo chamamos o lado oposto ao angulo reto de
hipotenusa e os lados adjacentes de catetos.
Observe a figura:

hipotenusa
cateto
cateto
Definimos:
medida do cateto oposto
seno = - -
medida da hipotenusa
medida do cateto adjacente
cosseno = - -
medida da hipotenusa
medida do cateto oposto
tangente =

medida do cateto adjacente

Consideremos um tridngulo retangulo ABC.
C

|
A

Assim, podemos concluir:

b
1. senf@ =—.
a
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2. cosBh ==
a

b
3. tgl = -
Angulos Notaveis
Podemos fazer algumas consideragdes importantes com relagdo
aos angulos de 30°, 45° e 60°, chamados de dngulos notaveis.
A partir de um tridngulo retngulo conveniente e das definicbes
acima, podemos obter a seguinte tabela:

9 30° 45° 60°
sen 1 V2 V3
2 2
cos V3 2 1
2 2 2

)

tg

«| %
[N

Exemplo:
01. (AEPOM) Calcule o valor da medida do lado AB da figura
abaixo.

B
dado: 6 = 30°
20
X
b
A C
Resolugao:
Observando a figura acima, temos:
- 20 é a hipotenusa do tridngulo ABC.
- X € 0 cateto oposto ao angulo de 30°.
Assim,
30 a 10
sen3f°=— = —-=— ¢ x=10.
20 20

Relagoes Fundamentais e Auxiliares

Como foi visto, definimos as razbes trigonométricas no tridngulo
retdngulo. Diante disso, podemos verificar as seguintes relagdes
fundamentais:
sen’x = 1 — cos*
a) sen’x +cosxx =1 e
cos’x = 1—sen’x

b) Cotangente de x

1 _ cosx
cotgx =—=
gx senx

,comsenx # 0

c) Secante de x
1
secx=——,comcosx #0
cos x
d) Cossecante de x

1
cossec X = po—— comsenx # 0

enx ’

e) sec’x=1+tg*
fy cossec’x =1+ cotg’x

Operagdes com Arcos
Adigdo e Subtragdo de Arcos

Sejam a e b dois arcos, podemos fazer as seguintes relages:
> Senode (a+ b).

sen(a+ b) =sena-cos b+ senb - cos a.
> Senode (a—b).

sen(a—b) =sena-cosb—senb-cos a.
> Cossenode (a + b).

cos(a+ b) =cosa-cosb—sena-senb.
> Cossenode (a — b).

cos(a—b) =cosa-coshb+ sena-senb.

> Tangente de (a + b).

tga+tghb
t b)=——
g(a+Db) 1—-tga-tgh

> Tangentede (a — b)
_ tga—tgh
tg(a b)_1+tga-tgb

Arco Duplo
Seja a um arco, podemos determinar as fungdes circulares da forma
2a através das aplicagdes das formulas definidas anteriormente.
Assim,

> Seno

sen 2a = sen(a + a)
=sena-cosa+sena-cosa
=2-sena-cosa

» Cosseno

cos 2a = cos(a + a)
=cosa-cosa—sena-sena
= cos?a — sen?a

Usando a relagdo fundamental a), obtemos:
cos2a =1 — sen’a
Ou
cos2a = 2cos’a — 1
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Observe que encontramos trés férmulas equivalentes para o
calculo de cos2a. Assim, dependo da situagao, podemos escolher
a mais indicada.

» Tangente

tg2a) = tg(a + a)

tga+tga  2tga

=1—tga-tga_1—tg2a
Valida paraaik-%,comkEN.

Lei dos Senos
Em todo tridngulo, os lados s&o proporcionais aos senos dos

angulos opostos a eles. Assim,
A

a b c

senA senB  sen(C

Lei dos Cossenos
Em todo tridngulo, o quadrado de qualquer um dos lados € igual a
soma dos quadrados dos outros dois, diminuida do dobro do
produto desses lados pelo cosseno do angulo por eles formado.
Assim, podemos citar trés casos:

A

(]

a?= b2+ c?— 2bc cosA
b2 = a?+ ¢2— 2ac cosB
c2= a?+ b?— 2ab cosC

Exercicios Resolvidos

01. (ESPCEX) Simplificando a expresséo
E = (1 + cotg?x) * (1 — cos*), obtemos:

Resolugao:
Utilizando das relagdes fundamentais, temos:
E = (1+ cotg?®x) (1 — cos?x)
= (cossec?x) - (sen®x)

1
= — | - sen’x
sen®x

sen®x

" senx
Resposta: alternativa d.

02. (AEPOM) Se cos x = g entdo podemos afirmar que cos2x
vale:

7

H)E

b)
¢)
d)

7
25"
8
5

[ NNAN

Resolugao:
Sabemos que: cos2x = 2cos*x — 1
Substituindo os valores obtemos:

32
=~

32-25 7
25 25

7 .
5 cos2x = 7 alternativa a.

03. (OBJETIVO-SP) Determinar a medida do lado BC, no tridngulo
da figura.

A

5 dado: 0 = 60°
3 4
B C

Resolugao:
Pela lei dos cossenos, sabemos:
BC?= 324+ 42— 2.3.4.c0s60°

’ 1
BC = 9+16—24.§

BC =25 — 12
BC =13

Resposta: v13.

Exercicios Propostos

1+tg*

N

)

) 2.

)2+ tg% + cotg*x.
) sec®x + cossec?x.

)
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03. (ESPCEX) Sabendo que cossec x = % e que x pertence ao
primeiro quadrante, o valor da expressédo 25sen®c — 9tg2x é:

04. (EEAR) Sendo a—b =30° calculando o valor de

(
(sen a + cosb)? + (sen b — cosa)? obtemos:

ST oex

o
N _oown\:_\

+
ol

o
=

05. (AEPOM) Da figura abaixo, sabe-se cosf = g . Entdo, x
vale:

07. (AFA) Ao saltar do avido que sobrevoa o ponto A, um
paraquedista cai e toca o solo no ponto V. Um observador que esta
em R, contacta a equipe de resgate localizada em O. A distancia,
em Km, entre o ponto em que o paraquedista tocou o solo e a
equipe de resgate é igual a:
a) 1,15.

b) 1.25. 0_Tkm _p
¢) 1.35.
d) 1,75. o | 3km
0
R

08. (EEAR) Em tridngulo retdngulo, o quadrado da medida da
hipotenusa é igual ao dobro do produto das medidas dos catetos.
Um dos &ngulos agudos desse tridngulo mede:

a) 15°.

b) 30°.

c) 45°.

d) 60°.

09. (EEAR) Um triangulo de 40v/2 cm? de érea tem dois lados
medindo 10 cm e 16 ¢cm. A medida do angulo formado entre esses
lados é:

a) 75°.
b) 60°.
c) 45°.
d) 30°.
CAPITULO 23
Arcos de uma Circunferéncia

Dados dois pontos A e B distintos em uma circunferéncia. Temos:

/\

Supondo que queremos deslocar do ponto A para o ponto B.
Poderemos adotar dois sentidos para este descolamento curvilineo.
Um no sentido horario e outro anti-horario.

Ao comprimento deste deslocamento chamamos de arco de uma
circunferéncia.

Notagéo:

~—~

AB —» Sentido horéario

~—~

BA - Sentido anti-horario

Medidas de arcos
Dada uma circunferéncia de centro em O, definimos como a medida
de um arco AB, em radianos, o quociente entre o comprimento do
arco e o raio dessa circunferéncia.
Observe a figura:

Circulo Trigonométrico

E uma circunferéncia de raio unitario e centro O sobre um plano
cartesiano, onde o centro da circunferéncia coincide com a origem do
sistema ortogonal.

y F 3

B

Observe que em
ordenados:

cada ponto teremos o0s seguintes pares
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Y)
,0)
1)

-1

O = X

-YO)
)

Relembrando que o comprimento de uma circunferéncia vale
C=2nreque r=1.

UO??ZDTJ

(
(
(
(
(

Ol

Temos:
C=2nr
Substituindo r=1, temos:
C=2rn-1
C=2n

Assim, concluimos que o comprimento de uma circunferéncia de
raio unitario é igual a 21t.

Vamos considerar o ponto P ocupando a posigdo A, B C e D
partindo de A no sentido anti-horario.

> 12 Parte
yA
B
////
/
/
/
!
1
C‘l_ A N
! o i X
\\ /
\ /
\ /
\ /
\\ //
N
D
~ T
AB= — rad
2
> 22 Parte
yA
B
c A
\ M >
\ (@] ] X
\ 1
\ /
\ /
\ /
N i
~ e
\\\>4_4’//
D
~~
AC=TC rad
> 32 Parte

yA
B
\: | X'
II
/
/
//
>
AD = 3 rad
2
> 42 Parte
y A
B
K o
D
AA = 27 rad

Fungbes Circulares
Dado um plano cartesiano de origem em O e nesta mesma origem
tragarmos um circunferéncia de raio unitario. Iremos associar um
arco qualquer a trés eixos:
y A t A

iC

Podemos observar que na figura acima o ponto P determina um arco
que mede a (graus ou radianos). Também o Ponto P possui uma
associagao nos vertices x, y e t.

Assim, temos:

Eixo x — corresponde ao valor cosseno do referido arco.
Eixo y — corresponde ao valor seno do referido arco.
Eixo t — corresponde ao valor da tangente do referido arco.

Estudo da fungao seno

Denominamos a fungo seno a fungdo f: R — R que associa a

cada angulo uma projeg&o no eixo y, de tal forma que opP; =
Sen x.
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De acordo com o AOP,P retangulo em P, vamos considerar as
seguintes relagdes trigonométricas.

P
Sabe-se que:
OoP =1
a
O P2

Senci = P2 _PP2

OoP 1
Coso = 22 _ OP2 = 0P,

OP 1
No circulo trigonométrico, podemos perceber que:

Com isso, vemos que o seno de um angulo localiza-se no eixo y
(eixo das ordenadas) no plano cartesiano.

Nota: esta definigdo demonstra que poderemos encontrar 0 seno
para infinitos valores positivos ou negativos de a, porém o valor do
seno varia de 1 até -1.

Assim, dada uma fungdo f: R — R dotipo f(x) = sen x,
temos:

1. Imagemde f(x)
Im(f)={x € R/—1<senx <1}
2. Dominio de f(x)

D(f)=R

Valores do seno no ciclo
Trigonométrico

De acordo com o valor de a, temos 0s seguintes valores para o
sen a:

» Paraa = 0°

yl
1
o7 I P P b Sen0° =0
ya : :
X
0] P2
(o) P2 X
» Paraa = 90°ou grad.
iz
-1

Sen90° =1

()

S n—l
en 5=

» Paraa = 180°ou mrad.
y h

T |, Sen 180° =
- o T

\\\ / I}

N ’ Senmt = 0
° 3
» Paraa = 270°ou > rad.

Sen270° =—-1

» Paraa =

Y

I 3
S 3n— 1
en > =
360° ou 27 rad.
on Sen360° =0
P ; II
Sen2m =0

Sinal do seno no 1°. Ciclo

0
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b Seno

Como podemos perceber no desenho acima, os valores para o
seno obedecem a seguinte tabela, de acordo com o quadrante em
que ele se encontra:

1° Quadrante Seno Positivo
2° Quadrante Seno Positivo
3° Quadrante Seno Negativo
4° Quadrante Seno Negativo

Grafico de uma fungéo Seno

1T f (x) = senx

Assim, dada uma fungdo f: R = R do tipo f(x) = cos x,
temos:

1. Imagemde f(x)
Im(f)={x € R/-1<cosx <1}
2. Dominio de f(x)

D(f)=R

Valores do Cosseno no ciclo
Trigonométrico

De acordo com o valor de q, termos os seguintes valores para o
cos a.

» Paraa = 0°
y

Cos0° =1

]

[EY

o]
\‘,ﬂ/

= v x

3 Y
o %
2 X -F
- T 21 4
5 / X Cos90° =0
_1 “\\ °© //I 1 II
1 Cos == 0
-1 NG 7 0S — =
Bink 2

Observagao: o grafico de uma fungdo sen x chama-se senoide e
possui um periodo igual a 27T.

Estudo da fungdo Cosseno

Denominamos a fungdo cosseno a fungdo f: R — R que
associa a cada angulo uma projecdo no eixo x, de tal forma que

P, = Cos x.
Ya

Nota: No ciclo trigonométrico poderemos, encontrar o cosseno
para infinitos valores positivos ou negativos de a, porém o valor do
Cosseno varia de 1 até -1.

» Paraa = 180°ou mrad.

y

Cos 180° = -1
)

o

o
\
\
\
\
N\
~
~
S~

[ A

i Cosm = —1

» Paraa = 270°0ou 37” rad.
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y A
/o |
-1 /I
/
/
/
/
p .

» Paraa =

A

an
N

Cos 270° =0
> 3
1
C 37 =0
oS > =
360° ou 27 rad.
o Cos 360° =1
1 X )
Cos2m =1

Sinal do Cosseno no 1°. Ciclo

Ty

Observagao: o gréfico de uma fungdo cos x chama-se cossendide
e possui um periodo igual a 27t.

Estudo da fungéo Tangente

N\
Seja o ciclo trigonométrico abaixo, o arco OP = a eoponto C é
a intersecgao o segmento de reta OC e aretat.

yA t A

C

v

Definimos tangente de a a medida algébrica do segmento R,
assimtg a = AC.

Observe que os tridngulos retdngulos AOBP e AOAC s&o
semelhantes, pois 0s angulos a e o reto s&o comuns aos dois.
Algebricamente temos:

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
—H Cosseno Negalivow
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
1

Como podemos perceber no desenho acima os valores para 0
cosseno obedecem & seguinte tabela de acordo com o quadrante

em que ele se encontra:

|
1
1
1
1
|
Cosseno Positivo H—>
T
' Cosseno
1
1
1

1° Quadrante

Cosseno Positivo

2° Quadrante

Cosseno Positivo

3° Quadrante

Cosseno Negativo

4° Quadrante

Cosseno Positivo

Grafico de uma fungao Cosseno

Bp _OB

AC OA
OA=1
(13 =cosa sena._ coso . sena
BP = sena. tgo 1 cosa
A_C:tgcx

Como COS & # 0, ndo existe valor definido para tangente quando a
éigual 90° ou 270°.
Assim, dada uma fungéo do tipo f (x) = tg x, temos:
1. Imagem de f(x)
Im(f) =R

2. Dominio de f (x)
D(f) = {x € R/x¢§+kn,k €7}

y
f(X) = cos x .
Valores da Tangente no ciclo
11 Trigonométrico
» Paraa = 0°
3
T 2 y 4 4t
T 2n
2
« tg0° =0
-1+ o "
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Importante: como podemos perceber o prolongamento do
segmento de reta O P intercepta a reta t no ponto igual a zero.

» Paraa = 90°

Ly 4t

|

/ tg 90° =
it A g
| o ; )
\\\ ,// T
N i tg _——= ﬂ

Importante: percebe-se que o prolongamento do segmento de reta

OP ¢ paralelo a reta t. Sabemos que duas retas paralelas ndo se
interceptam, logo n&o podemos definir um valor para tangente de
90°.

Simbolo usado:
A(Lé-se: ndo existe)

» Paraa = 180°
y 4 t
S N tg 180° =0
L o I x 3
\\ e tg m=20
» Paraa = 270°
y t
/ tg 270° = A
A;
o 1 x ﬁ
,// . 3 _ 3
E—f’/ g 2 -
37'52
» Paraa = 360°
ylk b t
/\PI | o 3607 = 0
o 2n " 11
tg 2t =0

Sinal da tangente no 1°. Ciclo

A
tangente

| 1
Tangente ||| Tangente
Negativa ! Positiva - +

B e - >
Tangente || Tangente X + _
Positiva Negativa

R

Como podemos perceber no desenho que os valores para o tangente
obedecem a seguinte tabela:

1° Quadrante
2° Quadrante
3° Quadrante
4° Quadrante

Tangente Positivo
Tangente Negativo
Tangente Positivo
Tangente Negativo

Grafico de uma fungdo Tangente
y f (x) = tagx
e | a x
S I YA N LA SR
: 12 P2

Observagdo: o gréfico de uma fungdo
tangentoide e possui um periodo igual a 7t.

tangente chama-se

Exercicios Resolvidos

01. (AEPOM) Calculando o valor do seno, cosseno e tangente do

R 51 .
angulo y teremos respectivamente:

Resolugao:
Vamos transformar o ngulo de radianos para graus.

5t _5-180° _900°

4 4

=225°

Desenhando o circulo trigonométrico:
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A A
Tangente
Seno

ol (450

180° i
Cosseno

v

45°

225°

Percebemos que o angulo pertence ao 4°. Quadrante.
Para chegar a resposta, adotaremos 0s seguintes passos:

> Ligar o ponto P ao centro do circulo de modo interceptar o
eixo das tangentes.

» Calcular o angulo formado entre o arco € o €ixo X, que neste
caso é 45°,

Comentario: este método é conhecido como redugdo ao 1°.
quadrante, pois percebemos que o cada angulo ira possuir 4
referéncias em cada quadrante respectivo. Isso ajuda a descobrir
de maneira facil o valor de seno, cosseno e tangente de qualquer
angulo.

Observe a figura:

} Tag

» Cos

Assim, podemos chegar as seguintes conclusdes:

» Nafungéo Seno:

sen45° =senl35° = %

V2

sen225° =sen315° = _7

»  Nafuncéo Cosseno:

€05 45° =co0s 315° = g

V2

€0s135° = cos 225° = —7

»  Nafungéo Tangente:
tg45° =tg225° =1
tgl135°=tg315°=-1

Concluindo:

02. (AEPOM) Calcule o valor da x na equagao:
= tg300° + cos 90°
sen240°

Resolugao:
Iremos desenhar o circulo trigonométrico e colocar os angulos que
precisamos calcular:

A

Tag

180° 0°
w00 > Cos

De acordo com a figura, vimos que os angulos de 240° e 300°
formam o mesmo &ngulo em relagéo ao eixo x. Com isso, podemos
reduzi-los ao 1°. quadrante encontrando o angulo de 60°.

sen240° = —ﬁ
2

c0s90°=0

tg300° = —/3

Substituindo na equagéo acima, temos:

2

X=-2
Exercicios propostos
01. (FUVEST) O éangulo agudo formado pelos ponteiros de um

relégio a 1 hora e 12 minutos é:
a) 27°.




f

MATEMATICA Il

02. (AEPOM) Sabendo que o comprimento do arco AB indicado na
figura é 12 cm, podemos afirmar que o raio da circunferéncia vale:

a) 10. A dado:6 = 1,2 rad

03. (AEPOM) Os Arcos cujo cosseno é 1,4142 podem estar nos
quadrantes:
a)1°e4°.

nenhuma das opgdes é correta.

04. (EEAR) No ciclo trigonométrico

1in
[-Oarco 4 rad pertence ao 2° quadrante.

I - O arco 1510° pertence ao 3° quadrante.

13n
llI-Oarco ~ 3 rad pertence ao 4° quadrante.

s) assertativa(s) correta(s) é (s&o):
|
I

05. (EEAR) O quadrante em que as fungbes seno, cosseno e
tangente s&o, simultaneamente, crescentes é o:

a) 1°.

b) 2°.

06. (EEAR) O menor valor real e positivo de X tal que 4°¢™* = :

07. (AFA) Sabendo que 0 < x < g analise as proposicdes e
classifique-as como verdadeiras (V) ou falsas (F).

()Sea +x = 2m, entdo tgx = —tga.
()Sea +x = g entdo secx = cosseca.
3

3 3 = -
< - entdo cos(m —x) = = -

(x - g) + 2 ¢ idéntica a fungao

( ) Sendo sen (g — x) =

() Afungdo f(x) = sen

g(x) =2 —cosx.
Tem-se a sequéncia:
aV-Vv-V-V,
)V-F-F-F.

OF-V-F-F
d)V-V-F-V.

08. (AFA) Considere M a raiz da fungao
f(x) = cos 2x + 3sen’x —senx —3 no intervalo
[0, 27T]. Podemos afirmar que o valor de cotg m — sec 2m

e:

CAPITULO 24
Geometria Espacial |
Sélidos Geométricos

Denomina-se solido geométrico, todo objeto em que podemos ter

plena nogdo visual de seu comprimento, largura e altura.
Sé&o objetos geométricos:

b

Piramide Caixa

Esfera Cilindro

Poliedros

Poliedro é todo sdlido formado por quatro ou mais poligonos que
possuem dois a dois lados em comum.

Exemplo 1:
Formacgéo

Prisma Tridngular 2 Bases Paralelas

Triangulos

3 Partes Laterais
Retangulos
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Importante: as estruturas geométricas que estudaremos serdo
formadas pela combinagdo de varias figuras planas que
conhecemos anteriormente. No exemplo acima, fica claro que trés
retdngulos e dois tridngulos s&o o suficiente para que possamos
formar um prisma de base triangular.

Exemplo 2:
Formacéo

Octaedro 8 Triangulos Equilateros

Observagdes:
v' As Partes laterais de um poliedro sdo denominadas
faces laterais do poliedro.

v' O lado das faces laterais e base sdo denominados
respectivamente arestas laterais e arestas da base.

— =

»  Hexaedro (Cubo): faces formadas por seis quadrados.

—

» Octaedro: faces formadas por oito tridngulos equilateros.

Assim, temos: W\/
base V
0 ¢@ — Arestalareral
f@G fﬁl face f@t@rﬁl » Dodecaedro: faces formadas por 12 pentagonos
i lateral 2 :
regulares.
Aresta da base
base
» Veértice —
Os poliedros convexos s&o classificados de acordo com o nimero
de faces:
Nomenclatura Numero de faces
Tetraedro 4
Pentaedro 5
Hexaedro 6 » lcosaedro: faces formadas por 20 triangulos equilateros.
Heptaedro 7
Octaedro 8
Decaedro 10
Icosaedro 20

Poliedros Regulares
Na geometria plana, dizemos que um poligono é regular quando
todos os seus lados e angulos s&o congruentes. Assim um poliedro
convexo é regular quando suas faces séo poligonos regulares de
mesma natureza.
»  Tetraedro: faces formadas por quatro tridngulos
equilateros.

=

Nota: esses cinco poliedros sdo chamados de poliedros de plat&o.
Relagao de Euler

Para todo poliedro convexo fechado, vale a relagao:

A+2=V+F
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Sendo: F — numero de faces.
A — numero de Arestas.
V — numero de Vértices.

Exercicio Resolvido

01. (AEPOM) Num poliedro convexo de 15 arestas, o nimero de
faces € igual ao numero de vértices. Quantas faces tém este
poliedro?
a) 3.
b) 6.
c)9.
d)18.
Resolugao:
Aplicando a relagéo de Euler, para verificar o nimero de faces,
temos:
A+2=V+F
16+2=F+F
18 = 2F
F 18 9
==

Estudo do prisma

Os prismas s&o poliedros convexos que tém duas faces paralelas e
congruentes que denominamos bases. As demais faces em forma
de quadrilateros sao faces laterais do prisma.

Exemplos:

N

Prisma de Base Prisma de Base

Quadrangular Pentagonal
Elementos de um prisma:
F
P E
Altura
A R
B

Arestas laterais: AD, BE e CF.

Altura do Prisma € a distancia entre as bases.
Faces laterais séo quadrilateros.

As bases sé&o tridngulos.

YV VV YV V

Tipos de Prismas

> Prisma Reto: é aquele em que as arestas laterais sé@o
perpendiculares aos planos da base. Num prisma reto, as faces
laterais sao retangulos.

> Prisma obliquo: é aquele em que as arestas laterais formam
com os planos das bases um angulo diferente de 90°. Num
prisma obliquo, as faces laterais sao paralelogramos.

» Prisma Regular: é o prisma reto cujas bases s&o poligonos

regulares.
D F D F
E E
o #90°
. . c a a
A A
w c
B B
Prisma Reto Prisma Obliquo

Calculo da Area da base, Area lateral, Area total e Volume de
um prisma

Dado um prisma regular de base triangular:

Na planificagdo do prisma podemos observar as seguintes
caracteristicas:

»  Possui 3 faces laterais em forma de retangulo.

»  Possui 2 bases em forma de tridngulo equilatero.
Assim calculamos:

- Area Lateral: A =3-b-h

2
- Area daBase: A, = ! 4\/5
-AreaTotal: A=A +2-A

- Volume: V=~A-h
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Dado um prisma regular de base Pentagonal:

Na planificagdo do prisma, podemos observar as seguintes
caracteristicas:
»  Possui 5 faces laterais em forma de retangulo.
»  Possui 2 bases em forma de pentagono regular.
Assim, calculamos:
- Area Lateral: A =5xI-h

I-h
-5
a 2

- Area da Base:

- Area Total:

A=A +2A,

- Volume:

V=A-h

Paralelepipedo

Paralelepipedo ou bloco retangular é a designagdo dada a um
prisma cujas faces séo retagulos.

b
| a X
Assim, temos:
- Area Lateral: A =2(bc +ac)
-AreadaBase: A =a-b

-AreaTotal: A =A +2A = A =2(ab+bc+ac)

- Volume: V =abe

Diagonal de um paralelepipedo

Dados:

D— Diagonal do paralelepipedo.

d— diagonal da base retangular do paralelepipedo.
Iremos separar os seguintes tridngulos retangulos.

Seguindo as relagdes métricas nos tridngulos 1 e 2, temos:

D% =d?+c?

d? =a+b?

@
(2)

Substituindo (2) em (1), temos:
D?=a?+b%+c?
D=+va?+b?+c?
Cubo

E um prisma regular de base quadrangular que possui todas as suas
faces e bases em forma de quadrados congruentes.

Assim, temos:

-Area Lateral: A =412
-AreadaBase: A =1°
-AreaTotal: A =6-12

V=~A-h =V=I°

- Volume:
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Diagonal do Cubo

—p 1
X Diagonal do Cubo

d

L» diagonal da base

Sabendo que a diagonal do quadrado vale: d = |\/§
Pela relagdo de Pitagoras no tridngulo reténgulo acima, temos:

Elementos:
D? =(1V2)" +1? Vértice: V.
D2=21%+12 Base: Hexagonal.
D2 — 3|2 Altura: VH.
D =13 Faces laterais: Seis triangulos.
o ] AAVB,ABVC,ACVD,ADVE,AEVF e AFV A.
Exercicio de Treinamento Arestas Laterais(é a intersecgéo entre dois planos):
01. (AEPOM) Considere os prismas regulares abaixo. Calcule em AV,BV,CV,DV,EV,e FV.
cada um deles a &rea lateral, area total, altura e volume. Arestas da Base(lados do hexagono regular):
| AB,BC,CD,DE,EF e FA.
cem Tipos de Piramides
a) 2cm )
rrrrrrrrrrrrrrrrrr Piramide Reta: é aquela em que a projegdo ortogonal do vértice em
relagdo a base recai no centro da base.
o Piramide obliqua: é aquela em que a projecéo ortogonal do vértice
em relagdo a base néo coincide com o centro da base.
Observe:
7cm o d)

°)
10cm

Estudo de Piramide

As Piramides s&o poliedros cuja base é um poligono, e as faces
laterais s&o tridngulos.
Exemplo:

Piramide Regular: é aquela que possui caracteristicas de uma
piramide reta, cuja base é um poligono regular e arestas laterais
congruentes.
Exemplo:

Tetraedro regular

46




MATEMATICA Il

V v v
Altura :>
Aresta lateral
. o N\
Apo6tema da Piramide o M
M
VM é altura face lateral.
B VM = h.

2/3 da altura do
triangulo Equilatero
Agora vamos destacar algumas relagdes métricas na piramide.

De acordo com a figura acima, adotaremos duas possibilidades
para calcular a altura da pirdmide de base triangular usando seus
principais elementos.

1°. Caso: iremos usar o triangulo VOA.

A

AV & aresta lateral:
AV = A - Apbétema

O ¢é 2/3 da altura do tridngulo da base:

AO

wl N

V3
2
V3
0=—
— 3
VO é a altura da piramide:
VO = H - hipotenusa do AVOA

Assim ¢ vélida a seguinte relagao:

2
V3
H? =<T\/—> + 42

2°. Caso: iremos usar o tridngulo VOM.

OM ¢ 1/3 da altura do tridngulo da base:

V3
2
3

6

0

1
3

0

VO éaalturada piramide.

VO = H - hipotenusa do AVOM.
Assim é vélida a seguinte relag&o:

2
V3
H2=<%/_> + h?

Também podemos calcular outras medidas importantes tais como:
Area da Base

E a area correspondente ao poligono que forma a base. No caso
anterior € a area do tridngulo equilatero.

B3
T4

b

Area da Lateral

E a 4rea formada pelos poligonos que formam as faces laterais. No
caso anterior, € a soma das areas dos tridngulos isésceles que
formam as faces laterais da pirdmide de base triangular.

b-h

2
Area da Total

Al=3'

E a soma da 4rea da base mais a area lateral.
A=Ay + A
Exercicio Resolvido
01. (AEPOM) Numa piramide de base quadrangular, a aresta da
base mede 8cm. Sabendo que a altura da piramide é 3cm, calcular a

area lateral e a drea total dessa pirdmide.
Resolugao: desenhando a piramide, teremos:
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4cm

Para calcular as faces laterais precisamos da altura do tridngulo da
face.

h? =32 + 42
h? =9+16

h=+25=5

Assim, calcularemos a area lateral:

.00
4

-h
A 2

8:5
A=t
A =4~47O=600m2

Calcularemos a area da base.

A =1? =82 =16cm?

Concluindo:
A=A A,
A =60+16
A =76cm?

Volume de uma Piramide

O volume é uma medida de capacidade de um sélido espacial.
Para seu calculo precisaremos a area da base e a altura.
Assim, temos:

V: volume.
Av: area da base.
H: altura da piramide

1
V=-AH
3%

Observagdes:
12, Se dois solidos sdo semelhantes, e k for a constante de
proporcionalidade, temos:

Notag&o:

V; e V,: volumes das piramides.
A, e A,: areas das bases das piramides.
H, e H,: alturas das pirdmides.

Assim,

V H
2= k3,comk =2
v, H,

28, Célculo do volume do Tronco de Pirdmide:

Base Menor

Base Maior

Dados:
A, = Area da base maior.

A, = Area da base menor.
H
© Ve =3 (Ag + JApAp + Ap)

Exercicio de treinamento

01. (AEPOM) Calcule a altura, area total e o volume das pirdmides
abaixo.

b) 5cm

6 cm

Exercicios Propostos

01. (EEAR) O perimetro da base de uma piramide quadrangular
regular € 80cm. Se a altura da pirdmide € 15¢m, seu volume, é:

a) 2300 cm?
b) 2000 cm?
¢) 1200 cm?®
d) 1000 cm?®
02. (UNICAMP) A figura ao lado apresenta um prisma reto cujas

bases sdo hexagonos regulares. Os lados dos hexagonos medem 4
cm cada e a altura do prisma é 10cm.
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A

B

a) Calcule o volume do prisma.
b) Encontre a &rea da secgdo desse prisma que passa pelos
pontos a, b e c.

03. (AEPOM) Calcule a area total, diagonal e o volume do
paralelepipedo abaixo.

7cm

L

5¢cm

X

f 10 cm

04. (AEPOM) A base do cesto reto é um quadrado de lado 25¢cm.
Se cada parte lateral e o fundo do cesto possuem a mesma area.
Determine o comprimento do tecido necessério para forrar toda a
estrutura externa do cesto, sabendo que o tecido é vendido com
uma largura de 50cm.

a) 62,5 cm.

b) 64 cm.

c)61,5¢cm.

d) 75 cm.

05. (EEAR) A aresta lateral de uma pirémide triangular regular

mede 5m e a aresta da base, 6m. A area lateral dessa pirdmide
vale em metros quadrados.

06. (EEAR) A base de um prisma reto € um tridngulo retangulo,
cujos catetos medem 3cm e 4cm. Se esse prisma tem altura igual a

3,5cm, entdo seu volume, em Cm3, é

a) 21.
b) 18.

07. (EEAR) Quatro cubos idénticos s&o dispostos como na figura a
seguir, formando um Unico solido. Considerando que a diagonal de

cada cubo mede cm 10+/3 , a diagonal desse sdlido é, em cm,

a) 3043.
b) 4043.
c) 20.
d) 30.

08. (AEPOM) Calcule a area lateral, a area total e 0 volume de uma
pirdmide de base quadrangular cujas medidas dos lados da base e
das faces laterais medem 5cm.

CAPITULO 25
Geometria Espacial Il

Cilindros

Dado um retangulo de altura h e lado |, iremos gira-lo em torno de um
€ixo no sentido horario de acordo com a figura abaixo.

A A

=
¢ N

A_|DEixo 4_|DEixo

Como podemos visualizar um retangulo girando em torno de um eixo
formara uma estrutura cilindrica. A este fenémeno, damos o nome de
cilindro de revolugdo. Logo, verifica-se que o lado do retangulo
formara uma circunferéncia de raio r e sua altura ird gerar a
superficie lateral do cilindro.
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3

geratriz

N

-

|

| Eixo

Tipos de Cilindros

» Cilindro Reto: é aquele em que a geratriz é perpendicular
com o raio da base.

» Cilindro Obliquo: é aquele em que a geratriz € néo
perpendicular com o raio da base.
» Cilindro Equilatero: é aquele em que a geratriz equivale ao

didmetro da base, ou seja, a secgdo meridiana é um

quadrado de lado 27. Secgdo mediana € o plano que
contém o eixo de revolugdo, ou seja, & aquele que divide o
cilindro em duas partes iguais.

Nota: secgéo transversal € o plano paralelo a base do cilindro que

o corta formando secgdes congruentes a base, ou seja, circulos
congruentes.

|

Cilindro Reto

Cilindro Obliquo

Calculo da Area da base, Area lateral, Area total e Volume de
um Cilindro

CHO,

H———cC=2nr —

Dado um Cilindro reto.

T

h

Na planificagdo do cilindro podemos, observar as seguintes
caracteristicas:

» Sua face lateral € um retangulo.

» Possui 2 bases em forma de circulo.

Assim calculamos;

- Area Lateral: A =2n-r-h
Ay =m-r2

A=A +2A

A =2nrh+27r?

A =2nr(h+r)

- Area da Base:

- Area Total:
_ 2,
- Volume: =mr®-h

Nota: desenho de um Cilindro Equilatero:

N

Seccdo h Area da seccdo
Meridiana |:> meridiana(Agy):
ASM = D . h
=1 s
S~
| D |

Exercicio resolvido
01. (AEPOM) Dado um cilindro equilatero, de altura igual a 4cm.
Calcule:
a) Area lateral.
b) Area total.
c) Volume.
d) Area da secgao meridiana.
Resolugao: ja que o cilindro é equildtero, isso significa que a altura é
o dobro do raio.
Assim, o raio vale 2cm.

<]
NS S
a
) A =2nrh
A =2n24
A =8cm?
b)
A =2nr(h+r)
A =2m2(2+4)
A =4n6
A, = 24ncm?
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V =nar®xh
V =n.2%4

V =16mcm?
d) Equivale a area do quadrado de lado h.

A, =h?

Ay =42

A, =16cm?
Cone

Dado um tridngulo retangulo, de altura h e base I, iremos gira-lo em

torno de um eixo no sentido horario,de acordo com a figura abaixo.
A

'

] A
¢

4 _[DeEixo 4_[DEixo

Como podemos visualizar o tridngulo retdngulo girando em torno
de um eixo formarad uma estrutura conica. A este fendmeno, damos
0 nome de cone de revolugdo. Logo se verifica que a base do
tridngulo retangulo formard uma circunferéncia de raio r e sua

hipotenusa gerara a superficie lateral do cone.
A

geratriz

r

LD Eixo

Tipos de Cones

» Cone Reto: é aquele em que o segmento de reta que liga o
vértice ao centro da circunferéncia € perpendicular com o raio
da base.

Cone Obliquo: é aquele em que o segmento de reta que liga
0 vértice ao centro da circunferéncia ndo é perpendicular com
0 raio da base.

» Cone Equilatero: € aquele em que a sec¢do meridiana € um
triangulo Equilateroe g = 27.
Nota: secgdo meridiana é o plano que contém o eixo de revolug&o,
ou seja, é aquele que divide o cone em duas partes iguais.

v v

geratriz geratriz

Z

h
r a90°
Cone Reto Cone Obliquo
Nota: desenho de um Cone Equilatero:
\Y

Area  da  Secgdo

Meridiana (Agy):

—> "
SM — 2

Calculo da Area da base, Area lateral, Area total e Volume de

um Cone
Dado um Cilindro reto.
T g g
h
\ C=2nr

Na planificagdo do cone,
caracteristicas:
»  Sua face lateral € um setor circular.

»  Possui uma base em forma de circulo de raio r.

podemos observar as seguintes

Assim, calculamos:

- Area Lateral: a 4rea lateral de um cone circular reto de raio da
base r e geratriz g é equivalente a um setor circular de raio g e

comprimento do arco 27t . Sendo:

Comprimento do arco Area do setor

2

2ng g

2nr A
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2n-r-m- g2
A =TT
n-g
Aizn.r.g
-AreadaBase: A =m-r?
A=A+A
- Area Total: A = nrg + nr?
A =nr(g+r)
1
V=2.Ah
3 Ay
- Volume:
:l-m’zh
3
Observagoes:

18, Como foi visto no capitulo anterior, se dois solidos s&o
semelhantes, entéo vale a razéo de semelhanca.

228, Calculo do volume do tronco de cone. Observe a figura:

Dados:
R: raio da base Maior.
r: raio da base Menor.

V= R4 R4
“Vrp =3 ( r+r9)

Exercicio resolvido

01. (AEPOM) Dado um cone equilatero cuja geratriz vale 8cm.
Calcule:

a) Area lateral.

b) Area total.

c) Volume.

d) Area da seccao meridiana.

Resolugao: ja que o cone é equiltero, isto significa que a geratriz
é igual ao lado do tridngulo eqUildtero. Observe a figura abaixo.
\%

a)
A =mnrg
A =148

A =32cm?

A =mr(g+r)
A =n4(8+4)
A =4m12

A = 48r cm?

V :17”“2.@
3 2

1,288
3 2
64+/3

3
d) Equivale a area do tridngulo equilatero de lado I.

ASmZI2£
4

zszﬁ
4

\

V= mem®

ASm

Agyy =16+/3 cm?

Esfera

Consideremos um ponto O e um segmento de medida r. Chama-se
esfera de centro em O e raio r ao conjunto de pontos P do espago,

tais que a distancia O P seja menor ou igual a r. Também a esfera é
um sélido gerado pela rotagdo de um semicirculo em torno de um
eixo que contém o didmetro.

A A

=

i

t) Eixo LD Eixo

Calculo da Area superficial e Volume de uma Esfera

Dada uma Esfera.
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De forma bastante simples, podemos definir que a superficie
esférica € a uma “casca’, enquanto a esfera é a unido da “casca”
com o “interior”.

Assim, calculamos:

- Area da superficie esférica:
S=4.x-r?

- Volume:

Seccdo Plana da Esfera
A interseccdo de um plano com uma esfera é um circulo.

Observe:
Vale a relagéo:
R* =d*+ (R")?
Fuso e Cunha
»  Fuso Esférico

E a interseccdo da superficie de uma esfera com dois planos cuja
aresta contém um didmetro da superficie esférica.
O Angulo a, caracteriza a abertura do fuso e é medido em graus.

nria

90

A

fuso —

»  Cunha esférica

E a intersecgdo de uma esfera com um diedro( ou setor diedral) cuja
aresta contém o didmetro da esfera.

O volume da cunha é dada pela seguinte formula:

r
[0}
WOO\

1°. Caso: Angulo a em graus.

_arla
cunha — 270
2°. Caso: Angulo a em radianos.
V. = 2r%a
cunha 3

Exercicio resolvido
01. (AEPOM) Dado a esfera de raio 5 cm. Calcule:
a) Area da Superficie.
b) Volume.
c) Areas do fuso de angulo 60°.

Resolugao: usaremos as férmulas citadas acima.

Y
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a)
S=4n-r?
S=4n.5°
S=4n-25
S =1007 cm?
b)
V:i-n-r3
3
V:i.n.53
3
V=£~n-125
3
Vv 500 om?
3
c)
nrl.a
fuso 90
n-52 .60
AfU50: 90
n-25-6
Afuso 9
1501,
A -
fuso 9

Exercicios Propostos
02. (EEAR) A diagonal da seccdo meridiana de um cilindro
equilatero mede 10+/2 cm. A 4rea lateral desse cilindro, em cm?,
é:
a) 250m.
b) 200 .
c) 100m.
d) 50m.

02. (EEAR) Uma esfera tem 9ncm?®de area. Para que a érea
passe a 100ncm?, o raio deve ter sua medida aumentada em

a) %0%.
b) g%.
c) %’O%.
9 720 "

03. (EEAR) O maior e o menor lado de um tridngulo medem,
respectivamente, 10 cm e 3 cm e formam entre si um angulo de
450, O volume do sdlido gerado pela rotagdo de 360° desse
triangulo em torno do seu lado maior é, em cm3,

a) 30m.

b) 15T

c) 10m.

d) 20m.

10cm

A <)

3cm

04. (CFT) Um cilindro circular reto tem altura medindo 4 cm e raio da
base, 3 cm. A érea lateral desse cilindro, em cm?, é:

a) 30m.

b) 27 m.

C) 24 m.

d) 18 m.

05. (AFA) Um recipiente no formato de uma superficie de um cone
equilatero, conforme figura, e a sua superficie lateral desenvolvida

em um semicirculo de 4rea igual a 18ncm? Se tal recipiente, em
seu interior armazena até % de sua altura, pode-se dizer que o

volume do liquido Armazenado em cm® , ¢ igual a:

an/g
3

b) 2my/3.
c) 83

8n\/§
3

06. (EEAR) A geratriz de um cone de revolugdo forma com o eixo do
cone um angulo de 45°. A érea lateral, em dm?, desse cone,
sabendo-se que a area de sua secgao meridiana é 18 dm?, é

a) 18m/2.
b) /2.

c) 18

9 187v2 +1)

07. (AFA) Uma vinicola armazena o vinho produzido em um tanque
cilindrico (reto) com sua capacidade maxima ocupada. Esse vinho
serd distribuido igualmente em barris idénticos também cilindricos

(retos) e vendidos para varios mercados de uma cidade. Sabe-se
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que cada mercado recebera dois barris de vinho, com altura igual a
% da altura do tanque e com didmetro da base igual a % do

didmetro da base do tanque. Nessas condicdes, a quantidade x de
mercados que receberdo os barris (com sua capacidade maxima
ocupada) é tal que x pertence ao intervalo:

a)0 < x < 20.

b) 20 < x < 40.
c) 60 < x < 80.
d) 40 < x < 60.

~_ |

08. (EEAR) A base de um prisma regular € um hexagono inscrito
num circulo de raio R. Se o prisma é equivalente ao cubo, cuja
base estd inscrita no mesmo circulo, entdo a altura do prisma
hexagonal, em cm, é

a) 2R

2RV6
=

4RV6

3

4RV6

9
09. (EEAR) A cuba de uma pia tem a forma de uma semi-esfera de
3dm de raio. A capacidade dessa cuba é ___litros.
a) 12m.
b) 14 m.
c)1l6m.
d) 18 m.

b)

d)

CAPITULO 26
Gabarito

Capitulo 17
01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.

WO>W>» 00O

Capitulo 18
01. C.
02. B.
03. B.

04.
05.
06.
07.
08.
09.

oOro0oom

Capitulo 19
01.
02.
03.
04.
05.
06.

>

O www

Capitulo 20
01. B.
02.
03.
04.
05.
06.

>wWoow

Capitulo 21
01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.

@w

CO>»®O®

Capitulo 22
01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.

m

COWOPOO >

Capitulo 23
01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.

o

Coooom>z>

Capitulo 24
01. B.

02. a)240v3 cm?

b) 20 m2.
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03. Ay =310cm? D =+V174cm,eV =
350 cm?®.

04. D.
05. D.
06. A.
07. D.

08. A, =25V3cm? Ar =25(1++V3)cm? e

125v2

V=

Capitulo 25
01. C.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.

COU»00O®O

6

cm

3
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