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Introducao ao calculo diferencial:
limite de uma fun¢ao

Pelo diciondrio eletrénico Houaiss da Lingua Portu-

guesa, temos as seguintes defini¢oes:

1. pensamento, proposicdo ou argumento que contraria
os principios bdsicos e gerais que costumam orientar o
pensamento humano, ou desafia a opinido consabida,
a crenga ordindria e compartilhada pela maioria

2. aparente falta de nexo ou de légica; contradigdo
Ex.: pregar o amor e espancar os filhos é um paradoxo.

3. Rubrica: l6gica.
raciocinio aparentemente bem fundamentado e coe-
rente, embora esconda contradi¢bes decorrentes de
uma andlise insatisfatéria de sua estrutura interna

De acordo com a obra Histéria da Matemadtica, de
Tatiana Roque (Rio de Janeiro: Zahar, 2012), enun-
ciamos os paradoxos do seguinte modo:

Dicotomia

Para que possamos percorrer uma dada distancia AB
entre os pontos A e B, é preciso percorrer primeiro a me-
tade de AB, ou seja, AP,. Mas para percorrer AP, é necessa-
rio percorrer primeiro a metade desse segmento, ou seja,
AP,. Sendo assim, o paradoxo consiste em concluir que, se
a distancia AB pode ser infinitamente subdividida, para
iniciar um movimento é peciso, em tempo finito, comecar
por percorrer infinitas subdivisGes menores do espaco, o
que é impossivel. Esse exemplo é o contrario do anterior
[Aquiles e a tartaruga], pois teriamos de mostrar que o
espaco que sobra, apos essas subdivisdes infinitas, é zero.

Flecha

Supde-se que o espago e o tempo sdo compostos de
partes indivisiveis que podemos chamar, respectivamente,
de "pontos" e "instantes". Uma flecha voando ocupa, em
um dado instante de voo, um ponto no espago. O ponto
é, nesse caso, o espaco ocupado pela prépria flecha. No
instante em questdo, a flecha ocupa, portanto, um espago
que é igual a ela mesma. Mas tudo aquilo que ocupa um
lugar no espaco que é igual a si mesmo na verdade nio
se move, pois a velocidade é a variacdo do espago com o
tempo. Logo, temos um paradoxo, pois a flecha estd em
repouso a cada instante de seu voo, ndo podendo, assim,
estar em movimento.

Em termos atuais, podemos dizer que aqui esta
em questdo a noc¢do de velocidade instantanea. Qual o
valor da relagdo entre o espago percorrido e o intervalo
de tempo gasto para percorré-lo quando esse intervalo de
tempo torna-se préoximo de zero? Como é impossivel ima-
ginar um minimo néo nulo, a velocidade deve ser zero, e o
movimento, impossivel.

Estddio
Obtemos aqui mais um paradoxo supondo que o tempo

pode ser subdividido até um elemento indivisivel chamado
"instante". Dados 4;, B; e C;, com i podendo ser igual a 1,
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2 ou 3, como na configuragdo a seguir, supomos que cada
B chegue ao A (mais préoximo) em um instante que é o
menor intervalo de tempo possivel; e que cada C chegue
ao A (mais préximo) em um instante que é o menor inter-
valo de tempo possivel. Sejam 4;, B; e C;, corpos de mesmo
tamanho, dispostos como se segue:

C, c, G, C,

Os B; e os C;movem-se de modo que, ap6s um instante,
ocupam as posi¢des abaixo:

G &) G o

Mas, para chegar a essas posigoes, cada C; passou por
dois B, e, portanto, o instante, considerado como o inter-
valo de tempo que cada B levou para chegar a um 4, ndo
era o0 menor possivel nem era indivisivel. Isso porque, a
partir da posi¢cdo que era ocupada por B;, C; passou por
B, e chegou a B, nesse mesmo intervalo de tempo, logo,
poderiamos considerar o instante como sendo o tempo que
C, leva para chegar a B,, que é menor do que o intervalo
considerado inicialmente, suposto o menor.

a) A taxa média de variacdo de uma funcéo f no
intervalo [x,, X,] é:

_F) -~ fx)
X, — Xy
Sendoy = f(x) = x> — 2x,XE [4, 5] = [xy, X,], temos:

_fO-f@ 15-8 _
5—4 1

7

b

-~

Vértice da parabola (xv, yv):

N s e
V' 2a 2-1 2

Substituindo x, na fun¢do y = x* — 2x, encontra-

mos y,:

y,=1"-2-1=1-2=-1

Portanto, o vértice da parabola é o ponto (1, —1).

Raizes da fungao, ou seja, os valores de x para

os quais f(x) = 0:

X -2x=0=x=0o0ux=2

O grafico de f corta o eixo Ox nos pontos (0, 0) e

(2,0).

Como o grafico passa pela origem, o ponto de

intersecgdo do grafico com o eixo y é o ponto

©,0).

Pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b)) de abscissas 4 e 5,
respectivamente:

{a=4 _, [f@=r@=8

b=5 f(b) = f(5) =15

Portanto, A(4, 8) e B(5, 15) sdo os pontos procu-
rados.
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Com essas informacgdes, o grafico de f é dese-
nhado abaixo:

d) Dados dois pontos A(x,,Ya) € B(Xz, y5), 0 coeficien-

te angular da reta que passa por esses pontos é:
Ay Vs~ Ya
AX X — Xa

Assim, para A(4, 8) e B(5, 15), temos:

A _15-8_7_,

Ax 5-4 1

Logo, concluimos que o coeficiente angular da reta

ABéigual a taxa média de variagdo obtida no item a.

a) Sendoy = f(x) = %, a taxa média de variagdo de

fno intervalo %, 2| = [x4, X,] é dada por:
] 1i_1
_ = 2 1
_ o) - fee) @ f(z): 2
X~ X _1 4-1
273 2
1 2 1-4 3
2 1__2 _“2__,
3 3 3
2 2 2

b) Sendo y = f(x) = % e os pontos A(a, f(a)) e
B(b, f(b)), temos:
1
|a 1 [fw=r{3)-2

= 1
b=2  |fp=s@)-1

»
N =
—

Portanto, A(%, 2) e B(

N

o™=

9

<

N

o|M|=

d) Dados dois pontos, o coeficiente angular de
Ay _Ys—Ya

uma reta é: -— = ——
Ax  Xg— X,

Assim, para A(l 2) e B(2, l), temos:

2’ 2
1 1-4 3
m:2_2:—2 :—_2:_1
2_1 4-1 é
2 2 2

Concluimos que o coeficiente angular da reta
AB é igual a taxa média de variagdo obtida no
item a.

a) Temos:
f2=6-2+2=14
f8)=6-8+2=50

Assim:
mod®-f@ so-14 36
8-2 6 6
b) Temos:
f(50) = 6 - 50 + 2 = 302
f(150) = 6 - 150 + 2 = 902
Assim:
_ f050) = f(30) _ 902 302 _ 600 _
150 — 50 100 100
c) Temos:
f(-10) =6+ (~10) + 2 = —60 + 2 = —58
f(15)=6-15+2 =92
Assim:
_ S5 - f(-10) _92-(-58) 150 _

15-(-10)  15+10 25
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d) Temos:
f(xy) = 6%, +2
fx)) = 6%, + 2

Assim:
_ fx) - flx) (6% +2)— (6%, +2)
T X - X X, — Xq -
X t2-6x,-2  6(x,—x) 6
- Xy — Xy ToXp— X,
a) Temos que f(1) = f(2) = 5.
Assim:
L _J@-fW _s-s
2-1 1
b) Temos que f(4) = f(9) = 5.
Assim:
_fO-5® _s-5_
- 9-4 5 7
c) Temos que f(1) = f(2) = 5.
Assim:
_f@-f0) _s-s_ o _,
q-p a-p q-p
a) Temos que f(a) = a’ —2a — 8ef(b) =b*>—2b — 8.
Assim, a taxa média m, de variagdo da fungao f,
em relacdo a x, quando este varia de a até b, é
dada por:
_fb) - fla) b>—2b -8 —(a®> — 2a — 8)
T T h—a b—a =
o om= b?—a’-2b+2a _
Y b—a
_(bt+ab-a-20b-a
h b—a
b—a)b+a-2
. mf:%:m:b+a72
-a
b) Temos que g(a) = 5a — 18 e g(b) = 5b — 18. Assim,

a taxa média m, de variagdo da fungéo g, em
relacdo a x, quando este varia de a até b, é dada
por:
g(b) — g(a) 5Sb—18 — (5a — 18)
97 b-a b—a

A taxa média de variacdo de f, no intervalo [x, X,], é:
fxa) — f(x))
X7 X
Logo, nos pontos considerados:
x=2+p=flx)=f2+p)=@2+p)
X =2 = f(x)=f(2)=2°
fe+p-f@ _@+p’ -2

= my=5

2+p-2 p
Lembrando que (a + b)’ = a®> + 3da’b + 3ab® + b’
o quociente anterior fica na forma:
_2?+3:22p+3-2-p°+p° -2
= ’ =

m

2
_p(2+6p+p) =p’+6p+12
p
Além das fungOes constantes, as fungdes que tém
taxa média de variacdo constante, para qualquer
intervalo de variagdo da variavel x, sdo aquelas da
forma g(x) = ax + b, com {a, b} CR e a # 0, que sao
chamadas de funcoes afins. Observe o calculo da
taxa média m de variagdo de g em um intervalo

qualquer [x,, X,], com X; # X,.
_g(x) —g(x;) ax,+Db—(ax; +b)
m= = =

X=X Xy =X

a(x, — x,)
S>m=————=a

X, =Xy

Salientamos que a taxa média de variagdo é o
coeficiente de x na fungao g(x) = ax + b.
Assim, um exemplo possivel é a fungdo g(x) = 3x + 5,
cuja taxa média de variagdo é 3, para qualquer in-
tervalo de variacdo da variavel x.

a) h, =0 = p(h;) =p(0) = 1,0

h, = 15 = p(h,) = p(15) = 2,5

A taxa média de variacdo da pressdo p no inter-
valo [0, 15] é dada por:

Ap  p(15)-p(0) 25-10 15

AT 15-0 - 135 15 ot
Portanto, a taxa média de variagdo da pressao
no intervalo [0, 15] é de 0,1 atm/m.

hy =5 = p(h) =p() =15

h, = 15 = p(h,) = p(15) = 2,5

A taxa média de variagdo da pressdo p no inter-
valo [5, 15] é dada por:

p(15) - p(5) 25-15 1,0
m="Ts-5 -~ 10 10 %!
Portanto, a taxa média de variacdo da pressdo
no intervalo [5, 15] é de 0,1 atm/m.

c) De acordo com o enunciado, quando 0 < h < 15,
temos que p = ah + b,com a # 0.
Observemos que a funcao pressido, que queremos
encontrar, € uma funcao do 1° grau e, assim, s6
precisaremos de dois pontos para calcular a e b:
hy =0 = p(h) =p(0) =1
“p0)=a-0+b=1=Db=1 ()
h, = 15 = p(h,) = p(15) = 2,5
p(5) =a-15+b=25 (I
Substituindo (II) em (1), temos:

b

~

15a +1=2,5
15a = 1,5
.a=0,1
Portanto,a = 0,1 e b = 1. Assim, concluimos que
p=01-h+1.
d) De acordo com o item anterior:

0<h<15=p=01-h+1

~p@®=01-8+1=08+1=1,8

Logo, a pressdo a 8 m de profundidade é 1,8 atm.
e) De acordo com o item c:

0<h<15 = ph)=01-h+1

Se [hy, hy] C [0, 15], temos:

p(h) =0,1-h;+1ep(hy)=01-h,+1

Assim, sendo m a taxa média de variagdo da

pressdo em relacdo a profundidade, temos:

m = P = p(h)
h27h1
01-h,+1-(0,1-h,+1)
= o h =
01-hy+1-01-h -1
= T =
20,1-hz—o,1~hl20,1-(hz—hl):01
h27h1 h27h1 ’

Portanto, a taxa de variagdo é constante e vale
0,1 atm/m.
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f) Nafuncdop =0,1-h + 1, parap = 0, temos:
0,1-h+1=0= h=-10
Logo, seu grafico é uma reta e passa pelos pontos
(0, 1) e (~10, 0).

A taxa média m de variacdo do volume do cubo,
em centimetro cibico por grau Celsius, quando a
temperatura varia de 10 °C a 40 °C, é dada por:

20,0216 — 20

3 /0, _ 3 /0
m=—:5"75 cm?’/°C = 0,00072 cm’/°C

Considerando valores de t cada vez mais proximos
de 0,5 minuto, as retas secantes ao grafico da fun-
cdo v = 20t® que passam pelos pontos (0,5; v(0,5))
e (t, 20t%) se aproximardo cada vez mais da reta
tangente ao grafico no ponto (0,5; v(0,5)). Assim, a
taxa média de variacdo se aproximara da taxa ins-
tantanea de variacdo, que é calculada pelo limite:
i 20~ v(05) gy 20t =25

tLIE}S t—-0,5 »ou SEJa,tLrES t—0,5

Exemplos dessas vizinhancas:

a) V(8) =16, 18[ e V(8) = |6, 18] — {8}

b) V(-2) = ]—4, 10[ e V(~2) = |4, 10[ — {-2}

¢) V(0) =1-5,3[e V(0) =]-5,3[ - {0}

d) V(-3) =]-7,2[e V(=3) = ]-7,2[ - {-3}
|x-3[<5 = -5<x-3<5

So—2<x<8

Como V(x) = ]-2,8[,com —2 < x < 8, a Unica alter-
nativa que satisfaz essa condicdo é a alternativa c:
X =6.

Alternativa c.

-7>
0<lx—7l<g = Jx-71>0
x—71<9
L Ix#F7 x#7
“lro<x—7<9 T |2<x<16

Assim, o conjunto solugdo S da inequagdo pode
ser representado por S = ]-2, 16] — {7}, que é uma
vizinhanca reduzida de 7.

Alternativa e.

Para f(x) = x* — 8x + 12, facamos o estudo dos sinais
de f, ou seja, quando f(x) > 0, f(x) = 0 e f(x) < 0.Para
tanto, vamos construir o grafico de f(x).

Raizes de f:

X*—-8x+12=0=x=60ux=2

Como a > 0, o grafico da pardbola terd a conca-

vidade voltada para cima, assim:

Ak,
4

Pelo grafico, observamos que:

aE]-0,2[ = f(a) >0

pelo 6l = fB)<0

Para qualquer vizinhancga V(2), tem-se

V)N ]-o,2[#DeV(2)N]2,6[ +D.
Logo, qualquer que seja a vizinhanga reduzida de 2,
existem nimeros o e  pertencentes a ela tal que

fle) - f(B) <O.

Alternativa d

Como o intervalo indicado no termémetro é uma
vizinhaca completa de 20 °C, a temperatura 20 °C
deve estar inclusa. Assim, as alternativas a,b,ced
estdo descartadas.

Resolvendo a inequacdo |T — 20| < 10, obtemos:
-10<T-20<10 = 10<T<30

Assim, o conjunto solucao S da inequagao pode ser
representado por: S = ]10, 30[, que é uma vizinhanca
completa de 20.

Alternativa e.

(Nota: A alternativa e ndo afirma que a extremidade
movel da coluna de mercurio assinalou todas as

temperaturas do intervalo ]10, 30[, mas que tempe-
raturas desse intervalo foram assinaladas.)

a) Para x = 0, temos f(0) = 4;
Para f(x) = 0, temos x = —2.
Assim, obtemos:

y

1irr% (2x +4) = lirr% 2x + 1irrg4 =
=2-3+4=6+4=10
Simplificando a fracdo, temos:
_xX*-16 _ (x—4)x+4)
fx) = x—4 x—4
diferente de 4.
Para x = 0, temos f(0) = 4;
Para f(x) = 0, temos x = —4.
Assim, obtemos:

b

-~

= X + 4, com X

y

-4

/ 0 4 X

i [ 5) m (5Y-

=lim(x+4)=limx+lim4=4+4=8
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Simplificando a primeira expressao da funcao,

temos:

X-6x+5 (x—1)(x-5)
x—-5 x—-5

Assim:

x—1,sex#5
f(x)7{2,sex=5
Para x = 0, temos f(0) = —1;
Para f(x) = 0, temos x = 1.
Assim, obtemos:

=x-1

y

1im<x2—6x+5)_lim((x_l)'(x_S))_

X X5 (x —5)
=lim(x-1) =limx-lim1=5-1=4
Como o coeficiente do x* é negativo a concavi-
dade do grafico é para baixo.

Encontrando as raizes, temos:
-xX*+x=0=x(-x+1)=0

wx=0oux=1

As coordenadas do vértice sdo:

-1 1

S ) A X
Yo = (2) *271
Logo, temos o grafico:

y

lim (-x*+ x) = —lim x> + lim x =

x— -3 x— -3 x— -3

= (-3’ +(-3)=-9-3=-12

Como o coeficiente do x* é positivo a concavidade
do gréfico é para cima.

Encontrando as raizes, temos:
X+1=0=x=-1

Portanto, ndo existe raiz real.

As coordenadas do vértice sdo:

x,,=—2_1=0

Parax =1, temosy = 2,
Para x = 2,temosy = 5.

Logo, temos o grafico:

y

lim (x* + 1) = lim x* +
X2 x—2

=22+1=4+1=5

Para x < 2, temos:

y
8l -

lim1=

x—2

Para x > 2, temos:

f

RS

- MODERNA



Resolucdes

» MATEMATICA 3

Introducdo ao calculo diferencial:

f

PAIVA
(10N limite de uma funcdo = MODERNA

I) No eixo Ox, quando nos aproximamos do
ponto de abscissa 2 pela direita, ou seja,
quando fazemos x tender a 2 por valores
maiores que 2, f(x) aproxima-se de 5 ou,
ainda, f(x) tende a 5.

II) No eixo Ox, quando nos aproximamos do
ponto de abscissa 2 pela esquerda, ou seja,
quando fazemos x tender a 2 por valores
menores que 2, f(x) aproxima-se de 8 ou,
ainda, f(x) tende a 8.

Por I e II, constatamos que, quando x tende a 2
pela esquerda e pela direita, f(x) tende a dois
valores diferentes. Por isso, ndo existe 21(an3 f(x).

g y
ﬁﬂﬁ_}; 777777777777777 ;[””77_\7”
—2n _3n L ) ! 3n 2n X
””” 2--°7 ””2”;1 27 T2 o

lim cos x = cos (lirn x) =cos0=1
x—>0 Xx—0

h) y
3
0 X
lim3=3
X—5

17. a) Para x < 2, temos:

y
0 1 2 X
-3

Para x > 2, temos:

Logo, o grafico da funcéo f é:

b) 1) lim f(x):
x—-2"
No eixo Ox, quando nos aproximamos do
ponto de abscissa 2 pela direita, ou seja,
quando fazemos x tender a 2 por valores
maiores que 2, f(x) aproxima-se de 3 ou,
ainda, f(x) tende a 3. Assim, lim f(x) = 3.

x—2"
) lim f(x):

X—2
No eixo Ox, quando nos aproximamos do
ponto de abscissa 2 pela esquerda, ou seja,
quando fazemos x tender a 2 por valores

menores que 2, f(x) aproxima-se de 1 ou,
ainda, f(x) tende a 1. Assim, lim f(x) = 1.
x—=2

111) linr% f(x):
X—
Por I e II, constatamos que, quando x tende

a 2 pela esquerda e pela direita, f(x) tende a
dois valores diferentes. Por isso, ndo existe

lim f(x).
18. a) Para x < 3, temos:
y
4
0

Para x > 3, temos:
y
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Logo, o grafico da funcéo f é: : horizontais da figura tal que, quanto mais as
: pontas das setas horizontais se aproximam

y do ponto de abscissa 2, sem tocar esse ponto,
mais as pontas das setas verticais corres-
: pondentes se aproximam de 5. Isso significa que,
6 ; quando x tende a 2, f(x) tende a 5.Logo, lin% fx)=
: : 1I) O dominio D da fungédo g é dado por: D = R — {2}.
4 ; Sob esse dominio:
b -4 [x+2)(x—-2)
Do 9(X):x—2: e > gx)=x+2
o Para x = 0, temos g(0) = 2;
b Para g(x) = 0, temos x = —2.
b Logo, o grafico de g é:
0 3 4 X y
1)l :
b 1 lim f() e ;
No eixo Ox, quando nos aproximamos do
ponto de abscissa 3 pela direita, ou seja, 4t------

quando fazemos x tender a 3 por valores
maiores que 3, f(x) aproxima-se de 4 ou,

ainda, f(x) tende a 4. Assim, lim f(x) = 4. 2

x—3" : I

1) lim f(x): ' :

x—>3 H |
No eixo Ox, quando nos aproximamos do Zo 0 2 X

ponto de abscissa 3 pela esquerda, ou seja,
quando fazemos x tender a 3 por valores
menores que 3, f(x) aproxima-se de 4 ou, :
ainda, f(x) tende a 4. Assim, Xlgr; f(x) = 4. Vamos calcular lim g(x) de maneira intuitiva.

I11) lirrg f(x): : Considerando no eixo Oy uma vizinhanga com-

= : pleta qualquer de 4, V(4), cujos extremos sdo as
pontas das setas verticais da figura, podemos
determinar no eixo Ox uma vizinhanca redu-
zida de 2, V(2), cujos extremos sdo as pontas
das setas horizontais da figura tal que, quanto
mais as pontas das setas horizontais se apro-

Por I e II, constatamos que, quando x tende
a 3 pela esquerda e pela direita, f(x) tende a
4. Assim, concluimos que lim f(x) = 4.

I) Para x = 0, temos f(0) = -1,

Para f(x) = 0, temos x = 1 : ximam do ponto de abscissa 2, sem tocar esse
3’ : ponto, mais as pontas das setas verticais cor-
Para x = 2, temos f(2) = 5. : respondentes se aproximam de 4. Isso significa
Logo, o gréfico de f é: : que, quando x tende a 2, g(x) tende a 4. Logo,
: lim g(x) = 4.
y X—2
f Im1) ) Lim [ £(x) + g(x)] = lim £(x) + lim g(x) =
=5+4=9
77777777 ; b) lim [ £(x) - g(x)] = lim f(x) — lim g(x) =
sl } § =5-4=1
77777 i ' Q) lim [£(x) - ()] = lim f(x) - lim g(x) =
o ~5.4=20
N Cfy ImfE)
D d) lim —— -
L T hmg(x) T
VRIS &) lim [£(x) + f(x) + f(x)] =
1 2 X .
e = lim f(x) + lim (9 + lim £(x) =
=5+5+5=15
f) lim [f(x) - f(x) - f(x) - f] =

= lim () - lim () - lim ) - lim () =

Consid d 00 - =5-5-5-5=625

onsiderando no eixo Oy uma vizinhanca com-

pleta qualquer de 5, V(S)}j cujos extremos sdoas g) lim [f(x) [hm flx ] =5'=3125

pontas das setas verticais da figura, podemos h) lim [4 + f(x)] = lim 4 + lim f(x) =4 + 5=9
determinar no eixo Ox uma vizinhanga reduzida x=2 x=2 x-2

de 2,V(2), cujos extremos sdo as pontas das setas i) )l(lgr% [4-fx)] = )l(lEI‘% 4- )1(1£nz fx)=4-5=20

Vamos calcular lirr% f(x) de maneira intuitiva.
X—
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Movendo cada ponto do grafico sen x para
baixo em 1, portanto, como sen 0 = 0, entdo,
—1+sen0=-1.

Logo, o grafico de f é:

b)

b)

<)

Vamos calcular lirrtl) f(x) de maneira intuitiva.
X =

Considerando no eixo Oy uma vizinhanc¢a com-
pleta qualquer de —1, V(—1), cujos extremos sao
as pontas das setas verticais da figura, podemos
determinar no eixo Ox uma vizinhanca reduzida
de 0,V(0), cujos extremos sdo as pontas das setas
horizontais da figura tal que, quanto mais as pon-
tas das setas horizontais se aproximam do ponto
de abscissa 0, sem tocar esse ponto, mais as
pontas das setas verticais correspondentes se
aproximam de —1. Isso significa que, quando x
tende a 0, como consequéncia, f(x) tende a —1.
Logo, )1(151) flx)=-1.

lim (9 0)(x) = lim g (f() = g[lim f(3)] =
=g(-1)=1+(-1)"=2
Para x = 0, temos f(0) = —6;

Para f(x) = 0, temos x = 2.
Logo, o grafico de f é:

y
0 2 X
-6
f(x)=3x-6

f4)=3-4-6=12-6=6
lirr}lf(x) = lirr% (3x76)=lin'111 3xflirr}16=

:3'1iH‘11X*6:3'4*6:12*6:6

d) ® O numero 4 pertence ao dominio de f(x) e,

portanto, existe f(4).

* Existe linr}l f(x).

° lim f(x) =f(4) =6
Assim, concluimos que a funcgdo é continua
emx = 4.

a)

O grafico de f é:

b) fX) =2 = f(2) =2-2°=8

<)

d)

a)

b)

lim f(x) = lim X2 =2- lim X =
:2-(limx)2:2-22:8
X—2
® O numero 2 pertence ao dominio de f(x) e,
portanto, existe f(2).
° Existe lim f(x).
* lim f(9) = f(2) = 8.
Assim, concluimos que a funcgéo é continua em

X =2.

Para x = 0, temos f(0) = —4;
Para f(x) = 0, temos x = 2.
Logo, o grafico de f é:

y

Observando que f(x) tende a 2a — 4 quando x
tende a qualquer numero real a, concluimos
que llirﬁ f(x) = 2a — 4. E, como f(a) = 2a — 4,
temos que ligrzf(x) = f(a). Logo, f é continua em
a, para qualquer a de seu dominio R, ou seja, f
é continua.

Como o coeficiente do x? é positivo, a concavi-
dade do grafico é para cima.

Encontrando as raizes, temos:
¥-1=0=x*=1

Sx=loux=-1

As coordenadas do vértice sdo:

X‘,Zﬁzo

<. MODERNA
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Logo, o grafico de f é: O grafico da funcao f é:
y y
f f
T :
5t ‘ |
L I
—1\0/1 X 3 3
1 1
tende a qualquer numero real a, concluimos o 2 4 X

que lim f(x) = a®> — 1. E, como f(a) = a* — 1,

temos que }(iﬂ f(x) = f(a). Logo, f é continua em

a, para qualquer a de seu dominio R, ou seja, f a) V, pois, para x tendendo a 2 pela esquerda, f(x)
é continua. g tende a 4; logo, lim f(x) = 4.

<) y b) V, pois, para x tendendo a 2 pela direita, f(x) tende
: a 5; logo, lim f(x) = 5.
x—2"

f’\_n ””””””””” . /’\ o ¢) E pois lim f(x) # lim f(x).
-2n _3n n O ™~ 3t 21 x| d) F, pois néo existe lim f(x).
,,,,, :?vg,,, ,,,,5,\4/?,,,,,,,, : x=>2

-1 : e) F, pois 2 ndo pertence ao dominio de f.
f) V, pois o dominio D da funcéo f é a reunido dos
Observando que f(x) tende a cos a quando x intervalos abertos |-, 2[ U ]2, o[ e f é continua
tende a qualquer nimero real a, concluimos que em cada um deles.
liir} f(x) = cos a. E, como f(a) = cos a, temos : g) V, pois f é definida apenas parax <2 eparax > 2.

que lim f(x) = f(a)- Logo, f € continua em a, para a) Sendo g(x) = x° e h(x) = 4 continuas, temos que

qualquer a de seu dominio R, ou seja, f é continua. f(x) = g(x) + h(x) = x* + 4 é continua, pois a soma

q) x+1_x, 1_,,.1 de funcgdes continuas é uma fungio continua.
X X X X : b) Sendo g(x) = x* e h(x) = x continuas, temos que
Logo, o gréfico de fé: : f(x) = g(x) — h(x) = x> — x é continua, pois a
: diferenca de fungdes continuas é uma funcao
y : continua.

¢) Sendo g(x) = X’ e h(x) = 7 continuas, temos que
f(x) = h(x) - g(x) = 7x* é continua, pois o produto
de func¢des continuas é uma fungio continua.
d) * Sendo g,(x) = 5 e g,(x) = x* continuas, temos
que fi(x) = gq(x) - g,(x) = 5x* é uma funcéo
continua, pois é o produto de duas fun-
¢Oes continuas.
Sendo hy(x) = 3 e h,(x) = x* continuas, temos
que f5(x) = hy(x) « hy(x) = 3x* é uma funcéo
continua, pois é o produto de duas fun-
¢oes continuas.
Sendo I,(x) = 2 e [,(x) = x continuas, temos que
fa(x) = L(x) - I(x) = 2x é uma funcdo continua,
pois é o produto de duas fungdes continuas.
Assim, como a soma de func¢des continuas tam-
bém é uma funcdo continua, concluimos que
fx) = fi(x) + fo(x) + fs(x) = 5x* + 3x* + 2x é con-

-1 X

Observando que f(x) tende a atl quando x tinua.

. . e) Sendo =xe = x + 5 continuas, temos
tende a qualquer nimero real a, concluimos que ) fil) = xefolx) = x hu
| a1 2t | R
limf(x) = — E, como f(a) = -, temos : que f(x) = L0 " x+5 é uma fungao continua,

pois o quociente de fungdes continuas é uma
: funcgéo continua (neste caso, a continuidade se
qualquer a de seudominioR’, ouseja, fé continua. : da no dominio R — {-5}).

que lin(llf(x) = f(a). Logo, f é continua em a, para
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f

f) Sendo g(x) = sen x e h(x) = cos x continuas, temos que a fun¢éo f(x) = h(x) - g(x) = sen x - cos x
é continua, pois o produto de fung¢des continuas é uma func¢éo continua.

g) A funcdo f(x) = cos (x + %) é continua, pois é a composicado g © h das fungoes continuas

g(x)=cosxeh(x)=x+%.
a) 115%7:7

b) limx =5

9] 1i£r%x4=24:16

d) lim 5x°=5-(-2)°=5-(-8) = —40

e) )1(13(2x3+3x2—2x+1)=2-(2)3+3-22—2-2+1=16+12—4+1=25
f) im (X* —x*+2x° —5x = 3)=0°-0+2:0°-5-0-3=0-0+0-3=-3

g) lirr11[ sen (x) = sen (%) =1

h) )l(iirfl)cos (x) =cos (0) =1

i) lim tg(x)ztg(%)=~/§

j) lim [x|=1|-3]=3

k) lim [x - 1f4x + 1) =2-1/(4-2+ 1) =1]-9=1-9=9

D) lim @ +x+ YR - YK - 1) =(2- 1+ 1+ )1 - 3)1* - 1) =
=@2-1+1+1)1-3)1-1)=4)-(-2)-0=0

m) lim Xo3X _2-3:2_4-6_-2
xs2 X+1 N 2+1 B 3 B 3

Sendo 0 e k os instantes, em segundo, em que a maca se desprendeu do galho e em que ela
atingiu o solo, respectivamente, temos:

a) Para qualquer valor da variavel t, com 0 < t < k, existe d = f(t) e d assume todas as medidas,
em metro, do intervalo [0, 2]. Assim, concluimos que a fun¢do d = f(t) é continua em todo o
seu dominio [0, k].

Outra explicacdo possivel:
O grafico da funcdo d = f(t) para 0 < t < k é uma linha sem interrupgdes; logo, a funcéo
d = f(t) é continua em todo o seu dominio [0, k].

Outra explicacdo possivel:

As condigoes seguintes garantem que a funcdo d = f(t) é continua em todo o seu dominio
[0, k].

Para qualquer valor t,, com 0 < t, < k, temos que )}mtl f(t) = f(to);
lim (9 = £(0)
lim () = £

Para qualquer valor da variavel t, com 0 < t <k, existe d = f(t) e d assume todas as medidas,
em metro, do intervalo |0, 2[. Assim, concluimos que a fun¢do d = f(t) é continua em todo o
seu dominio |0, k.

b

~

Outra explicacdo possivel:
O grafico da funcdo d = f(t) para 0 < t < k é uma linha sem interrup¢ées; logo, a funcéo d =
f(t) é continua em todo o seu dominio |0, k][.

Outra explicagdo possivel:
Para qualquer valor t,, com 0 < t, < k, temos que )!Hr[l f(t) = f(to); logo, a fungdo d = f(t) é

continua em todo o seu dominio 0, k|[.

a) Dividindo 34.995 por 30, obtemos 1.166,5. Logo, em 34.995 s, foram fabricadas 1.166 bolas.
b) Dividindo 36.000 por 30, obtemos 1.200. Logo, em 36.000 s, foram fabricadas 1.200 bolas.
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c) A funcao pode ser representada por n(t) = LO’ cujo dominio é [0, 36.000] e o conjunto ima-
gem é formado por todos os nimeros naturais menores que 1.201. Assim, o grafico dessa
funcao é:
n
1200 -~~~ .
1199 - oo +——o0
1198 - oL —0 |
1 R
21-------------- +—o0 | | 3
[ —o° L ! :
0 30 60 90 3540 3570 3600 ¢

Essa fungdo ndo é continua, pois, por exemplo, lim n(t) # lim n(t).
x—30

x — 30"

2 _ X —6)(x+6

a)limx 36=1im( I )zlim(x+6):6+6:12

x->6 X — xX—>6 X—6 xX—>6

. 9x*-25 .. (3x-5@Bx+5 .5 B
b)jgﬁ—xﬂT—Jﬂ(3x+5)—3'§+5—5+5—10

3 3 3
2 _ x—5)(x—-2

O lmX=Zx+10 _p KTIRZ2) L s g

x5 x-5 X5 Xx—-5 X5

1
2<x+—)x—1

d) lim ZX=X=1_ 2070 e (x—1)=

ool 2x+1 v 1 2x +1 v 1 2x +1 Nt

2 2 2 2

-1 4,__3

273
e) hrr%%—liml—l

.o x+3 o
f) xlgr—lax—3 = lim 1=1
i X2e a2 KR DD D)

g 2_4 52 (x=2)(x+2) x52 (Xx—2)(x+2) ¥x52 (x+2)

_ 2 _ 5 -5
B lim =25 — i 2E =25 _ g5 5 Md-5) (IxI+5)=Is|+ 5 =10
X>5 |X|—5 X>5 |X|—5 X>5 |X|—5 x55
Lo ox—4 . (WK-2){x+2) _ _ _
i) lim x—2_>1<1£r}> & -2 —llm(&+2)—@+2—2+2—4
W 1-dx 1-1_0
j) Im === =973 =570

Sen X + cos x

. _ 5. SenXx+CosX _ .. Sen X+ CcosXx _
k) lim = lim =1 =
LI 1+tgx Ko 14 sen X L= COSX+senx
2 2 2
cos X cos X
= lim (senx+cosx)~L = lim Cosxzcos(l)zo
XX (cosx+senx)| ..z 2
2 2
1) Lembrando que
sen(a)+sen(b)=2-sen(a;b)-cos(a;b),temos:
(3x+x> (3x—x>
2-sen * Cos
lim Sen 3x +sen x — i 2 2 _
Xom sen 2x Xom sen 2x
. 2-sen(2x)-cos (x) .
=lim =1lim 2 cos (x) =2cos(n) =2-(-1) = -2

X5 sen 2x —
m) Lembrando que

cos (a) + cos (b) :2-cos(a;b)-cos(a;b),temos:

5x + 3x 5x — 3x
2 - cos (7) - cos (7)
lim SOS5X+cos3x _ . 2 2
cos x n cos X

X5 X =5
2

NE}

=2cos<4-%):2cos(2n):2-1:2
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n) Consideremos as férmulas de transformacdo em produto:

COS(a)fcos(b):72.Sen(a;b)_sen(a;b)

sen(a)—sen(b):2.C05<a+b)_sen<a—b>

2 2
Assim: _2_Sen(3x+x)_sen(3x—x)
i COS3x—cosx _ oy 2 2 ~ tim —2 - sen (2x) - sen (x) _
x>nsen3x—senx |z 3x + X 3x — X <& 2-cos (2x) - sen (x)
2 2-cos sen 2
2 2
sen (24 _ tg (2%)] = —t (2 “)— tgn =0
M| cos (2x) Xlﬁ[ g()] = -tg|2-5|=-tgn=

0) Lembremos que:

X
sen ( >+cos <2>
_ X X)) _5, X)), X
senx—sen<2+2) 2 sen<2> cos<2>
Assim:

— aan? [ X 2(X . X}, X) =
1+ sen x = sen <2>+cos (2)+2 sen<2> cos(z)

2
X
sen (2) +cos<2>}
Pela formula de adigdo de arcos:
sen (1 + 5) = sen <£> - cos <1> + sen <£> - cos (E) = 42 - cos (1) + sen (1) . 42 =
4 2 4 2 2 4 2 2 2 2

12 cos (%) + sen <§>

2
Portanto: 2
sen || + cos (—)] (i)+ (i)
. 1+ sen x (2> 2 . SR\ Teosiy
lim =1 G =1 N =
x> T mo,Xx| x-% {2 X X x5 N
259“(44‘2) ZT-cos(i)+sen(5) 2 5
(n) (n)
2 2 n ) 42 2 2
_sen 5| tcos |\ _sen<4>+cos(4)_2+2_2.2_2
- A2 B 42 o2 2
2 2 2 2
. Jx -1 . Jx -1 . Jx -1
a) lim =lim =lim =
x—>1 X —3x+2 x—>1 (X—l)(x—z) x—>1 («/7_1)<&+1>(X_2)
1 _ 1 _ 1

s (x+1)x-2) ({T+1)a-20 @Q+1(-1)
x=1-1 («Jx—l—l x+2+2 Jx—1+1):

b) lim —— =1lim
)HZJH -2 x=>2\Jx+2-2 Jx+2+2 Ix-1+1

—lim(x_l_l-‘/x+2+2 :lim“jx+2+2—“j2+2+2—2+2:2

xs2\x+2-4 [x-1+1) x=2Jx-1+1 2-1+1 1+1

9 lim Jx — —~J2x—9:1im \x-4-2x-9 dx+4+3 Ix-4+2x-9)_
+8 T xrd-3 x| Jx+d4-3  \x+4+3 dx-4+2x-9
g (X2A x99 xFa+3 | [ x-5  Jx+4+3 )_
x5S x+4-9 x—4+Jd2x-9) =55\ X=5 Jx—-4+{2x-9

_ . 1im( JX+4+3 )7 9+3
55\ fx—4 +42x -9 J1+41

@l X8l @99 (W3R 3)x+9)
)x]{gr 37x~>9 f—3 7x1~r>]% &—3 N

= lim (Jx +3)x +9) = (49 +3)(9 + 9) = (3 + 3)(18) = 6 - 18 = 108

w1 WX -DEen) (W - )(8x 4 1)(Vx 4 1)
e) lim =lim = lim =
Xﬁlﬂ;—l x—>1 4x—1 x—>1 ‘{];_1

=lim (Yx +1)x +1) = (VT + 1)1 +1) =1+ D1 +1)=2-2=4
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o lim 16-X _ g (4—&)(41“&)_1. (2 - 4x)(2+ )2+ 4x)
)xlr?sz_ﬁ/;_xlj'% 2 —4x —XLH}6 2 —4x -

= lim (2+4)(2+¥x) = (2 + 416)(2 + J16) = 2+ 2) - (2 + 4) =4 -6 = 24

x-g . (x-2)¥x 2. +a)
oM -2 X -2 -
:lirr;(%]F+2-§/§+4):%/?+2-%1§+4:4+2-2+4:4+4+4:12

o x 41 Ax +1 L 1 _ 1 _
h) lim 51 - Jim = lim = =
o ST (Ax ) - 1) (AR Uk +1) ({7 -1 1)
-1 _1

1+1+1) 3

a) Vamos resolver esse problema de dois modos diferentes.

1° modo: resolugao gréfica

x2-25 (x+5)(x-5)
Para x # 5, temos ~_5 = -

=x+5

Logo, a parte do grafico de f obtida para x # 5 é a reta de equagdo y = x + 5 com excecdo
do ponto (5, 10).

A parte do gréfico de f obtida para x = 5 é o ponto (5, a).

Uma possibilidade para o grafico de f é aquela em que o ponto (5, a) estd acima do pon-
to (5, 10), isto é:

101 :

Nessa possibilidade, a fungéo é descontinua em x = 5, pois, considerando no eixo Oy uma
vizinhanga ]p, q[ de a, com p > 10, néo existe no eixo Ox vizinhanca reduzida de 5, V(5),
tal que todo x de V(5) tenha imagem em ]p, q[, através de f.

Raciocinando analogamente sobre a possibilidade de o ponto (5, a) estar abaixo do ponto
(5, 10), concluimos também que a fungdo é descontinua em x = 5.

Resta, portanto, analisar a ultima possibilidade, que é a de o ponto (5, a) coincidir com o
ponto (5, 10). Nesse caso, o grafico de f é uma reta e, portanto, sua equacéo é polinomial;
logo, f é continua em x = 5, pois toda fun¢éo polinomial é continua.

Concluimos, entéo, que f é continua em x = 5 se, e somente se, a = 10.

2° modo: resolugao algébrica
A funcao f é continua em x = 5 se, e somente se:
lim f(x) = (5)

Como o célculo do limite de f(x) para x tendendo a 5 estuda a variagdo de x em vizinhangas

2 _
reduzidas de 5 e, portanto, x # 5, esse limite é igual ao limite de XX — %5 para x tendendo a
5, isto é:
2 _ X+5)(x—5
Jim X225y BFIRTD) s 545 -10
x55 X—05 x—5 x—5 x—5

Concluimos, entdo, que f é continua em x = 5 se, e somente se, f(5) = 10, ou seja, a = 10.
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b) Vamos resolver esse problema de dois modos

diferentes.

12 modo: resolucdo grafica

X -1 @-1DE+x+1)
Parax#l,temosx_l— X1 =

=x+x+1

Logo, a parte do grafico de g obtida parax # 1
é a pardbola de equagéo y = ¥* + x + 1 com
excecao do ponto (1, 3).

A parte do grafico de g obtida parax =1é o0
ponto (1, b).

Uma possibilidade para o grafico de g é aquela
em que o ponto (1, b) estd acima do ponto
(1, 3), isto é:

Nessa possibilidade, a funcao é descontinua
em x = 1, pois, considerando no eixo Oy uma
vizinhanga |p, q[ de b, com p > 3, ndo existe
no eixo Ox vizinhanga reduzida de 1, V(1), tal
que todo x de V(1) tenha imagem em |p, q|,
através de g.

Raciocinando analogamente sobre a possibi-
lidade de o ponto (1, b) estar abaixo do ponto
(1, 3), concluimos também que a funcao é
descontinua em x = 1.

Resta, portanto, analisar a dltima possibilida-
de, que é a de o ponto (1, b) coincidir com o
ponto (1, 3). Nesse caso, o grafico de g é uma
parédbola e, portanto, sua equagdo é polino-
mial; logo, g é continua em x = 1, pois toda
funcéo polinomial é continua.

Concluimos, entdo, que g é continuaemx = 1
se, e somente se, b = 3.

2° modo: resolugédo algébrica

A funcdo g é continua em x = 1 se, e somente se:
lim g(x) = g(1)

Como o calculo do limite de g(x) para x tendendo

a 1 estuda a variacdo de x em vizinhancas redu-
zidas de 1 e, portanto, x # 1, esse limite é igual

3 _
ao limite de f{ — 11 para x tendendo a 1, isto é:
o1 G- ExT)
lim =lim =
x—>1 -1 x—>1 x—-1

=1irr}(x2+x+1)=12+1+1=3

Concluimos, entdo, que g é continua em x = 1
se, e somente se, g(1) = 3, ou seja, b = 3.

a)

b)

b)

<)

d)

f)

A funcéo f é continua em x = 9 se, e somente se:
lim f(x) = f(9)

Como o calculo do limite de f(x) para x tendendo
a 9 estuda a variacdo de x em vizinhancas redu-
zidas de 9 e, portanto, x # 9, esse limite é igual

ao limite de ji_ 93 para x tendendo a 9, isto é:
X —
lim =0y €S

X4)9J_—3 x~>9(&_3>(&+3>
. (x-9(x +3)
=lim————Fo——
x—>9 x—-9
Concluimos, entdo, que f é continua em x = 9 se,
e somente se, f(9) = 6, ou seja, a = 6.
A funcgdo g é continua em x = 8 se, e somente se:
lim g(x) = g(8)
Como o calculo do limite de g(x) para x tendendo
a 8 estuda a variacao de x em vizinhancas redu-
zidas de 8 e, portanto, x # 8, esse limite é igual
x—8
Ix -2
‘_38 (x—8)[(3~/§>2+23~/§+4]
lirré T = lin% ; =
CEAx -2 (3&—2)[(3&) +23&+4]
(x - 8)[(3&)2 +2%x + 4]

= lim =
x—>8 x—8

=>1(i£r}3[(3«/§)2+2%J§+4]=(%J§)2+23«/§+4=12

Concluimos, entdo, que g é continua em x = 8
se, e somente se, g(8) = 12, ou seja, b = 12.

=lim (Jx +3)=y9 +3=6

ao limite de para x tendendo a 8, isto é:

sen 5x

)1(1£r(1) 5x =1

lim €8 4x _ lim 4  sen4x _

x—0 X x>0 4 X

zlimi- sen4x:li i-lim sen 4x _
x>0 1 4x x50 1 x50 4x

=4-1=4

. 5sen2x _,. 10sen2x _

lim = lim =

x—0 X x—0 2x

:lin%m-hn%M:mq:w

lim Sen 3x _ lim 3 .sen3x _

x—0 2x x50 3 2x

=lim§- Sen3X=Iim§-lim sen 3x _
x50 2 3x x50 2 x50 3x

3.3

=213

Fazendo x — % =t,temost— % - % =0quando

T
X3 Logo:

sen (x—%)
lim =lim S0t — 4
NN X_£ t—-0 t

7 7
T o_ A _mo_

Fazendo 4x — T = t, temos t — 05 - 0
quando x — % Logo:

sen (4x—£)
. 5 sent _
lim = =1
xa% 4x_% t—0 t

14

<. MODERNA



MODERNA!
PLUS

Resolucdes

MATEMATICA 3

PAIVA

h

=

i)

J)

k)

)

Introducdo ao calculo diferencial:

(10N limite de uma funcdo

sen 3x——> sen <3x——)
i 3 5) _
im = lim = - =
xoE g _ T o 3 x—- -~
15 15 15 15
sen(3 _f)
= lim 3: lim p =
X Xﬁlls 3x_§
sen <3x—%)
=3. lim p
X”Tns 3X*§
Fazendon—%:t,temostai—g—%zOquando
x = -~ Logo:
15 - Logo:
T
sen (3x - E) sen <3x—§)
lim ———— =3 lim =
x> X T g X L
15 15 15 15
=3.1im 3Bt 3.1
t50 t
4 lim sen 4x lim4—x-sen 4x
lim sen 4x _ x.~>0 _ x—0 4X —
X—0 sen 6x )1(131}) sen 6x 3 67)(_Sen 6x
x50 6X
lim 4x - SEX piy gy Jiy S
_ x—0 4x _ x—0 x—0 4x —
lim 6x - SEB8X  1i 6x - lim SCRLEX
x—-0 6x x—0 x—-0 6x
s R SN |
lim6x-1 x>506x x>506 6
x—0
lim 1
. X T 1 _ x>0 _ _
lim = lim = ===1
x50 SeNn X x50 Sen x lim sen x 1
x—-0 X
Como % — x é o angulo complementar de x,
temos cos (%—x)= sen Xx.
Logo:
(5
cos | —x
lim 2 = lim S€2X =
X0 8x x>0 8x
.1 senx .1 .. senx _
=lim = - =lim < - lim —— =
x50 8 X x50 8 x50 X
1,1
=g 1%
no_ 3r_ & _
Fazendo 3x — 5 = t,temost — 3 > 0
quando x — %
sen <3x—£)
. cos 3x . 2
lim = lim — -
X=>F 3x 7 X—>g 3X—7
.. sent
_}go t =1
-3
sen |x — =
. cos X . 2
lim ———=1lm ———— =
x_)%‘l-X—ZTC x—>% 4( _1)
)
sen (x——)
2
= lim + - lim =11
x4 £ T 4 4
X%z X‘)z X—i

f

<. MODERNA

= lim

X =

6

= lim

b
6

sen 4x

. tg4x .
a) lim ——=1lim ——— =
x50 X x>0 X+ COS 4Xx

4 sen4x 1
X

=hm|z-

=1lim 4 -

sen 4x 1

x>0 4x

= lirr% 4 - lim

x—0

1

sen 4x

cos 4x

cos 4x

1

- lim =
4x x50 COS 4x

1

=4-1

b) i tg 8x
) im o 5x

8x
. cos 8x
= lim
x—=0 5x
cos 5x

8x

"cos (4-0)

=4'cos(0):4.

8x  sen 8x
8x  cos 8x

=lim c———F— =
x>0 5X  sen 5x

5x cos 5x

. sen 8x

8x

. sen 5x

5x

sen 8x

. cos 8x
= lim
x—-0 5x

x>0 8x

sen 5x

cos 5x

8x
im
X>0 COS 8Xx

R

x—0 5x

,COoS5X _ .. 8
5x

x50 COS 8x

" cos(8-0)

cos (0)

g  cos (0)

5

Cos X

sen x —sen -

T
6

1=4

. cos 5x
5

c) lim x cotgx = lim x = lim
x—0 x—0

=lim ——
x—0 Sen x

sen x

X
x->0 S€n X

COsS X =

-lir%cosle-cosO:l-lzl
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. 1-—cosx _ ;. COS 2T — COS X _
d) xl T 2n - - xhﬁnzln 21 — X a
Exercicios técnicos
(21: + x) (Zn - x)
—2 sen sen .
— lim 2 2 J_ a) Verdadeira.
X 2m 2m — X Ointervalo ]7 — p, 7 + p| esta definido em torno
de 7, e 7 pertence a esse intervalo.
2n + X 2n — X
—sen 7 sen 5 o
= lim = 7-p 7 7+p
X 2n 2n — X
2 Portanto, o intervalo |7 — p, 7 + p[ é uma vizi-
nhancga completa de 7.
sen (Zn - x)
. an+ x| 2 B b) Falsa. -
= jm —sen A T T x Para]a — 2, a + 3[ ser uma vizinhanca completa
2 de 5, devemos ter:
o 42 a—2<5<a+3
n + 2% . .
= —sen( 5 ) -1=0-1=0 Comisso,a —2<5ea+3>50useja,a<7e
a>2.
4 4
¢) lim Se;}":lj—)o(seQ") = 14= Logo,2<.a<7.
c) Verdadeira.
. sen‘x _ .. sen’ x _ Para ]a — 2,b + 4[ ser uma vizinhanc¢a completa
f) lim —— =1 . x|=
X0 % X550 X de 3, devemos ter:
. a-2<3<b+4
— lim SR X —1.0=0 . .
Jm < Jmx = = Comisso,a —2<3eb+4>30ouseja,a<5e
b>-1.
sen’ % sen’ % d) Verdadeira.
g }gr}) PR ,1(12% . X = Vejamos uma representacdo geométrica:
9 —0
p 3p 2p
2
1 sen o sen o
= lim 5 - lim x lim x Notemos que - € o ponto médio do intervalo
3 3
Ip, 2pl.
- % 1.1 = % Portanto, p, 2p[ é uma vizinhanca completa
3
de TP
h) lim 1 - cos x — 1 cos0—cosx _
x>0 x2 x>0 x? e) Falsa.
Para que um intervalo seja uma vizinhanga
-2 sen (%) sen (— 5) reduzida de um numero a, esse intervalo deve
=1i 5 = apresentar valores menores e valores maiores
X0 X que a e, portanto, o nimero a ndo pode ser
X X uma das extremidades do intervalo. Veja que
) 2 sen (j) sen |\ [5, 8] — {5} =5, 8[ nédo possui elementos menores
= lim 2 = que 5.
f) Verdadeira.
2 sen’ (%) 2 sen’ (%) Para que um conjunto seja uma vizinhancga
= lim 3 = lim = do nimero 0, esse conjunto deverd apresentar
xo0 X 20 g, XT valores menores que 0, que sdo niimeros nega-
tivos, e valores maiores que 0, que sdo numeros
ositivos.
2 sen’ (%) 2 1 g i
= lim T lim ——— = i g) Verdadeira.
X0 & X0 (5) Por exemplo, sejam:
2 a=2 V)=V =]13[
o s COS2X—cos’x _ b =6,V() =V(e) =]57[
) lim=—""7———= :
X50 X Observe que:
- lim cos® x — sen® x — cos® x V(2 Nvie) =<
x50 X2 h) Verdadeira.
—sen’ x Provemos por redugdo ao absurdo que a = b (ane-
= lirr}) = xamos a negacdo da tese a hipdtese e chegamos
* X a uma contradicio).
= lim (-1) - lim 22X . }jm 362X Hipétese: V(a) N V(b) # &
X — x—0 x—0 X
Tese:a=b
=-1-1-1=-1 Negacdo da tese:a <boub <a.
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Vamos demonstrar somente o caso em que a < b
(o caso em que a > b pode ser demonstrado de
maneira semelhante).

at+b

Se a < b,entdo, a < 5 < b.
Assim, quaisquer vizinhangas reduzidas V(a)
e V(b), com V(a) = |p, 252/ e V(o) = 252, 4|,

comp < aeq>b,sdo tais que V(a) N V(b) = &,
o0 que contraria a hipétese, segundo a qual
V(a) N V(b) # @. Logo, a ndo pode ser menor
que b.

De maneira analoga, prova-se que b nao pode
ser menor que a.

Conclui-se, entdo, que a = b.

i) Falsa.
Sejam:a =2,V(a) =V(2) =]1,3[ - {2,b=6e
T(b) = 7(6) = 12,7[ - {6}
Para esses valores, temos:
V(@) N V(b) = ]2, 3]
V(a) N V(b) # T

Note que %b =2 ; 6_ 4, que nao pertence a
vizinhanga V(2).

a) Os extremos da vizinhanga completa e simétrica,
de raio 3, do niimero real 7 sdo os nameros (7 — 3)
e (7 + 3); logo, essa vizinhanca é ]4, 10][.

b) A inequacdo da alternativa II representa a vizi-
nhanca descrita no item a, pois:

x-7/<3=> -3<x-7<3
s34+ 7<x<34+47=>4<x<10

Ou seja, o conjunto solugao S dessa inequacao,
no universo R, é dado por: S = 4, 10]

c) Os extremos da vizinhanca completa e simétri-
ca, de raio 10, do nimero real 4 sdo os nimeros
(4 — 10) e (4 + 10); logo, essa vizinhanca é | -6, 14].
Representando-a no eixo real, observamos que
o ponto M de abscissa 4 é o ponto médio do
segmento que a representa:

10 M 10

| I

-6 4 14  x

A distancia de qualquer ponto P dessa vizinhan-
¢a ao ponto médio M é menor que 10; assim,
indicando por x a abscissa de P, temos:

|x — 4| <10

A vizinhanca reduzida e simétrica de raio r do nu-
mero real g, é representada pela inequacao:
0<lx—al<r

Portanto, a vizinhancga reduzida e simétrica de raio
6 do numero real 2, é:

0<lx-2/<6

Alternativa a.

Temos que 6 €6 — a, 6 + a[, para qualquer nimero
positivo a.

Supondo que existisse outro numero 6 + k, com
k > 0, pertencente a todas essas vizinhangas, deve-
riamos ter k < a, para qualquer nimero positivo a.

Essa suposicao nos conduz a um absurdo, pois para
a = k teriamos K < k. Analogamente, teriamos um
absurdo ao supor que existisse outro niimero 6 — k,
com k > 0, pertencente a todas essas vizinhancas.
Concluimos, entdo, que 6 é o Gnico numero per-
tencente a todas as vizinhancas da forma 16 — aq,
6 + a[,com a > 0. Logo, a interseccdo de todas elas
é o conjunto {6}.

De acordo com a justificativa do exercicio anterior,
temos que a interseccdo de todas as vizinhancas
simétricas |4 — a,4 + a[,com a > 0, é o conjunto {4}.
Assim, se considerarmos as vizinhancgas simétricas
reduzidas de 4,isto é,]4 — a,4 + a[ — {4},coma > 0,
teremos como intersecc¢ao de todas elas o conjunto
vazio.

a) Para x = 0, temos f(0) = 12;
Para f(x) = 0, temos x = 4.
Logo, o grafico de f é:

y

lim (=3x +12) = lim (-3x) + lim 12 =
=-3:0+12=-0+12=12
Simplificando a fracdo, temos:
xXX-6x+8 _(x—-2)x—4)
x—2 xX—2
rente de 2.
Para x = 0, temos f(0) = —4;
Para f(x) = 0, temos x = 4.
Logo, o grafico de f é:

b

-~

= x — 4, para x dife-

y

5

xz6x+8):hm((x_2)'(x_4)>=

lim(
X2 x—2

x—2 (x—2)
=li£r%(x—4)=li£n2x—li£nz4=2—4= -2

c) Simplificando a primeira expressdo da funcao,
temos:
-1 _&E-1x+1)
x—-1 x—-1
de 1.

= x + 1, para x diferente

17
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Assim:

x+1,sex#1

f(x):{S,sex=1

Para x = 0, temos f(0) = 1;
Para f(x) = 0, temos x = —1.

Logo, o grafico de f é:
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f

f) Parax < 3, temos:

y
S51-e
1 |
71_/ |
/0 1 0 X
: Para x > 3, temos:
(=) (k=D -x+T) y
lim =lim|—————|= :
x51\ X — Xo1 (x—l) E

=limEx+1)=limx+1liml=1+1=2
x—1 x—1 x—1

d) Como o coeficiente do x* é positivo a concavidade

do gréfico é para cima.

Encontrando as raizes, temos:
¥-x=0=xx-1)=0

SoXx=0oux=1

As coordenadas do vértice sdo:

_(1)2_1__;
Yyo=\32 27 "2

Logo, o grafico de f é:

y
0™ X
lim (x* — x) = lim x> — lim x =
X —2 X —2 X—2
=22 -2=4-2=2
e) y
4
3
2

-

-5 -4 -3 -2 —1

=2 0

y

-2
-3
-4

lim (l) I L

x->2\X lin;x 2

3 4 5 «x I) No eixo Ox, quando nos aproximamos do
: ponto de abscissa 3 pela direita, ou seja,
quando fazemos x tender a 3 por valores
maiores que 3, f(x) aproxima-se de 5 ou,
ainda, f(x) tende a 5.

II) No eixo Ox, quando nos aproximamos do
ponto de abscissa 3 pela esquerda, ou seja,
quando fazemos x tender a 3 por valores
menores que 3, f(x) aproxima-se de 9 ou,
ainda, f(x) tende a 9.
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Por I e II, constatamos que, quando x tendea 3 a) lim xX=2
pela direita e pela esquerda, f(x) tende a dois
valores diferentes. Por isso, ndo existe lirr% fx). b) hm (X" +x) = hm X+ )1(1£n X =
g) y =(11rr§x>+hngx=(3)+3=9+3=12
1 : ¢ lim (¥’ +6) =limx*+lim6 =
H 2 2 2

,,,,,,,,,,,,, -R----H-- s ,,,,,,,,&,,,,,,,,, X — X - X—
*2“/—\ 2 2 /s : =(1irr%x)3+6=(2)3+6=8+6:14

= d) lim (¢ +x* —x+7)=
11rr}x + hmx - hm X+ 11m7—
i - im x| = sen (&)=L - _
jﬂsenx—sen<}:rri x)—sen(6>— 3 § (}gr} x) (Xlgr}l x) -n+7
6 6 B

=(-1P+(-1)°+8=-1+1+8=38

Os graficos das funcoes f e g sdo representados nas o) lim (@x° + 48 - 5) =

figuras 1 e 2, respectivamente:

Figura 1 = lim 2%° + lim 4x? — lim 5 =
y =2-lim x*+4- lim x¥*-5=
: X — -2 X— -2

=2-(-2°+4-(-2°-5=
=2.(-8)+4-4-5=-5

£) lim —X— - lime  (lmx)

¥532+x* lm@+x) lim 2+ lim x?
Xx—3 X—3 Xx—3

w27
2+ (lin% x)2 2+@37 11

lim (g ©f)(¥) = lim 9( () = g[lim (3] =

xX—5

_ - 10 n-10)\ _
=g(10) = 1+sen< 20 )+cos< 20 )f

:1+sen%+cos%:1+1+022

y a) falsa, pois:
: lim g(x) = lim xzz(lim x>2:12:1#3
x—1 x—1 x—1
b) falsa, pois:
Jim gt - Jim x = 1

g9
Como calculado no item a, lim g(x) =1
. lim g(x) = lim g(x) .
x—1" x—-1
4 c) falsa, pois:
3 lim g(x) = lim g(x) =1 = limg(x) = 1
Eg(1) =
1irrl17 g(x) # g(1)
_‘Q > d) Falsa, pois, como visto noitemd, lirrll g(x) # g(2);
: logo, g nédo é continua em x = 1.
Assim, respondemos aos itens: e) Verdadeira, pois, o grafico da funcéo g é:
a) V, pois, para x tendendo a 2 pela direita, f(x) tende y
as. :
b) F, pois, para x tendendo a 2 pela esquerda, f(x) :
tende a 3. 4
) F pois, lim f(x) # lim f(x). 3
x—2" x—2" :
d) V, pois, para x tendendo a 2 pela direita, g(x) tende 2
a3. 1
e) F, pois, para x tendendo a 2 pela esquerda, g(x) |
tende a 3. 10 X
f) V, pois, lim g(x) = lim g(x). '
x—2" x—>2



Resolucdes 20

MATEMATICA 3

PAIVA

Introducdo ao calculo diferencial: 6

(10N limite de uma funcdo

Assim, observamos que:
o grafico de g, correspondente aos valores de x
do intervalo aberto I, = |1, +oo[ é uma linha sem
interrupgoes; logo, g é continua em I;;

o grafico de g, correspondente aos valores de x
do intervalo aberto I, = | —, 1] é uma linha sem
interrupgoes; logo, g é continua em L.

Logo, g é continua no conjunto reunido desses

intervalos, I, U I, ou seja, g é continua em R — {1}.

Alternativa e.

3 lims 3 B

a) lim p = =

2 cos x )1(12’(1) COS X  (os (liﬂ x)

-3 _3

T cos(0) 1
P+ 2 —2x+ 1) (x + 3)

b) lim 3 =
X2 x*+1)(x+2)

lim (x*+2x) - lim *X-2x+1)- lim (x + 3)

=3

lim (x* + 1) - lim (x +2)

(2+2:2)(22-2-2+1)-(2+3)

- 22+1)-(2+2) -

(8+4)-(4-4+1)-(2+3) (12)-(1)-(5)

B @+1)-2+2 (5@
¢ lim (3%* + 5x)° = (Xlirgz (3%* + 5x))8 =

=(B-(-27+5(-2)=(3-4-10"°=

= (12 - 10)* = (2)® = 256

d) lim cos® (x) = <lim cos (x))6 = (cos <%>)s =

xoF
4

=@Zf,§=1

2 64 8

e) liianngfx:\/liinz(2x3fx):«J2-2372:
=J2-8-2=416-2 =414

f) lim |x5—2x+2|=‘)1(im (x5—2x+2)’=

=[1°-2-1+2/=l1-2+2/=1
g) 1in}5’<:52:25

h) lim (senx-cosx) = ( lim sen x) . ( lim cos x) =

n
X — X o =

x5 X
12

12 12

~ sen () cos 5

Sendo sen (2a) = 2 sen (a) - cos (a), temos:

T
' sen (E) cos ( )
lim (senx-cosx) =

2-sen<%).cos( ) sen<2 )

2 2
T 1
sen(—| X
- ﬁ -2_1
2 2 4
i) lim (cos’ x — sen’ x) = cos’ (%) — sen’ (%)

8
Sendo cos (2a) = cos® (a) — sen? (a), temos:

lim (cos® x — sen”x) = cos (2 . %) =
= cos (1) 12
B 4

X o

T2

5n
. 2tg x 21tg (E)
j) lim —— ex -
X5 _ 2 20
" -t (12)
2tga
Sendo tg (2a) = ————, temos:
1-tg a
5n
2tg x _ 21tg (E)

1m 1-tg®x
., g 1t (_72t)

-3l -2

a) Afuncgédo fé continua em x = 1 se, e somente se:
lim () = (1)
Como o cdlculo do limite de f(x) para x tenden-

do a 1 estuda a variacdo de x em vizinhancas
reduzidas de 1 e, portanto, x # 1, esse limite é

igual ao limite de 2X Xf_xlf 1 para x tendendo a
1, isto é:
1

2 x—1<x+—)
Hmwzﬁm¥:
x—1 x—1 x—1 x—-1
i 1)_ 1)_
—)1(1£n12(x+2>—2<1+2)73

Concluimos, entdo, que f é continua em x = 1 se,
e somente se, f(1) = 3, ou seja, a = 3.

b) A fungdo g é continua em x = -2 se, e somente
se:

Alim g(x) = g(-2)
Como o calculo do limite de g(x) para x tendendo

a —2 estuda a variag@o de x em vizinhancas re-
duzidas de —2 e, portanto, x # —2, esse limite é

igual ao limite de :2 para x tendendo a -2,
isto é:

K48 L K -2w+4)
x5>-2 X+2 x5 X +2

= lim X —-2x+4)=(-2"-2-(-2)+4=12

Concluimos, entdo, que g é continuaem x = -2

se, e somente se, g(—2) = 12, ou seja, b = 12.
Existe llir(l) f(x), pois no célculo desse limite consi-
deramos apenas valores de x diferentes de zero:

31,2
x  dx
lli%f()‘lli%f lim 5=+ e

31,2 3[,2
. ox-Ax . ox-Ax .
= lim = lim =lim ¥x* =¥30* =0
x—0 3 X3 x—0 X x—0
Para f ndo ser continua em x = 0, devemos ter
f(0) # linr(lJ f(x). Assim, concluimos que o conjunto S
X—

dos possiveis valores de k de modo que a funcéao f
seja descontinua em x = 0 é:
S={keRIk # 0}

a) lim 4-sen3x _ li 3. 4-sen3x _
x—0 5x x50 3 5x
-1 Q.sen3x:hmg.hmsen3x:£
x50 5 3x x50 5 x—0 3x 5

<. MODERNA
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11 ox lim 1 —lim— =
>0 sen5x x50 Senb5x x50 5 sen 5x
6x 5 6x
- 1 -1 _,.6_6
“IMS sensx 5, 1SS
6 5x 6
Como % — x é o angulo complementar de x,
T
temos cos <§ ) = senx.
Logo:
7 cos (ﬂ—
lim 2 )y Zisenx
x—0 4x x>0 4x
- lim senleiml_hmsenx_7
x—0 4 x50 4 x50 X 4
O complementar de 1’; xé
_l_(L_X):97‘_T‘ Yx= 8r
y=27\18 18 18 "

Assim:

-5, temos

Fazendo An + x =t,quando x — 9 ,

9

taﬂ—ﬂ—o Logo:

Comosen (a —b) =sena-cosb —senb - cosa,
temos:

Sen x - cos 1) — sen <£ - cos (x) = sen (x -1
5 5 B 5

Assim:

T T
sen x * Cos (f) —sen (E) - cos (x)
lim =

oI 5x—mn
5
sen (x—l) sen (x—£>
. 5 . 5
=lim —/————=1lm ——— =
. 5x —m xo X < 1t>
5 5 - =
5(x 5
( n)
sen |{x —
1,

= lim

f)

T _ n_n
Fazendo x — T = t, temos t — T 7T

X - % Logo:

sen X - cos (E) — sen <£> + cos
5 5

A)
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= 0quando

(x)

lim

NN 5x—m

5
_ 1 sent 1 . _1
hm5 hm e 1—5

x>z

Lembrando que sen (a) — sen (b) =
a+b>.sen(a7b>,
2 2 )

senx—l=senx—sen(l)=
2 6

=2-cos<

senx—l
. 2
lim =
x> X x_l
6 6
X X T
) 2 cos(2+12>-sen(2—12)
= lim =
NN x - X
6 6
sen (X - )
=1lim |2 - cos (i ) lim =
oh 2 "12)|" 0 (x n)
6 6 2.___
2 12
. sen(2-2)
T _
=2 11rr71[cos(2+§>-7-11m =

12 2% i_i)
2 12
sen(ifl)
(n) . 2 12
=cos|¢ lim =
r (x_m
2 12
sen(i—L)
3 .. 2 12
=——"- lim
ok i_i)
2 12
T _
Fazendo X 5~ 12 =t, temost — 12 17 = 0
quando x — % Logo:
1 Sen(z,L)
. senx—§ @ . 2 12
lim ——=—/"-lim =
k3 T 2 k3
x> g X — — x> g 5_L>
6 2 12
B ysent BB
T2 t5o t 2 )
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f

g) Lembrando que cos (a) — cos (b):—2-sen(a;b)-sen<a;b):
X+ x-Z
cos(x)—cos(£>=—2-sen 4 . sen 4 =—2-ser1(£-s—£)-seni—l
4 2 2 2 8 2 8
Assim:
2 _ (1) 9.sen (X 1). 1,1)
. cosx— - . cos x — cos |7 ' 2-sen 2+8 sen |5 — 3
lim = lim = lim
. xo X X - XX Xx— =
* 4 4 4 4 4
X _I _ n_T_ o .
Fazendo 5 ~g - btemost— o — g 0 quando x — 4 Logo:
32 . (1 n). (5_1)
. cosx— - . 2 -sen 2+8 sen|{5 — g
lim = lim =
x> X X_E x> x—l
* 4 4 4
sen(£—£>
2 8
= lim [—2.sen <5+—) lim =
x—>£ 2 X—)£ X_1
4 4 4
l.sen(i_l)
2 2 8
= lim |-2-sen <1+£) lim =
x%l 2 8 x%l 5_1
4 4 2 8
_ P 1 sent
= 2 tim sen 3 + g im 3 1im *
4 4
_ E. AP 1 DA N A B
=-2 sen<8+ ) 5 1= sen(4)— 2
a) Como visto no exercicio resolvido 28, temos linr(lJ I_C% =0.
Assim:
lim —1+cosx:hm(_l—cosx>:_l.hm(l—cosx)zo
x—0 X x—0 X x>0 X
3 3 3
3 (X X X X
_ sen <5> sen(s) ’ sen(s) sen(s)
b) lim 3 = lim = lim =lim | =
x—0 X x>0 x—0 E‘X x>0 X
5 5
3
sen(i) 3
RV R S/ _ l) s_ 1
‘lﬁ’%(s) lm it — ‘(5 T =12
5
0 lim —X— = lim —X— = lim 92X X _ jiy cos 5x - lim — X =
x50 tg5x x50 sen5x x50 sen 5x X50 x50 sen 5x
cos 5x
5.4
- im ——— = 1-1im (L - —2% ) = 1im L .1 5x 1 .1
=cos 0 115% ser15x71 1@%(5 senSx)711%5 115% sen5x 5 175
sen x
.o tgx cosX _ ... [(cos3x senx | _
d) lim = lim =lm|(————==]=
x>0 tg3x x50 sen3x x50\ COSX  sen 3x
cos 3x
1. €COS3X . senx _ .. cosO .. 3 x senx | _
=li - lim = lim lim |5 =
x50 COSX x-0s8en3x x50cos0 x-50\3 x sen3x
_ . (1 senx _ 3x e 1 senx .. 3 _1 ..,_1
=1 H%(?; X sen3x)_)1<m})3 PE}) X >1<1£r‘1)sen3x_3 1-1=3

4 . 4 4
e) lim —>—=1i ( X ) = lim (m) = lim (L) lim (cosx)* = 1%+ 14 =1
x-0 tg* x x—0 th x—0 sen x x—->0 \ Sen x x—0
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f) lim SSOX _ pjpy COSSXTSENX _ yjpy (g 3y . i SEDX.
x50 tg3x x50 sen 3x X550 x>0 sen 3x
Conforme calculado no item d, lim Senx l.
x>0 sen3x 3
Assim:
. Senx _ T senx _, 1_1
lim tg3x cos0-lim wonax =1°373

- +
g) Pela identidade senp — senq = 2 - sen ( P q) - cos (p 1 ), temos:

4x7£ 4x+£
_ T o_ 2 2 |_
sen4x—1—sen4x—sen7—2-sen + COS =

=2-sen<2x—£)-cos(2x+£)

4 4
Logo:
2 -sen (2x - E) + Cos <2x + 1)
. send4x-1 _ .. 4 4/
lim = lim o =
Xﬁ% 2X—Z Xﬁ% 2X—Z
sen(ZX—%)
=lim ——— - lim 2cos<2x+%) =1-2cos<2-£+£>:1-2cos<£>=0
kS k4 8 4 2
x—og 2x_— x>y
4
. . B p+tq p-
h) Pela identidade cosp — cosq = —2 - sen 5|+ sen|~—— | temos

cos4x — 1 =cos4x —cos0 = —2-sen<4x+0>-sen(4xgo)= -2 sen’ 2x

2
Logo:
_ _ 2
lim SOSAX =1y ZZSeM Xy SeN X |y (—2sen 2x) =
x>k 2X — 1 x>k 2X — T 1o & 2X — T xo
2 2 2 2
. —sen(2x-m . sen(2x-m
=lim ——————-lim (-2sen2x) =-lim —_——— - lim (-2 sen 2x) =
x> 2X_TC x> X x> 2x -n x>
2 2 2 2
:71-(725en27n>20
x-L x+1
- 7 7
sen x — sen — 2 sen|—5——| cos |—
a) lim = lim =
n T n T
X= 5 X_7 X=>Z X—7
T
X-7
x+ L sen( 5 %_‘_%
= lim cos lim = cos -1 = cos = ~ 0,900969
o k3 i 2 7
X4)7 X‘?7 X_7
2
x+g x-L
COS X — COS s —2 sen sen
. 9 . 2 2
b) lim —— = lim =
x> L X_E x> X—l
° 9 ° 9
T
X-g
x+ X sen( L
. 9 . 2 _ 9 ' 9 _ T
= lim |[—sen - lim = —sen -1 = —-sen 5 = —0,342020
z 2 z T 2 9
XA)Q X‘?B X_§
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1 cosx—1
. 1l—secx _ .. COS X . Cos X
a) lim ———— =lim =1 =
x—0 X x—0 X x>0 X
(cosx —1) (cosx+1)
] cos x (cosx+1) . (cos?x—1) 1 1
= lim =lim . v
x>0 X x50  COS X (cosx+1) X
Lembrando que sen’a + cos’a =1 = cos’ a — 1 = —sen’ a, temos:
. 1-secx .. —sen’x 1 _
lim ————— = lim . =
x—0 X x50 €COSX  (cosx+1)-x
_ .. Senx —sen x . Senx .. —sen x _
lim . = lim - lim =
x50 X cos x(cos x +1) x50 X x>0 cos x(cos x + 1)
—1. —sen 0 _ 0 _0_ 0
cosO(cos0+1) 1(1+1) 2
1y 1—-cosx
. secx—1 _ .. COSs X 1 cos X
b) lim —=—=1lim 5 =lim 3 =
x—0 X X—0 X x>0 X
(1 -cosx) (1+ cosx)
] cos x (1+cosx) (1 - cos®x) 1
= lim 5 = lim c =
x50 X x>0 cos x(1 + cos x) x

Lembrando que sen’a + cos’a =1 = sen’a = 1 — cos’ a, temos:

lim S€Cx =1 _ . sen® x 1 _
im———=lim ———————— - = =
x50 X x>0 (cos x)(1 +cosx) x
— lim 1 'senzxzi 1 i sen’x
x>0 (cos x)(1 + cos x) x? x50 (cos X)(1 + cos x) x>0 2
. 1 . senx) 1 1 1
=1 .(1 ) = - (1?2 = 1==
0 (cos x)(1 + cos x) A8 T x (cos 0)(1 + cos 0) @) 1(1+1) 2

¢) Lembrando que cos 2x = 1 — 2 sen’ x, temos:

lim 1= Cos2x _ 1-(1-2sen’x) ~ 1-1+2sen’x _

im > = lim 5 = lim > =
x—0 X x—0 X x>0 X

2 2 2
=limzse#=lim2-limw=lim2-<limw> =2-(12=2
x—0 X x>0 x>0 X x>0 x—0 X

d) lim sen3x ;3% ._sen3x | sen 3x 3x _
x>0 Jx+9 —3 x-0|3x JX+9 -3 x>0 3x JX+9 -3
. sen3x .. 3x _ . 3x (‘Jx+9 +3) _
=lim ——— - lim ———=1"lim . =

x>0 3x x>0 Jx+9 —13 x—-0 (JXT*?)) <m+3)
3x-(x+9+3) _ 3x-(x+9+3)

= lim =lim =
x>0 XxX+9-9 x>0 X

=lim3-({x+9+3)=3-(J0+9+3)=3-(3+3)=18

senx ..o Sen X — sen X * Cos X
i tgx—senx iy CcOS X =1 COs X _
e) lim 3 im 3 = lim 3 =
X X X x>0 X
. senx—senx-cosx\| 1 . |senx- (1 - cos x)
= lim S =lim [——————| =
x—0 COSs X X x—0 X’ + COS X
. |senx (1-cosx) . senx . |(l—cosx) (1+cosx) . 1-cos’x
=lim C— =lim -lim (—; . =1-lim —5V———
x50 X x% . cos x x50 X x>0| x*+cosx (1+ cosx) x50 X%-COS X

Lembrando que sen’a + cos’a =1 = sen’a = 1 — cos’ a:

. tgx—senx . 1-cos’x .. sen® x . sen’Xx .. 1
lim 3 =lim —; =lim —; = lim S - lim =
x>0 X x>0 X°+COS X x>0 X°+COS X x>0 X x—->0 COS X
sen x\’ 1
=(lim )~1m—:(1)2- =1
X0 x>0 COS X cos 0
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) lim X=SeDX _ (L_w>=hm Xy SENX g4
x—>0 sen x x—0 \sen x sen x x—0 Sen x x—0 Sen x x—0
. 1-cos2x . 1-(1-2sen’x) . 1-1+2sen’x _
g) lim = lim = lim =
X50 X+SEen X  x-0 X+ sen x X50 X - sen X
2
= lim 258X _ iy 28ENX iy o i SEBX _ 5. g 2
x—>0 X *Sen Xx x—=0 X x—0 x—=0 X
h) lim sen 5x + sen 3X=Iim< sen 5x sen 3x :ng‘ sen 5x R 3  _sen3x
X0 X+ COS X X50\X*COSX X+COSX) x505 X-COSX x503 X-COSX
e 5 sen 5x . 3 sen 3x | _
= lim . + lim . =
x>0 \COS X 5x X—0 \ COS X 3x
=lim —>— lim 88X,y 3 gy SN S 4, 3 4 5,3
x>0 COSX x50 5% x>0 COSX x>0 3X cos 0 cos 0
1-2 2<%—cos x) 2(cos%—cos x)
a) lim €S X _ 1im =lim ————— =
x> X xfl XX X*E x o= X*E
3 3 3 3 3 3
Tix T x T _x
3 3 T 3
2\-2 sen Sen 2 §+x sen 3
= lim = lim (-2)- lim sen - lim =
x> < X_l x> < x—o < 2 x> = X_l
3 3 3 3 3 3
2
T, X
_+_
:—2-sen323-1:—2-sen%- =-J3

b) Fazendo a mudancga de variavel: arcsen x = t, obtemos sen t = x. Assim, se x tende a zero,
temos que t tende a zero. Logo:

M2t 2 . _2
=lm 3 - lim 1=3

. 2arcsen X _ . 2t _
lim =
0 t50 sent 3

= 11m
X0 3x t50 3sent

Exercicios contextualizados

a) Temos que2m = 20 dm e 1 m = 10 dm. Assim, sendo h a medida, em decimetro, da altura
atingida pela superficie da 4gua em 1 hora, temos:
20-10-h=1200 = h=6
Logo, em t horas, a altura, em decimetro, atingida pela superficie da agua é dada por h(t) = 6t.
b) A taxa média m de variagdo de h em relacdo a t, quando t varia de 0 a 2 horas, é dada por:
h@-hO) 6-2-6-0_
2-0 2-0 B
Portanto a taxa média de variacdo é de 6 dm/h.

6

Sendo f(t) = 21 - log; (t + 1), temos:

;=3 = h(t;) = h(3) =21 -logg (3 + 1) = 21 - log 4

t,=7 = h(t,) = h(7) =21 -logg (7 + 1) = 21 - logs 8

Assim, a taxa média de variacao da altura em relagdo ao tempo no intervalo [3, 7] é:

8
ft) — f(t) 21-logs8—21-log 4 21-(logs 8 —log;4) 21 logs (Z)

t,—t, 7-3 4 4
21 - (logs 2)
= 4
Como log; 2 = %, temos:
21 1 7
=3 37478

Alternativa c.

a) A velocidade média v,,, em km/min, no intervalo de tempo de 0 a 3 minutos é dada por:

by 250 =8O _17-2
mT T 3-0 3-0

Ou seja: v, = 5 km/min
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b) A aceleracdo média a,,, em km/min? no intervalo
de tempo de 0 a 3 minutos é dada por:

o = u(3)-v(0) g-2
mT  3-0  3-0
Ou seja: a,, = 2 km/min?
c) Avelocidade média V,, em km/min, no intervalo
de tempo de 1 a 3 minutos é dada por:

2

s@) —s(1)
Vu="3=1
3 +2-3+42-(12+2-1+2)
= 31 =

Ou seja: Vy, = 6 km/min
d) Aequacdo do segmento deretaCD éu(t) = 2t + 2,
com O < t < 3. Assim, a aceleracdo média A, no
intervalo de tempo de 1 a 3 minutos é dada por:
v(3)-v(l) 2-3+2-(2-1+2)
Au=—"3—1 = 3-1 =2
Ou seja: Ay, = 2 km/min?

s(t) —s(1)

e lim ——7— =
?+2t+2-(12+2-1+2)
t—>1 t*l
o EA26-3 (DY)
T o t—1 Tto1 t—1 N

=lim (t+3)=1+3=4

Esse limite representa a velocidade instantanea
do veiculo no instante 1 min, ou seja, nesse ins-
tante, a velocidade do veiculo era de 4 km/min.

o g MO V@) | 242-(20149)
)tlg} t—1 _t1£1-11 t—1 -
_ 2t -1
lim 22 2070,

t—o1 t - 1 t—o1 t - 1
Esse limite representa a aceleracdo instantanea
do veiculo no instante 1 min, ou seja, nesse ins-
tante, a aceleracdo do veiculo era de 2 km/min?

a) Sendo 0 e 10 os instantes, em minuto, em que
se iniciou e se terminou o resfriamento da barra,
respectivamente, temos que para qualquer valor
da variavel t,com 0 < t < 10, existe T = f(t) e T
assume todas as medidas, em grau Celsius, do
intervalo [40, 50]. Assim, concluimos que a func¢éo
T = f(t) é continua em todo o seu dominio [0, 10].

Outra explicacdo possivel:

O grafico da fungao T = f(t) para0 < t < 10 é uma

linha sem interrupc¢des; logo, a funcao T = f(t) é

continua em todo o seu dominio [0, 10].

Outra explicagdo possivel:

As condicbes seguintes garantem que a funcao

T = f(t) é continua em todo o seu dominio [0, 10].
Para qualquer valor t,, com 0 < t, < 10, temos

que: lim f(t) = f(to)
Iim £(t) = £(0)
lim_£(9) = £(10)
x— 107
Indicando por 0 o instante inicial do més de ja-
neiro e por 2 o instante final do més de fevereiro,
vamos indicar por p = f(t) a fungdo que expressa

o preco do tomate, em real, em fungao do tempo,
em més.

b

~

Assim, temos que para qualquer valor da varia-
velt,com 0 < t < 2, existe p = f(t), porém p néo
assume todos os precos de R$ 4,50 a R$ 4,80; por
exemplo, p ndo assume o preco R$ 4,70.

Logo, a fungdo p ndo é continua em seu dominio
[4,50; 4,80].

a) Parax = 1,temosy, =1 =1
Para x = t, temos y; = t
b) O coeficiente angular m,; da reta AB é dado por:
CYs—Ya -1 _ (t+1)(t-1)

mAB_xB—xA_t—l_ t—1
=S>my=t+1
N (O (B
t51 t—1 t51 t—1
t+1t-1 .
L —limt+1)=1+1=2
t—1 t— t—1
d) Esse limite é o coeficiente angular da reta tan-

gente ao grafico no ponto de abscissa 1, isto §,
no ponto A.

a) Sendo O, e O, os centros das circunferéncias C,
e C,, respectivamente, temos:

r S

b) Nao, porque o ponto P admitiria duas tangentes
(o mesmo aconteceria com o ponto Q).

r S

Q

a) Indicando a lei de associagdo da funcao f por
y = 4x — 5, obtemos a inversa de f do seguinte
modo:

permutamos x e y, obtendo: x = 4y — 5;
isolamos y na equacgdo anterior, obtendo:
X+5
4
Concluimos, entdo, que a inversa de f é a funcao:
x+5

fe =2
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f

b) Indicando alei de associagdo da fungdo g pory = %, obtemos a inversa de g do seguinte
modo:
2y+1
permutamos x e y, obtendo: x = - ;
. - . Lo 4x+1
isolamos y na equacdo anterior, obtendo: y = ~_2
Concluimos, entéo, que a inversa de g é a fungdo: g '(x) = %

a) (fog)x) =flgx) =2(x>+1)*+4(x*+1) = (fog)x) =2x"+8x* + 6
b) (gof)(X) = g(f(x) = (2 + 4x)* + 1 = (gof)x) = 4x* + 16x° + 16x* + 1

Matematica sem fronteiras

o SO-SUT0) _seoso 5@ -10) . S(t+ JT0)(t— T0)
v=1m ————F———=1lm —F—= lIlm ——F— = lim =
t— {10 t— 410 t>410 t — 410 t->410 t— 10 t— {10 t — {10

= lim 5(t + 410) = 5(J10 + {10) = 1010
t—o o

Ou seja, o carro atingiu a superficie do mar a velocidade de 10410 m/s ou, aproximadamente,
31,62 m/s.

A velocidade 31,62 m/s equivale a 113,832 km/h. Logo, o carro atingiu a superficie do mar a
velocidade de 113,832 km/h, aproximadamente.

Dos estudos de Cinematica, temos:

2
s=so+uot+% 1))

U=v,+at (1)
em que o espaco inicial s, é O (zero), o espaco final s é 50 m, a velocidade inicial v, é O (zero) e
a aceleracdo a é 10 m/s’. Assim, de (1), obtemos:
50 =5t = t =410
Ou seja, o tempo de queda do automével foi de 410 s.
Substituindo v,, a e t por 0, 10 e N10, em (II), concluimos:
v =0+ 10410 = 10410

Ou seja, a velocidade com que o carro atingiu a superficie do mar foi 31,62 m/s, aproximada-
mente.

Anailise da resolucgao

COMENTARIO: A resolucéo esta errada, pois a propriedade 11£r!1z [f(x) + g(x)] = llgnﬂ flx) + 1131‘ 9(x)
pressupOe que existam e sejam finitos os limites )l(igrz flx) e )l(ig}l g(x); logo, ndo se pode aplica-la se
essas condigoes nao estiverem asseguradas. Assim, pode existir e ser finito o limite )l(liré [f(x) + g(x)]

mesmo que nao existam lim f(x) e lim g(x).

Resolugdo correta:

f(x) x+5 5x

g(x) 5x x+5

fix) +g(x) 6x+5 6x + 5

Assim, a fungdo h(x) = f(x) + g(x) é continua em seu dominio R e pode ser representada por:
h(x) =6x +5

Logo:

)l(iir(lj[f(x)+g(x)]:11£‘r})(6x+5):6-0+5:5



