Yy uld'W mMODpuLo 9

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

FORMULAS DE ADICAO, SUBTRAGAO, ARCO DOBRO, TRIPLO, METADE E PROSTAFERESE

1. FORMULAS DE ARCO SOMA E DIFERENCA
As férmulas a seguir permitem calcular o seno e o cosseno da soma e da diferenca de arcos.

sen(a+B)=sena-cosp+senP-cosa
sen(a—B)=sena-cosP—senp-cosa
cos(a+B)=cosa-cosp —sena-senf
cos(a—B)=cosa-cosP+sena-senP

Demonstragao:

AY

e ﬁ“a R (cos(c+B), sin(a+p))

% Q (cos ¢, sin ¢

X

1,0)

B, e
&>
_y

\\ /g/s (cos(-B), sin(-B))

L TR S

Sejam Q, R e S a imagem no ciclo trigonométrico de arcos com primeira determinagdo positiva o, (a+[3) e

(—B), respectivamente. Logo, AR=QS, 0 que implica AR=QS.
As coordenadas desses pontos sdo dadas por:
Q=(cosa,sena), R(cos(o+B),sen(a+P)) e S=(cos(—B),sen(—B))=(cosp,—senp).

Aplicando a férmula da distancia entre pontos, temos:

AR=QS < \/(cos(a+B)—1)2 +(sen(oc+[3)—0)2 = \/(COSOL—COSB)Z +(sena —(—sen[3))2
<>cos® (au+B)—2cos(ou+B)+1+sen” (o +B)=cos’ o.—2cosacosP +cos” B +sen” o +2senasenP +sen’ B

< 2-2cos(a+B)=2—-2cosacosB+2senasenf <> cos(o+B)=cosacosB—senasenf
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cos(a—PB)=cos(a+(-B))=cosocos(—B)—senasen(—p)=cosacosB—sena-(—senp)=

=cosocosP+senasenf
sen(o+B)= cos(g—(owﬁ)j =cos((§—aj—ﬁj=cos(g—ajcosBJrsen(g—a)senﬁ =
=seno.cosP+senfcosa
sen(o.—B)=sen(a.+(—pB))=senc.cos(—B)+sen(—B)cosa = sena.cosp —senBcoso

As formulas a seguir permitem o cdlculo da tangente da soma e da diferenca de arcos, com

a,B,oc+B,oc—B¢§+kn, keZ.

tgo+tg

tg(cc+B)=—B

1-tgoa-tgP

tgo—tg

tg(a—p)=Ee B

1+tga-tgf

Demonstragao:

sen(o+ senocosf3+senfBcosa  (senacosP+senfcosa )+ cosocos
tg(os p)= SN FB) B+senpeosa _ ( B+senpcosa) B

cos(a+p) cosocosp—senasenf (cosacosP—senasenp)+cosccosp

sena+ﬂ

cosa. cosP  tga+tgP

_sena senP  1-tgo-tgp
cosa cosf3

1

v oy tgattg(-B)  tga-tgB  tga-—tgp
t(a B)—tg(oc+( B))_l—tgoc-tg(—[i)_1—tgoc-(—th)_lthgoc-th

Exemplo: Calcule o seno, o cosseno e a tangente de 15°.

sen15° =sen(45°—30°) =sen45°cos30° —sen30°cos45° = — . ~— — —.

cos15° =cos(45°—30°) = cos45°cos30° + sen30°sen45° =

NS

3 142
- =
2 2 2

RE] )
tg45°—tg30° 3 3-y3 (3-43) _12—6\/5_2_@

tg15° =tg(45°-30°) = = = - —
& g 1+tg45°-tg30° - B3 3+43 9-3 6
3

2
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OBSERVACAO

A expressao y=asenx+bcosx, onde a? +b% %0, tem valor minimo —Va? +b? e valor maximo va® +b? .

Demonstragao:

y=asenx+bcosx = a2+b2( Senx + ———=cCosx
E e )

2 2
a b
Como | ———| +| ——=| =1 (relacdo fundamental da trigonometria), entdo podemos fazer
(\/a2+b2j (\/a2+b2J
=cos0 e =sen0. Assim, temos:

o

y =asenx +bcosx =+a% +b? (cosOsenx +senBcosx) =va’ +b* sen(x +60)
= —a’ +b? <y <va’ +b’

2. FORMULAS DE ARCO DOBRO E TRIPLO

As formulas a seguir permitem calcular o seno, o cosseno e a tangente do dobro de um arco.

4 N 4 N ( N
a2 2
€0s20.=co0s” au—sen” o
2 20, = 2tga
sen2a =2sena-Ccosa =2cosa—1 tg2a=————
1-tg°a
=1-2sen’a
\ J \, J \ J
Demonstracao:

sen2a=sen( o+ o) = senaLcos o, +SenoLcos oL = 2Seno.cos oL

cos2a =cos(a + o) = cosacosa —senosena = cos’ o — sen’ o
cos2a = cos® o —sen’ o = cos> oc—(l—cos2 oc) =2cos’o—1
cos2a =cos?a—sena = (1—sen2 oc)—sen2 a=1-2sen’a

tga+tga  2tga
l1-tga-tga 1—tg20c

tg2o=tgla+a)=
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Note que a féormula de tg2a sé é valida se 2a ¢§+kn, keZ.

As férmulas a seguir permitem calcular o seno, o cosseno e a tangente do triplo de um arco.

o3
sen3o.=3sena—4sen> cos3a = 4cos® a—3cosa tg3a = 3tgo-tg o tzg e
1-3tg°a

Demonstragao:

sen3a =sen(20 + o) =sen20.cos a + seno.cos2a. :Zsenowosoc-cosoc+senoc-(1—Zsen2 oc):

:25en0L(1—sen2 oc)+senoc—23en3 a=3sena—4sena

cos3a =cos(2a+ o) =cos2a.cosa —sen2asena = (2cos2 oc—l)-cosoc—Zsenoccosoc-senoc =

=2cos> OL—COSOL—ZCOSOL(l—COSZ oc) =4cos> o —3cosa

2t

7g2t +tga 3 3
tg2a+tga  1-tg o _2tga+tga—tg'a  3tga—-tg o
1-tg2o-tga | 2tg 1-tg’a-2tg’a  1-3tg’a
1—tg20c

tg3o=tg(2o+a)=

-tgal

3. FORMULAS DE ARCO METADE

As seguintes férmulas permitem calcular o seno, o cosseno e a tangente da metade de um arco, a menos do

sinal.
1-cosa
sen—=1=
2
o 1+ cosa
cos—=i*/—
2 2
o 1-cosa
tg—=i,f—
2 1+ cosa
Demonstragao:

+1 , +1
cosa:cos(2-2j22c052g—1©coszE:%cnosg:i cosar2
2 2 2 2 2 2
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COSOLZCOS[Z-EJZI—ZsenZE@Senzgz 1-cosa esend =+ 1-cosa
2 2 2 2 2 2

o 1—cosa

sen— T

St =
2 COS% i,1+coso¢ 1+cosa

2

T
Exemplo: Calcule o seno, o cosseno e a tangente de g

T ~ . . s ~ .
Como Py €Q,, entdo todas as suas linhas trigonométricas sao positivas.

/4
sen—=sen =
2
/4
COS— =COS =
2

NG
1—22 \2-42 \2-\2 225y

1+f R TN N

4. FORMULAS DE DUPLICAGCAO USANDO TANGENTE

As seguintes féormulas permitem calcular o seno e o cosseno de um arco conhecendo-se a tangente do seu
arco metade.

- X
2tg 1-tg?
senx=——"" COSX = )2(
2 2
1+t 1+t
8 2 g R
Demonstragao:
X x sen™ « 2eX 2tgX
senx:Zsen—cos—:2-—2.c052_: 2 _ 2
2 2 2 X

cos5 sec” — 1+tg2§
2 2 2
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X X sen25 x 1—tg27 1—tg27

cosx =cos’ = —sen’ = =| 1— 2 |.cos? = = 2
2 cos’ 2 sec? 1+tg2 —

Exemplo: (UNIFESO 2006) Se x é a medida de um arco do primeiro quadrante e se senx=3cosx, entdo
sen(2x) é igual a

NG

5
a) ? b)

1+\/§

5

c) d)

e)£
2

Ul w

RESOLUCAO: b

2t 2.3 3
senx =3cosXx < tgx=3=sen2x = g)z( = >==
1+tg"x 1+3° 5

A formula seguinte permite calcular a tangente da metade de um angulo conhecendo-se o seno e o cosseno

do angulo.
X  senx
2 1+cosx
Demonstragao:
X X X X X
2sen—cos— 2sen—cos— sen—
senx 2 2 2 2 X
- - X - X Y
LHcosx 4 [5e0s2X -1 2c0s°~  cos—
2 2 2

Essa relacdo pode ser facilmente identificada no ciclo trigonométrico para angulos agudos. Basta fazer
A . . ~, X . . . X ...
AOP=x, o que implica AA P:E (angulo inscrito) e podemos calcular a th dividindo o cateto oposto senx

pelo cateto adjacente 1+cosx.

5. FORMULAS DE PROSTAFERESE OU DE WERNER

As formulas de Prostaférese ou de Werner permitem transformar somas ou diferencas de senos, cossenos e
tangentes em produtos ou vice-versa.

As formulas a seguir permitem transformar somas e diferencas em produtos.
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+ -—
senp + senq=2$enpz—qcos¥

- +
senp—senq= Zsen¥cosu

cosp+cosq=2coswcosm
2 2
+ —
cosp—cosq=—25enp qsenpzq
sen\p+q
tgp-}.tgq:#
cosp-cosq
sen{p—q
tgp-tgq:#
cosp-cosq

Demonstragao:
+ — — —
p(uuj(uj(uj(p QJcos(Wj
2 2 2 2 2 2

SEHQ=S€N( —

+ - - +
—=>senp+senq= Zsen(%jcos(%j A senp—senqg= Zsen(%jcos(%j

cosp :cos(w+i):cos(p+q)cos(p_q)—sen(p+qjsen(p_qj
2 2 2 2 2 2

cosq :cos(&—Bj:cos[p+qjcos(p_qj+sen(p+q)sen(p_qj
2 2 2 2 2 2

+ - + -
= cosp +cosq =2cos(p—2q)cos(p—2qj A cosp—cosq:—ZSen(p . qjsen(p . qj

e

Ko

senp  senq _ senpcosq-+senqgcosp _ sen(p+q)
cosp  cosq cospcosq cospcosq

tgp+tgq=

senp senq _ senpcosq-—senqcosp _ sen(p—q)

tgp—-tgg=
cosp cosq cospcosq cospcosq

7
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As férmulas a seguir permitem transformar produtos em soma.
1
senp-senq= E[cos(p ~q)—cos(p+ q)]
cosp-cosq= %[cos(p +q)+cos(p- q)]

senp-cosq= %[sen(p+ q)+sen(p- q)]

Demonstragao:

cos(p—q)—cos(p+q)=—2sen

(p_q);(erq)sen (p—a)—(p+a) _ —2senpsen(—q)=2senpsenq

2
&> senp-senq =%[c08(p—q)—C05(p+Q)]

(pt+a)+(p-a)  (p+a)-(p—a)

cos(p+q)+cos(p—q)=2cos > =2cospcosq
1

<:>cosp-cosq=E[cos(p+q)+cos(p—q)]

sen(p+0|)+sen(IO—CI)=Zsen(p+q);(p_q)cos(p+q);(p_q) =2senpcosq

&> senp-cosq =%[sen(p+q)+sen(p—Q)]

Exemplo: (IME 2012) O valor de y =sen70° cos50° +sen260° cos280° é:

5 5 & 5
2 ) T

(A) \3 (B) (C) ©) = |

RESOLUCAO: D

1
Como sena-cosb= E[sen(a+ b)+sen(a—b)], temos:

y =sen70° cos50° +sen260° cos280° =

_ %[sen(mo +50°) +sen(70° —=50°) | + %[sen(2600 +280°)+sen(260° —280°) | =

8
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= %(seanOO +sen20°) + %(sen 540° +sen(-20° )) =

= %(senGOO +sen20°)+%(sen(3~180°)—sen20°)=

13 3

=—(—+sen20° +O—sen20°j ="
2\ 2 a4

REFERENCIA: Gelca, R e Andreescu, T. — Putnam and Beyond — pg. 233.




Yy uld'W mMODpuLo 9

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

EXERCICIOS DE COMBATE

1. Se sen(x+y)=m e sen(x—y)=n, entdo BX ¢ igual a:

tgy
a) 2mn

m-—n

b) 2(m+n)

m+n

c)
m-—n

m+n

d 2(m=n)

e) —
n

cos20

2. (FUVEST 2001) Se tg6=2, entdo o valorde —— é
1+sen20

a) -3

b)

w [N

c)

w |

d) =

X X
3. (EEAr 2003) Se 0<x <§, entdo a expressao tg5+cotg5 é equivalente a

a) 2senx.
b) 2secx.
c) 2cosx.

d) 2cossecx.

10
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4. (AFA 2011) O periodo da fungao real f definida por f(x):w éigual a
COS3X + CosX

a) 2«
b)

T
C) Z
d) —

5. (AFA 2001) Ao saltar do avido que sobrevoa o ponto A (veja figura), um paraquedista cai e toca o solo no
ponto V. Um observador que esta em R contacta a equipe de resgate localizada em O. A distancia, em km,
entre o ponto em que o paraquedista tocou o solo e a equipe de resgate é igual a

V O lkm A

3km

a) 1,15
b) 1,25
c) 1,35
d) 1,75

6. (AFA 2000) Se a+b:¥, entdo (1+tga)(1+tgb) é

a) o0
b) 1
c) 2
d) 3

11
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7. (AFA 1999) O valor da expressdo cos15°+senl105° é:

J6+2

a)

COSX senx 1

==3 entdo o valor de 3sen(x+y)+tg(x+y)—sec(x+y), para

8. (EFOMM 2013) Se det

seny cosy
T -

E£x+ygn, é igual a:

a) 0

b)

c) 2
d) 3

e)

N |

3
9. (EFOMM 1999) Sabendo que §<6<n e que senOZE, o valor de cos(§+6j—sen(n—29) é igual a:
a) 2
25
39
b) ——
25

c) 2—«/5
4+J§

25

3-42

9

d)

e)

12
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10. (EFOMM 1997) Sabendo-se que 6=67°30', o valor de sen® (gj +cos* [gj é:

a) 5\/5

b)

11. (EN 2015) O valor do produto cos40” -cos80" -cos160° é

1
a) —g
1
b) _Z
c -1
d) —ﬁ
2
ﬁ
e) ——
2

12. (EN 2015) Um observador, de altura desprezivel, situado a 25 m de um prédio, observa-o sob um certo
angulo de elevacdo. Afastando-se mais 50 m em linha reta, nota que o angulo de visualizacdo passa a ser a
metade do anterior. Podemos afirmar que a altura, em metros, do prédio é

a) 152
b) 1543
c) 15v5
d) 2543
e) 255

13
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5 L. .
13. (EN 1998) Sendo vy :sen(l—;rjcos(%), o valor numérico dey é

a) 1+£
2 4

h V3
2
1

c J—

) 2

d) \/§+2

e) 2(J§ +1)

14. (EN 1996) Sabendo-se que tgx=a e tgy =b; pode-se reescrever Z:M como

sen2x —sen2y

1-ab a—

a) —
1+ab a+b

b) 1+ab. a—b
1-ab a+b
1-ab) (a+b

c) J 2
1+ab a—

d) 1+ab' —a+b
1-ab a-b
1+ab a+b)

e) —_—
1-ab a-b

— 1
15. (EN 1994) Se M:z e tgx=—, entdo tgy éigual a:
COSX —COSY 3
a) 3
1
b) —
) 6
c)Oo
1
d) ==
) 6

e) -3

14
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sen32°+sen38°+sen70° ,

16. O valor da expressao é igual a:
€0516°.c0519°.cos55°

a) o0
b) 1
c) 2
d) 3
e) 4

1-tgx 2 , .
é equivalente a:
1+tgx

17. (ITA 1974) A expressao [

1-2sen2x
1+sen2x

1+2sen2x

b)
1-sen2x

. 1+sen2x
1—sen2x

1-sen2
d) STsenex
1+sen2x

tg2x

18. (ITA 1989) Se tg(2A) =5 entso tg(%+Aj—tg(%—Aj é igual a:

40
a) —
21

b) -2
c)5
d) 8
e) 10

1 2

4tg” x

19. (ITA 1994) A expressao trigonométrica

a) sen(2x)

b) cos(2x)

(cos2 x —sen’ x)2 (1 —tg’

~ para xe]0,m/2], x;t%, é igual a
X

15
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c 1
d o0

e) sec(x)

20. (ITA 1995) A expressao , 0<B<m, éidénticaa

1+cosO

0
a) sec—
2
b) cossecg
2

c) cotg9
2

0
d) tg—
)g2

0
e) cos—
2

T sen2
21. (ITA 1996) Seja o El:O,E:|, tal que sena+cosa.=m. Entdo, o valorde y = ¢ sera:

sen3 o+ COS3 a

2(m? -

a)

b)

(m? 1)
(4 m?)
2(m2 )
(4+ )
(m2 1

2

N

m(3 m
(

d
) (3 +m?
(m? +

m(3-m?)

2

3

)
)
m? — 1)
)
1)
2)

2 +4, entdo o valor de sen2x +sendx

22. (ITA 1999) Se xe{o,ﬁ[ é tal que 4tg*x =
2 Ccos X

16
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N

a)

b)

o[t [t -
(62} (62}

c)

d)

N |

) T N 3r 3r T e
23. (ITA 1999) Seja acR com 0<a<E.Aexpressao sen T+a +sen I—a sen E—a é idéntica a:

x/icotgza

a) >
1+cotga

\/E cotga
1+ cotgza

N

1+ cotgza

b)

1+ 3cotga

d) >

e) 1+2cotga
1+cotga

2
24. (ITA 2012) Seja xe[O,Zn] tal que sen(x)cos(x)ZE. Entdo, o produto e a soma de todos os possiveis

valores de tg(x) sdo, respectivamente
a) 1e0.

b)lei.
2

c) 1e0.
d) 1eb5.

5
e) -1le——.
2

17
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GABARITO

1.

{sen(x+y) =m_ {senxcosy+senycosx =m

sen(x—y)=n

SENXCOoSy —senycosx =n

m+n m-—n
—>senxcosy :T A SEeNnyCcosXx :T

senx m+n
tgX  cosx _ SeNxcosy 2  m+n
tgy Seny senycosx M—N m-n
cosy 2
RESPOSTA: C
2.
1-tg’0
c0s20  1+tg’9 _ 1-tg’0  (1+tgh)(1-tgh) 1-tgh 1-2 1
1+sen20 . Ztg? 1+tg?0+2tgh (1+1tg0)’ 1+tgd 1+2 3
1+tg° 6
RESPOSTA: D
3.
X X 2 X 2 X
X x Sen_ cos_ sen”_+cos” 1
tg- +cotg—=—2 42— 2 2 =
2 X X X X X X
cos— sen— sen—cos— sen—cos—
2 2 2 2 2 2
2
= ~ vin =2cossecx
2sen—cos— EMX
RESPOSTA: D
4.

sen3x + senx _ 2sen2xcosx _

f(x)= =tg2x

COS3X+COSX 2C0S2XCOSX

Como o periodo da fungdo tgx é T, entdo o periodo da fungdo f(x)=tg2x é g

RESPOSTA: D

18
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5.
12
1 2t 3
tga=—=tg2a= g(zx = 3 zzi:_
3 1-tg° o (1) 8 4
1-13) o9
3
1
tg20 =213 vo=2-125km
3 4 4
RESPOSTA: B
6.
5 tga+tgb
tg(a+b):tg—n:1:>&
4 1—tgatgb

< tgattgb+tgatgh+1=2<(1+tga)(1+tgb)=2

RESPOSTA: C

cos15°+sen105° = cos15° +sen(90° +15°) = cos15° + cos15° =2c0s15° =

RESPOSTA: C
8.

COSX senx 1
det

seny cosy 3

gSx+y£n:>sen(x+y)=\/1—cosz(x+y) = 1—(

22
sen(x+y) 3

B(x+y) cos(x+y) 1 V2
3
1 1

+ = - =3

sec(x+y) cos(x+y) 1
3

22

3sen(x+y)+tg(x+y)—sec(x+y):3-—2+(—2\/5)—(—3):3

3
RESPOSTA: D

=l tga+tgbh=1-tgatgb

, V6432 6442
4

2

1 1
=—— <> COSXCOSY —senxseny =—§<:> cos(x+y):—§
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9.

2
E<9<1c:c059=—\/1—sen2 =—]1- E =_£
2 5 5
24

sen20 =2senBcosO=2- g . (—gj =——

24
cos E+9 —sen(rc—ze)=—sen6—sen26=—§— - :i
2 5 25 25
RESPOSTA: A

10.

2
sen4 (9) + COS4 ng = |:Sen2 (gj + COS2 (9]:| — 2$en2 ng COS2 (
3 3 3 3 3 3
2 o] 1
(2 r-pr(2).
3 2 3

2
:12—1{25en(§)cos(gﬂ = —l{sen
2 3 3 2

2
—1-Lleen?asooq- . ﬁ 1.3
2 2 (2 4 4
RESPOSTA: B
11.

y=c0s40" -cos80" -cos160" =cos40" -cos80" - (—cos 20° )

<> 2sen20°y =—2sen20° cos20” -cos40° -cos80° =—sen40° -cos40° -cos80°

<> 4s5en20°y =—2sen40° -cos40” -cos80° =—sen80° -cos80°

<> 8sen20’y =—-2sen80° -cos80° =—senl160” =—sen20’

oy=—=
Y 8

RESPOSTA: A
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12.

prédio

h N\

A 25m B o0 m C

h h
Na figura, temos tg2oo=— e tga=—.
& 8 25 8 75

2t
Como tg2a. = g(zx , entdo temos:
1-tg°a
h 2
h 2'75 1 75 1 2 75 2 o )
= o == <o —=——5 575 -h"=150-25<h" =1875
25 . (hj 25 1 h 25 75 75" —h
75 75
<:>h=25\/§m
RESPOSTA: D
13.

5 1 5
y=sen] 5 Jcos| = _{(__}(i_j}l[__}l[lﬁjlﬁ
12 12 2 12 12 12 12 2 2 3 2 2 2 4
RESPOSTA: A

14.

tgx+tgy
_sen2x+sen2y _2sen(x+y)cos(x—y) tg(x+y) 1-tgxtgy _
sen2x—sen2y 2sen(x—y)cos(x+y) tg(x—-y) tg8x—tgy

1+tgxtgy
_(1+tgxtgy ) tex+tgy _(1+ab) (a+bj
1-tgxtgy )\ tgex—tgy 1-ab/ \a-b

RESPOSTA: E

z
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15.

senx—seny PN 2
COSX —COSY —Zsen(Xer]sen(x_yj
2

—+1tgy
tex+t 4
:tg(x-i-y):—gx gy <:>——:—31 < tgy=-3
1-tgxtgy 3 1-=.tgy
RESPOSTA: E
16.
38" +32° 38°—-32° o o
sen32° +sen38° +sen70° Zsen(zjcos(2j+25en35 cos35 )
cos16°-cos19°-cos55° cos16°-co0s19°-sen35°
_ 2sen35°cos3" +2sen35"cos35°  2sen35° (cos3° +cos35°) _
c0s16°-co0s19°-sen35° c0s16°-cos19°-sen35°

2-2cos 35 +3 cos ﬁ
2 2 _ 4c0s19°cos16” 4

cos16°-cos19° cos16°-cos19°
RESPOSTA: E
17.
2
, _senx ,
1-tgx ) COSX _(cosx—senx) _coszx+sen2x—25enxcosx_1—sen2x
1+tgx 14 €N COSX +senx cos’ x +sen’x+2senxcosx 1+sen2x
COSX

RESPOSTA: D

22
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18.

th+tgA th—tgA
tg(§+Aj—tg(E—AJ: 4 __4 _1+tgA 1-tgA

1—tg%tgA 1+tg%tgA 1-tgA 1+tgA

_1+2tgA+tg’ A-1+2tgA—tg’ A 4tgA _,. 2tgA

=2-tg(2A)=2-5=10

1-tg? A 1-tg?A  1-tg?A
RESPOSTA: E
19.

1 4tg? 1 2tgx )
= g X > = 2—( g>2< j :sec22x—tg22x:(1+tg22x)—tg22x=1
(cos?x—sen?x)” (1-tg?x)  (cos2x)” (1-tg"x
RESPOSTA: C
20.
06 0 0
2sen—cos— sen—
senf

= e =
1+cosO 1+(2Coszg_1j COSE

RESPOSTA: D

21.

sen2ao

sen> o +cos’ a
2seno.cosa

(sena+cosa)(sen? o —sena.cos o +cos? o)
2senacosa

(sena+cosa)(1—senacosa)
senoL+cosoL=m
— sen” o, +2senoLcos o + cos’ o, =m?

m? —1
<> senoLcosoL =

m? -1 2(m? 1)
@y: =

m.(l_mzz—lj m(3—m?)

RESPOSTA: C

23
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22.
4
4tg° x=— +4<:>4-Sen4xz 14 +4 > 4sen*x=1+4cos* x < 4(cos® x—sen?x) = -1
cos” x cos*x  cos*x

1
<:>4(cos2 X +sen’ x)(coszx —sen? x) =-1<4cos2x=-1<cos2x = _Z

2
1 W15
X EI:O,§|::>2X e[0,n] = sen2x > 0=>sen2x =+1-cos’2x = 1—[—2) =

4
:>sen4x=25en2xcost=2-E'(—lj=—E
4 4 8
15 15 15
:>sen2x+sen4x:\/_+(—\/_J:\/_
4 8 8
RESPOSTA: B
23.
3r 3n 3n 3

3n 3n T T At e I
sen| —+a |+sen| 2=—a||sen| =—a|=2sen| 2——4  |cos cosa=

4 4 2 2 2
:Zsen%cosa-cosa=2-72c052a=\/§cosza:

1 1 1 2 cotg®

=2 . 2. _ oy :x/_cogza

sec’a 1+tg°a 141 1+cotg”a

cotg’a
RESPOSTA: A
24.
2 4 4
sen(x)cos(x)ZE<:>Zsen(x)cos(x):§<:>sen(2x):§
2t 4 1
sen(2x):#=—<:>2tg2(x)—5tg(x)+2:0<:>tg(x)=— v tg(x)=2
1+tg*(x) 5 2

. ~ . 5
Logo, o produto e a soma de todos os possiveis valores de tg(x) s3o, respectivamente, 1 e >

RESPOSTA: B

24



