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MATEMATICA

i FRENTE: MATEMATICA IV

EAD - ITA
AULAS 05 A 07

03. (IME) Determine a relacdo que deve existir entre os nimeros
m, n, p, q para que se verifique a seguinte igualdade entre os
termos de uma mesma progressao aritmética ndo constante:
a,+a,=a +a,

Sequéncia 04. Em uma PA., a soma dos 50 primeiros termos é 200 e a soma
dos 50 préximos é 2700. O primeiro termo dessa sequéncia é:
Sequéncia ou sucessdo é todo conjunto cujos elementos A)—1221
estao dispostos em uma determinada ordem. Assim, nas sequéncias, B) -21,5
diferentemente dos conjuntos, a ordem é um fator relevante. C)-20,5
D)3
Progressao aritmética E) 35

Uma progressao aritmética (P.A.) é um tipo especial de sequéncia | 05.

em que cada termo é gerado a partir do anterior adicionando-se uma

(ITA) Uma progressdo aritmética (a,, a,,...,a,) satisfaz a propriedade:

para cada n € N, a soma da progressao é igual a 2n? + 5n. Nessas

constante chamada razao r da PA. Portanto, sdo necessarios um termo & & as
inicial e uma razao para determinarmos a PA. condicoes, o determinante da matriz | a, a5 ag | €
Podemos escrevera_, =a_+r. A) 96 ¥+t2 3 A

-85

Consequéncia da definicao

(@, b,c0PA.=>2b=a+c.

Termo geral

a=a+(n-Nroua =a_+((Mn-mr

Soma dos n primeiros termos 01. (ITA) Se P(x) = x*> + ax? + bx + ¢, um polinébmio tendo 3 raizes em

PA., entao:

szw A)2b=a+c
2 B) b? = ac

o2_1.1

b a ¢

Exercicios de Fixacao

D) 2a® + 27c=9ab
E) 2a°=b*+C

02. (ITA) Um lado de um triangulo ABC mede 7. Os valores dos angulos

. (EUA) Os quatro primeiros termos de uma PA. sdo a, x, b, 2x. N ) >l
e dos lados do triangulo formam duas progressoes aritméticas.

A razdo a/b é:

A) 1/4 B) 1/3 A drea S desse triangulo é:
Q)12 D) 2/3 A) (V3 +1)
E) 2
B) *(v3-1)
02. (ITA) Sabe-se que (>_< + 2y, 3x — Sy, 8x — 2y, 1 X =7y + 2z) é uma 0 23
progressao aritmética com o Ultimo termo igual a — 127. Entao,
o produto xyz é igual a: ZNE)
A) -60 B) —30 D) —
E)) 20 D) 30 E) NDA
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03.

04.

05.

06.

07.

08.

09.

10.

(IME) A quantidade k de numeros naturais positivos, menores
do que 1000, que nao sao divisiveis por 6 ou 8, que satisfaz a
condicao:

A) k <720

B) 720 <k < 750

C)750<k <780

D) 780<k <810

E) k=810

Dadas duas progressoes aritméticas (2, 5, 8, 11, ..., a,) e
(3,5.7,9, ..., b,), qual o nimero de termos em comum?

A)13

B) 15

Q17

D) 19

E) NDA

Se a soma dos 10 primeiros termos e a soma dos 100

primeiros termos de uma progressao aritmética sao 100 e 10,
respectivamente, entdo a soma dos 110 primeiros termos é:

A) 90

B) —90

Q) 110

D)-110

E) —-100

(ITA) Considere a progressao aritmética (a., a

18y ..., Ay) derazdo d.
Se 3° a,=10+25d e ¥ a, = 4550, entdo d - a, é igual a:

(IME) Uma progressao aritmética (a ), onde n € N*, tem
a,>0e3a,=>5a,. 5eS, €asoma dos n primeiros termos desta
progressao, o valor de n para que S, seja maxima é:

A) 10

B) 11

Q)19

D) 20

E) 21

Senuma PA. a soma dos m primeiros termos é igual a soma dos n
primeiros termos, m = n, mostre que a soma dos m + n primeiros
termos é igual a zero.

(ITA) Provar que, se uma PA. é tal que a soma dos seus n primeiros
termos é igual a n + 1 vezes a metade do n-ésimo termo, entao
r=a..

1

As somas dos n primeiros termos de duas PA.s estdo na razao
n+1

4n+27°

Determine a razdo entre seus sétimos termos.

02.

03.

04.

05.

Exercicios Extras

A) Mostre, através de um exemplo, que existem progressoes
aritméticas ndo constantes de termos inteiros positivos que
ndo contém nenhum termo que seja um quadrado perfeito.

B) Mostre que, se uma PA. de termos inteiros positivos contiver um
quadrado perfeito, entdo ela terd, necessariamente, infinitos
quadrados perfeitos.

As somas dos n primeiros termos de 3 progressoes aritméticas
sdoS,, S, eS,. O primeiro termo de cada uma é 1 e as razoes sdo
1, 2 e 3, respectivamente. Mostre que S, + S, = 2S5,

Qual dos inteiros positivos abaixo satisfaz a seguinte equacao

4 5 6 n‘-6 n'-5 n'-4
n—4+n—4+n—4+...+ po po P =309?
A) 2007
B) 309
Q) 155
D) 25
E)5
S, m? <
Numa PA., tem-se =" = —  emque S eS s3o assomas dos
no N

m primeiros termos e dos primeiros n termos, respectivamente,
com m =n. Prove que a razdo da PA. é o dobro do primeiro termo.

(IME) O quadrado de qualgquer nimero par 2n pode ser expresso
como a soma de n termos, em progressao aritmética. Determine
0 primeiro termo e a razao da progressao.

~

Anotacoes

J
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Gabarito

EXERCiCIOS DE FIXACAO

01 02 03 04 05
B A - C A
— Demonstracao
Resolucao

01. PA.:a, x, b, 2x

x=222 o x=arb=[a=2-b
2
b= = 20=3]

a_2x-b “4x-2b 4x-3x _x _1
b b (2 2b 3x 3x 3
Resposta: B

=127
02. | x+2y, 3x—5y, 8x -2y, 1Ix-7y+23|P.A.

(3x = 5y) = (x + 2y) = (8x — 2y) — (3x = 5y) = =127 — (8x — 2y)
2X =7y =5x+ 3y =-127 -8x + 2y

{2x—7y=5x+3y :{3x=—10y

— 5 [39x = —130y
5x+3y =—127-8x+2y 13x=—y—127 —2

39x =-3y-3-127

=130y =-3y-3-127=127y=3127=[ y=3
3x=-10-y=3-x=-10-3=| x=-10 |

1 =7y +22=-127=11:(-10)-7-3+ 22 = -127 =

=-110-21422=-127=| z2=2 |
Xx-y-z=(=10)-(3) - (2) =-60

Resposta: A

03. Seja ak = a, + k - r, 0 k-enésimo termo da PA. de razéo r.

Entéoan+am=ap+aq S@+n-N+@+m-n=
=@, +p-nN+@+g-Nenr+m-r=p-r+q-re
Srin+m)=rp+0q).

Como a PA. é ndo constante, r # 0.
Assim, cancelando o r em ambos os lados, temos:
a+a =a+a S nNn+m=p+q

n m P q

04.
S, = 200
S10 — Sep = 2700

100

Seja a, 0 primeiro termo da PA. erarazdo da PA. Temos:

50
Ss 2(31 +a50)'7$
Sso =(aw+a1+49‘r).%=(2a1+49r)'25

Si00 = (a +a1oo)~% = (a+a,+99r)-50 = (2a,+99r)-50
Sso = 200 = (2a, +49r)- 25 = 200 = 2a,+ 49 = 8 (|)
Si00 =S50 = 2700 =

= (2a1 + 99r) -50 —(2a1 + 49r)-25 =2700 (+25)

= (2a,+99r)-2—(2a,+49r) =108

= 43,+198r—2a,+49 =108
= 23,+149r =108 (II)

De (1) e (II):

23,+49r =8 ’ 3 _ —
{2a1+149r:108 () =100r=100 [ r=1]
28,+49r=8=2a,+49-1=8 = 2a, = 41

T e

05. (a,, a,,..., a). PA. Seja r a razao da PA.
S, =2n*+5n

S;=a,+212+51 =

S,=a,+a,=22"+52 = 7+a,=18 =

r=a,-a=11-7 =

a, =11

& @ a; 7 11 15
a, a5 a|=[19 23 27|=
a;,+2 ag a| (33 35 39

7-23-39++11-27-33+15-19-35-
-15.23-33-7-27-35-11-19-39 =

El d; as
a, A A
a,+2 ag ag

= =-96

Resposta: A
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EXERCICIOS PROPOSTOS

01 02 | 03 | 04 | 05|06 (07 | 08| 09 ( 10
D D C C D D D - - -
— Demonstracao.
Resolucao
01. P(x) = x>+ ax?> + 6Xx + C
3raizesem PA.: x—r, X, X+ 1, onde r é arazao da PA.
Por Girard, temos:
-a , &
X=N+Xx+X+rN=-a = 3x=-a = x=? =| X =§
X=1N-x-xX+n=—- = x(x*-r=-C=>

X=1 -x-xX=nNX+N+X -X+rN=-b =

SX-x+xX - +xX2+x=b = | 3x*-r’=b

2 3
3x2—r? =b:>3-a——(a 27C)=b:>

9 9a

3’ -a°+27c¢

:—
9a

~| 28 +27c¢=9-a-b |

=b=2a+27c=9% b=

Resposta: D

02.

Seja ¢ a medida do lado BC do triangulo ABC, e sejar > 0 a razao
da PA. formada pelos medidas dos lados do triangulo. Sejam
(¢ —r) a medida do lado AB e (¢ + r) a medida do lado AC.

Vejaque /—r<i</i+r

Seja 0 o angulo em A. Sejay a razdo da PA. formada pelos angulos,
com y > 0. Veja que (0 + y) deve ficar em B (oposto a AC) e
(6 —y) deve ficar em C (oposto a AB).

03.

Pela lei dos senos, temos:

—+
~—— =
e AL=r A+r 20
send sen(6-y) sen(6+y) sen(6-y)+sen(8+7)
\_/Y\
+ propriedade de numeros

proporcionais
Assim, temos:

)4 20
send  SenBcosy — Sep¥eosh + senfecsy —senycos e
14 20 14 Y4
= = =
sen®  2senBcosy

sen® send cosy

Como /7 é lado de triangulo, entdo ¢ = 0. Como 6 é angulo de
triangulo, entdo 0 < 6 < 180° = sen 6 = 0. Assim, temos:

/-ser® cosy=/-ser® =| cosy=1|=|y=0]

Logo, os trés angulos sao iguais, ou seja, 8 = 60° = temos um
triangulo equilatero de lado ¢. Portanto, a area do triangulo é:

ZNE)
S =
4
Resposta: D

Dividiremos a resolugdo em algumas etapas:
|. Quantidade de nimeros de 1 a 999 divisiveis por 6:
"| | representa a funcao piso

[%J =166 | X | = maior numerointeiro menor
ouigual a x
Il. Quantidade de numeros de 1 a 999 divisiveis por 8:
{@J =124
8

lll. Quantidade de numeros de 1 a 999 divisiveis por 6 e 8:
(divisiveis por 24)

999 =41

24
Assim, temos 999 numeros (1 a 999), dos quais:
e 166 sao multiplos de 6;

e 124 sdo multiplos de 8;
e 41 sdo multiplos de 6 e 8.

M6

Pondo no diagrama de Venn, temos:
M8
750

()

L (999-125-83-41)

Logo, a quantidade k que satisfaz o enunciado é:

= 750<k <780
Resposta: C
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04.

05.
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(2,58, 11,...,a,) e (3,57,9,..,b)
a =2+3n-1) b,=3+2(m-1)
1<n<60 1<m<50

Queremos saber quantos sao os termos tais que a = b, :

a,=b =2+(n-1)-3=3+m-1) 2=
=2+3n-3=3+2m-2=2m=3n-2=>
3n-2
m=
2

=

Veja que m € IN, ou seja, 3n — 2 deve ser par, o que implica n par.

3n-2

1<m<50 = 1< <50 = 2<3n-2<100

=4<3n<102 = %SnS34.

Assim, n pode assumir qualquer nimero par, tal que % <n<34.
Possibilidades: n =2, 4, 6, 8,..., 30, 32, 34 (17 termos).
Resposta: C

a) Sejararazao da PA.

. Snz(m).n
2

Sm=1OO:>(a1+%)-10=100:>a1+a10=20:>

= a;+(a,+9r) = 20 = 2a,+9r = 20 = | 2a,=20-9r] (1)

Swoo=1O$(a1+%)~100=10=>a1+a100=%$

:>a1+(a1+99r)=%:2a1+99r=%:> 2a =%—99r (2)

De (1) e (2):
20—9r=%—99r:>20—%=—90r:>
51901 g2 goro | r=- (3)
5 5 50
28,220~ 9 = 2a,=20-9-[ T | 5| 23, =192 | (4)
50 50

» =(a1 +za11o)_1 10=(a1+a”0)-55=(a1+(a1+109r))'55

@e 1099 109-11
Si10 = (23, +1009r)-55 S0 =| ——————1-55
110 ( i ) = 110 ( 50 50 )

S =($)-55=—2~55:> S =110

Resposta: D

06. PA.(a,, a

07.

1 8y, ay); Razdo: d

10
Y a,=10+25d = a,+a, +...+a,, =10+ 25d

n=1
ﬁ(L;w)1O=1O+25d:>(a1+am)10=20+50d:>
[a+(a+9d)]-10 = 20+50d = 2a,+9d = 2+5d =
20,2240 [5,=1-38] )

50
Zan =4550 = a,+a, +...+ay, = 4550 =
n=1

:(@)50:4550:&11%350 —182 =

a,+(a+49d) = 182 = 2a,+ 49d = 182 = | a, =w 2)
De (1) e (2):

1-24= 18279905 44-182-49d =
45d=180=| d=4 |

De (1):

a=1-2d=a=1-24=|a=-7

d-a,=4—(-7)=11

Resposta: D
(@) > PA. nelN* a >0. Sejararazio da PA.

a=a+Mn-1-r
3a,=5a, = 3[a,+7r]=5-[a, + 12r] =

= 3a, +21r="5a +60r = m

Como a, > 0, temos que r < 0,

S, =(a1+an)vn=[a1+|:a1+(n—1)~r]}n:>

2 2

jsnz(@).n

De (1), temos:
-39r—r+n-r —-40r+n-r
So=| ———|'n=>S,=| ——|'n=>
2 2
n—40)-r-n r

:>sn=( =S, =—=-r2=20r-n
2 2

Seja f(x)= éxz —20-r-x . Veja que f(x) representa uma parabola

com concavidade voltada para baixo, pos r < 0. Assim, para
encontramos o valor maximo de f(x), calculemos o x do vértice

—(=20r)
2.

=20.

Xy =_—b. Veja que b =-20r e a="L. Assim, x, =
2a 2

N =

028.961 - 151848/20
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Como S, =f(n), paran € IN, temos que o valor maximo de S_é: Veja que apenas as razoes r e q dependem de n, ou seja:
<Sn)méx = SZO' r=7
R ta: D .
esposta Anolagamente, com os termos independentes de n, temos:
08. PA.(a,, a,, a,,...,a); Sejararazao daPA. 2a,-r=1=2a-7=1=
31
Assim, temos: 2b,—q=27=2b,-4=27=| b, =5
S =5 m).mz m).n:
2 2
=(a+a,)m=(a+a,)n= Logo, a razéo LA
=[a+a+(m-1)r]m=[a+a+(n-1)-r]n= b
= 2a;-m+(m-1)-m- r—2a1 n+(n—1)-n-r:> & _ a+6r 4467 4_6_%:> a 92
= 2a(m-n)+r[(m-1)-m-(n-1)-n]=0 b, b,+6-q 31 vea 19079 b, 79
= 2a,(m-n +r[m -m-n +n] 0 2 2

(
(

= 2a,(m-n)+r[(m* -n?)-(m-n)] =0
(

= 2a,(m-n)+r[(m=n)(m+n)-(m-n)]=0

= (m-n)[2a,+(m+n=1)-r]=0. 5
Anotacoes

Veja que m—n =0, pois m #n.
:>[2a1+(m+n—1)~r]=Oz[w]-(mHO:O
(Veja que m + n = 0)

:{aw+[a1+(m+n_1)]’r}(m+n)=O=>

2

(31 + am+n
: ——

2
=S5..=0 cqgd

J-(m+n):0:

09. PA.(a,, a,, a a); Sejararazdo de PA.

11 Yo 31 o

S, = (n+1). 2 :(ﬂ) = () 2

a1 7[ 7{ LN
2
G0_% na=a,

2 2

=n-a=a+(n-1)r

=(n-1-a,=(n-1)-r

Como n > 1, temos:

a =T c.q.d.
10. Sejam as PA's (a,, a,,..., a ), comrazdor, e (b, b,,..., b ), com
razao q.
Temos que:
S
(Se), _ /el . Assim, temos :
(Sp), 4n+27
a+a,
2 I+ a1+an_ n+1
b, +b, N 4n+27 b,+b, 4n+27
2
N 2a+(n=1)-r  7n+1 _ (2a—r)+n-r  1+7n
2b1 (n ) q 4n +27 (2b1 - Q) +Nn-q 27+4n SUPERVISOR/DIRETOR: MARCELO PENA — AUTOR: MARCELO MENDES
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