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Apresentagao

Ol3, caros alunos!

Sejam bem-vindos a Trilha Estratégica, nosso Bizudrio, para as provas
do ITA!

Antes de darmos inicio, vou me apresentar:

Meu nome é Bruno Henrique Almeida da Cunha, sou aluno do ITA,
aprovado na AFA, no IME e no ITA por dois anos consecutivos (2018 e 2019).

SOBRE O BIZUARIO: Trata-se de uma instrucdo sobre como otimizar o seu estudo nas
disciplinas. Sabemos que, durante a preparacao para o ITA, € comum o aluno se deparar com
inumeras listas com muitos exercicios e materiais enormes também. Nesse sentido, esse
material foi feito no intuito de instruir o aluno a seguir um caminho mais otimizado para
conseguir o conhecimento que ele precisa e acertar as questdes da prova. Aqui usarei da
minha experiéncia nos vestibulares ITA/IME, obtida com mais de 4 anos de preparagdo, para
fazer um roteiro de aula em que vocé podera acessar as suas dificuldades na matéria de
forma rapida e objetiva.

Instrucdes Gerais

Analise Combinatodria é o calcanhar de Aquiles de muita gente. Compondo 9% da prova do
ITA nos ultimos 20 anos, é possivel afirmar que, todos os anos, certamente caird uma questao
de combinatdria no vestibular. Em se tratando de andlise combinatdria, é sabido que a prova
do ITA se distancia muito da prova do IME, no sentido de que o IME cobra raciocinios muito
mais pesados ou questdes com uma quantidade de casos para serem analisados muito maior
qgue no ITA, tendo em vista o maior tempo para resolver cada questdo. Como esse é um
bizudrio para o ITA, focarei nos aspectos importantes paraa essa prova, tanto nas questoes

de bizus quanto no direcionamento de estudos. Sabendo disso, vamos para a aula!
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Quanto a questao de como estudar o Bizuario e as aulas, lembre-se:

e para passar no ITA é preciso bastante disciplina, foco e paciéncia. O esperado é que o
aluno estude entre 10 e 12 horas por dia, em média, principalmente no comego. Pode
parecer muita coisa, até fora da realidade. Porém, considerando que o aluno tem
afinidade pelas disciplinas de exatas e que ele encontre um ambiente propicio para o
estudo, é natural que, com o tempo, ele atinja niveis de estudo muito altos sem
demandar grandes esforcos para isso.

e “Sangue no olho” e “faca nos dentes” sao expressdes que indicam muito bem o
comportamento de um vestibulando de ITA. Sabendo disso, vamos nessa!

Observag¢ao: Quando vocé for indicado a fazer uma questao e encontrar dificuldades, pule-a
e continue a resolver outras questdes. E interessante que vocé nio olhe a resolucdo desse
exercicio logo de primeira, use as outras questdes mais faceis como subsidio para resolver as
guestdes mais complexas. Se mesmo assim vocé continuar com esse problema, verifique a
resolucao. Seguir dessa forma ira ajuda-lo a absorver a matéria.

Analise da aula

Essa Disciplina no Vestibular

+ Para muitos alunos, analise combinatéria é a matéria que causa mais dor de cabeca na hora
do vestibular. O fato de nao existir “uma férmula” ou um Unico método de resolucao para
atacar as questdes desse assunto ajuda a chegarmos nesse fato. Porém, para se dar bem em
combinatdria nao tem segredo, o aluno deve fazer MUITOS exercicios. A combinatéria é uma
matéria de muitas técnicas, as quais vém disfarcadas nos problemas contextualizados
propostos no vestibular. E ai que esta a importancia de fazer muitos exercicios para ficar bom
em combinatdria, pois com o tempo vocé vai comecar a identificar padrdoes nas questdes.
“Para esse tipo de questdo uso essa técnica e ndo aquela outra”, e por ai vai. E isso que
estamos procurando aqui. Na se¢ao de bizus vou comentar algumas questdes e descrever

técnicas extras que vao ajudar. Mas ndo se atente em decorar, pois combinatdria é uma
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matéria de raciocinio, logo exige muito que vocé junte fatos e analise casos, o que pode
parecer dificil no comeco, mas ira se tornar natural com o tempo. O perfil descrito aqui é
bastante aplicavel no ITA, porém saiba que a combinatéria do IME, em geral, € bem mais
dificil que a do ITA, entdao exige um estudo mais intenso de técnicas mais sofisticadas.

Sabendo disso, vamos para a aula.

Roteiro da Aula

L)

L)

K/
0‘0

R/
0’0

D)

*0

>

L)

L)

Esse capitulo 1 é bem introdutdrio, caso vocé ja tenha estudado essa matéria antes e ja tenha
feito algumas questdes do ITA, pode puld-lo.

Comegamos a aula com o principio fundamental da contagem. Esse principio afirma que é
possivel obter o numero de possibilidades de uma determinada sequéncia de eventos
multiplicando a quantidade de vezes em que cada etapa do evento ocorre. Isso é muito forte
e sera usado em quase todas as questdes de combinatoria.

No capitulo 2, temos as permutacdes e dois subtdpicos, que sao as permutacdes com
elementos repetidos e permutacdes circulares. As permutacdes com elementos repetidos
aparecem bem mais que as permutacdes circulares, por exemplo. Porém, ambas sao
fundamentais para a prova, em especial as permutacgdes circulares sdao um 6timo meio de
resolver um tipo de questdo que cai frequentemente no ITA, que sao as questdes envolvendo
pinturas de poliedros regulares.

No final do topico 2.1 o professor apresenta uma generalizacdao da permutacao com repeticao

como P = :—: Em outras palavras, se A é um conjunto de n elementos em que i elementos
n!

repetem a; vezes, o numero de permutagdes diferentes é P = .

aqlay .. aji—q !la;!
Em permutacdes circulares, o bizu é saber que ela acontece toda vez que, somente girando
algum objeto, vocé obtém novas possibilidades.
Logo em seguida na aula temos os arranjos e as combinagdes. A diferenca entre os dois é
gue nos arranjos a ordem entre os elementos importa, ja nas combinacdes ela ndo importa.
4.1 é um tdpico que cai muito, tanto no ITA quanto no IME. Nao tente decorar as formulas,
pois vocé corre o risco de errar. E muito melhor aprender o método do “pau e bola” para

calcular uma combinacao completa. Sendo assim, tente resolver a questao que abre o topico

com o método do pau e bola.
4.1.1 temos um jeito muito bom de revolver esse tipo de questao. Dada a questao: quantas
sao as solugdes inteiras ndao negativas da inequagao abaixo?
x+y+z<4
Para resolver isso, podemos escrever a seguinte equacgao
xt+ty+z+w=4

#® Analise Combinatdria e Probabilidade
, www.estrategiavestibulares.com.br




L)

L)

Em gue w é chamada de varidvel de folga. Pensemos o seguinte: para cada solucao {x, y, z}
existe uma “folga” w em relagdo a 4, tal que 0 < w < 4, o que remete a solugao da equagao
para quatro variaveis. Com isso, basta resolver a seguinte equacao

xt+y+z+w=4
para achar a solugao. Por pau e bola, sabemos que a solu¢ao dessa equacao é 35. Legal, ndo?
©
Em 4.1.2 temos mais uma ideia interessante, muito Util para esse tipo de equacdo em que se
pede o numero de solugdes e possuem restricdes do tipo varidvel = a, em que a é um
numero natural.
No capitulo 5 temos o principio aditivo. Esse principio é bastante usado quando o problema
envolve muitas restri¢cdes, como as questdes de permutagdao em que sao considerados casos
de permutacdes especificas. Quando isso acontece, vocé usa o principio aditivo para calcular
todas as possibilidades. Aparece em vdrias outras questdes, mas nao se preocupe em decorar
ou gastar muito tempo nesse capitulo, pois esse principio sera internalizado conforme vocé
for fazendo as questoes.
O principio da inclusdo-exclusao (capitulo 6) no vestibular do ITA, até o presente momento,
tem duas principais aplicagdes. Uma é na resolucao de questdes do tipo “Calcule a
guantidade de numeros entre 1 e 10000 tais que nao sejam divisiveis por 5 nem por 6” Outro
tipo de aplicacdo é no calculo do nimero de fung¢des sobrejetoras. Para o principio da
inclusao-exclusao nao é bom decorar formula alguma! O interessante é aprender como usa
o principio e o que ele pode trazer de resultado. Na secdo de bizus passarei mais aplicacdes
desse principio. Veja o capitulo e anote tudo, assim vocé vai absorver melhor o conteudo.
Na combinatéria existem alguns tipos de permutacdes especificas que sao resolvidas com
métodos especificos, e a permutacao cadtica € uma delas. O ITA poderia muito bem cobrar
uma questdo de permutacao cadtica no vestibular visando o conhecimento da técnica do

aluno. O bizu desse capitulo é basicamente decorar a férmula final de D,,, que é
1 1 1 1 1 1 1
D, =n! (a—ﬁ+ﬂ—§+a—§+“'+ (—1)"5),\7% > 2

No capitulo 8, temos os lemas de Kaplasnky. Para a prova do ITA, é interessante vocé prestar
atenc¢do nesse capitulo porque ja caiu questao no ITA em que era possivel usar o segundo
lema de Kaplansky para resolver. Apesar de ser uma questdo que dava para resolver sem usar
o lema, saia mais facilmente se usasse. Portanto, é bom que vocé tenha essa carta na manga.
Quanto a como estudar esse capitulo, vocé pode tentar ler e entender as demonstracdes
umas duas vezes, mas o mais importante é saber a formula.

Bindmio de Newton (capitulo 9) é, com certeza, uma questdo que vocé deve fazer na prova.
E a parte da combinatdria mais analitica (com mais contas) e o estilo de questdo que cai no
vestibular nao costuma ter muitas variagdes. Geralmente sao cobradas questdes pedindo o
termo independente de x, o coeficiente do termo de x elevado a uma determinada poténcia

e o termo maximo no desenvolvimento do bindmio.
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Em 9.2 temos relacdes muito importantes. Aprenda todas as relacdes e os teoremas do
triangulo de Pascal. Se vocé quiser, anote cada uma delas em um post-it ou algum caderno
de bizus e circule a aplicacdo dos teoremas no triangulo de Pascal. Isso vai ajudar a fixar e
lembrar os teoremas. Além dos que foram ensinados, existe mais uma soma binomial

interessante que é:
n

22D ()

k=1
Para calcular essa soma, vamos imaginar que existe um grupo de 2n pessoas, e que nesse

grupo de 2n pessoas existam n homens e n mulheres. A soma pedida é o numero de forma
de escolher n-1 PESSOAS entre as 2n, pois a soma pedida é o mesmo que:

> ()G

k=1

Sendo assim,
n

Z( n )(n)_< 2n )
k—1/\k/  \n-1
k=1
Essa é aideia de “homens e mulheres”, em que vocé troca um problema de combinatdria por

outro mais facil de calcular. Caiu uma soma parecida na prova do ITA de 2019, o que viabiliza
esse raciocinio no vestibular.

O polinbmio de Leibniz é uma férmula que com certeza vocé nao deve ir para a prova sem
saber. E aplicado para poténcias de polinémios de grau maior que dois quando se pede o
coeficiente de um determinado termo. Ja caiu no ITA, no IME e na AFA. Realmente bem
importante.

Chegamos ao fim da aula, esta na hora de praticar com exercicios. Caso essa seja sua primeira
vez estudando essa matéria, siga as questdes na ordem de dificuldade. Caso nao seja essa a
situacdo, faca as questdes, inclusive as faceis, porém numa velocidade maior que a usual. Se
vocé ja tem experiéncia no vestibular do ITA, tente fazer as questdes de forma ligeira. Va
fazendo dessa forma aos poucos e veja sua margem de erro. Assim vocé simula mais ou
menos a correria do vestibular. Lembre-se de fazer tudo o mais organizadamente possivel.
Vocé que ja é mais experiente pode seguir as questdes na ordem em que aparecerem.

Questdes da Aula Separadas por Nivel

Aqui separei as questdes da aula por nivel de dificuldade. Nao se preocupe se vocé nao
conseguiu ou ndo entendeu uma questao dificil logo de primeira, a maior parte das questdes
de Andlise Combinatdria e Probabilidade que caem no ITA s3do faceis e médias. Porém, no
longo prazo, é importante que vocé domine todas as questdes da aula e as ideias que foram
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descritas ali, para que aprofunde seus conhecimentos na matéria e minimize, assim, as
chances de cair alguma questao desse assunto que vocé nao saiba resolver na hora da prova.

N3ao se preocupe caso vocé tenha encontrado dificuldade em alguma questao considerada
facil, pois vocé pode estar destreinado na matéria. Vera que, com um pouco mais de pratica,
vocé, provavelmente, vai concordar comigo!

Bizus

+* Soma de niimeros binomiais com complexos:

Como vocé calcularia a seguinte soma: S = (J) + (5) + () + () + - + (3[77/3])?

Para resolver isso, considere 1, w e w? as raizes de z3 = 1. Sabemos, dos niimeros complexos, que
14+ w + w? = 0. Com isso, vamos analisar o desenvolvimento de (1 + 1)", (1 + w)™ e (1 + w?)™.
n n n n n
n —
I+1)"= (0) + (1) + (2) + (3) + (4)
n n n n n
n _— 2 3 4
1+w)"* = (0) + (1)W+ (Z)W + (3)W + (4)W

iy = ()4 (o (s (e (ot

Somando as equagdes, temos que:
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o0

A+D"+ @ +w)"+ (1 +w?)"

— n n 2 n 2 4 n 3 6 n
_3(0)+(1)(1+w+w )+(2)(1+w +w )+(3)(1+w +w )+(4)(1
+w*+wb) ..

Porém, como w3 =1, (1+w?+w*) = (1 +w?+w!)=0, o mesmo acontecendo para (1 +

w* + w?). Indutivamente, podemos concluir que:

(1+1)n+(1+w)"+(1+w2)”—3(2)+3(§)+3(Z)+

24wy + (wyr =3 () +3(5) +3(0) +

"+ (—=1)"cis (213111) + (= 1)"c15( ) 3 (:)l) +3 (;l) +3 (Z) + -
2™ + (=1)"2 cos(nm) cos (n3 ) + (—=1)"2 sen(nm) cos (?n) =3 (n) +3 (n) +3 (Z) +

2" + 2 cos (?n)

B 0+

Que é o que queriamos calcular!

Veja que é uma ideia dificil, mas algebricamente viavel. O ITA poderia cobrar esse tipo de questao
como item (a) e (b), em que no item (a) a quest3o poderia pedir pra vocé calcular as raizes de z3 =

e expressar a expansao binomial de (1 + w)", por exemplo, e no item (b) poderia pedir a soma de
binomiais que acabamos de calcular.

Recorréncia em combinatdria:

(IME/2014)

Um professor da um teste surpresa para uma turma de 9 alunos, e diz que o teste pode ser feito
sozinho ou em grupos de 2 alunos. De quantas formas a turma pode se organizar para fazer o teste?
(Por exemplo, uma turma de 3 alunos pode se organizar de 4 formas e uma turma de 4 alunos pode
se organizar de 10 formas)

Resposta: Aqui irei representar o conceito de recorréncia em questdes de combinatoria.
Recorréncias sao bem Uteis e resolvem, em 90% dos casos, as questdes de forma mais rapida. O mais
dificil € encontrar a recorréncia certa para o problema! Porém, com treino nesse assunto vocé sera
capaz de identificar as questdes que sdo cabiveis de ter recorréncia. Agora, vamos para a questao.
Suponha que temos n alunos na sala. Existem a,, formas desses alunos se organizarem. Agora vamos

supor que o aluno n+1 entre na sala. Esse aluno pode fazer sozinho, o que implicaria que a entrada

/
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dele seria irrelevante na quantidade total de possibilidades, pois ndo ha interacdao com outros
alunos. Caso ele decida fazer em dupla, existem n alunos para ele escolher e, apds isso, havera a,,_;
formas do resto dos estudantes se organizarem. Com isso, a nossa recorréncia fica:
Apt1 = Ap T NAx—4
Dos casos iniciais, temos que a, = 2 e a; = 4.
a, =4+32=10
as =10+ 4.4 = 26
a, =26+ 510=76
a, =76+ 6.26 = 232
ag =232+ 7.76 =764
ag =764+ 8.232 = 2620
Com isso achamos o0 nosso aq. Algo do tipo poderia cair no ITA de forma mais simplificada, mas com
o raciocinio de recorréncia. De forma geral esse assunto nao cai no ITA, mas € bom estarmos
preparados para tudo. E muito importante deixar claro que, caso uma questdo n3o saia com
recorréncia, vocé deve buscar outras formas de resolver, geralmente elas existem e sdo mais
intuitivas, apenas mais trabalhosas. A vantagem da recorréncia é o tempo de resolucdo ser menor e
ter mais uma carta na manga na hora de resolver as questdes de combinatodria.
Calculo do nimero de fungoes:
Injetoras: Para calcular o numero de fungdes injetoras devemos saber que, quando uma funcgao é
injetora, cada elemento do contradominio recebe apenas uma “flecha”, ou seja, se f(x) = f(y), entao
X =Y. Sendo assim, quando o contradominio tem n elementos e o dominio m elementos, o nimero
de fungdes injetoras é:
n!
= (n—m)!
Pois podemos encolher m elementos do contradominio de n elementos em que a ordem desses
elementos escolhidos importa.
Sobrejetoras:

O numero de funcdes sobrejetoras é o mais complicado de calcular. Para isso, usaremos o principio

da inclusdao-exclusao.
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Calcular diretamente esse valor é muito dificil. Vamos tentar calcular indiretamente, ou seja, calcular
o numero de fun¢des que, com certeza, ndo sao sobrejetoras e depois subtrair do nimero total de
funcoes.
Para calcular o nimero de fungdes que nao sao sobrejetoras, vamos imaginar o contradominio. Se
nao contabilizarmos um determinado elemento do contradominio na fun¢ao, com certeza todas as
funcdes desse tipo que eu calcular ndo serdo sobrejetoras. Logo, poderemos calcular todas as
fun¢Bes que ndo sdo sobrejetoras fazendo o nimero de fung¢des total (nf) — n(A;UA,UA; ... UA,),
em que A; é o conjunto das fungdes em que o elemento i do contradominio ndo aparece. Sendo
assim, se B é um contradominio com n elementos e A é um dominio com m elementos, o numero
total de fun¢des de Aem B é n™.
Usando o principio da inclusdao-exclusao aprendido em aula, podemos calcular o valor de
n(4A;UA,UA;5 ... A,). Vamos calcular S;. Para calcular §;, primeiramente, devemos escolher o
elemento do contradominio que vai ficar fora da contagem, que pode ser feito de ('11) maneiras.
Depois, calculamos o nimero de fungdes, que pode ser feito de (n — 1)™ maneiras.
O valor de S,, S5 e assim por diante podem ser calculados de forma completamente analoga. Com
isso, temos que o numero de fungdes sobrejetoras é:

np=n"~— (1 -D"+G)n-2)" - D",

Ou, de forma reduzida, temos que:

n=> ()

Crescentes:
Para determinar o numero de fun¢les crescentes, devemos saber que cada elemento do
contradominio pode receber mais de uma flecha. Mas a grande sacada dessa questao é saber que,
uma vez determinada uma possivel sequéncia de setas que saem do dominio para o contradominio
e que satisfazem a condicdo do problema, também se determina uma funcao que satisfaz isso.
Dessa forma, temos que:

X1 +x,+ o +x,=m
Em que de x; até x,, temos o numero de flechas que cada elemento do contradominio recebe e m
o numero de elementos do dominio.
Para resolver isso, devemos usar combinacdao completa, o que vocés ja estdo bizurados!
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A resposta fica:

_(n+m—1)
nf— m

Estritamente crescentes:

Caso completamente andlogo ao de fungdes injetoras. A Unica diferenca é que agora nao importa a
permutacdao entre os elementos escolhidos no contradominio pois, dado um certo conjunto de
elementos escolhidos no contradominio, ja esta determinada uma ordem crescente de elementos

do dominio que tem flechas nesses elementos do contradominio. Sendo assim, temos que:

= ()

em que n é o numero de elementos do contradominio e m o numero de elementos do dominio.
(ITA/88) Considere (P) um poligono regular de n lados. Suponha que os vértices de (P) determinem
2n triangulos, cujos lados ndo sdo lados de (P). O valor de n é:

a)6

b) 8

c) 10

d) 20

e) Nao existe este poligono

Resposta: Como a questdo quer que ndo tenha triangulo em que um dos lados seja também lado do
poligono, temos que escolher trés vértices do poligono em que ndo aparecam 3 vértices
consecutivos, e isso é o segundo lema de Kaplansky!

Pelo segundo lema de Kaplansky, temos:
n
n,p) =——~C,_
g(n,p) n—p "PP

Da questdo, temos que g(n,p) = 2nep = 3.

Com isso, segue que:

De onde tiramos que n = 8.
Porisso que é interessante ter esses lemas de Kaplansky na manga, nunca se sabe quando vocé pode

usa-lo em uma prova, como foi o caso dessa questdao que caiu no ITA!
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SE LIGA
NO BIZVU
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