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Prof. Luis Farias

AULA 3
COMBINAGOES COMPLETAS, O PRINCIPIO DA
INCLUSAO E EXCLUSAO e
PERMUTAGOES CAOTICAS

_Vamos agora, aplicar o Principio Fundamental da
Contagem em problemas mais especificos de contagem.
Vamos contar por retiradas, de uma forma mais eficiente.
Contaremos o numero de fung¢des sobrejetoras, e vamos
determinar o nimero de permutagdes caoéticas.

COMBINAGOES COMPLETAS

Suponha que queremos determinar o numero de solugdes
inteiras ndo negativas de :
X+Y=7
Neste caso podemos fazer por tentativas e encontrarmos um
total de 8 pares ordenados (X,Y). E quando o numero de
variaveis e 0 nimero da soma forem muito grandes? o
método das tentativas ndo é mais vantajoso, devemos
determinar uma férmula para tal acontecimento. Agora, se
tivermos a equagéo:
X+Y+Z2=7
Resolvendo por tentativas, o trabalho é muito grande, e
resolveremos do seguinte modo: Vamos dividir 7 unidades
em 3 partes ordenadas, de modo que fique em cada parte um
numero maior ou igual a zero, para isso consideremos: sete
bolinhas que representarao as unidades
o o o [e] [e] [e] o
e consideremos duas barras: | | .
Como queremos dividir as 7 unidades em 3 partes, vamos
usar duas barras para fazer tal separagdo. Cada modo de
dispormos as bolinhas e as barras dara origem a uma
solugéo. Por exemplo;

i o o ol o o| o o
i olo o o o| o o

o
il.

Em (i) a solugdo é (X,Y,2) = (3,2,2), (i) (X,Y,X)=
(1,4,2) e em (iii) (X, Y, Z) = (2,0,5).

Entdo neste caso o numero de solugdes inteiras néo
negativas é o numero de maneiras de colocarmos em fila 7
bolinhas e duas barras que é :

9!
712!
Proposigao 1. O nimero de solugdes inteiras ndo negativas

da equagdo abaixo: x; + x; + -+ x, =71

Cursos
(n+r—-1) S
rl(n—1)!
Prova: Sera resolvido em sala.
Exemplo 1. Em uma peixaria, vedem-se os seguintes tipos
de peixe: CARA, TUCUNARE, TRAIRA, PARGO, PESCADA
e CURIMATA. De quantas maneiras podemos comprar dois

peixes nesta peixaria?
Solugéo: Poderiamos de inicio pensar que a resposta é (g)

Mas, este numero é o nimero de modos de comprarmos dois
peixes distintos dentre estes 6. O nosso problema sera
resolvido com o auxilio das combinagdes completas.

X o namero de caras
| ¥ 0 namero de tucunarés
z o numero de trairas
w o namero de pargos
| l 0o nimero de pescadas
kh o nimero de curimatas

Sejam:

Entdo queremos saber o numero de solugdes inteiras e ndo

negativas para: x+y+z4+w4+l+h=2. Mas

aplicando a proposigéo 3 teremos que a resposta é:
24+6—-1)!
@re-1r_ ..
21(6 —1)!

PRINCIPIO DA INCLUSAO EXCLUSAO

Neste topico estamos interessados na obtengdo de uma
féormula que nos fornega o nimero total de elementos na

uniao de um namero finito de conjuntos.

Proposi¢ao 2. Sejam A, B e C conjuntos finitos, € n(X) o

numero de elementos de um conjunto finito X. Entdo temos

a) n(AUB) =n(4) +n(B) —n(ANB)

b) n(AuBUC) =n(A) +n(B) + n(C) —
n(ANB)—n(AnC)—-n(BNnC) +
n(ANnBNC)

Prova. Sera resolvido em sala.

VestCursos — Especialista em Preparagao para Vestibulares de Alta Concorréncia




CURSO DE MATEMATICA APROFUNDAMENTO IME ITA — (Prof. Luis Farias)

Teorema 1. Sejam A4, A,, A5, .., A,, subconjuntos finitos de

um conjunto E. Temos que:

(A UAUAUUA)=

1

:ZH(A[)— Z ﬂ(AtHAJ)‘I' Z n(ALﬂAJﬂAk)— n(A[ﬂA}ﬂAk
i=1 L5i¢j Lsi<j<k 18<j<kep
Ndy) 4 (1) (4 N4y Ay)
Prova:Usaremos simplismente indugdo, visto que ja

provamos para 0s casos de n = 2 e n = 3. Suponhamos
que a férmula seja verdadeira para n conjuntos quaisquer e
provaremos que ela é verdadeira para n + 1 conjuntos.
Sejam entdo Aq,A4,,A;,..,4,, e A1 conjuntos,entdo
queremos n(A; UA, UA3 U..UA, UA, 1)
Observe os seguintes fatos;
AjUA, UA3 U..UA, UA, g
=(A; VA, UA3;U..UA,) VU (Aps1)
(AfUA, UA; U..UA,) NAyq
= (A1 NAp1) U (A NApyp) V..
U (A, N Apyq)
Agora usando os fatos acima e a hipotese de inducéo temos:
n(A; UA, UA3 U..UA, UA,, )

=n(A; UA, UA3; U..UA,)

+n(An41)

—n((4; UA, UA3 U..UA,)

NAps1) (%)
Agora vamos desenvolver n((A1 UA,UA3U..UA,)N
Ap41), temos que:

n((4; UA, UA3 U..UA,) NApyq)

= ) 1A 0 Ani)
1<isn
- Z n(4; N 4;
1<i<jsn
NApq)+.. +(=1D)" n(4; N4, N..
N Apyq) (%)

Agora usando a hipétese de indugao e os fatos de () e (x*)

termos que: n(Aj UA, UA3 U.UA, UA, 1) =
(A — Yacicjn(Ai N A)) + Tacicjaren(4; N

AinA) + -+ (DD 4N 4, .04, N

An+1)
O que prova o resultado.

Exemplo 2. Quantos sdo os inteiros entre 1 e 42000,
inclusive, que néo sao divisiveis por 2, por 3 e nem por 77
Solugao: Vamos definir os seguintes conjuntos
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A={1,23,..,42000}
Ay ={x € A;x épar}
A, = {x € A; x é multiplo de 3}
A; = {x € A; x é multiplo de 7}
O probema pede para calcularmos n(A) —n(AU B U C).

Mas aplicando o teorema acima é facil ver que a resposta é
12000.

PERMUTAGOES CAOTICAS

Definicdo 1. Uma permutagcdo cadtica dos numeros
(1,2,3,...,n) € uma permutagdo quando nenhum nimero
estd em lugar primitivo. Por exemplo, as permutagdes
(2143) e (4321) sao cadticas enquanto que (3214) néo
0é.

Teorema 1. Seja D,, 0 numero de permutagdes cadticas de
(1,2,3,...,n).Entdo temos a seguinte formula para
D,, para todo natural ndo nulo.

(1111 (-1
e VT TR TR TR Y

Prova. Sera resolvido em sala.

Exemplo 3. Quantos anagramas podem formar com as
letras da palavra AMOR de modo que ndo aparegam: na
primeira posi¢éo, a letra A; na segunda, a letra M; na terceira,
aletra O e na quarta, a letra R.

Solugéo: O problema pede para achar D,, o que é facil ver
que D, = 9.

PROBLEMAS DE APRENDIZAGEM 3

1.Responda o que se pede:

a)Determine o nimero de solugdes inteiras ndo
negativas,de: X +Y =57

b)Determine nimero de solugdes inteiras ndo negativas
da equacao abaixo:

x1+x2+"‘+xn =T
2.Sejam A, B e C conjuntos finitos, e n(X) o numero

de elementos de um conjunto finito X.
Prove que:

a) n(AUB) =n(A)+n(B) —n(ANnB)
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b) n(AUBUC) =n(4) +n(B) +n(C) -
n(ANnB)—n(AnC)—n(BNnC)+
n(ANBNC)

3.Quantos s&o os angramas da palavra AMOR, de
modo que nehuma letra fique na sua posicéo original?

4.De quantas maneiras pode uma mae distribuir 9 balas
idénticas para seus trés filhos, de modo que ca um
receba pelo menos duas?

5.Ache o numero de solugdes inteiras ndo negativas da
equagao:5 - x; +x, + x3 + x4 = 14

6.Quantos nimeros de n algarismos podemos formar
com os algarismos 1,2 ou 3, de modo que em cada
numero figure um desses 3 algarismos pelo menos uma
vez?

7.Quantas sdo as permutagdes de (1,2,3,4,5,6,7,8,9,)
que tém exatamente cinco elementos no seu lugar
primitivo?

8.(LUIS FARIAS/2009) Em uma rua existem vinte
casas, dez de um lado e dez do outro. As casas sdo
numeradas de 1 a 20, de modo que a casa de numero 1
esta em frente a de nimero 11, a casa de numero 2
estd em frente a casa de numero 12, e assim por diante.
Queremos pintar estas dez casas usando dez cores
diferentes, satisfazendo:

a)Cada casa deve ser pintada de uma cor, casas
adjacentes devem ter cores distintas, de quantos modos
podemos realizar tal pintura?

b)Cada casa deve ser pintada de uma cor, todas as
casas de um mesmo lado devem ter cores distintas
duas a duas, e casas opostas devem ter cores distintas.
De quantos modos podemos realizar tal pintura?

9.(ITA/2014) Determine quantos paralelepipedos
retdngulos diferentes podem ser construidos de tal
maneira que a medida de cada uma de suas arestas
seja um numero inteiro positivo que nao exceda 9.

10.Quantos sdo os inteiros entre 1 e 42000, inclusive,
que n&o sao divisiveis por 2, por 3 € nem por 7?

11.(ITA/2017) Sejam A e B dois conjuntos com 3 e 5
elementos respectivamente. Quantas fungdes
sobrejetoras f: B — A existem?

12.(IME) Seja A um conjunto com n elementos.
Quantas fungdes f: A — A para as quais a equagao
f(x) = x néo tem solugéo ? Quantas sé&o as fungdes
f: A — Abijetoras para quais a equagao f(x) = x
nao tem solugéo ?

13.(AIME) Determine o nimero de solugdes inteiras
positivas e impares de:

x1+x2 +x3+x4:98

14. 6 bandeiras distintas devem ser dispostas em 4
mastros distintos. Cada mastro comporta um numero
qualquer de bandeiras, e a ordem das bandeiras em um
deles é relevante. Sabendo que todas as bandeiras
devem ser utilizadas, mas que nem todos os mastros
precisam ser utilizados, encontre o total possivel de
configuragoes.

15.De quantas maneiras podemos permutar as letras:
LLLFFFMMM de tal modo que 3 letras iguais nunca
sejam adjacentes ?

16.Quantos sao os anagramas da palavra: INSANAS
que n&o contém duas letras iguais juntas?

17.Quantos séo os subconjuntos com quatro elementos
{a, b, c,d} contidos em {1,2,3,..,19,20} de modo que:
b—a>2c—b>3ed—-c=>4?

18.De quantos modos podemos distribuir 10 bolas
brancas e 8 bolas vermelhas em cinco caixas iguais, de
modo que em cada caixa haja pelo menos uma bola e
que em cada caixa haja um nimero diferente de bolas
brancas?

19.Uma caravana composta por 10 camelos dispostos
em fila viaja pelo deserto. A viagem dura muitos dias e
os “vigjantes” consideram cansativos ter que ver sempre
0 mesmo camelo a sua frente. De quantas maneiras 0s
camelos podem permutar entre si de modo que cada
camelo seja precedido por um diferente daquele que o
precedia na fila anterior?
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20.Quantas solugdes entre 1 e 9, inclusive, possui a
equacao X, + X, + X; +X, =267

PROBLEMAS DE FIXAGAO 3
1.Dada a equagéo x, + X, + X, =7, calcule:
a)O numero de solugdes inteiras ndo negativas.

b)O numero de solugdes inteiras positivas.

2.Quantas solugles inteiras positivas, maiores que 5
pOSSUi @ equagao X, + X, + X; + X, =407

3.Quantas solugdes inteiras possui a equagao
X, + X, + X; + X, =40, satisfazendo as condigdes:

X, > 6,
X, =6,

X;>7, €
Xgy=7 €

X, >8?
X, =287

4.Quantos numeros inteiros entre 1 e 100000 tém a
soma dos algarismos igual a 6?

5.Quantas séo as solugdes inteiras e maiores que 3 da
equacao X, + X, +X; =157

6.Quantas sdo as solugdes inteiras e positivas da
equagéo X, + X, + X; + X, =20, tais que:

a) X, >957?
b) X, >6 e X, >5?

7.Determine 0 numero de solugdes inteiras e positivas
da equagdo X, +X, +X; +X, =20, nos seguintes
Casos:

a)com X, > 6.
b)com X, >6 e X, >6.
cjcom X, >6; X, >6 e X; >6.

8.Determine  m sabendo que a equagdo
X, + X, +X;=m possui 28 solugdes inteiras e
positivas.
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9.Determine o numero de solug&o inteiras da equacéo
X+y+z+w=48, satisfazendo as condigdes:

X>5 y>6;,z>7 e w>8.

10.A fabrica X produz 8 tipos de bombons que séo
vendidos em caixas de 30 bombons (de um mesmo tipo
ou sortido). Quantas caixas diferentes podem ser
formadas?

11.De quantos modos podem ser pintados 6 objetos
iguais usando 3 cores diferentes?

12.De quantos modos se pode comprar 5 magos de
cigarros em um bar que s6 possui em estoque 4 marcas
diferentes?

13.De quantos modos se pode colocar 20 bolas iguais
em 10 urnas?

14.Numa urna ha bolas verdes, azuis e vermelhas, em
grande quantidade. De quantos modos se pode tirar 8
bolas de uma vez?

15.Uma sorveteria tem sorvetes de 11 sabores
diferentes. De quantas maneiras uma pessoa pode
escolher 6 sorvetes, ndo necessariamente de sabores
diferentes?

16.Quantos inteiros entre 1 e 1 000 000 tém soma de
seus algarismos igual a 137?

17.Quantas séo as solugdes inteiras ndo negativas de
x+y+z+w<6?

18.Quantas séo as solugdes inteiras ndo-negativas de:

X1+ X, +x3+ x4 +x5+ x5 =20
Nas quais exatamente 3 incognitas sdo nulas? Em
quantas pelo menos trés séo nulas?
19.Quantas sdo as solugdes inteiras ndo-negativas de

x+y+z+w=20nasquaisx >y?

20.Quantos inteiros entre 1 € 100000, inclusive tém a
propriedade: “ cada digito € menor ou igual ao seu
sucessor”

21.(CHEN CHUAN) Ache o numero de solugdes inteiras
n&o negativas da equacgao:

3'x1+5'xZ+X3+x4=10
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Cursos
22.(CHEN CHUAN) Determine o numero de solugdes
inteiras e positivas da equagao:
(x1+x2+x3) 1+ Y2 +ys+ya) =77

23.(AIME) Quantos s&o os inteiros positivos de sete
digitos da forma:

X1Xp oo Xy
que satisfazem: x; < x, < x3 < - < x5 ?

24.Quantas permutacOes de 7 letras A e 7 letras B, nas
quais nao ha 3 letras A adjacentes, existem?

25.Sejam A e B conjuntos de nUmeros naturais com
n(A) = pen(B) =n.

a)Quantas séo as fungdes f: A - B?
b)Quantas s&o as fungbes injetoras f: A - B?

c)Quantas sdo as fungdes
crescente?

f:A — B estritamente

d)Quantas séo as fungdes f: A — B ndo- decrescente
?

26.De quantas maneiras € possivel colocar 6 anéis
diferentes em 4 dedos?

27.Quantas séo as permutagdes de (1,2,3,4,5,6,7) que
tém exatamente trés elementos no seu lugar primitivo?

28.Determine o numero de permutagdes caoticas de
(1,2,3,4,5,6,7,8) com a condi¢do de que os quatro
primeiros digitos sejam transformados no conjunto
{1,2,3,4} em alguma ordem.

29.Dois médicos devem examinar, durante uma mesma
hora, seis pacientes, gastando dez minutos com cada
paciente. Cada um dos seis pacientes deve ser
examinado pelos dois médicos. De quantos modos pode
ser feito um horéario compativel?

30.(JIRI HERMAN) Certo carteiro atrapalhado se
encontra em dos lados de uma rua que possui cinco
casas deste lado. O carteiro tem cinco cartas para
entregar nestas cinco casas.

a)Determine 0 nimero o numero de maneiras de modo
que o carteiro entregue todas as cinco cartas erradas
nas cinco casas.

b)Determine o nimero de maneiras de modo que o
carteiro entregue exatamente duas cartas certas nas
cinco casas.

31.Quantos inteiros entre 1 e 33 000, inclusive, ndo sdo
divisiveis por 3, por 5 e 11?

32.Quantos inteiros entre 1 e 1 000 000, inclusive, ndo
sdo quadrados perfeitos, cubos perfeitos e nem quartas
poténcias perfeitas?

33.Quantos inteiros entre 1 e 1 000 s&o divisiveis por 2,
mas ndo sao divisiveis por 3, por 5 e nem por 7?

34.Calcular o nimero de permutagdes das 8 letras
AABBCCDD, onde duas letras iguais ndo sejam
adjacentes.

35.De quantas maneiras se podem sentar, em fila, 3
ingleses, 3 franceses, e 3 belgas, de modo que ndo haja
3 compatriotas juntos?

36.Seja 0 nimero m=2°-3°.5. Quantos s&o os
numeros inteiros positivos menores que m e primos com
m?

37.Quantas solugbes em inteiros positivos com X, <6,

X, <7, %<8, X <9 possui a equacao

X + X, + X +X, =207

38.Calcular o numero de solugdes inteiras positivas da
equagdo X, + X, +X; + X, +Xs + Xs =34, onde x; €

um ndmero par, ndo superiora 10 (i =1,2,3,4,5,6).

39.Uma bolsa contém 8 moedas de Cr$1,00, 7 de
Cr$0,50, 4 de Cr$0,20, e 3 de Cr$0,10. De quantos
modos diferentes podemos retirar 6 moedas dessa
bolsa?

40.Consideremos um conjunto de 9 pessoas,sendo que
todas sabem dirigir. De quantas maneiras estas 9
pessoas podem se agrupar para levar 4 carros da
cidade A até a cidade B? (Ndo vamos considerar quem
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dirige no caso de duas ou mais estarem em um mesmo
carro.)

GABARITO
1) a)15 b) | 11) 28 21) 31 31)
36 16000
2) 969 12) 56 22) 2700 | 32)
998910
3) a) 286 b) 13) (29) 23) 33) 229
680 9 (50)
3
4) 210 14) 45 24) 1016 | 34) 864
5) 10 16\ |25)* 35)
15) ( 6 ) 283824
6) a) 728 b) | 16) 26) 36) 96
56 (18) _ 160480
58
6(5)
7)a) 286 b) | 17)126 | 27) 315 |37) 217
35 c)
impossivel
8) m=9 18) a) 171 | 28) 36 38) 1686
b) 3711
31 19) 825 | 29) 39) 70
) (s) 6.,
10) (37) 20) 2001 | 30) a)| 40)
30 D; b)|1864380
10. D¢
25)a) n? b) (n'_”p)! c) p!(:ip)! ) ((T::';,;;)!!

SUGESTOES E/OU RESOLUGOES

1) Solugao:
Como m=7e p=23,tem-se:

a) Cyy =C7; =C¢ =15

b) Crpi=Cl5,=C; =36
2) Solugéo:
Se em cada solugdo inteira da  equagdo
X, + X, + X3 + X, =40, satisfazendo as condigdes:

X, >5, X, >5, X3 >5, X, >5, subtrairmos 5 unidades
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de cada inteiro, obteremos uma solugéo inteira positiva da
equagdo: X, + X, + X + X, =20
(15, 6, 9, 10) = (10, 1, 4, 5)
(7, 7, 8,10) = (2, 2, 3, 13)
(15, 13, 6, 6) < (10, 8, 1, 1)

Reciprocamente, se em cada solugdo inteira positiva da
equagdo X, + X, + X5 + X, = 20 somarmos 5 unidades a
cada inteiro, obteremos uma solucdo inteira da equagao
X, + X, +X; + X, =40, satisfazendo as condicbes do
problema.

3) Solugao:

a) Fazendo um raciocinio analogo ao do problema anterior,
devemos subtrair 5 unidades do 1.° inteiro, 6 unidades do 2.°,
7 unidades do 3.° e 8 unidades do 4.°, em cada solugéo

inteira da equagdo X, + X, + X, + X, =40, satisfazendo
as condigdes dadas, obtendo, assim, uma solugdo inteira
positiva da equagdo X, + X, + X, + X, =14.

(10, 10, 10, 10) <= (5, 4, 3, 2)
(6,7,819<(1 11 11)

Portanto, o numero de solugbes inteiras tais que
X >5 X,>6, Xx;,>7 e X,>8 da equagdo:
X, + X, +X; + X, =40 é igual a0 nimero de solugbes
inteiras positivas da equagéo: X, + X, + X; + X, =14, isto
é:

Cnp:11 = Cltll = C133

b) Notando que (X, >5;X, >6; X, > 7; X, >8) implica
(x, >4 X, >5; X, >6, X, >7), basta
calcular o nimero de solugdes inteiras positivas da equagéo:
X, +X, +X;+X, =40-4-5-6-7=18 isto é:
Cly =City =C

4) Solucao:

Os numeros podem ser considerados numeros de 5 digitos,
ainda que comegados por 0. Por exemplo, 231 pode ser
considerado 00231. Chamando o numero de xyzwt,

devemos ter x+y+z+w+t=6, com x,y,z,w,t
inteiros ndo-negativos . A restricdo de serem menores que 10
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é desnecessario, por ser consequéncia de a soma se 6. A
resposta é CRE = C§, = 210

10) Solugao:Para formar uma caixa devemos selecionar
30 dentre 8 tipos. Valendo repeticao na escolha.
Aresposta é CR3® = €39 = 10.295.472

11) Solugdo:Seja x a quantidade de objetos que
receberdo a primeira cor, y a segunda e z a terceira.
xX,y,Z=06

Aresposta é CRE = Cf, = 28

16) Solugao: Nao levando em conta o inteiro 1 000 000, por
nao ter soma dos algarismos igual a 13, interpretemos os
inteiros de 1 até 999 999 como tendo 6 algarismo.

Por exemplo, 0 nimero 7 426 pode ser escrito 007 426.

Representando os 6 algarismos por X, +X, +...+ Xg: 0

problema consiste em determinar o numero de solugbes
inteiras ndo negativas, menores que 10, da equagéo

X, +X, +...+X; =13. Para isso, basta subtrair do
numero de solugdes inteiras ndo negativas dessa equagéo
aquelas em que X, =210, X, 210, ..., X;.
O numero de solugdes inteiras ndo negativas da equagao:

X + X, +..+ X =13

e Cfs, € 0 numero de solugGes inteiras ndo negativas, com

x, >10, é C;.
Sendo andlogop 0 raciocinio para 0S  casos
X, 210, X; 210, ..., concluimos que o nimero de

inteiros entre 1 e 1000000 que tém soma dos algarismos
igual a 13 é: C;, —6C; .

17) Solugéo:A introducdo a variavel de folga (diferenca
entre o valor maximo que x + y + z + w poderia ter e
o valor que x+y+z+w efetivamente tem)
transforma a inequagdo na equagdo x + y + z + w +
f=5

Aresposta é CR2 = CS = 126.

18) Solugao:

a)lnicialmente devemos escolher as incognitas que
assumirdo o valor de zero. Isso pode ser feito de C2 = 20
modos. Fixadas essas incdgnitas que serao nulas, a equagao
transforma-se em uma equacéo do tipo x + y + z = 20, so
que, agora nenhuma incdgnita pode ser nula. Procedendo
como na solugdo do exercicio 3 (x=14+a, y=1+
b,z=1+¢c¢), obtemos a+b+c =17, com a,b,c
inteiros ndo-negativos.

O numero de solugdes dessa equagdo é CR3” = C1J =
171.

Aresposta é 20 - 171 = 3420.

b)Com trés incégnitas nulas, ha 3420 solucdes, conforme foi
visto no a). Com quatro incognitas nulas, ha C¢ = 15 modos
de escolher as quatro incdgnitas que assumirao o valor zero.

7

Fixadas essas incognitas que serdo nulas, a equagéo
transforma-se em uma equacéo do tipo x + y = 20, s6 que,
agora, nenhuma incognita pode ser nula. E facil ver que ha
19 solugbes para esta equagdo. Portanto, com quatro
incognitas nulas, ha 15-19 = 285 solugdes. Com cinco
incognitas nulas, a outra incognita deve valer 20. Ha,
evidentemente, 6 solugdes, porque basta escolher a incégnita
nao-nula para que a solugéo fique determinada.

Aresposta € 3420 4+ 285 + 6 = 3711.

19) Solugdo: Contemos primeiramente o numero de
solugbes em que x =y. A equacdo se transforma em
2x +z+w = 20. Se x=0, a equagéo se transforma em
z+w = 20, que possui 21 solugbes; se x=1, a equagao
transforma em z + w = 18 que possui 19 solugdes; se x=2,
a equacéo se transforma em x + y = 16, que possui 17
solugdes; ...; se x=10, a equagéo se transformaem z + w =
0, que possui 1 solugdo. O numero de solugbes em que x=y
é 21+19+17+..+#1=121. Total de solugdes de x +y + z +
w =20 é CR2° = 2?2 = 1771. Logo, ha 1771-121=1650
solugbes nas quais x # y. Em metade delas, x >y e na
outra metade x < y. Ha portanto, 825 solu¢des nas quais
xX>y.

20) Solugdo: Podemos considerar 0s ndmeros como
formados por 5 digitos, ainda que tenhamos que colocar
alguns digitos ) no inicio do ndmero. Para formar um tal
numero, basta selecionar os 5 (ndo necessariamente
distintos) digitos, porque depois de selecionados eles devem
ser arrumados em ordem crescente. O numero de modos de
selecionar os digitos & CR7, = CP, = 2002. Ha um
problema aqui: contamos o numero 00000 indevidamente
aparentemente ha um outro problema também: né&o
contamos o nimero 100000, que ndo é numero de cinco
digitos; mas esse né@o deveria mesmo ser contado,pois ndo
tem os algarismo em ordem crescente .

A resposta é 2001.

24) Solugao: Comegamos formando uma fila com assim
letras B, 0 que s pode ser feito de 1 modo. Em seguida,
devemos colocar as letras A nos oitos espagos existentes
entre as letras B, antes do primeiro B e depois do Ultimo.
Para decidir quantas letras A colocaremos em cada espaco,
devemos resolver a equag@o x; + x, + -+ + xg = 7, com
X1, X5, ., Xg € {0,1,2}. As solugdes desta equagéo sdo:

i) trés incognitas iguais a 2, uma igual a 1 e quatro iguais a 0;
ii) duas incégnitas iguais a 2, trés iguais a 1 e trés iguais a 0;
iif) uma incognitas igual a 2, cinco iguais 1 e duas iguais a 0;
iv) zero incognitas igual a 2, sete iguais a 1 e umaigual a 0.
A resposta & Pyt + PP+ Byt + B =280+
560+ 168 + 8 = 1016
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25) Solugao:
a)A imagem de cada elemento de A pode ser escolhido
de n modos. A resposta é n?.

b)Ovalor de f(a,) pode ser escolhido de n modos; o
valor de f(a,), de n — 1 modos;..; o de f(ay), de
(n—p+ 1) modos. A resposta é n(n—1) ...(n —
p + 1) — n!

(n-p)!'

¢)O conjunto-imagem de f tera exatamente p
elementos e pode ser escolhido deC’ modos. Escolhido
0 conjunto-imagem , ha apenas um modo de formar a
funcdo: o menor elemento de A deve ter por imagem o
menor elemento do conjunto-imagem, o segundo menor
de A deve ter por imagem o segundo menor elemento
do conjunto-imagem, etc.

n!

p!(n-p)!’
d)Basta escolher p elementos, ndo necessariamente

distintos, no contradominio para formarem a imagem da
fungéo, o que pode ser feito de CR}, = Cy,, , modos.
Escolhidos os elementos, s6 ha um modo de
estabelecer a correspondéncia entre os elementos do
dominio e os escolhidos no contradominio: como a
funcdo e ndo -decrescente, o menor elemento do
dominio tera por imagem o menor elemento escolhido
no contradominio, o segundo menor elemento do
dominio tera por imagem o segundo menor elemento

escolhido no contradominio, etc. A resposta €
Cp _ (n+p-1)!
ntp=1 " (n-p)ip!’

Aresposta é C¥ =

26) Solugéo: Primeiramente, devemos decidir quantos anéis
havera em cada dedo, o que equivale a resolver em inteiros
nao-negativos a equacao x; + x, + x3 + x4 = 6.

Ha CRS = C$ =84 solugdes inteiras e ndo-negativas.
Determinados os seis lugares, devemos, neles colocar os
anéis, o que pode ser feito de 6! = 720 modos.

Aresposta é 84 - 720 = 60480.

31) Solugao: Sejam os conjuntos e o diagrama:
E=1{,23,..,33000}

E, ={xeE|x=3kkeNj} 2

E, ={xeE|x=5kkeN}
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O numero pedido é:

y=n(E)-n(E, UE, UE,)=n(E)-nlE)-n(E,)-n(E;)+n(E NE,)+n(E NE))+

+n(E, "E,)-n(E,nE, NE,).
Porém:

n(E)= 33000, n(El)zr’?’—gm} =11000,

n(E,) = {@} = 6600,

n(E,) = {%} = 3000,

n(E,NE,)= {%} = 2200,
n(ElmEa):[%} =1000,
n(E, mE3)={%} =600,
n(E,NE,NE,)= [%} =200

Logo, y =33 000 - 11 000 — 6 600 — 3 000 +2 200 + 1 000 +
600 — 200 = 16 000.

32) Solugdo: Sejam os
conjuntos e o diagrama: &

E=1{23,...,1000 000}
E, = {x € E| x équadrado perfeito}

E, = {x e E| x écubo perfeito}

E = {x € E | x équarta poténcia perfeita|

Observemos que:

a)a’ = (az)2 , isto é, toda quarta poténcia é quadrado, o que
acarreta

E,cE, =E UE,UE, =E UE, =n(E UE, UE,)=n(E, UE,)

b) Se um nimero é quadrado e também cubo, entdo ele é
sexta poténcia.
Posto isto, temos que o numero pedido é:

y=n(E)-n(E, VE, UE;)=n(E)-n(E UE,)=n(E)-n(E)-(E,)+n(E NE,)

Porém: n(E)=1000000 = 10°
n(E,) = v10° =10° =1000
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n(E,)=%/10° =10% =100
n(E, NE,)=%10° =10

Logo, y =1000 000 —-1000—-100+10 =998910.
33) Solugao:

Sejam o0s conjuntos e o diagrama:
E=1{23,..,1000}

F=En2N £
E,=FN3N=EN6N = d

={xeE|x=6k, k e N}
E,=FN5N=EN10N =

={xe E|x=10k, k € N}
E,=FN7N=EN14N=

={xe E|x=14k,k e N}

onde 2N ={0,2,4,6,...}, 3N =

Portanto, o nimero pedido é:

y=n(F)-n(E, UE, UE,)=nlF)-n(E)-nlE,)-nlE ) nlE,NE,JnlE.NE )+
+n(E, nE;)-n(E,nE, NE,)

Porém:
n(F):{g}wo, n(E,) = {10600} 166,

n(E,) = FOOO} 100, n (E)=[%}=71,

{0,3,6,9,...}, etc.

10

n(E,NE,)= {1280} 33,
n(E,NE,)= {1220} 23,
n(E, NE,)= [1380} 14,

1000
nE NE,NE,)=| —— | =4.
(E.NE, 3)[2m}
Logo,

y =500-166-100—71+33+23+14—-4=229.

34) Solugao: Sejam os conjuntos:

E = conjunto de todas permutagdes das letras AABBCCDD.
E, = conjunto das permutacdes que tém as duas letras A
juntas.

E, = conjunto das permutagdes que tém as duas letras B
juntas.

E, = conjunto das permutagdes que tém as duas letras C

juntas.

E, = conjunto das permutagdes que tém as duas letras D

juntas.
Portanto, o nimero pedido é:

y =n(E)-n(E, UE, UE, UE,)= n(E)—ZA: (E)+ Y, nlE NE)-

_ 24: n(Ei NE; mEk)+n(Ei mEszamE4).

I<i< j<k

Porém:
n(E) — P42-2-2-2

n<E1): n(Ez) (E )

4=C} termos

1 p222
C4 P,

P2221:>Z

4
n(El n Ez) - n(E1 N Es) == n(Ea n E4) =P s Z n(Ei N Ej): C.p

Ki<j

C? temnos
4
(E N, NE)=.=1E,NE,nE =P Y lE nE,nE, =€} P2
¢? temos I<i<j<k
n(E1 ) E2 A E3 A E4) — P41.1.1.1 — 41
Logo,

_ p2222 1 2:2.21 2 2:211 3 2111
y = RE*22 - CL PP+ CF B2 —C- B 41

=2520—-2520+1080 — 240 + 24 =864

35) Solugdo: Sejam as pessoas I,1,I;FF,FB,B,B; e
sejam os conjuntos:

E = conjuntos das permutagdes das 9 pessoas.

E, = conjuntos das permutagdes das 9 pessoas com 3
ingleses juntos.

E, = conjuntos das permutagdes das 9 pessoas com 3
franceses juntos.

E, = conjuntos das permutagdes das 9 pessoas com 3

belgas juntos.
O nimero pedido é:

n(E)=09!
n(E1)=n(E )=n 7'3'32 =C;-713!
n(E,NE,)=n(E,NE,)=n(E,NE,) =531 = i (g NE,)=C2-5131f

I<i<j
C? temos !
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n(E,NE, NE)=@3Y’
Logo,

y=91-C}.71314+C2.5!(31f —(3!)' = 283824

36) Solugdo: Indiquemos o numero pedido por ¢(m) e

consideremos os conjuntos e o diagrama:

={,2,3,..,m}
) 5 £
E, = {x € E| x émultiplode 2}
E, = {x € E| x émultiplode 3} :

E, = {x e E| x émultiplode5}

Entdo:

#(m)=n(E)-n(E, wE, VE;)=n(E)-n(E)-n(E,)-n(E:)+n(E, NE,)+
+n(E,NE,)+n(E, "E,)-n(E,nE, NE,)

Porém:
n(E)=m = 360, n(E,) = % 180
m m
E,)=— =120, E,)=—=72
n(E.)= 73 n(E) = ¢
m m
n(E,NE,)= 55~ 60 n(E,NE,) 5536
m
n(E,NE,)= 35" 24,
n(E,NE,NE,)= —1— =12
*2.3.5
Logo,

¢(m)360 —-180-120-72+60+36+24-12 =96
*Observagéo: Se p € um fator do numero m.

< . - ~ . . m
Entéo o nimero de multiplos de p ndo superioresamé — .
p

De fato, os mdltiplos de p ndo superiores a m sao:

m
p-Lp-2,p-3p-4,.., p-B.

37) Solugao:
Sejam os conjuntos:

Ez{(xl,xz,xg,x4)e N*|xl+x2+x3+x4:20}
E1={(X1,X2,X3,X )E E|X1 >6},

E, = {(Xl,XZ,X3,X )€E|X2 >7},
E3:{(xl,x2,x3, )eE|X3>8},

E, ={(%. %%, %, )€ E| x, >9}.

O numero pedido é:

Cursos
y=n(E)-

y=n(E)-n(E,)-n(E,)-n(E;)-n(E, )+ n(E, UE, )+ n(E, UE, }+n(E, UE,)

n(E, VE, UE, UE,)

+n(E, UE,)+n(E, UE, )+ n(E, UE,)-n(E, UE, UE,)-n(E, UE, UE,)

-n(E, UE, UE,)-n(E, UE, UE, )+n(E, UE, UE, UE,)

Mas:

n(E) B 0139’ n(El) = CZS(HH = C1337
n(Ez ) =C3074 =Ci, n(E3 ) =Cy . =Co,
n(E4 ) = C230—9—1 = C1301 n(El NE, ) = C§0_6_7_1 = Cg’,
n(El M E3) = C§0—6—8—1 = C§’1

n(El NE, ) = C230—6—9—l = Cf,

n(EZ M E3) = C§0—7—8—1 = Cj ,

n(Ez M E4): Clo701=Cs,

n(E3 M E4)= CS(HHH = Cg =0.

Todos os outros termos s&o nulos. Logo,
=C}-c3-ci-c:-ci:+ci+Ci+Ci+C2+C2
y=0Cp 13 12 11 10 6 5 4 4 3

y =969 -286—-220-165-120+20+10+4+4+1=217

38) Solugédo:

Fazendo X, =2y, onde 1<y,<5 (i
equagao:

X, + Xy + X+ X, + X + X =34
YitYot Y3t Y, tYstYe =17.
Sejam 0s conjuntos:

E = (Va0 Vo Voo Vi Vo Yo € N[ Vo Y Yy Y, + Vs + Y, =17)
El = {(yli yz’ y31 y4!y51y(3)e E| y1 >5}

E, = {1 Y2 Y2 Yar Y5, Vo )€ E| ¥, > 5}

Eo = {(Ya: Y21 Ya: Yo Vs Yo ) € E| Vg > 5}
O nimero pedido é:

w=n(E)-n(E, VE, U..UE,)=n(E)-

=1,2,3,4,5,6),a

transforma-se  em

- Zsln(Ei N E; mEk)+...+n(El N E, m...mE4)

1<i<j<k

Porém:
n(E) = C156

n(E,)=n(E,)=.

Ct termos

=C,-C},

Cf1:>z
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6
n(E,NE,)=n(E,NE,)=..=n(E, NE;)=CS = Yn(E, E,)=C2-CE

I<i<j

cZ temos
n(E, "E, "E;)=...=n(E, "E; NE;)=0

n(E,NE,n..NnE;)=0.
Logo
W=CZ% —CL-C5 +C2-C =4368—2772+90 =1686

39) Solugéo:

Sejam:

X, : 0 nimero de moedas de Cr$1,00.
X, : 0 nmero de moedas de Cr$0,50.
X3 0 nimero de moedas de Cr$0,20.
X, : 0 nimero de moedas de Cr$0,10.

O problema consiste em calcular o nimero de solugdes
inteiras nao negativas da equacao

X, + X, + X, + X, =6, satisfazendo as condigdes:
X <8, X,<7,%X;<4ex,<3.
Sejam os conjuntos:
E = {X,, X5, Xg, X )€ N** [ X, 4%, + % +X, :6}
E, = {(%, %, X;, X, ) E| X, >9}
E, = {(%, %, X5, X, ) € E| X, 28},
E, = {(*, %, %, X, ) € E| %, > 5},
E, = {(x. %, X;, X, ) € E| X, > 4}.
y=n(E)—n(E1uE2uE3uE4)=n(E)—Zi: n(E,)+ 24: n(E NE, )-

i= I<i<j

- 24: n(E, ~"E, nE,)+n(E, "E, "E; NE,)

1<i< j<k

Porém:

n(E)=C?

n(E,)=n(E,)=0, pois a equacéo
X, + X, + X3 + X, =6 ndo admite solugdes inteiras ndo
negativas com X, >9 e X,>8.n(E;)=C} e
n(E4):C§

n(E, nE,)=n(E, nE;)=...=n(E,NE,)=0

n(E, "E, "E;)=...=n(E, "E; nE,)=0

n(E,NE, n..nE,)=0.

Logo, y=C3—C; —C2 =84-4-10=70.
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40) Solugao:

Como todo carro deve ter um chofer, este sera igual ao
numero de fungdes sobrejetoras de um conjunto de 9
elementos num conjunto de 4 elementos. Usando a mesma
ideia do problema 11 teremos que a resposta é:

4
Z(—l)i - (‘f) - (4 —)° = 186480.
i=0
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