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Sistemas lineares e determinantes

Tomando a, b e ¢ como quantidade de ingressos
vendidos dos setores A, B e C, respectivamente,
temos:

a+ b+ c=30.000

100a + 80b + 60c = 2.000.000 =

a=2b

= a = 4.000,b = 2.000 e c = 24.000

Portanto, foram vendidos 24.000 ingressos para o
setor C.

O valor dos ingressos pedido pode ser obtido por:
4.000 - 100,00 + 2.000 - 80,00 = 560.000,00

Logo, o valor arrecadado com a venda dos ingressos
dos setores A e B é R$ 560.000,00.

a) Para x = 3,temos: 3-3 — 2y = 20 :>y:—£

2
b) Parax = —7,temos: 3+ (=7) — 2y = 20 =

=>y:—7

c) sim
d) infinitos

a) V,pois-3+4-1+2-4=09.

b) Fpois2:-0+3—(-2)=5#1.

c) V,pois0+4-0+3-0-0=0.

d) V, pois para cada valor atribuido a x obtemos y
tal que o par (x, y) € solugdo da equagéo
x+ 2y =5.

€) V, pois para qualquer valor inteiro atribuido a y
obtemos um valor inteiro para x.

f) F,pois para quaisquer valores inteiros dex ey a
soma x + 2y é um numero inteiro.

(p, 29, p + q) ndo é solugdo, pois
2:p+3-2:-q-(p+q=p+5q

(2p, p — g, q) néo é solugdo, pois
2:2-p+3-(p-a)-a=7p—4q

(p,q, 2p + 3q) ésolucdo, pois2-p +3-q — (2p + 3q) =0
(2p + g, p, 3q) néo é solucéo, pois
2-2p+q)+3-p-3q=7p—q

(2p — q, p, 3q) néo é solugéo, pois
2:2p-q+3-p—-3q=7p—5q

Alternativa c.

Resposta possivel: Uma equacao linear homogénea
nas variaveis x, y e z é da forma ax + by + cz = 0,
em que a, b e c sdo nuimeros reais. Para que o terno
(2, 4, —3) seja solucao dessa equagdo, devemos ter:
a-2+b-4+c-(-3)=0

Atribuindo valores arbitrarios aos coeficientes a e
b, obtemos o valor de c; por exemplo, para a = 3 e
b = 6, temos:

3:2+46-4+c-(-3)=0 = c=10

Assim, uma equacdo linear nas variaveis x, y e z
que tem o terno ordenado (2, 4, —3) como solucao
é3x + 6y + 10z = 0.

a) 5x + 10y + 20z = 100
b) Resposta possivel: (2, 1, 4), (4,2,3) e (6, 1, 3)

Indicando por E e C a massa de cada esfera e de
cada cubo, respectivamente, temos:

3E+2C=2E+4C = E=2C

Logo, a massa de cada esfera é o dobro da massa
de cada cubo.

Alternativa a.

Indicando por h e m os niimeros de homens e de
mulheres dessa comissao, respectivamente, temos:
2m +5
3

Como h e m devem ser numeros naturais, temos
que o menor valor de h é obtido para m = 2, com
0 que obtemos:

2-2+5
h=4£T2

3

Logo, 3 é o menor numero possivel de homens
dessa comissao.

3h=2m+5 = h=

= h=3

a) 2x + 4y + 4z =
x=10—-2y — 2z

b) Como x, y e z sdo nimeros naturais ndo nulos,
atribuimos a y e z valores naturais de modo a
obter valores naturais ndo nulos para x. Assim,
temos as possibilidades:

20, que é equivalente a

Namero x de Nidmero y de Nimero z de
lapis pretos lapis azuis lapis vermelhos

6 1 1

4 1 2

2 1 3

4 2 1

2 2 2

2 3 1

c) Observamos na tabela construida no item b que
o maior nimero possivel de lapis azuis que o
desenhista pode comprar é 3.

8+1+2-0=9
(8,1, 0) nao é solugdo, pois: 18 +2-1+0=10# 8
2:84+1+0=17#7

10-14+2-0=9
(10, —-1,0)ndo é solugao, pois: 10 + 2 - (-1) + 0 = 8
2-10-1+0=19#7

1+2+2-3=9
(1,2, 3) é solucdo, pois:11+2-2+3=28
2-1+2+3=7

9+0+2-0=9
(9,0, 0) ndo é solugdo, pois: {9 +2:-0+0=9#8
2:9+40+0=18#7

1+14+2-1=4+#9
(1,1, 1) ndo é solugdo, pois: {1 +2-1+1=4#38

2:1+1+1=4+#7
Alternativa c.
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-342:2+2-0=1

(=3, 2, 0) é solugao, pois: {_3 +3.240=3

~7+2-3+2-1=1

(-7, 3, 1) é solugao, pois: {_7 +3.341=3

-11+2-4+2-2=1

(=11, 4, 2) é solugao, pois: {711 +3.4192=3

) - r+2i1+2- (-1 =1
(1,1, 1)esolu<;ao,p01s.{1+3'1_1:3

- - [3+2-(-1)+2-0=1
(3,—1,0)naoesolugao,pms.{gJr3_(71)Jro=O7é3

Alternativa e.

a) Para que o terno (k, k + 2, 2) seja solugdo do
sistema, devemos ter:

k+k+2+3.2=3 k==
%k+3(k+2)-2=1" |, __

uilw N

Note, portanto, que, para que o terno (k, k + 2, 2)
seja solugado da primeira equacao do sistema, de-
vemos terk = —% e, para que o terno seja solugao
da segunda equacao, devemos ter k = —%. Logo,
nao existe um valor de k para que o terno seja
solucdo das duas equagdes simultaneamente;
portanto, ndo existe um valor de k para que o
terno seja solugao do sistema.

b) Para que o terno (8 — 10p, 7p — 5, p) seja solucdo
do sistema, devemos ter:

8—10p+7p—-5+3p=3 {3=3
28 -10p)+3(7p -5 -p=1_ [1=1

Note que qualquer valor atribuido a p satisfaz
as duas equacoes simultaneamente, pois elas
independem de p. Assim, por exemplo, para
p = 5,0 terno ordenado (8 — 10p, 7p — 5,p) é uma
solucdo do sistema.

a) SPD, pois o sistema tem apenas uma solucao,
que é o par (3, 1).

b) SI, pois ndo é possivel obter dois resultados
diferentes para uma mesma adigéo.

c) SPI, pois o sistema tem mais de uma solugao;
algumas delas sao (1, 3), (2,2) e (3, 1).

d) SI, pois a equacdo Ox + Oy = 3 ndo tem solucao.

a) Para qualquer valor de k, com k # 0, temos

y =3 ex = 2 i. Logo, para qualquer valor
k 2 2k ’

real ndo nulo de k o sistema é possivel e determi-
nado (SPD).

b) Para k = 0, qualquer par de numeros reais da
forma (x, x — 4) é solucdo do sistema.
Assim, para k = 0 o sistema é possivel e indeter-
minado (SPI).

c) Para k = 0, a segunda equacdo é impossivel;
portanto, o sistema é impossivel (SI).

a) O sistema linear é homogéneo para 3k — 2 = 0,

ou seja, k = %

b) Parak = %, temos o sistema:

3— y=0 (I)
6x—2y=0 (II)

Como as equagoes que compoem o sistema sao
equivalentes — multiplicando por 2 ambos os
membros da primeira equag¢ao obtemos a se-
gunda —, temos que toda solu¢do de uma dessas
equacoes também é solugdo da outra. Logo, o
sistema é possivel e indeterminado, pois tem
infinitas solugodes.

Vamos separar essa demonstragao em dois casos:
Dk#0

Se o par ordenado («, B) é solugdo do sistema

h . ax + by =0 tho d ter-
omogéneo . . dy =0’ entdo devemos ter:
aa +bg =0
ca+dp=0

Multiplicando ambos os membros de cada uma
dessas equacgoes pela constante ndo nula k, as
igualdades se mantém, isto é:

k(ac + bp) = k- 0
k(ca +dB)=k- 0

Como essas ultimas igualdades sdo equiva-
a(ka) + b(kB) =0

c(ka) + d(kR) =0’ concluimos que o

lentes a {
par (ka, kB) também é solucdo do sistema para
qualquer valor nao nulo da constante k.

mk=0

Se (a, B) é solucao do sistema homogéneo e
k = 0, entdo (ka, kB) = (0,0) também é solugdo do
sistema, pois todo sistema homogéneo admite
a solugdo nula (trivial).
Por I e II concluimos que, se (a, B) é solucdo do sis-
tema homogéneo, entéo (ka, kB) também é solucéo,
para qualquer valor real de k.

No exercicio anterior, vimos que, se o par ordenado
(«, B) é solucdo de um sistema homogéneo em duas
variaveis, entdo o par (ka, kg) também é solucdo do
sistema. Logo, ele possui infinitas solugoes, e dentre
elas, tomando k = 2, temos o par (6,4) como solugdo
do sistema.

Alternativa c.

a) SPD, pois é um sistema linear escalonado do
12 tipo:

x+3y—-2z=-1 (I
4y +5z=19 (Il
2z=6 (Il

De (III), temos: z = 3

Substituindo z por 3 em (II):

49 +5-3=19=y=1
Substituindo z por 3 e y por 1 em (I):
x+3:1-2:-3=-1=x=2

S5 ={2,1,3)}
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b) SPI, pois é um sistema linear escalonado do
2¢ tipo:

x—=5y+3z=2 ()
y+3z=1 (I

De (II), temos:y = 1 — 3z
Substituindo y por 1 — 3z em (I):
x—51-32)+3z=2=x=7-18z
.. S={(7 — 18z,1 - 3z,z),com z = R}
c) SPI, pois é um sistema escalonado do 2° tipo:

2x—y+4z=1 (I
3z2=6 (1)

De (II), temos: z = 2
Substituindo z por 2 em (I):
-7

2x—y+4-2:1$x:yT

y—7
s S= T,y,2,comyE\R

d) SPD, pois é um sistema linear escalonado do
12 tipo:
x=2y+z=0 ()
S5y+z=0 (Il
z=0 (i)

Substituindo (III) em (II), obtemos:
5y+0=0=>y=0
Substituindo y e z por 0 na equacao (I), obtemos:
x—2:-0+0=0=x=0
Logo, S = {(0, 0, 0)}.
e) SPI, pois é um sistema linear escalonado do
22 tipo:
-x+3y+z=0 ()
y—z=0 (II)

Da equacao (II), obtemos: y = z

Substituindo y por z na equagao (I), obtemos:
-X+3z2+z=0=x=4z

Logo, S = {(4z, z, z), com z € R}.

Indicando por x, y e z os totais de espectadores
que entraram gratuitamente, que pagaram R$ 8,00
por ingresso e que pagaram R$ 16,00 por ingresso,
respectivamente, temos o sistema escalonado:

x+ y+ z=300 x+y+ z=300
0x + 8y + 16z = 3.440 — |Ox +y + 2z = 430

do qual obtemos: y = 430 — 2z e x = z — 130. Como
X, y e z devem ser nimeros naturais ndo nulos,
concluimos que o maximo valor possivel de z é 214
e, consequentemente, o maior valor possivel de x
é 84. Logo, o nimero maximo possivel de pessoas
ndo pagantes que estiveram nessa sesséo é 84.

Jlx+2y—t+3z=2

y+t—-3z=1
y=1-t+3z=>x+2(1-t+3z)—-t+3z=2
Sox=3t—-09z
Logo, o conjunto solugdo do sistema é
S={(t,3t —9z,1 -t + 3z,2z),comt,zc R}

Para que os sistemas A e A’ sejam equivalentes,
seus conjuntos solugoes devem ser iguais. Como o
conjunto solucao de A é S, = {(2, 1)}, temos:
x+t2y=k=2+2-1=k=4

Assim, para k = 4, os sistemas A e A’ sdo equiva-
lentes.

X

x+2y—-3z=1 j@
a) {2x +5y —5z=7 * ~

3x+7y—6z=12 s
x+2y—3z=1 x+2y—3z=1
X
~ y+ z=5 ~ y+ z=5
y+3z=9 e 2z=4
S5 ={(1,3,2)}

Classificacao: SPD
X

- o1 00
b) {3x+ 8y —2z=7 <« ~

4x+10y —3z=9 s
x+2y—-z=1 x+2y—z=1
~ 2y+z:4>< ~ 2y+z=4
Jy+z=5<" 0=1
L S=0

Classificacao: SI
X

X+ y+ 3z=2 :(X ;:)
c) 15x + 6y + 14z =15 + ~

3x+4y+ 8z=11 *
X+y+3z=2 x+y+3z=2
~ y— z=5 x ~ y— z=5
y- z=5<" 0=0

. S={(-3—-4z5 + zz),comz € R}

Classificacao: SPI
X

2x + 2y + 3z:1j@ Ca)
d){4x+3y - 2z=2< " ~
8x +7y +10z=1 +
2x+2y+3z=1
~ —y—8220—€(>< ;)~
—y—2z=-3 <"
2x+2y+3z=1

~ -y—8z=0
6z =-3

Classificacao: SPD

Xy =39
e) {3x+5y=1 * ~

5x + 9y =7 +
x+2y= 3 {x+2y:3
~ 7y:78~ _ =_8
Y-8 y
- S ={(-13,8)

Classificac¢ao: SPD
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3x+5y=2 x+2y=5ﬁ@
X+2y=5~13x+5y=2 ++

2x+3y=1 |2x+3y=1

x+2y=5
~ -y=-13
_y:_9
LS=0

Classificacao: SI
x+3y:0§@~ x+3y=0
2x+ y=0 * —5y=02
=>x=0ey=0
- S ={(0,0)}
Classificacao: SPD
X

x+ 4y - zzoj@
3x+ y+ z=0 *

-x—15y+5z=0 *

_x+4y-2z=0
-1y +4z=0

Resolvendo, em funcao da variavel livre z, obte-

_ 4z _ 5z

mosy =T ex=—77.

g )(_52z 4z

..S—[( 11 11,z),comzeIR]

Classificacao: SPI

2x+ y=0 + -y=0
x+2y=0 + ~ y=0
X+ yzo% x+y=0

X
S x=0ey=0
- 5 ={(0,0)

Classificacdo: SPD

x+3y72220§?}~ Xx+3y—2z=0
X+ y =0<" —8y+62=0

Resolvendo, em funcéo da variavel livre z, obte-

_ 3z .z
mosy =-—-ex=—.

oo ll_z 3z
.S—{( 4,4,2),comz€IR}>

Classificacao: SPI

pelos atletas desse pais, temos:

Resolvendo o sistema, concluimos que u = 12,
p = 16 eb = 8,isto é, os atletas desse pais conquista-
ram 12 medalhas de ouro, 16 de prata e 8 de bronze.

u+p+b=36

p+b u+p+ b=36
u=-— = 2u-p- b=0
p=2b p—-2b=0

Indicando por a, b e ¢ as vazoes, em litro por minu-
to, dos motores A, B e C, respectivamente, temos o
sistema:

a+b+c=310

a+ ¢ =200

b+ c=195

a partir do qual concluimos que a = 115,b = 110 e
¢ = 85. Logo, as vazoes produzidas pelos motores
A, B e Csdo 115 L/min, 110 L/min e 85 L/min, res-
pectivamente.

Sendo, respectivamente, x, y e z 0s precos, em real,
por quilograma de arroz, feijao e agucar, temos:
2x +3y+ z=21,70 X+ y+ z=«
4x + 2y +6z=30,20 ~42x + 3y + z=21,70~
X+ y+ z=« 4x + 2y + 6z = 30,20
X+ y+ z=a«a
~0x+ y— z=21,70 - 2a ~
0x — 2y + 2z = 30,20 — 4«
X+ y+ z=«a
~J0x+ y- z=21,70 - 2a
0x + 0y + 0z = 2(21,70 — 2a) + 30,20 — 4a
Para que o sistema seja possivel, devemos ter:
2(21,70 — 2a) + 30,20 — 4a = 0 =
= —8a +73,60=0
Soa =920
Logo, Neuza gastou R$ 9,20.
Alternativa d.

Sendo x, y e z as areas dos trés terrenos, em ordem
decrescente, temos:

x+y+z=60 x+ y+z=60
y=2x-45 ~2x—y =45~
xX—z=2y+5 x—2y—z=5

x+y+ z=60

~9q —3y—-2z=-75
3§ + 97 =55 (,> equagdes incompativeis

Como o sistema é impossivel, concluimos que ha
erro nas informacoes.

a) Isolando a variavel y em cada uma das equacoes
do sistema, obtemos:

__2x 5
y=-3"%3
y=—-4x+6

Observando que as duas equagoes representam
funcoes afins com coeficientes de x diferentes,
concluimos que as retas representadas por essas
funcoes sao concorrentes.

b) Isolando a varidvel y em cada uma das equacdes
do sistema, obtemos:

3x 1
y,_?+§
3x 1
y—*?+§

Observando que as duas equagoes representam
fungdes afins com coeficientes iguais de x e
termos independentes iguais, concluimos que
as retas representadas por essas fungdes sao
paralelas coincidentes.
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c) Isolando a variavel y em cada uma das equagdes
do sistema, obtemos:

X 3
V=Tt
__x, 1
y=-2%t13

Observando que as duas equagoes representam
funcoes afins com coeficientes iguais de x e
termos independentes diferentes, concluimos
que as retas representadas por essas funcoes
sdo paralelas distintas.

a) F, pois, para a = 4 e b = 8, obtemos o sistema

{2x+3y:5

4x +6y =8’ que é impossivel, uma vez que é

equivalente ao sistema escalonado do terceiro
tipo {22{ +3y=5

0x + 0y = -2
2x+3y=5
5x +6y="b’
que é possivel e determinado, uma vez que é
equivalente ao sistema escalonado do primeiro
tipo {2x +3y=5

Ox +3y=25-2b

b) V,pois,paraa = 5,obtemos o sistema {

c) V, pois, para a = 4 e b = 10, obtemos o sistema

243y =5 & ivel e indeterminad
4X+6y=1O,queepossee ete ado,
uma vez que é equivalente ao sistema escalo-

2x+3y=5

nado do segundo tipo {Ox +0y=0

d) V, pois, paraa = 4 e b = 12, obtemos o sistema

2x+3y=5 . . ,
4x + 6y =12’ que é impossivel, uma vez que é
equivalente ao sistema escalonado do terceiro
H 2x+3y=5
PO 0x + 0y = 2
e) V, pois, para a = 0 e b = 0, obtemos o sistema
2x+3y=5

escalonado do primeiro tipo [Ox Ley=0

f) F, pois, paraa = 2 e b = 5, obtemos o sistema
2x+3y=5 ) p .
{22 N 6§ _gqueé possivel e determinado, uma

vez que é equivalente ao sistema escalonado do
2x+3y=5

primeiro tipo {Ox +3y=0

a) Aretar passa pelos pontos (-1, 0) e (0, 1) e sua
equacdo é da forma y = ax + b. Assim, temos:
{o =a-(-1)+b
1=a-0+bD
Portanto, a equacdo daretaréy = x + 1.
A reta s passa pelos pontos (2, 0) e (0, 4) e sua
equacdo é da forma y = cx + d. Assim, temos:

=a=1leb=1

0=c-2+d
{4:c-0+d2 c=-2ed=4
Portanto, a equagdo daretaséy = —2x + 4.

b) Como asretasr e s sdo concorrentes, temos que
o sistema formado por suas equagoes é possivel
e determinado (SPD).

c) Resolvendo o sistema formado pelas equagdes
deres, temos:

=x+1
B=52X+4:>x+1:72x+4
wx=1

Substituindo x por 1 em qualquer uma das
equacgoes do sistema, por exemplo, na primeira,
obtemos o valor de y:

y=1+1=2
Assim, concluimos:
rNs=(1,2)
a) Z Z‘=30—12=18
Logo, o sistema € possivel e determinado (SPD).
11 2
b2 1 3 =-1+9+8-6-6+2=6
32 -1
Logo, o sistema é possivel e determinado (SPD).
1 5 -1
|2 -4 2/=-12+40-16-12=0(SPIlousI)
4 6 O
Escalonando o sistema, temos:
X+5y—- z=1
+5y— z=1
2x—4y+22=3~{x_14y+42=1
ax+ey =5 y
Logo, o sistema é possivel e indeterminado (SPI).
2 10
d)j1 -2 1/=-12+1-3+14=0(SPlouSI)
1 -7 3
Escalonando o sistema, temos:
X+ y =1 |x—2y+ z= 2
XxX—2y+ z=2~ S5y —-2z=-3
x—7y+3z=1 0z= 2
Logo, o sistema é impossivel (SI).
of g
Logo, o sistema é possivel e determinado (SPD).
1 2 -1
f)|2 -3 0|=-6+14—8=0(SPIouSI)
0o -7 2

Escalonando o sistema, temos:

x+2y- z=0 {x+2y— z=0

2x =3y =0~ -7y +2z=0

-7y +2z=0
Logo, o sistema é possivel e indeterminado (SPI).
Para que o sistema seja possivel e determinado, o

determinante da matriz dos coeficientes do sistema
deve ser ndo nulo; ent3o:

2 1

‘k _3‘7&0 = -k-6#0

S k#E -6

Logo, para k # —6, o sistema é SPD.

Para que o sistema seja compativel (possivel) e
determinado, o determinante da matriz dos coefi-
cientes deve ser diferente de zero, isto é:

1 11 1
3 -1 2#0:>k¢z
0 1k

Logo, o sistema é compativel e determinado para

qualquer valor de k, com k # %
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Para que o sistema seja possivel e determinado, o
determinante da matriz dos coeficientes deve ser
diferente de zero, isto é:

2 2 =2
3 4 k-1#0=>k#2ek# -3
1 &k 3

Assim, o sistema é possivel e determinado para
qualquer valor de k,comk # 2 ek # —3.

2x+2y—2z2=2
Parak = 2,temos o sistema: {3x + 4y + z = 4,queé
x+2y+3z=2

x+y— z=1

equivalente ao sistema escalonado {Ox ty+az=1

Como esse sistema escalonado é do segundo tipo,
concluimos que, para k = 2, o sistema é possivel e
indeterminado.

Para k = —3, temos o sistema:

2x+2y—2z=2
3x + 4y — 4z = 4, que é equivalente ao sistema
x—3y+3z=2

X+ y— z=1
escalonadoiO0x + y— z=1
0x+0y+0z=5

Como esse sistema escalonado é do terceiro tipo,

concluimos que, para k = —3, o sistema é impos-

sivel.

Resumindo:

a) o sistema é possivel e determinado para qual-
quer valor de k,comk # 2 ek # —3.

b) osistema é possivel e indeterminado para k = 2.

c) o sistema é impossivel para k = —3.
3 1 -1

D= -1 -1/=10-2k
k 0 -2

O sistema homogéneo admite somente a solucdo
trivial se, e somente se, é possivel e determinado,
ouseja,D # 0.

10-2k#0 =k #5

Logo, o sistema admite apenas a solugao trivial para
qualquer valor real k, com k # 5.

3 2 -2
D=2 -3 2| = -52 —13a
1 5 a

O sistema homogéneo admite solugdes além da
trivial se, e somente se, é possivel e indeterminado,
ouseja,D = 0.

-52-13a=0=>a= -4

Logo, o sistema admite solucdes além da trivial
paraa = —4.

X 6

a)1 X_‘_1‘—O:>><(x+1)—1-6—0
X+ x-6=0=x=-30ux=2
S=1{-3,2
X 1 0

b){1 -1 x{=-1= —x+3x-x"-1=-1
3 1 1

wx?-2x=0=x=0o0ux=2
s=10,2}

)

a)

b

b

)

~

-~

<)

1

senx g =1:>senxcosx+%=1

-2 CoS X

. _1 _
.senxcosx—i = 2senxcosx =1
.sen2x=1
Fazendo a mudanca de variavel 2x = «, temos:
sena=1= a:%+k-2n,comkez

Retornando a variavel original, concluimos:

a=24k-2m = 2x=L+k-2n

2 2
. x:%+kn,comkez
S:{XEIR|X=%+kn,C0mkEZ‘l
3 -1
‘2 _4/=-1 (sPD)
Logo, as retas r e s sd0 concorrentes.
1 -1
‘1 _1|=0 (sProusi)

Escalonando o sistema, temos:

XxX—y=-3 X — =-3
{x—§=—1~[0x+0§=—2 (51

Logo, as retas sdo paralelas distintas.

As equacodes podem ser representadas por:
(r)4x — 2y = 6 e (s) 2x — y = 3. Assim, temos:
;7
2 -1
Escalonando o sistema:
2x— y=3 |2x— y=3
{4x—2y:6~{0x+0y:0

=0 (SPIouSI)

Logo, as retas r e s sao coincidentes.

=6 — 3k.Impondo D # 0, teremos

Seja:D = ‘; Z
um sistema possivel e determinado:
6-3k#0 => k#2

Portanto: k # 2 = SPD

Para k = 2, temos:

x+3y:1§@ x+3y=1 _
{2x+6y=2 + ox+oy=0 XT3¥=1
Portanto: k = 2 = SPI

Resumindo: k # 2 = SPD; k =2 = SPI

1
1

um sistema possivel e determinado:
5+k#0 = k#-5
Portanto: k # —5 = SPD

=5+ k.Impondo D # 0, teremos

N
SeJa.D—‘k

Para k = —5, temos:
5x-y=3 [5x— y=3
-5x+y=1 |[0x+0y=4

Portanto: k = —5 = SI

Resumindo: k # -5 = SPD; k = -5 = SI
|k 5
5 k
Como o sistema é homogéneo, temos D # 0 =
= SPDeD =0 = SPI, ou seja:

k*—25#0 = SPDek? - 25=0 = SPI

k#5e k#-5= SPD
k=50uk=-5 = SPI

D =k*-25

Resumindo: {
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m -1 2 . 2 3
Seja:D=|2 1 1=3m+3 a) Seja: D = ‘m 9‘ =18 — 3m. Impondo D # 0, te-
5 25 remos um sistema possivel e determinado:

Impondo D # 0, teremos um sistema possivel e
determinado:

3m+3#0=>m# -1
Portanto:m # -1 = SPD
Param = —1, temos:
X
—-X - y+2221j}
2x+ y+ z=2 + ~
S5x+2y+5z=7 s

-x— y+ 2z=1
~1 - y+ 5z= 4(1(X ;)~
-3y +15z=12 *
_x-y+2z=1
-y+5z=4

Portanto: m = —1 = SPI
Resumindo: m # —1 = SPD; m = —1 = SPI

1 3 m
Seja:D=|3 1 3|=-m’+3m-2
m -2 1

Impondo D # 0, teremos um sistema possivel e
determinado:

-m*+3m-2#0=>m#2em#1
Portantoom #2em # 1 = SPD

Para m = 2, temos:
X

X+3y+22=1j@

3x+ y+3z=1 + ~

2x—-2y+ z=1 a
x+3y+2z= 1

~1 —8y—-3z=-2

8y —3z=-1 I> equagdes incompativeis

Portanto:m =2 = SI
Param = 1, temos:

x+ 3y + Zilj@
3x+ y+3z=1 + ~
x—2y+ z=1 *

x+3y+ z=1
~ _8y:—

—5y=0 > equagoes incompativeis
Portantoom =1 = SI

Resumindo: m #2em # 1 = SPD; m = 2 ou
m=1 = SI

1 3 -2
Seja:D=|3 m m|=15m — 30
5 8 -2

Como o sistema é homogéneo, temos D # 0 =
= SPDeD =0 = SPI, ou seja:

15m —30# 0 = SPDe 15m — 30 = 0 = SPI

m#2 = SPD

Resumindo: {m -2 - SPI

18-3m#0 =>m#6
Portanto: m # 6 = SPD
Para m = 6, temos:

2x+3y=1j@ 2x+3y=1
6x +9y =n + O0x+0y=n-3
Logo:n—3#0 = SI
n—3=0 = SPI
m# 6 = SPD
Resumindo:ym=6en#3 = SI
m=6en=3 = SPI
b) Seja:D:‘YIl —_r}q
teremos um sistema possivel e determinado:
-m*+1#0=>m#lem# -1
Param = 1, temos:
x—y=1%~ x— y=1
x—y=n<—"- Ox+0y=n-1
Logo:n—1#0 = SI
n—1=0 = SPI
Param = —1, temos:
ey=1 @) - y=1
x+y=ne—"- 0x+0y=n+1
Logo:n+1#0 = SI
n+1=0 = SPI
m#lem#-1= SPD
m=len#1= SI
Resumindo:im=1en=1 = SPI

m=-len#-1= SI
m=—-len=-1= SPI

’ = —m’ + 1. Impondo D # 0,

A reta r passa pelos pontos (-2, 0) e (0, 4) e sua
equacdo é da forma y = ax + b. Assim, para ob-
ter os valores de a e b, basta resolver o sistema
{o =a-(-2)+Db

4=a-0+b
Assim, a equacdo daretaréy = 2x + 4.
A discussédo das possiveis posicdes relativas entre
as retas r e s pode ser feita através da discussdo
do sistema:

|y:2x+4

, do qual obtemos a =2eb = 4.

2x-y=-4

kx —y=-1

y=kx+1’ que é equivalente a {

As retas r e s serdo concorrentes se esse sistema
for possivel e determinado. Para que isso ocorra, o
determinante da matriz dos coeficientes do sistema
deve ser diferente de zero, isto é:

‘2 -1
kR -1

Para k = 2, temos que {

#0 => k#2

xX—y=—-4 e & equiva
u uiva-

2x—-y=-1 a !
2x—-y=-4
Ox+0y=3"
Como esse sistema é impossivel, concluimos que
para k = 2 asretas r e s sdo paralelas distintas.
Resumindo:

Para k # 2, as retas sdo concorrentes.

Para k = 2, as retas sdo paralelas distintas.

lente ao sistema escalonado {
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Indicando por x, y e z os precos de cada pacote de
sulfite, de cada cartucho e de cada caneta, respec-
tivamente, temos o sistema:

10x + 3y + 8z =218
20x + 6y + 14z = 434
2kx + 3y + kz =210

Esse sistema deve ser possivel, pois os pacotes de
sulfite tiveram precos iguais, o mesmo acontecendo
com os cartuchos de impressora e com as canetas.
Assim, existe um terno ordenado (x, y, z) que sa-
tisfaz as trés equacdes do sistema. Vamos obter,
inicialmente, os valores de k para que o sistema
seja possivel e determinado.

10 3 8

20 6 14|#0=>k#5

2k 3 &k

Assim, o sistema é possivel e determinado para
k #5.

Vejamos a classificacdo do sistema para k = 5:

10x + 3y + 8z =218
20x + 6y + 14z = 434, que é equivalente ao sistema
10x + 3y + 5z =210

10x + 3y + 8z = 218
escalonadoy Ox +0y + z=1
O0x+0y+0z=5

Como esse ultimo sistema é impossivel, pois é um
sistema escalonado do terceiro tipo, concluimos
que k nao pode assumir o valor 5.

Alternativa e.

X
X+3y+mz=1j@~
2) 2x+6y+4z=-1 +
] x+3y+mz=1
Ox +0y + (4 —2m)z=-3
Logo:4 —2m # 0 = SPI

4-2m=0 = SI
S.m#2 = SPLm=2 = SI

Bl X y+22=4ﬁ@~
)2x—2y+mz:2m +
| x—y+t2z=4
0x +0y+(m—4)z=2m -8
Logo:

m-—4+#0 = SPI

m—4=0 = SPI(pois 2m — 8 também sera igual
a zero)

Assim, temos que o sistema é possivel e inde-
terminado para qualquer valor real de m.

X
x+3y:72:(>< ;:) @
a){2x— y=3 * ~
4x+5y=a +
X+3y=-2 y x+3y=-2
~\0x—-7y=7— > ~\0x-7y=7
0x—7y=8+aé+ Ox+0y=1+a
Logo:1+a=0 = SPD

1+a#0 = SI
.a=-1= SPD;a # -1 = SI

xry=s =09
b) 6x— y=4 * . ~

S5x+ay=-1

x+ 2y=5

~{ox —13y = —26 — (13 ~

0x + (a — 10)y = —26
x+2y=5

~ Ox—y:—2~
0x + (a — 10)y = —26 <+
x+2y=5

~i0x— y=-2
0x +0y=—-6—2a

Logo: =6 — 2a = 0 = SPD
-6—-2a#0 = SI
s.a=-3 = SPD;a # -3 = SI

x+3y72z:4j@~

3x + py —6z=q +

| x+3y-2z=4
Ox+((p—-9)y+0z=q~—-12

Observamos que:
parap — 9 # 0, o sistema é possivel e indetermi-
nado
parap —9=0eq — 12 = 0, o sistema é possivel
e indeterminado
parap —9=0eq — 12 # 0, o sistema é impossivel
Resumindo:
Parap # 9, o sistema é possivel e indeterminado
parap = 9 e q = 12, o sistema é possivel e inde-
terminado
Parap = 9 e q # 12, o sistema é impossivel

Indicando, respectivamente, por x, y e z 0s precos
dos modelos 1, 2 e 3, temos o sistema:
12x + 10y + 8z = 122 . ivalent ist
18x + 15y + 122 = 61k’ que é equivalente ao siste
6x + 5y + 4z =61

ma escalonado [Ox + 0y + 0z = 61k — 183

Esse sistema deve ser possivel, pois ndo houve
variagdo de preco em nenhum dos trés modelos
de camiseta.

Assim, existe um terno ordenado (x, y, z) que sa-
tisfaz as trés equacgoes do sistema. Para que esse
sistema seja possivel, devemos ter:

61k —183=0 = k=3

a) o ;}‘=18—8=10
2 1 -3
Blo 5 1=40+2+30+4=76
2 -2 4
1 2 -1 0
2 0 1 4
9L 5 1 A=1mn+28, 408, 428,
2 0 1 3
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Calculando os cofatores A,;, A,; € A,;, temos:

0 1 4

Ay =(-17-]-3 -1 2|=-3,
0 1 3
2 -1 0

Ay =(-1P%-]-3 -1 2|=19e
0 1 3
2 -1 0

Ay =(-1P°-| 0 1 4|=-24
-3 -1 2

Logo:detA=-3+38+0-48=-13

Seja D o determinante da matriz dos coeficientes
do sistema, isto é,

2 1 -1 1
1 3 20
D=l 0 30
1 -2 k1

Desenvolvendo esse determinante pelo teorema de
Laplace aplicado a terceira linha, temos:

1 -1 1 2 11
D=2-(-1)*| 3 2 o[+3-(-1°]1 3 o=

-2 k1 1 -2 1
= D =18 + 6k

Impondo a condic¢do D # 0, obtemos os valores de
k para que o sistema seja possivel e determinado:
18+6k#0 = k# -3

Logo, k # =3 = SPD

Para k = —3, temos D = 0, com o que podemos
concluir que o sistema é possivel e indeterminado,
pois um sistema homogéneo nunca é impossivel.
Resumindo: {: i :3 : gi?

a) 6a=8b=9c=12d =

6a = 8b 6a—8b+0c+ 0d=0
6a = 9c 6a+0b—9c+ 0d=0
6a=12d  |6a+ Ob+0c—12d =0
9c=12d |0a+0b+9c—-12d=0

6 -8 0 0
6 0 -9 0
b) D= 6 0 o0 -19= —8A,,, em que:

0o 0 9 -12

=

6 -9 0
A,=(-1°6 0 -12/=0
0 9 -12

Logo, D = 0 e, portanto, o sistema é possivel e
indeterminado.

a) Temos que A =

RPRrRPRRPPRP
NN N O
wwoo
I NNeoNeNeo}
[eNeNoNa})

2 3 4 5

Desenvolvendo o determinante de A pelo teore-
ma de Laplace aplicado a primeira linha, temos:

2 000 [2 000
2300 2300

_-—20 =
detA=1-(-1"-) 3 4 0|72 3 4 o
23 45 23 4 5

D, D,

b)

d)

f)

g)

a)

b)

Desenvolvendo D, pelo teorema de Laplace apli-
cado a primeira linha, temos:

300
D;=2-(-1%:|3 4 0 =

3 4 5| Sarrus
= D;=2-(-1):60=120
Sarrus

Logo, det A = D, = 120.

Pela P1, os determinantes de uma matriz
quadrada e de sua transposta sdo iguais.

a m Xx
Logo:lb n yl=4
c p z

Pela P3, permutando duas filas paralelas de uma
matriz quadrada A, obtém-se uma matriz B tal
que det B = —det A.

m n p
Logo:ja b c|=-4
X y z

Pela P4, temos:

2a 2b 2c a b c

m n p|=2-m n =8

X y z X y z
Pela P4, temos:

a b ¢ a b c

3m 3n 3p|=3-5-m n p|=60
5x 5y b5z X y z
Pela P4, temos:

3a 6b 3c a b c

m 2n p(=3-2:-Im n p|=24
X 2y z X y z
Aplicando sucessivamente as propriedades P4 e
P1, temos:

a 6m -—x a m X

b 6n -yl=6-(-1):b n y|=
c 6p -z c p z

c 5b a c b a

2p 10n 2m|=2-5-p n m|=

z 5y x zZ y X
a b c

=10-(-1)+j/m n p|=10-(-1)-4=-40
X y z

Pela P2, se os elementos de uma fila sdo nulos, o
determinante da matriz quadrada é nulo; logo:

0 2 3 1
0 2 5 3
0o -1 2 69
0 3 2 5

Pela PS5, se uma matriz quadrada tem duas filas
paralelas iguais, seu determinante é nulo; logo:

2 5 31

9
2
1
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N~ 00
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c) Pela P6, se uma matriz quadrada tem duas filas
paralelas multiplas, seu determinante é nulo; logo:
5 2 7 (2-2)
0 3 1 (2-3)
1 4 2 (2-49
2 5 1 (2:5)

d) PelaP7, 0 determinante de uma matriz triangular
é igual ao produto dos elementos da diagonal
principal; logo:

2 n 42 3
05 9 J5_ _
0 0 4 9 =2-5:4-1=40
0 0 O 1
2 0 0 O
23 1 0 O
e) Pe1aP7,47 75 9 0—2-1-2-3—12
64 78 93 3
2 3 5 3
0 x*-1 9 8
PelaP7,temos.0 0 x+2 4 =0 >
0 0 0 x—4

=2 -1 +2x-4)=0
~x2-1=0oux+2=00ux—-—4=0
“Xx=1loux=-1loux=-2o0ux=4
Logo,S =1{-2,-1,1,4}.

Efetuando a multiplicacdo das matrizes e igualando
os elementos correspondentes, obtemos o sistema
linear homogéneo:

3r—=2s+0t+u=0
Oor+(p+1)s+2t+5u=0
Or+0s+(p*—-4t+u=0
Or+0s+0t+(p—-3u=0
Esse sistema é possivel e indeterminado, pois tem
infinitas solugdes (r, s, t, u); logo, o determinante da
matriz dos coeficientes deve ser nulo:

3 -2 0 1
0 p+1 2 5|
0 o0 p-4 1 =0
0 0 0 p-3

Aplicando a propriedade P7 dos determinantes
(matriz triangular), concluimos:

3p+)(p° -4 (p-3)=0=p=-loup=2
oup=-2oup=3

Pela P3, temos:

a b c a b ¢ a b c a b c

m n pl=|x y z|=m n p|=—-m n p

X y z| /m n p X y z X y z
a b c a b c

Logo,2-im n p|=0e,portanto,m n p/=0.
X y z X y z

Pela propriedade apresentada no exercicio resol-
vido 20, temos:
a) det (3A) = 3°- det A = det (34) = 27 -5 = 135
b) det (3B) =36 = 3"-detB =36
s.3"4=36=3"=9
“n=2
) det(3C) =18 = 3*. detC =18

- 81-detC=18 = detC=%

351 35 7] 3 5 x
4 9 8 +[4 9 2|=l4 9 y|=
16 20 11 6 10 [1 6 z
3 5 1+7| |3 5 x
=4 9 8+2|=|4 9 y
16 2+10 [1 6 z

Portanto, uma das infinitas solu¢des da equacdo é
o terno ordenado (8, 10, 12).

Alternativa a.

Aplicando sucessivamente as propriedades P8 e P4,
temos:

1 x a 2x+p
1 y b 2y+p|_
1 z ¢ 2z+p|
1 w d 2w+p
1 x a 2x 1 x a p
[ty b 2 1y b op_
"1z ¢ 2z| |1 z ¢ p|—
1 wd 2wl |1 w d p
1 x a x 1 x a 1
_,. ]ty by 1y b o1 _
=21 0z ¢ z|TPh oz ¢ 17
1 w d w 1 w d 1
=2-0+p-0=0
a d 1 |a d 4| |2a 2d 5
a)A+B=|b e 3[+|b e 6|/=|2b 2 9
c f 2| |¢c f 5| |2 2f 7
2a 2d 5 a d 5
b) det(A+B)=|2b 2 9|=2-2:b e 9
2c 2f 7 c f 7
Pela propriedade P8 dos determinates, temos:
a d 5
det(A+B)=2-2-b e 9|=
c f 7
a d 1 |a d 4
=2-2-4b e 3|+|b e 6=
c f 2| |c f 5
R —
det A det B
=2-2-{7+(-2}=20
1 3 2 5
. . |14 10 20 34
a) Resposta possivel: A = 3 1 4 6
-1 0 -3 2
b) A segunda linha da matriz A é a seguinte com-

binacao linear da primeira e da terceira linhas: a

primeira linha foi multiplicada por 2 e a terceira

por 4, adicionando-se as linhas assim obtidas.
c) Pela propriedade P9, temos que det A = 0.

w o VN
=
o
DD oY R

10

Sistemas lineares e determinantes gMODERNA
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1 1 3
2 3 2 4 a)detA=2 1 8/=4+6+8-3-8-8=-1
4 14 9 16|= 1 1 4
6 20 11 22 Como det A # 0, concluimos que A é invertivel.
2 6 5 10
Calculando os cofatores dos elementos de A,
2 3 2 4 temos:
8 5 8 1 8
[0 8 5 8l 5 et s 10— Ap=(-1P]] 4|=4-8=-4
0 11 5 10
0 3 3 6 3 .36 22 8
A12_(_1) 1 4 :_(8_8):0
=2-(—1)*- (240 + 264 + 150 — 120 — 240 — 330) = J2 1
=2.1-(-36) = -72 A= (17 4j=2-1=1
1 3
5 6 A21—(_1)31 4:_(4_3):_1
4 2
6 4| Azz—(—l)“i Z=4—3=1
3 12 11
A23:(_1)51 1 :_(1_1)_0
1 -7 0
1 3
1 -2 0|= A31—(—1)41 g=8-3=5
2 3 2
1 3
Ap = (_1)5 2 8~ -B8-6)=-2
11
A33—(—1)62 l=1-2=-1
Aplicando o teorema de Jacobi (propriedade P10), Logo:
temos: 0go:
-4 0 1 -4 -1 5
cofA=|-1 1 O0|=A=|0 1 -2
1 1 1 1 5 -2 -1 1 0 -1
2 x 8 6 . L
3 3 x 1 =0 = Assim, concluimos:
4 4 4 x . A g 1 2)
1 det A 1 o 1
4|, 1.2 1
-2 | b) 2 3 5|= —1; portanto, B é invertivel.
x—4 1 2 2

Aplicando a propriedade P7 (matriz triangular),
concluimos:

Ix-2)(x—3)(x—4)=0=x=20oux=30ux=4
Logo, S = {2, 3, 4}.

Pela propriedade P11 (teorema de Cauchy), temos:
A1 Ags + Oy Ay + O3z = 0
Alternativa b.

Pelas propriedades P7 e P12, temos:

det A=2-3-(-1)-5=-30 (]
det (AB) = det A - det B=130 (II)

Substituindo (I) em (II), concluimos:
—30-detB=30 = detB= -1

det (A% =det (A-A-A)

Assim, pela propriedade P12, temos:
det (A%) = det A - det A - det A = (det A)®
Logo:

det (A’ =6 = (detA)’ =6

- detA =46

Pela propriedade P12, temos:

det (A% + det A =0 = (det A’ + detA =0

o detA(detA+1)=0 = detA=0oudetA+1=0
. detA=0oudetA=-1

Calculando os cofatores dos elementos de B,
temos:

3 5
B, = (-1)°- 2 92|~ —4
2 5
B12—(_1)3'1 2=1
2 3
B13—(_1)4'1 2 =1
2 1
By = (_1)3 o 9| T -2
11
Bzz—(_1)4'1 2 =1
1 2
B23—(—1)‘(’~1 220
2 1
B31—(_1)4'3 5 =7
11
Bs, = (-1)°- 2 5|7 -3
1 2
By = (-1)°- 2 3|7 -1
Logo:
-4 1 1 -4 -2 7
cofB=|-2 1 0|=B=(1 1 -3
7 -3 -1 1 0 -1

Assim, concluimos:

= 4 2 -7
pt=_ B =(—1 -1 3)

-1 0 1
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A matriz A admite inversa se, e somente se,
det A # 0:

1 2 3
0 3 4/#0=>m#1
m 5 7

Alternativa b.

a) Pelaregra de Sarrus, temos que det M = cos®6 +
+sen’9 =1
Como det M # 0, temos que existe M, a qual
podemos obter por meio do teorema M ™' =

__ 1 o : 5.
= Fet M M. A matriz dos cofatores de M é:
cos6 sen6 O
cof M=|-sen® cos® O
0 0 1

Logo, a matriz adjunta de M é:

__ |cos® -—sen®b 0
M=(sen6 cos6 O

0 0 1
Assim, a matriz M ' é;
1 1 By
M= det M M=
cos® -senf O
= M'==-[sen0® cos® O

! 0 0 1

cos6 —-sen6 O
*“M?'=|sen6 <cos® O
0 0 1
by MX=Y =M "'-MX=M"'Y
S X=M"1-Y,ouseja,

X cos6 —-sen6 O] |1 X cos 6
y|=1|sen6 cos® O|-[0f = [y|=|sen 6
z 0 0 1] [3 z 3
ou ainda:
cos 6
X =|sen §
3

Exercicios técnicos

Temos:
60 — 3x

3x+5y=60=>y= 5

Como x e y devem ser nimeros
naturais, temos que x deve ser um X y
nimero natural multiplo de 5 e 0 12
menor que 21, para que a fracdo
60 — 3x . 5 9
< represente um nimero
natural. Assim, obtemos as solugoes 10 6
(%, y), com x, y C N, dispostas na 15 3
tabela ao lado.

20 0

Logo, as solugdes pedidas sao: (0, 12), (5, 9), (10, 6),
(15, 3) e (20, 0)

Paray = 0ez =0, temos que x = 3. Assim, um ponto
desse plano é A(3, 0, 0).

Parax = 0 e z = O, temos que y = 6. Assim, outro
ponto desse plano é B(0, 6, 0).

Parax = 0 e y = 0, temos que z = 2. Assim, outro
ponto desse plano é C(0, 0, 2).

Representando o tridngulo ABC no espaco cartesia-
no tridimensional, temos:

O plano que contém esse tridngulo é o plano pedido.

Se (a4, @) € (B4, Bo) sdo solucdes distintas da equagao
linear ax + by = c, entdo:

ao, + ba, = ¢

ap, +dp, =c

Adicionando, membro a membro, as igualdades
acima, obtemos:

afay + By) + b, + Bo) = 2¢
Dividindo por 2 ambos os membros dessa tltima
igualdade, chegamos a:
Q- (g +By) (a + Bo)

5 +b- 5 =c

a; +B; o+ B,
2 2

é solucdo dessa equagdo ax + by = c.

Assim, concluimos que também

a) (7,1,0)
b) (6,1,1)
c) (4,1,3)

Se (%, y, z) € uma PA de razdo 1,entdox =y — le
z =y + 1. Assim, temos:

y—-1+2y+3(y+1)=14 y=2
4(y—1)+5y+6(y+1)=32 =1 y=2
7(y—1)+8y+9(y+1)=a 24y =a-2

Substituindo y por 2 na dltima equagéo, concluimos:

24-2=a-2 = a=50
Alternativa c.

a) V,pois,parax =2 — 3k,y =k — 1 e z = k, temos:

2-3k+k—1+2k=1 {1=1
32-3k)+2(k-1)+7k=4  |4=4

com o que concluimos que as duas equagdes do
sistema sdo satisfeitas para qualquer valor de k.
Portanto, (2 — 3k, k — 1, k) é solucdo do sistema.
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b) V,pois,parax=p + 3,y=p —4ez=2p -5,
temos:

p+3+p—-4+2(2p-5=1 p=2
3p+3)+2(p-4)+7(2p-5=4  |p=2

Portanto, para p = 2 as duas equagoes do sistema
sdo satisfeitas, e 2 é o tnico valor de p que as
satisfazem.

c) V,pois,parax=q + 5,y =2qex = q + 3, temos:

q+5+29+2(q+3)=1 q:_216
3(q+5)+2:29+7@+3) =4 |g=—=

Portanto, para que o terno (q + 5, 29, q + 3) seja
solucdo da primeira equagao do sistema, deve-
mos ter ¢ = —2, e para que o terno seja solugao

da segunda equagao, devemos ter q = —%. Logo,

nio existe um valor de p para que o terno seja
solucdo das duas equagdes simultaneamente,
portanto, ndo existe um valor de p para que o
terno seja solugdo do sistema.

d) V, pois, resolvendo o sistema, obtemos:

x+ y+2z=1 x+ y+2z=1
3x+2y+7z=4  |x+0y+3z=2

Substituindo x por um numero irracional, por
exemplo 42, temos:

e) Fy pOiSy para X = Bly )’ = BZ ez= BB: em que Blv BZ
e B; sdo nimeros negativos, temos, por exemplo,
na primeira equagao:

B, + B, * 2B, = 1
negativo negativo negativo positivo
o que é absurdo, visto que a soma de nimeros
negativos quaisquer é um numero negativo.

Para p € R', as duas equagdes sdo possiveis e tém
uma Unica solu¢do comum. Logo, o sistema é pos-
sivel e determinado para qualquer p real nado nulo.

Para m = 0, a segunda equagdo ndo tem solugao;
portanto, para m = 0 o sistema é impossivel.

Para q = 0, toda solucdo da primeira equagao tam-
bém sera solucdo da segunda. Logo, para g = 0 o
sistema é possivel e indeterminado.

a) Substituindo x e y por —6 e 4, respectivamente,
na segunda equagao, temos:
a-(-6)+6-4=0=a=4

b) A solucdo trivial desse sistema é (0, 0).

2x+3y=0

4x+6y=0 sdo equi-

c) As equacgdes do sistema {

valentes. Logo, qualquer solugdo de uma delas é

solucéo da outra. Atribuindo o valor 2 para x, ob-

temos y = —%, e atribuindo o valor 3 para x

obtemos y = —2. Assim, duas outras solugoes
sao (2, —%) e (3,-2).

X+3y—-2t+ z=5
y+t—2z= 4 Sistemaescalonado
2t —5z= 4 do 1°tipo, SPD
3z=12

a)

3z=12 = z=4

2t—5-4=4=t=12

y+12-2-4=4=y=0

Xx+3:-0-2:-12+4=5=x=25
Logo, o conjunto solugédo do sistema é
S ={(12, 25,0, 4)}.

b a+2b—-c=5 Sistema escalonado
) c=4 do 22 tipo, SPI

c=4=a+2b=9

na=9-2b

Logo, o conjunto solugdo do sistema é
S={(9 - 2b, b, 4), com b € R}.

p+t2q+ r— s=3
) q—-2r+ s=1
r—3s=0

Sistema escalonado
do 2° tipo, SPI

r=23s

q—2:3s+s=1=q=1+5s

p+2(1+5)+3—-s=3=p=1-12s
Logo, o conjunto solucdo do sistema é
S={(1-12s,1 + 5s, 3s,s), com s € R}.

a) V, por definicdo de sistemas equivalentes.
b) V, pois, por definicao, dois sistemas sao equiva-
lentes se tém o mesmo conjunto solugdo.
. . x+2y=1
c) F, pois, por exemplo, os sistemas A: {Zx +ay=2
x+2y=1
A { y

3x + 6y = 3 sdo equivalentes, a sequén-

cia (1, 0) é solucao de A, a sequéncia (3, —1) é
solucdo de A’ g, no entanto, (1, 0) # (3, —1).

d) F, pois, por definicao, dois sistemas sdo equiva-
lentes se tém o mesmo conjunto solugéo.

e) F, pois se ambos forem impossiveis eles terdo
0 mesmo conjunto solucao e, portanto, serao
equivalentes.

Sendo x e z os elementos que faltam nos retdngulos,
respectivamente, temos:

(X,p,z):(kfz,k+1,2k+3 = ng
z

De (II), obtemos k = 2p — 2.

Substituindo k por 2p — 2 nas equagoes (I) e (III),
chegamos a:

X=2p—2-2=>x=2p—4
y=22p-2)+3=>y=4p-1

Assim, completando os retangulos, concluimos:
(2p —4,p,4p - 1)

13
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2x+4y- z=10 [x+3y+ 2z2=7 j@
14.8) { x+3y+ 22=7 ~{2x+4y— z=10 <
3x+ y—14z=5 3x+ y—14z=5 +
x+3y+ 2z=7 Xx+3y+2z=7
~9 —2y— 5z=-4 X~ —2y—-5z=-4
-8y —20z=-16 * 0=0
..S:{(—1122+2,—4_252,z), cosz\R}

Classificacao: SPI

2x+3y+ 3z=1
—5y— 5z=-5
-9y -11z=1

2x+3y+3z=1

X
% (30D Q<
b) 13x + 2y + 2z =—-1 > ;))
Sx+3y+2z2=3—"——(2)

~S={(-1,6,-5)}
Classificacao: SPD

5x+2y+2z=1 Z.%:@
) 12x—-2y-6z=1
3x+4y+82=2 4@
LS=0
Classificacao: SI

5x+ 2y+ 2z=1
—14y —-34z=3
14y + 34z =7

X
2x—3y—22=14x@<+>
d) {3x +2y +3z=2%
4x + 7y + 8z =3 *

Cso <8—SZ 1-12z
13 ' 13

2x— 3y— 2z=1
~ 13y +12z=1
1By +12z=1

y z), com z € \R}

Classifica(;éo: SPI

3x + 5y = 24@5 3x+ 5y=2
e) 2x—3y*1 -19y=-1
5x + 2y = 3 - 19y =-1

g1l 1
-5 ‘[(19' 19)}
Classificacao: SPD

X+ y+2t+ z=4
2x+4y+5t— z=4
) 3x +3y +7t+2z=10
6x+6y— t+ z=14

x+ y+2t+ z=4
2y+ t— 3z=-4
t— z=-2
—18z=-36
©5={{1,10,2)}

Classificacao: SPD

x+2y=oi@~ Xx+2y=0
g) 2x —4y=0 u -8y =0
~ $={(0,0)}
Classificagao: SPD y
2x + y+22—0£—@%3 2x+y+ 2z=0
t~! —5y— 4z=0
-y—16z=0

h)3x— y+ z=0-=%
5x +2y—-3z=0
~ $={(0,0,0)}
Classificacao: SPD

>< -
o

2x+3y+ 3z=1
—5y— 5z=-5
— 10z =50

S5x+ 2y+ 2z=1
~ —14y —34z=3
0=10

2x— 3y- 2z=1
~ 1By +12z=1
0 =0

X+ y+2t+ z=4
2y+ t—-3z=-4

— 13t -5z =-10 <=

2x+y+2z=0
~ —5y—-4z=0

R 76z =0
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X+ y:oﬁ@ X+ y=0
i) 2x+2y=0 * ~30x+0y=0~x+y=0
+
3x+3y=0 0x+0y=0

*S={(-y,y), comye< R}
Classificacao: SPI

X

x+2y—-3z=0 X+2y—- 3z=0

2%+ y+4z=0 —3y+10z:o§ X+2y— 3z=0 ()
j) 4x +5y —2z=0 —-3y+10z=0 + T -3y+10z=0 (1)

5x + 4y + 5z =0 —6y+20z=0 +

Resolvendo em funcéo da variavel livre z:

e De (Il), temos: y = ITOZ
s 10z
® Substituindo y por =3 em (I), obtemos:
-1z
3
. e_J{_11z 10z
. S_Jl< 373 ,z),comze\R}
Classificacao: SPI
x+ y—-z=1 x+ y— z=1
Escalonando {2x — y + z = 2, obtemos j0x — 3y + 3z = 0, que é um sistema linear escalonado
X+2y+z=3 Ox+0y+3z=2

do primeiro tipo e, portanto, possivel e determinado. Logo, o sistema possui uma tnica solugéo.
Alternativa b.

Escalonando os sistema, obtemos:
X

x+y+z=1 “log 2
xlog2+ylog20—zlog5——log50

x log 4 — ylog25+zlog40—flog2
x+y+z=1

~J0x + y(log 20 — log 2) — z(log 5 + log 2) = —log 50 — log 2 ~
0x — y(log 25 + log 4) + z(log 40 — log 4):flog%710g4

x+ty+z=1 x+ y+z=1 x+ y+z=1

~30x + y log 10 — z log 10 = —log 100 ~{0x + yfz—72£>~ x+ y-z=-2=
0x — y log 100 + z log 10 = —-log 10 |0x —2y +z = -1 Ox +0y —z=-5

= x=-7,y=3ez=5
Logo, S = {(-7,3,5)}.

2x — 5y + z=0i@~ 2x—-5y+ z=0
3) 4x — 10y +2z=0 + 0z=0
Logo, o sistema é possivel e indeterminado.
b) X+ 3y - z=0j5>~ x+ 3y— z=0
5x -2y +3y=0 + -17y +8z=0
Logo, o sistema é possivel e indeterminado.

—y+2z=1
2X—-—y+7z=

—y+2z=

Ox +y + 3z = de onde obtemos a solugao

Escalonando o sistema { chegamos a {

genérica (6 — 5z,5 — 3z,z),com z € R.

Para obtermos a solugéo (a, b, ¢) em que ab = 2c, basta resolver a equacgédo (6 — 5z)(5 — 3z) = 2z,
da qual obtemos z = 1ouz = 2.

Assim, hé duas solugdes (a, b, c) em que ab = 2c; sdo elas: (1, 2, 1) e (—4, —1, 2). Portanto,a = 1
oua = —4.

Alternativa b.
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F, pois como abc # 0, temos que a solugéo (a, b, c)
é diferente da trivial (0, 0, 0). Logo, o sistema
homogéneo é possivel e indeterminado.

V, pois como o sistema é possivel e indetermi-
nado, temos que o determinante da matriz dos
coeficientes é nulo, isto é:

2 1 -1
1 -2 1=0=k=-5
4 7 k
2x+ y— z=0
V, pois, para k = =5, temos § x—2y + z=0,

4x+7y—-5z=0
que é equivalente ao sistema escalonado

x—2y+ z=0 =
{Ox 15y -32=0 do qual obtemos a solucao

genérica <%, %, z>, comz € R.

F, pois, se o terno de nuimeros reais (a, b, c), com
abc = 15, é solucdo do sistema, entdo, pelo item
anterior:

z 3z _ _

g5 "Z< 15 = z=5
Assim, concluimos que existe um Unico terno
de nuimeros reais (a, b, ) tal que abc = 15; é ele:
(1,3,5).

F, pois, se o terno de nuimeros reais (m, n, p) é
solucdo do sistema comm > 0,n > 0e q <0,
entao, pelo item c:

Z
5>0

3z z>0 .,

5 >0 = {Z<0,oqueeum absurdo.
z>0

Logo, o sistema nao admite como solug¢ao um
terno de numeros reais (m, n, p), comm > 0,n >0
eq<0.

a+b=1.200

Poderiamos resolver o sistema b+ ¢ =1.100,

a+c=1.500

obtendo os valores de a, b e c e calculando a soma
a+b+c

Porém, um caminho mais curto é somar, membro
a membro, as trés igualdades do sistema, obtendo:
2a + 2b + 2c = 3.800, de onde concluimos que
a+ b+ c=1.900.

Alternativa e.

a)

1) Indicando por r areta de equagdo x + 2y = 4,
temos:

* x=0=y=2
°* y=0=x=4
Logo, r passa pelos pontos (0, 2) e (4, 0).
IT) Indicando por s areta de equagdo 3x +y =7,
temos:
°* x=0=>y=7

° y:O:X:%

Logo, s passa pelos pontos (0, 7) e (%, O).

b)

a)

b)

Por (I) e (II) concluimos que os graficos deres
sao:

y
S
7
'\
2
0

7 4 X
3
+ =
Resolvendo o sistema| 2y _ 4, obtemosx =2
3+ y=7

ey = 1; logo, o ponto de interseccdo das retas

r e s representadas no item a é (2, 1). Assim,
temos o grafico:

y
S
7
'\
2
1
0

w|~N—N
S
x

-x+ y+ z=3

3x + 2y + 27 = ¢ ODtEMOS ©

Escalonando {

sistema escalonado possivel e indetermina-

do Jl—x+y+z=3

Ox+y+z=3 cuja solugdo genérica é

(0,3 -z,z2),comze<R.

Logo, o conjunto S que representa todos os pon-
tosdaretaréS ={(0,3 - z,z),com z = R}.
Atribuindo trés valores reais distintos a z na so-
lugdo genérica (0, 3 — z, z), obtemos trés pontos
distintos da reta r; por exemplo:

°z=0= (0,3,0)

e z=1= (0,2,1)

°*z=4= (0,-1,4)

Assim, trés pontos distintos de r sdo: (0, 3, 0),
(0,2,1) e (0, -1, 4)

16
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2 -1
a) ‘ 4 9|~ 0
Concluimos, assim, que ocorre apenas uma das

alternativas: SPI ou SI. Para determinar qual
delas ocorre, escalonamos o sistema:

2x — yzlﬁ@W 2x— y=1
4x —2y=3 <" 0x + 0y =1

Logo, o sistema é impossivel.

3 -1
b) ‘*9 3| =0
Concluimos, assim, que ocorre apenas uma das
alternativas: SPI ou SI. Para determinar qual
delas ocorre, escalonamos o sistema:
3x—- y=5 x ~3x— y=5
—9x+3y=—15j+ 0x + 0y =0
Logo, o sistema é possivel e indeterminado.
1 2 0
glo 1 2[=9
2 0 1
Logo, o sistema é possivel e determinado.
2 3
3) |10 15| =0
Logo, o sistema homogéneo é possivel e indeter-
minado.
1 3 -2
b3 1 -1=-6
1 1 0
Logo, o sistema é possivel e determinado.
2 1 m
D=|1 -3 -5/=14m — 42
5 -1 1

O sistema admite uma Unica solugéo se, e somente
se,D#0,0ouseja:14m —42#0 = m # 3

k2|
18 kI
Para que o sistema admita solugdes proprias (solu-
¢oes diferentes da trivial), devemos ter D = 0:

K -36=0=k=60uk=-6

D=‘ k* — 36

1 -2 -2
D=3 -k 2|=-2k*-5k-2
k1 1

Para que o sistema admita solugoes diferentes da
trivial, devemos ter D = 0O:

2k~ 5k-2=0= k= -20uk=—+

Comoa + b + ¢ # 0, temos que a solugdo (a, b, c) é
diferente da trivial (0, 0, 0). Logo, o sistema homogé-
neo é possivel e indeterminado. Assim, temos que
o determinante da matriz dos coeficientes é nulo,
isto é:

2 1 sena

1 3 sena
-3 1 0

=0 >=>sena=0

“a=00ua=m

O sistema possui uma Unica solugio se, e somente
se, o determinante da matriz dos coeficientes for
nulo, isto é:
k—2 1 k—2
1 k-2 1
1 1 k-2
= k-2°-(k-2°-(k—-2+1#0
k-2 [(kR-2-1-[k-2) -1 #0 =
= [(kR—2) -1k —2°>-1] #0
(k-2 -1#0e(k—2°-1#0=k#3ek#1
Logo, o conjunto que representa os valores de k
para os quais o sistema possui uma Unica solugdo
é dado por: R — {1, 3}
Alternativa a.

#0 =

Calculando o determinante da matriz dos coefi-
cientes do sistema, obtemos:

2 3 1
1 2 =6
1 0 —4

Como esse determinante é diferente de zero, con-
cluimos que o sistema é possivel e determinado,
ndo importando os valores de a,b e c.

Alternativa a.

Como é homogéneo, o sistema admite infinitas so-
lugoes se o determinante da matriz dos coeficientes
for nulo, isto é:

m -2 -1

1 -m -2([=0=>m=2
3 -2 0
Alternativa c.

6 -3| |x 1} 6x — 3y 7[1]
30 3al |y|” 12| T [3a% + 3ay| |2
L |ex—=3y=1
" |3a% + 3ay =2

Para que o sistema seja impossivel, é necessario
(mas nao suficiente) que o determinante da matriz
dos coeficientes seja nulo, isto é:

6 -3

302 3a—0:a—00ua——2
Para a = 0, temos:

6x -3y =1

{0x+0y:2:’SI

Para a = —2, temos:

6x—3y=1 |[6x—-3y=1
|12x—6y=2 J|0x+0y=o:>SPI

devemos ter

~ . . X
Portanto, para néo existir a matriz y
a=0.
Alternativa c.

As retas r e s sdo concorrentes se, e somente se,
o sistema formado por suas equacdes é possivel
e determinado. Para que isso ocorra, basta que o
determinante da matriz dos coeficientes seja dife-
rente de zero, isto é:

2 p-1
p 6

#0=>p#dep# -3
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Assim, r e s sdo concorrentes se, e somente se,
p#4ep# —3.

Asretasr e s sdo paralelas distintas se, e somente se,
o sistema formado por suas equagoes é impossivel;
e r e s sdo paralelas coincidentes se, e somente se,
o sistema formado por suas equagoes é possivel e
indeterminado. Nesses dois casos, o determinante
D da matriz dos coeficientes do sistema sera nulo.
De acordo com o item a, os valores de p que anulam
D sao 4 e —3. Substituindo p por cada um desses
valores no sistema e escalonando-o, temos:

Parap =4
2x+3y=q _|2x+3y=q
4x+6y=2q |0x+0y=0

Como esse sistema é possivel e indeterminado
para qualquer valor de g, concluimos que, para
p = 4 e qualquer valor real de g, as retas r e s séo
paralelas coincidentes.

Parap = -3
2x—4y=q_|2x—4y= q
—3x+6y=2q [0x+0y=7q

Para q = 0, esse sistema é possivel e indetermi-

nado; e para q # 0, esse sistema é impossivel.

Assim, temos que, parap = —3 e q = 0, as retas

r e s sdo paralelas coincidentes; e parap = -3 e

q # 0, as retas r e s sdo paralelas distintas.
Resumindo:

a) As retas r e s sdo concorrentes parap # 4 e
p#-3.

b) Asretasressdo paralelas distintas parap = —3
eq#0.

c) As retas r e s sdo coincidentes parap = 4 e
qualquer nimero real g e também parap = -3
eq=0.

Sendo D o determinante da matriz dos coeficientes,
temos:

2 a
D=l s
Impondo a condicao D # 0, obtemos os valores de
a para que o sistema seja possivel e determinado:
16-a*#0=>a+4ea# —4

Logo,a # 4ea # —4 = SPD.

Para a = 4 ou a = —4, temos D = 0; nesse caso, 0
sistema pode ser impossivel ou possivel e inde-
terminado. A classifica¢do correta é revelada pelo
escalonamento do sistema para cada um desses
valores de a:

=16 — a*

Para a = 4, temos:
2x+4y=1§@~ 2x+4y=1
4% + 8y =2 < 0x + 0y = 0
Logo,a =4 = SPL

Para a = —4, temos:
2x—4y=1ﬁ>~ 2x+4y=1
—4x+8y =2 + Ox+0y=4
Logo,a = -4 = SL
a#4ea# -4 = SPD

Resumindo: ya = 4 = SPI
a=-4 = SI

Para que o sistema seja impossivel, é necessario
(mas ndo suficiente) que o determinante da matriz
dos coeficientes seja nulo, isto é:

1 3
‘2 |~ 0=>p=-6
Substituindo p por —6 no sistema e escalonando-o,
temos:

x+3y=m | x+3y=m
2x+6y=2 0x +0y=2-2m

Esse sistema é impossivel para 2 — 2m # 0, isto é,
m# 1.

Assim, concluimos que o sistema original é impos-
sivel parap= —-6em # 1.

Alternativa e.

Para que o sistema seja impossivel, é necessario
(mas nao suficiente) que o determinante da matriz
dos coeficientes seja nulo, isto é:

1 1

@ 1=0:>a:10ua=—1

Substituindo a por 1 no sistema e escalonando-o,
temos:

x+y=1 _

{x+y=1 k+y=1
Logo, para a = 1 o sistema é possivel e indetermi-
nado.

Substituindo a por —1 no sistema e escalonando-o,
temos:

x+y=-1 |Jx+ y=-1
x+ty=1 Ox +0y=2

Logo, para a = —1 o sistema é impossivel.
Alternativa d.

Sendo D o determinante da matriz dos coeficientes,
temos:

1 2 3
D=2 0 -1|=40-4k
1 6 k

Impondo a condi¢do D # 0, obtemos os valores de
k para que o sistema seja possivel e determinado:
40 -4k #0 = k# 10

Logo, k # 10 = SPD.

Para k = 10, temos D = 0; nesse caso, O sistema
pode ser impossivel ou possivel e indeterminado. A
classificagao correta é revelada pelo escalonamento
do sistema para k = 10:

X

X+2y+ 3Z:2j@
2x+0y— z=3 + ~

x+6y+10z=3 +
x+2y+3z=2 X+2y+3z=2
~Jox -4y -7z=-1"H1)~{0x —4y - 7z=-1
Ox+4y+7z=1 <" 0x + 0y + 0z =0
Logo, k = 10 = SPIL
R 1do: R # 10 = SPD
esumindo: |, _ 10 opy
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1 2 =2
a)D=|2 p —2/=2p"—-4p+2
p -1 0

Como o sistema é homogéneo, temos:

D+#0 = SPDeD =0 = SPI, ou seja:

20> —4p+2+#0 = SPDe

20 —4p +2=0 = SPI

Resolvendo a equagao 2p” — 4p + 2 = 0, obtemos
araiz 1; portanto:

p#1 = SPD

p=1= SPI

2 1 1
b)D=p 2 -1=p*+7p—44

8 p -5

Como o sistema é homogéneo, temos:

D#0 = SPDeD =0 = SPI, ou seja:
p’—7p—44+0 = SPDep’—~7p—44=0 = SPI
Resolvendo a equacgdo p® — 7p — 44 = 0, obtemos
as raizes 11 e —4; portanto:

p#-4ep#11 = SPD

{p:—4oup:11 = SPI

2 1 1
D=4 m 2([=6m+4+12-6m—-4-12=0
6 1 3

Com D = 0 para qualquer valor real de m, conclui-
mos que o sistema é possivel e indeterminado para
todom,comm < R.

2 1 p
D=1 5 2(=10+5p+2-5p—-20-1=-9
151

Com D # 0 para qualquer valor real de p, concluimos
que o sistema é possivel e determinado para todo
p,comp & R.

Sendo D o determinante da matriz dos coeficientes
desse sistema homogéneo, temos:

!
1 k
Para D # 0, o sistema homogéneo admite apenas a
solugdo trivial, o que ocorre para k # —1.

Para D = 0, o sistema homogéneo é possivel e in-
determinado, o que ocorre para k = —1.
Alternativa c.

D= =k*+1

Como o sistema é possivel e indeterminado,
concluimos que o determinante da matriz dos
coeficientes é nulo, isto é:

a 1 -1
1 —a 1l=0=>a=0
1 1 0

Substituindo a por 0 (zero) no sistema e escalonan-
do-o, temos:

0x+ y—-z=0 x—-0y+z=1
Xx—0y+z=1~:0x+ y—-z=0~
X+ y =b x+ y =b

x—0y+ z=1
~q0x+ y— z=0
O0x+0y+0z=b-1
Como o sistema é possivel e indeterminado, temos
que b = 1.
Concluimos, entdo:a=0eb = 1.
Alternativa d.

Para que o sistema seja impossivel, devemos ter:

1 a —2
1 1 11=0 = a=-2
1 -1 -1

Essa condicdo é necessdria, mas ndo é suficiente
para garantir que o sistema seja impossivel. De-
vemos substituir a por —2 e escalonar o sistema,
para verificar se este é impossivel ou possivel e
indeterminado para esse valor de a:
x—2y—2z2=0

x-2y-22=0 Ox+3y+3z=1

X+ y+ z=1~

XxX— y— z=3 Ox+0y+Oz:%

Assim, concluimos que para a = —2 o sistema é
impossivel.
Alternativa e.

Para que as retas sejam paralelas distintas, o siste-
ma a seguir deve ser impossivel:

px—-y=-2
x-y=-q

_p ~__
D—‘3 _q|= p+3

Para o sistema ser impossivel, é necessario que
D=0,ouseja: —p+3=0=p=3.

Substituindo p por 3 no sistema e escalonando-o,
temos:

3x—y:—2§9~ 3x—y=-2

X —y=—q<" Oy=2-gq

Para esse sistema ser impossivel, devemos ter
2 —q#0,0ouseja, q # 2.

Concluimos, entdo, que as retas sdo paralelas dis-
tintas se, e somente se,p =3 e q # 2.

Temos que:

1 k2| [x] |2 Xx+ky+2z=2
2 2 3|-|y|=4|=12x+2y-3z=4
3 1 kf |z] [3 3x+ y+kz=3

Sendo D o determinante da matriz dos coeficientes
do sistema, temos:

1 k 2
D=2 2 -3|=-2k*-7k-5
31 &k

Impondo a condigdo D # 0, obtemos os valores de k
para os quais o sistema é possivel e determinado:

D#0=k#-lek# -2
Assim,kiflek7&7%: SPD

Os valores —1e —% atribuidos a k anulam o deter-

minante D; por isso, para cada um desses valores o
sistema é impossivel ou é possivel e indeterminado.
Para descobrir a classificacdo correta, substituimos
k por cada um desses valores e escalonamos o
sistema:

Para k = —1, temos:
X— y+2z=2
2x + 2y — 3z = 4, que é equivalente ao sistema
3x+ y— z=3
X— y+2z=2
escalonado{0x + 4y — 7z =0
Ox + 0y + 0z =-3

Como esse sistema é impossivel, concluimos:
k=-1= SI
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Para k = -

5
X—Ty+2z=2
2x + 2y — 3z = 4, que é equivalente ao sistema
3x+y—%=3
2x—5y+4z=4
escalonado{0x+ y— z=0
0x +0y + 0z=-6

Como esse sistema é impossivel, concluimos:
5
k=-5 = SI
2
Temos, portanto:
a) A equagdo matricial admite uma Ginica solucao

parak#—lek#—%.

b) Para nenhum valor de k a equacdo matricial
admite infinitas solugoes.

X
X+ 2y— t+Z=5jD
x+ y+2t—-z=1 + ~
3x+4y+at—z=1 +
x+ 2y — t+ z=5
~ -y + 3t—22=—4ﬁ@~

-2y +(a+3)t—4z=-14<"

x+2y— t+ z=5

~ -y+3t—-2z2=-4
a—3)t =-6
(@-3)

Observamos que:
paraa — 3 = 0, o sistema é impossivel;

paraa — 3 # 0, o sistema é possivel e indetermi-
nado.

Resumindo:
a=3 = SI
a#3 = SPI

Resolvendo o sistema formado pelas duas primeiras
equacoes obtemos x = %e y = 1. Substituindo esses
valores na ultima equagéao, temos:

k-%+2-1:5 - k=9
Como 3? = 9, concluimos que, 9 é um quadrado
perfeito.

Alternativa a.

Resolvendo o sistema formado pela primeira, tercei-

. 9 a4 13
ra e quarta equagéo, obtemos: x = =,y = - ez =%

Substituindo esses valores na segunda equacao,
concluimos:

9 4 13 _ _ 22
5+2~5—3~5—k:k— 5

Logo, o sistema é possivel e determinado para

k=

01) F, pois, para n = 5, temos:

6x + ky =15
mx+ y=-3
2x+ y=5

Para que o sistema tivesse infinitas solugoes,
as retas representadas por suas equagoes
deveriam ser coincidentes, o que nao ocorre,
pois, para qualquer valor de m, as duas tltimas
equagoes representam retas distintas.

02) F,pois,param = 2,n = —3 ek # 3,as duas Ultimas
equacgoes do sistema representam retas parale-
las coincidentes, que concorrem com a primeira
reta; logo, existe um ponto comum as trés retas
representadas pelas equagoes do sistema.

04) V, pois, paran = —3, m = 2 e k # 3, escrevemos:

6x + ky =15 6x + ky = 15
2k y=-3~ 2x+ y=-3
2x+ y=-3

Como k # 3, temos que o determinante da
matriz dos coeficientes desse ultimo sistema é
diferente de zero, com o que concluimos que o
sistema € possivel e determinado; logo, possui
uma Unica solugao.

08) V, pois, para que o sistema fosse homogéneo,
o termo independente das variaveis em cada
equacao deveria ser nulo, o que ndo ocorre.

16) F, pois o sistema néo é homogéneo.

Assim, a soma dos nimeros que antecedem as
afirmacoes verdadeiras é 04 + 08 = 12.

Resolvemos o sistema formado pelas trés primeiras
equacgoes, obtendo:

x+2y— z=1
2Xx— y+3z=2=x=0,y=1lez=1
2x+3y+ z=4

Obtemos, entdo, o valor de m de modo que o terno
(0,1, 1) também seja solugdo da quarta equagao:
-2:0-91+m-1=0=>m=9
Assim, concluimos:
{m =9 = SPD

m#9 = SI

As retas terdo um Unico ponto comum se, e somente
se, o sistema abaixo for possivel e determinado.

2x—-y=-3
3x-—y=-1
X—y=-k

Resolvemos o sistema formado pelas duas primei-
ras equagoes, obtendo:

2x—-y=-3 _ _
[3x—y:—1 =>x=2ey=7
Obtemos, entdo, o valor de k de modo que o par (2, 7)
também seja solucdo da dltima equagao:
2-7=-k=>k=5
Assim, concluimos que as retas terdo um unico
ponto em comum para k = 5.
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3 -2
a) 1 4‘—12+2—14
sen = —cos =
5 5(_ 2 T 2 T _
b) cos & sen X =sen’ ¢ +cos’ ¢ =1
5 5
31 -2
|l 2 -1/=-16+16+10=10
4 3 -1
L 24 s 113
) =3-Ay=3-(-1* -2 4 1|=3-(-19) = -57
3 0 00 10 a
2 1 0 4
110 2 4 1 1 2 4
0 cos5° sen5° sen5° [0 cos5° sen5° sen5°
0 sen5° cos5 cos5°| |0 sen5° cos5° cos5°|
> o 6 9 0o o 4 5
cos5° sen5° sen5°
=1-(-1)%-|sen5° cos5° cos5°|=cos’5° — sen’5° = cos 10° ~ 0,9848
0 4 5
Alternativa a.
Temos que:
1 -1 -2 -3 -4 112 3 4 2 000 O
2 2 -1 -2 -3 12 1 2 3 34 00 O
A=|3 3 3 -1 -2(,B=(1 2 3 1 2/eA+B=|4 5 6 0 O
4 4 4 4 -1 1 2 3 4 1 5 6 7 8 0
5 5 5 5 5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Logo, det (A + B)=2-4-6-8-10 = 3.840

Para que o sistema seja possivel e determinado, basta que o determinante da matriz dos coe-

ficientes do sistema seja nao nulo, isto é:

2 3 m 2
1 0 1 -2
3 2 0 0#0:>mA13+1-A23¢O,emque:
10 0 -1
1 0 -2 2 3 2
Ap=(-1*3 2 0|=2eA,;=(-1°]3 2 0=-1
1 0 -1 1 0 -1
Assim:

m-2+1-(71)¢0:>m¢%

Logo, o sistema é possivel e determinado para qualquer valor real de m, com m # %

Para que o sistema seja possivel e indeterminado, basta que o determinante da matriz dos

coeficientes do sistema seja nulo, isto é:

1 2 -1 0
(2) (1) _1 _(2):0:>72A24+kA44:0,emque:
1 0 0 k
1 2 -1 1 2 -1
Ay =(-1°0 1 -1=-1eA,=(-1%2 0 1|=1
1 0 0 0o 1 -1
Assim:

—2A,, + kA, =0 = k= -2
Logo, para k = —2, o sistema admite soluc¢oes diferentes da trivial.

1 2 2 1
D= i :; _,} :; = 5A,, + pA,, em que:
5 0 0 p
2 2 2 1 2 2
Ay =(-1°-1 -1 —1=-4eAyu=(-1)°*]2 -1 -1|=-20
-3 1 -2 1 -3 1

21
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Assim:

D =5A, + pAy = —20 — 20p

Impondo a condi¢do D # 0, obtemos os valores de p para que o sistema seja possivel e deter-
minado:

-20-20p#0 = p+# -1

Logo,p # -1 = SPD

Parap = —1,temos D = 0; nesse caso, o sistema pode ser impossivel ou possivel e indeterminado.
Substituindo p por —1 no sistema e escalonando-o, temos:

) X
X+2y+2t+ zzlﬁ@
2X— y— t— z=2 +

x—3y+ t—2z=1 ++ -
5x+0y+0t— z=5

X+2y+ 2t+ z=1
-5y — 5t—-3z=0
—5y—- t-3z=0
—10y — 10t — 6z =0

X+2y+2t+ z=1
~) —5y-5t-3z=0 (SPI)
4t +0z=0
Logo,p = -1 = SPI

p#-1= SPD

Resumindo: {p = _1 = SPI

Para a; = j(i — 1), temos que para i = 1 (1® linha) todos os elementos séo nulos; pela P2, temos:

detA =0.
Temos que:
10 11 3 1 2
0 1 11 -2 1 2
A-B=| 2 O0f- 1 1 3 1 g =12 2 6 2 4
11 2 2 1 2 4
-1 1 0 0 -5 0 0

Observando que a 1% e a 22 colunas da matriz produto sdo iguais, concluimos que det (A - B) = 0.

Pela P4, temos:

4a 4b 4c a b c

m n p|=4Dem n p|=3D
X y z 3x 3y 3z
Entdo:

4D=3D = D=0

Logo, D = 0.

A=-B = detA =det(-B)
. detA =det(-1-B) = detA =(-1)"-detB
Alternativa e.

Permutando-se as duas primeiras linhas da matriz A, obtém-se a matriz B; logo,
detB = —det A = —10.

Temos que cada elemento ¢;; da matriz diferenga C = A — B é dado por ¢; = (-1)'*/ — (-1)* /.
Observando que ¢,; = (-1)**) — (=1)* "/ = 0, para qualquer valor de j, concluimos que a 2%linha
da matriz C é nula. Logo, det (A — B) = 0.

Pela P4, temos:

det (kA) = k* - det A
Assim:

245 =k*-5 = k* =49
k=147

Logo, k = =47.

Pela P4, temos:

det (2A) = 2"det A = 2"det A =32det A
Como det A # 0, temos:

M"=32 = 2"=2°

Logo,n = 5.
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Pela P4, temos: det (—B) = (—1)* det B

Assim:
det (—B) = detB = detB =3
Logo, det B = 3.

Pela P4, temos: det (—C) = (—1)°det C = det (—C) = —detC
S 6=—detC = detC= -6
Logo, det C = —6.

Temos que cada elemento da matriz diferenca C = A — Bé dado porc;; = 0,sei # j; e c;; = 2, se
i = j. Logo, pela propriedade da matriz triangular, concluimos que det (A — B) = 2".
Alternativa e.

Temos que:
—2a -2b -2c -2a —-2b -2c |-2a -2b -2c
2p+x 2q+y 2r+z(=| 2p 29 2r|+| Xx y z| =
3x 3y 3z 3x 3y 3z 3x 3y 3z
a b c a b c
=-2-2-3+p q r|—-2-3:|x y z[=-2-2-3-(-1)-2-3-0=12
X y z X y z

a) A coluna 4 é combinacdo linear das colunas 1 e 2. Essa combinag&o linear pode ser descrita
por:
Qi = 20;; + A, com 1 <i< 4

b) Pela propriedade P9, temos det A = 0.

=11 11 1] |1 1 1 1
S22 9| jo 111 et s ol
T >l1 2 3 3Tjo 1 2 2/~ ()123‘
>l 2 3 4 Jo 12 3
Alternativa b.
* >4 7 3 8 12 1 2
@3526_73526_7
2 x 2 47772 x 2 4~
5 4 2 x 5 4 2 x
X X
@@@’ 121 2 1 2 1 2
+3526770—1—1 o |_,
*>2 x 2 47770 x-4 o0 0
*>I5 4 2 x 0 -6 -3 x-10
1 1 2
“(x—4)- (-0 -1 0 |[=7=>@4-x(10-x=7
0 -3 x—-10
x?—14x+33=0=x=3o0oux=11
Logo, S = {3, 11}.
1 2 1 3 1 1 2 1 3 1
2 5 2 6 2 01 0 0 O 1 g 8 8
3769 3=01 30 0=1-(-1], , = 4=
1 4 5 8 1 0 2 4 50 1 2 0 1
2 5 4 6 3 01 2 0 1
=1.(-12-(1-3-5-1) =15
Gy Gy Gys| [Ap Ay Ag
A-B'=|ay ap ap|'|An Ay Ap|=
G3; O3 Og3| [Agz Ay Ag
Qi * Ay T ap s Ap +ai- Agg 0 0
= 0 Oy Ay 0y s Ay + Ay Ay 0
0 0 O3 Az + 03 * Ap + A33* Ay
det A 0 0 5 0 0
A-B'= 0 det A 0 = A-B'=[0 5 0
0 0 det A 0 0 5
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Pelo teorema de Binet, det (AB) = det A - det B.

6 4 0
det (AB)=|-1 2 3|=94
5 -1 1
2 6 1
edetA=|-1 0 4|=27
2 31
_ %
Logo, detB = 57

A’=A = det (A%)=detA

o (det A’ =detA = (detA)> —detA=0

.. detA(detA—-1)=0 = detA=0oudetA-1=0
Logo,det A=0oudetA=1.

Alternativa c.

det (A>) =6+ detA = det(A-A)=6+detA
o.detA-detA=6+detA = (detA)’=6+detA
o (detA)> —detA-6=0

Fazendo a mudanca de variavel det A = x, obtemos:
x¥*-x-6=0=x=30ux=-2

Retornando a variavel original, chegamos a:

det A =3oudetA=-2

Como, por hipétese, det A <0, temos que det A = —2.
Assim, concluimos:

det (2A) =2°-detA=8-(-2) = -16

2 3.1 2 3.1
a)B=|1 -1 2|=detB=|1 -1 2|=-8
1 0 3 1 0 3

Portanto, B é invertivel, e sua inversa é dada por:

a1 3 = o
B = qet B B, em que B é a matriz adjunta.
Calculo de B:

-1 2 3
Bﬂ:‘o 3‘:_3 B23:_‘1 0‘23
1 2 3 1
B12 = 7‘1 3‘ =-1 B31 = ‘_1 2‘ =7
1 -1 2 1
B13 = ‘1 0‘ =1 BBZ = _‘1 2‘ =-3
3 1 2 3
Ba = _‘0 3= 2 B = ‘1 —1‘ =3
2 1
s
-3 -9 7
Assim:B=(-1 5 -3]|e,portanto:
1 3 -5
'3 9 _7
8 8 8
-1 1 z_| L _5 3
B det B B=l 3 8 8
1 3 5
| 8 8 8|
2 -1 1 2 -1 1
b)Cc=(-1 2 1|=detC=|-1 2 1|=6
0 2 4 0 2 4

Portanto, C é invertivel, e sua inversa é dada por:

a1 =

¢ ~ detC ¢

d)

Célculo de C:

3

f

24
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2 -1
-1 1
C31 = ‘ 2 1‘ =-3
2 1
Cyp = "—1 =-3
2 -1
C33 = ‘71 2 = 3
e, portanto:
1
]
4 _1
3 2
2 1
3 2]

Calculando os cofatores dos elementos de C,

-2
0
1

13
-5

=

2 1
Cll = 2 4‘ = 6
-1 1
Cp=-— 0 4‘ =4
-1 2
-1 1
C21 - _‘ 2 4‘ =6
2 1
Cyp = 0 4‘ =8
3 6 6 -3
Assim:C=| 4 8 -3
-2 -4
1
a__1_z_| 2
¢ det C ¢ 3
_1
3
1 2 3
2 -1 1/=0
4 3 7
Logo, B ndo é invertivel.
1 3 2
3 10 11{=1 = C éinvertivel
2 6 5
temos:
10 11
C11:(_1)2' 6 5‘= -16
3 11
Clz—(_1)3'2 5|:7
3 10
C13_(_1)4'2 6’:_2
3 2
Cy = (_1)3 ‘6 5‘ =-3
1 2
Cyp = (_1)4 ) 5‘ =1
1 3
Cyp = (71)5 12 6‘ =0
3 2
Cy = (_1)4 . 10 11‘ =13
1 2
Gy = (_1)5 : 3 11‘ =-5
1 3
Cy = (71)6 13 10’ =1
-16 7
Logo:cof C=| -3 1
13 -5
-16 -3 13
= C= 7 1 -5
-2 0 1
Concluimos, entdo:
— -16 -3
_ C
ct= = 7 1
det C 2 0

1

Para que uma matriz seja invertivel, basta que seu
determinante seja nao nulo:

1
2
4

-2 3
11
x 7

SLoX#F -3
Logo, para que A seja invertivel, devemos ter x # —3.

#0 = 5x+15#0
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Calculando o determinante da matriz, temos:

x+1 2 x
1 5 0|=5(x+1)+5x—-10x—-2=3
2 5 1

Como, independentemente de x, o determinante
é ndo nulo, a matriz é invertivel para qualquer
valor de x.

Calculando o determinante da matriz, temos:

1 x+2 2
1 x+5 5/=x+5+2-x-2-5=0
0 1 1

Assim, para qualquer valor de x, a matriz ndo ad-
mite inversa.
{B =-2A det B = det (—24)
C=3-B' " |detC=det(3-B7
. |det B=(—-2)Y-det A - det B=(-2)*-10
" |det C=32-det (B det C=3?-(det B)*

det B=(-2)*-10 9
1 = detC=—~

=132. 4
detC=3 et B 0
Alternativa d.
2 1 -1 1
C—mA+nB—m-[3 5+n- 0 1]:>

2m—-n m+n

=C= 3m 5m+n

Para que a matriz C néo seja invertivel, devemos
ter det C = 0, isto é:
(2m -=n)(5m +n) —3mm +n) =0 =
= 7m’ —6mn —n’>=0
Resolvendo essa equagdo do 22 grau na varidvel m,
obtemos:

—(=6n) = J(=6n) — 4 -7 - (—n)

m = =
14
n
= m=noum=-=
= n
Como m # n,entdo,m = —=-.

7

Exercicios contextualizados

a) 3x + 5y + 10z = 48

b) Resposta possivel:
Parax=1ey =1, temos:
3:1+5-1+10z2=48 = z=4
Parax=1ey =1, temos:
3-1+5-3+10z2=48 = z=3
Parax = 1ley =1, temos:
3:11+5-1+10z2=48 = z=1
Parax = 6 ey = 4, temos:
3:6+5-4+10z=48 = 2z=1
Assim, quatro solugoes da equagao sao:
(1,1,4),(1,3,3),(11,1,1) e (6,4, 1)

Sendo V e E, respectivamente,

. P v E

os numeros de vitérias e de
empates dessa equipe, temos: 0 12
3V+E=12 1 9
Os possiveis valores de V e E 2 6

sao dados nas linhas da tabela
ao lado. 3 3
4 0

Logo, a equipe pode ter realizado 4, 6, 8, 10 ou
12 partidas.

Sendo x a massa do caminhdo vazio e y a massa da
carga, temos:

x ¥ 2x
3T2TH=IT

.2 s
Logo, a massa da carga é 9 da massa do caminhéao

vazio.
Alternativa a.

Considerando esse més de crise, sejam x o name-
ro de sécios com menos de 60 anos e y o nimero
de sbcios com 60 anos ou mais. Assim, temos:
125x = 75y + 10.500, sob as condigdes: {x,y} CIN" e
x +y < 100.

Isolando x na equacgao linear, chegamos a:
3y

X = 5 + 84
Como x e y devem ser nimeros naturais ndo nulos,
temos que y sé pode assumir valores multiplos de
5 ndo nulos:

Paray = 5, temos x = 87.

Para y = 10, temos x = 90 (ndo convém, pois, no

més de crise, o clube tinha menos de 100 sécios,

isto é, x + y < 100).
Observando que, atribuindo-se a y valores mul-
tiplos de 5 maiores que 5, obtém-se x + y > 100,
concluimos que y sé pode assumir o valor 5. Por-
tanto, o numero de sdcios nesse més de crise era
5 + 87, isto é, 92.

Sendo x,y e z os numeros de unidades de frascos de
shampoo, de sabonetes e de tubos de creme dental
adquiridos por Camila, respectivamente, temos:
10x + 2y +z=30 = z =30 — 10x — 2y

Como %, y e z devem ser numeros naturais néo
nulos, temos as seguintes possibilidades:

X y z
1 1 18
1 2 16
1 3 14
1 4 12
1 5 10
1 6 8
1 7 6
1 8 4
1 9 2
2 1 8
2 2 6
2 3 4
2 4 2

Observando os valores da 22 coluna, constatamos
que o maior nimero possivel de sabonetes é 9,0 que
ocorre em uma Unica linha. Assim, concluimos
que Camila comprou 1 frasco de shampoo, 9 sabo-
netes e 2 tubos de creme dental.
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Sendo x e y os numeros de atra¢des de que pai e
filho usufruiram, respectivamente, temos:
49 — 4y

5
Como x e y devem ser nuimeros naturais maiores
que 2, concluimos que a Unica possibilidade ocorre
paray = 6, para a qual temos que x = 5. Assim, o
pai usufruiu de 5 atragoes e o filho usufruiu de 6
atragoes.

50+ 10x+ 30+ 8y =178 = x =

Indicando por v, d e e os nimeros de vitérias, der-
rotas e empates dessa equipe, respectivamente,
temos:

vtd+d=]

3u+e=P 3u+d=P

d=e

fu+2d=7 q
“la=pP-3v @)

vtdt+e=]
-1

2P -]
5

Substituindo (II) em (I), concluimos que: v =

Alternativa a.

Indicando, respectivamente, por ¢ e a as massas,
em grama, do copo vazio e da dgua, quando o copo
estd cheio, temos:

c+a=325
c+a—%=180:> a=29%0ec=35
Logo, a massa do copo vazio é 35 g.

Alternativa c.

Indicando, respectivamente, por A e F as quanti-
dades, em tonelada, de arroz e feijao dessa safra,
temos:
F+A=80
{O,2F+O,3A:18 = F=60eA=20

Logo, a quantidade de arroz dessa safra foi de 20 t.
Alternativa d.

Indicando por a, b e c os precos dos ingressos para
os setores A, B e C, respectivamente, temos:

b

a=5+20
c=b+30 -
210a + 180b + 50c = 45.900
2a —b =40 X105
~1c—b=30 ~
210a + 180b + 50c = 45.900 < *

2a — b + 0c = 40
~ Oafb+c:30ﬂx (285) ~
0a + 285b + 50c = 41.700 <—
2a—- b+ 0c=40 (1)
~30a—- b+ ¢=30 (1)
Oa + Ob + 335¢ = 50.250  (III)
De (III), obtemos ¢ = 150.
Substituindo ¢ por 150, em (II), chegamos a b = 120.
Substituindo b por 120, em (I), concluimos que
a = 80.

Logo, os ingressos para os setores A, B e C custam
R$80,00, R$120,00 e R$ 150,00, respectivamente.

Indicando por x, y e z os numeros de cédulas de dez,
cinquenta e cem doélares, respectivamente, temos:
x+ty+z=45

10x + 50y + 100z = 1.950 ~

X =2z

x+ y+ z=45 x
~ix+0y— 2z=0 e ~
x + 5y + 10z = 195 +

x+ y+ z=45

~10x — y—3z:—45ﬂ>~
0x + 4y + 9z = 150 +

x+ y+ z=45 ()

~10x — y—3z=-45 (Il
Ox + 0y — 3z =-30 (Il

De (1II), obtemos: z = 10

Substituindo z por 10, em (II), chegamos a y = 15.
Substituindo z por 10 e y por 15, em (I), concluimos
que x = 20.

Logo, o nimero de cédulas de cem délares foi 10 e,
portanto, o valor recebido pela agéncia, nessa ven-
da, em cédulas de cem ddlares foi de 1.000 ddlares.

Alternativa d.

a) Indicando por g, ¢ e p as quantidades, em qui-
lograma, de amendoim, castanha de caju e cas-
tanha-do-pard, em cada lata, respectivamente,
temos:

a+c+p=0,5
5a + 20c + 16p = 5,75
=
a+p
3

Escalonando o sistema obtido no item anterior,
obtemos:

at+ p+ ¢=05
Oa + 11p + 15¢ = 3,25
Oa+ Op+ 4c=0,5

de onde concluimos que: a = 0,25; ¢ = 0,125 e
p = 0,125. Logo, em cada lata h4 0,25 kg de amen-
doim, 0,125 kg de castanha de caju e 0,125 kg
de castanha-do-pard, o que equivale a: 250 g de
amendoim, 125 g de castanha de cajue 125 g
de castanha-do-para.

a+c+p=0,5
5a + 20c + 16p = 5,75
a—3c+p=0

c=

b

~

Indicando por J, M e A as quantias iniciais de Joao,
Maria e Antonia, respectivamente, temos:

J+ M + A = 100.000
1,1A = 11.000 + 2 - 1,1 ~
1,1-1,1A=11-1,IM +1,1-1,1J

J+M + A =100.000
~1{A =10.000 + 2] ~
A=M+]

J+ M+ A=100.000
~12] +0M — A=210.000 -2 -1~
J+ M—A=0

J+ M+ A=100.000 (I)
~1{0J - 2M — 3A = —210.000 (1])
0] + OM — 2A = —100.000 (III)

De (III), obtemos: A = 50.000

Substituindo A por 50.000, em (II), chegamos a
M = 30.000.

Substituindo A por 50.000 e M por 30.000, em (I),
concluimos que ] = 20.000.

Logo, a quantia inicial de Jodo era de R$ 20.000,00.
Alternativa a.
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NV , NA _

Nl—"+NV_1'2 M—oz; M—OS
NV, NA _, = NF UFENV TP
2NF NV

Adicionando 1 a ambos os membros da igualdade

NA _ .
NV 0,8, obtemos:
NA + NV

NV
Como NA + NV = 3.600, temos:

3.600 3

Substituindo NV por 2.000 na equacgao % = 04,

=18

concluimos:
2.000

W = 0,4 = NF = 5.000

Alternativa c.

Indicando, respectivamente, por L, S e E as quanti-
dades, em porcdes de 100 gramas, de granola light,
simples e especial que o fabricante deve produzir,
temos:

80L + 60S + 60E = 18.000
10L + 40S + 20E = 6.000
10L + OS + 20E = 2.000

Dividindo por 20 ambos os membros da primei-
ra equacao e por 10 ambos os membros das outras
equacoes e, a seguir, permutando as duas primei-
ras equacgoes assim obtidas, temos:

L+4S+2E=600 [ L+ 4S+2E=600 (I
4L + 3S + 3E = 900 ~ {0L — 135 — 5E = —1.500 (II)
L+0S+2E=200 |OL— 4S+OE=-400 (III)

De (1II), obtemos: S = 100

Substituindo S por 100, em (II), chegamos a E = 40.
Substituindo S por 100 e E por 40, em (I), temos
L = 120.

Como cada um dos valores L, S e E representa o
numero de porgdes de 100 g, concluimos que
o fabricante deve produzir 12.000 g, ou seja, 12 kg,
de granola light; 10.000 g, ou seja, 10 kg, de granola
simples; e 4.000 g, ou seja, 4 kg, de granola especial.

Indicando, respectivamente, por a, b e c as quantida-
des, em por¢oes de 100 gramas, dos complementos
alimentares A, B e C, temos:

2a+12b+ 8c =35 2a+ 12b+ 8c =35
28a + 60b + 80c = 242 ~ 10a — 108b — 32c = —248
2a+ 9+ 5c=26 Oa— 3b—- 3c=-9

Dividindo por —3 ambos os membros da terceira
equacao e permutando as duas ultimas equagoes,
obtemos:

2a+ 12b+ 8c =35 2a +12b + 8c =35 (I
Oa+ b+ c¢c=3 ~0a+ Db+ c=3 (I
Oa — 108b — 32c = —248 [0a + Ob + 76¢ =76 (III)

De (III), obtemos ¢ = 1.

Substituindo c por 1, em (II), chegamos a b = 2.
Substituindo c por 1 e b por 2, em (I), temos a = 1,5.
Como cada um dos valores a, b e c representa o
numero de porcdes de 100 g, concluimos que a
mistura deve ser composta por 150 g do com-
plemento A, 200 g do complemento B e 100 g do
complemento C.

A A

Sendo a,b e ¢, respectivamente, os valores, em reais,
aplicados nos fundos A, B e C, sob as condicoes
estabelecidas, temos:

a+b+c=5000000 a
{b —c+200000 ¢ 2400000-5

Como a, b e ¢ sdo valores positivos, entao
¢ < 24.000,00.
Alternativa c.

Sendo x, y e z, respectivamente, os nameros de
atletas classificados com 18, 19 e 20 pontos, temos:

18x + 19y + 20z = 116 (I)
y+ z=4 (1)

Resolvemos o sistema em funcdo da variavel livre z:
De (II), obtemos:y = 4 — z
Substituindo y por 4 — z em (I), obtemos:
40—z
18
Como x, y e z s3o numeros naturais, comy < 4 e
z < 4, o Unico valor possivel para z é 4.
40 -4
18 2
Substituindo x e z por 2 e 4, respectivamente, em
(I), obtemos: 18 -2 + 19y +20:-4 =116 = y =0
Logo, o numero de atletas classificados é dado por:
2+0+4=6

18x +19(4 — z) + 20z = 116 = x =

z=4 > x=

Indicando por L, B e C os precos unitarios da caixa
de lengos, do boné e da camiseta, temos:

L+2B+3C=127
3L + 4B + 5C = 241

Subtraindo, membro a membro, as duas equagoes,
obtemos:

2L + 2B + 2C =114

Dividindo por 2, ambos os membros, concluimos:
L+B+C=57

Logo, a quantia a ser desembolsada na compra de
uma caixa de lengos, um boné e uma camiseta é
R$ 57,00.

Alternativa d.

Indicando por G, E e D as vendas, em hectolitro, de
gasolina, etanol e diesel, respectivamente, temos:

15G + 30E + 45D = 17.850 G+ 2E+ 3D =1.190
24G + 24E + 48D =19.608 ~y G+ E + 2D =817
18G + 27E + 45D = 16.470 |2G + 3E + 5D = 1.830

Escalonando o sistema, obtemos:

G + 2E + 3D = 1.190
0G—- E— D=-373
0G + OE + 0D = —-177

Como esse sistema é impossivel, conclui-se que os
dados apresentados na tabela sdo incompativeis;
portanto, o proprietdrio tinha raz3o.

6x = 18y
X _Y _z _
Temos: -5 ===+ = {2x =18z
18 6 2
2y = 6z
x—3y=0
a)ix—9z=0
y—3z=0
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x-3y=0 x=3y=0 (I
b) x=92=0~13,_g,_0 ()
y—-3z=0 y
Da equacao (II), obtemos y = 3z. Substituindo y
por 3z em (I), obtemos: x = 9z
Concluimos, entdo, que todos os ternos ordena-
dos de nimeros reais positivos que satisfazem
o sistema do item a sdo da forma (9z, 3z, z), com
zeR,.

A distancia d entre os carros em qualquer instante
do periodo considerado é dada por:

d =|280x + 40 — (280x + k)| = |40 — k|
a) Para que a distancia d, calculada acima, seja
diferente de zero (um carro a frente do outro),
o pardmetro k deve assumir um valor diferente
de 40, com o que concluimos que os graficos
das equagoes do sistema sao segmentos de reta
paralelos distintos.
Para que a distancia d, calculada acima, seja nula
(carros empatados), o pardmetro k deve assumir
o valor 40, com o que concluimos que os graficos
das equacoes do sistema sdo segmentos de reta
coincidentes.

b

~

a) Para que as retas sejam paralelas distintas, o
sistema abaixo deve ser impossivel:

0,05x — y = —5.000

(k — 0,05)x — y = 5.000
Uma condicdo necessdria para que esse sistema
seja impossivel é que o determinante da matriz
dos coeficientes seja nulo:

0,05 -1
k—-0,05 -1
Substituindo k por 0,1 no sistema, obtemos:

0,05x — y = —5.000 equagbes

{O 05x — § =5.000 4> incompativeis

Logo, para k = 0,1 o sistema é impossivel e, por-
tanto, as retas sao paralelas distintas.

L(x) >0 = (0,1 — 0,05)x — 5.000 > 0

.. 0,05x > 5.000 = x > 100.000

Logo, o fabricante ganhara algum dinheiro se
forem vendidas mais de 100.000 garrafas.

‘=0ﬁk=0,1

b

-~

Indicando por p, m e g os precos, em real, dos pa-
cotes pequeno, médio e grande, respectivamente;
e sendo a, b e ¢, as receitas apuradas nos dias 1,2 e
3, respectivamente, temos:

12p+10m +6g=a
16p+ 9m+8g=h
2kp +10m + kg =c

Como os pregos das ragoes se mantiveram nesses
trés dias, temos que existe um terno (p, m, g) que
satisfaz as trés equagdes acima, com o que con-
cluimos que o sistema é possivel. Calculando o
determinante D da matriz dos coeficientes, temos:

12 10 6
D=|16 9 8|=
2k 10 k

= 108k + 960 + 160k — 108k — 960 — 160k = 0
Como o sistema é possivel e o determinante da
matriz dos coeficientes é nulo, concluimos que
o sistema é possivel e indeterminado. Logo, ndo
é possivel determinar o preco do pacote de cada
tipo de racao.

a) Como a velocidade foi constante, temos:

izlzie ortanto:
4 "3k 2k °P :
3kx —4y =0
2kx —4z =0
2ky — 3kz =0
3k —4 0
b)D=2k 0 -4|=0
0 2k -3k

Como D = 0, o sistema homogéneo é possivel e
indeterminado para qualquer valor real positivo
de k.

Sendo x e y, respectivamente, os precos por quilo-
grama do café e do agtcar, temos:

X

me L9
2x +ny =15 +

X+M+1y=22<«—

x+2y=38

X+2y=8 _ -1
~dn-4y=-1~{ " n-4
(n—-5y=-2 __—2
Y=W=s

Para que o sistema seja possivel e determinado,

devemos ter:
-1 _ -2

n-4 n-5

>n=3

Alternativa c.

a) Temos:
S5a + (—=6)b + 0c + 0d = 0
a_b_c_d __ Joa+8b+(=50c+0d=0
6 5 8 &k |0a+0b+kc+(—8)d=0

ka + 0Ob + Oc + (—=6)d =0

b) Calculando o determinante D da matriz dos
coeficientes do sistema, temos:

5 -6 0 O

8 -5 0
ng g _i _2:5-(71)2-0 k -8+
0o 0 -6
kK 0 0 -6
0 -5 0
+(-6)-(-1°-j0 k -8 =
kK 0 -6

=5-(=1)"- (—48k) + (—6) - (—1)* - (40k) =
= —240k + 240k =0

Como o sistema é homogéneo e D = 0, conclui-
mos que o sistema é possivel e indetermina-
do (SPI).

Sendo p, m, g e e os precos dos pacotes de tamanhos
pequeno, médio, grande e extragrande, respectiva-
mente, er,, 1,, 15 € T, as receitas obtidas nos dias 1,
2, 3 e 4, respectivamente, temos:

12p+7m+2g+4e=rm
15p+8m+ g+3e=r,
10p+6m+2g+ke=r,
Bp+7m+ g+ke=r,
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Seja D o determinante da matriz dos coeficientes
desse sistema:

12 7 2 4

Dzig 2 ; i=4A14+3A24+kA34+kA44,
13 7 1 k

em que:

A =0Ay=0A3=0A,=0

12 7 2 4

15 8 1 3
Portanto: D = 0 6 2 k™ 0

13 7 1 &k

Logo, o sistema é possivel e indeterminado e, por-
tanto, ndo é possivel saber o preco de cada tipo de
pacote de sabdo em pé a partir desses dados.

a) A pagina é composta por 25 fileiras horizontais
de quadriculas e 20 fileiras verticais de quadri-
culas; logo, o nimero de quadriculas é dado por
25 - 20 = 500.

b) O nuimero de quadriculas de todo o caderno é
dado por 100 - 25 - 20 = 50.000.

O numero de cadeiras de cada saldo é o produto
do nuiimero de mesas pelo nimero de cadeiras que
rodeiam cada mesa. Assim, o numero n de cadeiras
nos dois saldes é dado por:
n=20-4+15-6=170

Indicando por A o conjunto dos alunos com mais
de 16 anos e por B o conjunto dos alunos com
menos de 18 anos, temos:

n(A UB) =n(A) +n(B) —-n(ANB) =

= 30=20+ 15 - n(A N B)

S nANB) =5

Logo, 5 alunos tém mais de 16 e menos de 18 anos.

a) AB, BA, AC, CA, BC,CB
b) ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA

{4, 6}, {4, 7},{4,9},{6,7},{6, 9}, {7, 9}

Matematica sem fronteiras

Das informacoes das tabelas, obtemos o custo C de
entrega, dado por C = 3x + 2y + 1t + 4z, e o sistema:

x+ty+t+z=14

x+ty=28
t+z=6
x+t=9
y+z=5

que na forma escalonada é

x+ y+ t+z=14
Ox+ y+0t+z=5
Ox+0y+ t+z=6

Resolvendo o sistema em funcgao de z, obtemos a
solucdo genérica (6 — z,3 + z,5 — z, z), considerando
a ordem alfabética das variaveis (t, x, y, z).
Substituindo a solugdo genérica na fungio custo
C = 3x + 2y + 1t + 4z, chegamos a:
C=3B8+2+25-2+6—-z+4z =

= C=25+4z

Logo, o valor minimo de C é obtido para z = 0, com
o qual se obtém a quadra (t, x, y, z) = (3, 5, 6, 0).
Concluimos, entdo, que o custo minimo de entrega
éobtidoparat=3,x=5,y=6ez=0.

Analise da resolugio

COMENTARIO: O aluno cometeu um erro ao admitir que
a variavel b pode assumir qualquer valor real, pois b
representa o numero de gols, portanto, b deve ser um
nimero natural.

Resolugdo correta:

Indicando por a, b e c os numeros de gols marcados pelos
jogadores A, B e C, respectivamente, sem considerar o
ultimo jogo, temos o sistema:
{a+b+c=25 )

a=c+1 (1)

Substituindo (II) em (1), temos:
c+1+b+c=25=2c=24-D

co24-D b

5 =12~ (I

Como a, b e ¢ devem ser nimeros naturais, concluimos
da equacdo (III) que b é natural par menor ou igual a 24.
Atribuindo a b esses possiveis valores, temos:

b 4 a
0 12 13
2 " 12
4 10 11
6 9 10
8 8 9
10 7 8
12 6 7
14 5 6
16 4 5
18 3 4
20 2 3
22 1 2
24 0 1

Observando a tabela, constatamos que com apenas um
gol s6 poderia ocorrer empate nas cinco primeiras linhas
numeéricas dessa tabela, e em qualquer uma delas o
jogador A seria um dos artilheiros.

Alternativa a.



