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Apresentacao

Ola.

Nesta aula, estudaremos os principais métodos de resolugcdao de um sistema linear e veremos
outros conceitos que envolvem um conhecimento prévio de matrizes. Por isso, antes de iniciar essa
aula, é necessario que vocé saiba como trabalhar com determinantes de matrizes. Ela sera essencial
para estudar sistemas lineares.

Ao longo da aula, resolveremos diversos exercicios para consolidar o conhecimento adquirido
e ganhar velocidade na hora da prova. Se vocé ja estudou esse assunto e se sente confortavel, pule
a parte tedrica e va para a lista de exercicios. Tente resolver todos sem consultar a resolu¢ao. Sempre
gue tiver duvidas, nao hesite em nos procurar no férum de duvidas ou se preferir:

o /victorso (0] ) /profvictorso o /profvictorso
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1. Equacao Linear

1.1. Definigao

Toda equacgao da forma

a;x; + a,x, + asx; + -+ a,x, = bj,

nas quais x,X,, X3, ..., X, Sao incognitas, é classificada como equagao linear. Note que todos os
expoentes das incégnitas devem ser unitarios. Os termos a,, a,, as, ..., a,, que acompanham as
incégnitas sdo denominados de coeficientes e b é o termo independente da equacgao.

Vejamos alguns exemplos de equacao linear:
N)x+2y+32z=0

2)10x 4+ 0,5y =5z + 36w = 2

3) 2%x + 23y + 242z = 2°

Exemplos de equacao nao linear:

4) 2x* + 3xy + 4z = 10
5)2cosx+3seny =1

6) 2e* + 3y + 14zw + 6w? = —6

1.2. Solugao de uma equacgao linear

A solucdo de uma equacao linear é apresentada na forma de um conjunto ordenado de
numeros. Seja uma equacdo com n incégnitas do tipo:

a;x, + ayx, + -+ a,x, =b

Se a énupla ordenada («, B, ..., y) torna a equacdo acima verdadeira, podemos afirmar que
essa sequéncia de numeros é uma solugao da equagao.

TOME

NOTA!

&

V

Enupla ordenada é uma sequéncia ordenada de n elementos e esta ordem se da,
preferencialmente, na ordem em que as varidveis sao apresentadas. Se n = 2, temos uma
dupla ordenada. Se n = 3, temos uma tripla ordenada ou terna. Se n = 4, temos uma
quddrupla ordenada e, assim, sucessivamente.
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Vejamos um exemplo:
Vamos analisar a equagao x + 2y + 3z = 4.
Tomando (x,y,z) = (2,1, 0) e substituindo na equacdo, temos:
x+2y+3z=4
2+2-14+43-0=4
4 =4 > Verdade
Portanto, a tripla ordenada (2,1, 0) é uma solucdo da equac3o.
Mas, fazendo (x, v, z) = (0,0,0), obtemos:
0+2-0+3-0=4
0 =4 - Falso
Assim, a terna (0, 0,0) n3o é solucdo da equac3o.

Perceba que podemos ter infinitas solugdes para essa equacao, veja:

(031)
)21

x+2y+3z=4 x+2y+3z=4 x+2y+3z=4
1
144+2-(-2)+3:(-2)=4 342 (-1)+3-1=4 0+2-E+3-1=4
14—-—4—-6 =4 3—2+3=4 0+1+3=4
4 =4 4 =4 4 =4
Verdade Verdade Verdade

2. Sistema Linear

2.1. Definicao

Agora que sabemos o0 que é uma equacao linear, podemos entender o que é um sistema de
equacoes lineares, também chamado de sistema linear.

Sistema, no contexto da matematica, é formado por um conjunto de equagdes que devem
ser satisfeitas simultaneamente. Usamos uma chave do lado esquerdo das equacgbes para
representar um sistema.

Vejamos alguns exemplos:
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{x +y+z+w=0
xy=1
Esse sistema possui duas equacdes e quatro incdgnitas (x,y,z,w). A primeira equacdo é
linear e a segunda, ndo. Por esse motivo, o sistema é nao linear.

x+y+z=1
{x+2y+32=2
2x+y+z=3

Nesse sistema, temos um conjunto de equacgdes lineares. Portanto, esse é um sistema linear.
ESCLARECENDO!

Algumas questdes podem nomear os sistemas, por exemplo:

S{x+y=1 {ax+by=c
2x+3y =4 dx +by =ce
sistema S sistema T

2.2. Solugao de um sistema linear

O sistema linear tem um conjunto solugdao da mesma forma que a equacao linear.

A diferenca é que o conjunto solucdao deve tornar verdadeira ndo sé uma, mas todas as
equacoOes do sistema.

Vejamos um exemplo.

x+y=1
y+z=>2
x+z=3

Nosso sistema linear tem 3 equacgdes e 3 incégnitas. Vejamos quais das ternas a seguir podem
ser consideradas solucgao.

(0,1,1) 0+1=1+V 1+1=2+ 0+1=3X
(1,1,1) 1+1=1X 1+41=2+ 1+1=3X
(0,0,1) 0+0=1X 0+1=2X 0+1=3X
(1,0,2) 1+0=1+ 0+2=2V 1+2=3
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Pelo que podemos ver na tabela, algumas ternas nao satisfazem a equacgao alguma, outras
satisfazem apenas uma ou apenas duas equacdes. Dos exemplos da tabela, apenas a terna
(1,0,2) satisfez a todas as equacdes do sistema, portanto dizemos que ela é uma solucdo do sistema
linear. Mais tarde aprenderemos nao sé a encontrar a terna solucao desse sistema como teremos
condicdes de dizer se esta é Unica ou se existem outras solugdes.

Existem, também, sistemas que nao apresentam solug¢ao alguma, sao os ditos sistemas
impossiveis.

Dedicaremos mais tempo ao estudo destes mais adiante, mas vejamos um exemplo a titulo
de ilustracao.

x+y=1

x+y=2

Mesmo que nao tenhamos estudado como solucionar um sistema ainda, podemos perceber
que nao existem dois numeros x e y cuja soma dé 1 e 2 simultaneamente. Assim, este sistema é
impossivel.

Veremos as técnicas para se resolver um sistema nos proximos topicos. Por ora, precisamos
apenas entender o que é um sistema e reconhecer quando um conjunto é ou ndo solucdo deste.

2.3. Representagao matricial

Vocé se lembra da multiplicagao de matrizes?
Vamos utiliza-la agora.

Dadas as matrizes

1 2 3
A=|4 7 2
31 1

x

Facamos o produto das matrizes A - X.

1 2 3] x
A-X=14 7 2 H
3 1 11 tz
Algumas observacoes:

Estamos multiplicando uma matriz A;,; por outra Xs,.

O produto é possivel e a matriz resultante é do tipo A - X5,,.
Continuemos.

Preparemos as matrizes para o produto.
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1 2 37 x
A-X=14 7 2 [y]
3 1 11 tz

lx+2-y+3-z
4x+7y+2-z
3'x+1-y+1-z

AX =

Perceba que esse conjunto de equacdes é muito similar as equagdes que vimos no sistema
linear.

Como adendo, pensemos em uma igualdade entre o produto A - X e uma matriz B dada por
2
4
5
A-X=B

R

1'x+2-y+3-z [2
L5

4-x+7y+2-z
3'x+1-y+1-z
Para que duas matrizes sejam iguais, seus elementos precisam ser idénticos, ou seja
1l'x+2-y+3-z=2

B =

Nas condi¢des dadas, temos:

1 2 3
4 7 2
3 1 1

4-x+7y+2-z=4

3'x+1-y+1-z=5
Que é a representacao de um sistema de equacgdes lineares, um sistema linear.

Assim, podemos tanto representar um sistema linear por meio de suas equa¢des quanto por
meio de uma equacgao matricial do tipo

A-X=B

2.3.1. Matriz incompleta

Chamaremos de matriz incompleta de um sistema linear a matriz A formada pelos
coeficientes de todas as equagdes do sistema.

Assim, dado o sistema que acabamos de ver no item anterior

l-x+2-y+3-z2=2
4-x+7y+2-z=4

3:x+1:-y+1:2=5
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—

A matriz incompleta do sistema é

1 2 3
A=14 7 2
31 1

A matriz A é chamada de incompleta por ndo conter os valores dos termos independentes do
sistema, nao carregando, portanto, informacao suficiente para inferirmos, sé a partir dela, o sistema
todo.

2.3.2. Matriz completa

A matriz completa C de um sistema linear traz tanto os coeficientes das equa¢des quanto os
termos independentes.

lx+2-y+3:-z=2
4-x+7-y+2-z=4

3:x+1-y+1:z=5

2.3.3. Equagoes equivalentes
Duas equacodes sao ditas equivalentes se tém exatamente o mesmo conjunto solugao.

Veja, por exemplo, as duas equag¢des do sistema a seguir.
{ x+y=6
2x + 2y =12

Para a primeira, ha varios pares ordenados que sao solucdo, por exemplo, podemos citar
(2,4) e (0,6).

Vamos testar esses pares na primeira equagao para nos certificar de que sdo, realmente,
solugdes.

(2,4) 2+4=6

0,6) 0+6=6

Vimos que, para ser solugdao de um sistema, a solu¢ao deve satisfazer a todas as equagdes do
sistema.
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Testemos, entdo, as mesmas solugdes para a segunda equagao.

(2,4) 2+4=6V 2.242-4=4+8=12/

(0,6) 0+6=6V 2:042-6=0+12=12/

Percebemos, entdo, que as solucdes (2,4) e (0,6) s3o solucdes de ambas as equacgdes.

Como sao equac¢des, podemos isolar uma das variaveis para deixa-la explicita. Fagamos isso
com ambas.

x+y=6
Subtraindo y de ambos os membros da equagao.
X+y—y=6-y
Xt+ty—y=6-y

X=6-—Yy
Fagamos o mesmo com a segunda equagao.
2x+ 2y =12
Colocando 2 em evidéncia no primeiro membro.
2+ y) =12
Dividindo ambos os membros por 2.
2(x +y) 12
2 2
2(x +y) 12
2 2
2x +y) 6
]
x+y=6

Subtraindo y de ambos os membros.
X+y—y=6-y
xXt+y—y=6-y
xX=6-—y
Percebeu como ambas as equacdes explicitaram a mesma expressao para a incognita x?

Isso quer dizer que qualquer solugdo que encontremos para a primeira equagdo sera,
também, solugao da segunda, pois ambas trazem a mesma informagdo acerca das varidveis, sao
equivalentes.
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Olhando com atencao para as equac¢des do sistema, podemos perceber que a segunda
equacao tem seus termos, um a um, correspondentes ao dobro dos termos da primeira equacao.

x+y=6
/]
2x + 2y =12

Sempre que tivermos uma equacao linear sendo resultado da multiplicacao de outra equacgao
linear por uma constante (diferente de zero), essas equacdes apresentardo exatamente a mesma
informacao, portanto, serdo equivalentes.

Utilizaremos esse mesmo fato para simplificar equa¢des equivalentes nos préximos topicos.

2.3.4. Combinagao linear de equagodes

As equacdes equivalentes sdo proporcionais entre si e ha uma correspondéncia entre elas por
meio de uma constante.

No entanto, uma equagdao, mesmo que nao equivalente a outra de um sistema, pode nao
trazer uma informac¢ao nova, pois tudo o que ela “informa” ja esta contido nas outras equagdes do
sistema.

Vejamos um caso pratico.
x+y+z=10

2x+y+2z=17

3x+2y+3z=27

Embora a terceira equagao do sistema nao seja equivalente a nenhuma das outras, ela nao
traz informacao nova ao sistema.

Pense que cada equacao traz restricdes as variaveis em questao.

Antes de colocar qualquer equagao em um sistema, é como se fosse perguntado algo do tipo:
pense em quaisquer 3 numeros.

Quando colocamos a equagao x + y + z = 10, restringimos de “quaisquer 3 numeros” para
“pense em 3 numeros com soma igual a 10“. Houve uma restricao de possibilidades.

Ao colocar a segunda equagdo, 2x — vy + 2z = 17, aumentamos a restrigao. Agora, ndo basta
pensar em 3 numeros com soma 10, é preciso que, além de apresentar a soma 10, o dobro do
primeiro menos o segundo mais o dobro do terceiro resulte em 17. Uma restricdo ainda maior.

O problema é que, ao inserir a terceira equagdo, 3x + 2y + 2z = 27, essa restrigdo nao
censura numero algum que ja ndo tenha sido restringido pelas anteriores.

Mas professor, como é que eu vou saber disso?
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No préoximo tépico veremos um método para retirar de um sistema as equagdes “inuteis”.
Por enquanto, podemos ver um indicio disso ao perceber que a terceira equacao é a soma das outras
duas, veja.

by

3x+2y+3z=27

a0

Na aula sobre matrizes, estudamos quando uma fila era combinacao linear de outras, lembra?

Pois é, aqui é exatamente a mesma coisa. Uma equacao é “inutil” em um sistema se ela é
uma combinacao linear de outras.

Poderiamos entao, sem perda de informacgao ou generalidade, reescrever o sistema sem essa
equacao “inutil”.

x+y+z=10

2x+y+2z=17
E teriamos, exatamente, o mesmo conjunto solucao que o sistema de onde partimos.

Vejamos, agora, um método para descobrir essas tais equagdes “inuteis” em um sistema para
podermos elimina-las e reescrevermos nossos sistemas de forma mais objetiva.

2.3.5. Matrizes equivalentes de um sistema linear
Recapitulando.

Vimos que um sistema linear pode ser representado por um produto de matrizes e tivemos
contato tanto com a matriz incompleta quanto com a matriz completa do sistema.

Vimos também que hd equagdes equivalentes entre si e equagdes que sao combinagdes
lineares de outras.

De posse dessas duas informacdes, podemos elaborar o seguinte raciocinio.

Um sistema linear pode ser equivalente a outro, desde que suas equagdes sejam equivalentes
entre si.

Vejamos o exemplo em que todas as equagdes do segundo sistema sdao o dobro das equagdes
do primeiro.

x+y+z=10 2x + 2y + 2z =20
2x +y+2z=17 — equivalente a = < 4x + 2y + 4z = 34

3x +2y +3z =27 6x + 4y + 6z = 54

As matrizes completas (as que incluem os termos independentes) desses sistemas sdo:
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1 1 1 10 2 2 2 20
2 1 2 17| - equivalentea — |4 2 4 34|
3 2 3 27 6 4 6 54

Vimos no item anterior que a terceira equagdao desse sistema, por ser a soma das duas
equacoes anteriores, pode ser excluida do rol sem prejuizo para o sistema.

1 1 1 10 2 2 2 20
2 1 2 17|—- equivalentea— |4 2 4 34
t3—2—3 27/ 6 4 6 54

2 2 2 20]
[1 11 10] - equivalentea - |4 2 4 34
2 1 2 17 6 4 6 54

Voltando a representacao cldssica do sistema, essas matrizes representam
2x +2y+ 2z =20

x+y+z=10
[ — equivalente a - { 4x + 2y + 4z = 34

2x+y+2z=17
6x + 4y + 6z = 54

Portanto, podemos ter dois sistemas com escritas diferentes, com representacdes matriciais
diferentes, e, ainda assim, serem equivalentes.

3. Tipos de Sistemas Lineares

Um sistema pode ser classificado nos seguintes tipos:

Determinado
—  (soluc¢do Unica)
SPD
Possivel —
Indeterminado
Sistema - — (infinitas solugodes)
Impossivel
~ SPI
(sem solucao)
SI

Vejamos o que cada um significa.
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3.1. Sistema Possivel e Determinado (SPD)

Um Sistema Possivel e Determinado (SPD) é um sistema que admite uma Unica solugdo.
Por exemplo:

x+y+z=6 x=3
2x+y—z=7-><:y=2-(321)

x+2y+z=28 z=1

Esse sistema é SPD, pois admite apenas a solugdo (x,y,z) = (3,2,1). Veremos adiante que
um sistema com 7 incognitas deve possuir, obrigatoriamente, n equacdes para poder ser
classificada como SPD.

3.2. Sistema Possivel e Indeterminado (SPI)

Um Sistema Possivel e Indeterminado (SPI) é um sistema que admite infinitas solugdes.
Por exemplo:
x+y+z=6

2x+2y+2z=12

xX+2y+z=28

Note que a segunda equagdo é proporcional a primeira, termo a termo. Assim, podemos
reescrever o sistema do seguinte modo:

x+y+z=6
x+y+z=6
2x+2y+22=12~{
x+2y+z=8
x+2y+z=8

Agora, temos 2 equacdes e 3 incdgnitas. Perceba que as ternas (2,2,2) e (3,2,1) sdo
solucdes do sistema:

24+2+2=6 6=6
(2,2,2) = =

2+2-2+2=8 8=28

3+424+1=6 6=6
(3,2,1) = =

3+2-24+1=8 8=28
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Além dessas solugcdes, podemos encontrar outras. Logo, ndo é possivel determinar uma Unica
solugao.

3.3. Sistema Impossivel (SlI)

Um Sistema Impossivel (SI) é como o proprio nome diz, é impossivel. Ndo conseguimos
encontrar énuplas que tornem verdadeiras todas as equagdes do sistema.

Por exemplo:

x+y=2

x+y=5

Podemos notar que ndo é possivel encontrar uma dupla ordenada (x, y) tal que a soma deles
resulte, simultaneamente, em 2 e 5. Assim, esse sistema é impossivel.

4. Métodos de Resolucao

ACORDE!

(2]

Vamos estudar nesse e nos proximos capitulos o que realmente cai na prova. Entdo fique
atento!

Podemos resolver um sistema linear de diferentes modos, vamos estudar os principais que
podem ser cobrados na prova.

4.1. Substituicao

Essa é a técnica mais simples e consiste em isolar uma varidavel de uma equagao e substituir
em outra.

Veja um exemplo.

{3x+y=10
x+y=2

Podemos isolar a variavel y da segunda equacgao e substitui-la na primeira.
xX+y=2>y=2-—x

{3x+y=10
y=2-x

Agora, basta substituir y na primeira equagao e encontrar o valor de x.
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3x+y=10
3x+(2—x)=10>2x=8=>x=4
Com o valor de x, podemos substitui-lo na segunda equagdo e encontrar o valor de y:

y=2—-—x>y=2—-4=y=-2

4.2. Soma de equagoes no proprio sistema

Outro método simples, ele consiste na soma de equag¢des de um mesmo sistema.

A condigdo mais propicia para utilizar o método da soma de equagdes em um sistema é ter
pelo menos uma variavel com coeficiente de mesmo maédulo e de sinais opostos em duas equagdes
distintas.

Veja um exemplo.
{x +y=7

x—y=1
Perceba que, se somarmos ambas as equagdes, a incognita y sera anulada, facilitando o cdlculo da
incognita x.

+
x—y=1
2x =8

{x+y=7

2x
2
x =4

Agora, basta substituir o valor de x em qualquer uma das equagdes e encontrar o valor de y.

8
2

4.3. Teorema de Cramer

Considerando um sistema linear de n incégnitas e igual nimero de equagdes representado
na forma matricial

A-X=B

No qual A é a matriz incompleta do sistema, X é a matriz coluna das varidveis e B é a matriz
coluna dos termos independentes. Se a énupla (a4, @, ..., @,) € solugdo do sistema, o teorema de
Cramer afirma que

i

a; = 3,1’ €{1,2,..,n}
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Em que D é o determinante da matriz A e deve ser necessariamente diferente de zero e D; é
o determinante da matriz obtida de A substituindo-se a i-ésima coluna de A pela matriz coluna B.

FIQUE

ATENTO!

O teorema de Cramer é aplicavel apenas para sistemas que possuem o numero de
incognitas igual ao numero de equacgdes, pois a matriz A deve ser quadrada para possibilitar o
cdlculo do determinante e este deve ser diferente de zero (D # 0).

Essa é a definicdo do teorema, vamos usar um exemplo para vocé ver na pratica como
funciona.

x+y+z=6
2x+y—z=7
x+2y+z=8
Representando-o na forma matricial A - X = B, temos:
1 1 1
A=12 1 -1
1 2 1
_x-
X=\y
| 7 |
61
B =17]|.
| 8.

Inicialmente, devemos calcular o determinante da matriz A:

1 1 1
D=detA=|2 1 -1|=1-1+4-1-(-2)—-2=3
1 2 1

Como D # 0, podemos aplicar o teorema de Cramer para encontrar as variaveis.

Perceba que a primeira coluna da matriz A apresenta apenas coeficientes da incognita x, a segunda,
apenas de y enquanto a terceira, apenas de z.
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Ix+1y+1z=6
11 1
2x+1ly—-1z=7->12 1 -1

1 2 1
Ix+2y+1z=8

Vamos comegar pela varidvel x. Para isso, devemos substituir a coluna da incégnita x pela
matriz coluna B e chamar o determinante dessa matriz de D, (ja que estamos calculando x):

7N\

11 1 6

A=|2 1—4 B=7]

1 2 1 8
6 1 1
D,=17 1 -1
8 2 1

Entdo, calculando D,:
D,=(6-8+14)—-(8—-124+7)=12-3=9

Assim, x é dado por

Vamos repetir o processo para as variaveis y e z. Para calcular D,,, devemos substituir a
segunda coluna de A pela matriz B:

11 1 6

A=]2 1 -1 B=|7

12 1 8
16 1
D,=12 7 -1
18 1

5D, =7-6+16—-7+8-12=6
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Desse modo, y é dado por:

—Dy—6=> =2
Y= T37RZ
Por fim, para calcular D,, devemos substituir a terceira coluna de A pela matriz B:
1 1 1 6
A=|2 1 -1 B =17
1 2 1 8
1 1 6
D,=12 1 7
1 2 8
=>D,=(8+7+24)—-(6+14+16)=39—-36=3
Entao:
D, 3
=== =1
z2=5 =3

Portanto, a terna (3, 2, 1) é a solucdo do sistema.
Recapitulando.
Calculamos o determinante da matriz incompleta do sistema e o nomeamos D.

Substituimos a primeira coluna da matriz incompleta pelos valores da matriz B, calculamos o
determinante dessa matriz e o nomeamos D,.

Substituimos a segunda coluna da matriz incompleta pelos valores da matriz B, calculamos o
determinante dessa matriz e o nomeamos D,,.

Substituimos a terceira coluna da matriz incompleta pelos valores da matriz B, calculamos o
determinante dessa matriz e o nomeamos D,.

Por fim, calculamos o valor de cada incdgnita pelo teorema de Cramer

Veremos na pratica que o teorema de Cramer ndo é muito utilizado na resolugdo de sistemas
lineares, ele é mais tedrico. O importante desse teorema é que ele nos permite identificar quando
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um sistema é SPD, SPI ou SI. No topico de discussao de um sistema linear, veremos como analisar
um sistema. Agora, vamos estudar um método bastante util na resolugao de sistemas.

ESCLARECENDO!

()

Podemos calcular as solu¢des de um sistema linear através da inversa da matriz A
(matriz incompleta do sistema). Se det A # 0, temos que a matriz A é invertivel e, assim,
podemos escrever:

A-X=B
Como A é invertivel, podemos multiplicar a esquerda nos dois lados da equacdo por
A
A1 A-X=A"1-B
I
~X=A"1-B
Portanto, as solu¢des da matriz coluna X sdo dadas pelo produto matricial A~* - B.
Exemplo de aplicagao:

{Zx +y=3
x+y=2
Vamos verificar se a matriz incompleta é invertivel:

A=[i ﬂ=>detA=2—1=1¢O

Logo, A é invertivel. Podemos calcular sua inversa:

Aﬂ:ﬁ"qz[_i _21]

Assim, as solugdes sao dadas por:
X=A"1'B

6= 20
(y) - (—3 n 4) - (1)
sx=1ley=1
Esse € um outro método para encontrar a solugdo de um sistema linear. Na pratica, para

sistemas grandes, esse método parece nao ser muito util devido a necessidade de se
calcular a matriz inversa.

4.4. Eliminacao Gaussiana

A Eliminagdo Gaussiana, também conhecido como escalonamento, é um método para
resolver sistemas lineares. Este método consiste em transformar o sistema linear original em um
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sistema equivalente cuja matriz incompleta é do tipo triangular superior. Ele consiste nas seguintes
operagdes elementares:

e Multiplicar uma equacgao do sistema por uma constante k # 0;
e Substituir uma equacdo pela soma dela prépria com o multiplo de outra qualquer;
e Trocar duas equacdes de posicao.

Veja um exemplo de escalonamento de sistema:

x+y+z=6
2x+y—z=7
x+2y+z=28

Vamos fazer as seguintes referéncias: L, para a primeira equacgao, L, para a segunda equagao
e L, para a terceira equagao. Assim, iniciemos o processo de escalonamento.

Inicialmente, devemos zerar o coeficiente da primeira incégnita da segunda e da terceira
equagoes. Substituimos L, por 2L, — L, e Ly por L3 — L;:

LZ_)ZLI_LZ
2L — L, 2 2(x+y+2z2)—Qx+y—2)=2-6—7
2L — L, >y+3z=5

Ly > Ly—1L,
Li—Li=>G&+2y+2)—(x+y+2z)=8—-6
Ly—L=>y=2
xX+y+z=6 xX+y+z=6
2x+y—z=7~0x+y+3z=5

x+2y+z=28

Agora, substituimos L por L, — L e simplificamos:

Ly = L, — L
Ly—L;=>(y+32z)—y=5-
LZ_L3$3Z=3$2=1
x+y+z=6 xX+y+z=6

Ox +y+3z2=5~K0x+y+3z=5

Ox+0y+z=1
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O sistema resultante é o sistema escalonado.

A titulo de comparagao, vejamos o sistema anterior, original e escalonado, e suas respectivas
matrizes.

xt+ty+z=6 x+y+z=6
2X+y—Z=7 y+32=5
ﬁ
x+2y+z=8 z=1
Sistema original Sistema escalonado
1 1 1 6 1 1 1 6
2 1 -1 7 [0 1 3 5]
12 1 87 oo 11

Matriz original  Matriz escalonada

Perceba que a matriz incompleta escalonada é triangular superior:

1 1 1
0 1 3
0 0 1

Matriz triangular superior

HORADE

PRATICAR!

1. (EEAR/2013)
x—2y=1

é um numero
2x —3y =3

O valor de x que é solucao do sistema {

a) par primo
b) impar primo
c) par ndo primo
d) impar ndo primo
Comentarios
Seja o sistema:

{x—2y=1 (eq.1)
2x —3y =3 (eq.2)
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Fazendo 2 - eq.2 — 3 - eq. 1 obtemos:
2-2x—-3y)—-3-(x—=2y)=2-(3)—-3-(1)
4x —6y—3x+ 6y =6—3
x=3
x = 3 é um impar primo.

Gabarito: “b”.

2. (EEAR/2008)

{ax+2y=—1 {2x+y=1
€ 3x+by =3 € xX—y=-4

a)11
b) 9

c)-5
d) -7

Comentarios

sao sistemas equivalentes, entdoovalordea + b é

Primeiramente, resolveremos o segundo sistema linear a fim de substituir as incégnitas no
primeiro sistema e determinar o valor de a e b.

Considere:
{Zx +y=1 (eq.1)
x—y=—-4 (eq.2)
Fazendo eq.1 + eq. 2 obtemos:
2x+y+x—y=1—-4
3x=-3 > x=-1
Substituindo o valor de x na eq. 1 obtemos:
2:-—-14+y=1 >y=3

Substituindo os valores de x e y no primeiro sistema, obteremos os valores de a e b
a(-1)+23)=-1 —a4+6=-1 a=7
=
{3(—1)+b(3)=3 {—3+3b=3 = {b=2

Sendoassim,a+b=7+2=9
Gabarito: “b”.

3. (EEAR/2005)

x+y—z=0

Se a solugio do sistema {x —y—2z=1é{(a b,c)}entdoovalordea-b-cé
x+2y+z=4

a)-12

b)-18
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c)-24
d) -30
Comentarios

Usaremos a regra de Cramer

1 1 -1
D=det<1 -1 —2>=—3

1 2 1
o 1 -1
D, = det(l -1 —2) = —15
4 2 1
1 0 -1
D, = det (1 1 —2) =6
1 4 1
1 1 O
DZ=det<1 -1 1>=—9
1 2 4
Sendo assim, obtemos:
( D, -—15
= == 5
=D T3
D 6
Y= "3
D, -9
L 7z = E = _—3 = 3
Entdo, (a,b,c) = (5,—2,3), Logo:
a-b-c=5--2-3=-30

5. Discussao de um Sistema Linear

Vamos aprender neste capitulo como analisar um sistema linear. Vimos que este sistema
pode ser SPD, SPI ou SI.

Normalmente, usamos o teorema de Cramer para identificar se o sistema é possivel e
determinado e se este ndo for o caso, analisamos as equacdes do sistema para saber se ele é SPI ou

SI.

Iniciemos pelo teorema de Cramer.
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5.1. Classificagcao pelo teorema de Cramer

Vimos que para calcular os valores das incégnitas pelo teorema de Cramer, necessariamente,
devemos ter D # 0, pois D é o denominador de todas as fragdes determinantes das incégnitas.

_De Dy D Dy D
X=T Y=z = L WE Tt =18

Assim, se D # 0, o sistema é possivel e determinado (SPD).

Caso o sistema apresente D = 0, ele podera ser ou SP| ou SI. Para fazer a distingao entre esses
tipos, devemos fazer a andlise das equag¢des do sistema ou podemos analisar os determinantes D;
da seguinte forma:

[) Se todos D; = 0, temos que o sistema sera SPI.

II) Se existe algum D; # 0, temos que o sistema sera Sl.

FIQUE

ATENTO!

Se o sistema apresentar o nUmero de equagées menor que o niumero de incégnitas, ele
automaticamente serd SPI ou S| e nunca SPD.

Resumindo:
D=#0 SPD
Teorema de
Cramer Todos D; = 0 SPI
D=0
Existe D; # 0 SI

5.2. Sistema Possivel e Indeterminado ou Sistema Impossivel

Agora que sabemos que D # 0 implica que o sistema é SPD. Devemos analisar o caso em que
D = 0. Considere o sistema abaixo para analise.

{ax+y=1
X+ by =2

Vamos calcular o determinante da matriz dos coeficientes:
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Se D # 0, temos um sistema possivel e determinado, isso acontece se ab # 1.

Se D =0, podemos ter um sistema possivel e indeterminado ou impossivel, isso ocorre
quando ab = 1.

Entdo, se D = 0, temos:

1
D=0=>ab—1=0=>b=a

Substituindo b no sistema:

! ax +y =2a

ax+y=1 ax+y=1
+ —2:{
x ay—

Para termos um Sl, devemos fazer com que uma equacao seja a contradicao da outra.

Perceba que para qualquer valor de a # 1/2, encontramos um sistema impossivel. Pois, os
coeficientes das incégnitas de cada equacdo sdo iguais e a # 1/2 implica em termos independentes
diferentes.

Esea = 1/2, temos um sistema possivel e indeterminado, pois a segunda equagado torna-se
equivalente a primeira e o sistema fica reduzido a apenas uma equacao:

X

2

Também podemos analisar de outro modo. Se queremos um SPI, podemos fazer com que a

segunda equacao seja proporcional a primeira equac¢ao. Desse modo, conseguimos reduzir o nimero
de equagdes do sistema e, assim, indeterminamos o sistema.

+y=1

Se as equagdes sao proporcionais, os termos devem ser proporcionais entre si, um a um.

{ax+1y=1 a 1 1

1x+by=2=>1 )

Assim, temos:

a 1 1
1-27%%3
1 1
E=E=>b=2
Note que
1
ab=z'2=1

E isso satisfaz a condi¢gdo D = 0. Portanto, se a = 1/2 e b = 2, temos um SPI.

5.3. Sistema Linear Homogéneo

Um sistema linear € homogéneo quando todos os seus termos independentes sdao nulos. Veja
um exemplo:
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( x+y+z+w=0
x—y+2z—w=0

3x—2y—8z+1w =20

\ x—y—z—w=0

Nesse sistema, podemos perceber que a quadrupla (0,0,0,0) é solucdo do sistema. Essa
solucao é chamada de solucgdo trivial. Além dessa, podemos ter a solu¢ao nao trivial. Para analisar
essa possibilidade, devemos calcular o determinante da matriz dos coeficientes do sistema.

Se D # 0, temos um SPD e, consequentemente, a solugdo trivial é Gnica. Se D = 0, temos um
SPI e, assim, encontramos a soluc¢ao trivial e diversas solu¢des nao triviais.

TOME

NOTAL!

Um sistema linear homogéneo sempre admite solucdo! Ele pode ser possivel e
determinado ou possivel e indeterminado, mas nunca impossivel!

HORADE

PRATICAR!

4. (EEAR/2010)

kx—y+z=0
Para que osistemay 2x —4y —z =1 seja possivel e determinado, deve-se ter
—3x+4y—z=-1
9

a)k #-
8

b) k #

o
=
I

d) k =

Wik OIN ;N

Comentarios

Usaremos a Regra De Cramer. Na Regra De Cramer, o determinante da matriz dos
coeficientes deve ser diferente de zero, para que o sistema seja possivel e determinado.
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Queremos D # 0

Gabarito: “a”.

5. (EEAR/2002)

3x+4y—-—z=0
O sistema de equagdes y2x —y +3z =0
x+y=0

a) nao tem solucao

b) tem infinitas solucdes

c) tem apenas a solucdo trivial

d) tem uma Unica solucdo nao trivial

Comentarios
Da Regra de Cramer
3 4 -1
D=det<2 -1 3>=0

1 1 0

Sendo assim, conforme os nossos conhecimentos acerca de sistema linear homogéneo,
concluimos que o sistema é possivel e indeterminado. Logo, tem infinitas solugdes.

Gabarito: “b”.
6. (EEAR/2002)

3x =2y =—4

O sistema { x + 4})11 — 6 ,nasincognitas x e y, admite uma Unica solugdo se, e somente se,
2x—3y =m

ajm # —1

bym=0

cgm=-1

dm=2

Comentarios
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Para estudar este sistema, queremos que a terceira equagao seja uma combinacgao linear das
duas primeiras, ou seja, ela ndo pode contradizer os valores obtidos para x e y encontrados
utilizando apenas as duas primeiras equagdes. Posto isto, temos:

3x —2y=—-4 (eq.1)
x+4y=-6 (eq.2)
2x —3y=m (eq.3)

Fazendo eq.2 + 2 - eq. 1, obtemos:
(x+4y)+2-Bx-2y) =(-6) +2-(-4)
7x = —14
> x=-2
Substituindo o valor de x na eq. 1 obtemos:
3:-(-2)-2y=—-4 = y=-1
Substituindo x e y na eq. 3 obtemos:

2x—3y=m=2-(-2)—-3-(-1)=-1

> m=-1
Gabarito: “c”.
7. (EEAR/2002)
x+y+2z=0
Os valores de k tais que o sistema homogéneo {x — ky + z = 0 admita apenas a solugdo
kx—y—2z=0

trivial, sao:
a)k#0ek -1
b)k#1lek + -1
c)k=0ek=-1
dk+1lek+ -2
Comentarios

Usaremos a Regra De Cramer. Na Regra De Cramer, o determinante da matriz dos
coeficientes deve ser diferente de zero, para que o sistema linear homogéneo tenha apenas a

solucgao trivial.
1 1 2
D=det<1 —k 1>=
kK -1 -1
=2k?+ 2k =2k(k+1)
Queremos D + 0
= 2k(k+1)=+0

>k+0 e k+-1
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Gabarito: “a”.

8. (EEAR/2001)

x+y=0
O sistema linear{ y + z = 0 ¢é indeterminado para
y+mz=20

a) nenhum m real
b) todo m real
cm=20
dm=1
Comentarios

Usaremos a Regra De Cramer. Na Regra De Cramer, o determinante da matriz dos
coeficientes deve ser igual a zero, para que o sistema linear homogéneo seja indeterminado.

1 1 0
D=det<0 1 1>=
0 1 m
=m-1

Queremos D =0

Gabarito: “d”.
9. (EEAR/2002)

x—y=1
Para que valor de k o sistema{ y + 3z = 1 ndo possui solugdo?
2x + kz =2

a)-3

b) -6

c)6

d)3
Comentarios

Utilizando a Regra de Cramer, queremos D =0, D, # 0,D,, # 0e D, # 0.

1 -1 0
D=det<0 1 3>=k—6

2 0 k

1 -1 0
Dx=det<1 1 3>=2k—6

2 0 k
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110
Dy=det<0 1 3)=k

2 2 k
1 -1 1
Dz=det<0 1 1>=—2¢o
2 0 2

Logo:

k—6=0 k=6
2k—6+0 = Jk+3
k+0 k+0
k = 6 satisfaz todas as condi¢des. Logo, o sistema ndo possui solucdo para k = 6.

Gabarito: “c”.

10. (EEAR/2004)

ax + by =c

Sendo abcd # 0, para que o sistema {px tqy=d

seja indeterminado, é necessario que p e

q sejam respectivamente iguais a

Comentarios

Utilizando a Regra de Cramer, queremos D =0,D, =0e D,=0

a b
D=dt( )= _b
et(,, o)=aa-bp

c b
Dx—det<d q)—cq—bd
a c
Dy=det(p d)=ad—cp
D=aq—bp=0 aq = bp
= {D,=cq—bd=0 = {cq=bd =
D,=ad—cp=0 ad = cp
bd
q=—"
c
= _ad
P=

Gabarito: “a”.
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6. Posto ou Caracteristica de uma Matriz

Para calcular o posto (ou caracteristica) de uma matriz, devemos encontrar a sua forma
escalonada. Assim, a caracteristica dessa matriz € o numero de linhas nao nulas da matriz
escalonada.

Representamos o posto da matriz A por p(A4).

Dessa forma, temos:

1 1 1 6

A=10 1 3 5]—>p(A)=3
0 0 1 1
1 1 1 10]

B=|[0 1 0 3|-pA)=2
0 0 0 O
7 1 4 107
0O 1 0 2
0 01 5

C—O 0 0 3 - p(4) =4
0 0 0 O
0 0 0 O

Sempre que uma linha for combinacdo linear de outras ou ainda, produto de outra linha por
uma constante, teremos uma redug¢do do posto da matriz, pois se trata, como dissemos antes, de
uma linha “inutil”.

6.1. Teorema de Kronecker

O teorema de Kronecker nos permite encontrar a caracteristica de uma matriz de outro
modo. De acordo com esse teorema:

O posto de uma matriz A de ordem n é p se:

e Existir em A alguma submatriz A’ de ordem p com determinante n3o nulo;
e Todos os determinantes das submatrizes de A de ordem p + 1 devem ser nulos.

Exemplo:
1 2 3
A=11 2 3
5 1 4

Note que a primeira e a segunda linha da matriz A sdao proporcionais entre si, desse modo,
det A = 0. Como o determinante de A de ordem 3 é nulo, seu posto ndo pode ser 3. Vamos analisar
as submatrizes de A de ordem 2 e verificar se encontramos alguma com determinante nao nulo.
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A=

1 2| 3
1 2} 3
5 1 4

Tomando a submatriz A’ formada pelos dois primeiros termos da primeira linha e pelos dois
primeiros termos da segunda linha conforme ilustrado acima, temos:

a=[; 2]=deta =0

E notdrio que qualquer submatriz de ordem 2 que tomarmos usando a primeira e a segunda
linha, teremos determinante nulo. Logo, temos que analisar as submatrizes usando a primeira e a

terceira linha de A.

1 2 3
A=]1 2| 3
4

A”=[é ﬂ=>detA’=1—10=—9¢0

O determinante da submatriz A" é n3o nulo, como o determinante de 4 é nulo, aplicando o
teorema, temos que o posto de 4 é 2.

ESCLARECENDO!

&

Submatriz é uma matriz obtida excluindo-se algumas linhas ou colunas da matriz
original. No exemplo acima, podemos ter as seguintes submatrizes:

(1 |2 3 2 3
A=|11]2 3|=4=|2 3
5 11 4 1 4

(1 2 3]
— ”_1 3
=l 2=l

Esses sao apenas alguns exemplos de submatrizes que podemos extrair de A.

6.2. Teorema de Rouché-Capelli

Outro método de discussdao de sistemas lineares é pelo teorema de Rouché-Capelli. Esse
teorema, diferentemente do teorema de Cramer, permite analisar todos os tipos de sistemas
lineares (SPD, SPI, SlI). Considere o sistema linear abaixo.
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a11x1 + a12x2 + -4 alnxn == bl
a21x1 + azzxz + o+ a2nxn = b2

Ap1X1 + QaXy + o+ QX = by,

Esse sistema possui m equagdes e n incdgnitas. Seja p a caracteristica da matriz incompleta
do sistema e q a caracteristica da matriz completa. O teorema de Rouché-Capelli permite inferir que:

e Sep # ¢, temos um sistema impossivel.
e Sep = q < n,temos um sistema possivel e indeterminado.
e Sep = q = n, temos um sistema possivel e determinado.

Vejamos sua aplicacdo com os exemplos abaixo:

x—y+2z=0

2x+y+z=1
4|
—x+3y+z=2

Seja A a matriz incompleta e C a matriz completa. Desse modo, temos:

2 1 1 2 1 1 1
1 -1 2leC=|1 -1 2 0
-1 3 1 -1 3 1 2
Como a matriz A é quadrada, podemos calcular seu determinante:
detA=-2-24+3-1-12—-1=-15%#0

Assim, sendo p a caracteristica da matriz 4, temos p = 3.

A=

A matriz completa C possui 3 linhas e 4 colunas, entdo, para calcular g (caracteristica da
matriz C), devemos calcular o determinante de uma submatriz de C. Quando fazemos isso, devemos
sempre calcular os determinantes das submatrizes de maior ordem e ir testando até encontrar um
gue gere determinante nao nulo. Nesse caso, como det A # 0, podemos tomar a submatriz de C
igual a matriz A. Logo, q = p = 3.

Nesse sistema, temos trés incognitas, desse modo n = 3.

Encontramos p = q = n e de acordo com o teorema de Rouché-Capelli, temos um SPD.

2x+y+z=1
2)y x+y+z=2
2x+2y+2z=4

Vamos proceder de modo analogo ao exemplo 1.

2 1 1 2 1 1 1
1 1 1|leC=11 1 1 2
2 2 2 2 2 2 4

Note que det A = 0, pois a terceira linha é proporcional a segunda. Assim, devemos analisar
os determinantes das submatrizes de A. Como a ordem de A é 3, vamos analisar as submatrizes de
ordem 2.

A=

9 Aula 17 - Sistemas Lineares
www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 17: IME 2021

2 1 1
A=|1 1 1
2 2 2

A'=[i 1]=>detA’=1¢0

Como o determinante dessa submatriz € ndo nula, temos p = 2.

Agora, vamos analisar a caracteristica de C. Como C é uma matriz 3x4, devemos analisar suas
submatrizes. Perceba que a terceira linha da matriz C é proporcional a segunda, assim, os
determinantes das submatrizes de ordem 3 sdo nulos. Desse modo, devemos analisar as submatrizes
de ordem 2. Como A’ também é uma submatriz de C e seu determinante é ndo nulo, podemos tomar

essa submatriz e encontrar g = 2.

O sistema possui n = 3. Entdo, como p = q < n, temos um SPI.

2x+y+z=1
3){4x + 2y + 2z = -1
—x+3y+z=2
Aqui, temos:
2 1 1 2 1 1 1
A=14 2 2leC=(4 2 2 -1
-1 3 1 -1 3 1 2

Note que det A = 0, pois a segunda linha é proporcional a primeira. Entdo, vamos analisar
suas submatrizes.

2 1 1 .
A=|a 2 2 :>A'=[ ]=>detA’=2—6=—4qt0
3 1
~1 3 1
Assim, p = 2.

Agora que encontramos p, vamos calcular q.

2 1 1 1 1 1 1
C=14 2 2 —-1|=C=12 2 —-1|>detC'=4-34+2-6+1—-4=-6+*0
-1 3 1 2 31 2
Como detC’ # 0 e C' é de ordem 3, temos g = 3.

Ja podemos concluir pelo teorema de Rouché-Capelli que esse sistema é impossivel, poisp #

HORADE

PRATICAR!

 (Fuvest/2005)
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Diz-se que a matriz quadrada A tem posto 1 se uma de suas linhas é ndo-nula e as outras sao
multiplas dessa linha.

Determine os valores de a, b e ¢ para os quais a matriz 3x3

2 : 3
2
3a—b+2c 1 6
b+c—3a % c—2a+b

tem posto 1.
Comentarios

A matriz A é de ordem 3, entdo ela pode ter posto 3. Se queremos que a matriz A tenha
posto 1, devemos fazer com que as outras linhas da matriz A sejam proporcionais a primeira.
Dessa forma, conseguimos reduzir o posto da matriz.

Perceba que os numeros que nao tém incoégnitas nos dao indicagdes sobre a
proporcionalidade entre as linhas da matriz.

1 3 i
2
>x2 >x2
1 1 6
1

L 2 .

2

Assim, percebemos que existe uma proporcionalidade entre essas linhas de tal forma que
a segunda linha contém elementos que sdao o dobro de cada elemento da primeira linha e a
terceira linha contém elementos que sao iguais aos elementos da primeira linha.

Devemos encontrar a, b, ¢ que satisfagam as seguintes equagdes:
3a—b+2c=2-2
b+c—3a=2
c—2a+b=3
Desse modo, temos o seguinte sistema:

3a—b+2c=4
—3a+b+c=2
—2a+b+c=3
FazendoL, » L, + L, elL; - L; + L;, temos:
3a—b+2c=4
3c=6
a+3c=7
Podemos ver que em L,, temos ¢ = 2. Substituindo esse valor em L, encontramos:
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a+3-2=7=>a=1
Por fim, substituindo a e c em L:
3-1-b+2-2=4=>3—-b+4=4=>b=3
Dessa forma, para os valores (a, b,c) = (1,3, 2), o posto da matriz A4 é 1.

Gabarito: (a,b,c) = (1,3,2)

7. Apéndice

Nesse tépico, vamos aprofundar nosso conhecimento sobre sistemas lineares. Vejamos o que
significa autovalor e autovetor.

7.1. Autovalor e autovetor

Considere a equag¢ao matricial
A-X=21-X

Nos quais A é uma matriz quadrada de ordem n, X é a matriz colunan x 1 e A é um nimero
real ou complexo (complexo é um conjunto que abrange os numeros que ndo podem ser
representados pelo conjunto dos reais). X também pode ser entendido como um vetor coluna.

A1 Qg 0 Qqp X1
Az Qpp =+ X2

A= 77 7 . . sX=| . |AeRoulel
Apy Qpz - Opp Xn

Note que o produto matricial A - X gera uma matrizn x 1.
Podemos manipular essa equagdo para encontrar o seguinte sistema:
A-X=1-X2>2A-X—-1-X=0

Como A é um numero real ou complexo, podemos reescrever o produto A - X como Al - X.

Veja:
X1 A-xy
x=a- 7=t
Xn A-x,
1 0 - 0 X1 A 0 -« 0 X1 A-xq
TR B B el Y SR N (vl B
0 0 1 Xn 0 0 l Xn A-.xn

Assim, podemos escrever:

A-X—-2-X=0>A-ADX=0
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O produto matricial encontrado representa um sistema linear homogéneo:

a;; — A a; A1n X1 0
a21 a22 - A oo E . xZ — 0
Anq ) vt Qupp — A Xn 0

A-AI

Sabemos que todo sistema linear homogéneo admite a solugao trivial. Vamos analisar o
determinante da matriz incompleta desse sistema

det(4 — AI)
Pelo teorema de Cramer, temos 0s seguintes resultados:

e det(A—Al) =0 = SPI
o det(A—AI) # 0= SPD

det(A4 — AI) é chamado de polinémio caracteristico cuja varidvel é A:
p(A) = det(A — AI)
Se igualarmos o polindbmio caracteristico a zero, encontramos a equag¢ao caracteristica:
det(A—A) =0

As raizes dessa equagdo (4, 4,, ..., 4,)) sdo chamadas de autovalores da matriz A. Para cada
um desses valores, geramos um conjunto solucdo. As solugdes sao chamadas de autovetores
associados a cada autovalor.

Vejamos na pratica como aplicamos esse conhecimento.

. . . (2 0 (X
Considere o sistema abaixo, no qual A = (2 3),X = (y) el eR.

A-X=1-X

Podemos encontrar o seu polindmio caracteristico. Para isso, devemos calcular det(4 — AI):

a-a=( 3)-2( )=C3" 52)
dettA—AD=Q2-1)B-21)=212-51+6
>p(A)=212-51+6

Se quisermos encontrar os autovalores associados a matriz A, basta calcular as raizes da
equacao caracteristica:

A2=51+6=0
As raizes dessa equagao sdao A; = 2 e A, = 3. Esses sdo os autovalores de A.

Para encontrar os autovetores, usamos os autovalores encontrados e substituimos no
sistema linear.

Para A; = 2, temos:
A-X=1-X=>A-A)-X=0
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(2% 322-6)=0=G D)-6)=0)
:><2x(3|-y)=(g)

{ 0=0
2x+y=0
=>2x+y=0
Assim, o sistema se resume a apenas uma equacao. Seja x = a # 0, entdo, temos:
2x+y=0=>y=-2x=—-2«a

Portanto, para A, = 2, temos a seguinte solugdo:

5= () == (aeme

Definindo-se os valores de a € R e diferentes de zero, encontramos os autovetores
associados ao autovalor 4, = 2.

Vamos repetir o processo para 4, = 3:

2—-3 0 X\ _ (0 -1 0\ X\ _ (0
( 2 3—3)'()/)_(0):)(2 o) (y)_(o)
—-x=0
= {3 =0
Note que o sistema que encontramos ndo depende da varidvel y. Portanto, qualquer valor de
y é solugao do sistema. Desse modo:

=>x=0

X_)2=(2);a¢0

Os autovetores associados ao autovalor 1, = 3 possuem a forma acima e sdo solugdes do
sistema.

Vocé verd que a banca pode eventualmente cobrar esse conhecimento na prova, mas esse
assunto serd cobrado de uma forma bem superficial, pois € um tépico da dalgebra linear que é
aprendido nos primeiros anos de engenharia.

Para finalizar, vamos ver um teorema bem interessante que possibilita o calculo da matriz
inversa de um outro modo.

ESCLARECENDO!

&

Para calcular det(4 — AI), basta subtrair A da diagonal principal da matriz A. Veja os
exemplos:

(1 2 _|1-1 2
A=(3 §)=dea-an=|"7"
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1 4 7
B=<2 5 8>:det(B—/U)=

7.2. Teorema de Cayley-Hamilton

Esse teorema dificilmente pode ser cobrado na prova e, por isso, vou apresentar apenas o
gue interessa.

Considere uma matriz quadrada A de ordem n:

ayr Az 0 Qqp

Az, dp :
A=\{ T

Ap1 QApz = Qpp

Sendo p(1) = det(4 — AI) o polindmio caracteristico de A, entdo pelo teorema de Cayley-
Hamilton, p(4) = 0, isto é, A € um zero do seu polindmio caracteristico.

Podemos usar esse teorema para encontrar a inversa da matriz A.

Vejamos um exemplo.

Seja A = (i é) Podemos ver que A é inversivel, pois det A = 2 #+ 0. Vamos encontrar seu
polindmio caracteristico.
13-4 1 | _ N — 4 — 92 _
p(/l)—| Ll =6-ne-D-4=2-51+2

=>pA) =12 —51+2
Aplicando o teorema de Cayley-Hamilton, temos:
p(A) =0=>A42—-54+21=0
Multiplicando-se a equagdo acima a direita por A, encontramos:
A2 A1 —54-4"1+2471 =
A-A-A‘l—SAh-A_‘i+2A‘1 =0

N———
1 I

A—-51+24"1=0
Isolando A~ e dividindo a equacio por 2:

A—1—51 1A
202

Substituindo a matriz A na equagao:
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S ——

e 3

Esse é outro método para calcular a matriz inversa. Agora que vimos toda a teoria que
precisamos para resolver as questdes de sistemas lineares, vamos praticar!

8. Lista de Questoes

Enunciado

11. (EEAR/2007)

A tabela mostra os pedidos de 4 clientes em uma lanchonete.

Cliente

Pedidos

1

1 suco de laranja, 2 hamburgueres
e 3 por¢des de batata frita.

2 3 sucos de laranja, 1 hamburguer
e 2 porgoes de batata frita.

3

2 sucos de laranja, 3 hamburgueres
e 1 porcao de batata frita.

4

1 suco de laranja, 1 hamburguer
e 1 por¢cao de batata frita.

Se os clientes 1,2 e 3 pagaram, respectivamente, R$11,10,R$10,00 e R$11,90 por seus

pedidos, entdo o cliente 4 pagou R$

a) 5,00
b) 5,10
c) 5,40
d) 5,50

12. (ESA/2011)

Trés amigos, Abel, Bruno e Carlos, juntos possuem um total de 555 figurinhas. Sabe-se que
Abel possui o triplo de Bruno menos 25 figurinhas, e que Bruno possui o dobro de Carlos mais
10 figurinhas. Desses amigos, o que possui mais tem

a) 250 figurinhas
b) 365 figurinhas
c) 275 figurinhas
d) 325 figurinhas
e) 300 figurinhas
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13. (ESA/2012)

Em um programa de TV, o participante comeg¢a com R$ 500,00. Para cada pergunta respondida
corretamente, recebe R$ 200,00; e para cada resposta errada perde R$ 150,00. Se um
participante respondeu todas as 25 questdes formuladas no programa e terminou com
R$ 600,00, quantas questdes ele acertou?

a) 14
b)9

c) 10
d) 11
e) 12

14. (ESA/2010)

Uma pessoa deseja totalizar a quantia de R$ 600,00 utilizando cédulas de um, dez e vinte reais,
num total de 49 cédulas, de modo que a diferenca entre as quantidades de cédulas de dez e
de um real seja igual a nove unidades. Nesse caso, a quantidade de cédulas de vinte reais de
gue a pessoa precisara serd igual a:

a) 10
b) 19
c) 20
d) 21
e) 29

15. (EsPCEx/2008)

A soma das idades dos amigos Pedro, José e Ivo é igual a 60. Sabe-se que a soma da idade de
José com a diferenca entre as idades de Pedro e Ivo (nesta ordem) é igual a 30 e que o dobro
da idade de Pedro mais a idade de José, menos a idade de Ivo é igual a 55. Assim, a idade de
José é

a) 10
b) 15
c) 20
d) 25
e) 30

16. (EsPCEx/2001)
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Numa partida de basquetebol, uma equipe, entre cestas de 2 (dois) pontos e 3 (trés) pontos,
fez 40 cestas, totalizando 98 pontos. Pode-se dizer que o nimero de cestas de 3 (trés) pontos
dessa equipe foi de:

a) 20
b) 18
c) 26
d) 24
e) 22

17. (EsPCEx/2006)

Em um grupo de trés criancas de idades diferentes foi notado que a soma das duas idades
menores menos a maior é igual a 2 anos e que a menor idade mais o dobro da maior é igual a
28 anos. As idades sao numeros inteiros positivos. Dentre todas as possibilidades, existe uma
em que a soma das idades das criancas é a maior possivel, observando-se sempre o fato de as
criancgas terem idades diferentes. Essa soma, em anos, é

a) 20
b) 22
c) 24
d) 26
e) 28

18. (EsPCEx/2011)

A figura abaixo é formada por um dispositivo de forma triangular em que, nos vértices e nos
pontos médios dos lados, estao representados alguns valores, nem todos conhecidos. Sabe-se
gue a soma dos valores correspondentes a cada lado do triangulo é sempre 24.
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Assim, o valor numérico da expressdaox —y -z é
a) -2

b) -1

c)2

d)5

e) 10

19. (EsPCEx/2007)

Em uma bolsa existem pecas em formatos de triangulos, quadrados e pentdgonos, nas
quantidades de x triangulos, y quadrados e z pentagonos. Sabendo-se que a soma das
quantidades de pecas é igual a 10; que, se somarmos as quantidades de vértices de todas as
pecas, obtemos 37; e que a quantidade de triangulos é igual a soma das quantidades de
quadrados e pentagonos, o valor de 2x + 3y + z é igual a:

a) 21
b) 19
c) 15
d) 10
e)8

20. (EsPCEx/2000)
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José e Maria, acompanhados de seu filho Pedro, queriam se pesar. Para tanto, utilizaram uma
balanga defeituosa que sé indicava corretamente pesos superiores a 60 kg. Desta forma, eles
se pesaram, dois a dois, e obtiveram os seguintes resultados:

e José ePedro: 87 kg

e José e Maria: 123 kg

e Maria e Pedro: 66 kg
Diante desses resultados, pode-se concluir que
a) cada um deles pesa menos que 60 kg.
b) dois deles pesam mais que 60 kg.
c) José é mais pesado que Maria e Pedro juntos.
d) Maria é a mais pesada dos trés.

e) o peso de Maria é a média aritmética dos pesos de José e Pedro.

21.(AMAN/2017)

x—3y+kz=0
Considere o sistema linear homogéneo {3x + ky + z = 0, onde k é um nimero real.
kx+y=0

O unico valor que torna o sistema, acima, possivel e indeterminado, pertence ao intervalo
a) (—4,-2]

b) (—2,1]

c) (2,4]

d) (2,4]

e) (4, 6]

22. (AMAN/2016)

x+y+taz=1
Para que o sistema linear { x+2y+z=2 , em que a e b sdo reais, seja possivel e
2x+5y—3z=0»>
indeterminado, o valor de a + b é igual a

a) 10
b) 11
c)12
d) 13
e) 14
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23. (AMAN/2011)

2x+y=>5

ax +2y=b seja possivel e indeterminado, o valor de a + b é:

Para que o sistema linear {

a)—1
b) 4
c)9
d) 14
e) 19

Gabarito

11.d
12.b
13.d
14.c
15.c
16.b
17.d
18.a
19.a
20.c
21.b
22.b
23.d

Resolucao

11. (EEAR/2007)

A tabela mostra os pedidos de 4 clientes em uma lanchonete.

Cliente Pedidos

1 1 suco de laranja, 2 hamburgueres
e 3 por¢oes de batata frita.

2 3 sucos de laranja, 1 hamburguer

e 2 porgoes de batata frita.

3 2 sucos de laranja, 3 hamburgueres
e 1 porcao de batata frita.

4 1 suco de laranja, 1 hamburguer

e 1 por¢cao de batata frita.

Se os clientes 1,2 e 3 pagaram, respectivamente, R$11,10,R$10,00 e R$11,90 por seus
pedidos, entdo o cliente 4 pagou R$
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a) 5,00

b) 5,10

c) 5,40

d) 5,50
Comentarios

Equacionando o problema dado:

1L + 2H + 3B = 11,10

3L+ 1H + 2B = 10,00

2L+ 3H +1B = 11,90
1L+1H+1B =k

Usaremos o sistema formado pelas 3 primeiras equagdes para encontrar o valor individual de
cada item, e depois substituiremos na ultima equacdo para obter o valor de k

1L +2H + 3B = 11,10
{SL +1H + 2B = 10,00
2L+ 3H+ 1B =11,90

Usaremos a regra de Cramer

1 2 3
D=det<3 1 2>=18

2 3 1

111 2 3\ g3y
DL = det 10 1 2= ?
119 3 1
1 11,1 3 299
2 119 1
1 2 11,1 141
DB = det| 3 1 10 = ?
2 3 119

Sendo assim, obtemos:

([, (132/5) 29
L=~ =15
< _DH_(222/5)_37
H=5=""1g =1

Dp (141/5) 47
F=D "1 30

Fazendo L + H + B = k obtemos

k_<22)+(37)+(47)_165_55
~\15 15 30/ 30 7

k = 5,50
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Logo, o cliente 4 gastou R$ 5,50
Gabarito: “d”.
12.(ESA/2011)

Trés amigos, Abel, Bruno e Carlos, juntos possuem um total de 555 figurinhas. Sabe-se que
Abel possui o triplo de Bruno menos 25 figurinhas, e que Bruno possui o dobro de Carlos mais
10 figurinhas. Desses amigos, 0 que possui mais tem

a) 250 figurinhas
b) 365 figurinhas
c) 275 figurinhas
d) 325 figurinhas
e) 300 figurinhas

Comentarios

Equacionando o problema:

A+ B+ C =555 (eq.1)
A=3B—-25 (eq.2)
B=2C+10 (eq.3)

Fazendo eq.3 em eq. 2

A=3-(2C+10) —25

A=6C+5 (eq.4)
Fazendoeq.4eeq.3emeq.1
(6C +5) + (2C +10) + C = 555
9C =540 > C =60 (eq.5)

Fazendo eq.5 emeq. 3

B=2-60+10=130
Fazendo eq.5 em eq. 4

A=6-60+5=365
O maior dentre eles € A = 365

Gabarito: “b”.

13.(ESA/2012)

Em um programa de TV, o participante come¢a com R$ 500,00. Para cada pergunta respondida
corretamente, recebe R$ 200,00; e para cada resposta errada perde R$ 150,00. Se um
participante respondeu todas as 25 questdes formuladas no programa e terminou com
R$ 600,00, quantas questdes ele acertou?

a) 14
b) 9
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c) 10
d) 11
e) 12
Comentarios
Sejae —erro e a — acertos, como sao 25 perguntas no total, entdo
e+a=25
O saldo final de um participante é dado por:
S =500 —150e + 200a
Do enunciado, extraimos o seguinte sistema:
{ e+a=25 { e=25—-a (eq.1)
200a — 150e + 500 = 600 200a — 150e = 100 (eq.2)
Fazendoeq.2 emeq.1
200a — 150(25 —a) = 100
= 350a — 3750 = 100

3850 _ 11
350
O participante acertou 11 perguntas

Gabarito: “d”.

=>q=

14.(ESA/2010)

Uma pessoa deseja totalizar a quantia de R$ 600,00 utilizando cédulas de um, dez e vinte reais,
num total de 49 cédulas, de modo que a diferencga entre as quantidades de cédulas de dez e
de um real seja igual a nove unidades. Nesse caso, a quantidade de cédulas de vinte reais de
gue a pessoa precisara sera igual a:

a) 10

b) 19

c) 20

d) 21

e) 29
Comentarios

Seja u — cédulas de um, d — cédulas de dez e v — cédulas de vinte. Sdo 49 cédulas no
total, entao:

u+d+v=49
Do enunciado:
d—u=9

E a soma total deve corresponder a R$ 600,00, entdo
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u+ 10d + 20v = 600

Temos o seguinte sistema:

u+d+v=49 (eq.1)
d=9+u (eq.2)
u+ 10d + 20v = 600 (eq.3)

Fazendoeq.2 emeq.1
u+O+u)+v=49
v =40 —2u (eq.4)
Fazendo eq.2 eeq.4 em eq.3
u+ 1009 + u) + 20(40 — 2u) = 600
29u = 290
= u=10
Substituindo o valor de u em eq. 4
v=40-2(10) = 20

Gabarito: “c”.

15.(EsPCEx/2008)

A soma das idades dos amigos Pedro, José e lvo é igual a 60. Sabe-se que a soma da idade de
José com a diferenca entre as idades de Pedro e Ivo (nesta ordem) é igual a 30 e que o dobro
da idade de Pedro mais a idade de José, menos a idade de Ivo é igual a 55. Assim, a idade de
José é

a) 10

b) 15

c) 20

d) 25

e) 30

Comentarios

Equacionando o problema obtemos o seguinte sistema:
P+]+1=60
{] +(P-1)=30
2P+ ] —1=55
P+]J+1=60
= {P +/—-1=30
2P+ ] —1=55

Usaremos a regra de Cramer
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1 1 1
D =det<1 1 —1)= -2
2 1 -1

1 60 1
D]=det<1 30 —1]=-40
2 55 -

S =2 g
D~ —2

Portanto, José tem 20 anos

Gabarito: “c”.

16. (EsPCEx/2001)

Numa partida de basquetebol, uma equipe, entre cestas de 2 (dois) pontos e 3 (trés) pontos,
fez 40 cestas, totalizando 98 pontos. Pode-se dizer que o niumero de cestas de 3 (trés) pontos
dessa equipe foi de:

a) 20
b) 18
c) 26
d) 24
e) 22
Comentarios
Seja t — cestas de 3 pontos e d — cestas de 2 pontos.
Equacionando as informac¢des do enunciado, obtemos o seguinte sistema

{ t+d=40 (eq.1)
3t+2d =98 (eq.2)

Isolando d na eq. 1 e substituindo em eq. 2 obtemos:
3t+2(40 —t) =98
3t —2t+80=098
t=18
Gabarito: “b”.

17. (EsPCEx/2006)

Em um grupo de trés criancas de idades diferentes foi notado que a soma das duas idades
menores menos a maior é igual a 2 anos e que a menor idade mais o dobro da maior é igual a
28 anos. As idades sao numeros inteiros positivos. Dentre todas as possibilidades, existe uma
em gue a soma das idades das criancas é a maior possivel, observando-se sempre o fato de as
criangas terem idades diferentes. Essa soma, em anos, é

a) 20
b) 22
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c) 24
d) 26
e) 28
Comentarios
Sejam x,y e z, as idades das criangas, talque x >y > z.
Equacionando as informag¢des dadas no enunciado, obtemos:

{y+z—x=2(eq.1)
z+2x =28 (eq.2)

Isolando z em eq. 2 e substituindo em eq. 1 obtemos:
y+(28—-2x) —x=2

y =3x—26 (eq.3)

De eq.2 e eq. 3 obtemos:
S=x+y+z=x+Bx—-26)+(28—-2x) =
S=2x+2
Quando maior o valor de x maior o valor de S. Devemos encontrar o maior x inteiro possivel
Mas, devemos lembrarque x >y > z
x> (3x —26) > (28 — 2x)

{ x> 3x — 26 x<éi
=
3x — 26 > 28 — 2x x>?

54 e N . . ,
Logo, x € ]?, 13 [ mas como x é inteiro, entdo x € {11, 12}. Sendo assim, o maior x possivel
é x = 12, entao o valor da soma é dado por:

S=2x—-6=2-124+2 =26
Gabarito: “d”.

18. (EsPCEx/2011)

A figura abaixo é formada por um dispositivo de forma triangular em que, nos vértices e nos
pontos médios dos lados, estao representados alguns valores, nem todos conhecidos. Sabe-se
qgue a soma dos valores correspondentes a cada lado do triangulo é sempre 24.
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Assim, o valor numérico da expressdaox —y -z é
a) -2
b) —1
c)2
d)5
e) 10
Comentarios
Equacionando para a trés arestas, obtemos:

y+15+2z =24 (eq.1)
y+5+x =24 (eq.2)
x+10+z =24 (eq.3)

Igualando eq. 1 e eq. 3, obtemos:
x+10+z=y+15+2z
x=vy+5(eq.4)
Substituindo eq.4 em eq. 2
y+5+(y+5) =24
2y =14
>y=7
Substituindo o valor de y em eq. 1 e eq. 4, obtemos:

{(7)+15+z=24=> {Z=2
x=(7)+5 x =12
Portanto,
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x—y-z=012)—(7)-(2)=-2

Gabarito: “a”.

19. (EsPCEx/2007)

Em uma bolsa existem pecas em formatos de triangulos, quadrados e pentagonos, nas
quantidades de x triangulos, y quadrados e z pentagonos. Sabendo-se que a soma das
quantidades de pegas é igual a 10; que, se somarmos as quantidades de vértices de todas as
pecas, obtemos 37; e que a quantidade de triangulos é igual a soma das quantidades de
quadrados e pentagonos, o valor de 2x + 3y + z é igual a:

a) 21

b) 19

c) 15

d) 10

e) 8
Comentarios

Considerando a geometria das pecas, o enunciado nos fornece o seguinte sistema

x+y+z=10
13x +4y + 5z = 37
xX=y+z
x+y+z=10
13x +4y + 5z =37
x—y—z=0

Usaremos a regra de Cramer

1 1 1
D=det<3 4 5>=2

1 -1 -1
10 1 1
D, = det<37 4 5 ) =10

0o -1 -1
1 10 1

D, = det (3 37 5 ) =6
1 0 -1
1 1 10

D, = det<3 4 37) =4
1 -1 0

Sendo assim, obtemos:
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(D 10
X=p T2 7
D, 6
Y= "2
D, 4
\Z=E=E=2

Portanto,
2x+3y+z=2(5)+33)+(2) =21

Gabarito: “a”.

20. (EsPCEx/2000)

José e Maria, acompanhados de seu filho Pedro, queriam se pesar. Para tanto, utilizaram uma
balanga defeituosa que sé indicava corretamente pesos superiores a 60 kg. Desta forma, eles
se pesaram, dois a dois, e obtiveram os seguintes resultados:

e José ePedro: 87 kg

e José e Maria: 123 kg

e Maria e Pedro: 66 kg
Diante desses resultados, pode-se concluir que
a) cada um deles pesa menos que 60 kg.
b) dois deles pesam mais que 60 kg.
c) José é mais pesado que Maria e Pedro juntos.
d) Maria é a mais pesada dos trés.
e) o peso de Maria é a média aritmética dos pesos de José e Pedro.

Comentarios
Equacionando o problema, obtemos o seguinte sistema

J+P =87 (eq.1)
J+M=123 (eq.2)
M+ P =66 (eq.3)

Isolando P em eq. 1 e substituindo em eq. 3, obtemos
M+ (87—-])=66
J=214+M (eq.4)
Substituindo eq. 4 em eq. 2, obtemos:
21+M)+ M =123
2M =102
=> M =51 (eq.5)

Substituindo eq. 5 em eq. 4 e eq. 3, obtemos:
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{]=21+(51) R {1:72
(51)+P =66 P =15

Sendo assim obtemos os pesos de toda a familia. Vamos agora analisar as alternativas
a) Falso.
José pesa 72 kg
b) Falso.
Somente José pesa mais que 60 kg
¢) Verdadeiro.
J>P+M
72> 51+ 15
72 > 66
d) Falso.
Maria pesa 51 kg e José pesa 72 kg, logo, José é mais pesado que Maria
e) Falso.
Mo D
2

72+15_87_435
2 2 7

51 # 43,5

51 #

Gabarito: “c”.

21.(AMAN/2017)

x—3y+kz=0
Considere o sistema linear homogéneo {3x + ky + z = 0, onde k é um nUmero real.
kx+y=0

O Uunico valor que torna o sistema, acima, possivel e indeterminado, pertence ao intervalo
a) (—4,-2]
b) (—2,1]
c) (2,4]
d) (2,4]
e) (4,6]
Comentarios
Para que o sistema seja possivel e indeterminado, o determinante dos coeficientes deve ser

nulo.

1 -3 &k
det|3 k 1|=0=-3k+3k—-k*-1=0
k 1 0
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Assim, temos k3 = —1. Podemos manipular essa equacdo da seguinte forma:
kK3=-1=k=-1
Portanto, o Unico valor que torna o sistema possivel e indeterminado é kK = —1, o qual

pertence ao intervalo (—2, 1] do item “b”.

Gabarito: “b”

22.(AMAN/2016)

x+y+taz=1
Para que o sistema linear { x +2y+z=2 , em que a e b s3o reais, seja possivel e
2x+5y—3z=0b>
indeterminado, o valor dea + b éigual a

a) 10

b) 11

c)12

d) 13

e) 14
Comentarios

Para que o sistema seja possivel e indeterminado, o valor do determinante dos coeficientes
deve ser nulo:

1 1 a

det[l 2 1]=0=>—6+2+5a—4a—5+3=0=>
2 5 -3

Assim, substituindo o valor de a no sistema:

x+y+6z=1
{ xX+2y+z=2
2x+5y—3z=b
Fazendo a terceira equagao menos duas vezes a primeira, temos:
(2x+5y—3z)—2-(x+y+6z)=>b—2

3y—15z=b -2

y—5z= b2 (1
3
Fazendo a terceira equagao menos duas vezes a primeira, temos:
(2x+5y—-32)—2-(x+2y+z)=b—4
y—5z=Db—-4(2)
Igualando (1) e (2):

p Aula 17 - Sistemas Lineares
www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 17: IME 2021

Por fim,a+ b =6+5=11.
Gabarito: “b”

23.(AMAN/2011)

2x+y=>5

Para que o sistema linear {ax +2y=b

seja possivel e indeterminado, o valorde a + b é:

a)—1

b) 4

c)9

d) 14

e) 19
Comentarios

Para que o sistema seja possivel e indeterminado, o valor do determinante dos coeficientes
deve ser nulo:

2 1] _ o
: 2|_0=>4 a=0

a=4
Substituindo o valor de a no sistema:
{ 2x+y =5
4x+ 2y =>b
Podemos reescrever da seguinte forma:
{ 2x+y =5
2x+y=>b/2

Portanto, para que o sistema seja possivel, as duas equagdes do sistema acima devem ser
iguais. Para isso:

Assim,a+ b =10+ 4 = 14.
Gabarito: “d”
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24. (AFA/2020)

Trés amigas: Tereza, Ana e Kely entram juntas numa loja de chocolates.

A tabela abaixo indica a quantidade de caixas e o tipo de trufas que cada uma comprou na loja.

Trufas de | Trufas de Trufas de
morango nozes céco
Tereza 3 7 1
Ana B 10 1
Kely 1 1 1

Com as compras, Tereza gastou 315 reais e Kely gastou 105 reais.

Analise cada proposi¢ao abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.

() O valor da caixa de trufas de c6co é o dobro do valor da caixa de trufas de nozes.
() Ana gastou o quadruplo do que Kely gastou.

() As trés juntas gastaram menos de 800 reais.

Sobre as proposi¢des, tem-se que:

a) todas sdo verdadeiras.

b) apenas uma é falsa.

c) apenas duas sao falsas.

d) todas sdo falsas.

25. (AFA/2019)

Considere o sistema abaixo

(1 2 1
2 Tpta=?
2 1 1
\a@tpr 23
3 1 2
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Sabendo-se que a, b e c sdo numeros reais nao nulos, € INCORRETO afirmar que:
a)lal +|b| +|c| € (R - Q)
b)a? +b%? +c?>2

a 1 3 )
c) O determinantedamatriz| g p2 4 |éiguala -
0 0 ¢

1 1 1,
d) 5+ 5+ épar

26. (AFA/2014)

O sistema linear nas incognitas x, y e z abaixo possui uma infinidade de solugdes.

(sena)x+y—z=0
x—(sena)y+z=1
X +y=cosa

Sobre o parametro a, a € R, pode-se afirmar que
a)a=kmk €Z

b)a =2kn,k €Z

c)a=§+2kn,k S/

d)a=§+kn,kez

27. (AFA/2012)

Sejam as matrizes

1 1 1 X1 k
A=|1 1 2| X=|X2leB=|3
1 1 -2 X3 5

Em relacdo a equacdo matricial AX = B, é correto afirmar que
;. ’ 7
a) é impossivel para k = >
: . 7
b) admite solugdo Unica para k = it
c) toda solugdo satisfaz a condigdo x; + x, = 4.

: 1 ~
d) admite a terna ordenada (2, 1, _E) como solucao.

28. (AFA/2011)
Trés amigos Samuel, Vitéria e Julia, foram a uma lanchonete.

e Samuel tomou 1 guarana, comeu 2 esfirras e pagou 5 reais.
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e Vitéria tomou 2 guaranas, comeu 1 esfirra e pagou 4 reais.
e Julia tomou 2 guarands, comeu 2 esfirras e pagou K reais.

Considerando-se que cada um dos trés pagou o valor exato do que consumiu, é correto afirmar
que

a) o guaranad custou o dobro da esfirra.
b) os trés amigos, juntos, consumiram 16 reais.
c) cada esfirra custou 2 reais.

d) Julia pagou 8 reais pelo que consumiu.

29. (AFA/2010)

Seja o sistema S de equagdes nas incognitas x,y e z e parametro real m

x+2y—z=0
S=ix—-—my—3z=0
x+3y+mz=m

Analise as proposicoes a seguir e assinale a INCORRETA.

a)Sem = —3, entdo S é impossivel.

b) S é determinado se, e somente se, m # 0

c) Se S € homogéneo, entdo x + y + z é sempre um numero multiplo de 3

d) S admite solucdo para todom # —3

30. (AFA/2010)

Pedro e Maria com seus filhos Gabriel e Jodo foram a uma clinica médica para uma revisao de
saude. Fazia parte da avaliacado aferir o peso de cada um. A balanca da clinica era muito antiga
e tinha um defeito, sé indicava pesos maiores de 60 kg.

Para resolver a pesagem, procedeu-se da seguinte maneira:
Pesou-se

- Pedro, Maria e Gabriel, totalizando 150 kg

- Pedro, Gabriel e Jodo, totalizando 117 kg

- Maria, Gabriel e Jodo, totalizando 97 kg

- Pedro, Maria, Gabriel e Jodo, totalizando 172 kg

Com base nessas informacdes, é correto afirmar que:

a) com essa balanca é possivel pesar Gabriel e Jodo juntos

b) a diferenca entre os pesos de Pedro e Maria é o peso de Jodo.

c) Pedro é mais pesado que Maria e Jodo juntos.

p Aula 17 — Sistemas Lineares
www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 17: IME 2021

d) ndo é possivel pesar Maria sozinha nessa balanca.

31.(EFOMM/2017)
Dado o sistema linear abaixo, analise as seguintes afirmativas:
3 4 —-6] x -3
0 16 b |- [y] =|a
1 —4 2 Z 3
I.Se b +# —12, o sistema linear terd uma Unica solucao.
II.Sea = b = —12, o sistema linear tera infinitas solugdes.

lll. Se b = —12, o sistema serd impossivel.
a) Todas as afirmativas sao corretas.

b) Todas as formativas sdo incorretas.

c) Somente as afirmativas | e lll sdo corretas.
d) Somente as afirmativas | e Il sdo corretas.

e) Somente as afirmativas Il e lll s3o corretas.

32. (EFOMM/2009)

Dado o sistema de equagdes lineares

a,x + b,y + ¢,z = d,. Sabendo-se que os determinantes:

a;x+by+ciz=d,;
S:{
asx + byy + c3z = dj

a, by ¢ |dy by ¢ ja; di ¢ a, by dy
a, b, c,|,|d2 by cy|,|la, d, cylela, b, d,|sdotodosiguaisa
as by c3l ldy3 by c3l lag d; c3 as by ds

zero, apenas pode-se concluir que S
a) é determinado.

b) ndo é determinado.

c) admite a solugao (0.0.0).

d) ndo é impossivel.

e) ndo é indeterminado.

33.(Escola Naval/2015)

Analise o sistema a seguir.
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x+y+z=0.
{4x—2my+32=0
2x+6y—4mz =0
Para o maior valor inteiro de m que torna o sistema acima possivel e indeterminado, pode-se
afirmar que a expressao

Itg (%) + sec? (ZnTm) — 1] vale

ITA

34.(ITA/2018)
Se o sistema

x+y+z=0
202y + 2a*—a)z =0
x+ay+(@—-1)z=0

admite infinitas solugdes, entdo os possiveis valores do parametro a sao

a) 0,1, —1—\/5' —1+\/§.
2 2

b) 0, —1, 1—\/§' 1+\/§.
2 2

00, —1, —1+\/§’ 1+\/§.
2 2

d)0,—1,-1—-+3,—-1++3.
e)0,—1,1 —+/3,1 + /3.

35.(ITA/2018)

Sejam x4, ..., X5 € ¥y, ..., ¥s numeros reais arbitrariose A = (a;;) uma matriz 5x5 definida por
a;=x;+y,1<1ij< 5. Se r é a caracteristica da matriz A, entdo o maior valor possivel de
ré

a) 1.

b) 2.
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-

c) 3.
d) 4.
e) 5.

36.(ITA/2017)

Considere o sistema de equagdes

(1 27 8 B
x y? z3
4 81 40
S4{—+ —t—== 10
x y? z
2, 54 24 _
\x y? Zz3
Se (x,y,z) é uma solucgdo real de S, entdo |x| + |y| + |z| é igual a
a) 0.
b) 3.
c) 6.
d) 9.
e) 12.
37.(ITA/2017)

Determine todos os valores reais de a para os quais o seguinte sistema linear é impossivel:

x+ay+z=2
[—x—2y+3z=—1
3x+az=>5

38.(ITA/2016)

Se o sistema de equacgdes

x+y+4z=2
[x+2y+7z=3
3x+y+az=»>
E impossivel, entdo os valores de a e b s3o tais que
a)a=6eb # 4.
b)a#6eb + 4.
c)a#6eb =4.

da=6eb=4.
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e) a é arbitrarioe b # 4.

39.(ITA/2015)

Sejam a e S numeros reais ndo nulos. Determine os valores de b,c,d, bem como a relagao
entre a e B para que ambos os sistemas lineares S e T a seguir sejam compativeis
indeterminados.

{2x+by=a {cx+3y=a
40.(ITA/2014)
1 -1 1 x+1 x
Sejam A = [y . 1l B = |y —2 y| matrizes reais tais que o produto AB é uma matriz
z—3 z

antissimétrica. Das afirmac¢des abaixo:
I. BA é antissimétrica;
Il. BA ndo é inversivel;

. O sistema (BA)X =0, com Xt =[X1 X X3], admite infinitas solucdes, é (s3o)
verdadeira(s).

a) Apenas l e ll.

b) Apenas Il e lll.
c) Apenas |.

d) Apenas Il.

e) Apenas Il
41.(1ITA/2014)

Considere o sistema linear nas incégnitas x,y e z

x+y+2z=0
—x+ (senf)y+4z=0 ,0 €]0,2n].
2x + (1 —cos20)y+16z=0

a) Determine 6 tal que o sistema tenha infinitas solugdes.

b) Para 8 encontrado em (a), determine o conjunto-solucdo do sistema.

42.(ITA/2013)

ax +by =c
px+qy=4d
m e d = nc. Sabe-se que o sistema é indeterminado. O valorde p + g é

Considere o sistema de equacdes { coma,b,c,d,peqreais,abcd # 0,a+ b =
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ajm
m
b);
c) m? —n?
d) mn

elm+n

43.(ITA/2013)
Considere o sistema nas variaveis reais x e y:

{x sena + 3y cosa = a
xcosa+ysena=b’

com a € [0,%[ e a,b € R. Analise para que valores de a, a e b o sistema é (i) possivel

determinado, (ii) possivel indeterminado ou (iii) impossivel, respectivamente. Nos casos (i) e
(i), encontre o respectivo conjunto-solucdo.

44.(ITA/2012)

Seja n um numero natural. Sabendo que o determinante da matriz
1
n log, 2 — logzz
A=In+5 log;3" log;243
1
-5 log5m —logs 25

éigual a 9, determine n e também a soma dos elementos da primeira coluna da matriz inversa
AL

45. (ITA/2011)

XxX+2y+3z=a
O sistema yv+2z=0»>b
3x—y—5cz=0

a) é impossivel, Va, b, c € R.

b) é possivel quando a = 73—b ouc # 1.

c) é impossivel quandoc = 1,Va,b € R.
d) é impossivel quando a # 73—b,‘v’c € R.

e) é possivel quandoc =1ea # 7b/3.

46.(ITA/2011)
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Considere as afirmagdes abaixo:

I) Se M é uma matriz quadrada de ordem n > 1, ndo nula e ndo inversivel, entao existe matriz
ndo nula N, de mesma ordem, tal que MN é matriz nula.

1) Se M é uma matriz quadrada inversivel de ordem n tal que det(M? — M) = 0, ent3o existe
matriz ndo nula X, de ordem nx1, tal que MX = X.

cos 0 —senf .
. p N . n
l11) A matriz stfca 1 — 2sen? (_) e inversivel, VO # - + km, k € Z.

Destas, é(sdo) verdadeira(s)
a) apenas Il.

b) apenas | e ll.

c) apenas | e lll.

d) apenas |l elll.

e) todas.
47.(ITA/2010)
Considere as matrizesA € M,,,(R) e X,B € M,,,;(R):
a 1 b 1 x b,
b 1 a 0 y b,
A= X =|"|;eB =
0 2 0 o T |z|"°" T |bs|’

a) Encontre todos os valores reais de a e b tais que a equac¢do matricial AX = B tenha solucdo
Unica.

b)Sea?—b?=0,a+=0eB=[1 1 2 4] encontre X tal que AX = B.

48.(ITA/2008)

1 -2 3 1
Considere o sistema Ax = b,emque A = ( 2 k 6 ), b = <6> ek € R.
-1 3 k-3 0
Sendo T a soma de todos os valores de k que tomam o sistema impossivel e sendo S a soma

de todos os valores de k que tomam o sistema possivel e indeterminado, entdoovalorde T —
Seé

a) —4
b) =3
c)0
d)1
e) 4
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49.(ITA/2007)
Sendo x,y, z e w nuUmeros reais, encontre o conjunto solugdo do sistema

log[(x + 2y)(w —32)7] =0
2x+3z —8- 2y—3z+w =0

V2x+y+6z—-2w—-2=0

50. (ITA/2006)

A condicdo para que as constantes reais a e b tornem incompativel o sistema linear
x+y+3z=2
x+2y+5z=1
2x+2y+az=0>

é

a)a—b # 2
b)a+b =10
c)4a—6b =0
9%
e)a-b =24

51.(ITA/2006)
Seja o sistema linear nas incégnitas x e y, com a e b reais, dado por

{(a—b)x—(a+b)y=1
(a+b)x+(a—-b)y=1

Considere as seguintes afirmagdes:

I. O sistema é possivel e indeterminadosea = b = 0.

II. O sistema é possivel e determinado se a e b ndo sdo simultaneamente nulos.
. x2 + y? = (a® + b?) L, se a? + b # 0.

Entdo, pode-se afirmar que é (sao) verdadeira(s) apenas

a)l

b) I

c)

d)lell

e)llell
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52.(ITA/2005)

Em uma mesa de uma lanchonete, o consumo de 3 sanduiches, 7 xicaras de café e 1 pedaco de
torta totalizou RS 31,50. Em outra mesa, o consumo de 4 sanduiches, 10 xicaras de café e 1
pedaco de torta totalizou RS 42,00. Entdo, o consumo de 1 sanduiche, 1 xicara de café e 1
pedaco de torta totaliza o valor de

a) RS 17,50.
b) RS 16,50.
c) R$12,50.
d) RS 10,50.
e) R$ 9,50.

53.(ITA/2005)
O sistema linear

bx+y=1
by +z=1
x+bz=1

ndo admite solucdo se e somente se o numero real b forigual a
a) —1.

b) 0.

c) 1.

d) 2.

e) —2.

54.(ITA/2003)

O numero de todos os valores de a € [0, 2m], distintos, para os quais o sistema nas incégnitas
x,y e z, dado por

—4x +y — 6z = cos3a
X+ 2y — 5z = sen2a
6x +3y —4z = —2cosa

é possivel e nao-homogéneo, é igual a:
a)2
b) 3
c)4
d) 5
e)6
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55.(ITA/2002)

1. Mostre que se uma matriz quadrada ndo-nula A satisfaz a equacao

A3 +34%2+24=0(1)

entdo (A +1)3 = A+ 1, em que I é a matriz identidade.

2. Sendo dado que

A= [_01 —12]

satisfaz a equagdo (1) acima, encontre duas matrizes ndo-nulas B e C taisque B> + C3 =B +
C = A. Para essas matrizes vocé garante que o sistema de equacdes:

X1_10
B -0y] =)
tem solugdo (x,y) # (0,0)? Justifique.

56.(ITA/1999)

A soma de todos os valores de a € [0, 2r[ que tornam o sistema
x+y+z=0
xsena+ycosa +z(2sena+cosa) =0
x sen?a +ycos? a + z(1 + 3 sena + 2 sen(2a)) = 0

possivel e indeterminado é:

a) 5n

b) 4w

c)3m

d) 2m

e)m

57.(1ITA/1998)

Seja a, b € R. Considere os sistemas linearesem x,y e z:
x+y—z=0

[x -3y+z=1

—2y+z=a

e

x+2y—z=0

{ x—y=0
2x—by+3z=0

Se ambos admitem infinitas solu¢des reais, entao:
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c)ab =+

4
d) ab = 22
e)ab =0

58.(ITA/1997)
Sejam a,b,c € R* com a? = b? + 2. Se x, y e z satisfazem o sistema

ccosy+bcosz=a
ccosx+acosz=>b
bcosx+acosy=c

Entdo cosx + cosy + cos z é igual a
a-b
a —
) Cc
a+b
b) —
Cc
b+c
C —
) a
a+b
d) —
b
b%+c?

a

59.(1TA/1997)

A sequéncia (a4, a,, as, a,) é uma progressdo geométrica derazdo g E R* comq # lea, #
0. Com relagdo ao sistema

{alx +a,y=c
azx +a,y=d

podemos afirmar que

a) é impossivel para ¢,d € [—1, 1].

b) é possivel e determinado somente se ¢ = d.

c) é indeterminado quaisquer que sejam ¢, d € R.
d) é impossivel quaisquer que sejam c¢,d € R".

e) é indeterminado somente se d = cq?.

60.(ITA/1996)
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Sejam a4, a,,as,a, quatro numeros reais (com a; # 0), formando nessa ordem uma
progressao geométrica. Entdo, o sistemaem x ey

{ ax+azy =1
a,a,x + a,a,y = a,

é um sistema

a) impossivel.

b) possivel determinado.

c) possivel indeterminado.

d) possivel determinado apenas paraa; > 1.

e) possivel determinado apenas para a; < —1.

61.(ITA/1996)

Sejaa ER,a > 0ea # 1 econsidere a matriz A:

log,(3a) log,,(3a)?

1
A =|log, (Z) —log,(a)
log,(1)  logq,(1)

Para que a caracteristica de A seja maxima, o valor de a deve ser tal que:

a)ailOeai%

b)aix/ﬁea;t%
c)a#5ea+10
da#2ea#+3
e)a#2ea#+V10

62.(ITA/1995)

Se S é o conjunto dos valores de a para os quais o sistema
x+y+z=0
x+ (logz;a)’y+2z=0

27
2x + 2y + <log3?>z =0
é indeterminado, entdo:
a)S c [-3,3]
b) S é vazio

c)S c [2,4]
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d) S c [1,3]
e)S c[0,1]

IME

63.(IME/2019)

Dadas as fungdes definidas nos reais R:

fi(x) = e%, f,(x) = sen(x), f3(x) = cos(x), f,(x) = sen(2x) e f5) = e,
Mostre que existe uma Unica solugdo a4, a,, as, a,, as, tal que:

a fi(x) + ayfo(x) + asfz(x) + asfi(x) + asfs(x) seja a fungdo constante nula, onde
a;,a,,as, a,, as € R.

64.(IME/2018)
. . [k -3
Seja amatriz A = [4 ) ] , com k real.
Determine a faixa de valores de k para que exista uma matriz de niumeros reais P tal que as
condicdes abaixo sejam atendidas simultaneamente:
a) ATP + PA = I em que AT é a transposta da matriz A e [ é a matriz identidade;
b) P seja simétrica;
c) p11 > 0, em que py; é o elemento da linha 1 e colunaldeP; e

d) |P| > 0, em que |P| é o determinante da matriz P.

65.(IME/2018)

Seja o seguinte sistema de equacgdes, em que s € um numero real:

X1 +x,—5x3=0
_2x1+x2+x3:1
sx; —2x, =0

Escolha uma faixa de valores de s em que as solugdes do sistema sao todas negativas.
a)s < —2

b)-2<s<0

c)0<s<1

d1<s<?2

e)s>2

66.(IME/2017)
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Classifique o sistema abaixo como determinado, possivel indeterminado e impossivel de
acordo com os valores reais de m.

m—2)x+2y—z=m+1
2x+my+2z=m?+2
2mx +2(m+ Dy +(m+1)z=m3+3

67.(IME/2010)

tg()tg(y —z) = a
Seja o sistema< tg(y)tg(z —x) = b,onde a,b,c,x,y,z € R.
tg(2)tglx—y) =c¢

Determine as condi¢bes que a, b e c devem satisfazer para que o sistema admita pelo menos
uma solugao.

68.(IME/2009)
Seja o sistema de equacdes lineares dadas por

6y1+y, +y3 +y,+ys =10
y1+6y, +y;+y,+ys =20
Vit Yy, +6y;+y,+ys =40
Y1+ Yy, +y;+6y,+ys =80
Y1+ Yy, +y3+y,+6y; =160

Ovalorde 7y, + 3ys é
a)12
b) 24
c) 36
d) 48
e) 60

69. (IME/2008)

Os elementos da matriz dos coeficientes de um sistema de quatro equagdes lineares e quatro
incognitas (x,y,z e w) sdo funcdo de quatro constantes a,b,c e d. Determine as relacdes
entre a, b, c e d para que o referido sistema admita uma solucdo nao trivial, sabendo que CD =
—DC, onde

=t Yeo=lr 2

70. (IME/2007)

Considere o sistema de equag¢des dado por:
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xX+y+2z=b
[Zx—y+32=b2
S5x —y+az = by

Sendo b4, b, e b; valores reais quaisquer, a condi¢do para que o sistema possua solugdo Unica
é:

a)a=0

b)a # 2

cJa#+8

d)a # b; + b, — b

e)a = 2b; — b, + 3b;

71. (IME/1999)
Determine a para que seja impossivel o sistema:

x+2y—3z=4
3x—y+5z=2
dx+y+ (@’ —14)z=a+2

72. (IME/1998)

Resolva e interprete, geometricamente, o sistema matricial abaixo, em fungdo de a e 5.

H R

Determine o valor de a para que o sistema abaixo tenha mais de uma solugao e resolva-o neste
caso:

73. (IME/1988)

2x+3y+az=3

[ x+y—z=1
x+ay+3z=2
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10. Gabarito

GABARITO

&

.

24.b
25.b
26.b
27.c
28.c
29.b
30.d
31.d
32.b
33.Sem gabarito

ITA

34.b
35.b
36.c
37.a = —6
38.a

k V2 k V2
39.(a B,b,¢,d) = (5,k,,2V2,3V2) e (@,6,b,c,d) = (—75,k,— 2, —2V2,—3V2), Vk €
R*.
40.b
41.2)0 == b) (x,y,2) = (k,~k,0) V k
42.d
43.(i)a € [o,g[—{g}, va,b € R (ii)a =§;a = bv/3, Vb € R (iii)a =§;a + bV3,vb €R
44.n = 3 e a soma dos elementos da primeira colunade A7 é —1
45.b
46.e
1 1 T
47.0)a#0 b)X=|-= 1 5 0
48.2a
31 8 5
49.(x,y,z,w) = (?+W,—§,—§,W);VW #+ —5
50.a
51.e
52.d

53.a
54.3a
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55.Prova e justificativa.
56.a
57.b
58.c
59.e
60.c
61.b
62.a

IME

63. Demonstragao

64.{k € R |k > —2}

65.d

66.i) Possivel e Determinado se m € R — {0,1,2} ii) Possivel e Indeterminado se m = 0 iii)
Impossivelsem =1 oum = 2

67.a + b + c + abc = 0

68.d

69.d = —a ou bc = ad

70.c

71.a = —4

72 % = 2-a+B+8 Ly = 3~a+2-,6’—6; _ B-36
a+22 22+« 22+a

73.a=2e(x,y,z) = (5k,1 — 4k, k)

11. Questoes de Provas Anteriores Comentadas

QUESTOES
COMENTADAS

24. (AFA/2020)

Trés amigas: Tereza, Ana e Kely entram juntas numa loja de chocolates.

A tabela abaixo indica a quantidade de caixas e o tipo de trufas que cada uma comprou na loja.
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=

Trufas de | Trufas de Truf_as de
morango nozes coéco
Tereza 3 7 1
Ana 4 10 1
Kely 1 1 1

Com as compras, Tereza gastou 315 reais e Kely gastou 105 reais.
Analise cada proposicao abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.
() O valor da caixa de trufas de c6co é o dobro do valor da caixa de trufas de nozes.
() Ana gastou o quadruplo do que Kely gastou.
() As trés juntas gastaram menos de 800 reais.
Sobre as proposi¢oes, tem-se que:
a) todas sdo verdadeiras.
b) apenas uma é falsa.
c) apenas duas sdo falsas.
d) todas sdo falsas.
Comentarios
Primeiramente iremos equacionar o problema, consideremos:
m — prego da caixa de morango,n — preco da caixa de nozes e ¢ — preco da caixa de c6co

Tereza:3m + 7n+c =315 (eq.1)
Ana:4m + 10n + ¢ (eq.2)
Kely:m +n+ ¢ =105 (eq.3)

Isolando ¢ em eq. 3 e substituindo em eq. 1
3m+7n+ (105—n—-—m) =2m + 6n + 105 = 315

= m=105-3n (eq.4)
Substituindo eq. 4 em eq. 3, obtemos:

(105—-3n)+n+c¢ =105

= c=2n (eq.5)
Substituindo eq.4 e eq.5 em eq. 2, obtemos:
4m + 10n+ ¢ = 4(105—-3n) + 10n + (2n) =420 — 12n+ 10n + 2n = 420

Logo, Ana gastou R$ 420,00.
Analisando agora as assertivas obtemos:

(V) O valor da caixa de trufas de c6co é o dobro do valor da caixa de trufas de nozes.
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eq.5

(V) Ana gastou o qudadruplo do que Kely gastou.
420 =4 - 105, Verdadeiro.

( F) As trés juntas gastaram menos de 800 reais.
315+ 420 + 105 = 840, Falso.

Portanto, apenas 1 assertiva é falsa.

Gabarito: “b”
25.(AFA/2019)

Considere o sistema abaixo

r 1 2 1
a2tpta=?
2 1 1
Va2t 2~
3 1 2

Sabendo-se que a, b e c sdo numeros reais nao nulos, € INCORRETO afirmar que:
a)lal +|b| +|c| € (R—Q)
b)a? + b%? +c? > 2

a> 1 3 .
c) O determinanteda matriz| 9 p2 4 |éiguala =
0 0 c?

1 1 1,
d) 5+ +épar
Comentarios

Faremos a seguinte substituigdo:

(1
sz
1 x+2y+z=9 (eq. 1)
{b—2=y = 2x+y—2z=3 (eq.2)
1 3x—y—2z=-4 (eq.3)
gz~ Z

Fazendo eq.1 + eq. 2, obtemos:
3(x+y) =12 (eq.4)
Fazendoeq.3 + 2 - eq. 1, obtemos:
5x +3y =14
2x +3(x+y) =12

eq.4

— 2x+12=14
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x=1
4
A 31+y)=12> y=3
eq.2
— 2:143—-—2z=3 = z=2
Logo, temos:
(-1 jal =1 a? =1
a
3 1
! o =2 bt ==
\ b—2 =3 = 3 e 3
! o =2 =3
kc_z =2 - 2 2
Analisaremos agora as alternativas:
Verdadeiro.
V3 V2 6+2V3+3V2 ] o
lal + |b]l + |c| =1+ 3 + - = 6 é um ntmero irracional
Falso.
a2+b2+cz—1+1+1—2<2—2
32 6 6
Verdadeiro.
Trata-se de uma matriz triangular, logo o determinante é o produto da diagonal
principal, conforme:
a? 1 3 11 1
det|og p2 4 |=a?-b*-c?=1-=-=-=-
) 32 6
0 0
Verdadeiro.
1
—+—+——1+3+2—6 é um numero par

bZ

Gabarito: “b”

26.

(AFA/2014)

O sistema linear nas incognitas x, y e z abaixo possui uma infinidade de solugdes.

(sena)x+y—2z=0
x—(sena)y+z=1
x+y=cosa

Sobre o parametro a, a € R, pode-se afirmar que
a)a=km k €Z

b)a=2kn,kE€Z

c)a=§+2kn,k EZ

d)a=§+kn,kez
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Comentarios

Para que o sistema seja indeterminado, o determinante da matriz dos coeficientes deve ser
zero, logo:

sen a 1 -1
D =det| 1 —sena 1 |=-2:-sena=0
1 1 0

= a=kmnmk€Z

Para esse valor de a, temos:

x+z=1
X+y=cosa
X+y=cosa

{ y_ZZO eq.1+eq.2{ x-|—y=1
L Y
Assim, teremos um S.P.l. quando cos a = 1, ou seja:
cosa=1
= a=2knk€eZ

Gabarito: “b”

27.(AFA/2012)
Sejam as matrizes
1 1 1 X1 k
A=11 1 2| X=|X2leB=|3
1 1 -2 X3 5

Em relacdao a equagao matricial AX = B, é correto afirmar que
a) é impossivel para k = %

b) admite solucdo Unica para k = g

c) toda solugado satisfaz a condigdo x; + x, = 4.

d) admite a terna ordenada (2, 1, —%) como solucao.

Comentarios
Montando o sistema linear que representa as matrizes dadas temos:

X1 +x,+x3=k (eq.1)
X1 +x,+2x3 =3 (eq.2)
X1 +x,—2x3=5 (eq.3)

O valor de D do sistema é dado por:
1 1 1
D=det|1 1 2|=0
1 1 -2
Sendo assim, calculamos agora Dy , Dy, e D,
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2 | =14 -4k

D,, = det

D,, = det 2 | = 4k — 14

N IS

Ul W X R R
—_

1 1 k
D,, = det [1 1 3‘ =0
1 1 5
a) Falso.
Se D, = Dy, = D,, = 0 osistema € indeterminado:

7
Dy, =14—4k=0 = k=5

~ 7 . - :
Entdo, para k = 5 O sistema é indeterminado.

b) Falso.

Como exposto no item anterior. O sistema sera possivel indeterminado, logo, a solugao

nao é unica.
¢) Verdadeiro.

Fazendo eq.2 + eq. 3, obtemos:

(g +xp +2x3) + (0 +x, —2x3) =3+5
2(x; +x,) =8
= x;+x,=4

d) Falso.

Substituindo a terna ordenada na eq. 2, obtemos:

1-(2)+1-(1)+2-(—%)=2¢3

Gabarito: “c”

28.(AFA/2011)

Trés amigos Samuel, Vitéria e Julia, foram a uma lanchonete.
e Samuel tomou 1 guarana, comeu 2 esfirras e pagou 5 reais.
e Vitdria tomou 2 guaranas, comeu 1 esfirra e pagou 4 reais.
e Julia tomou 2 guarands, comeu 2 esfirras e pagou K reais.

Considerando-se que cada um dos trés pagou o valor exato do que consumiu, é correto afirmar
que

a) o guaranad custou o dobro da esfirra.

b) os trés amigos, juntos, consumiram 16 reais.
c) cada esfirra custou 2 reais.

d) Julia pagou 8 reais pelo que consumiu.

Comentarios
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Equacionando o problema dado temos:
samuel: 1g+2e=5 (eq.1)
vitoria: 2g+1le =4 (eq.2)
Julia: 2g+2e =k (eq.3)
Fazendo eq.1 — 2 - eq. 2 obtemos:
-3.g=-3 = g=1 (eq.4)
Substituindo eq. 4 em eq. 2, obtemos:
2:-1+1le=4 = e=2 (eq.5)
Substituindo eq.4 e eq.5 em eq. 3, obtemos:
2:1+2-2=6
Portanto, o preco do guarand é R$ 1,00, o preco da esfirra é R$ 2,00 e Julia gastou R$ 6,00.
a) Falso.
g=1+4=12e
b) Falso
5+4+6=15

Os ter gastaram R$ 15,00
¢) Verdadeiro.

d) Falso.
Julia gastou R$ 6,00

“u,n

Gabarito: “c

29.(AFA/2010)

Seja o sistema S de equacgdes nas incognitas x,y e z e parametro real m

x+2y—z=0
S={x—-my—3z=0
x+3y+mz=m

Analise as proposicdes a seguir e assinale a INCORRETA.
a)Sem = —3, entdo S é impossivel.
b) S é determinado se, e somente se, m # 0
c) Se S € homogéneo, entdo x + y + z é sempre um numero multiplo de 3
d) S admite solucdo para todom # —3
Comentarios

Primeiramente, calcularemos os determinantes a fim de aplicar a regra de Cramer:

1 2 -1
D=det|]l -m -=-3|=-m(m+3)
1 3 m
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0o 2 -1
D,=det|0 —-m -=-3|=-m(m+6)
m 3 m

1 0 -1
Dy=det|1 0 -3[=2m

1 m m
1 2 0
D, = det [1 -m 0] = —-m(m + 2)
1 3 m

A partir dai concluimos que:

1-D=D,=D,=D,

2- Sem=-3 = D

3- SeD #0eD + -3
a) Verdadeiro.

Conclusao 2
b) Falso.

Conclusdo 3. Se m = —3 ndo é determinado.
c) Verdadeiro.

Substituindo m = 0 no sistema:

0 = m=0 = §S.P.1
Oer;tO,Dy;&OequtO = S.1
= S.P.D

x+2y—z=0 (eq.4)
S=<{x—-3z=0 (eq.5)
x+3y=0 (eq.6)

De eq.5 obtemos:

De eq. 6 obtemos:

Logo,
—3y=3z > y=-z
Fazendo a operagao dada:
X+y+z=3z2—2z+2z=3z
Logo, se as entradas de x, y e z forem inteiras, entdao, a soma x + y + z € multiplo de 3
d) Verdadeiro.

Da conclusdo 2. S é impossivel para m = —3, caso contrario, S é possivel. Logo, admite
solugao.

Gabarito: “b”

30.(AFA/2010)
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Pedro e Maria com seus filhos Gabriel e Jodo foram a uma clinica médica para uma revisao de
saude. Fazia parte da avaliacao aferir o peso de cada um. A balanca da clinica era muito antiga
e tinha um defeito, sé indicava pesos maiores de 60 kg.

Para resolver a pesagem, procedeu-se da seguinte maneira:
Pesou-se

- Pedro, Maria e Gabriel, totalizando 150 kg

- Pedro, Gabriel e Jodo, totalizando 117 kg

- Maria, Gabriel e Jodo, totalizando 97 kg

- Pedro, Maria, Gabriel e Jodo, totalizando 172 kg

Com base nessas informacgdes, é correto afirmar que:

a) com essa balanca é possivel pesar Gabriel e Jodo juntos
b) a diferenca entre os pesos de Pedro e Maria é o peso de Jodo.
c) Pedro é mais pesado que Maria e Jodo juntos.

d) ndo é possivel pesar Maria sozinha nessa balanca.

Comentarios

Temos que:
P+M+G =150 (eq.1)
P+G+] =117 (eq.2)
M+G+]=97 (eq.3)

P+M+G+] =172 (eq.4)
Fazendo eq.4 — eq. 1, obtemos:
J=172-150 = | =22(eq.5)
Fazendo eq.2 — eq. 3, obtemos:
P—-M=117-97 = P =20+ M (eq.6)
Substituindo eq. 6 em eq. 1, obtemos:
20+ M+M+G=150 = 2M+G =130(eq.7)
Substituindo eq. 5 em eq. 3, obtemos:
M+G+22=97 = M+G=175 (eq.8)
Fazendo eq.7 — eq. 8, obtemos:
M +G)—-M+G)=130—75 = M =55 (eq.9)
Substituindo eq. 9 em eq. 6, obtemos:
P=20+55 = P =75 (eq.10)
Substituindo eq. 9 em eq. 8, obtemos:
55+G =75 = G =20(eq.11)
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Das equacgOes 5, 9, 10 e 11 obtemos que os pesos de Joao, Maria, Pedro e Gabriel sao,
respectivamente, 22 kg,55 kg,75 kg e 20 kg.

Sabendo que o peso deve exceder 60 kg para a balanga funcionar, analisemos as alternativas:

a) Falso.
J+G=224+20=42<60

b) Falso.
P—M=75—-55=20+22=]

¢) Falso.

M+]=55422=77>75=P
d) Verdadeiro.
M =55 <60

Gabarito: “d”

31. (EFOMM/2017)

Dado o sistema linear abaixo, analise as seguintes afirmativas:

3 4 —6] x -3

0 16 b |- H =|a

1 -4 2 z 3
l.Se b # —12, o sistema linear terd uma Unica solugdo.
II.Sea = b = —12, o sistema linear tera infinitas solugdes.
ll.Se b = —12, o sistema serd impossivel.

a) Todas as afirmativas sao corretas.

b) Todas as formativas sdo incorretas.

c) Somente as afirmativas | e lll sdo corretas.

d) Somente as afirmativas | e Il sdo corretas.

e) Somente as afirmativas Il e lll s3o corretas.
Comentarios

Montando o sistema e analisando os determinantes a fim de se aplicar a Regra de Cramer.

3 4 -6
D=det|0 16 b |=192+ 16b
1 -4 2

I- Verdadeiro.
Se b + —12 entdo D # 0, logo, o sistema ¢é possivel e determinado. Portanto, possui
solucao e ela é unica.

- Verdadeiro.
Seb=-12= D =0.
Sendo a = —12, temos:

-3 4 -6
D, =det|-12 16 -12|=0
3 -4 2
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3 -3 -6
D, = det [0 —-12 —12] =0
1 3 2
3 4 -3
D, = det [0 16 —12] =0
1 -4 3
Portanto o sistema é indeterminado e, assim, admite infinitas solugdes.

- Falso.
Se b = —12 s6 podemos concluir que o sistema é ndo determinado.

Gabarito: “d”

32.(EFOMM/2009)

Dado o sistema de equagdes lineares

a,x + b,y + ¢,z = d,. Sabendo-se que os determinantes:

alx + bly + C1Z = d1
S:{
asx + byy + c3z = d;

a, by ¢ |dy by ¢ ja; di ¢ a, by d;
a, b, cy|,|dy by, cy|,|la, d, cy|lela, b, d,|s3otodosiguaisa
as by c3l ldy by c3l lag d; c3 as bs dj

zero, apenas pode-se concluir que S
a) é determinado.
b) ndo é determinado.
c) admite a solugdo (0.0.0).
d) ndo é impossivel.
e) ndo é indeterminado.
Comentarios
A rigor, s6 podemos concluir que o sistema é nao determinado.

Gabarito: “b”

33. (Escola Naval/2015)

Analise o sistema a seguir.

x+y+z=0.
4x —2my +3z=0
2x+6y—4mz =0

Para o maior valor inteiro de m que torna o sistema acima possivel e indeterminado, pode-se
afirmar que a expressao

Itg (?) + sec? (znTm) — 1| vale
a)i
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Comentarios

Representando o sistema na forma matricial, podemos calcular D do sistema:
1 1 1 3
D =det|4 -2m 3 =8m2+20m+12=8-(m+1)-(m+—)
2
2 6 —4m
Para o sistema linear homogéneo ser possivel e indeterminado devemos ter D = 0, logo:

N 3
m=-1 oum=—=
2
O maior inteiro possivel para m que satisfaz a condicdo dadaém = —1;

Ent3o queremos:

T 5 2T /= 3w 1 | =
oo (=) +see* (=5) =1 = |0 (T) + | === | 1=

s ()

2

2

@\ o) ) -

=|-14+4—-1]=2|=2

Gabarito: “Sem gabarito”

ITA

34.(ITA/2018)
Se o sistema

x+y+z=0
202y + 2a* —a)z =0
x+ay+@—-1)z=0

admite infinitas solugdes, entdo os possiveis valores do parametro a sao

-1-vV3 —-1+V3
2 72 7

1—/3 143
b) O’_l’T’ -

a)0,—1,
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—-1+V3 1+V3

2 2
d)0,—-1,-1—-+3,—-1++3.
e)0,—1,1 —+/3,1 ++/3.

Comentarios

c)0,—1,

Para que o sistema admita infinitas solucdes o determinante dos coeficientes deve ser nulo.

A= (1) 2:12 2a41— al =2a%@® - 1) + 2a* — a) — 2a%? — a(2a* — a)
1 a a®-1
A=2a®-2a%?+2a*—a—2a*—2a®+a?
A= 2a*—-3a? —a =a(2a® —3a—-1)
A=a(2a®—-3a—-1)=0
Fatorando:

a(2a®+2-3a-3)=0
a(2(@+1) -3(@+1))=0
Sabendo que (a®* + 1) = (a + 1)(a® — a + 1), temos:
a(2@+ D@ -a+1)—-3(+1)=0
ala+1)2a®?—-2a-1)=0

. o o 143
Assim, as solugdes sdo,a =0,a=—1ea = -

Gabarito: “b”

35.(ITA/2018)

Sejam x4, ..., X5 € ¥y, ..., ¥s numeros reais arbitrariose A = (a;;) uma matriz 5x5 definida por
a;j=x;+y,1<ij< 5. Se r é a caracteristica da matriz A, entdo o maior valor possivel de
ré

a) 1.

b) 2.

c) 3.

d) 4.

e) 5.
Comentarios

Lembrando que a maior caracteristica de uma matriz A é igual a ordem da maior submatriz
de A cujo determinante é diferente de zero. Vamos analisar o determinante da matriz da questao.
De acordo com o enunciado:
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X1+ Y1
X2 Y1
X3+ Yy,
X4t Y1
X5+ Y1

X1+ y;
Xy Y2
X3+ Y
X4+ Y
X5+,

X1t Y3
X2 T Y3
X3+ Y3
X4+ Y3
X5+ Y3

X1t Yy
Xyt Vs
X3+ Y,
X4t Ya
X5+ Ya

X1t Ys
Xy + Vs
X3+ Y5
X4 + Vs
X5 + Vs

Se aplicarmos o teorema de Jacobi na matriz acima, o valor do seu determinante nao se altera.
Dessa forma, vamos multiplicar a primeira linha por (—1) e somar as outras linhas para obter uma

matriz equivalente:

X1+ V1
X2+ )1
X3ty
Xyt )1
X5 + Y1
X1t Y1
X2 — Xq
X3 — Xq
X4 T X1

X1+ Y2
X2 t Y2
X3t Y,
X4t Y2
X5t Y2
X1+ Y2
X2 — Xq
X3 — Xq
X4 — Xq
X5 — X1

f

X1 tYy3
X2t Y3
X3t Y3
Xyt Y3
X5t Y3
X1+ Y3
X2 — X
X3 — X1
X4 — X1
X5 — X1

f

X1t Vs
X2t Y,
X3t Y,
X4t Yy
X5t Vs
X1t Y
X2 — X1
X3 — X1
X4 — X1
X5 — X1

f

X1+ Ys]
X2t Ys
X3t Ys
X4t Ys
X5t Y5
X1t Ys]
X2 — X1
X3 — X1
X4 — X1

x5 - xl_

f

x(—1)

Multiplicando a primeira coluna por (—1) e somando as outras:

X1ty
X2 — X1
X3 — X1
X4 — X1
X5 — X1

Y2—V1
0
0
0

0

V3 — V1

0
0
0
0

YVa— V1
0
0
0

0

Vs — W1
0
0
0

0

A caracteristica da matriz inicial A é igual a caracteristica da matriz C.

Vamos procurar a maior matriz cujo determinante é diferente de zero. Podemos ver que é
possivel tomar matrizes de ordem 1 cujo determinante é diferente de zero, assim, a caracteristica
de A pode ser 1. Vamos verificar de ordem 2:

p=|

detD = —(x, — x1) (v,

X1+
X2 — X1

— V1

—¥1)

Esse determinante ndo é necessariamente igual a zero, logo, a caracteristica da matriz A pode

ser 2.

Agora, vamos verificar de ordem 3. Nesse momento, repare que qualquer combinac¢ao que
tomarmos, teremos determinante igual a zero. Veja um exemplo:

X1+Y1 Y2—Y1 Y3— N1
E= xz_xl 0 0
x3_x1 0 0
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detE =0
Analogamente, para as ordens superiores, temos que o determinante é nulo.
Portanto, a maior caracteristica de A é 2.

Gabarito: “b”

36.(ITA/2017)

Considere o sistema de equagdes

S <

Se (x,y,z) é uma solugdo real de S, entdo |x| + |y| + |z| é igual a
a) 0.

b) 3.

c) 6.

d) 9.

e) 12.

Comentarios

Fazendo p =

KR |r

27 8 .
4 ===,V =— podemos reescrever o sistema:
y2 23

p+q+r=3
{4p+3q+5r=10
2p+2q+3r=7
Da primeira equagdo temos p + g = 3 — r, substituindo na ultima equagdo:
23-1r)+3r=7
r=1
Substituindo r = 1 no sistema, temos o seguinte sistema:

{p+q=2
4p+3q =5

Tome a segunda equagdo menos trés vezes a primeira, (4p +3q) —3(p +q) =5 —6,
assim, p = —1. Por fim, p + q = 2, entdo, g = 3. Assim, substituindo x, y e z, encontramos:

1 27 318
x=—=—-1Ly= [—=3ez= |[—=2
p q r

Portanto, |x| + |y|+|z|=1+3+2 =6.
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Gabarito: “c”

37.(1ITA/2017)
Determine todos os valores reais de a para os quais o seguinte sistema linear é impossivel:

x+ay+z=2
[—x—2y+3z=—1
3x+az=5
Comentarios

Para ser impossivel, o determinante dos coeficientes é nulo:

1 a 1
A=|-1 -2 3[=-2a+9a+6+a?
3 0 a
>A=a’+7a+6=0
Cujas raizes sdo,a = —1lea = —6.

Para esses valores de a, o sistema pode ser possivel e indeterminado ou impossivel. Vamos
analisa-lo.

Podemos simplificar o sistema. Da segunda equacgao, temos x = 1 — 2y + 3z. Substituindo
nas outras:
{1—2y+32+ay+z=2
3(1—-2y+3z)+az=>5
{ (a—2)y+4z=1
—6y+O9+a)z=2

Paraa = —1, temos:
(-1-2)y+4z=1 —3y+4z=1 (-3y+4z=1 4z — 1
{—6y+(9—1)z=2 {—6y+8z=2 {—3y+42=1=>y= 3
Para esse valor de y:
x=1—2(423_1)+3z=>x=z-::5

z+5 4z-1 . ~ . . . . .
Nesse caso, a terna (T’ . ,z) é solugao do sistema. Logo, é possivel e indeterminado.

Paraa = —6:
{(—6—2)y+4z= 1 {—8y+4z= 1
—6y+(9—-6)z=2 —6y+3z=2
Multiplicando a primeira equagao por 3 e a segunda por 4, obtemos:

{—24y +12z =3
—24y + 12z =8

Encontramos duas equac¢des contraditorias. Portanto, para a = —6, temos um sistema
impossivel.

Gabarito: a = —6
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38.(ITA/2016)

Se o sistema de equacgdes

x+y+4z=2
[x+ 2y+7z=3
3x+y+az=»>

E impossivel, entdo os valores de a e b sdo tais que

aJa=6¢eb *+ 4.

b)a#6eb + 4.

c)a#6eb=4.

da=6eb=4.

e) a é arbitrarioe b # 4.

Comentarios

Para que o sistema seja impossivel, o determinante dos coeficientes deve ser nulo:

1 1 4
1 2 71=2a+21+44—-24—-7—a=a—-6=0
3 1 a

Logo, a = 6.

Além disso, devemos substituir no sistema para verificar se o sistema é possivel e
indeterminado ou impossivel.

x+2y+7z=3

{x+y+4z=2
3x+y+6z=>

Da primeira equagdo, temos que y = 2 — x — 4z, substituindo na segunda e na terceira
equagao:

{x+(2—x—4z)+4z=2 { x+z=1
3x+2—x—4z+6z=0»D 2x+2z=b—2

Substituindo x + z = 1 da primeira equagdo na segunda:
2x+2z)=b—-2=2=b—-2=>b=4

Desse modo, para que o sistema seja impossivel, devemos ter b # 4. Pois, para b = 4, temos
um sistema possivel e indeterminado.

Portanto, para que o sistema seja impossivel a = 6 e b # 4.

Gabarito: “a”

39.(ITA/2015)

Sejam a e S numeros reais ndo nulos. Determine os valores de b,c,d, bem como a relagdo
entre ¢ e [ para que ambos os sistemas lineares S e T a seguir sejam compativeis
indeterminados.
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S{2x+by=a {cx+3y=a
cx+y=p 4x+dy =L
Comentarios

Para que os sistemas sejam indeterminados, o determinante dos coeficientes deve ser
nulo. Em S, temos:

A=|2 b|=2—bc=0=>bc=2(1)
c 1
Em T, temos:
_le 3| _ 4 4o _
A—|4 d|—cd 12=0=>cd =12 (I
Dividindo (II) por (I):

cd 12
=7 = d = 6b
Substituindo o valor de d da segunda equacdao de T:
{Zx +by =«
cx+y=p
T{ cx+3y=«a
4x + 6by =

Igualando as primeiras e segundas equacdes de cada sistema:
{2x+by=cx+3y {(2—c)x+(b—3)y=0
cx +y = 4x + 6by (c—4)x+ (1 —-6b)y=0
Contudo, para que os sistemas dados sejam indeterminados, o sistema acima também deverd
ser. Entdo, o determinante dos seus coeficientes deverd ser nulo. Sabendo que bc = 2, temos:
2—c¢c b-=3|_, _ . h _
s Ll ol=e-oa-e)--3c-9

A=2—12b—c+6bc—bc+4b+36—12=§ég—8b+2€—10
10

s|

A=-8b+2c=0

2
b==

8
=>—4b+c=0=>c=4b=§c=z=>c2=8=> c=4+2V2

2 2
b=-=|b= i£
c 2
Lembrando que d = 6b, temos:
d=13V2

Além disso, para que o sistema seja indeterminado, deve existir uma relagao de

proporcionalidade entre os fatores do sistema. Nesse caso, uma linha deve ser multipla da outra. No
sistema S, temos:
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{2x+by=a'=>g___g=>g_z:’a_§
ex+y=f "¢ 1 B B < Cc
Parac = +2/2:
LB
V2
Portanto, as solugbes sdo para § = k € R™:
k2 k V2
(al Jblcld)=<_lkl_lzﬁ)3ﬁ>e(al ,b,C,d)=(__,k,__,_Z'\/E,_g\/E>
B 77 B 7 >
_ (k2 55
Gabarito: (a,B,b,c,d) = (f., 2\/_3\/_) (a,B,b,c,d)—( k=5, -2V2, 3x/§),
VkeR".
40.(ITA/2014)
1 -1 1 x+1 x
SejamA=[y 1 eB =|y—2 y| matrizes reais tais que o produto AB é uma matriz
z+3 =z

antissimétrica. Das afirmacdes abaixo:
I. BA é antissimétrica;
[I. BA ndo é inversivel;

. O sistema (BA)X =0, com Xt =[X;1 X X3], admite infinitas solucdes, é (sdo)
verdadeira(s).

a) Apenas l e ll.
b) Apenas Il e lll.
c) Apenas |.
d) Apenas Il.
e) Apenas Il
Comentarios
1) Uma matriz antissimétrica é a matriz que satisfaz: AT = —A. Entdo, fazendo

produto AB, temos:
an <!
y

Como AB é antissimétrica, devemos ter a dlagonal principal nula, logo:

z=0

x+1 X

[ —-y+z+6 x—y+z]
2x+y+z+3 z

=0
x—y+z+6=02=>x—y=—6 (D
Entdo, aplicando a definicdo de matriz antissimétrica:
(A4B)T = —AB
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0 2x+y+z+3]_[ 0 —x+y—z]
X—y+z 0 S |-2x—-y-2z-3 0

Temos:
X—y+z=-2x—-y—-z—-3=>x—y=—-2x—y—-3=>3x=-3>|x=—1]
Substituindo x = —1 em (I):

X—y=—6=2>2y=x+6=>|y=5

Dessa forma, temos as seguintes matrizes:

1 -1 1
A‘[s 11
0 —1
B=|3 5‘
30
5 -1 -1
BA=|28 2 8]
3 -3 3
—5 28 3
(BA)T=[—1 2 —3]
1 8 3

Logo, (BA)T += —BA. O item é FALSO.

Il. Se det(BA) = 0, ela ndo sera inversivel.

-5 -1 -1
det(BA) =28 2 8|=-30—24+84+6—-120+84=0
3 -3 3

Desse modo, a matriz ndo é inversivel. O Item é VERDADEIRO.

ll. Como det(BA) = 0, o determinante dos coeficientes do sistema sugerido é nulo. Desse
modo, o sistema é possivel e indeterminado ou impossivel. No entanto, como o sistema é
homogéneo, ele obrigatoriamente admite uma solug¢dao, portanto, nao é impossivel. O Item é
VERDADEIRO.

Gabarito: “b”

41.(ITA/2014)
Considere o sistema linear nas incognitas x,y e z

x+y+2z=0
—x + (senf)y +4z=0 ,0 €]0,2n].
2x+ (1 —cos20)y+16z=0

a) Determine 6 tal que o sistema tenha infinitas solugdes.

b) Para 8 encontrado em (a), determine o conjunto-solucdo do sistema.
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Comentarios

a) Para que o sistema homogéneo tenha infinitas solugdes, seu determinante dos coeficientes
deve ser nulo.

1 1 2
-1 sen 0 4
2 1—cos28 16

= 16sen 0 + 8 — 2(1 — cos(28)) — 4sen 0 — 4(1 — cos(20)) + 16

= 12senf + 6cos20 +18 =0
Sabendo que cos 20 = 1 — 2sen?6, temos
12sen 6 + 6(1 — 2sen?6) + 18 =0
—12sen?6 + 12senf + 24 =0

sen’0 —senf —2=0

1+3
sen 0 = —
Entdo, sen 8, = 2 e sen 8, = —1. Contudo, sen 8, = 2 é um absurdo, logo, ndao pode ser
uma raiz.
Portanto:

senf = —1e0 € [0,2r]

9_3n
2

b) Substituindo no sistema:

—x—y+4z=0

{x+y+22=0
2x+2y+16=0

Somando a primeira e a segunda equacao, temos que z = 0, assim:

{x+y=0
2x+2y =0

Logo, x = —y. Portanto, as solugdes do sistema sao:
(x,y,2z) = (k,—k,0)V k
Gabarito: a) 0 = 32—” b) (x,y,2z) = (k,—k,0)V k

42.(ITA/2013)

ax+by =c
px+qy=4d
m e d = nc. Sabe-se que o sistema é indeterminado. O valordep + g é

Considere o sistema de equacdes { coma,b,c,d,peqreais,abcd # 0,a+ b =

ajm
b) =

c) m? —n?
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d) mn
elm+n
Comentarios

Se o sistema é indeterminado, uma equacgao deve ser multipla da outra, entao, temos:

Mas, d = nc, logo:

Assim,p = ane q = bn.
Logo:
p+q=an+bn=n(a+b)
Comoa+b =m:
p+q=mn
Gabarito: “d”

43.(ITA/2013)

Considere o sistema nas variaveis reais x e y:
{x sena + 3y cosa = a
xcosa +ysena =b’

s . . , . ,
com a € [O’E[ e a,b € R. Analise para que valores de a, a e b o sistema é (i) possivel
determinado, (ii) possivel indeterminado ou (iii) impossivel, respectivamente. Nos casos (i) e
(i), encontre o respectivo conjunto-solugao.

Comentarios

_|sena 3cosa

= =sen’a—3cos’a=1—4cos*a
cosa sena

i) O sistema é possivel e determinado se o determinante dos coeficientes nao for nulo:

1—4cos’a #0
1 T
cosa¢i§:a¢i§+2kn,kez

Para o intervalo [0,%[, temos a # m/3.

Portanto, temos que o sistema é possivel e determinado se
yia T
a € [O,E[— {5},Va,b ER
ii) O sistema é possivel e indeterminado se o determinante dos coeficientes for nulo, entdo:

a=§
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Também devemos ter uma linha multipla da outra:

sena a a . (n)
= = — = —_
cosa b g
=3
b
Desse modo, para que o sistema seja possivel e indeterminado, devemos ter:

|l |

T
a=§ea=b\/§

Para o sistema ser impossivel, o determinante deve ser nulo. No entanto, as linhas ndo devem
ser multiplas da outra, entdo:

a
—#3
b

Portanto, para que o sistema seja impossivel:

T
a=§ea¢b\/§

Gabarito:(i)a € [o,g [— {g}, Va,b € R (ii)a = § ;a = b3, Vb € R (iii)a = § ;a#bV3,vbeR

44.(ITA/2012)

Seja n um numero natural. Sabendo que o determinante da matriz
1
n log, 2 — long
A=In+5 log;3" log;243
1
-5 logSE —logs 25

éigual a9, determine n e também a soma dos elementos da primeira coluna da matriz inversa
A—l
Comentarios

Podemos reescrever o determinante calculando os logaritmos:

n 1 1
detA=|n+5 n 5|=-2n2-25-3(n+5)+5n+15n+2(n+5)
-5 -3 =2
detA = —2n>+19n—-30=9
Assim:

2n%2 —19n +39 = 0
19%7
n=Ty

13 , . ~
Desse modo, n; = 3oun, = ~ - Como n é um nimero natural, n, ndo serve.

Assim, n = 3. Sendo AA™! = I, substituindo n em 4, temos que:
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3 1 1 a b c
A=|8 3 5 eA‘1=[d e f]
-5 -3 =2 g h i

Multiplicando essas matrizes e igualando a identidade, podemos obter um sistema de 3
equacdes e 3 incégnitas com as varidveis da primeira coluna de A~ !:

3a+d+g=1
8a+3d+59g=0
—-5a—-3d—-2g=0

Somando a segunda com a terceira equagao do sistema:
(Ba+3d+59g)+(-5a—3d—-2g9) =0

3a+3g=0
>a=-—g
Substituindo a = —g no sistema, obtemos:
{ d—2g=1
3d—3g=0

Da segunda equacdo, temos d = g. Substituindo na primeira equagao:
g—29g=1=>g=-1=d

Entdo,a = —g = 1.

Portanto:
atd+g=1-1-1=-1

Gabarito: n = 3 e a soma dos elementos da primeira colunade A=1é —1

45. (ITA/2011)

x+2y+3z=a
O sistema yv+2z=0»>b
3x—y—5cz=0

a) é impossivel, Va, b, c € R.

b) é possivel quando a = 73—b ouc # 1.

c) é impossivel quandoc = 1,Va,b € R.
d) é impossivel quando a # 73—b,‘v’c € R.

e) é possivel quandoc =1ea # 7b/3.

Comentarios

Para analisar se o sistema é possivel ou ndo, analisemos o determinante dos coeficientes:

1 2 3
0 1 2 |=-5¢+4+12—-94+2=-5¢c+5
3 -1 -5¢
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Se o determinante for nulo, temos:
—5¢c+5=0=>c=1
Assim, o sistema é possivel e determinado se ¢ # 1 e impossivel ou indeterminado se ¢ = 1.

Sec =1, temos:

x+2y+3z=a
{ y+2z=b>b
3x—y—5z=0
Da segunda equagdo, y = b — 2z. Substituindo na terceira e na primeira:
{x+2(b—22)+32 a
3x—(b—-22)—5z=0

{x—z=a—2b

b
X—z==
3
Analisemos os termos independentes. Se a — 2b = b/3, temos um sistema possivel e

indeterminado:

” 7b
a— =—>aq=—
3 3
Se a # 7b/3, temos um sistema impossivel.
. . , . . . , b
Resumindo, sistema possivel e determinado: ¢ # 1; sistema impossivel c =1 e a # 7?;

. . . . 7b
sistema possivel e indeterminadoc =1ea = Py

. . L. . . . , 7b
Assim, a alternativa que se adequa é o item “b”, pois o sistema é possivel quando a = S e

c=1.
Gabarito: “b”

46.(ITA/2011)

Considere as afirmagdes abaixo:

I) Se M é uma matriz quadrada de ordem n > 1, ndo nula e ndo inversivel, entao existe matriz
ndo nula N, de mesma ordem, tal que MN é matriz nula.

I1) Se M é uma matriz quadrada inversivel de ordem n tal que det(M? — M) = 0, ent3o existe
matriz ndo nula X, de ordem nx1, tal que MX = X.

cos @ —senbf .
[I1) A matriz | tg6 2 (9| é inversivel, VO + -+ kn, k € Z.
E 1 — 2sen ; 2

Destas, é(sdo) verdadeira(s)
a) apenas Il.
b) apenas |l elll.

c) apenas | e lll.
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d) apenas |l elll.
e) todas.
Comentarios

I) Seja a matriz MN = 0, uma coluna j dessa matriz pode ser escrita como:

kij 0
K 0

coluna j de MN

A equacgdo acima descreve um sistema homogéneo, onde M é a matriz dos coeficientes. No
entanto, M ndo é inversivel, ou seja, detM = 0. Logo, o sistema é possivel e indeterminado,
admitindo infinitas solugdes, inclusive uma nao-nula. Entao, aplicando a mesma ideia para todas as
colunas da matriz N, existe uma matriz ndo nula N. Item Verdadeiro.

1) se det(M? — M) = 0, entdo:
detflM(M — I)] = detM .det(M —1) =0
Como a matriz é inversivel, det M # 0, implicando em det(M — I) = 0.
Assim, se MX = X:
MX—-X=0
M-DX=0

Que é um sistema homogéneo, no entanto, det(M — I) = 0, ou seja, o sistema acima é um
sistema homogéneo indeterminado que admite infinitas solucdes. Entdo, existe uma matriz ndo-
nula X. Item Verdadeiro.

[11) A matriz dada serd inversivel se seu determinante nao for nulo:

cos @ —sen 0

tg 0 0 =|COSB —sen d = cos? 0 + sen?0 =1
1 — 2sen? (—) send  cosé

sec 2

Entdo, a matriz é inversivel VO € R. Portanto, o item é verdadeiro.

Gabarito: “e”

47.(ITA/2010)
Considere as matrizes A € M,,.,(R) e X,B € M,,,(R):

a 1 b 1 x b,
| b 1 a 0., _|Y]. _bz
A=10 2 0 o XT|z'®B=|n,|
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a) Encontre todos os valores reais de a e b tais que a equacdo matricial AX = B tenha solucdo
Unica.
b)Sea’?—b?=0,a#0eB=[1 1 2 4] encontre X tal que AX = B.

Comentadrios

a) Para que a solucdo seja Unica, devemos ter um sistema possivel e determinado, logo,
detA # 0.

a 1 b 1
b 1 a 0
A=
det 0 20 0
—a 2 b 1
Usando o teorema de Laplace na primeira linha:
1 a 0 b 1 0 b 1 0 b 1 a
detEA=a.(-1)%*|2 0 Oof[+(CD3*|l0 0 o/+b.(-D*f0o 2 o/+(-D°[0 2 0
2 b 1 —-a b 1 —-a 2 1 —-a 2 b
A =a(=2a) + b(2b) — (2b? + 2a?) = —4a?
—4a* # 0
a+0
Portanto, a equagdo matricial tem solugao se a # 0.
b) Multiplicando as matrizes temos o seguinte sistema:
ax+y+bz+w=1
bx+y+az=1
2y =2
—ax+2y+bz+w=4
Da terceira equagdo, y = 1, substituindo nas outras:
ax +bz+w=0
bx+az=0
—ax+bz+w=2
Fazendo a primeira equagao menos a terceira, encontramos 2ax = —2. Como a # 0, x =
— % Substituindo x, temos:
1
a(——)+bz+w=0 {bz+w= 1
a =
1 ——+az=0
b(—a>+az=0 a az

Isolando z na segunda equacgao:

Substituindo essa relagao na primeira:
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Mas, do enunciado:

Desse modo:
2 p2
W=1—;=>w—1—b—2—0
b b 1
IEETITRE )
Portanto:

1 1 r
Gabarito:a)a # 0 b)X=[—; 1 . O]

48.(ITA/2008)

1 -2 3 1
Considere o sistema Ax = b,emque A = ( 2 k 6 ), b = (6) ek € R.
-1 3 k-3 0
Sendo T a soma de todos os valores de k que tomam o sistema impossivel e sendo S a soma

de todos os valores de k que tomam o sistema possivel e indeterminado, entdo ovalorde T —
Sé

a) —4

b) =3

c)0

d)1

e) 4
Comentarios

Para que o sistema seja impossivel ou possivel indeterminado, temos que det A = 0:

1 =2 3
detA=|2 &k 6 |=k(k—3)+12+18+3k—18+4(k—3)=k?*+4k=0
-1 3 k-3
Assim, k = Q0 ou k = —4.
[) Para k = 0:

1 =2 3 X 1 x—2y+3z=1()
Ax=b=><2 k 6 ><y>=(6>=> 2x + 6z =06 (1)
-1 3 k-3 —x+3y—3z=0(II)
Fazendo 3 - (1) + 2 - (I11I):
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x+3z=3
Assim, chegamos ao sistema:
{Zx +6z=6
x+3z=3

Que é um sistema possivel e indeterminado, uma vez que uma equacado é multipla da outra,
admitindo infinitas solugdes. Portanto, S = 0.

Il) Para k = —4:
x—2y+3z=1() x—2y+3z=1()
2x—4y+6z=6(1) =< x—2y+3z=3(])
—x+3y—7z=0(Ill) —x+3y—7z=0(II)

Note que as equac¢des (I) e (II) se contradizem, logo, o sistema é impossivel.
Portanto, T = —4.
Assim, T —S=—-4—-0=—4.

Gabarito: “a”

49.(ITA/2007)
Sendo x, y, z e w numeros reais, encontre o conjunto solugao do sistema

log[(x + 2y)(w —32)7] =0
2x+3z — 8. 2y—3Z+W =0

V2x+y+6z—-2w—-2=0

Comentarios
Da primeira equagao, podemos escrever:
log(x + 2y) —log(w — 32) = 0 = log(x + 2y) = log(w — 3z)
xX+2y=w-—3z
x+2y+3z—w=0
Além disso, da condicdo de existéncia:
w—=3z+0
Reescrevendo a segunda equacao:
2xX+3z _ g . Q¥-3z+W — () = 2¥+3Z — Q¥—3z+w+3
Igualando os expoentes:
x+3z=y—-3z+w+3
x—y+6z—w=3

Reescrevendo a terceira equagao:

V2x+y+6z—-2w=2=2x+y+6z—2w=28

Assim, temos o seguinte sistema:
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x+2y+3z—w=0()
x—y+6z—w=3(l)
2x+y+6z—2w=8(ll)

Fazendo (III) — (II) — (I), obtemos:
3z=5 = >
— — = —_- —
z z 3

Substituindo z, temos:

x+2y—w=5()
x—y—w=13 (1)
2x +y—2w =18 (Ill)

Fazendo (111) + (I):

31
3x=31+3wzx=?+w:>x—w=?

Substituindo x — w, temos, em todas as equacgodes:
8

3

Portanto, como todas as equag¢des foram usadas, encontramos o conjunto solucdo do
sistema. Considerando que w # 3z, devemos ter:

5
W¢3<—§>=>W¢—5

( )—(31+ 8 2 )-v #+ —5
xX,yY,Z,W) = 3 w, 3’ 3,W y VW
Gabarito: (x,y,z,w) = (%+ w,—g,—g,w);‘v’w #* —5

50.(1TA/2006)

A condicdo para que as constantes reais a e b tornem incompativel o sistema linear

x+2y+5z=1

{x+y+32=2
2x+2y+az=>b

é

a)a—>b # 2
b)a+b =10
c)4da—6b =0
93
e)a-b =24

Comentarios
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Para que o sistema seja incompativel, ele deve ser impossivel, entao o determinante da matriz
dos coeficientes deve ser nulo:

1 1 3
1 2 5/=2a+10+6—-12—-10—a=a—6=0
2 2 a

Entdo, a = 6. Substituindo no sistema:

x+2y+5z=1

i x+y+3z=2
2x+2y+6z=0D>
Da primeira equagdo, x = 2 — y — 3z, substituindo nas outras duas:

{y +2z=-1
4=0h
Logo, para que o sistema seja incompativel, b # 4. Portanto, a — b # 2.

Gabarito: “a”

51.(ITA/2006)
Seja o sistema linear nas incégnitas x e y, com a e b reais, dado por

{(a—b)x—(a+b)y=1
(a+b)x+(a—-b)y=1

Considere as seguintes afirmacdes:
I. O sistema é possivel e indeterminadosea = b = 0.
II. O sistema é possivel e determinado se a e b ndo sdo simultaneamente nulos.
. x2 +y? = (a® + b?) "L, se a? + b # 0.
Entdo, pode-se afirmar que é (sao) verdadeira(s) apenas
a) l
b) Il
c) I
d)lell
e)llelll
Comentarios

I) Se a = b = 0, substituindo na primeira equagdo, encontramos 0x — 0y = 1, que é um
0
absurdo, portanto, o item é FALSO.
1) O sistema é possivel e determinado se A= (a — b)? + (a + b)? = a? + b? # 0.

Sabemos que no conjunto dos reais, temos a® + b? > 0. A Unica possibilidade da soma dos
quadrados resultar em zero ocorre quando a = b = 0. Portanto, o sistema é possivel e determinado
se a e b ndo sdo simultaneamente nulos. tem VERDADEIRO.
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[Il) Elevando o sistema dado ao quadrado, temos:

{(a2 — 2ab + b?)x? — 2xy(a®? — b?) + (a® + 2ab + b*)y* =1
(a® + 2ab + b?*)x? + 2xy(a® — b?) + (a®? — 2ab + b?)y? =1

Somando as duas equagdes, temos:
2(a® + b?)x?* + 2(a® + b¥)y? =2
Como a? + b? # 0:

Logo, o item é VERDADEIRO.

Gabarito: “e”

52.(1TA/2005)

Em uma mesa de uma lanchonete, o consumo de 3 sanduiches, 7 xicaras de café e 1 pedaco de
torta totalizou RS 31,50. Em outra mesa, o consumo de 4 sanduiches, 10 xicaras de café e 1
pedaco de torta totalizou RS 42,00. Entdo, o consumo de 1 sanduiche, 1 xicara de café e 1
pedaco de torta totaliza o valor de

a) RS 17,50.
b) RS 16,50.
c) R$12,50.
d) RS 10,50.
e) RS 9,50.
Comentarios

Sejam os pregos: s do sanduiche, x da xicara de café e t do pedaco de torta. Podemos montar
o sistema:

{35+7x+t=31,5
45+ 10x +t =42

Faca, s + x + t = X (consumo de 1 sanduiche, 1 xicara de café e 1 pedacgo de torta):

{25 +6x+X=315()
3s+9x + X =42 (I)

Fazendo:3-(I) —2-(I): X = 10,5.
Gabarito: “d”

53.(ITA/2005)
O sistema linear
bx +y=1
{by +z=1
x+bz=1

ndo admite solucdo se e somente se o niumero real b for igual a
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a) —1.

b) 0.

c) 1.

d) 2.

e) —2.
Comentarios

Para o sistema ndao admitir solu¢des o seu determinante dos coeficientes deve ser nulo:

b 1 0
A=1|0 b 1= +1=0
1 0 b
b=-1

Contudo, nesse caso, o mesmo ainda pode ser indeterminado, substituindo b no sistema,
temos:

—x+y=1()
—-y+z=1(I)
x—z=1UI)

Fazendo (II) + (III), encontramos:
X—-y=2=>-x+y=-2
Contudo, de (I), temos —x + y = 1, que é um absurdo. Logo, o sistema ¢é impossivel.

Gabarito: “a”

54.(1TA/2003)

O numero de todos os valores de a € [0, 2r], distintos, para os quais o sistema nas incégnitas
x,y e z, dado por

—4x +y — 6z = cos3a
X+ 2y — 5z =sen2a
6x +3y —4z = —2cosa

é possivel e ndo-homogéneo, é igual a:
a)2
b) 3
c)4
d) 5
e)6
Comentarios

Calculando o determinante dos coeficientes para verificar se o sistema é possivel, impossivel
ou indeterminado:
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—4 1 —6
1 2 -5/=32-18-30472-60+4=0
6 3 —4

Desse modo, o sistema é impossivel ou possivel indeterminado. Da primeira equacao do
sistema, temos y = cos 3a + 4x + 6z. Substituindo nas outras duas equag¢des, encontramos o
seguinte sistema:

{ 9x + 7z = sen 2a — 2 cos 3a
18x 4+ 14z = —2 cosa — 3 cos 3a

Para que o sistema seja possivel, uma equac¢ao deve ser multipla da outra, assim:

9 sen 2a — 2 cos 3a

1_8= —2cosa— 3cos3a
—2cosa + cos3a = 2sen 2a

Sabendo que sen 2a = 2sen a cos a e cos 3a = 4 cos> a — 3 cos a, substituindo na equacio
acima:

—2cosa+ 4cos®a—3cosa =4senacosa
cosa(4cos’a—4sena—5)=0
cosa (4 — 4sen*a—4sena—5) =0
—cosa (4sen’a +4sena+1) =0

Portanto, as solugdes dessa equagao sao:

T 3
cosa=0=>a=50ua=7
ou

1 VA 11m
sena=—§=>a=?oua=T

E necessario verificar se alguma dessas solu¢des gera um sistema homogéneo:

Coma =m/2:

3n T
cos—=0; senmt=0; cos==10
2 2
Nesse caso, o sistema é homogéneo, logo, essa solucdo nao serve.
Coma = 3m/2:
o 3m
cos— =0; sen3mr =0; cos— =10
2 2
Situacdao semelhante ao caso anterior, logo, essa solu¢ao nao serve.
Coma = 7n/6:
7T V3
cos—=——+0
6 2

Aqui, o sistema é homogéneo. Entdo, essa solucao serve.
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Coma = 11n/6:
11r V3

= —
CcosS 5 >

Novamente, encontramos um sistema homogéneo. Entdo, essa solucao serve.
Portanto, existem 2 solucdes.

Gabarito: “a”

55.(ITA/2002)

1. Mostre que se uma matriz quadrada ndao-nula A satisfaz a equacao

A3 +34%24+24=0(1)

entdo (A +1)3 = A+ 1, em que I é a matriz identidade.

2. Sendo dado que

A= [ 01 —12]

satisfaz a equagdo (1) acima, encontre duas matrizes ndo-nulas B e C taisque B3 + C3 = B +
C = A. Para essas matrizes vocé garante que o sistema de equacgdes:

w-of)=[]

tem solugao (x,y) # (0,0)? Justifique.
Comentarios
1) Temos que (A + I)3 = (43 + 34% + 34 + 1), entdo:
(A+D3=(A3+342+24+A+])
A parte em negrito acima foi fornecida em (1) pelo enunciado e é igual a matriz nula, entao:
A+D3=@A+D
2) Temos que:

B+C=U+D+(-D=U+D3+(-])3

Entao:
B3+C3*=B+C=A+D3+ (-3
Fazendo as comparagdes, pode-se escolhner B = A+ I e C = —I, que satisfazem a sentenca
dada. Escrevendo B e C:
-1 1 1 01_0 1
B_[o —2]+[0 1]_[0 —1]
-1 0
c=ly 4
o1
B-C= [0 .

Dai, det(B — C) = 0.
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X
Dado que o sistema (B — C) [y] = [8] € homogéneo e possui determinante da matriz dos

coeficientes nulo, temos que esse sistema possui infinitas solu¢cdes. Consequentemente, admite
solugdes (x,y) # (0,0).

Gabarito: Prova e justificativa.

56.(ITA/1999)

A soma de todos os valores de a € [0, 2rt[ que tornam o sistema
x+y+z=0
xsena+ycosa+z(2sena+ cosa) =0
x sen’a + y cos® a + z(l + 3 sen’a + 2 sen(Za)) =0
possivel e indeterminado é:
a) 5m
b) 41
c)3m
d) 2n
e)m
Comentarios

Calculando o determinante da matriz dos coeficientes:

1 1 1
A=|sena cosa 2sena + cosa
sen’a cos?a 1+ 3sen?a+ 2sen(2a)

Note que a primeira e a segunda coluna lembram a matriz de Vandermonde (linhas em PG).
Vamos analisar a terceira coluna, reescrevendo o elemento as;:

az; = 1+ 3sen?a + 2sen(2a) = 4sen’a + cos? a + 4sen acosa = (2sen a + cos a)?

Assim, o determinante a se calcular é de uma matriz de Vandermonde. Portanto, das
propriedades dessa matriz, o determinante é dado por:

A = (cosa—sena)(2sena + cosa — cosa)(2sena+ cosa —sena) =0
(cosa —sena)(2sen a)(sena+ cosa) =0
Dividindo em casos e sabendo que a € [0, 27[:
i)cosa—sena =0:
cosa = sena

m _57‘[
a—4oua— 2

i) sena = 0:
a=0oua=m

iii) sena + cosa = 0:
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cosa = —sena

_371' _711'
a= 2 oua= 2

Portanto, as solugdes sao:

Entdo, soma desses valores é 5.

Gabarito: “a”

57.(1TA/1998)
Seja a, b € R. Considere os sistemas linearesem x,y e z:
x+y—z=0
[x -3y+z=1
—2y+z=a
e

x+2y—z=0

{ x—y=0
2x—by+3z=0

Se ambos admitem infinitas solu¢des reais, entao:
a)= =11
b

b)2 =22

a
c)ab = i
d)ab =22
e)ab =10

Comentarios

No primeiro sistema, da primeira equagdo, podemos escrever:

X=z-—y

Substituindo nas outras duas:
{—4)1 +2z=1
—2y+z=a

Contudo, como o sistema admite infinitas solugdes, ele é possivel e indeterminado, ou seja,
uma equagao acima deve ser multipla da outra. Entao:

-4 1
2" a

1
a=§
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No segundo sistema, para que ele admita infinitas solu¢cdes o determinante da matriz dos
coeficientes deve ser nulo, logo:

1 -1 0
1 2 -1|=6+2—-b+3=-b+11=0
2 =-b 3

Logo, b = 11. Entdo:

Gabarito: “b”

58.(ITA/1997)
Sejam a, b,c € R* com a? = b? + c?. Se x, y e z satisfazem o sistema

ccosy+bcosz=a
ccosx+acosz=»>b
bcosx+acosy=c

Entdo cosx + cosy + cos z é igual a

a-b

a —
) C

a+b

b) —
Cc
b+c

c)—

a
a+b

d)T

b2+c?

a

e)
Comentarios
Podemos resolver esse problema de 2 modos, veja:
Método 1) Substituicdo
Da primeira equagao:
(a—bcosz)

cosy = — @)

Substituindo (I) na terceira:
a
b cosx +E(a —bcosz)=c

c—%(a—bcosz)

= 11
cos x 5 (1n

Substituindo (II) na segunda:

c a
—<c——(a—bcosz)>+acosz =b
b c
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ab c* a* ab b?
—C0SsZ+———+—cCosz =—
c c c c c

2ab cosz = b? + a? — c? = 2b?

b
CoSZ = —
a
Substituindo o valor de cos z em (I):
b2 /—C’;
a——o a*—-b?> ¢
cosy = = =—
Y c ac a
Substituindo cos z em (I1):
c?/a
—_——
a( b2)
C — E a— 7
cosx = =0
b
Portanto:
b+c
COSX +Ccosy +cosz = 7

Método 2) Visdo geométrica

O enunciado afirma que a? = b? + c?, essa equacdo lembra o teorema de Pitdgoras. Como
a, b, c sdo numeros reais positivos, podemos imaginar um triangulo retangulo de lados a, b, c. Vamos
analisar o sistema dado.

Dividindo as equacgdes do sistema por a:

(C b (C
—cosy +—cosz=1 —cosy+—cosz=1
ccosy+bcosz=a Ccl Z b ac a b
ccosx+acosz=b =><—cosx+—-cosz=—=>13 —cosx +cosz=—
bcosx+acosy =c a a a a a
Y b +a c b N c
—Ccosx+—cosy = — —cosx +cosy =—
\a a Y a \a Y a

Agora, note o seguinte triangulo retangulo:

B

Nesse triangulo, temos:
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cosx = cos90° =

cosy =

COSzZ =

QIS aln

Substituindo os valores dos cossenos do tridngulo no sistema, obtemos:

rc,c\ bbb (c? + b?
- (E) + E(E) = — = 1(Teorema de Pitagoras)
b b
z a a a a
c c c c
LE(O)-I_(E):a \ a a

Todas as equacgdes sdo verdadeiras, logo, x,y,z do sistema sdo os angulos internos do
triangulo retangulo acima. Portanto:

b+c
a

COSX +Ccosy +cosz =

Solugcao mais elegante, nao? Sempre que puder, use sua criatividade para enxergar outros
métodos de resolugao. Eles vao ajudar vocé a ganhar tempo na prova!

Gabarito: “c”

59.(ITA/1997)

A sequéncia (a4, a,, as, a,) é uma progressdo geométrica de razdo g E R* comqg # lea, #
0. Com relagao ao sistema

{alx +a,y=c
azx +a,y=d

podemos afirmar que
a) é impossivel para c,d € [—1, 1].
b) é possivel e determinado somente se ¢ = d.
c) é indeterminado quaisquer que sejam c¢,d € R.
d) é impossivel quaisquer que sejam ¢,d € R".
e) é indeterminado somente se d = cq?.
Comentarios
Como a sequéncia é uma PG, podemos escrever:
(ali a,,as, a4) = (a! aq, an, aq3)
A matriz dos coeficientes do sistema é:

|a1 a2| | a aq

— 12,3 _ 42,3 _
a; a, aqz aq3 =aq a“q 0

Entdo, o sistema é impossivel ou indeterminado. Reescrevendo o sistema:
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{ ax +aqy =c
ag’x +aq’y =d

Se o sistema for indeterminado, uma equacao deve ser multipla da outra, entao:

a ¢
ag? d
= d = cq?

Entdo, se d = cq?, temos um sistema possivel e indeterminado. Além disso, caso d # cq?, o
sistema é impossivel. Portanto, a alternativa correta é o item “e”.

Gabarito: “e”

60.(ITA/1996)

Sejam a4, a,,a;,a, quatro numeros reais (com a; # 0), formando nessa ordem uma
progressao geométrica. Entdo, o sistemaem x ey

{ ax +azy =1
a,a,x + a,a,y = a,

€ um sistema
a) impossivel.
b) possivel determinado.
c) possivel indeterminado.
d) possivel determinado apenas para a; > 1.
e) possivel determinado apenas para a; < —1.
Comentarios
Podemos escrever (a,, a,, as, a,) = (a,aq, aq?, aq?®). Reescrevendo o sistema:
{ ax + aq’y =1 =>{ax+aqzy= 1
a’qx + a*q* =aq lax+ag’y=1
Entdo, como as duas equacgdes do sistema sdo iguais, o sistema é possivel e indeterminado.

Gabarito: “c”

61.(ITA/1996)

Sejaa €ER,a > 0ea # 1 econsidere a matriz A:

log,(3a) log;,(3a)?

1
A =]log, (E) —log,(a)
log,(1) log,,(1)
Para que a caracteristica de A seja maxima, o valor de a deve ser tal que:

a)a¢10ea¢§

b)a¢v10ea¢§
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c)Ja#5ea+10
da#2ea#+3
e)a#2ea=+#+V10
Comentarios
Reescrevendo a matriz:
log,(3a) log,u(3a)? l [

-1

1
A=loga (<) —loga(a)
0

log,(1)  logy(1)

Como a terceira linha é nula, a maior caracteristica possivel é 2. Vamos analisar o
determinante da matriz formada pela primeira e segunda linha:

loga(3a) 2log,, 3a]

A= log,3a 2log,, 3a|

-1 -1
Visando a caracteristica mdxima, o determinante acima ndo pode ser nulo, entao:

—log, 3a + 2log3a

2log3a —log,3a # 0

21og3 log 3a
0824 loga

1
log 3 <2 - —) #0
084 loga
No entanto, a igualdade ocorre se log3a = 0:
1
log3a=0=>3a=1=>a=§
ou

1
2———=0=>2loga=1=a=+v10
loga

Portanto, para que tenhamos a caracteristica maxima, devemos ter:

1
aigea;t\/lO

Gabarito: “b”

62.(ITA/1995)
Se S é o conjunto dos valores de a para os quais o sistema

x+y+z=0
x + (logz; @)’y +2z=10

27
2x + 2y + <10g37)z =0

é indeterminado, entao:
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a)S c [-3,3]
b) S é vazio
c)S c [2,4]
d)S c[1,3]
e)S c[0,1]
Comentarios

O sistema é indeterminado se o determinante dos coeficientes é nulo:

1 1 1
A= 1|1 (logsa)? 1 =0
2 2 3 —logsa
Seja log; a = x, entdo, temos:
1 1 1
A=1 x2 1 |==x*4+x*+x—-1=0
2 2 3—x

x3—x2—x+1=0
B+1=x(x+1)
x+ D% —x+1)=x(x+1)
x+1Dx*—x+1—-x)=0
x+1D*—-2x+1)=0
>x+DE-1)%=0

Assim, as solucdes dessa equacgao sdo:
. 1
x=—1z10g3a=—1=>a=3 $a=§

x=1=logga=1=>a=3

Portanto, as solugdes sao dadas por:

S = {%3} c [-3,3]

Gabarito: “a”

IME

63.(IME/2019)

Dadas as fungdes definidas nos reais R:

fi(x) = e, f,(x) = sen(x), f5(x) = cos(x), f,(x) = sen(2x) e f5(x) = e~ .

Mostre que existe uma Unica solugdo a4, a,, as, a,, as, tal que:
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afi(x) + ayfo,(x) + asf3(x) + asfi(x) + asfs(x) seja a fungdo constante nula, onde
a,,a,,as3,a4,a5 € R.

Comentarios
Seja g(x) = a,e* + aysen(x) + ascos (x) + a,sen(2x) + ase™, tal que g(x) = 0,Vx €
R. Para mostrar que a fungdo g possui uma Unica solucdo ay, a,,as, a,, as, podemos criar um

sistema linear com essas varidveis e provar que o determinante da matriz dos coeficientes é
diferente de zero. Como temos 5 incdgnitas (a,,a,, as, a,, as), devemos encontrar 5 equagdes.

Vamos obter as equagdes para x € {O,%,g,n, Zn}:

(g(0) =0 ( a,+a;+as=0
s
g(Z)ZO ale%+\/7§a2+\/7§a3+a4+a5e_%=0
1a(X) =01 n s
g (2) =0 a,e2 +a, +ase 2=0
gm =0 a,e™ —a;+ase =0
\ a,e’" +a;+ase ™ =0

\g(2m) =0

Esse é um sistema linear homogéneo, vamos calcular o valor do determinante da matriz dos
coeficientes:

1 0 1 O 1
T V2 W2 n
e4 7 7 1 e 4
A== n
ez 1 0 0 e 2
e™ 0 -1 0 e™
e’™ 0 1 0 e?7

*QObservagdo: Poderiamos ter calculado a equagdo para x = 37 /2 no lugar de x = /4, mas
isso resultaria em uma matriz com a coluna do coeficiente a, nula e, consequentemente, um
determinante nulo.

Aplicando o teorema de Laplace na quarta coluna, obtemos:

1 0 1 1

T V2 W2 R

e4 7 7 1 e 4

A= T T

ez 1 0 Q0 ez

e®™ 0 -1 0 e™™

e’™ 0 1 0 e %™

1 0 1 1 1 1

A=1- (_1)2+4 . e% 1 e_g — 8% 0 8_%
e®™ 0 —-1 e™™ e -1 e™
eZn 0 1 e—ZTL' eZn 1 e—Zn

Laplace na segunda coluna:
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1 1 1
A=1-(—1)?*2.[e"™ —1 ™
e211: 1 e—Zn
SA=—e+e"+e"+em—e T —e "
SA= e —e ™ +2(e"—e™)

(eT+e~™)(eT—e™T)

=>A=(e”—e‘”><e”+e‘”+2)>0
>0 >0

O determinante é diferente de zero e, portanto, o sistema é possivel e determinado. Como o
sistema é linear homogéneo, a Unica solugdo é a trivial, isto &, (a,, a,, as, as, as) = (0,0,0,0,0).

Gabarito: Demonstragao

64.(IME/2018)

Seja a matriz A = [Z _23] ,com k real.

Determine a faixa de valores de k para que exista uma matriz de niumeros reais P tal que as

condicdes abaixo sejam atendidas simultaneamente:

a) ATP + PA = I em que AT é a transposta da matriz A e [ é a matriz identidade;

b) P seja simétrica;

c) py1 > 0, em que p;; é 0 elemento da linhalecolunaldeP;e

d) |P| > 0, em que |P| é o determinante da matriz P.
Comentarios

Pela condicdo b), como P é simétrica, podemos escrever:
P=pPT>p= [a b]
b ¢

Pela condicdo a), temos:

ATP + PA=1
S | A S P P B PR
2ka + 8b kb+4c—3a+ 2b =[1 0
—3a + 2b + kb + 4c —6b + 4c 0 1

Igualando os termos, encontramos o seguinte sistema:

2ka+8b =1
—3a+(k+2)b+4c=0
—6b+4c=1

Da terceira equacdo, temos 4c = 6b + 1. Substituindo essa relacdo na segunda equacao,

obtemos:

{ 2ka+8b =1
—3a+k+8b+1=0
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Da segunda equacao:

(k+8)b+1
a=—-

3

Substituindo na primeira:

2k(k + 8)b + 2k

+
3

2k?b + 16kb + 2k + 24b =3

b(2k?* + 16k + 24) =3 — 2k

8b=1

) 3 — 2k
" 2k? + 16k + 24
3 — 2k
_6b+1_6(2k2+16k+24)+1_ 2k? + 4k + 42
=7 ° 4 ~ 2(2k% + 16 + 24)
k? + 2k + 21

c

= 2(2k? + 16k + 24)

Entdo:

(k+8)(3 —2k)
i r 16kt 24Tl —2k? —13k + 24 + 2k? + 16k + 24
a= =

3 B 3(2k? + 16k + 24)

~ k+16
YT 2k2 + 16k + 24

Pela condicdo c), devemos ter a > 0:

k+ 16

=kt iek+24 0

Fatorando o denominador e fazendo o estudo do sinal:
k+ 16

T2kt 2Dk +6)

0
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1 | 1
| | I
k4 16 - | —16 + I + I +
G | ] -
1 | |
| | I
k+6 - I - | —6 + I T
I ¢ 1 -
1 | |
k42 - : — : — 1_2 +
| | Y =
k+ 16 I | B I
2(k + 2)(k + 6) i + l 1 + _
—16 —6 _2

Portanto, para a > 0, devemos ter:

|-16 <k < —6o0uk > —2]

Por ultimo, da condicdo d), temos:

det[z IZ] =ac—b*>0
Substituindo os valores de a, b e c:
k + 16 k% + 2k + 21 (3 — 2k)*?
2k2 + 16k + 24 2(2k? + 16k + 24) B (2k? + 16k + 24)2
k3 + 2k? + 21k + 16k* + 32k + 336 9 — 12k + 4k?
80k + 2)2(k + 6)2 R EPEE
k3 + 18k? + 53k + 336 — (18 — 24k + 8k?)
8(k + 2)?(k + 6)2 >0
k* + 10k* + 77k + 318
(k + 2)2(k + 6)2
Como o denominador é sempre positivo e diferente de zero para o intervalo que
encontramos, podemos analisar apenas o numerador:
k® + 10k* + 77k + 318 > 0

Fazendo o teste das raizes racionais, podemos ver que k = —6 é uma raiz da equacao
polinomial p(k) = k3 + 10k? + 77k + 318. Usando o algoritmo de Briot-Ruffini, podemos
simplifica-lo:

>0

6 | 1 10 77 318
1 4 53 0

*N3o se preocupe se vocé ndo entendeu esses passos, na aula de polinbmios veremos
detalhadamente cada um desses artificios.

Desse modo, a inequacgdo pode ser escrita como:
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(k+6)(k?+4k+53)>0
Vamos verificar o discriminante da expressdo quadratica:
A=4>-4.53-1=-196<0
Portanto, k? + 4k + 53 > 0 para qualquer valor de k real.
Assim, devemos ter:
k+6>0=>k>-6

Fazendo a interseccdo das condi¢cGes encontradas, concluimos para k € R:

k€ (—=2,+0o)

Gabarito: {k e R | k > -2}

65.(IME/2018)

Seja o seguinte sistema de equacgdes, em que s € um numero real:

X, +x,—5x3=0
_2x1+x2+x3=1
sx; —2x,=0

Escolha uma faixa de valores de s em que as solugdes do sistema sao todas negativas.
a)s < —2
b)-2<s<0
c)0<s<1
d1l<s<2
e)s>2
Comentarios
Da segunda equagdo, temos x, = 1 + 2x; — x3. Substituindo nas outras duas:
{3951+1—(1+s)x3 =0
(s—4)x; +2x3 =2
Da primeira equagao:

(1+s)x;—1
x1: 3

Substituindo na outra:
s—4)A+s)x;—(s—4)
3
(s—4)(+Dx;+6x3=5+2
(s?—=3s+2)x3=s5+2
s+2
T G-DG-2)

Como as solugdes do sistema sao negativas e ndao-nulas, devemos ter

+ 2x3 = 2

= X3
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s+ 2 0
G-DG-2

Fazendo o estudo do sinal:

I I |
| [ |
542 - | —2 + [ + I +
0 i ; -
I I |
I _ I |
5 — 1 - | ’L]. + | +
I I I
—92 — I — I — 1 +
s | | 12 -
[ I T
s+2 | n I B 1 +
(s —1)(s—2) | I |
O o & -
—2 1 2
Portanto:
S3 € (—0,2) U (1,2)
Substituindo x; na equagao de x;:
s+ 2
(1+5)x;— 1 (+9(z=De=p) !
X1 = 3 = X1 = 3
(s +3s+2)—(s*-35+2)
= 3(s — 1)(s — 2)
2s
— x1 -

G-DGs-2 "

Fazendo o estudo do sinal:
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I I 1
I I 1
23 - 1 0 + I + 1 +
$ ] L] -'-
I I 1
| _ | + 1
5 — 1 — | ,.I.,]' 1 _|_
I ¢ T -
I I 1
_ 9 — | — | — I +
N | | 12 -
I I T
2s I n I B 1 n
-1 —92 | | 1
(s—1)(s—2) ! ! ! _
0 1 2
Entdo:

S; € (—0,0) U (1,2)

Substituindo x; e x, em x5:

x2=1+2x1_x3

2S s+ 2
(5—1)(5—2))‘((5—1)(5—2))
_(52—35+2)+4s—s—2
2 = G-1(-2)

SZ

= <
(s—1D(s—-2)

Como s? > 0,Vs € R, devemos ter:

s—1(s-2)<0

0

X

Logo:

s, € (1,2)

Por fim, a solugao é
s;Ns, Ns; =(1,2)
Gabarito: “d”

66.(IME/2017)

Classifique o sistema abaixo como determinado, possivel indeterminado e impossivel de
acordo com os valores reais de m.
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m—2)x+2y—z=m+1
2x+my+2z=m?+2
2mx +2(m+ 1Dy +(m+1)z=m3+3

Comentarios

Para fazer as analises pedidas, devemos calcular o determinante da matriz dos

coeficientes,
m—2 2 -1
A= 2 m 2
2m  2(m+1) (m+1)

=(m-2m(m+1)—4mim+1)—8m+2m? —4(m+1) —4(m + 1)(m — 2)
A=m3-3m?+2m=m@m?*—-3m+2) =m(m-—1)(m-—2)

I) Para que o sistema seja possivel e determinado, A ndo pode ser nulo, entdo,
m € R —{0,1,2}

II) Para que o sistema seja possivel e indeterminado, A = 0, além disso, podemos
simplificar o sistema substituindo z = (m — 2)x + 2y — (m + 1), obtido na primeira equacdo,

{ Cm—-2)x+ (@ +m)y=m?>+2m+4
m?>+m-—-2)x+4m+1y=m3+m?+4

Assim, uma equacao precisa ser multipla da outra, portanto,

2m — 2 4+m m? +2m+4
m2+m—2=4(m+1)=m3+m2+4
Param = 0,
-2 4 4
24 4

Portanto, com A = 0 e uma equacado sendo multipla da outra, o sistema é possivel e
indeterminado param = 0.

Param = 1:
0 5 7
0 8 6
A igualdade acima é um absurdo. Portanto, para m = 1 o sistema é impossivel.
Param = 2:
2 6 12
4 12 16

A igualdade acima é um absurdo. Portanto, param = 2 o sistema é impossivel.
Resumindo:

i) Possivel e Determinado se m € R — {0,1,2}

ii) Possivel e Indeterminado se m = 0

iii) Impossivelsem =1 oum = 2
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Gabarito: i) Possivel e Determinado se m € R — {0, 1, 2} ii) Possivel e Indeterminado se m = 0 iii)
Impossivelsem = 1oum = 2

67.(IME/2010)

tg(x)tgly —z) =a
Seja o sistema < tg(y)tg(z —x) = b,onde a,b,c,x,y,z € R.
tg(z)tglx —y) =c¢

Determine as condicdes que a, b e ¢ devem satisfazer para que o sistema admita pelo menos
uma solucao.

Comentarios

__ tga-tgb . . X
Sabendo que tg(a — b) = Triga tgt podemos aplica-la ao sistema:
tgy — tgz
(tg(0) =
+tgytgz
tgz — tgx
t _— =
19 1+tgztgx
tgx — tgy
t R —————]
\ 9() 1+ tgx tgy ¢
Analisando a condicdo de existéncia, temos:
tgy tgz # —1
tgz tgx = —1
tgx tgy # —1

O sistema pode ser escrito como:
tgx tgy —tgx tgz = (1 + tgy tgz)a
tgy tgz —tgy tgx = (1 + tgz tgx)b
tgz tgx — tgz tgy = (1 + tgx tgy)c

Fazendo tgx tgy = p, tgx tgz = q e tgy tgz =r, com p,q,r # —1, encontramos um
sistema de trés variaveis:

p—q=a+ar
[r—p=b+bq
q—r=c+cp
p—q—ar =a
[—p—bq+r=b
—pt+tq—r=c
Assim, podemos calcular o determinante dos coeficientes do sistema acima:
1 -1 -—a
A=1|1-1 -b 1|=b+c+a+abc—1+1=a+b+c+abc
—-c 1 -1

Se A # 0, podemos usar o teorema de Cramer para calcular o valor de cada variavel p, q, 7:
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a —1 -—a
A,=1b —-b 1 =ab—c—ab—abc—a—b=—-a—b—c—abc
c 1 -1
Entdo:
A, —a—-b-—c—abc
p:—: =—1

A a+b+c+abc
Como p # —1, essa solugdo ndo serve.
Dessa forma, devemos analisar o caso em que o determinante é nulo:
a+b+c+abc=0

Para que o sistema possua solug¢ao, devemos transformar o sistema de trés equagdes em
duas e verificar se uma é multipla da outra. Usando a terceira equagdo, encontramos:

q=c+r+cp
Substituindo nas outras:
{p—(c+r+cp)—q—ar=a
—-p—b(c+r+cp)+r=>b

{ Q-cp-A+a)yr=a+c
—(1+bc)p+ (@A —b)r=b+bc
Assim, para o sistema admitir solugdao, devemos ter:
1-c —1—a a+c
—1-bc 1-b b+bc
Para que o primeiro termo de (/) seja igual ao segundo:

(D

1-c¢ _—1—a
—1—bc 1-b
1—-b—c+bc=1+bc+a+ abc

a+b+c+abc=0

Para que o segundo termo seja igual ao terceiro:
—-1—a a+c
1—b b+bc
—b —bc—ab—abc=a+c—ab—bc
a+b+c+abc=0

Portanto, a igualdade (I) é valida. Assim,se A = a + b + ¢ + abc = 0, temos um sistema
possivel e indeterminado.

Gabarito: a + b + ¢ + abc = 0

68.(IME/2009)

Seja o sistema de equagdes lineares dadas por
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6y, + Yy, +y3 + Y, +ys =10
yi+6y, +ys+y,+ys =20
Vit Yy, +6y;+y,+ys =40
yit+y,+ys+6y,+ys =80
Y1+ Yy, +ys+y,+6ys =160

Ovalorde 7y, + 3ys é
a) 12
b) 24
c) 36
d) 48
e) 60
Comentarios
Somando todas as equagdes, temos:

6y1 +y, +ys +y,+ys =10
y1+6y,+y;+y,+ys =20
yi+y, +6y; +y,+ys =40
y1+y,+ys; +6y,+ys =380
Y1+ Yy, +ys+y,+ 6ys =160
10 - (yy + ¥, +y3 + ¥4 +ys5) = 310
y1i+y,+ys+y,+ys =31
Substituindo na primeira equacao:

(+)

5y, +31 =10
21
V1= =y
Substituindo o resultado na quinta equacao:

31 4 5y = 160

129
y5_ 5

Portanto:

21 129 —147 + 387
)+(12)-

Ty +3ys =7 (-2 - -

7y, + 3ys = 48
Gabarito: “d”

69. (IME/2008)

Os elementos da matriz dos coeficientes de um sistema de quatro equacdes lineares e quatro
incognitas (x,y,z e w) sdo funcdo de quatro constantes a,b,c e d. Determine as relacdes
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entre a, b, c e d para que o referido sistema admita uma solucdo nao trivial, sabendo que CD =
—DC, onde

c=[t dlen-b 2
Comentarios

Sabendo que CD = —D(C,temos:

[ S o R G| A R A AR
ax + bz ay+ bw ax+cy bx+dy] _
Lx+dz Cy+me4_hz+cw zb +wdl
Com isso, podemos escrever o seguinte sistema:

2ax +cy+bz =0
cx+(d+a)z+cw =0
bx+(a+d)y+bw=0

cy +bz+2dw =0

Assim, obtemos um sistema linear homogéneo e sabemos que ele sempre admite uma
solucao trivial. Para que um sistema homogéneo admita uma solucao nao trivial, ou seja, uma
solugdo (x,y,z,w) # (0,0,0,0), ele deve admitir infinitas solu¢Bes. Logo, o determinante dos seus
coeficientes deve ser nulo. Portanto:

2a c b 0
_|c 0 d+a c|_
b= b a+d 0 b| 0
0 c b 2d
Aplicando Laplace na primeira linha:

0 d+a c c d+a c c 0 c
D=2a-la+d 0 b|l—c-|b 0 b|+b-|b a+d b
c b 2d 0 b 2d 0 c 2d

D =2a-(2bc(d +a) — 2d(d + a)?) — c - (—2bd(d + @) + b - (2cd(a + d))
D= (d+a)- (4abc — 4ad(d + a) + 4bcd)
D =4(d + a)(bc(a +d) —ad(d+ a))
D =4(d +a)?(bc—ad) =0

Portanto:
d+a=0-
Ou:
bc —ad =0-
Gabarito: d = —a ou bc = ad

70.(IME/2007)

Considere o sistema de equagdes dado por:
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xX+y+2z=b
[Zx—y+32=b2
S5x —y+az = by

Sendo b4, b, e b; valores reais quaisquer, a condi¢do para que o sistema possua solugdo Unica
é:
a)a=0
b)a # 2
cJa#+8
d)a # b; + b, — b
e)a = 2b; — b, + 3b;
Comentarios

Para que o sistema possua solugao Unica, o sistema deve ser SPD e, portanto, o determinante
dos coeficientes deve ser diferente de zero:

1 1 2
2 =1 3|#0
5 -1 a
—a—4+154+104+3—-2a#0
—3a+24+0
Assim:
a+ 8

Gabarito: “c”

71.(IME/1999)

Determine a para que seja impossivel o sistema:

x+2y—3z=4
3x—y+5z=2
dx+y+ (a2 —14)z=a+2

Comentarios

Para que o sistema seja impossivel, o determinante dos coeficientes deve ser nulo:

1 2 -3
D=3 -1 5 =0
4 1 a?-14

Entdo, temos:

-7-a*+112=0
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Portanto, usando o sistema do enunciado, vamos somar a primeira e a segunda linha para
obter um sistema equivalente:

{ 4x+y+2z=6
dx+y+ (a2 —14)z=a+2
i)Sea = 4:
{4x +y+2z=6
dx+y+2z=6
A segunda equacado torna-se equivalente a primeira e, assim, admite infinitas solugdes.
Portanto, nesse caso, o sistema é possivel e indeterminado.

i) Se a = —4:
{ dx+y+2z=6
dx+y+2z=-2
O sistema acima é impossivel, pois de acordo com ele deveriamos ter 6 = —2, o que é um
absurdo.

Gabarito: a = —4

72.(IME/1998)

Resolva e interprete, geometricamente, o sistema matricial abaixo, em fungdo de a e 5.
1 -2 3]x —4
z B

5 —6 7
Multiplicando as matrizes, obtemos o seguinte sistema:

6 8 «

Comentarios

xX—2y+3z=-4
[5x—6y+7z=—8
6x +8y+az=p

Entdo, temos trés planos. Para resolver e interpretar o sistema, devemos analisar suas
solucdes.

*Veremos na aula de geometria analitica que as equag¢des da forma ax + by +cz =d
determinam um plano no espago. Ndo se preocupe se vocé ndao entendeu essa parte.

Seja D o determinante dos coeficientes:

1 -2 3
D=|5 -6 7
6 8 «a
D = 4a + 88
Assim, podemoster D = 0ou D # 0.
1) Se D = 0, temos:
4a+88=0
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Substituindo no sistema:

x—2y+3z=—-4
{5x—6y+7z= -8
6x +8y —22z=p
Da primeira equacgao, temos:
x=—4+2y—3z
Substituindo nas outras duas equagdes:

{ 4y — 8z =12
20y —40z =p + 24

Simplificando as equagodes:

B+ 24
20

y—2z=3
{y —2z=
Vamos igualar os termos independentes:
B+ 24 _
20
B =36

Desse modo, temos duas possibilidades:

1.1) Se f = 36, o sistema é possivel e indeterminado. Entdo, existem infinitas solugdes e,
portanto, a interseccdo entre os planos é uma reta.

1.2) Se B # 36, o sistema é impossivel. Entdo, ndo existem solugdes. Assim, os planos ndo se
intersectam.

2)Se D # 0, temos:
4a +88 =0
a+ —22
O sistema é SPD e possui solugdo Unica, assim, os planos se intersectam em um Unico ponto.

Além disso, as solucdes do sistema sao:

5x —6y+7z=-8

{ x—2y+3z=-4
6x +8y+az=p
Substituindo x da primeira equagao nas outras duas equagoes:

{ 4y — 8z =12
20y + (a—18)z =B + 24

Multiplicando a primeira equacdo por 5 e subtraindo da segunda, temos:
20y — 40z — 20y — (¢ —18)z =60 — B — 24
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-2+ a)z=—(B —36)

Z_,[>’—36
22+«
Substituindo em 4y — 8z = 12:
4y — 8z =12
y—2z=3
—-36 3-at+2-f—6
y=3+2'§2+a= 22+f

Por fim, substituindo x e y na primeira equagao do sistema:
x—2y+3z=—-4
3-a+2-f—-6 — 36
r () ()

22+« 22+«
2-a+f+8
T Ty 22
Portanto, as solugdes sao:
2-a+f+8
T Ty 22
3-a+2-—-6
YT 2t a
B — 36
T 2 ta
Gabarito: x = 2%6*8.,, _ 3a+2h-6,  _ B36
a+22 22+a 22+a

73.(IME/1988)
Determine o valor de a para que o sistema abaixo tenha mais de uma solugao e resolva-o neste

Caso.:

2x+3y+az=3

[ x+y—z=1
x+ay+3z=2

Comentarios
Para que o sistema tenha mais de uma solucao, o determinante dos coeficientes deve ser

nulo:
1 1 -1
D=2 3 al|=0
1 a 3

Entdo, calculando o determinante, temos:
9+a—-2a+3—-a*’-6=0>a’+a—-6=0

Cujas solucdes sao:
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_—1+xv1+24 —-1%5

a

2 2
a=2oua=-3
Sea =-3:
x+y—z=1
{2x+3y—32=3
x—3y+3z=2

Somando a segunda equagdo com a terceira:
3x=5>x=-=
3

Substituindo o valor de x no sistema:

13y —3z=-—

WP Ww| R

|\ —3y +3z=

Assim, podemos resumir o sistema a:

3y—3z=-2
{3 3z = !
y—oz= 3

O sistema acima diz que —2 = — > 0 que éum absurdo. Logo, o sistema é impossivel.

Sea = 2:

2x+3y+2z=3

{ xt+y—z=1
x+2y+3z=2
Da primeira equagdo, x = 1 — y + z, substituindo nas outras:

gijﬁ:i:y-kélz:l
Que possui infinitas solugdes. Considerando z = k, temos:
y=1-4k
x=1—-(1-4k)+ k =5k
Portanto:
(x,v,2z) = (5k,1 — 4k, k)

Gabarito:a =2e (x,y,z) = (5k,1 — 4k, k)
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12. Consideragoes Finais da Aula

Chegamos ao final da aula de sistemas lineares. Vocé deve ter percebido que questdes sobre
esse tema, normalmente, envolvem discussdao de um sistema linear. Com todo esse arsenal de
conhecimento que vimos nessa aula, vocé estd pronto para analisar qualquer tipo de sistema linear
que encontrar nessas provas.

Lembre-se, o segredo para nao esquecer os teoremas é praticar com bastante exercicios. A
repeticao e pratica fara com que vocé absorva o conhecimento adquirido.

Sempre que vocé tiver duvidas, nos procure pelo férum de duvidas ou pelas midias abaixo:

O /victorso @ /profvictorso o /profvictorso

13. Referéncias Bibliograficas

[1] Steinbruch, Alfredo. Winterle, Paulo. Algebra linear. 2. ed. Pearson Makron Books, 1987. 583p.

[2] lezzi, Gelson. Hazzan, Samuel. Fundamentos de Matemadtica Elementar, 4: sequéncias, matrizes,
determinantes e sistemas. 8. Ed. Atual, 2013. 282p.

[3] Netto, Sergio Lima. A Matematica no Vestibular do IME. 1 ed. Vestseller, 2011. 696p.

[4] Resende, Jessé Geraldo de. O Teorema de Cayley-Hamilton e as Matrizes Inversas. Disponivel em:
https://www.uaberta.unisul.br/sgc/downloadArquivoConteudo.processa?ead=8.29837370219226
6E111520078867309&arquivold=17487&comunidadeld=1. Acesso em: 05/ago. 2019.

9 Aula 17 - Sistemas Lineares
www.estrategiamilitares.com.br



https://www.uaberta.unisul.br/sgc/downloadArquivoConteudo.processa?ead=8.298373702192266E111520078867309&arquivoId=17487&comunidadeId=1
https://www.uaberta.unisul.br/sgc/downloadArquivoConteudo.processa?ead=8.298373702192266E111520078867309&arquivoId=17487&comunidadeId=1

