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: CAPITULO NUmeros binomiais, triangulo de Pascal e
binémio de Newton

Estudada por diversos matematicos, a figura triangular da abertura deste capitulo
€ uma ferramenta muito antiga, com registros de diagramas similares datados entre os
séculos X e Xl, encontrados na Pérsia e na China. Ela recebeu muitos nomes ao longo
do tempo, mas atualmente é conhecida como tridngulo aritmético, triangulo de Tartaglia
ou, mais comumente, tridangulo de Pascal.

Apesar de ndo ter definido esse triangulo, Blaise Pascal foi quem mais contribuicdes
deixou com seus estudos sobre o assunto, facilitando, por exemplo, o trabalho de Newton
no desenvolvimento das poténcias de bindmios.




o L] ~
Definicao
Dados dois nimeros inteiros ndo negativos, ne p,n=p,
chamamos de nimero binomial n sobre p o ndmero:

(n): n!
P} pln—p)!

Portanto, temos que (B) =C, p» COm as defini¢cdes es-

peciais: (8):1, n>0e (8):1.

Exemplo 1:

(9-zi=5 (2 (9)-s

Uma relacdo fundamental para os nimeros binomiais
é a igualdade entre nimeros complementares:

[g]z(nnp)

Essa propriedade € consequéncia direta da definicao.
Exemplo 2:

() CFHE) (96

A partir de agora, vamos estudar as principais proprie-
dades e alguns problemas relativos a esses nimeros.

TriGngulo de Pascal

Vamos construir uma tabela com os ndmeros binomiais
i ) . . P
(J)’ colocando-0s como nas matrizes: j sera o numero da

coluna e i serd o nimero da linha.

A tabela formada sera diferente de uma matriz em trés
aspectos:
. aexisténcia da linha zero e da coluna zero;
i e j podem ser arbitrariamente grandes;
como i 2], a tabela é triangular.
A essa tabela damos o nome de triangulo de Pascal;
é por meio dela que discutiremos algumas propriedades
importantes dos nimeros binomiais.

Desenvolvendo os binomiais, observamos:

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

Pela observagao do triangulo de Pascal em sua forma
numérica, podemos notar algumas propriedades, que serdo
discutidas a seguir.

Sequéncias binomiais

Chamamos de sequéncia binomial a toda sequéncia
finita composta por todos os elementos de uma linha
do tridangulo de Pascal, na ordem em que aparecem no
triangulo.

Assim, podemos dizer que o tridangulo de Pascal € uma
enumeracado de todas as sequéncias binomiais possiveis.
Para essas sequéncias:

a) prova-se que sdo simétricas, ou seja, termos
equidistantes dos extremos sdo iguais (binomiais
complementares);

b) considere: (8) (?) (2) [n”J (2)

Prova-se que, se n é par, o termo central da sequéncia
é maximo, a sequéncia é crescente do 1° termo até o ma-
ximo e decrescente dai até o final.

Se n é impar, os dois termos médios sdo maximos, a se-
quéncia é crescente até eles e decrescente deles em diante.

Exemplo 3:
15 1 10 5 1 (n=5)
16 15 20 15 6 1 (n=6)

Dai podemos, por exemplo, descrever a desigualdade:

(QHJ >(2pn) (o sinal de igualdade sé vale se p=n)

(Sh(2) (212

Relacdo de Stifel

(2B

Significa que a soma de dois nimeros binomiais con
secutivos de uma linha é igual ao nimero que esta abaixo
do numero da direita.

Exemplo 4:

MATEMATICA = Capitulo 13 = NGmeros binomiais, tridngulo de Pascal e binémio de Newton



Observe:

10 10 5 1
15 20 15 6 1

(225
(9):(2)-(g)~r0v0-2

Essa propriedade é faciimente demonstrada, utilizando

a relacdo:
(n)z n!
p) (n—p)p!

A relacdo de Stifel pode ser utilizada como um dispo-
sitivo pratico para a montagem do triangulo de Pascal sem
o célculo dos numeros binomiais. Além disso, ela é funda
mental para a demonstragdo de algumas propriedades que
veremos mais a frente.

D O~ W N -
[0)}
IN

Teorema das linhas

n
()=
j=o \J

Significa que a soma dos elementos de uma linha do
tridngulo de Pascal é igual a uma poténcia de 2, cujo ex-
poente € o indice da linha.

Esse fato pode ser observado no triangulo de Pascal.

Exemplo 5:

) ((R)-ravomr-2

5 (7)

j=o \J

5 ()5

j=1

. 921 Z 520

Teorema das colunas

o (n+i)_(n+p+1
< n ) n+t

Significa que a soma dos ndmeros binomiais de uma
mesma coluna, desde o primeiro elemento até um qualquer,
€ igual ao numero binomial que fica imediatamente abaixo,
na coluna situada a direita da que estamos somando.

Observe no triangulo de Pascal:

1

4 1

10 5 1

20 15 6 1

35 3% 21 7 1

1)
[ H

A demonstracdo dessa propriedade é feita utilizando a
relacdo de Stifel.

~NO O wWwN =

Mo iMo RG3ow—

Somando:
nj_(n+1
n) {n+1
(n+1) (n+1) n+2)
=+ =
n n+1 n+1
n+2 n+2 n+3
+ =
( n ) (n+1) n+1]
(n+3) (n+3) n+4)
+ =
n n+1 n+1
n+p-1 n+p-1 _ n+p
+ =
n n+1 n+1
(n+p) (n+p)_ n+p+1)
+ =
n n+1 n+1
obtemos:

R i AR ey
2 ()

Teorema das diagonais

£ ("))

Significa que a soma dos nimeros binomiais situados
na mesma diagonal, desde a primeira coluna (coluna zero)
até uma qualquer, é igual ao nimero binomial imediatamen-
te abaixo, na mesma coluna.

Observe:

[N NG

ng gD wWwN =
/N

—

|

N

w ol

N———

|

o

=
w
-
z
w
o
T8

~
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A demonstracao utiliza também a relacdo de Stifel:

e
D)
PHH)
E

)

R e g o (e B
(e

Observe ainda que o Teorema das diagonais pode ser
obtido diretamente do Teorema das colunas:

p .
y (n+|):(n+p+1J (Teorema das colunas)

= n n+1
Mas temos:
n+i _ n+i
n) i
(Binobmios complementares)
(n+p+1]_(n+p+1)

n+1 p

Substituindo na expressdo do Teorema das colunas, vem:

o (n+i)_(n+p+1
25 T P (Teorema das diagonais)

Bindomio de Newton
Observe as seguintes igualdades:

x+a)l=1
x+a)=x+a
=x°+ 2ax +a°

3

x +a)> =x° +3ax® + 3a’x +a°

(x+a)

x+ a)2
Note que as sequéncias formadas pelos coeficientes

numeéricos dos polinébmios em x sdo sequéncias binomiais:

Prova-se que esse resultado é valido para o de
senvolvimento da poténcia (x + a)", para todo n natural.
O desenvolvimento dessa poténcia € o que chamamos de
desenvolvimento do bindomio de Newton.

(x+a)" =(8)~x” -ao+(?J-x”_1 -a1+...+(2)xo -a"

De uma forma mais sintética, escreve-se:

(x+a)" = 2 (T) X"

i=0

Exemplo 6:
7 7 7 7_i N
_ —i Al
a) x+2) _Z(i)x 2
i=0
x+2) =x"+7x8 24 21x°. 224+ .+ 27
4 4 4 4_i )
—1 I
b & ¥ Z(i)x (1
i=0
x N=x* a3+6x7 4x+1

O nlimero de termos no desenvolvimento de (x+a)" é o
ndmero de elementos da sequéncia binomial de ndmero n,
ou seja, (n+ 1) termos.

E usual indicar o desenvolvimento em poténcias
decrescentes de x, estabelecendo uma ordem para 0s
termos.

Podemos, entdo, considerar uma férmula para o termo
geral em funcdo de sua posicdo:

Por exemplo, o quinto termo do desenvolvimento de
(x— 28 é:

T, =(8)x8_4(—2)4 =16-70x" = T,=1120x"

resolvidos

1 Resolva a equacédo 12(?)+(X;4):162.

Resolucdo:

(x)_ xI
= =X
) mx

x+4)_ _x+4 _x+4) (x+3)
2 2 (x+2)! 2
2
12X+%:W62:>X280ux:—39

Mas x = -39 ndo é admissivel nas expressdes iniciais.
Logo: S={8]}.

2 Resolva a equacao 200 _| 20
quas 2x ) A\ x+2)

Resolucdo:
Dois nimeros binomiais com numeradores iguais es-
tdo na mesma linha do triangulo de Pascal, portanto,

sdo iguais somente se:
a) tiverem o mesmo denominador;

MATEMATICA = Capitulo 13 = NGmeros binomiais, tridngulo de Pascal e binémio de Newton



b) forem complementares.
—Caso (a): 2x=x+2

x=2
— Caso (b): 2x+x+2 =20
xX=6

Assim, x =2 ou x =6, logo, S={2, 6].

Calcule S= 2 ( )

p=5
Resolucdo:
S 5 N 6 N 7 . 15
“\5)(5) \5) " \5
) 16
Teorema das colunas: S= 6 =8008.

7
Calcule S= z (p+5)

p=1
Resolucdo:

A soma em questdo seria uma diagonal do triangulo

de Pascal se houvesse o termo ((5))

Entéo: s(fj(;)(g)(g]

Teorema das diagonais:
5 [ 124+ (1B [5) . «_
(O)+S_( ; ):>S—(7) (O) s S=1715

Qual é a soma dos coeficientes no desenvolvimento
de (x +2y)"?

Resolucdo:

O valor numérico de qualquer expressao polinomial,

quando se atribui o valor 1 a todas as varidveis, € igual

a soma dos coeficientes.

Logo, nesse caso, a soma dos coeficientes vale:
(1+2)"=3"=177147

Mostre que:

(SJ‘(?)+(2)+...+(—1>” (:)=o.

Resolucdo:

A soma considerada é a soma dos coeficientes do de-
senvolvimento de (x —y)", que é igual a (1 —1)" = zero.
De fato, veja:

1-2+1=0

1-3+3-1=0

1-4+6-4+1=0 e assim por diante

Qual é o termo independente de x no desenvolvimento

15
de (6x2 %) ?
3x

Resolucdo:

Termo geral:

1 (=Y
Ta=(7) e (55)
T\+1:(1;5) g5 (—51)‘ 305

O termo independente de x é aquele em que o ex-
poente de x é nulo. Logo: 30 - 5i=0=i=6.
Termo independente:

(e 6

200 )
_ 10+i
Calcule a soma S—iz%o ( i )

Resolucdo:

A soma S é a soma da diagonal que vai de (18) até

210 , menos a soma da diagonal que vai de 10
200 0

ata [ 109 .
99

Em simbolos:

. zﬁ) (1o+|) _i (1o+|)

i=100
s_(2n)_(mo
~1200) (99

Determine o coeficiente do termo em x? do desenvol-
vimento de (1+ x + ><2)8.

(%)

Resolucdo:

Termo em x% i +j=2

Isso ocorre para: i=2,j=0 e i=1j=1
Lembre-se de quei>].

Vejamos cada caso:

o))
()

Entdo, o coeficiente de x? sera: (?)+(8):( =36.

Il
/N
— 00
N——

x

N

=
1i)
[
Z
L
o
18

©



1 Resolva a equacdo 9 o[ 9
uacao oy 1) ( x+4)

2 Utilizando a propriedade dos nimeros binomiais, cal-

_[(13 13 13 13
cule o valor de x_( : )+(2)+(3)+..,+(12).

3 Calcule o valor das somatorias:

) kf(wirz)

i=0

4 Resolva a equacgdo

2x 2% 2% 2X | _ 5 ox1
(3)(2)e (%) +(2) 220

5 Desenvolva o bindmio (3x + y)°.

6 Determine o coeficiente de x” do desenvolvimento
de (x% +2x)"°.

€xercicios propostos

9 9
1 Mostre que (7)—(2].

2 Calcule o valor de x em cada expressao:

o () ats)
0 (5)-(.5)
o (5)-5)

3 Calcule o valor de n na expressdo:

(B)J'(?)*(;)* +(:)=4096

4 Uece Asoma das solu¢des da equagao (18J=( 18 )

. 6 4x -1
é:
A 8 Cc o6
B 5 D7
- 14 14 .
5 Unilins O valor d = é:
valor de x para que (x+2) (2X)
A 3 D6
B 2ou4 E n.da.
Cc5
14 14 .
6 Ovalord = :
valor de x para que (xz 2) (2x+1) é
A 3 D 4ou-5
B 2 E -2
C -1

10 MATEMATICA = Capitulo 13 = Niimeros binomiais, triangulo de Pascal e bindmio de Newton
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10

1

Usando a relacdo de Stifel, decomponha cada bino-
mial dado em uma soma de dois elementos da linha
anterior. Observe o modelo do item (a).

o (EHE) o B

b) ;‘5) f

(
) f) J (pn 3)
I

Determine x nos casos:

) (3)-=
o (3] o (23]

Em cada caso, dé o ndmero binomial complementar
do numero binomial dado.

@ (3]
15
b) ( 1

e) (fj’) )

Desenvolva os seguintes bindbmios:

a) (2x+a)’ e) (X+l)7
X
1 3 5
b — f X
) (X+ 4) ) (y+2)
o) (x—1° 9 (x+y)
d) (x+2)° h)  (x+2y)*

Efomm 2020 Assinale a alternativa que apresenta o ter

8
mo independente de x na expansao binomial (x2 + %) .

X
A1l D 56
B 8 E 70
C 28

12

13

14

15

16

17

18

19

Determine o termo que se pede no desenvolvimento

de cada binémio:

a) otermoemy’de(2y a).

b) otermo em x* de (x° + 3)*.
(

c) otermoem x2 de (x + y)15.
6
d) otermoem x° de (1+%) .

Calcule o termo que se pede no desenvolvimento de

cada binémio.

a) O quarto termo do desenvolvimento de (><2 + 4)4.

b) O décimo quinto termo do desenvolvimento de
(X +y)*.

c) O terceiro termo do desenvolvimento de (2x + 3)°.

8
d) O quinto termo do desenvolvimento de (x+%) .

Calcule o termo central do desenvolvimento dos se-
guintes bindmios:

a 6
a) (X‘FE)
P
b) (x2 +i)
2y

Calcule a ordem do termo do desenvolvimento de
(x + 3)°, no qual o coeficiente numérico é 2268 e o
coeficiente binomial é 84.

FGV-SP O termo ingependente de x no desenvolvi-
mento de (x—i) é:

3x
A 70 p =0
81
B -70 E n.d.a.
c /0
81

O quinto termo no desenvolvimento de (x + 1)9 é:

A 378%° D 84x°
B 126x° E 36x°
C 120x°

PUC-SP O termo no desenvolvimento de (2x° — y*)%,
10

que contém x -, é:
A2 cC 4 E 6
B 3 D5

Cesgranrio O coeficiente de x no desenvolvimento de

21

( 1) g

X+ = el
2

A2 c L e
220 210 2
g 29 D 21
21

—
—

=
w
[
4
L
@
'S




Vida e obra de Blaise Pascal TRIANGULO DE YANG HUI

Blaise Pascal (1623-1662) foi
um célebre fisico, matematico,
filésofo e tedlogo francés.
Desde cedo, ele revelou
um espirito extraordinério,
ndo sé pelas respostas que
dava a certas questdes, mas,
sobretudo, pelas questoes
que ele préprio levantava
a respeito da natureza das
coisas. Perdeu a mae aos trés
anos de idade e, como era o
Unico filho do sexo masculino,
o pai, Etienne Pascal, apegou-
-se muito a ele e encarregou se
de sua educacdo, nunca o enviando a colégios.

Reprodugdo
Wikipedia

ng Hu

Y4

Observe algumas das grandes contribui¢6es de Pascal a huma-

nidade:

1. A pascalina foi a primeira calculadora mecanica do mundo, cons- [
truida por Pascal entre 1642-1644. A maquina contém uma roda AR e 11‘!%1"‘:‘95 vl o A
dentada construida com 10 “dentes”. Cada dente corresponde a :

um algarismo, de 0 a 9. A primeira roda da direita corresponde as
unidades, a imediatamente a sua esquerda as dezenas e assim 3. Conta-se que certa vez, sofrendo com uma dor de dente, Pascal colo-

sucessivamente. Foi projetada para realizar as quatro operacées cou-se a pensar na cicloide e isso fez com que a dor desaparecesse.
fundamentais. Ele entendeu que isso seria um sinal de Deus e passou a dedicar-se
ao estudo da cicloide com maior profundidade.

PASCALINA Acicloide é um arco, formado a partir de um ponto de sua circunferéncia,
que rola ao longo de uma superficie. Pascal descobriu areas, volumes e
centros de gravidades associados as propriedades da cicloide.

CICLOIDE

Blasie Pascal/David Monniaux

Algumas propriedades descobertas no século XVII:

- 0 comprimento da cicloide é quatro vezes o diametro da circunfe-
réncia que a gera;
- aarea limitada pelo arco é o triplo da drea do circulo que roda.

2. 0 tridngulo de Pascal, conforme ja estudamos, é um triangulo
aritmético formado por nimeros que possuem diversas relagdes
entre si. Muitas dessas relagdes foram descobertas por Pascal, o
que justifica o nome que Ihe é dado, mas, apesar disso, a histéria 4. Na Fisica, Pascal descobriu um principio hidrostético que leva o
nos mostra que o triangulo aritmético ndo é uma invencdo de seu nome. Esse principio pode ser resumido assim: um aumento
Pascal. de pressdo exercido em um determinado ponto de um liquido ideal

se transmite integralmente aos demais pontos desse liquido e as

Os italianos o chamam de triangulo de Tartaglia, os indianos pos- s . )
paredes do recipiente em que ele estd contido.

suem registros de 200 a.C. da utilizacdo do triangulo e os chineses

com o Manual de Matematica de Jia Xian, de 1050 d.C., que traz a Uma das principais aplicacdes desse principio estd nos sistemas

seguinte figura: hidraulicos de maquinas, em que um cilindro hidraulico € utilizado
para multiplicar forcas.
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PRENSA HIDRAULICA: AUMENTO DA FORCA PRINCIPIO DE PASCAL

Neste capitulo, utilizamos técnicas da andlise combinatdria para o calculo do bindémio (x+a)",ne Nex, ae R.

n
Teorema binomial: (x+a)" = Y, N -k gk
Koo\K

I
O ntmero [ M| é o chamado coeficiente binomial, tal que L) R L —
Kk k) Kkl(n=k)!

O desenvolvimento do binbmio é da forma:

(x+a)" =(8)-x”+(?)-x”‘1 -a+(;)x”‘2 -a2+...+(g)~x”‘p -ap+...+(2Ja”

O termo (;)x”‘p -a” é o chamado termo geral e ocupa a posicdo (p + 1) (ndo se esqueca de que comecamos com k = 0).

No desenvolvimento, se fizermos x=a =1, teremos x" P =aP =1, ou seja, a soma dos coeficientes do desenvolvimento:

= (g}(q){;}...{:)

- sy
@ Livro

« GARBI, Gilberto Geraldo. A Rainha das Ciéncias: um passeio historico pelo maravilhoso mundo da matemdtica. 5. ed. Sdo Paulo: Livraria da
Fisica, 2010.

@ Site

- 0Otriangulo de Pascal é de Pascal?

Disponivel em: <www.mat.ufrgs.br/~portosil/histo2b.html>.
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€xercicios complementares

& (10
1 Calcule o valor de Z( )

10
2 FGV-SP No desenvolvimento de (x+5) , para que
p=2 X

- 4 .
2 Um estadio de futebol possui 23 portdes, que po- o coeficiente do termo em x* seja 15, k deve ser

dem ser abertos um a um, dois a dois, ... ou todos

igual a:
1

de uma so6 vez. De quantos modos pode ser aberto A —
o estadio? 2
B 2
2 Mackenzie 2019 Se S ={1, 2, 3, .., 10}, o ndmero de c 1
pares ordenados distintos, (A, B), em que A e B sdo 3
subconjuntos, disjuntos, de S é: D3
A 3° E 4
B 3°-1
c 3° 9 FGV-SP 2017 O coeficiente de x na expansdo de
1+ x* +x°° éigual a
D 201 ( )" €ig
E 50 A 120
B 90
6
4 PUC-Minas O resultado de 2 (8) € igual a: C 8l
p-2\P D 60
A 216 E 54
B 238
C 240 10 EsPCEx 2015 O termo independente de x no desenvol-
10
D 247 vimento de (x3——2) éigual a:
E 256 X
A 110
n
5 Mackenzie 2017 Sabendo que Y, (n)=256, entdo o B 210
valor de n vale p=0\P C 310
A8 D 410
57 E 510
cC6
D5 ) 20 2 12
- 11 O coeficiente de x“* em (x* + 3x)“ vale:
A 65325
6 Uece 2017 O coeficiente de x° no desenvolvimento de B 70214
3 3
e L] (L) c 40055
X 2X D 427229
A 18 E nda.
B 24
C 34 12 Uece 2019 O numero inteiro n, maior do que 3, para o
D 30

. nj(n n ~
qual os numeros (1)(2) e (3) estdo, nessa ordem,

7 Uece 2020 O termo independente de x no desenvolvi em progressdo aritmética é:

13
mento binomial de (x%&+%) é: Observacao: (”): n!
p

X plin—p)!
A 725 An=6
B 745 B n=
C 715 Cn=5
D 735 Dn=
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Uece 2016 No desenvolvimento de x(2x + 1)'° o coefi-
ciente de x> é:

A 480

B 320

C 260

D 180

A soma dos coeficientes do desenvolvimento de

n
(3x2 —i) €1024. O termo independente de x des

Jx
se desenvolvimento é:
A -1
405
504
—240
360

mo O o

Sejam o e B nlmeros reais. Suponha que ao desen-
volvermos (ox + |3>y)5 os coeficientes dos mondémios
><4y e ><3y2 sejam iguais a 240 e 720, respectivamen-
te. Nessas condicdes, assinale a opcdo que contém
o valor de &.

A

Nlw N|—

)
WIN Y W=

10
ITA Podemos afirmar que z 2K (f) éigual a:

A 21 e
B 2 1

c 391

D 3941

E 310

ITA Qual o coeficiente de x” no desenvolvimento de
(1+ x>+ x/)?%2

A0

B 1210

C 3000

D 3420

E 4000

Unicamp A desigualdade (1+ x)" =1+ nx é vélida para
x 2 —1e ninteiro positivo. Faca a demonstracdo dessa
desigualdade, apenas para 0 caso mais simples em
qgue x>0 e n é um inteiro positivo.

Determine os valores de xe R, x¢g+kn, keZ e de

n e N para os quais a igualdade abaixo se verifica.

i(ir])(secx—tgx)”"- ! - 255

=1 (secx+tgx)’  (secx+tgx)"

Resolva os sistemas.

a)

)

Resolva as equacgdes.

) (g)
o [(3))-o(y)

) p n—"1!
Determine n de modo que 0s numeros: ( );

nl; 23(n+1)! estejam em PG nessa ordem.
Calcule a soma dos coeficientes dos desenvolvimen-

tos dos seguintes binémios:
a) (2x+3a)°

6
b) (3x2 +1)
X

c) (@a+b)", ne N*
d) (@ bineN*

( 5

" ()
9) 281(

w X(T)a o mew)
(
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ESPM 2018 No desenvolvimento do bindmio (x+p - y)",
com p e n naturais, o termo 112><6y2 é o terceiro quan-
do feito com poténcias crescentes de y e o sétimo
quando feito com poténcias crescentes de x. O valor
de p+néigual a:

A 10

B 12

co9

DN

E 13

ITA 2018 Sejam a e b nimeros inteiros positivos. Se a
e b sdo, nessa ordem, termos consecutivos de uma

~ - ~ 1 )
progressdo geométrica de razao 5o termo inde-

12
pendente de (ax—%) éiguala 7920, entdoa+b é:
X
A2
B 3
Cc 4
D5
E 6
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CAPITULO

14
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Teoria das probabilidades

Quem poderia prever que a tentativa de solucionar um problema sobre jogo de da-
dos daria origem a uma teoria também aplicada em genética, em energia nuclear ou em

lancamentos de foguetes?
Diante de um problema envolvendo jogo de dados, os matematicos franceses Blaise

Pascal (1623-1662) e Pierre de Fermat (1601-1665) iniciaram o estudo que hoje chama-
mos de teoria das probabilidades.




€xperimentos

€xperimentos deterministicos

Considere o experimento: “Queda livre de um corpo”.
Sob certas condicdes, pode-se prever a velocidade com
que o corpo tocara o solo. Experimentos como esse, cujo
resultado pode-se prever, sao denominados experimentos
deterministicos.

€xperimentos aleatdrios

Considere os seguintes experimentos:

— lancamento de um dado;

— retirada de uma carta de um baralho;

— sorteio de uma bolinha no bingo.

Experimentos como esses, que, embora repetidos
varias vezes, sob condi¢cdes semelhantes, apresentam re-
sultados imprevisiveis, sdo denominados experimentos
aleatérios. Neste capitulo, serdo estudados somente esse
tipo de eventos.

€spaco amostral

O conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento é denominado espa¢o amostral ou conjunto
universo, e serd indicado por S.

Veja os exemplos a seguir.

Exemplo 1:

Seja o experimento: “lancar uma moeda honesta”.
Os resultados possiveis sdo: S ={C, K}, em que C =cara
e K = coroa.

Exemplo 2:

No langamento de um dado, os resultados possiveis
sao:S={1,2,3,4,5, 6}.

Exemplo 3:

No langamento de duas moedas, os resultados possi-
veis sdo: S ={(C, C), (C, K), (K, C), (K, K)}.

€vento

Qualguer subconjunto do espaco amostral S é deno-
minado evento e serd indicado por E.

resolvido

1 Lancam-se uma moeda e um dado. Enumere os se-
guintes eventos.
E;: sair cara e face par;
E,: sair coroa.

Resolucdo:

Construiremos o seguinte quadro.

Dado

| w0
BN NN
€3 €5 (€6

C) (C,2) (C, 4
Moeda
- (K, 1) K, 2) K, 3) (K, 4) (K, B) (K, 6)
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Os eventos pedidos sdo:

E={(C 2).(C 4).(C6)

E, ={(K. 1), (K 2), (K, 3), (K, 4), (K, 5), (K, 6)}.

Observe que os eventos E,; e E, sdo subconjuntos do
espaco amostral.

Evento certo: é o evento que ocorre com certeza.

Exemplo 4:
Sair face maior ou igual a sete no langcamento de um
dado.
— Evento impossivel: é o subconjunto vazio (&) do
espaco amostral. E 0 evento que nunca ocorre.

Exemplo 5:

Obter soma maior que 12 no lancamento de dois
dados.

Operacoes com eventos

Unido de eventos

Considere o experimento “lancar um dado e observar
o numero da face voltada para cima”.

O espaco amostral desse experimento é S={1, 2, 3, 4,
5, 6}.

Sejam os eventos:

E;: ocorrer face par = E,={2, 4, 6};

E,: ocorrer nimero menor que 3 = E, ={1, 2}.

O evento que se obtém quando ocorre face par ou
um ndmero menor que 3 é denominado evento uniao,
isto é:

EEUE,={1,246).

E

1

L1\
.

.
=01

Fig. 1 Unido de dois eventos.

Interse¢do de eventos

Considere o mesmo experimento anterior e 0s seguin-
tes eventos.

E;: ocorrer face par = E,={2, 4, 6};

E,: ocorrer nimero mlltiplo de 3 = E, = {3, 6).

O evento que se obtém quando ocorre face par e um
ndmero multiplo de 3 é denominado evento intersecdo do
evento E, com o evento E,; isto é: E; N E, ={6}.

., - - 2

E. _E
¥ 2

=01

CES
o

Fig. 2 Intersecdo de dois eventos.



€ventos mutuamente exclusivos
Sdo eventos que ndo ocorrem simultaneamente, isto é:
EiNE, =¢
Considere o experimento anterior e os seguintes
eventos:
— E;: obter face impar;
— E,: obter face par.

E

1 E2

Fig. 3 Eventos mutuamente exclusivos.

Os eventos E, e E, s§o denominados mutuamente
exclusivos.

€ventos complementares

Seja 0 experimento “sortear uma bolinha numerada de
1a 5", 0 espaco amostral € S={1, 2, 3, 4, 5.

Seja o evento E: sair bolinha par = E ={2, 4}, o evento
“ndo sair bolinha par” é denominado evento complementar
do evento dado E e ¢é indicado por E. Ent&o, E={1,3,5).
Observe que os eventos E e seu complementar E nunca
ocorrem simultaneamente.

E E

S
Fig. 4 Eventos complementares.

Observando o diagrama acima, conclui-se:
. ENE= 0, (mutuamente exclusivos);
. EUE=S;
. E=S-E

resolvido

2 No langamento de um dado e uma moeda, tem-se o
seguinte espaco amostral.
S={C1).(C 2),(C3)(C4),(C5)(Ce6) K1), (K 2),
(K, 3), (K, 4), (K, 5), (K, 6)}
Enumerar os seguintes eventos.
a) A:ocorrer coroa.
b) B: ocorrer o nimero 5.
c) C:ocorrer nimero impar.
d) AN B:ocorrer coroa e nimero 5.
e) A wu B: ocorrer coroa ou nimero 5.
f) A n C: ocorrer coroa e nimero impar.
g) A:ndo ocorrer coroa.
h) B:n&o ocorrer o nimero 5.
i)  ANB:nao ocorrer coroa e nimero 5.
J)  ANB: ndo ocorrer coroa nem o ndmero 5.

Resolucdo:

a) A={K 1, (K 2),(K 3), (K 4), (K 5) (K 6)

b) B={C, 5), K 5)}

o C={CN(K1)(C3)(K3)(CD5)KD>5)

d) AnB={K, 5)}

e) AUuB={K1), (K, 2),K 3),(K, 4),K,D5),K,6), (C,5)

) AnC={K1), (K, 3), K, 5)}

g) A={C") (C2.(C3)(C4).(CH5)I(Ce6}

h) B={C1) (C 2),(C3)(C4),(C6) K1) (K?2),K3)
(K, 4), (K, 6)}

)  AnB={C 5)

) AnB={C1)(C 2),(C 3),(C 4),(C 6)

€spaco amostral equiprovavel

Espaco amostral equiprovdvel de um experimento
aleatdrio é aquele cujos elementos tém a mesma chance
de ocorrer.

O langamento de um dado comum, por exemplo, € um
experimento que apresenta espaco amostral equiprovavel,
pois sdo iguais as chances de ocorréncia de cada uma
das faces.

Probabilidade de um evento

Seja S um espaco amostral equiprovavel de um expe-
rimento aleatdrio, e E um evento desse espa¢o amostral.

! Atencéol ]
A probabilidade de um evento é definida pelo ndmero real P(E), tal que:

P(E)= %

em que:
n(E): nimero de elementos do evento E,
n(S): nimero de elementos do espaco amostral S.

Propriedades

Primeira propriedade
A probabilidade do evento certo é igual a 1; isto é: P(E)=1.

Exemplo 6:
Sair um nimero menor ou igual a 6 no langamento de um
dado é um evento certo. A probabilidade desse evento é 1.

Sequnda propriedade

A probabilidade de ocorrer um evento E do espaco
amostral S € sempre maior ou igual a zero e menor ou igual
aum;isto €: 0 <P(E) <1

resolvidos

3 Nolancamento de um dado, determinar a probabilidade
de se obter:
a) o numero 3.
b) um numero par.
c) um numero maior que 2.

-
©

=
w
[
4
L
@
'S




Resolucdo:

Tem-se: S={1,2,3,4,5,6}en(S) =6, entdo:

B _ _nB
a) E=@B}=nE=1ePE)= )
Portanto: P(E):i.
6
b) E=(246}=nE)=3e P(E>=%2‘P<EJ=
Portanto: P(Ew):% (50%).
) - _nE,)
0 E,={3,4,56}=nE,)=4e P(Ez)—wﬂP

Portanto: P(E,) =

w N

4 Considere o experimento aleatdrio: “lancar dois dados
e observar as faces voltadas para cima”. Determine a

probabilidade de se obter:
a) asoma dos pontos igual a 10.

b) o nimero em uma das faces igual ao dobro do

ndmero na outra face.
c) asoma dos pontos igual a 13.
d) soma dos pontos menor ou igual a 12.
e) facesiguais.

Resolucdo:

O espaco amostral € dado pela tabela da dupla entra-

da, mostrada a seguir.

Branco

(1,3) (1,4) (1,5)
(2,1 (2,2) (2,3) (2, 4) (2,5)
(3,1 (3,2 (3,3 (3, 4) (3, 5)
(4,1) 4, 2) (4,3) (4, 4) (4, 5)
(5,1 (5,2  (53) (5.4 (55)
6,1 (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6,5)
Tem-se n(S) = 36.

a) E:soma dos pontos igual a 10.
Tem-se E={(4, 6), (5

pE)="E o pE =2
ns) 36

Portanto: P(E) = i.
12

b) E; obter em uma das faces nimero igual ao dobro do

numero na outra face.
Temse E;={(1, 2), (2, 1), (2, 4), (3, 6), (4
n(E,) = 6, entdo:

n(E,) 6

PE)=1g = PEI=35

Portanto: P(E,)= é .
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2)

, 5), (6, 4)} e n(E) =3, entdo:

I
1234 s e
(1,1 (1,2)

(1.6)
(2, 6)
(3. 6)
(4.6)
(5.6)

(6,6)

. 2),(6,3)) e

_4
6

E,: obter a soma dos pontos igual a 13.
Tem-se E, =¢, entdo, P(E,) = O (probabilidade do even-
to impossivel).
E;: obter soma dos pontos menor ou igual a 12.
Tem-se E; =S e n(E5) = n(S), entdo:

P(E3)=@:>P(E1):£

n(s) 36

Portanto: P(E;) =1 (probabilidade do evento certo).
E,: obter faces iguais.
Tem-se E, ={(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4
n(E,) = 6, entdo:

. 4),(5,5), (6, 6)) e

E
PE,) = % =PE,) = 366

Portanto: P(E,)= %

De um baralho de 52 cartas, tira-se ao acaso uma car-
ta. Determine a probabilidade de que a carta seja:

a) um valete.

b) um rei de copas.

c) uma carta de espadas.

Resolucdo:

O espaco amostral é formado por 52 cartas, isto &,
n(S) =52.

E: sair um valete.

Tem-se n(E) = 4 (sdo quatro valetes no baralho), entao:
UGN

n(S) 52

A

13

E;: sair um rei de copas = n(E;) =1 (existe apenas um
rei de copas).

Portanto: P(E) =

_n(E) 1
PE)=——=PE)=—
n(s)
A
52°
E,: sair carta de espadas = n(E,) = 13.

Portanto: P(E,) =

nE,)
o= P(E,)

B

PE)= 52

Portanto: P(E,) = % (25%).

Em uma caixa, existem cinco bolas brancas e oito bo-
las azuis. Duas bolas sdo retiradas simultaneamente
da caixa, aleatoriamente. Qual a probabilidade de se-
rem brancas?

Resolucdo:

Em alguns casos, ndo é aconselhdvel enumerar o
espaco amostral. Deve-se, entdo, aplicar, como pro-
cesso de contagem, a andlise combinatoria.

O espaco amostral € formado por todas as maneiras

de se retirar duas bolas, isto é: n(S) = (123) = 132—:2 =78.



Existem 78 maneiras de se retirar duas bolas.
E: retirar duas bolas brancas.

n(E):(ng%:m

Existem dez maneiras de se retirar duas bolas brancas.

Entdo:
PE)="E S pE =L o pE=>
n(S) 78 39
) 5
Portanto: P(E)=—.
39

7 De um baralho de 52 cartas, sdo retiradas quatro
cartas aleatoriamente, sem reposi¢do. Qual a proba-
bilidade de se obter(em):

a) uma quadra?
b) quatro cartas do mesmo naipe?

Resolucdo:

Tem-se:

n(S) = (542) =270725

a) E:sair quadra (4 simbolos iguais, um de cada naipe).
n(E) = 13 (existem treze quadras no baralho), entdo:
nE) 13

= P(E)

P(E) = =
n(S) 270725

Portanto: P(E) = 0,0048%.

b) E; sair quatro cartas do mesmo naipe.
Tem-se:
Ci3.4 maneiras de se tirar 4 cartas de espadas,
Ci3 4 maneiras de se tirar 4 cartas de copas,
Ci3.4 maneiras de se tirar 4 cartas de paus,
Ci3 4 maneiras de se tirar 4 cartas de ouros.
Existem, entdo:
CraatCatCpsatCiy=4Cs,
maneiras de se tirar 4 cartas de cada naipe.

C
Portanto: P(E,) =4 B4,

52,4

Probabilidade da unido de dois eventos

Sejam E, e E; eventos quaisquer de um espa¢o amos-
tral S. Entdo, pode-se escrever:

P(E, L Ey) =P(E;) + P(E;) — P(E; N Ey)

Demonstracdo:
Pela teoria dos conjuntos, sabe-se que:

E E

1 2

E,NnE,

Fig. 5 Probabilidade da unido de dois eventos.

E,UE,=E+E,—(ENnE,)eque

n(E, L Ey) =n(Ey) + n(Ey) — n(E; N Ey)
Dividindo por n(S) a expressdo anterior, obtém-se:

n(E, UE,) _ @Jr@_ nE,NE,)

n(s) ns)  nd) n(s)

Portanto:

P(E; U E;) =P(E) + P(Ey) — P(E, N Ey)
Observacao:

Se os eventos forem mutuamente exclusivos, isto é,
E,NE, =0, entdo P(E, U E,) =P(E) + P(E,).

- resolvidos

8 Dois dados sdo langados simultaneamente. Determi-
ne a probabilidade de a soma das faces ser 8 ou um
ndmero primo.

Resolucdo:

Sejam os eventos:
E,: a soma das faces é §;
E,: a soma das faces € um nimero primo.

Entdo, tem-se: n(S) =36 e E;={(2, 6), (6, 2), (3, 5). (5, 3).
(4, 4} = n(E) = 5.
Eo={(11.0,2).0.4).0.6),(2,1,(2,3),(2,5), 3, 2), (3, 4),

(4,1), (4, 3), (5, 2), (5, 6), (6,1, (6, 5)} = n(E,) =15.
Calculando as probabilidades, temos:
_nE) _5
PE,)= ) =PE,)= 36 e
n(E,) _15
P(E,)= o) =PE,)= 36

Entdo:
P(E, U E,) = P(E) + P(E,)

5 15 20
PE,UE)= —=+—==P(E,UE,)==—
EVB)= 5gt35 = PEVEI=5S

Portanto:

PE,VE,)= g (observar que E; N E; =¢)

9 Uma carta é retirada de um baralho de 52 cartas. De-
termine a probabilidade de ela ser:
a) uma dama ou uma carta de copas.
b) vermelha ou ser figura.

Resolucdo:
a) Sejam os eventos:
E,: sair dama = n(E) = 4,
E,: sair carta de copas = n(E,) =13;

E, N E,: sair dama de copas = n(E;nEy ) =1

=
1i)
[
Z
L
o
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Tem-se as seguintes probabilidades:

_NE) _4.
P(E,) = ) =P(E,)= =%
B n(Ez) _13
P(Ez)_—n( ) =PE,)= =)
nE,NE,) 1
P(Emez):W PE,NE,)= =

Aplicando-se o conceito de probabilidade da unido
de eventos, temos:

P(E, U E;) =P(E) + P(E,) — P(E; N Ey)
PE UE)=—++2 L pEUE)=2
52 52 52 52

Portanto: P(E,VE,)=—

b) Sejam os eventos:
E5: sair carta vermelha = n(E3) = 26;
E,: sair figura = n(E,) =12;
E5; M Ey4: sair carta vermelha e figura = n(E; N E,) = 6.

Tem-se:
E
P(E3)=%:P(E3)=§;
E
P(E4)—nr§(s4)) PE,) %
PE,NE,) n(Eig)E“) PE,NE,)
Entdo:
26 6 32
P(E,UE, )= = 5—§:> P(E,UE, )= -

Portanto: P(E3 uE4) = ﬁ.

Probabilidade do evento complementar

Sejam os eventos E_e seu complementar E do espaco
amostral S. Como E e E sdo mutuamente exclusivos, isto
é,ENE=¢, tem-se:

P(E U E) = P(E) + P(E)

ComoEUE=S, entdo PEUE) =1.

Portanto: P(E) + P(E) = 1.

Observe os exercicios resolvidos a seguir.

10 Uma caixa contém dez bolas, das quais trés sdo ver-
melhas, cinco sdo azuis e duas sdo pretas. Retira-se
uma bola ao acaso. Qual € a probabilidade de:

a) servermelha?
b) ndo servermelha?
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Resolucdo:

Tem-se n(S) =10.
a) Seja o evento E: sair bola vermelha = n(E) = 3.

Entdo: P(E)=—-
10
b) Seja E: n&o sair bola vermelha (evento complementar

do evento E).
Como PE)+P(E)=1.

Entdo: P(E)=1—P(E):>P(E)_1—%
Portanto: P(E)= L
10

11 Em uma luta de boxe, costuma-se dizer que as chan-
ces de um boxeador ganhar uma luta sdo de “dois
para um”. Entdo, qual é a probabilidade de esse bo-
xeador ganhar? E de perder?

Resolucdo:

Escrevendo-se o enunciado na forma de proporcao,

tem-se:
Plganhar) _ 2, indicando P(ganhar)=p
P(perder) 1
Entdo: P(perder) =1-p.
. p _2 _2 9
Substituindo-se, tem-se: W = T =p= 5 (66,67%)

el—-p=1-0,6667=1-p=100% — 66,67% = 33,33%.
Portanto: P(ganhar) = 66,67% e P(perder) = 33,33%.

12 Em um grupo de sete estudantes, hd quatro de En-
genharia e trés de Matematica. Escolhidos dois
estudantes ao acaso, qual é a probabilidade de pelo
menos um deles ser de Matematica?

Resolucdo:

Existem C;, maneiras de escolher dois estudantes,

A .
isto 6, C,, =—2 =282 entao, n(s) = 21.
2! 2
) 4.3 ) )
Existem C4'2 = 7: 6 maneiras de escolher dois es-

tudantes de Engenharia.
Seja E: escolher dois estudantes de Engenharia,
entdo:

16 L pE =5 =pE=2

P(E) =
n(S) 21 7

Seja E: sair pelo menos um estudante de Matematica.

Tem-se, entdo: P(E)=1-PE)=P(E)=1- %

Portanto, P(E):% € a probabilidade de pelo menos

um dos estudantes ser de Matematica.



Probabilidade condicional

Acompanhe o seguinte exemplo.

Considere um grupo de vinte estudantes, dos quais
treze sdo homens e sete sao mulheres. Cinco homens e
trés mulheres usam éculos, como mostra o quadro abaixo.

Usam Né&o usam Total
8 13
4 7
12 20

Escolhido um estudante ao acaso, considere os se-
guintes eventos.

E;: 0 estudante escolhido n&o usa 6culos — P(E,) = % _3
E,: 0 estudante € mulher — P(E,) = 270

Qual é a probabilidade de o estudante ndo usar éculos,
sabendo que é mulher?

Observe que, a partir da nova informacdo “sabendo que
é mulher”, pode-se reduzir o espagco amostral.

O novo espac¢o amostral serd constituido por sete mu
Iheres, das quais quatro ndo usam oculos.

4
Portanto, a probabilidade procurada é 7

Sabendo-se que o evento E, jé ocorreu e que a pro-
babilidade de E, é a desejada, pode-se calcula-la pela
expressdo:

o5 /£, ) - EmE)

P(E,)

A probabilidade P(E/E,), que se |& “probabilidade
do evento E,;, dado E,”, € denominada probabilidade
condicional.

ENE
E

2

Aplicando no exemplo dado, tem-se:

4 7

PE NE)=—; PE,)==—

(E,NE,) =0 (E,) .
PE, NE
Entdo: P(E JE ):M
v P(E,)

4
wlefe)- 22

0

N

Portanto: P(E /E )

\Il-b

De um modo geral, se S € um espaco amostral e E; e
E, seus eventos, denomina-se probabilidade condicional
de E,, dado E,, representada por P(E/E,), a probabilidade
de ocorrer E; uma vez que ja ocorreu E,, isto é:

PE, NE
P(E1/E2)=(P1(T:)2) com P(E,) %0

resolvido

13 Lancam-se dois dados. Qual é a probabilidade de o nu-
mero do primeiro dado ser quatro, sabendo-se que 0s
ndmeros sao pares?

Resolucdo:

Sejam os eventos:

E;: 0o nimero no primeiro dado é quatro:
B ={4.1). (4, 2). (4 3).(44).(45), (4 6)}

E,: 0os dois numeros sdo pares:

E;=1{2,2) (2,4, (2,6). (4 2) (4 4), (4 6), (6, 2), (6, 4),
6,6))=n(Ey)=9
> n(E,)
Observe que o evento E, ja ocorreu e P(E,) = S
n

Entdo, PE,) = —

PE)=56
Tem-se também E; N E, ={(4, 2), (4, 4), (4, 6)},

3
nE,NEy)=3e PENE)=—.
P(E,NE,)

Como P(EW/Ez): 2 , entdo temos:

E,
3
(E /E )__:>P<E1/E2):

36

O lw

Portanto: P(E JE, )—%

Produto de probabilidades

Da definicdo de probabilidade condicional, deve-se
lembrar que:

PlE e, =Rt =

P(E,NE,) =P(E,)
5)

P(E/E,) e

P(E,/E)= il m)E): P(E, NE,)
1

Observe que P(E,NE,) =

)-P(E,/E)

P(E, N Ey), entdo:

P(E,) - P(E/E;) = P(Ey) - P(ES/E)

=
w
[
4
L
@
'S

N
w



Portanto:

A probabilidade de ocorrer, simultaneamente, dois
eventos, é igual ao produto da probabilidade de um deles
pela probabilidade do outro, dado que o primeiro ocorreu.

€ventos independentes

Considere o seguinte experimento: “Um dado é lanca-
do e observa-se a face voltada para cima”.

Sejam os eventos:

E;: ocorrer face par,

E,: ocorrer face maior que quatro.

Tem-se:
ME) i 3 e 1
PE)= e =PEI= 5 =PE) =
1 _2_1
P(E,NE,)= g P(Ez)_G 3
P(E, NE,) .
N 6 1
Como: P(E1/E2)=—P1(E ] (E JE, ) 173
2 —
3
1 1
Observe que P(E1/E2)=— e PE)=>.

2 2

Isso significa que o fato de ter ocorrido E, ndo influen-
ciou no cdlculo da probabilidade de E;. Nesse caso, diz-se
que os eventos E, e E, sdo independentes.

Portanto, diz-se que dois eventos, E; e E,, de um espa-
co amostral S sdo independentes se:

P(E/E,) = P(E) ou P(E,/E) = P(E,)

Tem-se, entdo:

PE,NE )

P(E,/E,)=

P(E), vem:

P(E1 N Ez)
P(E,)

P(E,)
Como P(E/E,) =

PE,) =

Assim:

P(E,NE,) =P(E,)-P(E

1) P(E,)
A regra do produto pode ser generalizada para n even-
tos independentes entre si. A probabilidade de ocorrer,

simultaneamente, os eventos E,, E,, ... E, é dada por:

PE,NnE,n..NE)=PE)-PE,)-..-PE,)

resolvidos

14 Qual é a probabilidade de, no langcamento de um dado
branco e um dado preto, ocorrer face quatro no
dado branco e face dois no dado preto?

Resolucdo:

Sejam os eventos:
E, ocorrer face quatro no dado branco;
E,: ocorrer face dois no dado preto.
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15

16

17

Entao:

P(E,NE,)=P(E,)-

oﬂ—x
ol=

Portanto: P(E, NE,) =

Lancam-se um dado e uma moeda. Qual € a proba-
bilidade de se obter face trés no dado e coroa na
moeda?

Resolucdo:

Sejam os eventos:
E,: obter face dois no dado;
E,: obter coroa na moeda.

. _ _ 1
Tem-se: P(E,) = 5 ePE,)= >

Entdo: P(E,NE,)= =PE NE)==

1
2 12

o |-

Lancam-se trés dados. Qual é a probabilidade de se
obter face cinco nos trés?

Resolucdo:
Sejam os eventos:
E, ocorrer face cinco no primeiro dado;

E,: ocorrer face cinco no segundo dado;

E;: ocorrer face cinco no terceiro dado.

. 1. 1 1
Tem-se: P(Ew)—g’ |I>(E2)_g e P(E3)—g-
Entdo: P(E, NE, NEj)=— 1.1

T2 3 666
. 1
Portanto: P(Emeszg):%_

Seja uma urna contendo seis bolas numeradas de um
a seis. Qual é a probabilidade de se retirar a bola nu-
mero um e, sem repeticdo desta, a bola nimero dois
sair em seguida?

Resolucdo:

Sejam os eventos:

. 1
E: ocorrer bola nimero um = P(E)=—,

E,: ocorrer bola nimero dois, sabendo que ocorreu
. 1
bola nimero um :>P(E1/E2>:<

Entdo:

P(E, N Ey) =P(E) - P(E/E,) =P, NE,)=

A
5

@IA

Portanto: P(E, NE,)=——



1 Enumere o espaco amostral do evento “retirar 3 bolas, 4 Retirando-se simultaneamente 4 bolas do exercicio
sucessivamente e sem reposicdo”, de uma urna con- anterior, qual é a probabilidade de obter-se 2 bolas
tendo 3 bolas pretas e 4 brancas. brancas e 2 bolas vermelhas?

2 Enumere e determine o nimero de eventos possiveis 5 Jogando-se dois dados, calcule a probabilidade dos
de sortear os segmentos determinados pelos vértices seguintes eventos.
de um pentagono ABCDE. a) Obter diferenca dos pontos (maior menos o me-

nor) igual a 3.

3 Retirando-se uma bola de uma urna contendo 3 bolas
brancas, 2 pretas e 5 vermelhas, qual € a probabilidade b) Obter pelo menos um resultado igual a 2.
de que saia uma bola branca? Verifique se os eventos sdo independentes.

€xercicios propostos

1 No lancamento de dois dados, D, e D,, tem-se o se- 2 No lancamento de um dado, enumere os seguintes
guinte espaco amostral, dado em forma de tabela de eventos.
dupla entrada. a) A={ocorrer face impar}
b) B ={ocorrer face menor que 3}
— c) C={ocorrer face maior que 6}
d) D ={ocorrer um multiplo de 2}
1 2 3 4 5 6
3 Considere o seguinte experimento: “lancar dois
1 ()} (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

dados e observar as faces voltadas para cima”
Construa o espaco amostral e enumere 0s seguin-

2 (2,1 (2,2) 2,3 2,4 (2,5) (2,6) tes eventos

3 31 (2 3 (B4 (35 36 a) A:asoma dos pontos € menor que 5.
b) B:asoma dos pontos é par.
¢ 42 (43 | @4a (45 {46 c) C:uma face é par e a outra é impar.
5 (570 (5.2 (3 (5.4 (5 (56 d AnB
e) AUB
6 61 (62 (63 (64 (65 (66 f) A
9 B
Enumere 0s seguintes eventos. h) é N ?
a) A={asoma dos pontos é 8} i) AN B
b) B ={sair faces iguais) oANA
c) C={uma face é o dobro da outra} k) AUA
d) D ={asoma das faces é maior que 12} ) ANB

=
L
=
z
i)
o
18

N
(5]



4 Considere o evento: “lancamento de duas moedas e
observagao da face voltada para cima”. Construa o es-
paco amostral e enumere os seguintes eventos.

a) A:ocorrer cara em uma das faces.
b) B: ocorrer coroa em uma das faces.
c) AnB

d) C:ndo ocorrer cara.

5 UFRGS 2020 Um jogador, ao marcar nimeros em um
cartdo de aposta, como o representado na figura abai-
x0, decidiu utilizar apenas seis niumeros primos.

(07] [08]
(17] [18]
(27] [28]
(37] [38]
(47] [48]
(57] (58]

(01] [02] [03] [04] [05] [06]
(11] [12] [13] [14] [15] [16]
[21] [22] [23] [24] [25] [26]
[31] [32] [33] [34] [35] [36]
[41] [42] [43] [44] [45] [46]
[51] [52] [53] [54] [55] [56]

(09] [10]
(19] [20]
[29] [30]
(39] [40]
(49] [50]
(59] [60]

A probabilidade de que os seis nimeros sorteados no
cartdo premiado sejam todos nimeros primos é:

C A

A 7.6 D 7.6
Ceo.6 Aco.6

A

B 1 g 606
Ceo.6 Are
C

c 60.6
Cre

UEPG 2018 Considerando que uma estante contém 6
livros de histdria, 4 livros de portugués e 5 livros de
matematica, assinale o que for correto:

01 Se um livro é retirado da estante, a probabilidade
desse livro ser de matematica € %
02 Se dois livros forem retirados da estante, sem re-

posicdo, a probabilidade de o primeiro livro ser de

historia e o segundo de portugués é %
04 Se trés livros forem retirados da estante, sem re-

posicdo, a probabilidade do primeiro livro ser de
histéria, o segundo de portugués e o terceiro

de matematica é i.
91

08 Se um livro for retirado da estante, a probabilidade

desse livro ser de histéria ou de portugués é %

Soma:

ITA 2020 Lancando trés dados de 6 faces, numeradas
de 1 a 6, sem ver o resultado, vocé € informado de
que a soma dos nimeros observados na face superior
de cadadado éiguala 9. Determine a probabilidade de
0 numero observado em cada uma dessas faces ser
um ndmero impar.
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10

ESPM 2018 Estima-se que a probabilidade de um time
de futebol repetir sua performance na temporada se-

guinte a atual é igual a % Se nesta temporada esse

time for campedo, a probabilidade de ele ser cam-
pedo daqui a duas temporadas é:
AL B 8 C 12 D B E 2
25 25 25 25 5
Uerj 2019 Um menino vai retirar ao acaso um unico
cartdo de um conjunto de sete cartdes. Em cada um
deles estd escrito apenas um dia da semana, sem
repeticBes: segunda, terca, quarta, quinta, sexta, sa-
bado, domingo. O menino gostaria de retirar sébado
ou domingo.
A probabilidade de ocorréncia de uma das preferén-
cias do menino é:
T B 2 C D
49 49

NN

1
7
ESPM 2018 A senha bancéria da dona Maria era 753213
seguida pelas letras D, D e B, nessa ordem. Acontece
que ela sé se lembrava da parte numérica, esquecen-
do-se completamente da sequéncia de letras. A caixa
eletrénica apresentou os 4 botdes mostrados na figura
abaixo, que ela deveria pressionar exatamente 3 ve-
zes, podendo repeti-los, um para cada letra da senha.

1

Se ela fizer as escolhas aleatoriamente, a probabilidade
de acertar a senha seré:

A2 B 2

= = C D
32 16

0 |w
m
|

1
4 16
Uerj 2018 Um jogo consiste em lancar cinco vezes
um dado cubico, cujas faces sdo numeradas de 1 a
6, cada uma com a mesma probabilidade de ocorrer.
Um jogador é considerado vencedor se obtiver pelo
menos trés resultados pares.

A probabilidade de um jogador vencer é:
A3 B 2 c D

5 3 5

N | —

12 UFU 2018 As irmds Ana e Beatriz e seus respectivos

namorados vao sentar-se em um banco de jardim (fi
gura) de modo que cada namorado fique ao lado de
sua namorada.

A probabilidade de as irmds sentarem-se uma ao lado
da outra é igual a
A 0,25 B 0,33

C 0,45 D 0,50



13

14

15

16

17

18

No lancamento de uma moeda quatro vezes sucessi-
vas, qual a probabilidade de se obter:

a) somente coroas?

b) no minimo uma cara?

c) no maximo duas coroas?

d) duas caras e duas coroas?

e) cara nos dois primeiros lancamentos?

Sorteia-se ao acaso uma letra da palavra “caderno”.
Qual a probabilidade de se obter:
a) vogal? b) consoante?

FGV 2020 Uma urna contém 4 bolinhas numeradas
com os nuimeros 1, 3,5 e 7. Uma bolinha é sorteada ao
acaso, tem seu nimero observado e é recolocada na
urna. Em seguida, uma segunda bolinha é sorteada ao
acaso. Considere as seguintes probabilidades:
p;: probabilidade de que o nimero da 1° bolinha esteja
entre 4 e 6, excluindo 4 e 6.
py: Probabilidade de que a media aritmetica dos dois
ndmeros sorteados esteja entre 4 e 6, excluindo 4 e 6.
O valor de p; + py, €:
Al B & c L D 2 E 2
16 16 16 16 16
EsPCEx 2020 Numa sala existem duas caixas com bo-
las amarelas e verdes. Na caixa 1, hd 3 bolas amarelas
e 7 bolas verdes. Na caixa 2, hd 5 bolas amarelas e
5 bolas verdes. De forma aleatdria, uma bola é extraida
da caixa 1, sem que se saiba a sua cor, e é colocada na
caixa 2. Apds esse procedimento, a probabilidade de
extrair uma bola amarela da caixa 2 é igual a:

49 5 51 . 53 57

A 2
10 10 10 110

61
10

IME 2020 Considere os conjuntos A ={0, 1, 2, 3, 4}
eB={12 3,45 6,7 8,9, 10}. Seja F o conjunto
de funcdes cujo dominio é A e cujo contradominio
é B. Escolhendo-se ao acaso uma funcdo f de F, a
probabilidade de f ser estritamente crescente ou ser

injetora é:
A 0,00252 C 0,25200 E 0,55440
B 0,00462 D 0,30240

Unifesp 2020 A figura indica seis tipos de tomadas e
0s pinos projetados para nelas se encaixarem (1-A,
2-B, 3-C, 4-D, 5-E e 6-F).

Além dessa correspondéncia, sabe-se que:

O pino A também se encaixa na tomada 2.

O pino D também se encaixa nas tomadas 3 e 5.

O pino E também se encaixa nas tomadas 3 e 4.

1 2 3 <4 5 6

O (& |@ @ |7
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a) Sorteando-se aleatoriamente um tipo de pino e
um tipo de tomada, qual é a probabilidade de que
0 encaixe entre eles possa ser feito?

b) Sorteando-se aleatoriamente dois tipos de toma-
das e dois tipos de pinos, qual é a probabilidade
de que seja possivel conectar um deles a uma to-
mada e o outro a outra?

Famema 2020 Uma confeccdo de roupas produziu um
lote com um total de 150 camisetas, distribuidas entre
os tamanhos P e M, sendo 59 lisas e as demais es-
tampadas. Nesse lote, havia 100 camisetas tamanho
P, das quais 67 eram estampadas. Retirando-se, ao
acaso, uma camiseta desse lote e sabendo que seu
tamanho é M, a probabilidade de que seja uma pega
estampada ¢é igual a:

A 36% D 60%
B 24% E 72%
C 48%

Fuvest 2020 Um jogo educativo possui 16 pegas

nos formatos: circulo, triangulo, quadrado e estrela, e cada

formato € apresentado em 4 cores: amarelo, branco,
laranja e verde. Dois jogadores distribuem entre si
guantidades iguais dessas pecas, de forma aleatdria.

O conjunto de 8 pecgas que cada jogador recebe é

chamado de colecdo.

a) Quantas sdo as possiveis colecbes que um joga-
dor pode receber?

b) Qual é a probabilidade de que os dois joga-
dores recebam a mesma quantidade de pecas
amarelas?

c) A regra do jogo estabelece pontuacdes para as
pecas, da seguinte forma: circulo =1 ponto, trian-
gulo = 2 pontos, quadrado = 3 pontos e estrela =
= 4 pontos. Quantas sdo as possiveis colecdes
que valem 26 pontos ou mais?

UFPR 2020 Uma adaptacdo do Teorema do Macaco
afirma que um macaco digitando aleatoriamente num
teclado de computador, mais cedo ou mais tarde, es-
creverd a obra “Os Sert8es” de Euclides da Cunha.
Imagine que um macaco digite sequéncias aleatérias
de 3 letras em um teclado que tem apenas as se-
guintes letras: S, E, R, T, O. Qual é a probabilidade de
esse macaco escrever a palavra “SER” na primeira
tentativa?

=
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EPCar 2020 Cada questdo desta prova consta de
quatro alternativas, das quais apenas uma é correta.
Considere que um candidato sabe 60% da matéria da
prova. Quando esse candidato sabe uma questao, ele
a acerta, e quando ndo sabe, ele escolhe qualquer
resposta, ao acaso.

Considere, ainda, que esse candidato acertou uma
questdo. A probabilidade de que tenha sido por acaso
€ um numero que pode ser escrito na forma de uma

fracdo irredutivel b

g
A soma dos nimeros p e g é igual a
A8 c 10
B 9 DN

UFMS 2020 Em uma pequena propriedade rural da ci-
dade de Aquidauana, ha trés racas de gado de corte:
Nelore, Girolando e Pantaneira. O rebanho é compos-
to por 40 cabecas, sendo 25 cabecas da raca Nelore,
10 da raca Girolando e 5 da raca Pantaneira. Para uma
exposicao agropecudria, serdo enviadas 3 cabecas.
Escolhendo ao acaso, qual a probabilidade de as trés
cabecas escolhidas para a exposicdo serem da raca
Girolando?

Al p 3
4 40
B — g 203
998 494
CcC —|—
247

FEI-SP Jogando-se dois dados, qual a probabilidade de
que a soma dos pontos obtidos seja quatro ou cinco?

UFMG Dados:
HM:%eH&zéxmmmmHﬂePﬁ.
Dois atiradores, M e N, estao treinando. Sabe-se que,

quando M atira, tem probabilidade % de acertar e N,

quando atira, tem probabilidade g de acertar. Quando

cada um deles dé um Unico tiro, pergunta-se:

a) Qual é a probabilidade de M errar?

b) Qual é a probabilidade de N errar?

c) Qual é a probabilidade de que ambos errem?

d) Qual é a probabilidade de um errar e o outro
acertar?

e) Qual é a probabilidade de que o alvo seja atingi-
do, isto é, pelo menos um acertar o alvo?

Em uma urna, hd 5 bolas azuis e 7 verdes, num total

de 12 bolas. Retirando-se 5 bolas ao acaso, sucessiva-

mente e sem reposicdo, pergunta-se:

a) Qual é a probabilidade de sair 3 bolas azuis e 2
verdes?
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b) Qual é a probabilidade de sair 2 bolas verdes e 3
azuis, nesta ordem?

c) Qual é a probabilidade de que se obtenha todas
bolas verdes?

d) Qual é a probabilidade de obter-se pelo menos 1
bola azul?

Em uma fabrica, a maquina X produz 35% do total da
producdo; a maquina Y, 40% e a maquina Z os restan-
tes 25%. Da producdo de X, 2% apresentam defeito;
da producdo de Y, 1,5% apresenta defeito, e da produ-
cdo de A 0,8% apresenta defeito. Em um dia em que
a producdo total das 3 maquinas foi de 20000 pecas,
uma delas foi tirada ao acaso e verificou-se que era
defeituosa. Qual a probabilidade de que essa peca
tenha sido produzida na maquina X?

Dados os eventos A e B de um espaco amostral E,
sabe-se que: P(AIB):E; P(B):l e P(B|A):Z,
5 20 3

Pergunta-se:

a) Quanto vale P(A N B)?

b) Esses eventos sdao independentes?

c) Esses eventos sao mutuamente exclusivos?

As probabilidades de 3 alunos A, B e C resolverem,
separadamente, um determinado problema sdo, res-
pectivamente, 40%, 50% e 60%. Qual a probabilidade
de o problema ser resolvido?

Dispomos de trés urnas, A, B e C, com as seguintes
composicoes.

A — 4 bolas vermelhas e 2 pretas.

B — 5 bolas vermelhas, 3 brancas e 4 pretas.

C — 6 bolas pretas e 5 brancas.

Retira-se uma bola de A e coloca-se na urna B; a
sequir, retira-se uma bola de B e coloca-se em C. Reti-
rando-se uma bola de C, qual é a probabilidade desta
ser vermelha ou branca?

A probabilidade de um atirador acertarum alvo é — e

W=

) 1
a de um atirador B acertar o mesmo alvo é g Se cada

um atira uma vez, pergunta-se:

a) Qual é a probabilidade de o alvo ser atingido?

b) Se o alvo foi atingido apenas uma vez, qual é a
probabilidade de ter sido pelo atirador B?

Cescem De um total de 100 alunos que se destinam

aos cursos de Matematica, Fisica e Quimica, sabe se

que:

1. 30 destinam-se a Matematica, e, destes, 20 sao
do sexo masculino.

2. o total de alunos do sexo masculino é 50, dos
quais 10 destinam-se a Quimica.

3. existem 10 mocas que se destinam ao curso de
Quimica.
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Nessas condicdes, sorteando-se um aluno ao acaso
do grupo total e sabendo-se que é do sexo feminino,
a probabilidade de que ele se destine ao curso de
Matematica vale:

Al Bl Cl D
5 4 3

E 1

N —

Cescem Dois individuos, A e B, vdo jogar cara ou co-
roa com uma moeda honesta. Eles combinam lancar
a moeda 5 vezes e ganha o jogo aquele que ganhar
em 3 ou mais lancamentos. Cada um aposta 28 reais.
Feitos os dois primeiros lancamentos, em ambos dos
quais A vence, eles resolvem encerrar o jogo. Do
ponto de vista probabilistico, de que forma devem ser
repartidos os 56 reais?

A Metade para cada um.

B 42 para A e 14 para B.

C 49 para A e 7 paraB.

D Tudo para A.

E Nenhuma das anteriores.

Se em determinado dia a probabilidade de chover é %

qual é a probabilidade de que ndo chova nesse dia?

Se a probabilidade de um atirador acertar um alvo é

;, qual é a probabilidade de ele errar o alvo?

Calcule a probabilidade de um boxeador vencer uma
luta, sabendo-se que suas chances sdo de quatro
para um.

Uma caixa contém vinte bolas, das quais doze sdo
brancas, cinco sdo pretas e trés sao amarelas. Retira-se
uma bola ao acaso. Qual a probabilidade de:

a) seramarela?

b) ser preta?

c) ndo seramarela?

d) ndo ser preta?

e) ndo ser branca?

Uma urnatem quinze bolas, das quais seis sdo brancas
e nove sao pretas. Retiradas duas bolas aleatoriamen-
te, qual a probabilidade de se obter:

a) duas bolas pretas?

b) pelo menos uma bola branca?

Seja E o evento: “retirada de uma carta com figura de

um baralho de 52 cartas”. Calcule P(E) e P(E).

Sejam as seis permutacdes, sem repeticdo, que se
podem formar com os algarismos 3, 4 e 5. Escolhe-se
uma permutacdo ao acaso. Calcule a probabilidade
de se obter:

a) um numero maior que 400.

b) um numero impar.

c) um nudmero par.
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EEM Uma urna contém dez bolas brancas, oito ver-
melhas e seis pretas, todas iguais e indistinguiveis ao
tato. Retirando-se uma bola ao acaso, qual a probabi-
lidade de ndo ser preta?

Sorteado ao acaso um nimero do conjunto
(1,2,3,4,5,6,7 8,9, 10}, qual a probabilidade de ele
ser numero multiplo de 4, sabendo que é par?

Jogando-se dois dados, verifica-se que a soma dos
ndmeros é 7. Qual é a probabilidade de sair o nimero
3 em um desses dados?

De um baralho de 52 cartas, escolhe-se uma carta
aleatoriamente. Sabendo que a carta escolhida é de
copas, qual a probabilidade de ser:

a) uma dama? b) uma figura?

Jogando-se dois dados, verifica-se que a diferencga é
trés. Qual a probabilidade de sair o nimero cinco em
um dos dados?

Durante um dia de eleicdo, trezentas pessoas foram
pesquisadas sobre o candidato em que votaram. O
resultado da pesquisa esta no seguinte quadro.

Candidato A | Candidato B | Candidato C

50 75 25

Escolhendo uma pessoa aleatoriamente, qual a pro-

babilidade de:

a) a pessoa escolhida ser mulher?

b) a pessoa escolhida ser homem, sabendo-se que
ela votou no candidato B?

c) apessoa tervotado no candidato A, sabendo que
é mulher?

No lancamento de dois dados, calcule a probabilidade
de, em um dos dados, aparecer o nimero quatro, sen-
do que a soma é seis.

Um numero do conjunto U ={1, 2, 3, 4, ..., 24} é esco-
lhido ao acaso. Sabe-se que ele é multiplo de quatro.
Qual a probabilidade de ser também multiplo de seis?

Qual a probabilidade de se obter dois reis, quando se
extrai duas cartas sucessivamente de um baralho com
52 cartas?

Uma carta € retirada aleatoriamente de um baralho
com 52 cartas. Qual a probabilidade de ser um rei,
dado que a carta retirada € uma figura?

Uma urna contém sete bolas vermelhas e trés bran-
cas. Trés bolas sdo retiradas, uma apds a outra, sem
reposicdo. Qual a probabilidade de as duas primeiras
serem vermelhas e de a terceira ser branca?
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No lancamento de um dado e de uma moeda, qual a
probabilidade de se obter coroa e nimero maior que
quatro?

Uma urna contém quatro bolas brancas e cinco bolas
pretas. Qual a probabilidade de se retirar uma bola
branca e uma bola preta, sem reposicdo da primeira?

Um casaltem trés filhos. Qual a probabilidade de serem,
nessa ordem, do sexo feminino, masculino e feminino?

Uma urna contém oito bolas pretas e duas bolas bran-
cas. A probabilidade de se retirar uma bola branca é:

A é Cc 02 E n.da.
B 08 D1

Jogando-se dois dados, a probabilidade de a soma
dos ndimeros ser maior que 8 é:

ci

A 1 E n.d.a.
2 3

B 2 S
9 18

Unisa A probabilidade de uma bola branca aparecer
ao se retirar uma Unica bola de uma urna contendo
quatro bolas brancas, trés vermelhas e cinco azuis é:
c ]
4
ol
2

A E n.d.a.

B D

Nl—= W=

—

Cesgranrio Os 240 cart8es de um conjunto sdo nume-
rados, consecutivamente, de 1 a 240. Retirando-se ao
acaso um cartao desse conjunto, a probabilidade de
se obter um cartdo numerado com um multiplo de 13 é:
A2 32 ¢l plt gl
240 40 26 13 6
Fuvest Escolhem-se ao acaso dois ndmeros naturais
distintos, de 1a 20. Qual é a probabilidade de que o
produto dos numeros escolhidos seja impar?

29 B J C 3 D A E 8.

38 2 20 4 25
Cesgranrio Sete ldmpadas de neon sdo dispostas
formando um “oito”, como no mostrador de uma calcu-
ladora (fig. ) e podem ser acesas independentemente
umas das outras. Estando todas as sete apagadas,
acendem-se quatro delas ao mesmo tempo.
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A probabilidade de ser formado o algarismo 4, como
aparece na figura ll, é:
A-L BA C D =

35 2 3 5 28
PUC-SP Gira-se o ponteiro de um relégio (ver a figura)
e anota-se o nimero que ele aponta ao passar. Repe
te se a operacao.

Qual a probabilidade de que a soma dos dois nime-
ros obtidos seja 57

A5 g8 o2 2 3
36 36 36 36 36
A probabilidade de obter-se uma soma de pontos

igual a seis ou oito, no lancamento de dois dados é:

Al c B

E nda.

36 36
B - D 2

6 18
Retira-se aleatoriamente uma carta de um baralho. A
probabilidade de que seja uma figura ou uma carta
de paus é:
A 25 (o4 s E nda.

52 26
B & D 2

52 26
Dé o espaco amostral para os experimentos aleato-

rios a seguir.

a) Trés pessoas, A, B e C, sdo colocadas em uma fila
e observa-se a disposicdo das mesmas.

b) De um baralho de 52 cartas, uma é extraida e ob-
servada.

c) Um casal planeja ter filhos. Descreva a sequéncia
de sexos dos 3 filhos.

d) Entre 5 pessoas, A, B, C, D e E, duas sdo escolhi-
das para formarem uma comissdo. Observam-se
os elementos dessa comissdo.

Uma urna contém 30 bolinhas numeradas de 1 a 30.
Uma bolinha é escolhida e observado o seu nimero.
Descreva 0s seguintes eventos.

a) O numero obtido é par.

b) O numero obtido é impar.

c) O numero obtido é primo.

d) O numero obtido é maior que 16.

e) O numero é multiplo de 2 e de 5.

f) O ndmero é multiplo de 3 ou de 8.

g) O numero ndo é multiplo de 6.
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Uma moeda e um dado sdo lancados. Considere o
espaco amostral: E = {(K, 1), (K, 2), (K, 3), (K, 4), (K, 5),
(K, 8), (C,1), (C, 2), (C, 3), (C, 4), (C, b), (C, 6)). Descreva
0s eventos:

a) A:ocorre cara. e) BNnC

b) B: ocorre nimero par. fy AmnC

c) C:ocorre o nimero 3. g A

d AuB h)y C

De um baralho de 52 cartas, uma é extraida ao acaso.

Qual a probabilidade de cada um dos eventos abaixo?
a) Ocorre dama de copas.

b) Ocorre dama.

c) Ocorre carta de naipe “paus”.

d) Ocorre dama ou rei ou valete.

e) Ocorre uma carta que nao € um rei.

Uma urna contém 6 bolas pretas, 2 bolas brancas e
10 amarelas. Uma bola é escolhida ao acaso. Qual a
probabilidade:

a) de abola ndo ser amarela?

b) de a bola ser branca ou preta?

c) de abolando ser branca nem amarela?

Em uma cidade, 30% dos homens sdo casados, 40%
sdo solteiros, 20% sao desquitados e 10% sdo vilvos.
Um homem é escolhido ao acaso. Qual o probabili-
dade de ele ser:

a) solteiro?

b) n&do ser casado?

c) ser solteiro ou desquitado?

Uma moeda é lancada 3 vezes. Qual a probabilidade
de observarmos:

a) 3 coroas?

b) exatamente uma coroa?

c) pelos menos uma cara?

d) nenhuma coroa?

e) no méaximo 2 caras?

Oito pessoas (entre elas Pedro e Silvia) sdo dispostas
ao acaso em uma fila. Qual a probabilidade de:

a) Pedro e Silvia ficarem juntos?

b) Pedro e Silvia ficarem separados?

Uma urna contém 5 bolas vermelhas, 3 brancas e 2 pre-
tas. Duas bolas sdo extraidas ao acaso e com reposicao.
Qual a probabilidade de:

a) ambas serem vermelhas?

b) nenhuma ser branca?

c) nenhuma ser preta?

Um grupo é constituido de 6 homens e 4 mulheres.
Trés pessoas sdo selecionadas ao acaso, sem repo-
sicdo. Qual a probabilidade de que ao menos duas
sejam homens?

75

76

77

78

79

80

81

82

83

Jogando-se 3 dados, qual a probabilidade de obter-
mos soma menor ou igual a 47

1 1 5 1 1
A — B - CcC —= D — E

36 2 27 18 54

Tirando-se, ao acaso, 5 cartas de um baralho de 52 car-
tas, a probabilidade de sair exatamente 3 valetes é:

4 4-Cs; 5
- CcC —— E nd.a.
52 Csas
4 C48, 2 D i

Coos 52

Em um grupo de 500 estudantes, 80 estudam En-
genharia, 150 estudam Economia e 10 estudam
Engenharia e Economia. Se um aluno € escolhido ao
acaso, qual a probabilidade de que:

a) ele estude Engenharia e Economia?

b) ele estude somente Engenharia?

c) ele estude somente Economia?

d) ele ndo estude Engenharia nem Economia?

e) ele estude Engenharia ou Economia?

Com os digitos 1, 2, 3, 4 e 5 sdo formados ndmeros de
4 algarismos distintos. Um deles é escolhido ao acaso.
Qual a probabilidade de ele ser:
a) par? b) impar?

Fuvest Uma urna contém bolas numeradas de 1 a 9.
Sorteiam-se, com reposi¢cdo, duas bolas. A proba-
bilidade de que o numero da segunda bola seja
estritamente maior do que a primeira é:

A 2 c 3 e 45
81 81 81
5 1 b 20
9 81

De um baralho de 52 cartas, trés sdo extraidas ao aca-
so, sem reposicdo. Qual a probabilidade de que as
trés sejam do mesmo naipe?

De um baralho de 52 cartas, duas sdo selecionadas
a0 acaso e sem reposicdo. Qual a probabilidade de
que seus naipes sejam diferentes?

De um lote de 200 pecas, sendo 180 boas e 20 de-
feituosas, 10 pecas sdo selecionadas ao acaso, sem
repeticdo. Qual a probabilidade de:

a) as 10 pecas serem boas?

b) as 10 pecgas serem defeituosas?

c) 5serem boas e 5 serem defeituosas?

Um lote contém 60 ldmpadas, sendo 50 boas e 10 de-
feituosas. Cinco ldampadas sdo escolhidas ao acaso,
sem reposicao. Qual a probabilidade de:

a) todas serem boas?

b) todas serem defeituosas?

c) 2 serem boas e 3 serem defeituosas?

d) pelo menos 1ser defeituosa?
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84 Uma urna contém 3 bolas brancas, 2 vermelhas e
5 azuis. Uma bola é escolhida ao acaso da urna. Qual

a probabilidade de a bola escolhida ser:

a) branca? b) vermelha? c) azul?

85 Dois dados, um verde e um vermelho, sdo lancados e

observados os nimeros das faces de cima.

a) Qual a probabilidade de ocorrerem nimeros iguais?
b) Qual a probabilidade de ocorrerem numeros di-

ferentes?

c) Qual a probabilidade de a soma dos ndmeros ser 77
d) Qual a probabilidade de a soma dos numeros

ser 127

e) Qual a probabilidade de a soma dos nimeros ser

menor ou igual a 12?

f)  Qual a probabilidade de aparecer o nimero 3 em

ao menos um dado?

86 Um colégio tem 1000 alunos. Destes: 200 estudam
Matematica; 180 estudam Fisica; 200 estudam Quimica;
20 estudam as trés matérias; 50 estudam Matematica
e Fisica; 50 estudam Fisica e Quimica; 70 estudam so-
mente Quimica. Um aluno do colégio é escolhido ao

acaso. Qual a probabilidade de:

a) ele estudar s6 Matematica?

b) ele estudar so Fisica?

c) ele estudar Matematica e Quimica?

87 Nove livros sdo colocados ao acaso em uma estante.
Qual a probabilidade de que 3 livros determinados fi-
quem juntos?

88 Entre 10 me ninos, 4 tém olhos azuis. Trés meninas sdo
escolhidas ao acaso, sem reposicdo. Qual a probabili-
dade de pelo menos duas terem olhos azuis?

89 De um baralho de 52 cartas, 5 sao extraidas ao acaso,
sem reposicao. Qual a probabilidade de:

a) sairem os 4 reis?
b) ndo sair nenhum rei?
c) sairao menos um rei?

90 Um dado é viciado, de modo que a probabilidade de
observarmos um ndmero na face de cima é proporcio-
nal a esse nimero. Calcule a probabilidade de:

a) ocorrer nimero par.
b) ocorrer nimero maior ou igual a 5.

91 Um homem encontra-se na origem de um sistema
cartesiano ortogonal. Ele sé pode andar uma unidade
de cada vez, para cima ou para direita. Se ele andar
10 unidades, qual a probabilidade de chegar no ponto
P(7, 3)?

~
Coincidéncia de aniversarios A probabilidade das coincidéncias é P(A) =1- P(B), assim:
Seja E um conjunto de n pessoas e F o conjunto dos dias do ano, ndo P(A)=1 365-364-...-(365—n +1)
bissexto; ou seja, F={1, 2, 3 ..., 364, 365). (369)"
Vamos criar uma funcdo que associa E a F, relacionando uma pessoa - ) .
; ) L Fazendo um gréfico, temos, aproximadamente:
com o dia do seu aniversario.
Seja B o conjunto das fungdes injetoras de E em F e A o conjunto das P(A)
funcdes ndo injetoras de E em F. O conjunto A representa as coincidén-
cias de aniversarios e B as ndo coincidéncias. O nimero de funcdes de 019 > .
E com F é (365)n. O ndmero de elementos de B é o arranjo simples de ' i
365, nan: 0.5 dmmmmmemee . |
n(B)=365.364-...- (365 —n+1) i i
n(A) = (365)" - n(B) i i
A probabilidade de B, sendo (365)n o conjunto Universo, é: 2'3 4'1 n
P@B)= n() _ 365-364-..-(365—n+1) Com 23 alunos em uma sala, temos 50% de chance de coincidéncia de
(365)" (365)" aniversarios, e 90% com 41 alunos.
o),

que representa a probabilidade de ndo haver coincidéncia de Terem<.)s‘1‘OOA> de chqnce F?aTH um grupo de 36.7 pessoas (contarjdo com

) - a possibilidade de aniversario em 29 de fevereiro, em um ano bissexto).
aniversarios.

J

32 MATEMATICA = Capitulo 14 = Teoria das probabilidades



A teoria das probabilidades desenvolve-se sobre algumas definicdes importantes. Além dessas definicdes, todos os
conhecimentos na area da andlise combinatdria podem ser aplicados.

Definicdo de probabilidade

Assim, a probabilidade de certo acontecimento A, associado a uma experiéncia aleatdria, cujo espaco amostral é S,
com A c S, é dada por:

n® favoréveis a A
P(A) = de casos favoraveis a

n° de casos possiveis

Sejam A e B acontecimentos quaisquer de S, entdo:

P(A) + P(A) =1, A é 0 evento complementar de A.

A e B sdo conjuntos disjuntos, ou seja, A N B =J; entdo P(A U B) = P(A) + P(B).
P(S) =1

P(A U B) =P(A) + P(B)

N

P(A N B)

L © 2 sobe mois?
© Livro

« ROSS, Sheldon. Probabilidade: um curso moderno com aplicaces. 8. ed. Porto Alegre: Artmed, 2010.

@ Site

- Trocar ou ndo de porta?
Disponivel em: <https://cienciahoje.org.br/artigo/trocar-ou-nao-de-porta/>.

@ Filme

« Quero ficar com Polly. Diregdo: John Hamburg. EUA, 2004.

_Exercicios complementares

1 UEG 2019 Em um programa de televisdo, sera sortea- 2 Enem 2019 Em um determinado ano, os computado-

do um dos participantes para executar determinada
tarefa. Sabe-se que, entre os participantes, 4 sdo ho-
mens, 6 sao mulheres e uma mulher recebeu imunida-
de e ndo podera participar do sorteio. Colocando-se
0s nomes dos participantes que serdo sorteados em
uma urna e retirando-se um deles ao acaso, a proba-
bilidade de que seja uma mulher é de:

3

A B c 3 p 1 E
5 9

5
9

N —
[N

Unisa O nimero da chapa de um carro é par. A proba-
bilidade de o algarismo das unidades ser zero é:

c? b2 E

1
A B 5 5

10

N|—
gl —

res da receita federal de um pais identificaram como
inconsistentes 20% das declaracdes de imposto de
renda que Ihe foram encaminhadas. Uma declaragao
é classificada como inconsistente quando apresenta
algum tipo de erro ou conflito nas informagdes presta-
das. Essas declaracdes consideradas inconsistentes
foram analisadas pelos auditores, que constataram
que 25% delas eram fraudulentas. Constatou-se ainda
que, dentre as declaracdes que nao apresentaram in-
consisténcias, 6,25% eram fraudulentas.

Qual é a probabilidade de, nesse ano, a declaracdo
de um contribuinte ser considerada inconsistente,
dado que ela era fraudulenta?
A 0,0500 C ONn25
B 0,000 D 0,3125

E 0,5000
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4 Uerj 2019 Em uma urna ha sete bolinhas, sendo duas

delas vermelhas e cinco azuis. Quatro do total de bo-
linhas serdo sorteadas ao acaso.

Calcule a probabilidade de pelo menos uma das boli
nhas sorteadas ser vermelha.

FMU Uma urna contém cinco bolas vermelhas e qua-

tro pretas; dela, sdo retiradas duas bolas, uma apds

a outra, sem reposicdo. A primeira bola retirada é de

cor preta. A probabilidade de a segunda bola ser

vermelha é:
4

A — B

D
9

w o1

C

(NN
o o1
m
N | —

Enem 2019 Uma locadora possui disponiveis 120 vefl
culos da categoria que um cliente pretende locar.
Desses, 20% sdo da cor branca, 40% sao da cor cin-
za, 16 veiculos sdo da cor vermelha e o restante, de
outras cores. O cliente ndo gosta da cor vermelha e
ficaria contente com qualquer outra cor, mas o siste-
ma de controle disponibiliza os veiculos sem levar em
conta a escolha da cor pelo cliente.

Disponibilizando aleatoriamente, qual é a probabilida-
de de o cliente ficar contente com a cor do veiculo?

A 1S c 72 104
120 120 120
5 32 b 101
120 120

Fuvest Seis pessoas, A, B, C, D, E e F, vdo atravessar
um rio em trés barcos. Distribuindo-se ao acaso as
pessoas, de modo que figuem duas em cada barco,
a probabilidade de A atravessar junto com B, C junto
com D e E junto com F é:
Al B L C - L !

5 10 15 20 25
IME 2019 Em um jogo de RPG “Role-Playing Game” em
que os jogadores lancam um par de dados para de-
terminar a vitéria ou a derrota quando se confrontam
em duelos, os dados sao icosaedros regulares com
faces numeradas de 1 a 20. Vence quem soma mais
pontos na rolagem dos dados e, em caso de empate,
os dois perdem.

Em um confronto, seu adversario somou 35 pontos na
rolagem de dados. E sua vez de rolar os dados. Qual
sua chance de vencer este duelo?

3 9 1 3

C — D — E —

A =
76 400 80 80

1 g
2
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UEL 2019 O filme Jumaniji (1995) é uma obra de ficgdo
que retrata a histéria de um jogo de tabuleiro magico
que empresta seu nome ao longa-metragem. O jogo €
composto de dois dados distinguiveis de 6 lados, um
tabuleiro com um visor de cristal no centro e pecas
que representam cada jogador. No filme, Alan Parrish
€ um garoto que encontra o jogo em um local de
construcdo e o leva para casa. Assim que chega, Alan
convida Sarah Whittle, uma garota da vizinhanca, para
jogar. Quando Alan langa os dados, aparece no visor
a seguinte mensagem:

AV A SELVA NOE™
DEVE ESPERAR,

A TE CINCO Ol
OITO ALGUEM
TRAR.

Alan entdo é sugado pelo visor de cristal e transpor-
tado magicamente até a selva de Jumanji. Supondo
que os dois dados do jogo sejam independentes e
honestos, assinale a alternativa que apresenta, corre-
tamente, a probabilidade de algum jogador lancar os
dois dados e obter a soma de 5 ou 8, de modo a tirar
Alan da selva:
A 15%

B 22%

C 25% E
D 62%

E66%

Unifesp 2019 A imagem ilustra trés dados, A, B e C.
O dado A é convencional, o dado B tem duas faces
numeradas com 2 e quatro faces numeradas com 6,
e o dado C possui as seis faces numeradas com 5. As
faces de cada dado sdo equiprovaveis:

A B c

a) Calcule a probabilidade de que a soma dos nu-
meros obtidos em um lancamento dos trés dados
seja multiplo de 3.

b) Considere que dois dos trés dados sejam sor-
teados ao acaso e que, em seguida, os dados
sorteados sejam lancados ao acaso. Qual a pro-
babilidade de que a soma dos nimeros obtidos
no lancamento seja um multiplo de trés?

Efomm 2019 Considere uma urna contendo cinco bo-
las brancas, duas pretas e trés verdes. Suponha que
trés bolas sejam retiradas da urna, de forma aleatéria
e sem reposicao. Em valores aproximados, qual é a
probabilidade de que as trés bolas retiradas tenham
a mesma cor?
A 744%

B 8,33%

C 917%
D 15,95%

E 2751%



Enem 2019 O dono de um restaurante situado as mar-
gens de uma rodovia percebeu que, ao colocar uma
placa de propaganda de seu restaurante ao longo da
rodovia, as vendas aumentaram. Pesquisou junto aos
seus clientes e concluiu que a probabilidade de um

! oo
motorista perceber uma placa de anuncio & > Com

isso, apds autorizacdo do 6rgdo competente, decidiu
instalar novas placas com anuncios de seu restaurante
ao longo dessa rodovia, de maneira que a probabili-
dade de um motorista perceber, pelo menos uma das
placas instaladas, fosse superior a 29

100
A quantidade minima de novas placas de propaganda
a serem instaladas é:

A 99 B 51 C 50 D6 E 1

UEG 2019 Dois candidatos, A e B, disputam a presidéncia
de uma empresa. A probabilidade de o candidato A
vencer é de 0,70; ao passo que a de Bvencer é de 0,30.
Seocandidato Avenceressadisputa,aprobabilidade de
Heloisa ser promovida a diretora dessa empresa é
de 0,80; ja se o candidato B vencer, essa probabilidade
serd de 0,30. A probabilidade de Heloisa, apds a
disputa da presidéncia dessa empresa, ser promovida
a diretora, € de
A 0,50

B 0,45

C 065
D 0,56

E 055

FICSAE 2019 Considere um bando de pdssaros de de-

terminada espécie, no qual cabe ao macho conquistar

a fémea para formar um casal. Enquanto a maioria dos

passaros machos dessa espécie canta e da pequenos

saltos, alguns conseguem dar saltos maiores, atraindo
mais a atencdo das fémeas. Com isso, estima-se que

a chance dos passaros que realizam maiores saltos

conseguirem uma parceira € igual a 30%, enquanto a

chance dos demais pdssaros machos dessa espécie

é igual a 10%.

Sabendo-se que nesse bando hd 150 passaros ma-

chos, dos quais 30 conseguem dar saltos maiores, ao

observar um casal recém-formado, a probabilidade e

0 passaro macho ser capaz de dar saltos maiores é:

AL B 3 c32 »p3 E S

3 5 50 7 20

UFJF 2019 Em um hospital trabalham 12 médicos, dos

quais 5 sdo cardiologistas. Um paciente apareceu

com uma doenca cardiaca rara. A direcdo do hospital
resolveu montar um grupo de estudos composto por

3 médicos para analisar o caso.

a) Quantos grupos de estudos distintos com 3 mé-
dicos é possivel montar para realizar o estudo?

b) Quantos grupos de estudos distintos com 3 médi-
cos tém pelo menos um cardiologista?

c) Um grupo de estudos com 3 médicos sera for-
mado aleatoriamente para o estudo. Qual é a
probabilidade de que tenha pelo menos um car-
diologista em sua composicdo?

UEG 2019 Uma urna possui 5 bolas verdes e 4 ama-
relas. Sdo retiradas duas bolas aleatoriamente e sem
reposicdo. A probabilidade de ter saido bolas de co-
res diferentes é

A2 D 2
9 12
B 2 g 20
18 17
c S
12

FMP 2019 Um médico estd acompanhando um casal
que deseja ter filhos. Segundo o médico, a esposa
ndo tem chances de ter gémeos, mas, se engravidar,
a probabilidade de o neném ser do sexo masculino é
de 40%. O casal deseja ter trés nenéns e deseja que
eles ndo sejam, todos, do mesmo sexo.
Confirmando-se o parecer do médico, a probabilidade
de o casal conseguir o que deseja, ao final de trés gra-
videzes bem-sucedidas, é
A 50% C 40%
B 66% D 72%

E 24%

ESPM 2019 Uma urna contém 5 bolas idénticas nu-
meradas de 1 a 5. Quatro bolas serdo retiradas uma
a uma, aleatoriamente, dessa urna e enfileiradas em
uma canaleta da esquerda para a direita, na ordem de
retirada, formando um nimero de 4 algarismos. A pro-
babilidade de o algarismo das unidades ser o maior
de todos os algarismos desse nimero € igual a:

c Ed

3

A

N —

D

vs]
WIN O|—
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UEL 2019 Considere as seguintes informacdes:

Em um instituto de pesquisa trabalham 30 profissionais.

Cada profissional tem apenas uma formacdo, ou em

Biologia ou em Matemaética.

Parte do total destes profissionais fala inglés fluen-

temente.

A guantidade de matematicos fluentes em inglés é o

dobro da quantidade de bidlogos fluentes em inglés e

representa 40% do total de profissionais.

A quantidade de bidlogos e matematicos ndo fluentes

em inglés é exatamente igual.

Na oportunidade de ser sorteado um profissional para

representar o instituto de pesquisa em um evento,

analise as sentencgas a seguir e argumente sobre sua
veracidade ou ndo.

I. A probabilidade de ser sorteado um profissional
fluente em inglés é maior do que a probabilidade
de ser sorteado um matematico.

Il. A probabilidade de ser sorteado um profissional
ndo fluente em inglés é igual a probabilidade de
ser sorteado um bidlogo.

Apresente os calculos realizados na resolucdo da

questdo.

=
w
[
4
L
@
'S

w
(531



UFPR 2019 Em uma reunido de condominio, os morado-
res resolveram fazer um sorteio para decidir a ordem
em que suas casas serdo pintadas. As 8 casas desse
condominio estdo dispostas conforme o esquema ao
lado. Dizemos que duas casas sdo vizinhas quando
estdo dispostas de frente ou de lado. Por exemplo, a
casa 3 é vizinha das casas 1,4 e 5, enquanto a casa 8
€ vizinha apenas das casas 6 e 7.

Qual é a probabilidade das duas primeiras casas sor-
teadas serem vizinhas?

A S c 2 E 9
28 14 56
B 2 D 5
32 16

Fuvest Dois tridangulos congruentes, com lados colori-
dos, sdo indistinguiveis se podem ser sobrepostos de
tal modo que as cores dos lados coincidentes sejam
as mesmas. Dados dois tridangulos equildteros con-
gruentes, cada um de seus lados € pintado com uma
cor escolhida dentre duas possiveis, com igual pro-
babilidade. Qual a probabilidade de esses tridngulos
serem indistinguiveis?

AFA 2019 Pela legislacdo brasileira, atualmente, os di-
tos “Jogos de Azar” estao proibidos. Tais jogos sdo,
na maioria das vezes, sustentados pelas perdas dos
jogadores que financiam os que vao ter sorte. Esses
jogos tém por condicdo de existéncia que, na diferen-
ca entre as probabilidades de sorte e azar, predomine
O azar.

Ainda que proibidos, bancas de alguns desses jogos
sdo comumente encontradas em festas populares
Brasil afora. Exemplo desses jogos € aquele em que
0 jogador tem 1 bolinha para lancar sobre uma rampa,
levemente inclinada, e deverd acertar uma das “ca-
sinhas” numeradas de 1 a 6. Geralmente, o dono da
banca de jogo imp8e condi¢des para que o jogador
ganhe um prémio.

Suponha que uma condicdo de sorte seja, desconsi-
derando quaisquer outras influéncias, lancar a bolinha
trés vezes sucessivas de modo que, ao final dos trés
lancamentos, seja observado que a soma dos nime-
ros das casinhas € igual a 12.

Desse modo, a probabilidade de se ter sorte nesse
jogo é:

A menor que 3%.

B maior que 8% e menor que 10%.

C maior que 11% e menor que 13%.

D superior a 13%.
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ITA 2019 As faces de dez moedas sdo numeradas de
modo que: a primeira moeda tem faces 1e 2; a segun-
da, 2 e 3; aterceira, 3 e 4, e assim sucessivamente até
a décima moeda, com faces 10 e 11. As dez moedas
sao lancadas aleatoriamente e os nimeros exibidos
sao somados. Entdo, a probabilidade de que essa
soma seja igual a 60 é:

A 63 c 63 E 189
128 512 1024
B 63 D @
256 512

Enem 2019 Uma empresa sorteia prémios entre os
funciondrios como reconhecimento pelo tempo tra-
balhado. A tabela mostra a distribuicdo de frequéncia
de 20 empregados dessa empresa que tém de 25 a
35 anos trabalhados. A empresa sorteou, entre esses
empregados, uma viagem de uma semana, sendo
dois deles escolhidos aleatoriamente.

25 4
27 1
29
30
32
34
E5

w o w NN

Qual a probabilidade de que ambos os sorteados te-
nham 34 anos de trabalho?

Al Bl c 1 D2 E S
20 19 16 20 20

Fuvest 2019 Uma urna tem A bolas azuis e B bolas

brancas. Ao serem retiradas duas delas de uma sé

vez, aleatoriamente, a probabilidade de safrem duas
bolas azuis é denotada por P,, a probabilidade de
safrem duas bolas brancas é denotada por Pg, e a pro-

babilidade de sairem duas bolas de cores diferentes é

denotada por Py,

a) SeA=2eB=5,determine Pg.

b) Se o total de bolas de urna é 21e Py, é o triplo de
P,, quantas bolas azuis e quantas bolas brancas
ha na urna?

c) Se A =3, para quais valores de B o valor de P, é

estritamente maior do que %?

Efomm 2019 Um atirador, em um Unico tiro, tem pro-
babilidade de 80% de acertar um especifico tipo de
alvo. Num exercicio ele déa seis tiros seguidos nesse
mesmo tipo de alvo.

Considerando-se que os tiros sdo independentes, em
célculo aproximado, qual é a probabilidade de o atira-
dor errar o alvo exatamente duas vezes?

A 412% C 24,58% E 40,25%

B 18,67% D 2729%



Unicamp 2019 A figura abaixo representa um dado na
forma de um tetraedro regular com os vértices numera-
dos de 1a 4. Em um lancamento desse dado, deve ser
observado o ndmero estampado no vértice superior.

a) Considere a soma dos nimeros obtidos em dois
langamentos de um dado tetraédrico. Determine
de quantas maneiras essa soma pode resultar em
um ndmero primo.

b) Seja p, a probabilidade de se observar o nimero
n no langamento de um dado tetraédrico tenden-
cioso para o qual p; = 2p, = 3p5 = 4p,. Calcule
essas quatro probabilidades.

Cescea Jogando-se 3 dados (ou um dado 3 vezes),
qual a probabilidade de obtermos soma menor ou
igual a 4?

1 1

A — D —
36 18
B 1 E
2 54
c 2
27

Cescea Tirando-se ao acaso 5 cartas de um baralho
de 52 cartas, a probabilidade de sair exatamente 3
valetes é:

i C 4(:& E nda

52 Coas o
B 4'C48,2 D i

Coos 52

Cescea Qual a probabilidade de, jogando-se um dado,
obter-se um nimero par de pontos?
1

1 D 4

6 3
B1 E nda
5
1
C4

Cescem Considere as 120 permutacdes dos nimeros

3,5, 6,7 e 8 Uma delas é escolhida ao acaso e

consideremos o nuimero de cinco algarismos assim

escolhido. Determine:

a) a probabilidade de esse nimero ser par.

b) a probabilidade de esse nimero ser maior que
70000.

c) a probabilidade de esse numero ser divisivel
por 3.

Cescem Numa cidade com 1000 eleitores, haverd uma
eleicdo com dois candidatos, A e B. E feita uma prévia
em que 0s 1000 eleitores sdo consultados, sendo que
510 ja se decidiram, definitivamente, por A. Entdo, a
probabilidade de que A ganhe a eleicdo é:

A 05

B 1

C 0,51

490
510

E ndo pode ser calculado porque ndo € dado quan-
tos eleitores entre os restantes 490 estdo ainda
indecisos.

Cescem Dois prémios iguais sdo sorteados entre 5

pessoas, sendo duas brasileiras e trés argentinas.

Determine:

a) a probabilidade de serem premiados dois
brasileiros.

b) a probabilidade de ser premiado pelo menos um
argentino.

c) aprobabilidade de serem premiados dois argentinos.

Cescem Um dado especial de forma de icosaedro tem
suas 20 faces numeradas da seguinte forma: duas
das faces tém o numero zero; as 18 restantes tém
0s numeros -9, —-8,—7,....—1, 1, 2,..., 9. A probabilidade
de que, lancando dois destes dados, tenhamos uma
soma do nimero de pontos igual a 2 vale:

P b 19
400 400
B IS E 2
400 20
c 10
400

Cesgranrio Um prédio de trés andares, com dois apar-
tamentos por andar, tem apenas trés apartamentos
ocupados. Determine a probabilidade de que cada
um dos trés andares tenha exatamente um aparta-
mento ocupado.

Cesgranrio Trés moedas, ndo viciadas, sdo lancadas
simultaneamente. Determine a probabilidade de se
obter duas caras e uma coroa.

FEI No lancamento de dois dados honestos, calcular a
probabilidade de:

a) asoma dos pontos ser impar.

b) o produto dos pontos ser impar.

EEM Lancando-se simultaneamente dois dados, cujas
faces sao numeradas de 1a 6, qual a probabilidade de:
a) serem obtidos nimeros cujo produto seja impar?
b) serem obtidos nimeros cujo produto seja par?
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29 EEM Considere dois pequenos tetraedros com suas
faces numeradas de 1a 4. Lancando-se aleatoriamente
0s dois tetraedros sobre uma mesa, qual a probabi-
lidade de que as faces em contato com a mesa:

a) tenham numeros iguais?
b) tenham soma 47

40 Fuvest Sorteiam-se dois nimeros naturais ao acaso
entre 101 e 1000, inclusive, com reposigao. Calcule a
probabilidade de que o algarismo das unidades do
produto dos niimeros sorteados nao seja zero.

41 Fuvest Uma urna contém bolas numeradas de 1a 9.
Sorteiam-se, com reposicdo, duas bolas. A proba-
bilidade de que o numero da segunda bola seja
estritamente maior do que o da primeira é:

81 81 81
9 81

42 Fuvest Considerando um poligono regular de n lados,
n >4, e tomando-se ao acaso uma das diagonais do
poligono, a probabilidade de que ela passe pelo
centro é:

A Osenénpar D 1 se n é impar.
n

B 1 se n é impar. E 1 sen é par.
2 n 3

C 1sen épar

43 Fuvest Escolhido ao acaso um elemento do conjunto
dos divisores positivos de 60, a probabilidade de que
ele seja primo é:

1 1

A3 D5
1 1

B = E -
3 6
1

€3

44 Fuvest Escolhem-se ao acaso dois nimeros naturais
distintos, de 1 a 20. Qual a probabilidade de que o
produto dos nimeros escolhidos seja impar?

A2 p 1
38 4
B 1 E 8
2 25
c 2
20

45 Fuvest Um fichario tem 25 fichas, etiquetadas de 11a 35.
a) Retirando-se uma ficha ao acaso, qual probabi-
lidade é maior: de ter etiqueta par ou impar?
Por qué?
b) Retirando-se ao acaso duas fichas diferentes,
calcule a probabilidade de que suas etiquetas te-
nham numeros consecutivos.
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O enunciado a seguir refere-se as questdes de 46 a 48.

Atabela abaixo da a distribuicdo de probabilidades dos
4 tipos de sangue de individuos em uma comunidade.

Tipos sanguineos/
probabilidade
De ter o tipo especificado 0,20

De ndo ter o tipo especificado 0,90 0,95

46 Cescem A probabilidade de que um individuo, sor-
teado ao acaso, desta comunidade tenha o tipo
sanguineo O vale:

A 0,267 D 0,95
B 0,65 E nenhuma das anteriores.
C 0,80

47 Cescem A probabilidade de que dois individuos, sor-
teados ao acaso, desta comunidade tenham um o tipo
A e o outro o tipo B vale:
A 0,60 C 0,04
B 018 D 0,02

E 0,30

48 Cescem A probabilidade de que um individuo, sortea-
do ao acaso, desta comunidade ndo tenha o tipo B ou
ndo tenha o tipo AB vale:

A 0,855

B 1,85

C 0,850

D 10

E nenhuma das anteriores.

49 FCMSCSP Dispde-se de um mapa. Dispde-se também
de um dado com 3 faces vermelhas e 3 faces azuis.
Considerando as regras:

I. partindo do quadro 1, pode-se caminhar no senti
do indicado pelas setas para os demais quadros,
a cada lancamento do dado.

Il lancando-se o dado, se sair face azul, segue-se
pela seta da direita até o quadro seguinte.

lIl. lancando-se o dado, se sair face vermelha, segue
se pela seta da esquerda até o quadro seguinte.

A probabilidade de chegar ao quadro 13, partindo-se
de1, é:
16 16 16 16 16



Fuvest Escolhendo-se ao acaso duas arestas de um
cubo, a probabilidade de elas serem reversas é:

AL D 2
3 M
B 1 E 3
4 1
c 2
1

Cescem Uma urna contém 1 bola preta e 9 brancas.
Uma segunda urna contém x bolas pretas e as res-
tantes brancas, num total de 10 bolas. Um primeiro
experimento consiste em retirar, a0 acaso, uma bola
de cada urna. Num segundo experimento, as bolas
das duas urnas sao reunidas e, destas, duas bolas sdo
retiradas ao acaso. O valor minimo de x a fim de que a
probabilidade de safrem duas bolas pretas seja maior
no segundo do que no primeiro experimento é:

A1

B 2

Cc3

D 4

E 9

Cescem Jogando-se 3 dados (ou um dado 3 vezes),
qual a probabilidade de obtermos soma menor ou
igual a 4?

1 1

A — D —
36 18
B 1 E
2 54
c 2
27

Fuvest Qual a probabilidade do determinante de uma
matriz quadrada 2 X 2 com coeficientes inteiros ser
fmpar?

Al p !
2 4
B 3 E 3
8 4
c 2
8

Cescem Em cada extracdo de uma certa loteria, con-
correm 40000 bilhetes. Um individuo foi agraciado
com 10000 bilhetes, com os quais ele vai concorrer,
podendo, se quiser, dividir os 10000 bilhetes em duas
partes, da maneira que bem entender, para concor-
rer em duas extracdes. Como deve ser feita a divisao
para que a probabilidade de ele ganhar pelo menos
uma vez seja maxima?

A Todos os bilhetes numa extragdo so.

B 5000 em uma e 5000 em outra.

C 2500 em uma e 7500 em outra.

D 1250 em uma e 8750 em outra.

E Nenhuma das anteriores.

Cescem Em um espaco amostral {A, B}, as probabilida-
des P(A)e P(B) valem, respectivamenteé e % Assinale

qual das alternativas seguintes ndo é verdadeira.
A AuB=S

B AUB=B

CAUB=U

DANB=ANB

EANB)UAUB)=S

Cescem Sabendo-se que os erros de impressao tipo-
gréfica, por pagina impressa, distribuem-se de acordo
com as seguintes probabilidades:

0 0,70
1 015
2 0,10
3 0,02
4 0,02
5 ou mais 0,01

Nestas condicdes:

I. A probabilidade de que numa pagina impressa
existam estritamente mais do que trés erros tipo-
gréficos vale:

A 0,05 D 0,0003
B 0,03 E 0,0002
C 002

ll. A probabilidade de que em duas paginas im-
pressas existam no total exatamente quatro erros
tipograficos vale:

A 0,0200 D 0,4900
B 0,0270 E 0,7000
C 0,0440

Cesgranrio Num jogo com um dado, o jogador X ganha
se tirar, no seu lance, um nimero de pontos maior ou
igual ao do lance do jogador Y. A probabilidade de X
ganhar é:

2 12 36
5 3 b B
2 24

Uma rifa compde-se de 100 cupons, numerados de
1a100. Qual é a probabilidade de o nimero sorteado
ndo ser um quadrado perfeito?

Cesgranrio A probabilidade de um inteiron, 1<n < 900,
ser multiplo de 9 é:
1
999
1

B — D
10

C E

1
9
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Fuvest Escolhido ao acaso um elemento do conjunto
dos divisores positivos de 60, a probabilidade de que
seja primo é:
1
A .
5 C
1
B - D
3

1
E —
6

gl—= »|=

FGV Uma urna contém 50 bolinhas numeradas de 1
a 50. Sorteando-se uma bolinha, a probabilidade de
que o nimero observado seja multiplo de 8 é:

A c 1 el
25 10 5
B b 8
50 50

Cesgranrio Dois dados sao langados sobre uma mesa.
A probabilidade de ambos os dados mostrarem, na
face superior, niUmeros impares é:

A C

m
arlw

B D

N[—= W=
G TN I

Fuvest Ao lancar um dado muitas vezes, uma pessoa
percebeu que a face 6 saia com o dobro de frequéncia
da face 1, e que as outras faces safam com a fre-
quéncia esperada em um dado ndo viciado. Qual a
frequéncia da face 1?

A C

B D

WIN W=
3|~ ©l=

Vunesp Um baralho consiste em 100 cartdes numera-
dos de 1 a 100. Retiram-se 2 cartdes ao acaso (sem
reposicao). A probabilidade de que a soma dos dois
ndmeros dos cartdes retirados seja igual a 100 é:

A 22 C 1% E
4950 ° 4851
50 49
4950 P 5000
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Vunesp Numa gaiola, estdo 9 camundongos rotulados
1,2,3,..,9. Selecionando-se conjuntamente 2 camun-
dongos ao acaso (todos tém igual possibilidade de
ser escolhidos), a probabilidade de que, na selecdo,
ambos os camundongos tenham rétulo impar é:

A 0,3777... C 017 E 0/1333..

B 047 D 0,2777...

Cesgranrio Lancando-se um dado duas vezes, a pro-
babilidade de ser obtido o par de valores 2 e 3, em
qualquer ordem, é de:

A C — E —

B D —

Ol—= O|=

Fuvest Escolhe-se ao acaso trés vértices distintos de
um cubo. A probabilidade de que estes vértices per-
tencam a uma mesma face é:

3 5 e B
14 14 18
B 2 p 3
7 7

Vunesp Apds uma partida de futebol, em que as equipes
jogaram com as camisas numeradas de 1a 11e ndo houve
substituicdes, procede-se ao sorteio de 2 jogadores
de cada equipe para exame antidoping. Os joga-
dores da 12 equipe sdo representados por 11 bolas
numeradas de 1a 11 de uma urna A; e os da 2% da
mesma maneira, por bolas de uma urna B. Sorteia-se
primeiro, ao acaso e simultaneamente, uma bola de
cada urna. Depois, para o segundo sorteio, 0 processo
deve ser repetido, com as 10 bolas restantes de cada
urna. Se na primeira extracao foram sorteados dois
jogadores de nimeros iguais, a probabilidade de que
aconteca o mesmo na segunda extracao é de:

A 0,09

B O]

Cc 012

D 0,22

E 0,25
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PolinGmios

Sdo muitos os modelos matemaéticos que podem ser utilizados para descrever comportamen-
tos de fenédmenos naturais ou provocados. Alguns desses modelos tém como base os polinémios,
assunto que sera tratado neste capitulo. Polinémios sdo eficientes para modelar problemas que
envolvem a evolucdo temporal de indicadores financeiros, como taxas de juros, e também para
descrever problemas de geometria que envolvem medidas de comprimentos, dreas e volumes.

Existem diferentes técnicas de modelagem, como a da regressdo linear e polinomial, que
combinam conhecimentos estatisticos, extraidos de observacdes e conhecimentos matemati-
cos do estudo das fungdes, que podem ser adequados a praticamente todo tipo de variagdo
temporal de uma grandeza.

Esses modelos permitem que sejam feitas previsdes futuras sobre o comportamento de
variaveis fisicas e quimicas, bem como demogréficas e econémicas. Sendo assim, o estudo dos
polindmios tem grande importancia no desenvolvimento de diferentes dreas do conhecimento.




Monomios de uma variavel

Denomina-se mondmio toda expressdo matematica aberta da forma ax" em que:
+ aé uma constante complexa, ndo nula, denominada coeficiente;
o X étambém um nimero complexo denominado varidvel do monémio;
« néum numero natural denominado grau do mondmio.
Entdo:
aeC*
ax" = {xeC
neN

Embora a varidvel de um monémio possa ser representada por qualquer letra, sdo mais comumente utilizadas as
Ultimas letras do alfabeto, como x, y ou z, ou ainda, t quando nos referimos ao tempo.
Veja na tabela, alguns exemplos de monémios na varidvel x.

mm

5x* 5 4
-8ix? -8i 2
; s 1
x’ 1 7
= = 1
3 3 0

Na (Ultima linha do quadro, hd um exemplo de monémio de grau zero.
Ele pode ser escrito como 30=3.

Valor numérico de um monémio

Todo mondémio pode ser interpretado como uma funcéo do tipo y = ax". Assim, o valor numérico de um mondmio é
obtido como sendo a imagem da fungdo y(x) quando a varidvel x é substituida por valores especificamente atribuidos.
Veja 0s exemplos a seguir:

. o valor numérico do mondmio 5x* parax=-2¢é:5- (—2)4 =5-16=80;
. o valor numérico de -8ix? parax=1+ié: -8i-(1+ 1)2 =-8i-(1+2i+ iz) =-8i-2i =-16i° =16;

12+18 :E+§i:2+3i;
6 6

. 0 valor numérico de é quando x =12 +18i é:

. O valor numérico de x’ quando x=ié:i’ =i = —i;

. O valor numérico de —x quando x=—\/§ é: —(—\/5):\/5;
. Ovalornuméricode3quandox:2O2Oé:3-2O2OO:3-1:3.

Observe que o valor numérico de qualquer monémio de grau zero é
sempre igual o valor de seu coeficiente.

Fun¢des monomiais definidas em R

Quando o universo numérico em que sao recolhidos o valor do coeficiente e os valores da varidvel de um mondmio
fica restrito ao conjunto dos ndmeros reais, as fungdes monomiais admitem representacdes cartesianas que obedecem a
determinados padrdes.
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Os formatos dos gréficos das fungdes monomiais definidas em R dependem, principalmente, do sinal de seu coefi-
ciente e da paridade de seu grau.

Como o coeficiente de um mondémio ndo pode ser nulo, devemos analisar quatro casos. Observe:

grau par — grau par
Coeficiente Coeficiente

positivo negativo
grau impar — | grau impar

Veja na tabela a seguir o comportamento grafico dos monémios de grau par:

Coeficiente (a # 0)

N
w
[
z
w
o
TR
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Veja na préxima tabela, o comportamento grafico dos monémios de grau impar:

Coeficiente (a # 0)

e |
y y
X X
y y
/ X X
y y
/ | |

Operag¢des com mondmios de mesma varidvel

Podemos efetuar as quatro operacdes com mondmios (adigdo, subtragdo, multiplicacdo e divisdo) de mesma variavel
e, nem sempre, o resultado obtido € um monémio.

Podemos garantir que o produto de dois monémios é sempre um mondmio, mas em uma adicdo ou subtracdo, isso
nem sempre acontece. A soma (ou a diferenca) de dois monémios serda um mondmio se, e somente se, 0s monémios
adicionados (ou subtraidos) tiverem o mesmo grau. Ja na divisdo, o quociente € um mondmio se o grau do dividendo for
maior que o grau do divisor.

Mutltiplicagdo e divisco de monomios

Multiplicagdo
Para multiplicar monémios de mesma varidvel, efetua-se o produto dos coeficientes e o produto das varidveis. Observe
o0 exemplo a seguir para os monémios y = 2x* e z=5x>. O produto y - z seré:

2x* 5x°=2.5.x" . x¥=10 - x**3 =10x’
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Note que:

. o coeficiente do produto € o produto dos coeficientes
dos fatores.

. o grau do produto é a soma dos graus dos fatores.
De modo genérico, sendo y = ax" e z = bx™ dois mon6-

mios, tem-se que o produto y - z é dado por:

ax" - bxM=abx"*™

Divisdo

Analogamente a multiplicacdo, para dividir um mo-
némio por outro de mesma varidvel, efetua-se a divisdo
dos coeficientes e a divisdo das varidveis. Observe o
exemplo para 0s mondémios y = 2x* e z=5x% Os quo-

cientes ¥ e £ s3o:
z y
y_2x* 2 43
—="===x""=0,4x
z 5x3 5
3
£=5i=§><3_4=§x_1_2
y x4 2 2 2X

(veja o boxe Atencdo a seguir)

Note que:

. 0 coeficiente do quociente é o quociente entre os
coeficientes dos monoémios.

. o grau do quociente é a diferenca entre os graus dos
mondmios.

) ox Z e P -
0 quociente da divisdo v do dltimo exemplo ndo € um mondmio

pois 0 expoente da varidvel é negativo. As teorias estudadas neste
capitulo ndo se aplicam a esse tipo de funcdo.

De modo genérico, sendo y = ax" e z = bx™ dois mon6-

mios, tem-se que o quociente ¥ & dado por:
z

ax" =§Xn—m
bx™ b

ax":bx™ =

Quando n>m essa expressdo representa um mondmio.

Poténcias de mondmios

Para elevar um monémio a um expoente natural, pro-
cede-se da seguinte maneira:
. 0 coeficiente da poténcia € a poténcia do coeficiente.
- ograuda poténcia é o produto do grau pelo expoente

da potenciacdo.

Observe o exemplo, considerando o mondémio y = 2x*
e 0 expoente 3, ou seja, vamos calcular y3:

V3= (3P =23 x4 3 = g2

De modo genérico, sendo m um expoente natural e o
mondmio y = ax", temos que a potenciacdo y" € dada por:

Adicao e subtracdo de mondmios

A adicdo e a subtracdo de mondémios de mesma va-
ridvel s6 podem ser efetuadas se os monémios possuirem
0 mesmo grau. Para adicionar ou subtrair dois mondémios
nessas condicdes, efetua-se a soma ou a subtracao dos
coeficientes e, se o resultado ndo for nulo, mantém-se o
mesmo grau dos mondmios operados. Veja o exemplo a
seguir, considerando os monémiosy = 6x° e z=7x°. Vamos
obter: y+zey—z

V+z=6x+ 7= (6+7) =13%°
y—z:6><3—7><3:(6—7)><3:—><3

Observe que:

. o coeficiente da soma é a soma dos coeficientes dos
monomios adicionados.

- o coeficiente da diferenca ¢ a diferenca dos coeficien-
tes dos mondémios subtraidos.

Se o coeficiente obtido for diferente de zero, entao:

« 0 grau da soma € o mesmo grau dos mondmios
somados.

. 0 grau da diferenca € o mesmo grau dos mondmios
subtraidos.

De modo genérico, se y = ax" e z = bx" s8o dois mo-
ndémios, tem-se que a soma y + z e a diferenca y — z sdo
expressas por:

ax" + bx" = (a £ b)x"

Quando dois mondmios de mesma variavel e graus
diferentes sdo adicionados ou subtraidos, o resultado nunca
€ um mondmio, mas sim um bindmio.

0 ntmero zero também pode ser interpretado como um mondmio
de coeficiente nulo, uma vez que 0x" = 0.

Monémios nulos ndo tém grau definido, pois quando o coeficiente é
igual a zero, ndo é possivel distinguir o grau dessas fun¢des:

0=0-x=0-x=0-=0-x"=0->=0-x*=0-x=.

Binomios

Bindmios sdo expressdes algébricas compostas de
dois mondmios, que resultam da adigao ou da subtracao
desses monomios, com varidveis diferentes ou com mesma
variavel, mas graus diferentes.

O grau de um binémio é dado pelo grau do maior
mondémio.

Exemplos:
. M=5x%+2y*é um bindmio de 32 grau.
. N=4x?+y?é um bindmio de 22 grau.
. B=x*+9x%é um binémio de 42 grau.
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Os mondémios de um bindmio também podem ser cha-
mados de termos.

Entre esses exemplos, os bindbmios M e N tém duas
varidveis cada: x e y. Por esse motivo € comum que sejam
indicados por M(x, y) e N(x, y). J& o binbmio B tem apenas
a varidvel x, por isso também pode ser indicado por B(x).
o MK Y)=5x+2y°
« NX vy = 4x? + y2
« BXx= x*+9x?

Bindmios de grau minimo sdo, necessariamente, de
12 grau, pois zero é o Unico nimero natural menor do que 1.

Exemplos:

« PX)=2x+3
« QX)=—x+04
« RX)=(B+2ix+(@E-i)
De forma genérica, um bindmio de 1° grau é uma ex-

pressao matematica da forma ax + b com a e b diferentes
de zero.

Operag¢des com bindémios do 1° grau

Adicées e subtracdes de binémios do 1° grau s8o efe-
tuadas sempre entre os monémios de mesmo grau. Assim,
sendo A=ax+b e B=cx+d, tem-se que:

A+B=(a+c)x+(b+d)
A B=(@ ox+((b d

MultiplicacBes entre bindmios do 12 grau s8o efetuadas

de modo distributivo entre todos os seus monémios. Assim:
A-B=(ax+b)-(cx+d)
A-B=ax-cx+ax-d+b-cx+b-d
A - B =acx? + adx + bcx + bd
A - B=acx? + (ad + bo)x + bd

O produto de dois bindémios do 1% grau com mesma
varidvel resulta sempre num trinémio do 2° grau.

Trindmios com uma variavel

Sdo as expressdes algébricas que resultam da adicdo
de trés mondmios com mesma variavel, mas graus dife-
rentes, de modo que todo trinbmio possua trés monémios.

O grau de um trinémio desse tipo € dado pelo grau do
maior monémio.

Exemplos:

. R=5x*+2y*+4 é um trindmio do 3° grau.
. S=4x°+xy+y’éum trindémio do 22 grau.
o T=x2+9%°+5x é um trinémio do 32 grau.

Entre esses exemplos, os trinbmios R e S tém duas
variaveis cada: x e y. Por isso podem ser indicados por
R(x, y) e S(x, y). J& o trindbmio T tem apenas a variavel x,
por isso também pode ser indicado por T(x).

. R Y)=5x’+2y°+4
« Sx,y) = 4x% + Xy + y2
o T(X)=x>+9x% + 5x

Trindbmios de grau minimo sdo, necessariamente, do
2° grau, pois zero e um s&o os Unicos nimeros naturais
menores do que 2.
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Trindmios de 2° grau

Trata-se das expressdes do tipo ax’+ bx +c em que a,
b e ¢ sdo numeros complexos diferentes de zero. Observe
0s exemplos:
e 3P +5Bx+2
. xP—2.x+4
o XX+
o X H+(1+3)x=2+2i

Considerando o universo dos nimeros complexos, todo
trinémio do 2° grau resulta do produto de dois binémios do
1° grau. Note os exemplos:

. 3 H5x+2=(x+1)Bx+2)
o o2 x4 =(—x+42)(x+242)
1+i\/§)(x 1—i\/§)

2 2

o Xtx=1 (x
o (143X =24 20 = (X 1+ D)X + 2i)
De modo genérico, a todo trindmio do 2° grau, com

apenas uma varidvel (no caso x), estdo associados dois
ndmeros x; e x, tais que:

ax®+bx+c= a(X = X)X = X5)

Os valores de x, e x, podem ser obtidos por meio da

b Vb? 4ac
X, =——
férmula quadratica: 1 2a
« _—b++b? 4ac
=
2a

Devido a presenca da operacdo de radiciacdo nessa
formula, os valores x, e x, também sdo chamados de raizes
do trinémio.

Quando os coeficientes @, b e ¢ sdo numeros reais, a
expressdo b? — 4ac é denominada discriminante do trinémio
e indicada por (A). Lé-se delta: A = b? — 4ac.

Sendo A um ndmero real, ficam estabelecidas relacdes entre seu sinal
e os valores das raizes do trinémio. Se o discriminante for positivo
entdo x, e X, sdo niimeros reais e diferentes; se for nulo, entdo x, e x,
tém o mesmo valor real, e, se for negativo, entdo x; e x, sdo nimeros
complexos, ndo reais e conjugados um do outro.

A>0 & ><1eR, ><ze]Rex1;r&x2

A=0 x1eR, xzeRexwzx2

A<0 & x1eR, ><293Rex1:><2

Trindmios quadrados perfeitos

Quando um binédmio do 1° grau é multiplicado por si
mesmo, ou seja, € elevado a 22 poténcia, obtém-se um
trindébmio cujo discriminante é nulo (A = 0).



Considere o bindbmio mx + n:
(M + n)(mx + n) = (Mx + n)> = m?x® + 2mnx + n°

Comparando essa expressao com a forma ax®+bx+c
de um trinébmio do 22 grau, tem-se:

2,2 2

mx* 4+ 2mnx + n

2

ax + bx + C
a=m’
b=2mn
c=n’

A=b’—4ac= (Zmn)2 —4m?n? = 4m?n? - 4m’n? = 0
Como neste caso as raizes x; € X, ttm 0 mesmo valor,

esse valor é denominado raiz dupla do trinémio. Todo tri-
ndémio quadrado perfeito possui raiz dupla.

o A e
Polindmios

Polinémios sdo fungdes complexas f: C — C resultantes
da soma de uma série de monémios que podem ter mes-
mo grau ou graus diferentes, mesma variavel ou variaveis
diferentes.

As varidveis de um polinbmio sdo comumente apre-
sentadas entre parénteses como mostram os exemplos
a seqguir:

« AX, y)=x2+><y—|-y2 -2x -4y +3
« By, z)=4x3+9><fy+z2
. PR =x>+x2+8x+20

Entre os exemplos acima, o polindbmio A tem 2 varidveis
(x e y), o polinbmio B tem 3 variaveis (x, y e z) e o polinbmio
P tem apenas a varidvel x.

Podemos afirmar que toda somatéria de mondémios
de diferentes graus e mesma variavel € um polindbmio que
pode ser expresso por:

n
P(x) = z apx”_p, neN
p=0

Os monoémios a x" " sdo denominados termos do
polinémio, assim a palavra bindbmio designa um polinémio
com dois termos, a palavra trindmio um polindémio com trés
termos e assim por diante.

Observacao: Embora o prefixo poli indique pluralidade,
no estudo da Algebra também consideram-se os monémios
como sendo um tipo especial de polinémio.

Todo nimero complexo também pode ser considerado
um polindmio pela sua definicdo algébrica.

n 0
n=0 = PKX)= Zapx”‘p = Zapx”‘p :aoxo =a,
p=0 p=0

Polindbmios como esses sao denominados polindmios
constantes e, particularmente, quando essa constante € o
ndmero zero, o polindmio também é chamado de polin6-
mio nulo.

Caracteristicas dos polinbmios de
apenas uma varidvel

Escrevendo de forma explicita a somatdria dos mono-
mios de graus diferentes, que definem um polindmio com
uma Unica varidvel, tem-se a expressao geral:

n

PX)=agx"+apx" T+ax" "+ +a,_ X +a,_x+a,

Os coeficientes e a varidvel de um polindbmio podem
ser quaisquer nimeros complexos, mas o expoente da va-
ridavel deve ser necessariamente um ndmero natural.

Cada termo ou monémio de um polindmio apresenta
um coeficiente multiplicado pela varidvel elevada a algum
expoente. No termo a1x”_1, por exemplo, a, € o coeficiente,
x € avaridvel e n —1é o expoente.

Os termos de um polindbmio costumam ser apresenta-
dos de acordo com alguma relacdo de ordem (crescente ou
decrescente) entre os expoentes da varidvel. Neste capitu-
lo, foi feita a opgdo pela ordem decrescente dos expoentes.

No termo a, _x tem-se, particularmente, que a
varidvel x estd elevada a primeira poténcia, ou seja,
o expoente da varidvel € o nimero 1:

8y X =8y

Outro termo que merece atengdo especial é o termo
a,, em que o expoente da variavel x € o nimero zero:

=a><o

aﬂ n

Este mondmio de grau zero é denominado termo in-
dependente do polindmio.

Grau de um polinémio

O grau de um polindmio P é indicado por Gp ou gr(P).
Em polindbmios de apenas uma varidvel, o grau coincide
com o valor do expoente do seu monémio ndo nulo de
maior grau.

O monoémio ndo nulo que fornece o grau de um poli-
némio é denominado termo principal do polindmio. Veja,
a seguir, alguns exemplos:

Polinémio Termo principal m

P)=3x"+2x0+x* - 8x*-2x>+5 3x’ grP)=7
Qx) = < +6x°+3x 5 -3 ar(P)=3
T(X) =X+ 5x+ 18 X2 gr(P) =2
Bx)=7x-5 7X ar(P) =1
M(x) = 12 12x° gr(P)=0

Considere a expressao geral para o polindmio P(x) de
acordo com a ordem decrescente dos expoentes de seus
termos:

2

PX)=agx"+apx" "+ax" "2+ . +a,_ X +a,_x+a,
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Nessa expressdo, em que n € um nuimero natural, nem
sempre o primeiro termo aoxn representa o termo principal
de P, pois o termo pode ou ndo ser um monémio nulo. Se o
primeiro termo da expressao for ndo nulo, entao ele € o termo
principal e seu expoente n indica qual é o grau do polinémio.

as 20 grP)=n

Quando o primeiro termo da expressdo for um mono-
mio nulo, ou seja, ag =0, deve-se observar o seu segundo
termo a1x”‘1, a fim de verificar se ele é ou ndo nulo. Caso
o primeiro termo seja nulo e o segundo ndo, o grau do
polindmio € o expoente da variavel do segundo termo.

a;=0eq#0 = grP)=n 1

Quando o primeiro e segundo termos da expressdo ge-
ral sdo nulos, deve-se observar o seu terceiro termo e assim
por diante, até que se encontre um termo que ndo seja nulo.

resolvido

1 Sendo kK um nUmero real, determine os valores de k
para que P(x) = (k — 1)><3 + 3% + kx + 1 seja um poli-
némio do:

a) 2°%grau.
b) 3%grau.

Resolucdo:

a) Para que P(x) seja do 2° grau, o coeficiente de x>
deve serigual a zero. Assim:k 1=0& k=1.

b) Para que P(x) seja do 32 grau, o coeficiente de X
deve ser diferente de zero. Assim: k—1#0 < k#1.

Polindmio nulo

Se todos os termos de um polindmio forem nulos, entdo o polindmio
também é chamado de polinémio nulo.

n
_ n—p _
N(x)—Zapx ,neNea =0, Vp
p=0
O polindmio nulo resulta da adi¢do de qualquer quantidade de mo-
némios nulos:
N = 0x"+ 0x" "+ 0x" 2+ .. +0x°+0x+0

0O polindmio nulo também resulta da subtracdo de um polinémio
por si mesmo:

P(x) — P(x) = N(x)
0O polindmio nulo ndo tem grau definido.

Série dos coeficientes de um polindmio
Além da expressdo geral Px) =aox" +ax" ™'+ .. +a,_ X+
+ a,, todo polindbmio ndo nulo pode ser representado pela

sucessdo dos nimeros complexos que sao os coeficientes
de cada termo:

(@0, @y, -8y _1, @), 30 # 0

48 MATEMATICA = Capitulo 9 = Polinémios

Os elementos ordenados nessa sucessao de nimeros
complexos sdo denominados:

ay — Coeficiente principal ou coeficiente dominante
a, — Coeficiente secundario

a, — Termo independente

A série de coeficientes de um polindbmio sempre inicia
com seu coeficiente principal ag # O e termina pelo seu
termo independente a,. Os polindmios de grau zero tém
apenas um coeficiente, por isso sé observam-se as séries
de coeficientes de polindbmios com grau n > 1.

Por exemplo, a série de coeficientes do bindmio
B(x) = 7x — 5 é o par ordenado (7, -5); a série de coefi-
cientes do trinémio T(x) = x? + 5x + 18 é a trinca ordenada
(1, 5, 18); a série de coeficientes do quadrindmio
Q(X) =-x° + 6x° + 3x - 5 é a quadra ordenada (-1, 6, 3,-5).

O numero de elementos da série de coeficientes de
um polindmio é sempre um nimero maior que o grau do
polinémio. Entdo, se gr(P) =n, a série possui (n + 1) elemen-
tos ordenados. Assim, os coeficientes dos termos nulos de
um polindbmio de grau n > 1 devem ser apresentados em
suas respectivas séries.

Observe, por exemplo, que embora o polindmio P(x)=3x’ +
+2x%+x* = 8x° — 2x? + 5 seja do 7° grau, ha apenas 6 termos
explicitos em sua forma geral. Isso ocorre quando ha mo-
ndémios nulos entre seus termos. No caso especifico desse
P(x), trata-se dos termos do 52 e 1° graus. Escrevendo cada
um deles com o coeficiente nulo, tem-se uma expressdo
de 8 termos visiveis:

P(X)=3X7+2X6+O><5+X4—8><3—2X2+OX+5

Nessa representacdo do polinbmio pode-se observar
mais facilmente a série de seus coeficientescom7+1=8
elementos ordenados:

(3,2,0,1,-8,-2,0,5)

As séries de coeficientes de um polindbmio sdo usa-
das nos algoritmos de algumas opera¢cdes com polinémios
como, por exemplo, a divisdo.

Valor numérico de um polindmio

Para determinar o valor numérico de um polindmio,
basta que sejam atribuidos valores numéricos para suas
variaveis.

Observe 0s exemplos a seguir:

« O valor numérico do polinémio A(x, y) = X* + Xy +
+y2—2x—4y+3quandox:3ey:4é:
AB,4)=3"+3-4-4°-2.3-4-4+3=9+12+
+16-6-16+3=18

« O valor numérico do mesmo polinédmio quando x =0
ey=-1¢é:

A, =)= 0%+ 0 - (1) +

=0+0+1-0+4+3=8

« O valor numérico de B(x, y, z) = 453 + 9x — y + 7 quan-
dox=0ey=1ez=2¢:

B(0,1,2)=4-0°+9-0-1+2°=0+0-1+4=3

12 -=2-0-4-(-)+3=



« O valor numérico de P(x) = x>+ x2 + 8x + 20 quando
x=-1é&:
PN =0+ (D2 +8-(-)+20==1+1-8+20=12
. O valor numérico desse mesmo P(x) quando x =-2 é:
P2)=(2°+(-2°+8-(-2)+20=-8+4-16+20=0
Entre os valores numéricos de um polindmio com uma
ou mais varidveis, hd dois casos que merecem atencdo
especial: 0 caso em que todas as variaveis sdo iguais a O
(zero) e 0 caso em que todas elas sdo iguais a 1 (um).
Quando todas as varidveis de um polindmio sdo nulas,
ou seja, iguais a zero, o valor numérico do polinédmio coin-
cide com o valor de seu termo independente. Por exemplo,
o termo independente do polinémio A(x, y) = X2 + Xy +
+y2—2><—4y+3é:
A0,0)=0°+0-0+40°-2-0-4-0+3=3
Quando todas as varidaveis de um polindmio sdo
unitarias, ou seja, iguais a um, o valor numérico do
polinébmio coincide com o valor da soma de seus coefi
cientes. Por exemplo, a soma dos coeficientes do polinémio
AX, Y)= X2+ Xy +y° —2x — 4y + 3 &

ALN=1P+1- 14177 =2 1=4 - 143=1+1+1-2-4+3=0

Zeros ou raizes de um polindmio

Quando o valor numérico de um polinémio com apenas
uma variavel é igual a zero, o valor atribuido a varidvel do
polindbmio é chamado de zero do polinémio ou raiz do
polinémio.

Veja os exemplos a seguir:

. -2 é raiz do polinémio P(x) = x> + x* + 8x + 20, pois

P2)=-8+4-16+20=0.

« 5 € raiz do polindbmio Q(x) = x* — 4x — 5, pois

QB)=5°-4-5-5=25-20-5=0.

«  3iéraiz do polinébmio M(x) = X2 +9, pois M(3i) = (3])2 +
+9=-9+9=0.

2

Se a soma dos coeficientes de um polinémio P(x) for igual a zero,
entdo uma das raizes desse polindmio é x =1.

Se P(x) € um polindmio de apenas uma varidvel, tem-se que:
- O termo independente de P(x) é P(0) = a,.

-+ Asoma dos coeficientes de P(x) € P() =ay+a;+a,+...+a,_, +
+a, ;+a,.

« SeP(o) =0 entdo x= oL é uma raiz de P.

Classifica¢do de polindmios

E possivel classificar os polinémios tanto pelo grau,
quanto pela quantidade de termos ndo nulos. Para isso,
considere que n seja o grau do polindmio e que m seja
o ndmero de termos ndo nulos desse mesmo polindémio.

Desses valores, tem-se arelagdon=m 1que aponta o
grau minimo de um polinbmio de acordo com sua quantidade
de termos. De acordo com tal relacdo, o grau minimo de
um monémio (m=1)é n=0, o grau minimo de um bindmio
(m=2)én=1,0grau minimo de um trindmio(m=3)én=2
e assim por diante. Observe, por exemplo, que o bindmio
4x + 2 é de 1° grau, o binémio 3x% + 1 é de 2° grau, o
binbmio 2x° + 8 é de 3° grau, o trindmio x° - 3x + 2 é de
2° grau, o trinémio —x° + 8x% + 7 é de 3° grau, o trindémio
x* - 6x% +5 é de 42 grau e 0 mondmio 2x° é de 5° grau.

Quando n=m — 10 polinbmio é denominado com-
pleto. A série de coeficientes de um polinémio completo
nao apresenta nenhum elemento nulo. Note que o bi-
némio 4x + 2 é um polindébmio do 1° grau completo e
seus coeficientes formam a série (4, 2) e que o trinémio
x%2 = 3x+2éum polinémio do 2° grau completo e seus
coeficientes formam a série (1, -3, 2).

Quando n>m — 10 polinbmio é denominado in-
completo. A série de coeficientes de um polindmio
incompleto apresenta ao menos um elemento nulo. Dos
exemplos citados anteriormente, temos que o binbmio
3x2+16éum polindmio do 2° grau incompleto cuja série
de coeficientes é (3, 0, 1), o binémio 2x3+ 8 é um poli
némio do 3° grau incompleto cuja série de coeficientes
é (2, 0,0, 8), o trinbmio -3+ 8x?+7 éum polinébmio
do 3° grau incompleto cuja série de coeficientes é
(-1, 8, 0, 7), o trinémio x* - 6x? + 5 é um polinémio do
42 grau incompleto cuja série de coeficientes é
(1,0, -6, 0, 5) e 0 mondmio 2x° é um polinémio do 52 grau
incompleto cuja série de coeficientes é (2,0, 0, 0, O, O).

Polindmios unitarios

Um polinémio é denominado unitario sempre que seu
coeficiente principal € igual a 1, ou seja, quando ay = 1. Por
exemplo, o polindbmio A(x) = x — 3 & um polinbmio unitario
do 12 grau. Ja o polinémio B(x) = x> —6x+5éum polindmio
unitdrio do 2° grau.

A expressdo geral dos polinébmios unitarios de grau n é:

1

PX)=x"+ax" "'+ .. +a,_x+a,

Polinémios reciprocos

Considere um polindmio de coeficientes reais P(x) na
sua forma geral:

PX)=apx"+ax" "+ax" "2+ . +a, x’+a,_ x+a,

Chama-se polinémio reciproco de P(x) ao polinémio
P (x) expresso na forma geral por:

P ) =ax"+a,_ X" T+a,_ X" T2+ L+ ax +ax+ag

Dois polindbmios sdo reciprocos um do outro quando
a série dos coeficientes de um deles coincide com a série
de coeficientes do outro na ordem contraria.

Exemplos:

«  B(X)=2x+ 3 é reciproco de B'(x) = 3x + 2.
o T(X)=x*+4x -3 éreciproco de T (x) = —3x*+ 4x + 1.
< QX = 2 -5x+4é reciproco de O*(x) =43 -5x%+ 2.
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Entre as propriedades que relacionam dois polinémios
reciprocos P(x) e P*(x), ha duas que merecem destaque.

S30 elas: se gr(P) = n, entdo P (x) = x" ~P(1); eseaz0e
X

~x o 1
P(o) =0, entao P | — [=0.
o
Essa segunda propriedade garante que se o termo
independente de um polindmio ndo for nulo, entdo os in
versos das raizes desse polindbmio serdo as raizes de seu
polinémio reciproco.
Note, como exemplo, que as raizes do polindmio
T(x) = x’  5x+6 5302 e 3; assim, podemos concluir que
1 1 . A .
X=—e ng sdo as raizes de seu polindmio reciproco

T*(x) = 6x° — Bx + 1.

@ Saiba mais _

Se os coeficientes de um polindmio P(x) forem ndmeros complexos,
entdo os coeficientes de seu polinémio reciproco serdo 0s conjugados
dos coeficientes de P na ordem contréria.

PH=a,x"+ax" ' +ax"*+ .. +a _x +a

n-2 n—1x+an

* . - - — — —
P=ax"+a_x""+a_x" "+ .. +ax’ +ax+a,

Polindmios autorreciprocos

Um polinémio P(x) € denominado autorreciproco ou
palindromo quando coincidir com o seu reciproco, ou seja,
quando P'(x) = P(x).

Os coeficientes de um polindmio autorreciproco de
grau n obedecem a relacao:

ay=2a,_p, Vp<n

p

A série dos coeficientes de um polindmio autorrecipro-
co é a mesma lida da esquerda para a direita ou da direita
para a esquerda. Por exemplo, o polinémio P(x) = 2x° +
+3x* 10X 10x°+3x+2éum polinémio autoreciproco.

Vale ressaltar que se x = o é raiz de um polindbmio

. ~ 1 L A
autorreciproco, entdo x =— também é raiz do polinébmio.
o

Observe, por exemplo, que x =2 € uma das raizes do po-
linébmio P(x), ou seja, P(2) = 0:

PR)=2-2°+3-2% 10-2° 10-22+3-2+2
P)=2-32+3-16-10-8-10-4+3-2+2
P2)=64+48-80-40+6+2=0

Como P(x) é autorreciproco, entdo x = % também é raiz
de P(x):

()23 > 6] o) (1) = ()

P 1 :£+§_E_E+§+2
2) 32 16 8 4 2

P(1)=2+6—40—80+48+64=g_

2 32 32
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Uma propriedade importante dos polinémios reciprocos
de grau impar é que eles admitem x =—1como uma de suas
raizes. Considerando o polinémio P(x), podemos verificar
que isso é valido:

P()=2-°+3-)* 10-(1)° 10-(-1)*+3-(-1)+2

P(N=2-(N+3-1 10-(1 10-1+3-(N+2

P(l= 2+3+4+10 10 3+4+2=0

Portanto, —1 é raiz do polindmio P(x).

Um polinémio P(x) € denominado antipalindromo quando P*(x) =-P(x).
Os coeficientes de um polinémio antipalindromo de grau n obedecem
a relagdo:

a,+a,_,=0,Vp<n
Trocando os sinais de todos os elementos da série de coeficientes

de um polindmio autorreciproco, obtém-se a mesma série na ordem
contrdria. Exemplos:

PX) =2 +3x" =10 +10x* = 3x — 2 =
= —P(x) = —2x° = 3x" + 105 = 10x? + 3x + 2 = P*(x)
Q) =x* + 5 = 5x — 1= —Q(x) = —x* = 5 + 5x + 1= Q*()
Todo polindmio antipalindromo admite x =1como uma de suas raizes.

Apresentacdes de um polindbmio

Além da expressdo geral P(x) = apgx" + ax” '+ .. +
+a,,_x+a,, hd diversas possibilidades para a apresentacdo
de um mesmo polindmio. Entre elas merecem destaque
as formas fatoradas, que apresentam o polinébmio como
produto de binémios unitérios e do 1° grau.

Forma fatorada

No universo dos nimeros complexos, todo polindmio
P(x) de grau n pode ser decomposto em exatamente n fato-
res unitdrios e do 1° grau, como mostra a seguinte expressdo:

PX)=ag - (x=0y - (x=0,) - (X=05) - ... - (x=0.,), com
ap#0

Para obter a expressao fatorada de um polinémio com
apenas uma variavel, € necessario determinar o conjunto
{ou, 0y, O3, ..., 0} de todas as raizes ou zeros do polindmio.
O numero de raizes complexas de um polinébmio sempre
coincide com o valor de seu grau.

Os polindmios do 1° grau possuem apenas uma raiz
complexa, por isso tém sua forma fatorada expressa por
P(x)=aq- (x o). Os polinébmios do 2° grau possuem exa-
tamente duas rafzes complexas e sua forma fatorada é
expressa por P(x)=ag- (X 0y -(x o) e assim por diante,
sempre lembrando que o conjunto dos nimeros complexos
contém o conjunto dos ndmeros reais.

Forma fatorada abreviada

Se um polindmio P(x) tem grau n > 2, entdo existe a
possibilidade de que duas ou mais de suas raizes sejam
iguais. Nesses casos pode-se indicar a quantidade de fa-
tores iguais presentes na forma fatorada de P por meio de
expoentes naturais:

PX)=ag - (x— 0oy (x —0)"2 - .- (x — o)™, com ag # O



Na expressao abreviada do polinémio P os expoentes
de cada bindmio unitério e de 1° grau, que representa um
fator do polinémio, sdo chamados de multiplicidades das
raizes de P. Assim:

« m, e amultiplicidade da raiz o;

- m, éamultiplicidade da raiz o;

« m, éamultiplicidade da raiz o.

Nessa representa¢cdo do polindmio ndo deve haver
valores iguais entre as raizes oy, o, ..., oy do polinédmio,
pois assim a expressdo poderia ser mais abreviada ainda.

Os valores de m;a m, ndo podem ser todos iguais a 1,
pois, nesse caso, todas as raizes do polinbmio sdo distintas
e, assim, o polindmio ndo pode ser escrito na forma fatorada
abreviada. Portanto, k < n.

Além disso, a soma de todas as multiplicidades das
raizes de um polinémio deve coincidir com o grau do po-
linbmio:

m;+m,+ms+...+m,=gr(P)

As raizes de um polinbmio podem ser classificadas
de acordo com os valores de suas multiplicidades. Assim,
sendo m a multiplicidade da raiz oo de um polindmio P(x),
tem-se que:

«  Sem=1 entdo a é uma raiz simples.

- Sem=2,entdo o € uma raiz dupla.

.« Sem=3, entdo o € uma raiz tripla etc.
Veja alguns exemplos:

. o polinémio P(x) do 2° grau que possui raiz dupla é
da forma:

P(X) =ag - (x — o)

. o polinémio P(x) de 3° grau que possui uma raiz dupla
e uma raiz simples é da forma:
P(X) =ag - (X — o) - (X — 0L)
. o polinémio P(x) de 3° grau que possui raiz tripla é da
forma:
P() = ag - (x = )

|dentidade de polindbmios
Sejam ap # 0 e by # 0 0s respectivos coeficientes
principais de dois polindmios A(x) e B(x) com mesmo grau
n e N. Na forma geral, tém-se:
AX) =apx" +apx" T+ ax" "2+ +a,_ X +a, x+a,
B(X) = box" + bx" "+ bx" "2+ + b, _x*+b,_x+b,
Os dois polindmios A(x) e B(x) serao considerados

idénticos se, e somente se, tiverem o mesmo grau e exa-
tamente a mesma série de coeficientes:

Observacao: Recomenda-se que as identidades poli-
nomiais sejam indicadas com o simbolo (=), para ndo serem
confundidas com equac8es polinomiais.

€quagoes X identidades

Dois polindmios idénticos assumem os mesmos valores
numeéricos qualquer que seja o nimero complexo atribuido
a sua variavel.

A(x) = B(x)
Exemplo:
x> =19x — 30 = (X + 2)(x + 3)(x — 5)

Identidades também podem ser expressas usando o
simbolo de igualdade (=), mas como se trata de sentencas
matematicas verdadeiras para todo x, recomenda-se acres-
centar (Vx), que significa literalmente “para todo valor de x”
ou “qualquer que seja x”. Assim:

x2 = 19x — 30 = (X + 2)(x + 3)(x — 5), Vx

Equacdes polinomiais também podem ser expressas
por uma igualdade de dois polindmios, mas nesse caso 0s
polindmios assumem os mesmos valores numeéricos apenas
quando alguns poucos nimeros complexos sdo atribuidos
a sua variavel.

Exemplo:
x2 = 19x — 30 = x(x* + 1)

Essa € uma sentenca matematica que pode ser
verdadeira ou falsa, de acordo com o valor de x. Note que
parax= 1, por exemplo, a sentenca € verdadeira, mas para
x =2 ela é falsa:

A(=1)=(=1>=19-(-1)-30=

= H19 3¢ 12

B(=1)- (+) (E W +M=( 1) 1M
=(=0-12=-12

x=-1 =

xe3 — JAR)=2°-19.2-30=8-38-30=-60
B2)=2-(2°+M)=2-(4+1M=2-15=30

Os numeros que tornam verdadeira a sentenca de
uma equacdo polinomial sdo denominados solu¢des da
equacdo. Assim, no exemplo, tem-se que x = -1 ¢é solucao
da equacado, pois implica uma igualdade (=12 = —12).
J& x =2 ndo é solucdo da equacao, pois ndo implica uma
igualdade (—60 # 30).

O grau de uma equacgdo polinomial determina o nimero
maéaximo de solucdes complexas que ela pode possuir.

Verificando identidades

Para garantir a identidade de dois polinémios de grau n,
por meio da atribuicdo de valores numéricos, é necessario
que sejam feitas pelo menos n + 1 atribuicdes para a varia-
vel dos polindémios. Assim, como ndo ha equacgdo polinomial
que admita mais solucdes do que o nimero de seu grau,
a igualdade explorada deve ser de fato uma identidade
polinomial.
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Como exemplo desse processo, considere os polind-
mios A(X) e B(x) apresentados na forma geral e na forma
fatorada, respectivamente:

AX)=x> 19x 30
BX)=(x+2)x+3)(x 5)

Na expressdo do polindmio A(x) observa-se a série de
seus coeficientes (1, 0, —19, —30) e na expressdo do polind-
mio B(x) observa-se o conjunto de suas raizes {-2, -3, 5}.

Como gr(A) = gr(B) = 3, para mostrar que os polino-
mios sao idénticos, por meio de verificacbes numéricas, é
necessario atribuir as suas varidveis pelo menos 4 valores
numeéricos quaisquer:

{A(1)=13-1&1 30 119 30 48
x=1=
B(l)=(1+2)(1+3)1-5)=3-4-(—4)=—-48

- {A<0)=o3—19-0—3o=0—0—3o=—3o
x=0=
B(0)=(0+2)(0+3)(0—5)=2-3-(~5)=-30

Xx=-1= A(=1)=(=1°=19-(=1)-30=—1+19-30=-12
Bl % (+1 2 1 3)=1 5) 2 ( 6 12

{A(—Z) (—2)3—19-(—2)—3O=—8+38—3O=O
X=-2=
B(—2)=(-2+2)(-2+3)(-2-5=0-1-(-7)=0

Assim, tem-se que A(1) = B(1), A(0) =B(0), A( 1)=B( 1)
e A-2)=B(-2).

Por se tratar de polinébmios do 3° grau que coincidiram
em 4 valores numeéricos, pode-se afirmar que A(x) e B(x) sdo
polindmios idénticos:

resolvido

2 Sendo a e b os nlimeros tais que a igualdade a(2 — ) +
+10=x(1—2X)+ bx? é verdadeira para todo x real, entdo
a+b éigual a:

A —-6,5

-15

36

1,5

6,5

moow

Resolucdo:

Fazendo x = 0, obtemos o valor de a:
a2-07°+10=0-(1-2-0)+b- 0’ &
& 4a+10=0+0..a=-25
Fazendo x = 2, obtemos o valor de b:
a2 2°+10=2-(1 2-2)+b-2°
<0+10=2-(-3)+4b .. b=4
Portanto:a+b=-25+4=15.
Alternativa: D.
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Outra maneira de verificar a identidade desses polin6-
mios consiste em partir da expressdo fatorada B(x) e aplicar
a propriedade distributiva do produto até que a expressao
geral A(x) seja encontrada.

BX)=(x+2)x+3)x 5= [><2 +3x+2x+6]x 5)=
=P +5x+6]x 5)=x> 5x°+5x> 25x+6x 30=
=x> 19x 30=A%X)

Observe que todas as expressdes intermedidrias entre
a forma fatorada de B(x) e a forma geral A(x) caracterizam
polinémios idénticos.

resolvido

3 Determine os parametros reais a, b e ¢ que tornam
idénticos os polindmios P(x) e Q(x) definidos a seguir.

PR =(a 2)x° #x> (C+1)x+2
QX =5%> Bx° +7x 2

Resolucdo:

Comparando as séries de coeficientes desses polind
a—-2=bsa=7

mios, tem-se: (b= 8
c+1=7&c=6

Fatorando polindmios

Fatorar € um termo matematico para designar a trans-
formacdo de algum ente matematico no produto de outros.
No estudo da Aritmética, todos os ndmeros que ndo sdo
primos podem ser fatorados. O nimero 10, por exemplo, é
resultado da multiplicacdo dos nimeros 2 e 5. Por isso, a
forma fatorada do nimero 10 € 2 - 5.

Alguns ndmeros possuem diversas formas fatoradas,
como o numero 40, por exemplo, possui seis fatoracdes
distintas, note:

40=2-20=4-10=5-8=2-2-10=2-4-5=2-2-2-5

O fato de a multiplicagdo ser uma operacao comutati-
va, a ordem dos fatores ndo altera a forma fatorada de um
nuimero. Assim, os produtos 5- 8 e 8 - 5 indicam a mesma
fatoracdo do nimero 40.

O teorema fundamental da Aritmética enuncia que todo
numero natural ndo primo admite apenas uma forma de
decomposicao em fatores primos. No caso do ndmero 40
essaformaé:40=2-2-2-5.

Quando dois ou mais fatores primos de um ndmero
natural sdo iguais, a forma fatorada desse nimero pode ser
abreviada pelo uso da potenciacao: 40 = 2%.5"

Dessa expressao deve-se entender que no nimero 40,
o fator primo 2 possui multiplicidade 3 e o fator primo 5
possui multiplicidade 1.

Quando o universo dos nimeros considerados & es-
tendido além dos nimeros naturais, novas formas fatoradas
podem surgir. Por exemplo:

- no conjunto Z dos ndmeros inteiros: 40 = (-4) - (<10);



- No conjunto Q dos ndmeros racionais: 40 = 0,5 - 80;

. No conjunto R dos nimeros reais: 40:2\/5,4\/5;
«  No conjunto C dos ndmeros complexos: 40 =
=(6+20)-(6 2i.

No estudo da Algebra, os polindmios de grau n > 1
podem ser fatorados em polinémios de graus menores do
que n. O bindmio do 22 grau x?-9, por exemplo, é resultado
da multiplicac8o dos bindmios de 12 grau x + 3 e x — 3. Por
isso, a forma fatorada de x* - 9 é X+ 3)x—3).

Alguns polinémios possuem diversas formas fatoradas,
como P(x) = X2+ 6x°+ 11X + 6, por exemplo, possui quatro
fatoracdes distintas, sendo trés com um fator de 1° grau e
outro de 2° grau:

P(x):><3+6><2+11><+6:(x+1)(><2+5><+6)
P() = X2 + 62 + 11X + 6 = (X + 2)(x° + 4x + 3)
P(x) = x>+ 6x% + X + 6 = (X + 3)(x* + 3x + 2)
E apenas uma com todos os fatores de 1° grau:
P(x) = x> + 6x° + X + 6 = (X + (X + 2)(x + 3)
Dessa expressdo deve-se entender que:

{A série de coeficientes de P(x) é (1, 6, 11, 6).

O conjunto das raizes de Px)é{ 1, 2, 3}

Polinbmios podem ter quaisquer tipos de nimeros
complexos como coeficientes ou raizes. A Unica restricdo
é feita aos expoentes da varidvel que devem ser, neces-
sariamente, nimeros naturais. Assim, expressdes como
><—4:(\/;—2)(\/;+2), por exemplo, ndo representam fa-

1
N . . ) \/’ P
toracdes polinomiais, pois =x? e 5 ndo é um expoente

natural. Polinémios do 1° grau podem ser fatorados apenas
no caso de ndo serem polindmios unitarios como, por exem-

4
l0,3x—4=3| x——|.
¥ ( 3)

Os polindmios unitérios de 1° grau fazem o papel ana
logo ao dos nimeros primos na fatoragcao de polindmios.
Dessa analogia, pode-se enunciar que todo polindmio de
grau n > 1 admite apenas uma fatoracdo em polinémios
unitarios e do 1° grau. A identidade entre a forma geral de
um polinémio e essa forma fatorada Unica é uma importante
ferramenta da modelagem matematica.

1

agX +ax" T+ . t+a,_x+a,=agx o)X o).(x o)

comag #0 e oy, 0y, ..., 0, sendo as raizes do polinébmio.
Dessa expressao deve-se entender que todo polinémio

de grau n possui exatamente n raizes complexas €, assim,

expressdes particulares dessa identidade podem ser ob

servadas de acordo com o grau do polinémio.

. Polinbmios do 1° grau possuem apenas uma raiz
complexa:

ax+b=akx-o),a#0

. Polinbmios do 2° grau possuem exatamente duas
raizes complexas

ax’ +bx+c=ax— o)X — o), a0

«  Polinbmios do 3° grau possuem exatamente trés
raizes complexas

aC+b+ox+d=ax o)X o)X o), a%0

. Polindémios do 4° grau possuem exatamente quatro

raizes complexas

ax* + 5 + ox? + dx + € = a(X — o)(X — 0L)(X — 0Lg)(X — O1y),
az0

A tabela a seguir apresenta as fatoracdes de alguns
polinémios do 2° grau:

AX) =x% +3x+ 2 AX) = (X + DX+ 2)

B(x) = x2 = 6x+9 B(X)=(x = 3)x — 3)

Clx) = 6(x+i)(x—l)
2 3

D(x) = x(x + m)

EX) =(x=7)(x+7)

F(x) = (x + 2i) (x — 2i)

CX)=6x>+x —1

D(x) = X2 + Tx
Ex)=x—7
Fx)=x>+4

Ha diversas técnicas que podem ser usadas na fato-
racdo de polinémios do 2° grau. As identidades a seguir
figuram entre os casos classicos da fatoragao algébrica:

. Fator comum: a® +ab = a(@a+b)

a’ +2ab+b” =(a+b)?

- Trinbmios quadrados perfeitos:
nomicsquiadrados peniel {a2—2ab+b25(a—b)2

. Diferenca de quadrados: a’-b’= (@+Db)a—-Db)

Lembrando que o universo dos coeficientes e raizes de um polindmio
¢ 0 conjunto dos nimeros complexos, deve-se considerar também o
caso da soma de quadrados:

- Soma de quadrados: a% + b% = (a + bi)(a — bi)

Observando a tabela anterior, o polindmio D(x)
pode ser enquadrado no caso do fator comum e pode
ser fatorado colocando-se a varidvel x em evidéncia:
X +Tx = X(X + m). O polindmio B(x) no caso do trindbmio qua-
drado perfeito: x> —6x+9=x>—-2-3-x+3%=(x—3)°=
= (x — 3)(x — 3). O polinébmio E(x) no caso da diferenca de

2
quadrados=®> 7= x> (N7) (x++7)(x 7). 0 poline-
mio F(x) no caso da soma de quadrados: X +d=x— (2i)2 =
= (X + 2i)(x — 2i).

Os polindmios A(x) e C(x) ndo caem nos casos classicos
de fatoragao, mas podem ser fatorados com a utilizagdo da
técnica de agrupamento:

3x
AX) = X2 +3X+2=X2 + X+ 2X+2 = XX+ )+ 2+ 1) =
=X+ NXx+2)

X
—

B =6x+x=1 6x> 3x 2x H# 3x(2x 1) 42x )=
=(2x+N3Ex =)

(o]
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4
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Observe que a fatoragdo por agrupamento efetuada no polinémio C(x) ndo obteve fatores unitarios, sendo possivel
ainda colocar em evidéncia os coeficientes principais 2 e 3 dos fatores do 1° grau obtidos:

(2x+)Bx—1) = 2(x+1]-3(x—1) = 6(x+1)(x—1)
2 3 \*73

A técnica do agrupamento também pode ser usada na fatoragao de polinbmios de grau superior. Observe:

PX) = x> +2x%2 —9x —18 = x(x + 2) = 9(x + 2) = (X + 2)(x* = 9) = (X + 2)X + 3)x — 3)

Graficos de polindmios com coeficientes reais

Considere um polinémio P(x) em que todos os coeficientes sdo nimeros reais. Se a varidvel x desse polindbmio tam-
bém estiver restrita ao conjunto dos ndmeros reais, entdo a funcdo y = P(x) pode ser representada graficamente no plano
cartesiano.

PX)=agx" +apx" T+ ax" "+ L +a, X2 +a,_x+a,
a#0,a,e R, Vp,0<p<nxe R

Revendo algumas funcdes reais

Algumas das func¢des polinomiais foram abordadas detalhadamente em capitulos anteriores, como as fun¢des cons-
tantes, as funcdes do 1° grau (afins) e as do 2° grau (quadréticas). Segue uma breve revisdo do comportamento grafico
dessas funcoes.

Fungdo nula e fungdes constantes
A representacao gréafica do polindbmio nulo é uma reta que coincide com o eixo das abscissas do plano cartesiano.

As representacdes graficas dos polindmios constantes, mas ndo nulos, sdo retas paralelas ao eixo das abscissas do
plano cartesiano.
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Funcao afim

As representacdes gréficas dos polinémios do 1° grau séo retas concorrentes aos eixos coordenados.

a>0 a<o0

P(x)=ax+b,a#0

Sendo o dominio da funcdo igual ao conjunto dos nimeros reais, todas as funcdes polinomiais de grau n <1, bem
como o polinédmio nulo, tém seus graficos representados por linhas retas no sistema cartesiano. A partir do graun > 2
ndo sdo mais retas que representam os graficos das funcdes polinomiais de dominio real, mas curvas continuas de varios
tipos diferentes.

Fun¢do quadratica

As representacBes gréficas dos polinémios do 2° grau sdo pardbolas com eixos de simetria verticais.

Quando o coeficiente principal do polinémio do 2° grau é positivo (a > 0), a pardbola que representa o gréfico da fun-
cdo tem sua concavidade voltada para cima e quando esse coeficiente é negativo (a < 0) a pardbola tem sua concavidade
voltada para baixo.

y y
P(x) = ax? + bx + ¢, / /
X

a0

Lendo o gréfico da esquerda para a direita:

Quando a > 0 a funcéo do 2° grau tem seu primeiro Quando a < 0 a funcéo do 2° grau tem seu primeiro

trecho decrescente até atingir um valor minimo e trecho crescente até atingir um valor maximo e continua
continua com um trecho crescente. com um trecho decrescente. ~
Valor médximo =
-—— Trecho E
Trecho crescente e

decrescente
Trecho ——
crescente
~—— Trecho
decrescente

Valor minimo
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Embora possam admitir raizes complexas ndo reais, 0os polinébmios de coeficientes reais e grau n > 2 sempre podem
ser tratados como fungdes de dominio real e representados graficamente no plano cartesiano. Quando as raizes de um
polinémio do 2° grau ndo sdo ndmeros reais, as parabolas que representam seus gréficos ndo interceptam o eixo das
abscissas.

a>0 e A<O a<0 e A<O

Particularmente, quando as duas raizes de um polindémio do 2° grau sdo iguais, as pardbolas que representam seus
gréaficos tangenciam o eixo das abscissas.

a>0e A=0 a<0 e A=0

Nesse caso, a abscissa do ponto de tangéncia € denominada raiz dupla do polinémio.
! Atencéol ]

Se P(x) = ax? + bx+ ¢, coma=0, é um polindbmio de coeficientes reais, sua forma fatorada pode mudar ligeiramente de representacdo de acordo

com o valor de seu discriminante A = b% — 4ac.
Quando A > 0, o polindmio possui duas raizes reais e diferentes.

P(x) = alx — oy)(x — ar))
Quando A =0, o polindbmio possui uma raiz real dupla.

P(X) = a(x — o)’

Quando A < 0, o polindmio possui duas raizes complexas conjugadas.

PX)=a(x—2)(x—2)

MATEMATICA = Capitulo 9 = Polinémios



Fun¢des de 3° grau

As representacdes gréficas dos polinémios de 3° grau s8o curvas geométricas dotadas de duas concavidades voltadas
para regifes opostas no plano cartesiano.

Seja P(x) = ax® + bx? + cx + d, com a # 0, um polindmio do 3% grau. Veja os gréficos da funcéo y = P(x) considerando
alguns parametros:

Nos casos em que b% < 3ac, se a >0, entdo y = P(X) € uma funcdo crescente em toda sua extensdo e se a <0, entdo
y = P(x) € uma funcdo decrescente em toda sua extensdo.
Nos casos em que b2 > 3ac:

. sea>0, entdoy=P(xx) é uma funcdo que alter- .« sea<(, entdoy=P(K) éuma funcdo que alterna
na trechos: crescente, decrescente e crescente, trechos: decrescente, crescente e decrescente,
nessa ordem. nessa ordem.

Méaximo local

Méximo local

Trecho
crescente

Trecho

Trecho
crescente

decrescente

Trecho
crescente

Minimo local Minimo local

Trecho
decrescente

decrescente

As formas fatoradas das funcdes polinomiais do 3% grau com coeficientes reais também podem mudar de acordo com
as caracteristicas de suas raizes.
. Se possuir trés raizes reais distintas, sua forma fatorada sera:

Px)=alx ayx ay)x o)
. Se possuir apenas raizes reais, sendo uma simples outra dupla, sua forma fatorada sera:
P(x) = a(x — a)(x — o)
- Se possuir raiz tripla, sua forma fatorada sera:

(o]
w
[
4
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L

P(x) = a(x — o)
. Se possuir trés raizes, sendo apenas uma delas real, sua forma fatorada seréa:
PX)=ax o)x 2z)(x 2

Nessa Ultima expressao, z e Z representam duas raizes complexas conjugadas.
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Funcdes de graun > 3

Os formatos dos gréficos das funcdes polinomiais de
4° grau em diante sdo mais diversos, podendo até ser
confundidos com gréficos de polindmios de grau inferior.
Isso se deve ao padrao das concavidades das curvas que
os representam no plano cartesiano, que muda a partir do
4° grau como mostra a tabela:

Grau do polinémio Concavidades do gréfico

1° Zero

2° Uma

3° Duas

4° Trés ou uma

52 Quatro ou duas
62 Cinco, trés ou uma

De forma genérica tem-se que:

Se P(x) tem grau par, entdo seu grafico possui um nimero
fmpar de concavidades.

Se P(x) tem grau impar, entdo seu grafico possui um nu-
mero par de concavidades.

Ha uma série de outras generalidades a respeito dos
graficos de funcdes polinomiais de coeficientes reais, como
o fato de todos serem representados por uma curva con-
tinua que cruza o plano cartesiano da esquerda para a
direita.

y
a, /\ /
hd
/&1 ‘ o, =0, é\/)% X

Ainda relacionando o grau do polindmio ao comporta-
mento de seu gréfico, tem-se que:

. Se o grau do polinémio for par, entdo o primeiro e o
dltimo trecho de seu gréfico situam-se em um mesmo
semiplano determinado pelo eixo das abscissas.

- Se o grau do polinbmio for impar, entdo o primeiro e o
dltimo trecho de seu gréfico situam-se em semiplanos
opostos pelo eixo das abscissas.

O gréfico de um polinémio intercepta o eixo das or-
denadas sempre no termo independente da funcdo, ou
seja, no ponto de coordenadas (0, a,). Quando o grafico de
um polindmio intercepta o eixo das abscissas, isso ocorre
sempre em alguma das raizes reais da fungdo, ou seja, nos
pontos de coordenadas (o, 0), (al,, 0), ..., (o, O).

MATEMATICA = Capitulo 9 = Polinémios

Nas raizes do polindbmio que sdo simples, triplas ou
tém qualquer outra multiplicidade impar, as linhas que
representam os graficos das funcdes polinomiais atra-
vessam o eixo das abscissas de um quadrante para outro
no plano cartesiano. Quando isso ocorre, a fungdo muda
de sinal.

Nas raizes do polindémio que sdo duplas, quadruplas ou
tém qualquer outra multiplicidade par, as linhas que repre-
sentam os graficos das fun¢des polinomiais tangenciam o
eixo das abscissas. Quando isso ocorre, a funcdo se anula,
mas mantém o sinal na vizinhanca da raiz.

Considerando que o grafico de uma funcdo polinomial
deve ser lido da esquerda para a direita, em relacdo ao
sinal do coeficiente principal da fungdo ag # O, pode-se
afirmar que:

«  Seag é positivo (a, > 0), entdo o trecho final do gréafico
situa-se no 1% quadrante do plano cartesiano.

+  Seagénegativo (a, < 0), entdo o trecho final do grafico
situa-se no 4° quadrante do plano cartesiano.

Teorema do valor intermedidario

Enunciado pelos matematicos Bernard Bolzano e Luis
Cauchy, o teorema do valor intermedidrio é bastante intuiti-
vo e trata de todas as funcgdes continuas, como as fungées
polinomiais.

Sendo P(x) um polinbmio de coeficientes reais, consi-
dere os nimeros reais r e s, tais que r <s. De acordo com
este teorema, para todo y real, tal que P(r) <y < P(s) ou
P(s) £y < P(r), existe pelo menos um x real, tal que r<x<s
satisfazendo y = P(x). Embora as demonstracdes algébricas
do teorema sejam relativamente sofisticadas, ele pode ser
compreendido observando-se o trecho correspondente
ao intervalo [r, s] do gréfico cartesiano da funcao y = P(x).

Desse teorema decorre que:

Se P(r) - P(s) < 0, entao P(x) possui pelo menos uma raiz
real no intervalo Jr, s[.



Dois casos distintos devem ser observados nessa proposicao, pois se um produto de dois nimeros reais € negativo,
entdo os numeros multiplicados devem ter sinais contrarios. Veja as duas situacoes:

Pin>0eP(s)<0 Pin<0eP(s)>0
y y
PO --~-- Pe)t--—--"""""""— - °
‘r X ;r :x
P}t --------———--———————-——- . P -~ -

O teorema do valor intermediério € suficiente para garantir a existéncia de raiz real do polindmio no intervalo Ir, s[, mas
ndo informa o numero de raizes que pode haver. Veja algumas possibilidades gréficas de y = P(x).

Raizes de P(X) no intervalo ]r, S[

Uma raiz simples

P(b)+

Pl@) - - - -

Uma raiz dupla e uma raiz simples

-4 - - ———
- _ oA
x

Pl)F----=-=--=--~-~-~

P@) -~ - -

Trés raizes simples

- ————
== —ord
X

(o]
w
[
4
(1]
o
L

Bl = == mmmm === ==

Quando P(r) - P(s) > 0, ndo ha garantias de que P(x) possua raizes reais no intervalo Jr, s|.
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Operacoes com polindmios
Considere os polindmios A(x) e B(x), ambos na forma

geral:

AX) =ag<"+ax" T +ax T2+ .

ap#0

+a, X’ +a,_x+a,

B(X)=box™ +bx™ T+ bx" 2+ + b, X+ by X+ by,
by #0

Note que os numeros naturais m e n indicam, respecti-
vamente, os graus dos polindbmios A(x) e B(x).

Conhecendo as séries de coeficientes de cada po-
linbmio e seus respectivos graus, é possivel efetuar as
operacdes basicas de adicdo, subtracdo e multiplicagcdes
entre polinbmios.

E possivel, também, efetuar a diviséo considerando
que, assim como na operagao de divisdo entre nimeros
inteiros, a divisdo polinomial possui mais de uma defini¢cdo.
Uma delas gera dois polinébmios como resultados: o quo-
ciente Q(x) e o resto R(x).

A outra ndo considera o resto e gera apenas um re-
sultado, que pode nao ser um polindmio e sim uma funcgao

quociente.
A(X

AX):B(x) = %

<

Adi¢do de polinbmios

Efetua-se a adicdo de dois polinébmios A e B adicio-
nando-se seus mondmios de mesmo grau. Assim, A + B
€ um polinémio cujos coeficientes resultam da adicdo dos
coeficientes dos termos de mesmo grau dos polinébmios
adicionados. Por isso, se os polinémios A e B tiverem graus
diferentes (n # m), o grau do polindmio A + B serd igual ao
maior dos valores entre m e n.

gr(A
gr(A

> gr(
<grB

eriRey)
T
Q9
=3
+ +
@@
Q@
8%

N

Se os polindmios A e B tiverem o mesmo grau (n =m),
entdo sua soma fica expressa por:
AX) +BX) = (ag + bo)x" + (a; + b)x" "+ .+
+ (an—1 + bn—1)X + (an + bn)
Neste caso, é possivel que os coeficientes principais
ag € by se anulem, bem como os demais coeficientes
somados, de modo que a soma produza como resultado

um polinémio de grau menor do que o dos polinémios
somados:

gr(A) = gr(B) = gr(A + B) < gr(A)

MATEMATICA = Capitulo 9 = Polinémios

Como exemplos, considere os seguintes polinémios:
P(x) =% — 5x% + 4x — 2, Q(x) = 3x* - 5X+ 6, R(x) = 2° — 4x + 7
e S(x) = —x> — 2x° + 1. Vamos determinar algumas somas:
a. P+ Q)
PK) = x> — 5x° + 4x — 2
3 — Bx + 6 +
PO+QK) = x> — 22 - x— 4

Como gr(P) > gr(Q), a soma P(x) + Q(x) tem o grau do
polinémio P(x).
b. PX) +R(X)
P) = x> 5%+ 4x 2
RX) = 2x°
PX)+RX) = 3x> = Bx° + 8x + 5

+ 4x + 7 +

Como gr(P) = gr(R) e os coeficientes principais desses
polinbmios ndo se anulam na adi¢do, a soma P(x) + R(x) tem
0 mesmo grau dos polinémios P(x) e R(x).

c. PX) +S(x)
PX) = x> = 5 + 4x — 2
Sx) = —x° — 2x? + 1+
P(X) + S(x) = - 7+ Ax =

Como gr(P) = gr(S) e os coeficientes principais desses
polindbmios anulam-se na adicdo, a soma P(x) + S(x) tem grau
menor que o dos polinémios P(x) e S(x).

Propriedades da adicdo de polindmios

. Associativa: [A(x) + B(X)] + C(x) = A(X) + [B(x) + C(x)]
- Comutativa: A(x) + B(x) = B(x) + A(x)

«  Elemento neutro: A(x) + 0 = A(x)

- Elemento simétrico: A(x) + [-A(x)]=0

Adicdo de polindmios idénticos
Quando se efetua a adicdo de dois ou mais polinémios idénticos, a

soma desses polindmios também pode ser indicada pelo produto do
polindémio por um nimero inteiro k > 1.

P(+PX) = 2-P(X)
P()+P(X)+P(X) = 3-P(x)

PX)+PX)+Px)+...+PX) =k-P(x)

k polinémios

Assim, sendo P) =agx" +axX" ' +ax" "+ . +a, +a, x+a,

com ag # 0, tem-se que:

k-P)=(k-ag"+(k-ax" "+ k-a " P+ +(k-a, N+
+(k-a, x+(k-a,)

Multiplicacdo de polindmio por um
numero real

O conceito de multiplicagdo de um polindmio por um
ndmero inteiro pode ser estendido para qualquer nimero
complexo A, de modo que se os coeficientes do polind-
mio P(x) formam a série (a,, a,, as, ..., a,), entdo a série dos
coeficientes do polindbmio A - P(x) seré (Aa,, Aa,, Aas, ..., Aa,),
qualquer que sejad e C.



Subtracdo de polindmios
Aproveitando o conceito da multiplicagdo de um polindémio por um niimero A qualquer, particularmente quando A =1,
tem-se que A - P(x) representa o polindmio —P(x), chamado polinémio oposto de A - P(x).
Dessa forma, uma subtracdo de polinébmios como A(x) — B(x), por exemplo, pode ser definida pela soma do polinémio
A(x) com o oposto do polinémio B(x).
AKX B(x)=AX) +[-B(x)]
Por exemplo, considere os polindmios Q(x) = 3x’—5x+6¢e PXx) = x> — 5x? + 4x — 2. Vamos obter a soma PX) + [-Q(x)]:
PX) = x> 5x%+ 4x 2
-Qx) = -3 + Bx -6 +
P -QK) = x> —8x° + 9x — 8

Multiplica¢do de polinbmios
O produto entre dois polinébmios obedece a propriedade distributiva da multiplicacdo.
Seja M(x) o produto do polindmio P(x) = x> — 5x° + 4x — 2 pelo polindmio Q(x) = 3x° — 5x + 6:

Aplicando a propriedade distributiva termo a termo, temos:
M) =0 Bx?- 4x 2) Q)
M) = x> - Q) — 5x% - Q) + 4x - Q(X) — 2 - Q(X)
M(X) = x3(3x? = 5x + 6) — 5x?(3x° — 5X + 6) + 4x(3x> — 5X + 6) — 2(3x° — 5x + 6)
Agora, distribuindo as multiplicag@es indicadas por cada termo do polinémio Q e alinhando pelo grau os termos
resultantes:
3x° - B+ 63
15x* + 25x°  30%?
+ 1253 — 20x° + 24x
6x’ + 10x 12
Mx) = 3x°  20x* + 43x° 56x%+ 34x 12

M(x) = P(x) - Q(X) = 3x° — 20x* + 43x> — 56x% + 34x — 12
Também podemos distribuir a multiplicacdo do polinémio P(x) por cada um dos termos de Q(x):
(x) = P(x)-(3x* =5x +6)
(x) = P(x)- 3% +P(x) - (= 5x) + P(x) -6
Mx)=( Bx? 4x+2) 3% (xX+ 5x°+4x 2) ( 5x) (X° 5x° 4x 2) 6
Novamente, distribuindo as multiplicagées indicadas por cada termo do polinémio P(x) e alinhando pelo grau os termos
resultantes:
3x° — 155"+ 12° - 6x°
— 5x* 4+ 25x% — 20x* + 10x
+ 6 —30x% + 24x — 12
M(x) = 3x° — 20x* + 43x° — 56x% + 34x — 12

Observacdo: O grau do produto de polindmios é igual a soma dos graus de cada polinébmio multiplicado:

gr(A - B)=gr(A) +gr(B)

Propriedades da multiplicacdo de polindmios
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Associativa: [A(x) - B(x)] - C(x) = A(X) - [B(X) - C(X)]
Comutativa: A(x) - B(x) = B(x) - A(X)
Elemento neutro: A(x) - 1= A(x)

« Distributiva: A(x) - [B(x) + C(X)]

A(x) - B(X) + A(x) - C(x)
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Divisdo de polindbmios
A divisdo polinomial € uma operacdo ndo comutativa, que sé pode ser aplicada a dois polindbmios A(x) dividendo e
B(x) divisor de cada vez.
AX) =agx"+ax" T+ a2+ L +a,_ ) +a,_X+a,ag#0
BX) =box™ +bx™ 4+ b x" "2+ 4+ b, X2 +b, _x+b,, byzO
Esta operagdo produz dois outros polindmios como resultados: o polinémio quociente Q(x) e o polinémio resto R(x).

A divisdo entre os polindbmios A(x) e B(x) podem ser representadas no algoritmo a seguir:

Considerando os graus dos polindmios A(x) e B(x), temos as seguintes situacoes:

I. Se gr(A) < gr(B), entdo o quociente Q(x) da divisdo de A(x) por B(x) € o polindbmio nulo e o resto R(x) € idéntico ao
dividendo A(x):

Q(x)=0

i<m= {R(x) = A(x)

Il Se gr(A) = gr(B), entdo o quociente da divisdo de A(x) por B(x) € uma constante g # 0 e o resto é idéntico ao inverso

dessa constante multiplicado pelo dividendo A(x):

QX)) =g#0
N=M=1p =1 A

q
Il Se gr(A) > gr(B), entdo aplica-se o algoritmo da divisdo de A(x) por B(x) para gerar os polinbmios quociente e resto. Mas

em relagdo ao grau de cada polinbmio gerado:
gr(Q)=n-m

n>m= {gr(R)<mouR(x)EO

Nesse Ultimo caso, a divisdo do polindmio A(x) pelo polindmio B(x) deve ser efetuada de acordo com o algoritmo
descrito a sequir:
1% Divide-se o termo de maior grau de A pelo termo de maior grau de B, obtendo-se o termo de maior grau do quociente.

apX"+ax" '+ . +a,_x+a, ‘ box™ + bx™ "'+ 4+ b, _x+b,
8 n-m
by

29 Multiplica-se o termo do quociente obtido por cada termo do divisor e indicam-se 0s monémios resultantes com seus
sinais trocados abaixo dos termos semelhantes do dividendo.

ap"+ap" '+ . +a,_x+a, box™ +bx™ '+ 4+ b, _x+Db,,
a.p a
_ n_~0-1 . n-1 ~o  n-m
X"~ G
0 0

39 Adicionam-se os polinémios indicados do lado esquerdo do esquema, obtendo-se um polinémio que pode ser tanto
um resto parcial quanto o resto final da divisdo.

ag"+ap" '+ . +a,_x+a, box™ +bx™ '+ 4+ b, _x+Db,,
a.p a
_ n_~0-1. n-1 o  n-m
BpX — X G
0 0
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49 Se o polinébmio gerado pela adicdo no passo anterior tiver grau menor que o do divisor, entdo o polinébmio obtido é
o resto e a divisdo é finalizada; caso contrario, trata-se apenas de um resto parcial e o algoritmo retorna ao 1° passo,
para que se continue o processo da divisdo.

Considerando os polindmios A(x) = A2 +8C+4x° +Bx+2 e B(x) = x> +x% +2x 3, vamos efetuar A(x) : B(x):
. Ostermos de maior grau do dividendo e do divisor sdo, respectivamente, x> e x°. Dividindo um pelo outro, tem-se:

x° 3 =x>73 = %2, assim:

x° + 2x* + 8% + 4x% + B5x + 2 | C+x2+2x -3

><2

. O produto de x? pelo polinbmio divisor é x2(><3 +x2+2x 3)= x> +x*+2x3 3x%e, sendo o polinémio oposto a esse

produto x> x* 2x3+3><2, escreve-se:

X2+ 2x* + 8% + 42 + 5x + 2 | X +x% +2x -3

x> x* 243 X2

. Adicionando se os polindmios escritos do lado esquerdo do esquema:

x°+ 2x 4 8+ 4x% + 5x + 2 | X+ %% +2x -3

x> xt 2343 x?

x*+ 653+ 7x% + 5x + 2

. Como o Ultimo passo gerou um polinémio de 42 grau e o divisor é do 3% grau, o resto é apenas parcial e a divisdo

continua.
. O termo de maior grau deste resto parcial é x4 que dividindo pelo termo x> do divisor resulta no monémio x* ~3=x,

e assim obtém-se mais um termo do quociente:

X+ 2x 4 8+ 4x° + 5x + 2 CH+x2+2x 3

—x° = x* =2 +3x° X% + X

x*+ 65+ 7x% + 5x + 2

. O produto do termo x pelo divisor x4+ 2x =3 éxt+ x5+ 2x% = 3x, cujo polindmio oposto é —x* = x3 = 2x% + 3x
e deve ser escrito logo abaixo do Ultimo resto parcial para que a soma desses polindmios gere um novo resto na
divisdo. Assim:

X2+ 2x* + 8% + 42 + 5x + 2 X +x% +2x -3

x°—x* =2+ 32 x>+ x

x*+6x3+7x% + 5x + 2

-t =53 = 2% + 3x

5% + 5x% + 8x + 2

. Como esse novo resto ainda é do 3% grau, igual ao grau do divisor, a divisdo prossegue com a Ultima aplicacdo dos

passos desse algoritmo.
« O termo de maior grau desse novo resto 5x° dividido pelo termo x> do divisor resulta no mondmio constante

5x33=5x°=5, que é o termo independente do quociente:

X2+ 2x* 4 8 + 42 + 5x + 2 X +x% +2x -3

x5 —x* =23+ 3% x> +x+5

(o]
w
[
4
(1]
o
L

xt+ 6%+ 7x% + Bx + 2

xS 2%+ 3x

5x° 4+ 5x° + 8x + 2
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«  Neste ponto a execucdo do algoritmo ja fornece o polinbmio quociente da divisdo:
QX) = X2 +X+5

. Continuando os passos do algoritmo, obtém-se o resto final da divisao:

X+ 25+ 8% + 4% + 5x + 2 C+x>+2x 3

5 =X =23 +3%° x> +x+5

x*+6x3 + 7x% + 5x + 2

—x* =3 = 2% + 3x

5% 4+ 5x° + 8x + 2

—5x° = 5x% —10x + 15

2x+17

Logo, na divisdo de A(x) por B(x) obtemos Q(x) = X’ +x+5e RX)= 2x+17.

Se o polindmio dividendo possuir coeficientes nulos, recomenda-se que eles sejam escritos de forma explicita, pois
isso facilita a obtencdo dos restos parciais no processo da divisdo. Note que, na divisdo do trindmio M(x) = 2x*+3x 10
pelo bindmio N(x) = X2+ 3, por exemplo, deve-se representar o dividendo escrevendo-se M(x) = 2+ 03+ 0x? +3x 10.

O mesmo pode ser feito com o divisor N(x) = X2 + Ox + 3.

2+ 03+ 0x° +3x 10 x? +0x+3
2t 0 Bx? 2%° 6
—6x° +3x—10
—6x° + Ox + 18
3x+8

Assim, na divisdo de M(x) por N(x) obtemos Q(x) = 2x° —6 e o resto R(x)=3x+ 8.

Quando a divisdo de um polinémio A(x) por um polindmio B(x) tem como resto o polinémio nulo, tem-se que:
0 polindmio A(x) é divisivel pelo polinémio B(x).
« 0 polindmio B(x) é um dos fatores do polinomio A(x).

O método de Descartes
Sem contar os restos parciais de uma divisdo polinomial, os principais polinémios envolvidos sdo: o dividendo A(x), o

divisor B(x), o quociente Q(x) e o resto final R(x).

Esses quatro polindbmios podem ser relacionados pela identidade a seguir:
A(X) = B(x) - Q(x) + R(X)

Dessa expressdo é possivel extrair relacdes lineares entre os coeficientes dos polindmios envolvidos, efetuando as
operacdes apresentadas no 2° membro e comparando as séries de coeficientes obtidas com a do 1° membro, ou mesmo

fazendo-se atribuicdes numéricas adequadas para a variavel x.
Considere a divisdo do trindmio M(x) = 2x* + 3x — 10 pelo binémio N(x) = x* + 3, por exemplo.
O polinbmio quociente dessa divisdo é do 2° grau, pois: gr(Q) = gr(M) — gr(N) =4 — 2 = 2.
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Assim, devem existir coeficientes @, b e ¢ tais que Q(x) = ax?+bx+c,coma=0.

O resto dessa divisdo é um polinémio do 1° grau, no maximo: gr(R) < gr(N) = gr(R) < 2.
Assim, também devem existir coeficientes p e g tais que: R(x) = px + q.

Entdo, da identidade M(x) = N(x) - Q(x) + R(x), tem-se:

2x 4+ 3x-10 = (x° + 3)@x® + bx + ) + px + q
Multiplicando o quociente pelo divisor:

2x* 4 3x =10 = ax* + 3ax? + bx> + 3bx + cx? + 3¢+ px + q
Agrupando os termos semelhantes no 2° membro:

24+ 0+ 0x2+3x 10=ax*+bx’ + (Ba+ c)><2 +(3b+p)x+(3Ec+q)

a=2
b=0
Comparando as séries de coeficientes, obtém-se o sistema: {3a+c=0
3b+p=3
3c+g= 10
a=2
b=0
Resolvendo esse sistema, obtemos: {c=-6
p=3
q=38

Portanto, obtém-se o quociente Q(x) = 2x° + 0x—6=2x> -6 e o resto R(x) =3x+ 8.

Dispositivo pratico de Ruffini

O dispositivo pratico de Ruffini € um algoritmo criado pelo matemaético italiano Paolo Ruffini para facilitar o processo
da divis&o de um polinémio A(x) por bindémios B(x) que sejam unitérios e do 1° grau. Assim, esse dispositivo prético sé deve
ser aplicado quando o divisor for um polindmio da forma (x — o). Veja o esquema:

Raiz do /S®\A,d fici 4o polindmi
divisor eqguencia dos coe icientes O polinomio

o | ‘ ‘ dividendo A(x)
p
( ‘ ) l Resto
® Sequéncia dos coeficientes do polindmio
— quociente Q(x)

O algoritmo obedece aos seguintes passos:

1%) Na primeira posicéo da primeira linha escreve-se a raiz o. do divisor (x — ).

22) Ainda na primeira linha, escreve-se a série dos coeficientes do dividendo, usando zeros para indicar os coeficientes
dos termos ocultos.

39 Copia-se o coeficiente principal do polinémio A(x) logo abaixo na segunda linha, multiplica-se o seu valor pelo ndme-
ro o e adiciona-se o resultado ao proximo coeficiente de A(x), escrevendo a soma na segunda linha, logo abaixo do
coeficiente secundario de A(x).

49 Cada numero escrito na segunda linha é multiplicado por o e depois somado ao proximo coeficiente de A(x), até que
seja escrito um nimero logo abaixo do termo independente de A(x).

59 Separa-se com um traco vertical o Gltimo nimero escrito na segunda linha.

6°) Terminado o processo, tem-se, na segunda linha do esquema, que os nimeros escritos antes do traco vertical formam
a série de coeficientes do quociente da divisdo e o niumero no final, que foi separado pelo traco, é o valor do resto
dessa divisdo.

Como este algoritmo sé pode ser aplicado em divisdes por polinémios do 1° grau, o resto é, necessariamente, uma
funcdo constante. Assim, a identidade do método de Descartes fica particularmente expressa por:

AX)=(x—0)- QX)) +r

Considere a divisdo do polindmio A(x) = 2x° + 4x®>  23x + 38 pelo bindmio (x + 5), por exemplo.
Como a raiz do binémio (x + 5) € o= -5, escreve-se:

(o]
w
[
4
(1]
o
L

_5|
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Como a sequéncia dos coeficientes de A(x) € (2, 4, 23,
38), escreve-se na primeira linha:

5| 2 4 23 38

Copia-se o coeficiente principal do polindmio A(x) na
segunda linha, logo abaixo de sua posicao original:

-5 | 2 4 -23 38

| 2
O produto desse coeficiente pela raiz do divisor soma-
do ao préximo coeficiente de A(x) é:
2-(-5)+4= 10+4=6

Escreve-se entdo esse nimero na segunda linha, dan-
do continuidade a série de coeficientes do quociente:

-5 | 2 4 -23 38

‘2 -6

Repetindo o procedimento de multiplicar o nime-
ro escrito na segunda linha pela raiz do divisor e somar
o resultado ao proximo coeficiente de A(x), obtém-se
—6 - (-5)+ (-23) =30 - 23 =7, que também deve ser escrito
na segunda linha:

-5 | 2 4 -23 38

‘2 -6 7

Com mais uma aplicacdo do procedimento encontra-se:
7-(-5)+38=-35+38=37.

Entdo, escreve-se esse nimero no final da segunda
linha, separado por um traco vertical:

-5 | 2 4 -23 38

‘2 -6 7 3

Assim, obtemos o quociente Q(x) = 2x*—6x+7¢eo0
restor=3.

resolvido

4 Efetue a divisdo do polindmio P(x) = x> + 4x° — 3 pelos
seguintes polindmios:
a) x-2
b) x+1
c) X
d) x—i

Resolucdo:

Considerando que a série dos coeficientes do polind-
mio P(x) é (1, 4, O, =3), podemos aplicar o dispositivo
pratico em cada item.
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a) Araizdodivisorx—2éa=2.

2 ‘ 1 4 0 -3

‘ 1 6 12 21

Logo, obtemos o quociente Q(x) = X° +6x+12 e
restor=21.

b) Araiz dodivisorx+1¢é a=-1.

Logo, obtemos o quociente Q(x) = x> +3x—3e
restor=0.

Observacgao: P(x) € um polindmio divisivel por
(X +1).
c) Araiz do divisorx é o= 0.

Logo, obtemos o quociente Q(x) = x? + 4x e resto
r=-3.

d) Avraiz do divisor x — i, € a unidade imaginaria ot = i.

‘ 1 4 03

‘ 1 44 =1+ 4i —7 =i

Logo, obtemos o quociente Q(x) = X + 4+ )x +
+(1+4i)erestor= 7 1.

! Atencéol ]
Quando se obtém resto nulo na divisdo de um polinémio P(x) por um

bindémio da forma (x - ), pode-se afirmar que:

- 0O dividendo (x — o) estd presente na forma fatorada do poli-
némio P(x).
« O ndmero o é também uma raiz do polinémio P(x).

Teorema do resto
Esse teorema é consequéncia direta da identidade
polinomial expressa pelo método de Descartes.
P(x) = d(x) - Q(x) + R(x)

em que P(x), d(x), Q(x) e R(x) sdo, respectivamente, dividen-
do, divisor, quociente e resto de uma divisdo polinomial.
Enunciando, temos:

O resto da divisdo de um polindémio P(x) por um binémio
do tipo (x — o) é P(a).



Se d(x) for um polinémio do 1° grau, entdo R(x) serd uma
funcdo constante. Assim:

Px)= dx) - QX) +R(x)
\LWO grau J Constante

PX)=(x—o)- Q) + r

Entdo, fazendo x = o, tem-se que:

Plo)= (00— o) - Qo)) +r

Portanto:

Divisibilidade de polindmios

Quando o resto da divisdo de um polindmio A(x) por
um polindmio B(x) for nulo, entdo, sendo Q(x) o quociente,
tem-se a identidade:

E correto afirmar que:

A(X) € um polindmio divisivel tanto por B(x) quanto por
Q(x).

B(x) € o quociente da divisdo de A(x) por Q(x).

As raizes do polindmio B(x) também sdo raizes do po-
linébmio A(x).

As raizes do polindmio Q(x) também sdo raizes do po-
linébmio A(x).

O conjunto das raizes de A(x) € a unido dos conjuntos
das raizes de B(x) e Q(x).

? Saiba mais

Teorema de D’Alambert

Um polindmio P(x) é divisivel por um binémio ax + b se e somente

se P[—EJ:O.
a

1 Considere o polindmio P(x) = 2x° + 3x° — 5x(1 — X) +
+4x0 + 7(x + 2) e faca o que se pede em cada um dos
seguintes itens.

a)
b)
<)

d)
e)

Determine o grau do polinémio P.

Determine o termo independente do polinémio P.
Escreva a sequéncia dos coeficientes numéricos
do polinémio P.

Calcule P(1).

Calcule P(i).

2 Discutir, em funcdo do pardmetro m, o grau do poli-
némio:

P(x) = (m2 — 2m)x4 +mx + (m— 2)><2 +5x+1

3 Considere os polindmios A(x) e B(x), do 32 grau, defini-
dos a seguir, e faga o0 que se pede.

A(X) = (x = 2)(x — 3)(x — 4)

B(x) = x> — 9x + 26x — 24
Determine o termo independente do polinémio A(x)
Determine o termo independente do polinédmio B(x)
Determine a soma dos coeficientes do polinémio A(x)
Determine a soma dos coeficientes do polinémio B(x)
Determine o conjunto das raizes do polindmio A(x)
Calcule A1), B( 1), A(10) e B(10).
Mostre que A(x) = B(x).
Calcule A(i) e B(i).
Determine o conjunto das raizes do polinémio B(x).
Esboce os gréaficos dos polindmios A(x) e B(x).
Resolva a inequacdo x> 9x?+26x 24<0.

4 Escreva, na forma geral, o polinémio do 32 grau que
modela o gréfico a seguir.

y

—4 -

5 Qual polindmio pode estar representado no grafico a
seguir?
y
X
A ><2(>< +3) C —><3(>< +2) E ><2(>< -7)

B —x(x + 5)2 D x2(4 - xz)

N
w
[
z
w
o
TR
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6 Considere os polinémios P(x), Q(x) e R(X): 8 Sendo o polinémio P(x) = x> + 4x> 2x 5, determine

P(x) = 3 Bx244x 2 0 quociente e resto das divisdes de P(x) pelos seguin-
Q) = 2247 tes polinbmios:
5 a) x-2 c) X

R(X)=3X—5X+6 b) X + 1 d) X — i
Agora, determine os polinébmios definidos em cada
item: 9 Determine os coeficientes m e n de modo que o po-
a) AX)=PX) + QKX)+ R(x) lindmio P(x) = x> + mx® + nx + m seja divisivel pelos
b) B(x)=xP(x) — 2Q(x) polinémios (x — 3) e (x* +1).
€ ChI=Pbo - Rb9 10 Fuvest P(x) € um polindmio de grau maior ou igual a 2
d) D(x)=P2x)+Rx-1)

etalque PM=2eP2)=1.

Sejam D(x) = (x — 2) - (x = 1) e Q(x) o quociente da divi-

sao de P(x) por D(x).

a) Determine o resto da divisdo de P(x) por D(x).

b) Sabendo que o termo independente de P(x) é 8,
determine o termo independente de Q(x).

7 Efetue a divisdo do polinébmio A(x) pelo polindmio B(x)
sendo:

—23x2+19x - 15
B(x) = -+ 4x° +3x+8

AX) = x5 — 6x* + 14x°

€xercicios propostos

\
)

1 Se P e Q sdo polindbmios na varidvel x de graus m e n, 6 Sobre dois polinémios do 32 grau A(x) e B(x), sdo feitas

respectivamente, tal que O < n < m, entdo o grau do
polinédmio (P — Q)(P + Q) deve ser

as seguintes afirmacdes:
I, A(X) + B(x) resulta num polinémio do 3° grau.

A m D 2n Il A(X) - B(x) resulta num polinémio do 62 grau.
B n E m+n Entdo, podemos concluir que:
C 2m A A afirmacdo | ndo é necessariamente correta; a afir-

Dados os polindmios Py(x) = >+ mx? +nx +8e
P,(x) = x> + mx + n e sabendo que Py( 1) =Q3) e
P,(0)= 7, os valores de m e n, sdo, respectivamente,
A —6e-7 C 6e-7 E 6e-1

B -6el D6e7

Uece 2019 Considerando o polindmio P(x) = 4x° + 8x* +
+ x + 1 é correto afirmar que o valor da soma

P(+1) P( %) € um numero localizado entre

A 50e5,5.
B 40e4p5.

C 45e50.
D 55e6,0.

IFSC Dada a funcdo polinomial f(x) = x> + x> + X + 1, 0
valor de f(=3) + (0) + f(f—1)) &

macao Il é necessariamente correta.

B A afirmacgdo | é necessariamente correta; a afirma-
cdo Il ndo é necessariamente correta.

C As duas afirmacgdes sdo, necessariamente, corretas.

D A afirmacdo | esta correta se e somente se a afirma-
cdo Il também estiver correta.

E Nenhuma das duas afirmagdes é necessariamente
correta.

Considere uma caixa clbica de madeira sem tampa,
cuja aresta mede x cm.

A =20

B —18

C -16

D 20 xcm

E 16 Se as placas de madeira usadas na confecgdo das fa-
ces laterais e da base a caixa tém 1cm de espessura,

CefettMG O valor numérico da expressdo entdo o volume de ar em centimetros clibicos com-

2x° %2 % 1para x=+3 é

preendido pela caixa pode ser expresso por:

A X +5x°—8x+4

A M c 43 1) B x>—5x2+8x—4
2 C x®+5x°+8x—4

5 4++3 5 13J3-8 D x*—5x° +8x+4
2 -5 E x*—5x°-8x—4
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8

Em dias de greve de funcionarios do transporte publi-
co o departamento de transito de certa cidade utiliza
o polinémio P(x) = —0,25x* + x° + 9x° + 50 para es-
timar o nimero de quildmetros de engarrafamentos
em funcdo do nimero x de horas antes ou depois
do meio-dia, de modo que x = O representa meio-dia
(12 horas), x ="1representa 13 horas e x =—1representa
11 horas, por exemplo. A figura a seguir mostra o gréafi-
co da funcdo y = P(x).

y

300
200+

100+

10

1"

;
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
4 3 2 1 1 2 3 4 5 6 7 X

De acordo com o grafico e com a forma algébrica da
funcdo y = P(x), o nimero maximo de quilbmetros de
engarrafamento que pode ser estimado por esse po-
linbmio é igual a:

A 280 km.

B 266 km.

C 250 km.

D 232 km.

E 220 km.

UEG 2015 Se o coeficiente do termo de maior grau
de um polindbmio do 4° grau é 1 e suas raizes s&o
X = 2i, X, ==2i, X3 =3 e x, = 4, entdo o polinbmio em
questdo é

A x* =7 +16x% — 28x + 48

B x* =2 + 2ix? + 3x + 4

C x*+16x>+4x° = x +18

D x* —28x> + 7x* + 48x — 28

Uece 2015 Se a expressdo algébrica x° + 9 se escreve
identicamente como a(x + 1)2 +b(x+1)+condea,be
€ sdo numeros reais, entdo o valordea—-b+cé
A9

B 10

c 12

D 13

Sendo @ um nlmero inteiro tal que P(x) = 2x° +
+ax’—7x+2ae Q(x) = 2x° —x+4+a sejam polind-
mios que satisfacam a identidade P(x)=(x +a) - Q(x + 1),
entdo:

A a=3
B a=-3
Ca=2
Da=-2
E a=0

12

13

14

100

Unesp Se a, b e ¢ sdo numeros reais tais que ax® +
+ b(x + 1)2 +Cc(x + 2)2 =(x+ 3)2 para todo x real, entdo
ovalordea b+cé:

A -5

B —1

c7

D 3

E 1

Fuvest Este grafico pode ser a representacdo cartesia-
na do polinémio:

\

mooOow>
=
I
x
D=

O gréfico a seguir é exemplo de um modelo conhecido
como Burndown. Ele relaciona o esfor¢o de trabalho
restante em trabalhadores por dia, ao nimero de dias
restantes para concluir uma determinada obra.
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https://thiagothamiel files.wordpress.com/2014/12/sprint-burndown.png

Esse tipo de grafico sempre apresenta duas fungdes

decrescentes f(x) e g(x) sendo, nesse exemplo, que:

« f(x) € funcdo polinomial de primeiro grau e repre-
senta o ideal do planejamento.

+ g(x) é funcdo polinomial de grau maior e repre-
senta o andamento real da producgdo.

Assim, o periodo de produtividade alta, que acontece

quando g(x) > f(x), foi

A do dia 2 ao dia 8.

B do dia 2 ao dia 4.

C do dia 5 ao dia 8.

D do dia 5 ao dia 10.

E do dia 2 ao dia 4 e do dia 9 ao dia 10.
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15 O Popclock calculado a partir da nova Projecdo de
Populagcdo do Brasil serve para estimar a populagdo
residente do Brasil, ajustada a cada segundo, uti-
lizando as populacdes projetadas para 1° de julho,
cobrindo os anos de 2000 a 2020, extraidas da Pro-
jecdo de Populacdo do Brasil 2013. Elaborada pelo
Método das Componentes Demogréficas (MCD) para
cada uma das 27 unidades da federacdo, essa estima-
tiva leva em consideragao uma populacdo de partida
verificada pelo Censo Demogréfico de 2000, além
das taxas de mortalidade, fecundidade e migracdo
internacional.

As populagdes mensais, com data de referéncia a
00:00 h dos dias 1° de cada més, foram estimadas
mediante um ajuste de uma fungdo polinomial, a partir
das populac®es anuais (em 1° de julho de cada ano)
compreendendo o periodo 2000 - 2020.

Com o objetivo de verificagdo da aderéncia do ajuste
polinomial aos dados observados, o grafico a seguir
compara os valores ajustados e projetados a partir do
célculo das diferencas relativas e das taxas de cresci-
mento em cada caso:

Diferencas relativas entre as populagées projetadas e ajustadas
0,000125+
0,000100+
0,000075+
0,000050+

0,000025+

0,000000 4~ +——T T T T T T T T

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

=2 22 2RANE2R2EDREEEREREREREEREESS

—-0,000025H9 © 9 © 9 © 9 O O O 9 O O 9O © 9O © O 9 9o 9

—0,000050

—0,000075

0002,
100Z
200t
€00,
00T,
S00T,
9002,
£00T
800¢,
600T,
010¢,
1102,
2oz
€10,
10T
S10T
90T
£10T,
8l0Z
610T
0z0zt,

—0,0001004

—0,000125-

—e— (ajustado projetado)/projetado

Fonte: http://www.ibge.gov.br/apps/populacao/projecao/notatecnica.html

Observando-se o nimero de pontos em que este
gréfico intercepta algumas linhas horizontais, pode-
-se concluir que o polinbmio de menor grau possivel
usado para verificar as diferencas relativas entre as
populacdes projetadas e ajustadas é de:

A 1° grau. C 3°%grau. E 5°grau.

B 2°grau. D 4°grau.

16 FGV-SP Um polindmio P(x) do terceiro grau tem o gré-
fico dado a seguir:

VARN .
N
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17

18

19

20

Os pontos de intersecgao com o eixo das abscissas
sdo( 1,0),(1,0) e (3,0).

O ponto de intersecgao com o eixo das ordenadas é
(0, 2). Portanto, o valor de P(5) é:

A 24

B 26

C 28

D 30

E 32

Sabe-se que P(x) = —x° + 7x% = 16x + 15 é um polindmio
gue admite uma Unica raiz real. Entdo esta raiz perten-
ce ao intervalo:
A 10,1
B 12
C 12,3
D 13,4
E 4,5
Uesc Considere um polindmio P(x) de graun,n>0 e
de coeficientes reais. Considere também dois nime-
ros reais quaisquer a e b, que nao sejam raizes de
P(x), com a < b. O teorema de Bolzano (matematico
checo, de origem italiana, 1781-1848) afirma:
1%) Se P(a) e P(b) tém sinais contrarios, ha um nimero
impar de raizes reais entre a e b.
29 Se P(a) e P(b) ttm o mesmo sinal, ha um nldmero
par de raizes reais entre a e b, ou ndo existem raizes.
Baseado no teorema de Bolzano, os valores reais de
k, em que o polindmio P(x) = x> — 3x* + 4x + (k + 7)
admita um nUmero par de raizes entre os nimeros 1e
2, mas de modo que 1 e 2 ndo sejam raizes, definem
0 conjunto:
A TR -[-7,-5]

-[-8,-6]
C TR [~ 11 -9]
D R -[-14, -12]
E R -[-15, -13]

Uern 2015

. Divisor: X* + x;

+  Resto:1-7x; e,

. Quociente: 8x° — 8x + 12.

Logo, o dividendo dessa operacdo é
A 8x* +4x7 + 5x +1

B 6x"+4x° +4x+3

C 8+ 4x° + 4x +1

D 6x*+8x° + 5x +1

Unesp Seja x um numero real positivo. O volume de
um paralelepipedo reto-retdngulo é dado, em funcgao
de x, pelo polindmio X2+ 7x% + 14x + 8.

Se uma aresta do paralelepipedo mede x + 1, a area
da face perpendicular a essa aresta pode ser expres-

sa por:
A x°—6x+8 D x>—7x+8
B x?+14x+8 E x>+6x+8
C x°+7x+8
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22

23

24

25

26

Fuvest O polindmio P(x) = x° + ax’ + bx, em que a e b
sdo numeros reais, tem restos 2 e 4 quando dividido
por X — 2 e x — 1, respectivamente. Assim, o valor de
aé:

A -6
B -7
Cc -8
D -9
E -10

Dividindo-se o polinémio P(x) por x> +10btém-se quo-
ciente x — 7 e resto x + 2. Nessas condicdes podemos
afirmar que o resto da divisdo do polinémio P(x) por
x—10 éigual a:

A 305

B 310

C 315

D 320

E 325

Dividindo P(x) = x° — 3x> + 8 por D(x) = X — 2, obtém-se
Q(x) = ax* + bx® + cx? + dx + e e resto R(x) = f, com a,
b, c,d, e e fnimeros reais. O valordea+b+c+d+
+e—f éiguala

26

10

)

-8

-16

moow>»

Unesp 2014 O polinémio P(x) = ax’ + 2x + b é divisivel
porx 2 e, quando dividido por x + 3, deixa resto —45.
Nessas condicdes, os valores de a e b, respectiva-
mente, sao

A led.

B 1e12.

C —1el2.

D 2e16.

E 1e-12.

ESPM 2013 O resto da divisdo do polindmio x° — 3x? + 1
pelo polindmio x2 — 1 é:

A x—1

B x+2

C 2x—1

D x+1

E x-2

UFSM Considere os polindmios, de coeficientes reais:
AX) = X3+ ax? + bx + ¢ e B(x) = bx® + 2x% + cx + 2.
Teremos que A(k) = B(k), qualquer que seja o nimero
real k, quando:

A a=c=2eb=1

B b=c=1ea=2.

Ca=b=c=1
Da=b=c=2.
E nunca.

27

28

29

30

31

32

Fuvest Um polindmio P(x) = x° + ax’ + bx + ¢ satisfaz as
seguintes condigdes: P(1) = 0; P(—x) + P(x) = O, qualquer
que seja x real. Qual o valor de P(2)?

A2

B 3

C 4

D5

E 6

Mackenzie
P(x) X—2 Q(Kx) X—6
4 Q(x) 1 Q1(x)

Considerando as divisdes de polinbmios acima, po-
demos afirmar que o resto da divisdo de P(x) por
X2 — 8x + 12 é:

A 3x-2

B x+1

C 2x+2

D 2x+1

E x+2

UEPB 2012 Para que o resto da divisdo de 2x* — 3x° +
+mx 2 por 1 seja independente de x, devemos ter:

A m= 2
B m=2
Cm=4
D m=0
E m=3

Ifal 2012 Seja P(x) = x> — 2x° + 3x — 5 um polindémio. O
resto da divisdo de P(x) pelo bindmio B(x) = x—% é:
A um numero natural.

B um ndmero inteiro negativo.

C um ndmero racional positivo.

D um ndmero racional negativo.

E um ndmero irracional.

UFTM 2011 Dividindo-se o polinémio p(x) = 3x* — 2x° +
+ mx + 1 por (x — 1) ou por (x + 1), os restos sao iguais.
Nesse caso, o valor de m é igual a

A =2

B -1

Cc1

D2

E 3

Unirio Dividindo-se um polinébmio P(x) por outro
D(x) obtém-se quociente e resto Q(x) = x> 2x 1e
R(X) = 5x + 8, respectivamente. O valor de P(-1) é:

A -1

B O

Cc2
D3
E 3
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Cefet-RJ Os valores de a e b que tornam o polindémio
Px) = x* — ax® = 8x% + 8x + b divisivel por x> — 1 s&o
tais que:

A seu produto é 12.

B suasoma é12.

C seu produto é 50.

D sua soma é15.

E seu produto é 15.

UFF Uma fabrica utiliza dois tanques para arma-
zenar combustivel. Os niveis de combustivel, H; e
H,, em cada tanque, sdo dados pelas expressdes:
H,(t) = 150t = 190t + 30 e H,(t) = 50t> + 35t + 30, sendo
t o tempo em horas. O nivel de combustivel de um
tanque é igual ao do outro no instante inicial (t = 0) e,
também, no instante:

A t=05h
B t=10h
Ct=15h
Dt=20h
E t=25h

UFF O polinémio p(x) = x* — 2x° + 5x° — 8x + 4 tam-
bém pode ser escrito sob a forma: p(x) = (x — 1)”(><2 +59),
neNeseR. Ovalorden+sé:

A1

B 4

co
D6
E 2

Uerj Numa auto estrada verificou-se que a velocidade
média do trafego, V, entre meio-dia e seis horas da
tarde, pode ser expressa pela seguinte fungdo:

V() = at® + bt® + ct + 40

Nesta funcao, V é medida em quilémetros por hora, t
€ o nimero de horas transcorridas apos o meio-dia e
a, b e ¢ sdo constantes a serem determinadas. Verifi-
cou-se, ainda, que a 1hora, as 5 horas e as 6 horas da
tarde, as velocidades médias eram, respectivamente,
81 km/h, 65 km/h e 76 km/h. O nimero de vezes, em
um determinado dia, em que a velocidade média do
trafego atinge 92 km/h, entre o meio-dia e seis horas
da tarde, é exatamente igual a:

A1l

B 2

c3

D 4

Unesp Se x, = —2 é um zero do polinémio p(x) = x° +
+5x° + kx — 1, sendo k uma constante, ent&o p(x) é di-
visivel por

2x% + 6% — 1

25+ 6x +1

X% +3x — 1

X2 + 3x

X2 +1

mooOwP>
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39

40

4

Fuvest Dividindo-se o polindmio P(x) por 2x% = 3x + 1,
obtém-se quociente 3x? +1e resto —x + 2. Nessas con-
di¢des, o resto da divisdo de P(x) por x —1é:

A2

B 1

co

D —1

E -2

Se P(x) = x = 3% + 2%, qual a alternativa que melhor
representa o grafico de P(1 —x)?
A

YR
VAN
7V
|

N

UEG 2013 A divisdo do polinémio XX+ 2x°—5x-6 por
(x+1N(x = 2) éigual a:

A x-3

B x+3

C x-6

D x+6

Uern 2012 O valor de n para que a divisdo do polino-

mio P(x) = 2 + 52 + x + 17 por d(x) = 2X% + nx + 4
tenha resto igual a 5 € um ndmero

A menor que —6.

B negativo maior que —4.

C positivo menor que 5.

D par e maior que 1.



42

43

44

45

46

47

48

UEL O polindmio p(x) = x° + x> — 3ax — 4a é divisivel
pelo polindémio g(x) = x? —x — 4. Qual o valor de a?

A a=-2

B a=-1
Ca=0
D a=1

E a=2

Ibmec-RJ Se o resto da divisdo do polinémio P(x) = X3 +
+ ax + b pelo polinbmio Q(x) = XX +x+26é igual a 4,
entdo podemos afirmar que a + b vale:

A2

B -2

Cc3

D -3

E 4

Se —9(x> —=x + 1) = (x — m)®> = (x — n)° para todo x € R, 0
valorde (m+n) é

Al

B 3.

C 5.
D 6.
E 9

Qual deve ser o valor de k para que o resto da divisdo

x 2 k

do polinémio P(x)=[1 x x| por Q(x)= X

2 )
1 | seie
x =1 x

igual a =127

Unioeste 2019 Se o ndmero real a é raiz do polindmio
P(x) e o nimero real b é raiz do polindmio Q(x) entdo é
CORRETO afirmar que

A (a+b)éraiz de P(x) + Q(x).

B ae b sdo raizes de P(x) + Q(X).

C (a-b)é raiz de P(x) - Q(x).

D @ e b sdoraizes de P(x) - Q(X).

E (a+b)éraiz de P(x) - Q(x).

Udesc 2019 Seja p(x) um polindmio de grau trés tal que
p(0) =6, p() =1, p(2) = 4 e p(3) = 9. E correto afirmar
que p(4) é igual a:

A0

B 16

c 10

D 14

E 8

Ufrgs 2019 A soma dos coeficientes do polindmio
PX)=(1—x+x°— x>+ x4 ¢

A1l

B 5

C 100

D 500

E 1000
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Uece 2019 Se P(z) é um polindbmio do quarto grau na
varidvel complexa z, com coeficientes reais, que sa-
tisfaz as seguintes condicdes: P(i) = P(-i) = P(i + 1) =
=P1-i)=0eP(l)=1, entdo P(-1) é igual a
Observacdo: i € o nimero complexo cujo quadrado
éiguala—1.

A3

B -3

CcC5

D -5

FGV-SP Sejam Q(x) e R(x) o quociente e o resto da di-
visdo de 5x° + (m— 12)><2 + (m2 - 2m)x — 2m? + p+9
por X — 2, respectivamente. Permutando-se 0s coe-
ficientes de Q(x) obtém-se o polindbmio Q'(x) tal que
Q'(x) = R(x) para qualquer x e R Se m e p sdo constan-
tes reais positivas, entdo, m+ p é igual a

A 8

B 7

ceo

D5

E 4

UPF 2019 O resto da divisdo do polinémio p(x) = x" +
+ X + 2 pelo polinbmio g(x)=x—-1¢

A2

B O

Cc 4

D -1

E -2

Uefs 2018 O resto da divisdo de um polindémio do ter-
ceiro grau p(x) por (x  3) € igual a 24. Sabendo que as
raizes do polinémio p(x) sdo -3, 1e 2, o valor de p(0) é
A 12
B 15
C 18
D 21
E 24

UEG 2018 Os
1 3 2 1

p(x)=2x4——>< +2X° ——=x+1
V2 V2

restos da divisdo do polinbmio

pelos polindmios

ax)=x 2 e h=x—+/8 sdores, respectivamen-
te. Dessa forma, r+s é

AO D 137
B 10 E 161
C 127

UFJF 2018 O resto da divis&o do polindmio p(x) = x'° —1
pelo polinbmio g(x) = x — 202 &

A0

B 1

c2

D3

E 4
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Uece 2018 Se o polindémio p(x) = x> + ax’ + x é divisivel
pelo polinémio d(x) = x° + bx, onde a e b s&o ndimeros
reais, entdo, a relacdo entreae b é

A a’—ab+b’=0

B b’-ab+1=0

Ca’—ab+1=0

D b’—ab+b=0

UPF 2018 Considere o polindmio P(x) = 4x°> — x* —
— (5 + m)x + 3. Sabendo que o resto da divisdo de P
pelo mondémio x + 2 é 7, determine o valor de m.

A O

B 15

c2

D7

E 21

FGV-SP 2018 (Adapt.) O polinémio P(x) = 6x° — 5x + K,
em que k € C, tem 3x — 4 como um de seus fatores.
Assim, necessariamente, k sera um nimero
imaginario puro.

racional ndo inteiro.

irracional.

inteiro.

positivo.

mooOw>

Mackenzie 2017 Os valores de R, P e A para que a
2 4+5x=1_ Ry P 1 A sejaumaiden-
x> —x X X+1 X

tidade sdo, respectivamente,

A 3 1e-2

B1-2e3

C 3, -2el

D 13e-2

E -2,1e3

igualdade

FICSAE 2017 O resto da divisdo de um polindmio do
segundo grau P pelo bindmio (x + 1) € igual a 3. Dado
que P(0O)=6e P()=5, o valor de P(3) é

A -7
B -9
c7
D9

FGV-SP 2017 O polindmio P(x) = x> — x — 1 tem uma raiz
real r tal que:

A O<r<i

B 1<r<?2

C2<r<3

D 3<r<4

E 4<r<b

Uece 2017 O termo independente de x no desenvolvi-
mento da expressdo algébrica (><2 - 1)3 . (><2 + X+ 2)2 é
A4 C 8

B -4 D -8
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Unicamp 2017 Considere o polinébmio p(x) = x" + x™ + 1,
em que n>m > 1. Se o resto da divisdo de p(x) por
x +1¢éigual a 3, entdo

A néparemé par.

B n éimpare m é impar.

C néparem éimpar.

D né imparem é par.

Uefs 2017 Considerando-se que o polinémio P(x) = x> +
+ax? + bx + ¢ tem 1 como raiz dupla e 3 como raiz sim-
ples, é correto afirmar que o resto da divisdo de P(x) por

(x+1)é
A —20
B -18
c 16
D —14
E 2

Uece 2017 O resto da divisdo do polindmio D(x)=x°— 5x°+
+ 4x pelo polinémio d(x) = X—x2—4x+1é0 polind-
mio do segundo grau r(x). A solugdo real, ndo nula, da
equacdo r(x) = O pertence ao intervalo

A [0, 1]

B

UFJF 2017 Qual é o polindmio que ao ser multiplicado
por g(x) = 3x> + 2x> + 5x 4 tem como resultado o po-
lindmio h(x) = 3x® + 11x° + 8x* + 9x®  17x° + 4x?

A XC+x2+x
B x®+x°—x
C X +3x% +x
D x° + 3% + 2x

E x>+ 3x% - x

UEG 2016 Na divisdo do polindmio 6x* — 2x° — 8x° +
+10x — 2 pelo divisor x* + 3x — 2, o resto multiplicado
por2 é

A —222x% + 252
444%? + 252
444x + 252
222x + 252
—444%° — 252

m O O W

ESPM-SP 2016 O quociente e o resto da divisdo do
polindmio x* + x — 1 pelo bindmio x + 3 s&o, respecti-
vamente:

A x—2eb.

B x+2e6.

C x-3e?2.

D x+1e0.

E x-1e-2.
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Cefet-MG 2016 Se uma das raizes do polinbmio

Px)=x*—8x>+ax+b é2 e P(l) =9, entdo o valor de
a’—4bé

A —64 Cc 16

B -28 D 24

Uece 2016 O resto da divisdo de (x* + x + 1)°
X2 —x+1é
A 4x

B 4(x—1)

por

PUC-RS 2016 O polindmio p(x) = ax® + bx? + cx, em R é
divisivel por (x —1). Podemos afirmar que p(p(1)) &

A -1

B O

C1

Da+b+c

E -a+b-c

UPF 2015 Se o polinémio P(x) = x*  2x% + mx + p é
divisivel por D(x) = x>+ 1,0 valorde m p é:

A 3 co E 3

B 1 D2

UFJF 2015 Dado o polinémio p(x) = ax® + bx? + cx + d
com a, b, c e d nimeros reais. Qual deve ser a relacdo
entre os ndmeros a, b, ¢ e d para que o polindémio p(x)
seja divisivel pelo polindmio x? + 1?

A a=-d;c=d
B a=cb=d

Ca=-Cb=-d
Da=d,c=-b
E a=b=c=d

Cefet-MG 2015 Os polindmios A(x) = x° — 3x + 2 e
B(x) = x* — 2x% + kx? — 3x — 2 tém uma Unica raiz em
comum. Os valores possiveis para k sdo nimeros

A pares.

B primos.

C inversos.

D impares.

E simétricos.

FGV-SP 2015 Se x*> — x — 1 é um dos fatores da fatora-
cdo de mx® + nx? + 1, com m e n inteiros, entdo, n + m
éigual a

A =2 co E 2

B —1 D1
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PUC-RS 2015 Se p(x) = ax® + bx? + ox + d,ondea, b, c, d
sao numeros reais, e sabendo que p(x) é divisivel por
x + 1, podemos afirmar que:

A a+c>b+d

B a+c=b+d

Ca+c<b+d

Da+b+c+d=0

E a+b+c+d=1

PUC-RJ 2014 Assinale a alternativa correta:
A xt=(x-2)C+2x°-8)+16

B x*=(x—-2)6C+2x>+4x+8)+16
C x*=(x-2)0C+2x° +4x +8)— 16
D x'=x-2)x°-2x*-4)+8
Ex'=x-2C+2x*-4)+8

ESPM-SP 2019 O polinémio P(x)=a - x° + b - x“ + ¢ - x°
€ tal que os nimeros a, b e ¢ sao naturais consecuti-
VoS, nessa ordem. Sabendo-se que o resto da divisdo
de P(x) por (x — 1) é igual a 9, podemos afirmar que o
resto da divisdo de P(x) por (x + 1) é igual a:

A3

B 1

C2
D5
E 4

FMP 2016 Seja f: R — R a fung¢do polinomial definida
por fx) =x* 3x°+3x 9.
O fato de x = 3 ser um zero da fungdo f € equivalente
ao fato de o polinémio x*  3x>+3x 9 ser divisivel
por
Ax® 9
B x+3
C 3
Dx 3
E x
UFSJ 2012 Dado o polindmio p(x)=x*—3x°> = 3x* + 1x— 6
€ CORRETO afirmar que
p(10) € um numero de cinco algarismos.
B tem quatro raizes distintas.
C na divisdo por x + 2 apresenta resto igual a 4.
D é divisivel por x —1.

ITA 2018 Seja p(x) um polindmio ndo nulo. Se x° — 3x° +
+5x—2 e x> —5x? + 8x — 4 sdo divisores de p(x), de-
termine o menor grau possivel de p(x).
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Regressdo linear e polinomial Pode-se, entdo, tracar a curva de forma a obter um polindmio de grau

) : X . ) menor, nesse caso um polinémio do 3° grau.
O procedimento denominado regressdo polinomial permite que valo-

res de duas grandezas distintas sejam relacionados algebricamente por y
meio de uma funcdo polinomial cujo grau pode ser escolhido a partir de 104
parametros definidos.

Suponha que os dados de um experimento sejam representados por
pontos em um sistema cartesiano de coordenadas. Pela distribuicdo
dos momentos é possivel observar quais sao as melhores opcoes de b
modelagem polinomial.

y
10+
8_
& . T3 5 4§ & g%
4 . o ° E ainda, se for conveniente para a situacao apresentada, é possivel tracar
i uma curva de modo que os dados sejam modelados por um polinémio
. de grau 2.
2_
i y
O T T T T T T 10_
1 2 3 4 5 6 7 X ]
Tracando uma curva entre 0s pontos, como indicado, obtemos um po- 81
linbmio de grau elevado que nem sempre é indicado, pois ele pode 7
apresentar oscilacdes que escapam do intervalo dos dados. Além disso, 6- .
¢ bastante comum haver erros significativos no processo de coleta dos i

dados de polindbmios de graus altos.

o
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Até mesmo um polindmio de 1° grau, representado graficamente por uma reta, pode ser suficientemente adequado para a modelagem desses dados.
Nesse caso, denominamos o processo de regressao linear.

y
104

3 4 5 6 7 X

-
N

Os valores dos coeficientes do polinémio obtido pela regressao linear ou polinomial sdo calculados utilizando modelos estatisticos estudados em
cursos de ensino superior.

Veja, por exemplo, uma férmula que permite determinar os coeficientes a e b de uma funcdo linear do primeiro grau pelo método dos minimos quadrados:

el

n(xx?) (Zx)z

(Ty)(£x) (£x)(x)
n(sz)—(Zx)z

Funcoes polinomiais

fx) = ag" +ap" T+ ax" i+ +a,_ X +a,_xX+a,

fix)=ap- (x—or) - (x—0ty) - (x—0tg) - ... - (x— ¢t,), sendo oy, Oy, O, .., O, @S raizes dessa funcdo.
Propriedades

f(0) =a, é o termo independente da varidvel x do polinémio f(x).

P)=ay+a,+a,+..+a, éasoma dos coeficientes do polindmio f(x).

Se f(o) = 0, entdo o € uma das raizes ou um dos zeros de f(x).

Teorema de Bolzano
Se P(a) - P(b) < 0, entdo a equacao P(x) = 0 admite pelo menos uma raiz real no intervalo Ja, b[.

Identidade polinomial
AX)=B(X) & ag=bg, a=b;, a,=b,, .., a,=b,

Teorema de Descartes

Teorema do resto
O resto da divisdo de um polinémio P(x) por um binémio do tipo (x — o) é igual a P(a).

Teorema de D’Alambert

Um polinémio P(x) é divisivel por um bindmio ax + b se e somente se P(——): 0.
a
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@ Livro

« |EZZI, Gelson. Fundamentos de Matemdtica elementar: complexos/polindmios/equagdes. 7. ed. v. 6. Sdo Paulo: Atual, 2005.

@ Site

- “Evariste Galois, o génio azarado”. Superinteressante, 196, jan. 2004.
Disponivel em: <http://super.abril.com.br/cultura/evariste-galois-genio-azarado-444320.shtml>.

@ Video

- Dois amigos conversam sobre uma exposicao artistica de fractais e sobre funcdes polinomiais, suas raizes e de como 0os métodos numéricos
para encontrar as raizes de determinados polindmios permitem a producdo artistica dos fractais.

Disponivel em: <https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1051>.

1 PUC-SP A producdo diaria de certo produto por um 9 UFF Considere os polindmios p(x) = 23+ 2 +7x 1
determinado operario é avaliada pela expressdo e q(x) =2x* x 1 Calcule:
8x + 9x* x> unidades, x horas apdés as 8 horas da a) os valores do numero complexo z, tais que
manhd, quando comega o seu turno. Qual a produgdo p(z) = q(2);
durante a quarta hora de trabalho? b) o numero real k e o polindmio do primeiro grau

r(x) tais que p(x)=(x Kk)-q(x) + r(x).
2 Fuvest Dados os polindmios P(x) = x%, Q(x) = x* + x* e
R(X) = 5x* + 3x?, determine os nimeros a e b reais tais 10 UFF Determine todos os valores possiveis de m € R de
que RX)=a - PX) + b - Q(x). modo que o polindmio P(x) = x>+ (m — )x° + (4 — m)x — 4
tenha trés raizes distintas, sendo x =1 a (nica raiz real.

«

2 Vunesp Seja “m” raiz do polindmio real P(x) =

=x°— (m+ 1)><5 + 32. Determine o resto da divisdo de 11 UFF Os gréficos da fungdo polinomial p e da reta r es-
P(x) por (x = 1). tao representados na figura abaixo.
y

4 Fuvest Determine o valor de p para que o polinébmio
252 + 5x° — px + 2 seja divisivel por (x — 2).

5 UFRS Se r(x) =a - p(x) + b - q(x), com r(x) = 4x* + kx — 8,
P)=2x>—3x—-2,qx)=x*—5x+1l,aeR, beR e
k e R, calcule o valorde a+b + k.

B

6 Mackenzie O resto da divisdo de P(x) = x* + x° + x* +
+ax + b por x? +1é 3. Calcule o valor de (a + b).

7 Sendo P(x) um polindmio, sabe-se que griP(X)] > 2 e
que P( 2)= 5 e P@3)=15. Se Q(x) é o quociente da p
divisdo de P(x) por D(x) = (x + 2) - (x  3), determine o

resto da divisdo de P(x) por D(x).

a) Calcule o resto da divisdo de p(x) por x — 3.
b) Escreva a equacdo der.
c) Determine a expressdo que define p, sabendo

2 UFRJ O polindmio P(x) = x> — 2x> = 5x + d, d e R, é
divisivel por (x — 2).
a) Determine d.
b) Calcule as raizes da equacdo P(x) = 0. que as trés Unicas raizes de p sdo reais.
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UFF Uma parte do esbogo do gréfico de uma funcdo
polinomial f é dada na figura:

.

4,5

2,0|---

Sabe-se que a funcgdo f possui somente trés raizes:
a raiz x = 2 e outras duas que sdo reais e simétricas.
Determine:

a) a expressdo polinomial que define f.

b) o(s) intervalo(s) em que f é positiva.

Unirio Seja f um polindémio de grau 4, cujo gréfico é
dado pela seguinte figura:

y

1

0 |
l

4 - - - ;
|

|

I

|

27

16

Sabendo que zero é raiz tripla de f, determine:
a) Aleique define f.
b) Os valores de x < 1,5 tais que 1<f(x)<0.

UFRJ Considere o polinémio p dado por p(x) =x* 43+
+6x>  4x+ 5. Mostre que i= \/j1 € uma de suas rai-

zes e calcule as demais raizes.

Uenf O gréfico abaixo € a representacdo cartesiana do
polinémio y = x> — 3x% — x + 3.

'
Y

a) Determine o valor de B.

b) Resolva a inequagao x> 3x° x+3>0.

Uerj Um ciclista e um corredor comegam, juntos, uma
competicdo.

A curva abaixo, cuja equacgdo € e = 2 + at® + bt + c,
representa a posicdo e, em metros, do ciclista, em fun-
cao do tempo t, em segundos, em que a, b e ¢ sdo
ndmeros reais fixos.

rF
e (m)

-

0 3 t(s)

No instante em que o ciclista parte da posicdo zero, o
corredor inicia um movimento, descrito pela equagdo
e = 4t, na mesma pista e no mesmo sentido. Deter-
mine a posicao mais afastada da origem na qual o
ciclista e o corredor voltam a se encontrar.

UFF Considere o polinémio p(x) = x> — 3x + 2 e a fun-
1

P
Sabe-se que uma das raizes de p(x) € 1. Escreva o do-
minio de f sob a forma de intervalo.

cao real de variavel real f definida por f(x) =

UFJF 2019 Observe as divisdes entre polindbmios apre-
sentadas a seguir:

PR [ 4x 3 - X 2 px | 4x 3

2 () r g, (%)

Calcule o resto r da segunda divisdo.

UFJF 2018 Determine o polindmio P(x) de grau 4 que

satisfaz todas as propriedades abaixo:

I.  P( x)=P(x), para todo x real.

. P(NH=3.

lll. O produto de suas raizes é igual a 2.

IV. O resto da divisdo de P(x) por x> + 1 é um polind-
mio de grau 1.

Unicamp 2017 Sabendo que a e b sdo numeros reais,

considere o polindmio clibico p(x) = x> + ax® + bx + 1.

a) Mostre que, ser é uma raiz de p(x) entdao 1 é uma
raiz do polinémio q(x) = 3+ bx?+ax+1.

b) Determine os valores de a e b para 0os quais a
sequéncia (p( 1), p(0), p(1)) € uma progressao arit
mética (PA), cuja razdo é igual a p(2).

UFU 2017 Considere os polindmios p(x) = x>+ 2a+b e
h(x) = x*+a 2b,em que @ e b sdo constantes reais
e x é uma variavel real. Determine os valores de a e
b para os quais esses polindémios sejam divisiveis por
x 4
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UFJF 2016 Sabendo que o polinémio p(x) = axC+bx+2
é divisivel por (x + 1)2, determine a e b.

Unicamp 2015 Seja (a, b, ¢, d) uma progressdo geomé-
trica (PG) de ndimeros reais, com razdo q# 0 e a # 0.

a) Mostre que x= 1 € uma raiz do polindémio cubi
q

co p(x) = a + bx + cx® + dx’.
b) Sejam e e fnumeros reais quaisquer e considere o

sistema linear nas varidveis x ey, (2 g)(?) - (fe)

Determine para que valores da razdo q esse siste-
ma tem resolucdo Unica.

UFPE 2013 Determine o polindmio com coeficientes
reais p(x) = ax® + bx? + cx, tal que p(x+1) = p(x) = 6x° e
indique a?+ b2+

2
UFPE 2011 Sabendo que X =2x+4 _A B , C
CHxZoox X x+2 x-—1

assinale A+ B+ 2C.

FGV-SP Os vértices do quadrado na figura a seguir
representam, no plano de Argand — Gauss (plano
complexo), todas as raizes de um polindémio p(x) cujo
coeficiente do termo de maior grau € 1.

VA
3i

-3i

a) Determine a expressao do polindbmio p(x).
b) Calcule o resto da divisdo de p(x) pelo polindémio
qx) = 2 2x°+4x 8.

Insper 2016 Considere um polindmio P(x) do 4° grau,
de coeficientes reais, tal que:

« P3)=PN)=P5)=0

- P(0) e P(2) sdo, ambos, nimeros positivos.
Nessas condicdes, os sinais dos ndmeros P(-5), P(4) e
P(6) sdo, respectivamente,

positivo, negativo e negativo.

positivo, negativo e positivo.

negativo, negativo e negativo.

negativo, positivo e negativo.

negativo, positivo e positivo.

mooOow>
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FGV-SP 2016 Sabendo-se que o resto da divisdo do
polindmio P(x) = x> — x* + 2“+ 2 por x — 3 é igual a
4%~ 220, o valor de k é

A -4 c2 E 4

B -2 D3

IFSC 2014 Dado o polinémio —6 + 11x — 6x° + x> é COR-

RETO afirmar que:

A Trata-se de um polindbmio de grau 6.

B A fatoracdo do polindmio € (x — 1)(x — 2)(x — 3).

C Se dividirmos o polinébmio por x — 3 o polindmio
quociente é X2 = 2x + 3.

D O grau do polinémio é 11.

E Podemos dividir o polinébmio por X°—6x°+1x—6e
obteremos como resposta 0 monémio x°.

Cefet-MG 2013 Perdeu-se parte da informagao que
constava em uma resolucdo de um problema, pois o
papel foi rasgado e faz-se necessario encontrar trés
dos numeros perdidos que chamaremos de A, B e C
na equacao abaixo.
Ax=2 B _ Cx*-9x-C
X 4+x+3 2x 1 23 +x%+5x-3

Ovalorde A+B+Cé

A -3 cC 4 E 7
B -2 D5

Esc. Naval 2013 Sejam F(x) = x> + ax + b e G(x) = 2x° +
+ 2x 6 dois polindmios na varidvel real x, coma e b
ndmeros reais. Qual valor de (a + b) para que a divisdo

Fx

seja exata?

G
A -2 co E 2
B -1 D 1

Udesc 2012 Seja r(x) o resto da divisdo do polindémio
p(x)=4><2+3><+5 porq(x)=2><2—><—1. Sefx)=2x+ke
flg(x)) = r(x), entdo o valor da constante k para que o con-
junto solugdo da inequacdo g(x) 210 seja {x e RIx >3} é:
A 12 c 12 _32

B -2 D2 5

Ufpr Determine m e n de modo que o resto da divisdo
do polinémio y° — my® + n por y* + 3y? seja 5.

A m=+9;n=-5
B m=49;n=+45
Cm=-4n=-5
D m=+4;,n=+45
Em=-9n=-5

Udesc 2012 Sejam g(x) e r(x) respectivamente, o quo
ciente e o resto dadivisdo de fx)=6x" x> 9x* 3x+7
por g(x) = 2 +x+1.0 produto entre todas as raizes
de g(x) e r(x) é igual a:

AZ C§ E§
3 5 3
B 3 D5



A figura representa o trecho do gréafico do polinémio
de coeficientes reais P(x) onde ocorrem todas as suas
intersecdes com os eixos coordenados.

y

Assinale a alternativa que apresenta o conjunto solu-
cao da inequacdo P(x) - P(x+ 2) < 0.

A {xeR Ix>5}

B (xeRIx<-1

C xeRI13<x<5}

D {xeRIx<5}

E (xeRI-3<x<—-1ou3<x<b5}

FGV-SP Um polinbmio P(x) do 42 grau € divisivel por (x
- 3)3. Sendo P(0)=27 e P(2)=-1, entdo o valor de P(5) é:
A 48 c 27 E 12

B 32 D 16

Ifal 2011 Dividindo o polindmio p(x) pelo polindmio
(x — 2)(x — 4)(x — 5) obtém-se resto x + 3. Se os restos
das divisdes de p(x) por x — 2, x — 4 e x — 5 sdo, res-
pectivamente, os nimeros A, B e C, entdo ABC vale
A 100 C 200 E 360

B 180 D 280

Quais devem ser os valores de g e b, a, b eR, para
que o polinémio P(x) = x> — 4x? — Bax +6b seja divisivel
pelo polinbmio Q(x) = X2+ 2x — 37

UCPel 2011 Na divisdo do polinémio P(x) = 4x° +
+mx? 3x+4 por x 2 o resto é 18. Nessas condi-
cdes, o valorde m é

A -6 B 3 Cc -3 D 6 E -5

UPE 2011 Para que o polindmio 6x° — 4x% + 2mx — (m + 1)
seja divisivel por x — 3, o valor da raiz quadrada do mo-
dulo de m deve serigual a

A O c2 E 5

B 1 D3

UTFPR Quais sdo os polindmios que representam o
quociente q(x) e o resto r(x) da divisdo do polindmio
p(X) = X2+ 5x°+6 pelo polinémio d(x) = x? —3?

A gx)=—=(x+5) e rx)=3x+ 21

B gx)=x+5 e rx)=—(3x+ 21).
C gxX)=x—-5 e r(x)==-3x+21.
D gx)=—=(x+5) e rx)=3x—-21.
E gx)=x+5 e rx)=3x+21.

UFPE Seja p(x) um polinébmio com coeficientes reais,
com coeficiente lider 1, de grau 4, satisfazendo:
pP(xX) = p(—x) para todo x real, p(0) =4 e p(1) =-1. Parte do
grafico de p(x) estd esbocado a seguir.

¥
30

NV

Analise as afirmacdes a seguir, acerca de p(x).
p(x) = x* + 6x° + 4.

As raizes de p(x) sdo i\/3i\/g, para qualquer es-
colha dos sinais positivos e negativos.

o 210242
2

colha dos sinais positivos e negativos.
p(x) = (x* = 3)> + 5.
O valor minimo de p(x) ocorre em x = i\/g.

As raizes de p(x) s& para qualquer es-

O resto da divisao de P(x) = 2x° + 2kx + 8t por D(x) =
=x’-x+36é igual a 10, entao podemos afirmar que
k' vale:

A2 Cc 4 E 16

B -2 D -4

Unemat Seja Q(x) o quociente da divisdo do polind-
mio P(x) = x =1 pelo polindmio D(x) = x — 1, é correto
afirmar.

A QO)=0 C
B QO0)<0 D

Uece Se Q4(x) € o quociente da divisdo de x>+ 2 por
x+1e Q,(x) € o quociente da divisdo de X2 +2 porx—1,
entdo Q(3) + Q,(4) é igual:

A7 B 8 Cco9 D 10

Uerj Considere o polindmio P(n) = (n + 1)(r12 +3n+ 2),

n e N. Calcule:

a) a quantidade de paralelepipedos retangulos
de bases quadradas e volumes numericamente
iguais a P(11), cujas medidas das arestas sdo ex-
pressas por nimeros naturais.

9 6 3
b) o valor da expressdo: (7 +4.7°+5.7 +2).

3442

Unicamp Seja p(x) = x> — 12x + 16.

a) Verifique que x =2 é raiz de p(x).

b) Use fatoracdo para mostrar que se x>0 e x # 2,
entdao p(x) > 0.

c) Mostre que, entre todos os prismas retos de ba-
ses quadradas que tém volume igual a 8 m?, o
cubo é o que tem menor area total.

(o]
w
[
4
(1]
o
L




Uerj Para fazer uma caixa, foi utilizado um quadrado
de papeldo de espessura desprezivel e 8 dm de lado,
do qual foram recortados e retirados seis quadrados
menores de lado x.

Observe a ilustracao.

x[__[.

Em seguida, o papeldo foi dobrado nas linhas pon-
tilhadas, assumindo a forma de um paralelepipedo
retdngulo, de altura x, como mostram os esquemas.

-

Quando x =2 dm, o volume da caixa é igual a 8 dm®.
Determine outro valor de x para que a caixa tenha vo-
lume igual a 8 dm?,

UFSC Um polinédmio p(x) de grau n > 2, dividido por
x — 3, da resto 5, e dividido por x + 1, da resto 2. Entdo,
qual é o resto da divisdo de p(x) por (x — 3)(x + 1)?

Unifesp Considere as fung¢des quadraticas g(x) e
d,(x) cujos graficos sdo exibidos na figura e faga o
esbogo de um possivel grafico da func¢do produto
q(x) = ay(x) - dx(x).

1z
grafico de q

x ¥

grafico de g,

/
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Sabe-se que a energia cinética E de um corpo, em
Joules, sua massa m, em quilogramas, e sua veloci-
dade v, em metros por segundo, obedecem a relagao
m-v?
2

Um determinado corpo é arremessado para o ar e so-
fre deterioracdo perdendo massa enquanto esta em
movimento de tal forma que sua energia cinética, em
Joules, seja expressa pelo polindmio E(t) = -12,5t +
+ 225t2 = 1200t + 2000 com t em segundos a partir
do momento do arremesso.

Determine a expressao m(t) que fornece a massa em
kg do corpo em fungdo do tempo em segundos, sa-
bendo que a velocidade desse corpo, em m/s, € dada
por v(t)=20 5t

E=

FGV-SP Determine os valores de A, B e C de modo que:

X +6x+2 A B . C

X3+3X2+2X X xX+1 x+2

AFA 2016 Considere os polinémios Q(x) = x> 2x+1e
P(x) = x3 = 3x% — ax + b, sendo a e b nimeros reais tais
que a’-p?=-8.

Se os gréaficos de Q(x) e P(x) tém um ponto comum que
pertence ao eixo das abscissas, entao € INCORRETO
afirmar sobre as raizes de P(x) que

A podem formar uma progressao aritmética.

B s8o todas numeros naturais.

C duas sdo os numeros a e b.

D duas sdo nuimeros simétricos.

AFA 2015 Considere o polindémio p(x) = ax* + bx® +

+2x° +1,{a, bjc R e marque a alternativa FALSA.

A x =0 nao é raiz do polindbmio p(x).

B Existem valores distintos para a e b tais que x=10ou
x =—1sdo raizes de p(x).

C Sea=0eb=3,oresto da divisdo de p(x) por
3x? —x +16é zero.

D Sea=b=0tem-se que x= —%i € uma raiz de p(x),

considerando que i = —1.

Unicamp 2016 Considere o polindmio ctbico p(x) = x> +
+x% — ax — 3, onde a é um numero real. Sabendo que
re —r sdo raizes reais de p(x), podemos afirmar que p(1)
éigual a

A3 cC -2
B 1 D -4

AFA Sobre o polinbmio A(x) expresso pelo determi-

x 1 1
nante da matriz | 1 x =2 | éincorreto afirmar que

1T x X
A ndo possui raizes comuns com B(x) = x> — 1.
B ndo possui raizes imaginarias.
C asoma de suas raizes € igual a uma de suas raizes.
D é divisivel por P(x) = x + 2.



EEAR A inequacdo (x> — 5x + 6)(x — 3) = 0 tem para
conjunto resolucao:

A {xeRIx<3}

B (xeRIx=2}

C xeRI12<x<3}

D {xeRIx<2oux23}

ITA 2017 Considere o polindbmio

000 = x4 = (142435 +(3+2¢3)x@ = (14 443 )x+ 2.

a) Determine os numeros reais a e b tais que
P(X) = (X% + ax + N(x* + bx + 2).
b) Determine as raizes de p(x).

ITA 2015 Seja S o conjunto de todos os polindmios de

grau 4 que tém trés dos seus coeficientes iguaisa 2 e

0s outros dois iguais a 1.

a) Determine o nimero de elementos de S.

b) Determine o subconjunto de S formado pelos po-
linbmios que tém —1 como uma de suas raizes.

ITA Considere o polindmio p(x) = a5><5 + a4x4 + a3x3 +
+ a,x’ — a, em que uma das raizes é x = —1. Saben-
do-se que a,, a,, a3, a, € a5 sdo reais e formam, nesta

ordem, uma progressdo aritmetica com a, =%, entdo
p(-2) é igual a

A =25

B -27

C -36

D -39

E -40

ITA Um polindmio P é dado pelo produto de 5 poliné-
mios cujos graus formam uma progressao geométrica.
Se o polindbmio de menor grau tem grau iguala 2 e o
grau de P é 62, entdo o de maior grau tem grau igual a
A 30 C 34 E 38

B 32 D 36

ITA Sendo ¢ um numero real a ser determinado, de-
componha o polinémio 9x% — 63x + ¢, numa diferenca
de dois cubos (x + a)° — (x + b)°.

Neste caso, la +Ibl—cl € igual a

A 104

B 114

C 124

D 134

E 144

ITA No desenvolvimento de (a><2 —2bx+c+ 1)5 obtém-
-se um polinébmio p(x) cujos coeficientes somam 32.
Se 0 e —1sdo raizes de p(x), entdoasomaa+b+cé
igual a:
1

A -= c
2
1

B —— D1
4

N —
m
N

3
X~ +4 a bx+c , .
3 =1+—+—3 é vdlida
X2 +1 X+1 %3 —x+1

para todo nimero real x # —1. Determine a + b + c.

ITA A identidade

IME 2020 Um polindémio P(x) de grau maior que 3
quando dividido por x — 2, x — 3 e x — 5 deixa restos 2,
3 e 5, respectivamente. O resto da divisdo de P(x) por
(x—=2)x—3)x—5)é:

A1l D x-1
B x E x-30
C 30

IME 2018 Seja P(x) o polindbmio de menor grau que
passa pelos pontos A(2,—4+3\/§), B(1, 36—2),

C(\/E \/5) e D(\E \/5) O resto da divisdo de P(x)

por (x — 3) é:

A 83 52 6
63342 -1
n3-8V2-2
43-10v2-3
43-\2-6

m O O @

IME 2016 Seja P(x) = x> + ax + b. Sabe-se que P(x) e
P(P(P(x))) tém uma raiz em comum. Pode-se afirmar
que para todo valoraeb

DIMURS

P
B P(-1)P(1) = o
C PN+ P)=2
D PO)P(1)=0
E PO)+PH=0
IME 2015 Os coeficientes ag, ..., @504 do polindbmio
P(X) = x*%® + 2,0, + . + ax + a, sdo tais que

a,€{0, 1}, para 0 <i<2014.

a) Quais sdo as possiveis raizes inteiras de P(x)?

b) Quantos polinébmios da forma acima tém duas rai-
zes inteiras distintas?

IME 2015 Qual o resto da divisdo do polindmio

x?® = x?° — 6x** + 5x* — 16x° + 3x% pelo polind-
mio x> — 3x? = x + 3?

A xP+x=2

B 6x°—4x+3

C 3x-9

D 6x° —17x -3

E 6x+1

IME 2017 O polindbmio P(x) = x> — bx? + 80x — ¢ pOS-
sui trés raizes inteiras positivas distintas. Sabe-se que
duas das raizes de polinbmio sao divisoras de 80 e
que o produto dos divisores positivos de ¢ menores
doquecé c?. Qual é o valor de b?

AN c 17 E 29

B 13 D 23
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IME Encontre o polinébmio P(x) tal que Q(x) + 1 =
=(x—1°- PX) e Q) + 2 é divisivel por x*, onde Q(x) é
um polinémio do 6° grau.

ITA 2018 Se x € um numero real que satisfaz XC=x+2,
entdo x° é igual a

A 5x°+7x+9

B 3x’+6x+8

C 13x2+16x + 12

D 7x%+5x+9

E 9x°+3x+10

FGV-SP Dividindo-se o polinémio P(x) = x" — 1 por x — 1,
obtém-se:

A restoigual a —1.

B restoigual —2.

C quociente Q(x) = x

D quociente Q) =x"""=x""Z + . —x+1.

E quociente Q(x)=x"""+1.

R v |
.

ITA 2016 Considere o polindmio p com coeficientes
complexos definido por:

P =2+ 2+ +Q2+)2+Q+i)z+(1+])

Podemos afirmar que

A nenhuma das raizes de p é real.

B ndo existem raizes de p que sejam complexas con-
jugadas.

C asoma dos modulos de todas as raizes de p € igual

a2+\/§.

D o produto dos médulos de todas as raizes de p é

igual a \/5

E o mddulo de uma das raizes de p é igual a V2.

ITA 2016 Determine o termo constante do resto da
divisdo do polinémio (1 + x + x3)*° por (1 + x)°.

ITA 2015 Considere o polinémio p dado por p(x) = 2 +
+ax’+bx 16, com a, b € R. Sabendo se que p ad-
mite raiz dupla e que 2 é uma raiz de p, entdo o valor
deb aéiguala

A 36

B 12

CcC6

D 12

E 24

84 MATEMATICA = Capitulo 9 = Polinémios

15
ITA 2015 Seja p o polindmio dado por p(x):Zajxj,
j=0

3,eR,j=0,1,..,15, e a5 # 0. Sabendo-se que / € uma
raiz de p e p(2) =1, entdo o resto da divisdo de p pelo
polinémio g, dado q(x) = x> — 2x*> + x — 2, é igual a

A L2 1 c 2242 E 3240,
57 5 57 5 5° 5
1 51 35, 3
=X+ =, =xf-=

55Xt D 5¥ 75

5
ITA Um polindmio real p(x)= Zaﬂx”, com ag =4, trés

n=0
raizes reais distintas, a, b e ¢, que satisfazem o sis-
a+2b+5c=0
tema Ja+4b+2c=6 .
2a+2b+2c=5

Sabendo que a maior das raizes é simples e as de-
mais tém multiplicidade dois, pode-se afirmar que p(1)
éigual a

15

ITA Considere o polinbmio p(x)= Zanx” com coefi-
n=0

cientesag=-lea,=1+i-a,_,n=12,.,15.

Das afirmacdes:

. p)eR

I | <4(3++2++/5), ¥xe[-1 1]
. ag=a,

é(sdo) verdadeira(s) apenas

Al

B I

C 1.

Dlell

E llell

ITA O polinbmio de grau 4

@+2b+ox*+@+b+0)x°—(a—bx*+

+(2a—-b+cx+2@+cq),
com a, b, c e R, é uma funcdo par. Entdo, a soma dos
maodulos de suas raizes € igual a

A 3+43 c 242

B 2+3V3 D 14242

E 2+2\/§
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€quacoes polinomiais

O desenvolvimento da linguagem algébrica permite a codificagcdo de problemas que
possuem ndmeros como solucdes, impulsionando a criatividade no uso das técnicas
usadas para se obter a solucdo. A Algebra se estabelece como manifestacdo do pen-
samento matematico de forma valiosa para atividades cotidianas como, por exemplo,
o uso do computador e do celular. Imagine o quanto os conceitos mateméticos preci-

saram ser estudados e desenvolvidos para que cada peca de tecnologia a sua volta
pudesse vir a existir!

CAPITULO

10



€quacoes de uma variavel

Equacdes sdao sentencas matematicas abertas que
traduzem um problema. Pode se escrever uma equagao
partindo de uma sentenca matematica fechada expressa
por relagao de igualdade e omitindo um dos seus valores
numMericos.

O valor omitido é chamado de incégnita da equacdo. O
valor da incégnita costuma ser representado por uma letra,
sendo bastante comum o uso das letras x e y.

Veja o exemplo de uma sentenca fechada:

(12 =152 +11=20

Verifica-se que a sentenca € verdadeira, pois efetuando
as operac®es indicadas no 1° membro, chega-se de fato ao
valor apresentado no 2° membro da igualdade. Observe:
. A diferenca apresentada entre os parénteses é:

12 -15=-3;
.« O guadrado dessa diferenca: (73)2 =9;
. Efetuando-se a adicdo, obtemos: 9 + 11 = 20.

De fato 20 = 20.

Agora, considere que um dos valores numéricos do
12 membro da sentenca seja desconhecido. Podemos usar
a letra x para representar esse nimero.

(x—15)% +1=20
Essa equacdo pode ser trazida pela seguinte questao:

“De qual nimero se deve subtrair 15 unidades, para se
obter um resultado que, depois de elevado ao quadra-
do e adicionado ao nuimero 11, totalize 20 unidades?”

Embora se tenha omitido o ndmero 12 na sentenca
fechada original, ele ndo é a Unica resposta da pergunta.
O numero 18 também é uma resposta possivel. Veja:

Se dele forem subtraidas 15 unidades,
obtém-se um resultado que, depois
elevando ao quadrado e adicionado ao
nimero 11, totaliza 20 unidades.

18-15=3
3?=9
9+11=20

Solu¢do de uma equacdo

Os nuimeros que sdo respostas de uma equacdo tam-
bém sdo chamados de solugdes da equacdo. As solucdes
de uma equacdo costumam ser apresentadas como ele-
mentos de um conjunto numérico denominado: conjunto
solucdo da equacdo.

Como no item anterior, vimos que os ndmeros 12 e 18
sdo as Unicas respostas corretas da equacao (x 15)2 +
+11=20. Por isso, o conjunto solugdo S dessa equagédo é
S ={12,18).

O conjunto solucdo de uma equagdo deve possuir to-
das as solucdes dessa equacdo e nenhum elemento a mais.

Escrever o conjunto solugdo de uma equacdo na in-
cognita x indica que x € S, ou seja, "x" € um elemento que
pode, nesse caso, assumir mais de um valor numérico. Por
esse motivo, a incognita de uma equacdo também costuma
ser chamada de varidvel.
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€quagdes com uma variavel

Ha diferentes tipos de equac¢des matematicas que po-
dem ser classificadas de acordo com o nimero de varidveis
e as operacdes ou funcdes que a exprimem.

A tabela a seguir mostra alguns tipos de equacdes com
apenas uma varidvel, que sdo estudadas no Ensino Médio:

Equacdo polinomial do 1° grau 2x+15=13

Equacao polinomial do 22 grau 2x2 +3=7x

Equacdo modular 2x+3l=%x+3

Equacdo exponencial 10%=20

Equacdo trigonométrica cos(x) = -1

Equacdo polinomial do 3° grau Xt x=x2+1

Equac&o polinomial do 4° grau x*=16

Equac&o polinomial do 5° grau x> = —9x3

O conjunto solugdo de uma equacdo, dependendo
do conjunto universo em que sua variavel esta definida,
pode ser:

Naturais xeN
Inteiros X€eZ
Reais positivos xeR,
Reais xeR
Complexos xeC

O conjunto numérico em que a varidvel de uma equa-
cdo estd definida € chamado de dominio. A solucdo de uma
equacao numérica deve pertencer ao dominio da equacdo.
Considere, por exemplo, a equacdo 2x +15=13. Se o do-
minio dessa equacao é D =N, essa equacdo ndo possui
solugdo, pois x = —1. Caso o dominio seja o conjunto dos
ndmeros inteiros (Z), a solucdo dessa equacdo é S ={-1}.

Note que:

2x+15=13, com x € N, temos que S =;
2x+15 =13, com x € Z, temos que S ={-1}.

Considerando a tabela das equacdes, veja algumas pos-
sibilidades para o conjunto solugdo das equagdes dadas.

. Equagdo modular: 2x +3l=x+3

Considerando x € N, o conjunto solugao dessa equa-
cdo é S ={0}; caso tenhamos x € Z, o conjunto solucdo é
S={0,-2).
Equacdo exponencial: 10* = 20
Considerando x € Q, o conjunto solugdo dessa equa-
cdo € S =J; caso tenhamos x € R, o conjunto solugdo é
S={1+log2}.
- Equacdo trigonométrica: cosx = —1

Considerando x € [0, 2m], o conjunto solucdo dessa
equacao é S ={r}; caso tenhamos x € R, o conjunto solugdo
éS=[mn+k-2n, keZ)



. Equacdo do 3°grau: x° + x=x>+1

Considerando x € R, o conjunto solugao dessa equa-
cdo € S ={1}; caso tenhamos x € C, o conjunto solucdo é
S={1i, i}
. Equacdo do 4° grau: x* =16

Considerando x € N, o conjunto solucdo dessa equa
cdo é S ={2}; caso tenhamos x € R, o conjunto solucdo
€S={2, 2}E ainda,sexeC,temosS={2, 2,2i, 2i.
. Equacdodo 5°grau: x° +9x°=0

Considerando x € R, o conjunto solugcdo dessa equa-
cao é S ={0}; caso tenhamos x € C, o conjunto solucdo é
S ={0, 3i, =3i}.

€quacoes polinomiais de uma variavel

Quando dois polindmios ndo idénticos A(x) e B(x) sdao
comparados por uma relacao de igualdade, a sentenca ma-
tematica aberta obtida € chamada de equacdo algébrica
ou equacao polinomial.

Alx)=B(x)

Equacdes algébricas sdo equivalentes quando pos-
suem o mesmo conjunto solugdo. O simbolo < pode ser
usado para indicar que duas equacdes sdo equivalentes.

AX)=B(x) & Ax) B(x)=0

Assim, considerando um polindmio P(x) idéntico a
diferenca entre os polindbmios A(x) e B(x), pode-se dizer
que obter os elementos do conjunto solugao da equagao
A(x) = B(x) significa determinar as raizes do polindmio P(x),
tal que P(x) = A(x) — B(x). Ou seja:

AX) Bx)=0&< Px)=0

Sendo assim, toda equacao polinomial pode ser ex-

pressa por:

n
Sax"P=0
p=0 P

Ou ainda por:

2

X" +ax" ' +ax"?+ .. +a, x*+a, x+a,=0

Importante lembrar que fungdes modulares, exponenciais, logarit-
micas e trigonométricas nao caracterizam fungdes polinomiais, bem
como as fungdes potenciais em que o expoente da varidvel ndo é
um ntmero natural, como y =X~ ou'y = x%°, por exemplo, ndo ca-
racterizam polindmios. Por isso, os teoremas e demais conclusées
tiradas neste capftulo ndo se aplicam quando a equagdo apresenta
alguma dessas fungdes em sua composicao.

Nos casos em que P(x) € uma fungao constante, P(x) =0
€ uma sentenca matematica fechada e, portanto, verdadeira
ou falsa independentemente do valor de x.

. P =k

Se P(x) for o polinébmio nulo (k = 0), todo nimero com-
plexo sera solugao da equacdo P(x) =0, e, se P(x) ndo for
o polinédmio nulo (k # 0), entdo nenhum nimero complexo
serd solucdo da equacgao.

Para um melhor entendimento destes casos particula-
res, pode-se representar o polindbmio P(x) como uma funcao
do tipo ax+ kem que a=0.

Px)=0-x+k

Dessa forma, considerando a equacdo P(x) = 0 no uni-
verso dos nimeros complexos, seu conjunto solugdo tera
apenas duas possibilidades.

. Sek=0,entdo:0-x+0=0=S=C.
« Sek#0,entdo:0-x+k=0=>S=0.

Grau de uma equagdo polinomial

O grau de uma equacdo algébrica representada na for-
ma P(x) = O coincide com o grau do polindmio P(x). Entre os
principais conhecimentos associados as equag¢des polino-
miais estdo as relacdes existentes entre o grau da equacdo
e a quantidade de solucgdes que ela possui de acordo com
o dominio de sua varidvel. Essas relagdes serdo enunciadas
ao longo do capitulo.

Podemos dizer que nenhuma equacao polinomial pos-
sui mais solugdes do que o ndmero que representa o seu
grau, ou seja:

. Equacbes de grau zero ndo possuem solugdes.
- Equacdes do 1° grau possuem no méximo uma solu-

cdo cada.

- Equacdes do 2° grau possuem no méximo duas solu-
cdes cada.

- Equacdes do 3° grau possuem no maximo trés solu-

cBes cada.

- Equacbes de grau n possuem no maximo n solucdes
cada.

Solu¢des de uma equagdo polinomial

A existéncia de solucdes de uma equacgdo do tipo
P(x) = O depende de algumas caracteristicas do polin6-
mio P(x) como o grau do polinébmio, o dominio e a série
dos coeficientes.

Como visto acima, o nimero de solugdes de uma equa-
cao polinomial esta limitado pelo seu grau. Assim, sendo n
o grau da equacdo e s o nimero de elementos do conjunto
solugao, tem-se, primeiramente, que s < n.

O dominio da varidvel de uma equacdo depende, prin-
cipalmente, do contexto de aplicacdo da funcdo polinomial.
O contexto pode ser combinatério, geométrico, temporal
ou fisico, entre outros.

Veja o exemplo do polinémio A(x) = x> — 3x? + 2x, que
fornece o numero de arranjos com 3 elementos extraidos de
um mesmo conjunto J com x elementos. Nesse caso, o do-
minio da funcdo € o conjunto dos ndmeros naturais: x € N.

Primeiramente observe o fato de que, se o conjunto J
for vazio (x = 0), unitario (x = 1) ou binario (x = 2), entdo ndo
sera possivel extrair dele algum arranjo com 3 elementos.
Isso é mostrado pelos seguintes valores numéricos do po-
lindbmio A(x):

A0)=0°-3-0°+2-0=0-0+0=0
AN=1-3.17+2.-1=1-342=0
=27-3.2242.2=8-12+4=0
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Se J possuir exatamente 3 elementos, entdo sera pos-
sivel extrair dele 6 arranjos com 3 elementos:

AB)=3-3-3242.3=27-27+6=6

Se J possuir exatamente 4 elementos, entao serd pos-
sivel extrair dele 24 arranjos com 3 elementos:

Ad)=4> 3-4°+2.4=64 48+8=24

E assim, por diante.

Considere, entdo, que esse polindmio seja usado
para se descobrir qual quantidade de elementos deve
possuir o conjunto J, para que possam ser feitos exata-
mente 720 arranjos distintos, com 3 de seus elementos.

Desse problema vem a equacdao:

x> —3x% + 2x =720

Sendo P(x) = A(x) — 720, a equacdao fica expressa na
forma P(x) = O, por:

x> 3x?+2x 720=0

A equacdo cubica (do 3° grau) obtida nesse exemplo
possui apenas uma solugdo natural, x =10:

%3 =3x? +2x—-720=0,comx €N,
entdo a solucdo é S ={10}.

Neste exemplo tem-se que:
« Ograudaequacdoén=3;
« O numero de solugbes és=1.

Outro exemplo é o do polinémio V(x) = 8x° — X, que for-
nece o volume, em m°, de um prisma quadrangular regular
cujas arestas da base medem x m. Neste caso, o dominio
da func¢do ndo possui nimeros negativos: x e R,.

Considere que esse polindmio seja usado para obter
o comprimento do lado da base que o prisma deve ter
para que seu volume seja de 24 m>. Desse problema vem
a equacdo:

8x° x°=24

Sendo P(x) = V(x) — 24, a equacao fica expressa na
forma P(x) = 0, por:
24=0

A equacdo cubica anterior possui apenas duas solu-
cOes reais positivas: x =2 e x= 3+\/5.

C+8x° 24= 0,comx eR,,
entdo a solugdo é S={2, 3+\/i}4
Neste exemplo tem-se que:
. Ograudaequacdoén=3;
« O numero de solugbes és=2.
Ndo havendo restricdo para os dominios das equagdes

polinomiais usadas nos dois exemplos acima, cada equacgao
teria trés solugdes complexas. Veja:

7-iW239 —7+i\/239}
2 ' 2
X3 +8x2-24=0 o S=1{2, 3-+21, 3+21}
Nessas condicdes tem-se, para ambos os exemplos,
que:
. Ograudaequacdoén=3;
« O numero de solugbes é s =3.

X + 8x?

><3—3><2+2><—72O=O<:>S={‘IO,_
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No primeiro exemplo, a equagdo possui uma solu-
cdo inteira e positiva e mais duas solu¢gdes complexas,
que sdo conjugadas uma da outra; no outro exemplo, a
equacdo possui uma solucao inteira e positiva e mais
duas solug8es irracionais, sendo uma positiva e outra
negativa.

Equacdes polinomiais com coeficientes complexos ndo reais também
podem possuir solucdes reais.

Veja que: X+ (1—ijx—i=0 < S={-1, 1}

Mesmo sem restricdes de coeficientes ou dominio, isto
é, com x € C, o nimero de solugdes de uma equacdo do
tipo P(x) = O pode variar de acordo com os coeficientes do
polindmio P(x). Exemplos:
. Aequacdo x> +x° +4x+4 =0, com x € C, possui trés
solugdes: S ={-1, 2i, =2i}.
.« A equacdo x>+ 5x° +7x+3=0, com x € C, possui
apenas duas solugdes: S ={-1, =3}.
. A equacdo 2+ 3% +3x+1=0, com x €C, possui
apenas uma solugdo: S ={-1}.

Férmulas resolutivas de equacdes
polinomiais

A busca de expressées algébricas capazes de for
necer as solugdes de uma equacgao do tipo P(x) = 0 em
funcdo dos valores dos coeficientes do polindmio P(x)
foi objeto de estudo dos grandes matematicos desde
a Antiguidade.

Os trabalhos de Diofanto de Alexandria (século Il d.C.)
ja tratavam de equacdes do 1° e 22 graus. No mundo arabe,
0 matematico persa Abu Alcuarismi (século IX) apresentou
os primeiros métodos sistematicos para resolver esses tipos
de equacgdes. Os primeiros trabalhos a respeito das equa
¢des do 3° grau sdo de outro matematico persa chamado
Omar Caiam (século Xl), mas o método resolutivo desse
tipo de equacdo s foi sistematizado com contribuicdes de
outros matematicos italianos dos séculos XV e XVI.

O método resolutivo das equacdes do 42 grau,
desenvolvido pelo matematico italiano Lodovico Fer
rari (século XVI), consiste em utilizar uma varidvel
auxiliar que pode ser obtida ao resolver uma equacgdo do
3% grau. A partir dai, a comunidade matematica da época
passou a acreditar que seria possivel resolver todas as
equacdes polinomiais de grau n introduzindo varidveis
auxiliares que poderiam ser encontradas resolvendo se
equacBes de grau (n 1), mas, infelizmente, provou-se
que essa ideia estava errada.

A teoria desenvolvida nos séculos XVIIl e XIX pelos
matematicos Paolo Ruffini, Evariste Galois e Niels Abel
mostrou que nem todas as equacdes de grau maior que 5
poderiam ser resolvidas por processos similares aqueles
obtidos para as equag8es de grau inferior. O estudo para
obter um método de resolucao dessas equacdes continua
até os dias de hoje.



Entre esses estudos, vale ressaltar um trabalho
publicado em 2019, de um matematico brasileiro cha-
mado Rodrigo Martinelli, que apresenta uma técnica
para resolver diversos tipos de equacdes do 5% grau e
que também pode ser usado para se resolver qualquer
equacéo do 4° grau.

Férmula resolutiva de uma equagdo do 1° grau

As equac&es polinomiais do 1° grau podem ser ex-
pressas por:

ax+b=0,a#0

Como essa equagdo s6 admite uma solucdo complexa,
sua férmula resolutiva é dada por:

b
X=—=
a
Veja 0s exemplos a seguir:
. 2x+8=0
Temos a=2 e b =28, entdo, a Unica solucdo da equacdo
6x=-2=-8_4
a 2

Portanto, o conjunto solucdo dessa equacao é S ={—4}.

I 3x-L=0
2

Temosa=3e b= % entao a Unica solu¢do da equa-

. [

cdo é x= —= L2/ 7
a 3 6
Portanto, o conjunto solugao dessa equagao é S= {é}
. —x+@2-0=0
Temos a=-1e b =2 -1, entdo a Unica solucdo é
=-0R__2-0_5
a —1

Portanto, o conjunto solu¢do da equacdo é S={2 —i}.

Férmula resolutiva de uma equagdo do 2° grau

As equacdes polinomiais do 2° grau podem ser ex-
pressas por:

ax’+bx+c=0,a#0

Como essa equacdo pode admitir até duas solugées
complexas, suas féormulas resolutivas sao:

—-b—-+vA —b++A
X\=———— €& Xy=————
2a 2a
Nessas férmulas, o parametro dentro das raizes qua-

dradas denomina-se discriminante e € dado por:

A=b? - 4ac

O numero de solucdes da equacdo e o0 conjunto numeé-
rico a qual elas pertencem podem ser previstos pelo valor
desse parametro, da seguinte maneira:

«  SeA>0, entdo, a equacdo possui duas solugdes reais.

«  Se A=0, entdo, a equacdo possui apenas uma solu-
cdo real.

«  Se A<Q, entdo, a equacdo possui duas solucdes ndo
reais conjugadas.

Veja os exemplos a seguir:

. 4% +3x-1=0

Temos a=4, b=3e c=-1. Entdo, o discriminante da

equacdo é:
A=b’-4ac=3*-4-4.(-)=9+16=25
E as solucdes sao:

o _-b-VA _-3-J25_-3-5_-8_

=—=-

" 2 2:4 8 8
L _-b+JA_ 3 25_ 35 _2_1
2 2a 2-4 38 8 4

Portanto, o conjunto solugdo da equagao é S= { 1,

Il x*+6x+9=0
Temosa=1b=6ec=9. Entdo, o discriminante da
equacdo é:
A=b’-4ac=6°-4-1-9=36-36=0

E as solucdes sao:

. --b-JA_-6-40_-6-0_-6

1 =3
2a 21 2 2

. b A _-6+J0_-6+0_-6_ ,
2 2a 21 2 2

Portanto, o conjunto solucdo da equacdo é S={ 3}.
. x*+9=0
Temos a=1b=0 e c=09. Entdo, o discriminante da
equacdo é:
A=b?

4ac=0° 4-1-9=0 36= 36

E as solucdes sao:

_-b-vA_-0-J-36 _-0-6i_-6i_

X, = =3i
! 2a 21 2 2

. ——b+VA _-0+J-36 _-0+6i_6i_,
2 2a 241 2 2

Portanto, o conjunto solugdo da equagao é S ={-3i, 3i}.

Férmula resolutiva de uma equagdo do 3° grau

As equacdes polinomiais do 32 grau podem ser ex-
pressas por:

axC+bx’+cx+d=0,a#0

(o]
w
[
4
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o
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Como essa equacdo pode admitir até trés solugdes complexas, suas férmulas resolutivas sdo:

R OROR R ORC)
e ek ORORG R TR RO
RS ORORS SRR ERC)

Nessas formulas, os parametros dentro das raizes clbicas e quadradas sao:

w o

_ b%®-3ac _26° bc . d
=Lz & a5 o7
3a 27a> 3a° a

P

2 3
Em equacdes do 3° grau o pardmetro A é definido por: A =(%) —(%) .

O numero de solugdes da equacgado e o conjunto numeérico a qual elas pertencem também podem ser previstos pelo
valor desses parametros, da seguinte maneira:

«  SeA>0, entdo, a equacgao possui uma solucdo real e duas solucdes ndo reais conjugadas.
« SeA=0eqg=0, entdo, a equacao possui apenas uma solugao real.
« SeA=0eqg#0, entdo, a equacdo possui duas solucdes reais.
Se A< 0, entdo, a equacdo possui trés solucdes reais.
Veja os exemplos a seguir:
L x*—6x*+6x-5=0
Temosa=1,b=-6,c=6ed=-5. Entdo, os primeiros parametros auxiliares sdo:
b’ 3ac_(-6°-3-16_36 18_18
3> 3% 3 3
_2° bc d_2:(=6 (-6)6 (=5_2:(=6° (-6)6 (-5
27a° 3%’ a 27.F 3.7 1 271 3.1 1

O discriminante da equacao vale:
_(=8) (&) _8l_g E=32_49
2 3 4 4 4

() |
(=2 Bl et v ﬂ+§/ (=9, ﬁﬁ/ (-9 [a9

Entdo, a primeira solucdo da equacao é:
341 2 \a

SN S

x1=2+\/§+\ﬁ=2+2+1=5

=6

p:

=-16+12-5=—-9

w o

Aproveitando as raizes cubicas encontradas no célculo de x,, tem-se que as demais solugdes da equagdo s&o:

XZ:2+(_1+2i\5)'2+(_1_2i‘/§).1:4—2+2i\/§—1—i«@: 1+i2\/§

+( 12iﬁ)2+( + i\/§).1;4 2 2i\/} 1 W3 _1 |2x/§

1+1/3 1—|\/_}

Portanto, o conjunto solu¢do da equacdo é S= {

I x>+3x*+3x+1=0
Temosa=1,b=3,c=3ed=1 Entdo, os primeiros parametros auxiliares sdo:

p-b’-3ac_3-313_9-9_0_,
3a° 3.7 3 3
3 3
_ 2b _b_C+g_2'3 _£+1_£_9+1_2 3+‘|_O

C278° 32 a 27.7 3.2 1 27 3
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O discriminante da equacao vale:

Entdo, a primeira solucdo da equacgao é:
X, =;—?’1+§>/—%+\/6 +§/—%—\f =_?3+\3/O+O+\3/O— =-1+0+0=—1
Aproveitando as raizes cubicas encontradas no célculo de x,, tem-se que as demais solu¢des da equagado sdo:

x,= % (‘1+2f\/§).o+(‘1‘2i\6).o=+1 09

2
X, =—1+(‘1_2‘\E)~o+(‘”2“@}o=—1+o+o=—1

Portanto, como x, = X5 = X3, 0 conjunto solugdo da equacdo € unitario: S ={-1}.

M. 2x°+6x%2—18x—54=0
Temosa=2,b=6,c=-18 e d=-54. Entdo, os primeiros parametros auxiliares sao:

b’—3ac _6°-3-2:(-18) _36+108 _144
3a° 3.27 12 12
3 3

2 _bc,d_26 6(-1, -54_432 08 57 _549-27=-16
278 3%* a 27.2° 322 2 216 12

=12

p:

O discriminante da equacdo vale:

2 3 2 3
{5 o

Entdo, a primeira solucdo da equacao é:

X, =_—6+§/—ﬂ+\5 +§/—ﬂ—\6 =5, ¥8+0+¥s-0=-1+2+2=3
32 2 2 6
Aproveitando as raizes cubicas encontradas no célculo de x,, tem-se que as demais solugdes da equagdo s&o:

Xz:_1+(—1+2i\/§).2+(—1—2i\/§).2:—2—2+2i\/§—2—2i\/§:—_6:_3

2 2
X3:_1+(—1—2i\/§)_2+(—1+21\/§).2:—2—2—2i\/2§—2+2i\/§:—?6:_3

Portanto, como x, = X3, 0 conjunto solugdo da equacdo é binario: S={ 3, 3).

Note que nenhum dos exemplos de equacgdes clbicas anteriores apresentam discriminante negativo (A < 0). Isso s6 acontece quando a equacado
possui trés solucdes reais distintas.

V. x> —6x+4=0
Tem-se quea=1b=0,c=-6 e d=4. Assim, 0s primeiros parametros auxiliares sdo:
_b’-3ac_0* 3-1( 6)_0+18_18_
3a’ 3.7 3 3

3 3
q=2 _bc d_20 0(-8,4_0_0,,_040+4=4
278 3%* a 277 3.7 1 27 3

2 3 2 3
O discriminante da equacao vale: A=(%) —(B) =(£) —(é) =22-23=4-8=-4,

6

p

3 2 3

(o]
w
[
4
(1]
o
L

Entdo, a primeira solugdo da equacéo é:
b . .| q \/q Ja.=0 \/4 \/4 2
X, =—+3—=+VJA + 32— =—+3——+4 +3-———~-4
' 3a \/2 2 31 2 2

x,=0+¥—2+2+32-21=¥2+21+32-2
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Neste ponto da resolucdo, para que sejam extraidas
as raizes cubicas de -2 + 2i e =2 — 2i, recomenda-se 0 uso
das formas polares dos complexos.

Assim, sendo z= 2+ 2i, tem-se:

lzl= (=27 +22 =8 =22
Arg(z) =135°

Entdo, uma das raizes clbicas de z € o nimero com-

|w|\/7\/7\/7f

plexo w tal que:
Argw) = 13?5 = 45°

Usando a forma trigonométrica dos nimeros complexos:
w =+/2(cos45° +i-sen45°) \/_(\/7+| £)—1+i

Por serem complexos conjugados, os nimeros 2 + 2i
e —2 — 2i possuem raizes clbicas que também sdo conjuga-
das uma da outra. Entdo, retornando a expressao resolutiva:

X, =3=2+2i+3J-2-2i =Y+ +(1-0)* =1+i+1-1=2

Aproveitando os resultados das raizes cubicas no cal-
culo de x;, tem-se que as outras solugdes sdo:

2o 252

+:1ii\/§\/§¢1ii\5ﬁ=1£
2

2
_A=i-iW3+43  +i+W3+4V3 _ e
2

2

Portanto, o conjunto solucdo da equacdo é

s=fe. 143 1 43}

Férmula resolutiva de uma equagéo de 4° grau
As equacdes polinomiais do 4° grau podem ser ex-
pressas por:
ax*+bxC+ox’ +dx+e=0,a%0

Essa equacdo pode admitir até quatro solucdes com-
plexas, mas suas formulas resolutivas sdo tdo extensas que
ndo caberiam em uma Unica pagina.

Particularmente quando os coeficientes b e d sdo nulos,
a equacdo ndo apresenta os termos de grau impar e, nesse
caso, admitem férmulas resolutivas relativamente simples.

Assim, considerando b =d =0, tem-se:

ax*+ox’+e=0a#0

Equacdes como essa sdao denominadas biquadradas e
as formulas para encontrar suas quatro possiveis solugdes

sdo: \/74

ae —c+\/c 4ae
\/c —4ae

—c+\/c —4ae
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No caso, o discriminante é A = ¢ — 4ae.
Veja os exemplos a seguir:

L x*=13x*+36=0
Temosa=1b=0,¢c=-13,d=0 e e =36. Entdo, o
discriminante da equacao é:

A=c?—4ae =(-13)° -
E suas solucdes sdo:

x:+J‘C‘*/Z +\/——13 -V25 _ B

1 2a 2.1

(w3 V5 [B5_ o
\/ 21 B 2 =4 =2

-
x3:+\/ c+\/— J (=13) +\/_ 4 13+5
-

1-36=169-144 =25

=4 =42

=+/9=43
2

#8) V25 [B+5__ 5 .
21 2

Portanto, o conjunto solugcdo da equacédo é S ={+2,
-2,43,-3).
I x*+2x*-8=0
Temosa=1b=0,c=2,d=0 e e =-8. Entdo, o dis-
criminante da equacdo é:

A=c? 4ae=2° 4.1-( 8=
E suas solugdes sdo:

><1=+\/_C;\/Z =+ —2-V36 4 |26
a

2.1 2
S ES N S £ )
2 \/ 2a 241 =—-4=-2

X=+\/—c+x/X=+\/2 V36 _

3 2a

ayv
2a
a

3 —c+4JA =_\/—(

2

4+32=36

-4 =42

x
|

2 6=+\/§

21 2

R e S R SX LR

2a 21
Portanto, o conjunto solucdo da equacdo é
S:{+2i,—21,+f,—ﬁ}_
M. 9x*—6x?+1=0
Temosa=9,b=0,c=-6,d=0 e e =1 Entdo, o dis-
criminante da equacao é:
A=c’—4ae=(-6) -
E suas solugdes sdo:

X1=+J_C2§/_=+\/_ 29\F

4-9:-1=36-36=0

X =—\/_C_\/X_—\/ \/7 \/7= N3
2 2a 2.9 3
><3:+\/_C+\/X=+ +\/7 =+ 6+ +\/T=+—3

2a 2.9 3

X“=_\/4€2aA/—=_\/_( 126-)9\/6" F \F ?3



Portanto, o conjunto solucdo da equacdo é

SR

3"

Com excecdo das equaces do 1° grau, todas as formulas resolutivas
das demais equagdes polinomiais apresentam operacoes de radicia-
¢do, como raizes quadradas e clbicas, por exemplo. Por esse motivo
€ comum que as solucdes dessas equagoes também sejam chamadas
de raizes da equacdo ou raizes do polinémio.

Porisso, em relacdo a uma equacdo do tipo P(x) =0, com P(x) = C+
+x2-12, por exemplo, estdo corretas as seguintes afirmagoes:

. x=2éuma solucdo da equacdo x’+x* - 12=0.

« x=2éuma raiz da equacdo CH+x-12=0.

« x=2éum zero do polindmio P(x).

« x=2éuma raiz do polindmio P(x).

Em uma época em que ndo havia calculadoras para efetuar os cél-
culos que definiam a solugdo de uma equacdo algébrica de grau
elevado, perdia-se muito mais tempo calculando raizes quadradas e
clibicas do que efetuando 0s outros processos aritméticos envolvidos.
Atualmente, o termo raiz também é usado para designar solugdes de
outros tipos de equacdo, como equacdes exponenciais, equacdes
modulares, entre outras.

Raizes de polindmios X Solucoes de
equagoes
Embora ambos os termos (raizes e solugdes) sejam

usados para designar os mesmos numeros, had uma sutil
distingdo entre seus significados.

Solucdo de uma equacdo é o valor que a variavel
assume, para tornar verdadeira a sentenca que
expressa a equacdo.

Considere, por exemplo, a equacdo x> +30 = 6x° + x.
Sabe-se que x = -2 é uma solucdo da equacdo pois, substi-
tuindo x por —2, obtém-se uma igualdade verdadeira. Observe:

(®° 80 6 2° ( 2
-8+30=24-2
22=22 (Verdadeira)

Pode-se afirmar, também, que x = 3 é outra solucdo da

equacdo. Observe:

3°4+30=6-3+3
27+30=54+3
57=57 (Verdadeira)

Analogamente, x = 5 também é solucdo da equacdo.

5°+30=6-5"+5
125+30=150+5
155=155 (Verdadeira)

As raizes de um polindmio P(X) =agy - (x — o) - (X — 0L) -
“(X—dg) .- (x—o0,), comay# 0, sdo 0s nimeros o, O,
o3 .., O, que anulam, respectivamente, seus fatores do
12 grau.

Considere, por exemplo, o polinébmio P(x) =
=1-x+2)-(x 3)-(x 5). Temos que -2, 3 e 5sdo raizes
do polinbmio P(x) pois anulam, repectivamente, os fatores
(x+2),(x 3)e(x b5).

Ndo é por acaso que, no exemplo, as solugdes da
equacao coincidem com as raizes do polinbmio apresenta-
do em sua forma fatorada. Observe P(x) em sua forma geral:

Note que P(x) =0 equivale a equacao dada no exemplo.
X2 —6x>—x+30=0 e x>+ 30 =6x>+X

A diferenga dos conceitos de solugdo de equacdo
polinomial e de raiz de polinbmio pode ser mais bem ob-
servada em equacdes cujo nimero de solugdes € menor
do que o ndmero representa o seu grau.

Entre os exemplos dados anteriormente, a equacdo
x? +6x+9=06édo2° grau, mas possui apenas uma solu-
cdo: x =—=3. Isso ocorre porque, em sua forma fatorada, o
polinémio A(x) = x? +6x+9 possui dois fatores do 1° grau
idénticos: A(x) = (x + 3) - (x + 3). Nesse caso, diz-se que o
polinbmio possui duas raizes iguais ou que x =—-3 € uma
raiz dupla.

Também presente entre os exemplos anteriores, a
equacdo 2x2+6x2—18x—54=06é do 3° grau, mas possuli
apenas duas solugdes: x =43 ou x = -3.

Isso ocorre porque, em sua forma fatorada, o poli-
némio B(x) = 2x3 + 6x% — 18x — 54 também possui dois
fatores do 12 grau idénticos, entre seus trés fatores:
B(x)=2-(x—=3)-(x+3) - (x+ 3). Neste caso, diz-se que
duas das trés raizes do polinémio sdo iguais ou ainda que
x =43 é raiz simples de B(x) e x =—-3 é raiz dupla de B(x).

Para efeito comparativo, considere como exemplo a
equacdo x> —=3x?2=9x+27=0 que também é do 3° grau
e possui as mesmas duas solucdes da equagdo anterior:
X=4+3 0oux=-3.

Isso também ocorre porque o polinémio C(x) =
= x> — 3x? — 9x + 27, em sua forma fatorada, também
possui fatores do 1% grau idénticos. A diferenca em re-
lacdo ao exemplo anterior é exatamente o fator que se
repete: C(x) =(x—3) - (x—=3) - (x + 3).

Nesse caso, tem-se que x = +3 é raiz dupla de C(x) e
x = =3 é raiz simples de C(x).

Assim, embora as equacdes B(x) =0 e C(x) = 0 tenham
0 mesmo conjunto solugdo, elas ndo possuem exatamente
as mesmas raizes. Observe:

olugio auagio
Equacao ~ ~
solucdo equacgao

X =+3
Xy ==3
X3 =—=3

22 +6x2—18x—54=0 S ={+3, -3}

Xy =+3
Xy =+3
X3=-3

X2 —3x>—9x+27=0 S={+3, -3}

Também podemos afirmar que as raizes dessas equa-
c¢des ndo possuem a mesma multiplicidade.

(o]
w
[
4
(1]
o
L
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Diante da dificuldade de memorizacdo das férmulas resolutivas das
equacbes polinomiais do 3° e 4° graus, em relacdo a formula qua-
drdtica, e da extensdo dos processos aritméticos encadeados por
elas, muitas outras técnicas foram desenvolvidas para se chegar ao
conjunto solugdo desses tipos de equacdes.

Durante os séculos que se seguiram as descobertas das for-
mulas clbicas e quarticas, matematicos franceses, como René
Descartes, Jean d'Alembert e Albert Girard, buscaram por méto-
dos alternativos que pudessem levar a solucdo de equacdes de
grau maior. Nesse periodo, muitas conquistas foram alcancadas
em casos particulares, mas nenhuma nova formula geral foi
encontrada.

Neste periodo os estudos levavam em consideracao permutagdes das
sequéncias numericas determinadas pelas raizes x,, com 1<p<n, de
uma equacdo polinomial de grau n, pois esses valores eram encon-
trados em ordens diferentes, por métodos diferentes. Entdo, ndo era
importante saber exatamente qual solu¢do da equacdo corresponde
a raiz x, e qual corresponde a raiz x,.

Assim, pardmetros como a soma e o produto das raizes de uma
equagdo polinomial passaram a ser o foco da atencdo dos estudos
que buscavam pela solucdo geral das equacdes do 5% grau e de
grau maior.

Somente no século XIX ficou demonstrado, pelo matematico italiano
Paolo Ruffini e 0 noruegués Niels Abel, que ndo era possivel resolver
todo tipo de equacdo quintica, ou de grau maior que 5, por meio de
radicais. A partir daf, novas abordagens surgiram incorporando con-
ceitos de limites e continuidade de funcdes por matemdticos como
Gauss e Cauchy.

Teorema fundamental da Algebra (TFA)

No século XVII, em sua obra La GEométrie, René
Descartes ja havia afirmado que as equacdes de grau n
deveriam possuir n raizes, mas que estas podiam ndo cor
responder a nimeros reais. Somente no inicio do século
XIX a primeira demonstragao rigorosa foi dada pelo francés
Jean-Robert Argand, para o teorema que diz:

Toda equacdo polinomial de grau n =1 possui ao menos
uma solugdo no conjunto dos nlimeros complexos.

Em linguagem matematica, podemos escrever:

VPX) I gr(P)21=3dae CIP()=0

Em termos de raizes de polindmios, o mesmo teorema
pode ser enunciado como:

Todo polinébmio de grau n > 1 possuli
exatamente n raizes complexas.

Essa versdo mais precisa do teorema fundamental da
Algebra também é conhecida como teorema da decompo-
sicdo de polindmios.
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Teorema da decomposicao

Considere que o nimero complexo x,; seja solu¢do da
equacdo P(x) =0, de grau n > 1. Neste caso, tem-se que o
polindmio P(x) € divisivel pelo bindmio (x — X,) e, portanto,
deve existir outro polinbmio Q,(x) de grau (n — 1) que satisfaz
a identidade.

PM)=(x X)) - Q)

Voltando a equacao (x
Q(x)=0.

De acordo com o teorema fundamental da Algebra, a
equacdo Qy(x) = O deve possuir uma solu¢do no conjunto
dos nimeros complexos. Considere, entdo, que o nidmero
complexo o, seja solugdo dessa equacdo.

Se a equacdo Q,(x) = O for do 1° grau, entéo as raizes
da equacdo P(x) = 0 serdo x, e X,, podendo ou ndo terem o
mesmo valor. Mas, se o grau da equagao Q;(x) = O for maior
que 1, o polinébmio Q,(x) é divisivel pelo bindmio (x — x5)
devendo existir mais um polinébmio Q,(x) de grau n — 2 que
satisfaz as identidades:

Q0= (x—x,)-Q,(9)
PR = (x=x,)- (X =X,)-Q,(X)

Xg) - @y(X) = 0, temos: x =X, ou

Da equacdo Q,(x) = 0, da primeira identidade, tem-se:
(X =X5) - Q(x) =0, entdo x = x, ou Q,(x) = 0.

Jé em relagdo a equacdo original P(x) = 0, da segunda
identidade, tem-se: (x  xj) - (X Xy) - Qy(x)=0.

Pode-se proceder dessa maneira enquanto o grau dos
polindmios Qp(x), quocientes das divisdes polindmiais, fo-
rem maiores que 1.

PO = (X =X,) (X =X5) . (X = %p) - Qp(X)

Somente apods (n —1) divisGes polinomiais, como estas,
¢é que o quociente Q, _,(x) serd um polinémio do 1% grau e,
portanto, da forma ax+ b com a # 0.

PR = (X=X (X=X;) .- (x=X__,)- (@x+D)
~ . -b L )
Entdo, o numero complexo X, =— seraa ultima raiz
a

encontrada para a equacdo P(x) = 0.
PX)=0ax—x,) X=x,)..-(x=X__)-(x=x )=0

Assim, pode-se observar que, a quantidade de rai-
zes de uma equacao polinomial sempre coincide com
o grau da equacdo. Como a férmula resolutiva das
equacdes do 2° grau é simples, quando comparada as
formulas para as equacdes do 32 e 4° graus, na prética,
o teorema da decomposi¢cdo costuma ser usado até
se obter um quociente do 22 grau, pois assim as duas
Ultimas raizes da equacdo podem ser encontradas pela
féormula quadréatica.

Dessa forma, ao se resolver uma equacao do 3° grau,
por exemplo, a dificuldade estd em obter a primeira raiz.
Uma vez conhecida umas das raizes da equagdo cubi-
ca, as outras duas podem ser obtidas resolvendo uma
equacdo do 22 grau cujos coeficientes s8o determinados
pelo dispositivo de Ruffini, no quociente de uma divisdo
polinomial.



Veja os exemplos a seguir:

L xC+x2+4x+4=0
Sabe-se que x,=-1¢é uma solugdo, entdo, aplicando o
dispositivo de Ruffini, temos:

1 1 | 1 4 4

‘ 1 0 4 0

Como o resto da divisdo é o polinbmio nulo, obtemos
a equacdo do 2° grau X’ +4=0.
Comoa=1,b=0ec=4,daférmula resolutiva tém-se:

A=b’—4ac=0°-4-1-4=0-16=-16

_b-A_-0-J16 _ -4

Xy =-2i
2a 2.1 2

_—b+JA _—0+v-16 4

X3= = =— =42
3 2a 21 2

Portanto o conjunto solucao da equacao X2 — X2+ 4x +
+4=0¢&S={-1,-2i2i.
Il 2 +10x° +14x+6=0

Sabe-se que x;= 1¢é uma solucdo, entdo, aplicando o
dispositivo de Ruffini, temos:

-1 | 2 10 14 6

‘ 2 8 6 0

Como o resto da divisdo é um polindmio nulo, obtemos
a equacdo do 2° grau 2x% + 8x+ 6 =0.
Como a=2,b=8e c=6, daférmula resolutiva tém-se:

A=b’-4ac=8°-4.2.6=64-48=16

) -3
2a 2.2 4 4
X :—b+\/Z:—8+\/%:—8+4:—_4:_1
3 2a 2-2 4 4

Neste exemplo, duas das raizes sdo iguais x; = X5, ou
seja, —1é raiz dupla. Assim, o conjunto solucdo da equacao
2 +10x° +14x+6=06S={ 1, 3}

M 3 +3+3x+1=0
Nesta equacdo, x; = —1também é raiz. Entdo:

3 1

‘ 1 2 1 0]

Do dispositivo, obtemos x° + 2x + 1= 0.
Comoa=1b=2ec=1 daférmula resolutiva tém-se:

A=b’ 4ac 2?2 =4 =1 4 4 O
2 2a 2-1 2 2
o _-b+Ja_—2+J0_-240_-2_
2 2-1 2 2

Neste exemplo, as trés raizes sdo iguais x; = X, = X3,
ou seja, —1 é raiz tripla. Portanto, o conjunto solugdo da
equacdo x> +3x° +3x+1=0¢é S ={-1).

Em resumo, o processo de resolucdo de uma equacao
do 32 grau é iniciado a partir do valor de uma de suas
raizes e, pelo dispositivo de Ruffini, obtém-se uma
equacdo do 2° grau. Resolvendo essa equacdo, é possivel
determinar as demais raizes da equacdo inicial.

Série de raizes de um polindmio

Como vimos anteriormente, toda equacdo de grau n
possui exatamente n raizes no universo dos nimeros com-
plexos, podendo ser desde todas com o mesmo valor até
todas de valores diferentes entre si.

Como a indexacao das raizes de uma equacdo depende
da ordem em que elas sdo encontradas, e essa ordem pode
mudar de acordo com o método usado para resolver a
equacao, a série numérica formada pelos valores de x; a x,,
pode sofrer permutacdes, sem perda de significado.

Uma equacao polinimial de grau n > 2 pode ser asso-
ciada a mais de uma série de raizes, desde que a diferenca
entre elas seja apenas o resultado de permutacdes entre
seus termos. Exemplos:

. aequacdo x> —9x% + 8x + 60 =0, cujo conjunto solu-
cdo S={-2, 5, 6}, possuitrés elementos e associam-se

3! =6 possiveis séries (x;, X,, X3) de raizes:

(-2, 5, 6) (5,-2, 6) (6,-2,5)

(-2,6,5) (5,6,-2) (6,5, -2)

. aequacdo 2x2 +10x%> +14x+ 6 =0, cujo conjunto solu-
¢cdo S ={-1, =3} possui dois elementos e associam-se

3! o .

BT =3 possiveis seéries (x,, X5, X3) de raizes:
-1,-1,3) -1,3,-1) 3,-1,-1)
. jdaequagao 24+ 3x° +3x+1=0, cujo conjunto solu-
¢do S ={ 1} é unitario e associa-se apenas uma série
(X4, X5, X3) de raizes:
=1 1,0

Ndo havendo como prever qual permutacdo de
(X1, X5, X3) Seré encontrada resolvendo-se uma equagdo cu-
bica, perguntas a respeito das raizes costumam considerar
expressoes simétricas, ou seja, expressdes cujo resultado
ndo se altera pela mudanca na ordem da série de raizes
considerada. Exemplos:
« asoma das raizes: X, + X, + X3;
« o produto das raizes: X, - X, - X3;
- asoma dos produtos das raizes duas a duas: X, - X, +

+ X X3+ X5+ X

Multiplicidade de uma raiz

Considere a série r = (x;, X5, X3, ..., X)), de raizes de uma
equacao polinomial de grau n. Quando entre os elemen-
tos da série ha valores numéricos repetidos, dizemos que
esses valores possuem multiplicidade. Assim, toda raiz x,
de uma equacdo polinomial estd associada a uma multipli-
cidade m, que indica a quantidade de vezes que o valor X,
aparece em alguma série de raizes da equacao.

O grau de uma equacdo polinomial € sempre igual a
soma das multiplicidades de suas solu¢des:
nN=m;+m,+..+m,.
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Se alguma raiz x,, com 1< p <n, for Unica na série, ou seja, ndo houver nenhuma outra raiz x,, com p # g, tal que
Xp = Xq €Ntao X, é denominada raiz simples da equacdo e sua multiplicidade é m =1.
Por exemplo, o conjunto solucdo da equacdo x> 9x’+8x+60=06€S ={ 2,5, 6}. Entdo:

«  Xy=-2 éraiz simples (m,=1)
+  Xy,=Db5éraiz simples (my=1)
+  X3=6 éraiz simples (ms=1)

Se tivermos duas raizes Xp € Xq de mesmo valor com p # g, e esse valor for diferente de todos os demais, entdo
X, € denominada raiz dupla da equacdo e sua multiplicidade € m = 2.
Por exemplo, o conjunto solucdo da equacdo 2x° +10x° + 14x + 6 = 0 é S = {1, =3). Entdo:
«  xy=-1éraiz dupla (m=2)
+  X,=-3éraizsimples (my,="1)
O conjunto solucdo da equacdo C+ 72 +15x+9=06 S= {=1, =3} como o conjunto solu¢cdo do exemplo anterior,
mas, nesse caso, temos:
«  x=-1éraiz simples (m;=1)
+  X,=-3éraizdupla (my,=2)
Embora o conjunto solucdo das duas equacdes seja 0 mesmo, a soma das raizes ndo é. Observe:
- Naequacdo 2x° +10x? + 14x + 6 = 0 a soma das raizes é x; + X, + X3 = ( 1)+ (=1) + ( 3)=-5.
. Jana X+ 7 +1Bx+9=0estasoma éx,+x, +x3=( N+ ( 3)+(3)= 7

0 conjunto solucdo da equacdo x> + 7x* + 15x + 9 = 0 é S = {1, =3}. Como -3 é raiz dupla dessa equacdo, uma possivel série de suas raizes
ér=(-1,-3,-3).
Observe que é importante saber diferenciar a solugdo de uma equacao das raizes da equacdo, pois elas nem sempre sdo iguais.

Por exemplo ao perguntar “qual é a soma das solugbes da equagdo?”, o resultado é (—1) + (—3) = —4; j4, perguntar “qual é a soma das raizes da
equacdo?”, o resultado é (1) + (-3) + (-3) =—7.

Veja, na tabela a seguir, uma lista de equacdes quérticas (do 42 grau), com as diferentes possibilidades para as mul-
tiplicidades de suas raizes.

0 € raiz simples m;=1
X 63+ +6x=0 S={0,1,2,3} € raiz simples my=1
2 ¢ raiz simples ms=
3 é raiz simples m,=1
1€ raiz dupla m;=2
x* 23+5x> 8x+4=0 S={1,2i, 2i} 2i € raiz simples my,=
2i é raiz simples my=1
4 4n3 20 _ 0 é raiz dupla m;=2
RSO ASES o= Bl 5 é raiz dupla my=2
W 53=0 S=(0 5) O,e r'alz‘trlpla m;=3
5 € raiz simples my=1
x* =4+ 6x°-4x+1=0 S={1 1 é raiz quadrupla m,= 4

Como consequéncia do teorema fundamental da Algebra, do teorema da decomposicdo e do conceito de multiplici-
dade aqui expostos, tem-se que todas as equacdes polinomiais de grau n podem ser expressas de forma fatorada:

8y (x=x)" - (x=x,)" ... (x=x, )™ =0, coma, #0 e k<n

Nesta representacao, as solugdes X, X,, X3, ..., X, tém valores diferentes uns dos outros e a série de expoentes (m;, m,,
ms, .., M) € formada pelos nlimeros naturais que indicam as respectivas multiplicidades de cada solu¢do da equacao. Assim:
« m, é amultiplicidade de x;;

+ m, éamultiplicidade de x,;

« m, éamultiplicidade de x,.
Ndo sendo necessario escrever repetidamente as raizes de multiplicidade m > 1, o conjunto solu¢do da equacao fica
sendo S =X, X5, X3, «y X -

MATEMATICA = Capitulo 10 = Equacdes polinomiais



Considere, por exemplo, a equagao XX +x? B5x+3=0.
Observando que a soma dos coeficientes do polinémio P(x) = 2+ x°—Bx+36é igual a O, pode-se concluir que x =1
€ uma de suas raizes, ou seja, P(1) = 0.

PO)=P+1?-5.143=1+1-5+3=0

Aplicando o dispositivo de Ruffini, temos:

Como a divisdo de P(x) por (x — 1) gera quociente Q(x) = x? + 2x — 3 e resto nulo, do teorema de Descartes, tem-se:
Px)=(x—=1)-Q(x) + 0.
Assim, a equacdo pode ser escrita com dois fatores, um do 1° e outro do 2° grau. Entdo:

x N0-(x%+2x 3)=0
Do segundo fator, temos:

A=2?—-4.1.(-3)=4+12=16

_—24416 _ 244 A X
23 21 2 Ny—_3

Usando a férmula quadratica para obter as raizes do fator do 2° grau tem-se:
QX)) =(x+3)- (x—1)
Substituindo a forma fatorada do polindmio Q(x) na equagao cubica original, encontra-se:
X+ - (x+3)-x=1=0

Finalmente, usando a potenciacdo para abreviar a multiplicagcdo dos fatores iguais, a equacdo pode ser representada
por(x+3)-(x 1?=0.
Lendo a equacado nesse formato podemos concluir que 3 é raiz simples e 1 é raiz dupla da equacdo.

€quagdes polinomiais com coeficientes reais

Quando todos os coeficientes de uma equacdo polinomial sdo nimeros reais, temos importantes relacdes entre o
grau da equacdo e a existéncia de solugdes reais.

O numero de raizes reais e o grau de uma equacao polinomial ttm sempre a mesma paridade.

Sendo n > 10 grau de uma equacdo polinomial, temos duas situacdes distintas:

Se n é par, a quantidade de raizes reais da equagao também é par.
Se n é impar, a quantidade de raizes reais da equagao também é impar.

Como o ndmero 1é o menor natural impar, pode-se concluir que toda equacdo polinomial de grau impar possui pelo
menos uma solucdo real. O teorema que veremos a seguir € o que garante todas estas afirmagdes.
Teorema das raizes complexas
Se um numero complexo z = a + bi for raiz de uma equacdo polinomial de coeficientes reais, entdo

seu conjugado z = a — bi também serd raiz da mesma equacdo. Neste caso, as raizes z e z teréo a
mesma multiplicidade.
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Como a igualdade z =7 s6 ocorre quando z € um numero real (b = 0), pode-se concluir deste teorema que o nimero
de raizes ndo reais de uma equacdo polinomial de coeficientes reais é sempre par.
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Regra dos sinais de Descartes
Essa regra de sinais tem por finalidade verificar se uma equacdo polinomial, de coeficientes reais, possui alguma raiz real e positiva. Isso pode ser
muito Util em atividades que envolvem Geometria.

Aregra de Descartes considera a quantidade ¢ de trocas de sinais, ou seja a quantidade de vezes que os sinais dos coeficientes se alternam, na
série (ag, ay, ..., a,) dos coeficientes reais da equacdo.

De acordo com a regra, sendo p o ndmero de raizes positivas de uma equacdo polinomial de grau n e coeficientes reais, tem-se primeiramente
quep<st<n.

Além disso, o nimero de raizes positivas tem a mesma paridade que o nimero de mudancas de sinal na série de coeficientes da equacdo, ou seja:
- Se té par, entdo p também é par;

. Se téimpar, entdo p também é impar.

Assim:

. Set=0,entdo p=0, ou seja, a equagdo ndo possui raiz positiva.

. Set=1entdo p=1, ou seja, a equacdo possui 1 raiz positiva.

. Set=2,entdop e {0, 2}, ou seja, a equacdo pode possuir 2 raizes positivas ou nenhuma.

. Set=3, entdop e {1, 3}, ouseja, a equacdo pode possuir 1 ou 3 raizes positivas.

- t=4=pe 0,2, 4}etc.

- t=5=pe{l],3 5etc

Veja os exemplos a sequir:

Série de coeficientes Numero de raizes positivas
0 t=1 1

42 +3x 1= (+4, 43, )
2x3+6x2-18x —54=0 +2, +6, —18, —54) t=1 1
- 6x2+6x—5=0 (+1, =6, +6, =5) t=3 1ou3
x3+8x2-24=0 (=1, +8, 0, —24) t=2 0ou?2
X+ 5x2+7x+3=0 (1, +5, +7, +3) t=0 N&o possui
x> 3x%+2x 720=0 (+1, =3, +2, =720) t=3 Tou3

De forma geral, para valores maiores de t é correto afirmar que:
« Setéparentdope {0,2,4,..,2n,neN;
- Setéimparentdope {1,3,5 ..,2n=1,neN.

Particularmente, se as raizes de uma equacdo P(x) = 0, de grau n, sdo todas positivas, entdo o nimero de trocas de sinais na série de coeficientes
da equacdo é maximo: t =n. Nesse caso, os coeficientes da equagdo sdo alternadamente positivos e negativos.

Pesquisa de raizes racionais

A pesquisa de raizes racionais tem por objetivo verificar se uma equagao polinomial de coeficientes inteiros possui
raiz pertencente ao conjunto dos ndmeros racionais, ou seja, se existe uma fracdo de nimeros inteiros que seja solugdo
da equacdo.

Considere o polinémio P(x) de grau n, cujos coeficientes sdo nimeros inteiros.

— n-1
P(x):ao~(><—><1)~(><—><2)-,..-(><—><n)=ao~><”+aq->< +..+a,_,-x+a,az0

Calculando P(0), temos:

-1
PO)=a,-(0 %) (0 %,) =(0-x} a, 0"+a+0"" & a=, 0 a a,-( %) ( X)..( x) a

2) n
) ) a, .. ; A
Como a, # 0, pode-se afirmar que o quociente — & igual ao produto das raizes de um polindmio, com todos os seus
a
o
sinais trocados. Portanto, o produto das raizes de um polindmio tem o mesmo valor absoluto do quociente entre seus
coeficientes extremos.
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Aqgui, ndo ha necessidade de se discutir os sinais das
expressGes em modulo, pois 0 que se estd procurando
ndo é o produto das raizes do polindmio, mas sim alguma
dessas raizes. Saber o sinal de um produto ndo permite
saber o sinal de nenhum dos fatores envolvidos.

Assim, se a equacdo P(x) = 0 possuir alguma raiz x, com
1< p <n, pertencente ao conjunto dos nimeros racionais,
entdo deve haver um par de nimeros inteiros N e D > O,
primos entre si, tais que:

X, = g sendo N divisor inteiro de a,, e D divisor positivo

de ag.

Entdo, do teorema fundamental da aritmética, tem
se que o numerador e o denominados da fracdo Xp sdo,
respectivamente, divisores do termo independente e do
coeficiente principal da equagado P(x) = 0.

Como os divisores de um numero inteiro formam um

conjunto finito, & possivel determinar se alguma fracao %

formada pelos divisores de a, e a, € raiz da equagao, por
meio de tentativa e erro.

Para efetuar corretamente a pesquisa das rafzes racionais de uma
equacdo polinomial, de coeficientes inteiros, € importante observar

a
que a fracdo — ndo deve ser simplificada.
a
0

Particularmente, quando em uma equacgado P(x) = 0 de
coeficientes inteiros, o coeficiente principal do polindémio
P & unitario (ay = 1), se houver alguma raiz racional, entdo
essa raiz também serd um numero inteiro.

Considere, por exemplo, a equacdo x>+ x° + 4x + 4 =0.

O produto das trés raizes dessa equacao tem médulo

. 4 ~ N . ! )
igual a T Entdo, sendo x, =B uma possivel raiz racional,

€ necessario que:
« N sejadivisorinteiro de 4 .. N € {1, £2, +4}.
« D seja divisor positivo de 1 ... D € {1}.

Como o Unico denominador possivel € D =1, se a equa-
¢do possuir alguma raiz racional, entdo essa raiz serd um
ndmero inteiro do conjunto {1, £2, £4}.

Por tentativa e erro, podemos substituir esses valores
em P(x) ou aplicar o dispositivo de Ruffini. Observe:

P =P+ (=) +4- (N+4=-1+1-4+4=0,
portanto, —1 € raiz.

Como -1 é raiz, aplicando o dispositivo de Ruffini, po-
demos determinar as demais raizes:

Veja outro exemplo.
. Considere a equacdo x> —6x>+6x—-5=0.Da pesqui-
sa de raizes racionais, temos:

Ne(+1+5e Deff) \ ge[iLiS}

Se a equacdo tiver alguma raiz racional, ela pertencera
ao conjunto {1, £5}.
Entdo:
. Sex=-1P(=)=(=)¥=6-(-1)?+6-(-)-5=
=-1-6-6-5=-18
~.—1ndo é raiz.

. Sex=1P)=1-6-P+6-1-5=1-6+6-5=—4
~.1ndo é raiz.

« Sex=-5P(-5=(-5°-6-(-52+6-(-5)-5:
= 125 450 30 5 310
. =5 ndo é raiz.

. Sex=5P(5)=5°-6-5"+6-5-5=125-150+30-5=0

=5 éraiz.

Também podemos testar as possiveis raizes utilizando
o dispositivo de Ruffini.

Como vimos, o conjunto de candidatos a raiz racional
da equagédo é {£1, £5).

Pelo dispositivo de Ruffini temos:

1 tentativa: x, =1

Como o resto da divisdo é nulo, o nimero 5 é de fato
raiz racional da equacado.

E possivel que, na pesquisa das raizes racionais, ne-
nhuma raiz seja obtida. Isso significa que o polindmio em
questdo ndo possui nenhuma raiz racional.

Se os coeficientes de uma equacdo polinomial forem nimeros ra-

cionais ndo inteiros, a equacdo deve ser multiplicada pelo minimo
multiplo comum dos denominadores de todos os coeficientes, a fim
de se obter uma equacdo equivalente com coeficientes inteiros.
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Pesquisa de raizes reais

Dada uma equacdo do tipo P(x) = O, em que todos os
coeficientes sdo numeros reais, e um intervalo real aberto
Xa, Xgl[, existe uma maneira bem simples de verificar se a
equacao possui alguma raiz real pertencente ao intervalo
dado. Para isso, basta verificar o sinal do produto P(x,) - P(xg).

De acordo com o teorema de Bolzano:

« SeP(x,) - P(xg) > 0, entdo P(x) = 0 tem um ndmero par
de raizes reais no intervalo Jx,, Xg[.

«  Se P(x,) - P(xg) < 0, entdo P(x) = O tem um numero
impar de raizes reais no intervalo Jx,, Xg[.

O menor nimero par natural € O (zero). Por isso, quando
P(x,) - P(xg) € positivo ndo ha garantia de que a equacdo
tenha alguma raiz real no intervalo considerado.

Mas como o menor nimero natural impar € 1, quando
P(x,) - P(xg) € negativo, a equacdo certamente possui al-
guma raiz real no intervalo considerado.

Relacoes entre coeficientes e raizes

No inicio do século XVII o matematico francés Albert
Girard descobriu uma maneira de relacionar os coeficientes
de um polinbmio aos valores de suas raizes complexas por
meio de um sistema de equacdes ndo lineares. Essas equa-
cdes permitem obter os resultados de diversas operagdes
algébricas feitas com as raizes de uma equacdo polinomial,
mesmo sem que sejam conhecidos os valores dessas raizes.
Para isso, a sucessao de operacdes aplicadas as raizes da
equacdo tem que ser comutativa, ou seja, seu resultado deve
permanecer o mesmo quando a ordem das raizes é alterada.

Func¢bes simétricas

Considere uma série de duas variaveis (x;, X,). Uma
operacdo, ou combinacdo de operacdes, aplicada(s) a essas
duas varidveis € uma funcdo simétrica, se e somente se:

fixg, X9) = f(x2, %))

Sdo exemplos de fungdes simétricas de duas varidveis
as fungdes:

«soma: f(Xy, Xp) = Xq+ Xs.
«  produto: f{x;, X5) = X * X,.
. soma dos quadrados: f(x;, X,) = X + X3.
) 1,1
+ soma dos inversos: f(x,, X,)=—+—.
X%

Entre as funcdes listadas acima, a soma e o produto sdo
denominadas fungdes simétricas elementares e designadas
por ¢, (sigma 1) e 6, (sigma 2). Assim:

G =X+ Xy €0y =X%;" Xy

Note que os demais exemplos dados podem ser ex-
pressos pelas funcdes elementares:

1

x+x2eo, 2 4e= — —
X

1 2

Considere uma série de trés variaveis: (x;, X5, X3).
Diz-se que f € uma funcdo simétrica dessas varidveis,
se e somente se:

f(x,, X5, X5) =f(x,, X5, X, ) =f(x
=1(x5, X, X5) =F(X5, X5, X))

2 % X3) = H(X5, X5, X)) =

100 MATEMATICA = Capitulo 10 = Equacdes polinomiais

Sdo exemplos de fungBes simétricas de trés variaveis
as fungdes:
«soma: f(x;, Xy, X5) =X, + X, +Xg;
+ soma dos produtos dois a dois: f(x, X5, X3) = %; - X5 +
+ X1+ X3+ X5 - Xg;
. produto: f(><1, X5, X

3) = XXy X

« soma dos quadrados: f(x;, X5, X3) = ><12 + X5 + X35

S P B O
Xp % X3
Neste caso, sdo denominadas fungdes simétricas ele-
mentares as fungdes soma, soma dos produtos dois a dois
e produto e sao designadas por o, (sigma 1), 6, (sigma 2) e
O3 (sigma 3). Assim:

G =X+ Xy + X3

+ soma dos inversos: f(x,, x,, X;)

Oy =Xy Xg+ X+ X3+ X5+ X3
O3 =Xy Xy X3
Os demais exemplos também podem ser expressos
pelas fun¢Bes elementares:
X+ X2 +x3 =67 — 20,
1,1 . 1_6,

X X X o

1 2 3 3

Observe que o nimero de varidveis coincide com o
nimero de funcdes simétricas elementares definidas. En-
tdo, seguindo o padrdo, sobre quatro varidveis complexas
(X3, X5, X3, X4) definem-se também quatro fun¢des simétricas
elementares.
¢ SOMAI O =X+ Xy + X5+ Xy
+ soma dos produtos dois a dois: 6, = X; + Xy + X1 - X3 +

+ X0 Xg+ Xy - Xg+ X350 Xg+ X3+ Xy
- soma dos produtos trés a trés: 65 = X; - X5 - X3 +

X Xy Xg Xy Xz Xg + Xy Xzt Xy
+ produto: 04 =X X5+ X3+ X4

De forma genérica, dada uma série r = (X, X5, X3, X, ., X,)
de numeros complexos, as n fun¢des simétricas elementares
sao definidas por:

O =X+ X+ X+ X, +. 4 X

Oy =X, Xy X Xy XXy ok X X+ X e X

27N n-2""n 1" %n
Oy =Xy Xy Xy Xy Xy Xy Xy X Xy H kX XX
Gy =Xy Xy Xy Xy ot X 3% 5 X%,
O =X Xy Xy Xy me Xy X,y

Relag¢des de Girard

As relacdes definidas por Albert Girard tratam de igual-
dades estabelecidas entre os coeficientes e as fungdes
simétricas elementares das raizes de uma equacdo polino-
mial. Usando as relag8es de Girard, toda equacdo de grau
n>2 é equivalente a um sistema de n equacdes simétricas
fundamentais.

Em equacBes do 2° grau, as relaces de Girard resu-
mem-se as relacdes para a soma e o produto das raizes,
vistas anteriormente ao falar de fungdo quadratica.



Sendo ax? +bx+c=0,coma#0,as funcdes simétricas
fundamentais o, e 6,, das raizes x, e x, da equac¢do, formam

b
X+ X, ===
a

o sistema:

E importante observar que tais relacdes continuam vélidas mesmo
que as raizes x, e x, sejam iguals.

Em equacdes do 32 grau, além da soma e do produto
das raizes, hd uma terceira relacdo que pode ser obtida: a
soma dos produtos dois a dois.

Sendo ax® + bx?> + cx +d =0, com a # 0, as funcdes
simétricas fundamentais ©;, 6, € 05 das raizes x,, x, e X3 da
equacgdo formam o sistema:

<51=><1+><2+><3=—9
a

C
62—X1'X2+X1'X3+X2'X3—g

J& nas equacdes do 42 grau, ha mais duas relacdes
de Girard, além da soma e do produto, sendo uma para a
soma dos produtos dois a dois e outra para a soma dos
produtos trés a trés.

Sendo ax*+bx® + o’ +dx + e = 0, com a #0, as fun-
¢Oes simétricas fundamentais ©;, ©,, 03 € 6, das raizes Xx;,
X5, X5 € X, da equacdo formam o sistema:

[ b
01—X1+X2+X3+X4——g
= + + + + + =<
02—X1 X2 X1 X3 X,‘ X4 X2 X3 X2 X4 X3 )(4—a
= + + + =-4
03—X1 X2 X3 X1 X2 X4 X1 X3 X4 X2 X3 X4— a
O, =X, X, X,-X _9
472778 e T

1 Considere a equacdo polinomial e faca o que é pedi-
do em cada item:
0 =3 = 2x + N +6x+9) =0

a) Reescrever a equacdo usando apenas fatores do
12 grau.

b) Escrever o conjunto solugao da equacao.

c) Determinar a multiplicidade de cada uma das rai-
zes da equacado.

d) Determinar o grau dessa equacdo.

2 Resolva a equacdo x*=7x2 =18 =0.

3 Resolva a equacdo x2 = 2x° — 6x — 8 = 0 sabendo que
4 € uma de suas raizes.

De um modo geral, considere r=(x;, X5, X3, X, ..., X;) Uma
série das raizes complexas da equacao P(x) =0 de grau n

e coeficiente complexos, em que:

PM)=ag-X"+a,- X" "+a, X"+ . +a,_, x>+a,_,-X+a,

az0

Para todo k inteiro tal que 1< k <n, de acordo com as
rela¢Bes de Girard, a fung¢do simétrica fundamental ¢, fica
a
definida por o, = (-1 =
9

O niimero de parcelas de uma funcdo simétrica fundamental o, das
raizes complexas de uma equacao polinomial de grau n =k pode ser
obtido por meio de andlise combinatdria, pois cada parcela é uma
combinacdo diferente dos termos da série de raizes da equacdo.
Assim, € correto afirmar que o, possui exatamente C, , parcelas.
c = n!
mEC kL (n—k)!

Soma e produto

As duas relacBes extremas de cada sistema formado
pelas relacdes de Girard tém maior aplicabilidade que as
demais relagdes, na resolucao de questdes. Por isso, elas
merecem atencdo especial.

Assim, seja r = (x;, X5, X3, ...
equacdo P(x) =0, em que:

, X,) uma série das raizes da

PX)=ag-x"+a,- X" "+a, - x"" 4 L +a,_, X2+
+a,_,-x+a,a#0

Nessas condicBes tem-se que:

. A soma de todas as raizes da equacdo é dada por

a1
o, =——
=0
. O produto de todas as raizes da equagao & dado por
a
Gn = (_ 1)n . _n'
=

4 Resolva a equacdo x° — 16x> — 38x%? — 33x — 10 = 0,
sabendo que o ndmero —1 é raiz tripla.

5 Ufes 2015 Considere o polindmio fx)=3x°>  7x°+8x 2.
a) Verifique se f(x) possui raizes inteiras. Justifique.
b) Verifique se f(x) possui raizes racionais nao intei-
ras. Justifique.
c) Determine todas as raizes de f(x).

6 A raiz real da equacdo 3x° + 2x* + 3x + 2 = 0 pertence

ao intervalo:

A 1-3,-2] D 10,1
B -2, E[2
C 1, 0[

N
w
[
z
w
o
TR
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7 Se os numeros 1 - i e 3 sdo raizes simples de uma 9 Unicamp Sejam r, s
equacgao polinomial com coeficientes reais, e o nime- b
A « « p(x) = x> +ax? +bx+| =
ro 3i é raiz dupla da mesma equacdo, entdo o menor a
grau que essa equacdo pode ter é:
A3

e t as raizes do polindmio
) em que a e b sdo constan-

tes reais ndo nulas. Se s® = rt, entdo a soma r + t é

igual a:
B 4 K 5 5
c5 A =+a D —-a
D6 a a
E 7/ B 24 E L 4
a a
8 Sendor, s e tas trés solugbes da equacao polinomial C a—E
5x° — 4x° — 3x + 2, determine: a
Z) r+s-t|-t . 10 UFMS Sabe-se que o polindmio P(x) de coeficientes
) rst+ s reais, definido a seguir, tem duas raizes reais opostas
s e que P(I+10)=0.
1 1 1 4 3 2
d -+ P(x) = 9x" + ax’ + bx” + cx — 90
e) r+s?+t? Entdo, qual é o valor de (a + b + ¢)?

.......................................................................................................................................................................................

€xercicios propostos

1 A diferenca entre as duas maiores solucdes da equa- 5 UEG 2020 As raizes do polinbmio P(x) = =22 +x—2

cdo x> 14x° +40x=0 é: sdo
A 10. A2 —iei C -2, —iei E 2 1-iel+i
B 8 B 2 -le1 D -2, 1—-iel+i
co6
D4 6 Quantas sdo as raizes racionais da equacdo polino-
E 2 mial 3x* — 11 + 9x% — 11x + 6 = 0?

A0 B 1 c?2 D3 E 4
A quantidade de raizes positivas da equacao
x*+x*-5x-5=0¢ 7 UFSM 2015 Para avaliar as vendas em 2013, o setor

A Q.

O0Ow
wN -

A medida do maior lado do triangulo cujos vértices
sao as solugdes da equagao CHxl+x=06é

A Tu.

B 2u.

C\Eu.
D\Eu.

E 2u

UFSM (Adapt.) Para embalar 1 pastel folheado, é uti-
lizada uma folha retangular de papel celofane cujas
dimensdes, em cm, sdo as raizes reais positivas do
polinémio P(x) = x> — 12x° + 20x + 96. Sabendo que o
preco de 1 m? de papel celofane é R$ 10,00, determi-
ne o custo para embalar 1000 pastéis folheados.

A R$ 12,00

B R$ 24,00

C R$ 36,00

D R$ 48,00

E R$ 60,00
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de planejamento de uma empresa utilizou a funcdo
polinomial N(t) = t* — 21t? + 126t + 304, em que N re-
presenta o nimero de tablets vendidos no més t com
t =1 correspondendo a janeiro, t = 2 correspondendo
a fevereiro e assim por diante. De acordo com os da-
dos, o nimero de tablets vendidos foi igual a 480, nos
meses de

A fevereiro, julho e novembro.

B fevereiro, agosto e novembro.

C fevereiro, agosto e dezembro.

D marco, agosto e dezembro.

E marco, setembro e dezembro.

UFSM 2015 A pesquisa Retratos da Leitura no Brasil
aponta que o porcentual de brasileiros considerados
leitores vem diminuindo nos ultimos anos. Suponha

£t
que a funcdo polinomial f(t)= +— — 56 re
72 72 12

presente o porcentual de leitores de 2005 a 2020,
com t = O correspondendo a 2005, t =1 correspon
dendo a 2006 e assim por diante. Qual é o resto da
divisdo euclidiana de f(t) por (t  6)?

A 475 C 50 E 54

B 48,5 D 51



9

10

UFSM 2014 A fungao f(t):%t3 412 +17t 20 repre-

senta o lucro de uma empresa de produtos eletrénicos
(em milhdes de reais), no tempo t (em anos). Se t;, t,
e t;, com t; < t, < t3, correspondem aos anos em que
o lucro da empresa € zero, entdo t;—t, — t; € igual a
Al

B 2.

C 4.

D 6.

E 10.

UFSM 2012 (Adapt.) A figura a seguir mostra a Vénus
de Milo, atualmente exposta no museu do Louvre em
Paris. Copias dessa famosa estatua sdo encontradas
em diversos locais.

Considere, entdo, que uma empresa produz copias
em gesso, em diferentes tamanhos, da Vénus de Milo.
O tempo t, em horas, que cada cépia leva para se-
car depende da sua altura h, em centimetros. Sabe-se
que a razdo entre t e h é igual a raiz positiva do po-
linbmio P(x) = x> 3x?> 29x  33. Considerando a
aproximacao x/g=2,25, uma copia da Vénus de Milo,
com altura de 100 cm, leva para secar

A 250 horas.

B 500 horas.

C 750 horas.

D 1000 horas.

E 2250 horas.

11 UFPB Uma organizacdo ndo governamental desenvol-

veu um projeto de reciclagem de papel em um bairro
popular de uma cidade, com o objetivo de contribuir
com a politica ambiental e gerar renda para as familias
carentes do bairro. A partir da catacdo do papel e uti-
lizando um processo artesanal, as familias produzem
folhas de papeldo em formato retangular medindo
21 cm x 42 cm. Um empresario local propds comprar
toda a producdo mensal da comunidade para produzir
caixas de papeldo, em formato de paralelepipedo re-
to-retdngulo, com volume igual a 810 cm®. Cada caixa
é construida recortando-se quadrados em dois dos
vértices da folha e retangulos nos outros dois vérti-
ces. Em seguida, as abas resultantes dos recortes sao
dobradas nas linhas tracejadas na folha, obtendo-se
dessa forma a caixa, conforme representacdo nas fi-
guras abaixo.

42 cm

21cm

O - 21em ~

21cm

o
s
£

Considerando que uma possibilidade para a medida x
do lado do quadrado a ser recortado € 3 cm, € correto
afirmar que outro valor possivel, em centimetros, para
a medida x, pertence ao intervalo:

A (1,3)

N
w
[
z
w
o
TR




12

13

14

15

Insper 2013 A figura, feita fora de escala, representa a
planta de uma sala de aula, que conta com uma darea
para armarios dos alunos (parte hachurada).

131 m?

area da sala, incluindo os armarios =
(excluindo o hall de entrada)

X | | hatide
entrada

X

A sala esta sendo projetada de modo que o teto
figue a uma distancia de x metros do chdo e, para
que haja uma ventilacdo adequada, o volume total
da sala mais o hall de entrada, descontando-se o
espaco dos armarios (que vao até o teto), deve ser
de 280 m>. O menor valor de x que atende a todas
essas condicdes é

A 5.

moOw

6
7.
8.
9

Se o nUmero 2 é raiz de multiplicidade 3 da equacdo
X2 — 8x* + 26x° — 44x° + 40x — 16 = 0, entdo o conjunto
solugao da equacdo, em C, é

AS=02,-1-i-1+i}

B S={-21-i,1+1i)
C S={2-1—i,<1+i)
DS={2,1-1,1+i)

E S=1{2, i+

FGV-SP 2018 Quantos ndmeros inteiros ndo negativos
satisfazem a inequacdo X+ 42+ x—-6<07?
A 2

B infinitos

c5

D3

E 4

PUC-SP Sabe-se que a equacdo polinomial x* +
+x2 = 4x% + x + 1= 0 admite raizes inteiras. Se m é a

maior das raizes ndo inteiras dessa equacdo, entdo
1
o valor de m+— é:

A -6
B -3
co

D 5
E 245
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16

17

18

19

20

21

22

Unicamp 2020 Sabendo que @ é um ndmero real, con-
sidere a equacdo quadréatica 2x% + ax +10 = 0. Se as
solugdes dessa equagao sdo numeros inteiros, 0 mo-
dulo da soma das solugdes € igual a

A 3.

B 4.

C 5.

D 6.

Unesp 2013 A equacao polinomial x° — 3x? + 4x -2 =0
admite 1 como raiz. Suas outras raizes sao:

A (1413) e (1=13).

B (1+i)e(1-1i).
C2+he@2-i).
D (-1+i)e(-1-1.
E ( 1+I\f) ( 1—I\f)
UFRN A respeito do polinémio P(x) = X2 —4x% +2x -1,

é correto afirmar:

A E divisivel por (x —1).

B Possui uma raiz real.

C O produto de suas raizes é igual a 2.

D Deixa resto =5 quando dividido por (x + 2).

Ifal 2018 (Adapt.) Sabe-se que (1 — i) € uma das raizes
complexas de x> — 4x% + 6x — 4 = 0. Podemos dizer
que essa equagao

A tem apenas 1 como raiz real.

B tem apenas 2 como raiz real.

C tem 1e 2 como raizes reais.

D tem —1e —2 como raizes reais.

E ndo tem raizes reais.

PUCRJ 2018 A soma das raizes da equacgdo
X3 2x* 6x=0 vale:

A O

B 1

c2

D4

E 9

Fuvest Sabe-se que o produto de duas raizes da equa-

cdo algébrica 2x°  x%+ kx + 4 =0 é igual a 1. Entdo,

o valor de k é:

A -8 co E 8
B -4 D 4
UEPG 2018 Sabendo que —2, 1, a e b sdo as solugbes

da equacdo x* = x3 4+ 6x% + 14x — 20 = 0, assinale o
que for correto.

01 A soma das raizes é um nimero impar.

02 O produto das raizes é um nimero negativo.

04 a+b éum numero real menor que zero.

08 a-béumndmero real.

16 O modulo de a é trés.

Soma:



23

24

25

26

27

28

Uerj Os zeros do polinbmio a seguir formam uma P.A.
P(x) = x> = 12x? + 44x — 48

O conjunto solucdo da equacdo P(x) =0 pode ser des-

crito por:

A {0, 4, 8}

B (2,46}

C {-1,4,9}

D {-2,-4, -6}

Unesp 2012 Dado que as raizes da equacao
x3 = 3x? —x+ k=0, onde k é uma constante real, for-
mam uma progressdo aritmética, o valor de k é:

A -5 D 3

B -3 E S5

co

FGV-SP 2018 A equacdo polinomial na incégnita x,

x2 — 21x% + kx — 315 = O tem suas raizes em progressao
aritmética.

Podemos concluir que o valor de k é:

A 162

B 143

C 201

D 157

E 131

Cefet-RJ Entre as equacdes abaixo, a que tem o nlime-
ro complexo 2 + 3i como uma de suas raizes é:

A X +1Bx+1=0

B x’—4x-5=0

C x> —4x* +13x=0

D x*+81=0

Ex'+x*+13=0

UEG Jodo gosta de brincar com numeros e fazer

operacdes com eles. Em determinado momento, ele

pensou em trés nimeros naturais e, em relacdo a es

ses ndmeros, observou o seguinte:

- asoma desses nimeros é 7,

. 0 produto deles é §;

- asoma das trés parcelas resultantes dos produtos
desses nimeros tomados dois a dois € 14.

Assim, 0s trés nimeros pensados por Jodo sdo raizes

da equacdo

A X 7X%+14x 8=0
B x°+7x> 14x+8=0
C x> 7x% 14x 8=0
D x>+7x* 14x 8=0

Uece 2015 As medidas das arestas de um parale-
lepipedo reto, em metros, sdo as raizes da equagao
X3 Bx?+8x+1t=0, onde té um ndmero real. A medi-
da da diagonal desse paralelepipedo é

A 6m

B 8m

C3m

D5m

29

30

31

Mackenzie 2013 Se «, 3, e Y s&o as raizes da equagado
X2+ px + g =0, onde p e g sdo coeficientes reais
e o =1- 2i é uma das raizes dessa equacgdo, entdo
o-B-yéigual a:

15

>

mooOw
N
ol

Fuvest 2017 O polindmio P(x) = =32 +7x-5 possui
uma raiz complexa & cuja parte imaginaria é positiva.
A parte real de &2 é igual a

A -1

B -7

co9

D 10

E 12

Unifesp 2009 Considere o polindmio p(x) = x> + ax? +
+ bx + ¢, sabendo que @, b e ¢ sdo nimeros reais e
gue o nimero 1e o nimero complexo 1+ 2i sdo raizes
de p, isto é, que p(1) =p(1+ 2i)=0.

Nestas condicdes existe um polindmio q(x) para o qual
p(x) = (1 = x) - q(x). Uma possivel configuracao para o
grafico dey =q(x) é:

A .ily D + y

~.

(o]
w
[
4
(1]
o
L
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32

33

34

35

36

37

Unicamp 2016 Considere o polinémio cubico p(x) = x° +
+x° —ax — 3 onde a é um ndmero real. Sabendo que
r e —r sdo raizes reais de p(x) podemos afirmar que p(1)
éigual a

A3

B 1

c =2

D -4

Os valores de a e b para que a equacdo X2 — 9x% +
+ ax + b = 0 admita uma raiz de multiplicidade 3 sdo,
respectivamente:

A 27e27

B 27e-27

C -27e27

D 27e 27

Unicamp 2015 Considere o polinémio p(x) = x> — x* +
+ ax —a, onde a € um nlimero real. Se x =1¢ a Unica
raiz real de p(x) entdo podemos afirmar que

A a<O

B a<1

Ca>0

D a>1

Unesp 2014 Sabe-se que, na equacdo x° + 4x° +
+x 6=0, uma das raizes ¢é igual a soma das outras
duas. O conjunto solugdo (S) desta equacdo é:

A S={-3,-2,-1)

B S={-3,-2,+1)

C S={+1,+2,+3}

D S={-1,+42,+3)}

E S={-2,+,+3}

Unicamp 2019 Sabendo que a e b sdo numeros reais,
considere o polinémio cubico p(x) = x> +ax’+x+b.Se
a soma e o produto de duas de suas raizes sdo iguais
a —1entdo p(1) é igual a

A O

B 1

c?2

D3

Fuvest 2018 Considere o polindmio P(x)=x"+a, _x" "'+
+ ..+ ax+3a, em que ag, &, .., 8,_1 € R. Sabe-se que as
suas n raizes estdo sobre a circunferéncia unitaria e que
ap<0.

O produto das n raizes de P(x) para qualquer inteiro
n>1é:

A -1

B i

C in+1

D ()

E (_1)n+1
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38

39

40

Sendo a, b e ¢ nimeros reais diferentes de zero, con-
sidere as parabolas y,= ax’+bx+ce Yo = cx? +bx +a.

Se os zeros da parabola y, sao os nimeros 1e 2+\/§
entdo os zeros da parabola y, devem ser os nlimeros:

Ale2-43 D 1e2+43

B —le —2-+3 E 1e 2++/3

C-1e2 3

A figura a seguir apresenta o grafico do polinémio
PX) = x* — 7x% +19x° — 33x + 20, em um sistema car-

tesiano cuja unidade do eixo das ordenadas (Oy) é a
décima parte da unidade do eixo abscissas (Ox).

y

20+

10

—10-

—20-

O moddulo das raizes complexas desse polinbmio é
igual a:

A5

B 17

c 22
D 17
E 5

AFA 2019 Considere a € R e os polindbmios
P(x):%x6 —26x> =27 e Ax) = 2x% + 4x + a, tais que
seus graficos se intersectam em um dnico ponto de
ordenada nula.

Sabendo também que, graficamente, A(x) tangencia o

eixo Ox, analise as afirmativas abaixo e escreva V para
verdadeira e F para falsa.

O grafico de P(x) corta o eixo Ox em dois pontos.

Os afixos das raizes de P(x) que possuem menor
maodulo formam um tridngulo cujo perimetro mede
3\/§ unidades de comprimento.

A soma das raizes imaginarias de P(x) € igual a —2.

A sequéncia correta é

AV-V-V
BV-F-F
CF-V-F
DF-V-V



Equacdes reciprocas

Considere uma equacdo polinomial de coeficientes reais:
ax"+ax" *+ax" °+ .. +a_x’+a_x+a =0,a #0
0 1 2 n-2 n—1 [ ]
Esta equacdo é chamada de reciproca em dois casos:
I. Quando a série de seus coeficientes coincide com a mesma série lida na ordem contraria.
(@0 83, 89, -, 8y, 8y, 8) = (35, 8y 1, 8y, -+ 8, 8y, Bg)
Neste caso, tem-se que a, =a,,_,, para todo k natural tal que k <n.
Equacbes com essa caracteristica s&o denominadas reciprocas de 12 espécie.
Il. Quando a série de seus coeficientes e a série contraria sdo opostas, uma da outra.
(30, 8y, @y, .., 8y -5, By, Ag) = (78p, =8y -1, 8-, e, ~82, ~8y, ~8g)
Neste caso, tem-se que a, +a,_, =0, para todo k natural tal que k <n.
Equacbes com essa caracterfstica sdo denominadas reciprocas de 22 espécie.

Técnicas de resolucdo de equacdes reciprocas

Quando o grau de uma equagdo reciproca € impar tem-se que:
« x,=-1éraiz da equacdo se ela for de 1% espécie;

X, =+1¢ raiz da equacdo se ela for de 2° espécie.

Quando o grau de uma equagao reciproca € par tem-se que:
X =+1é raiz da equacdo se ela for de 2° espécie.

Nesses casos, podemos aplicar o dispositivo de Ruffini para encontrar uma equacdo de grau menor que possua as demais raizes da equagao
original. Sendo assim, s6 é necessario estudar processos para resolver as equacdes reciprocas de 1% espécie cujo grau é par. O processo a seguir
serve para resolver as de 4° grau.

Toda equacdo de 4° grau, que for reciproca e de 12 espécie, pode ser representada por:
ax* +bxC +ox? +bx+a=0, a%0

Como x =0 ndo é solugdo dessa equacdo, podemos dividir todos 0s seus termos por « obtendo:
axt bx* o bx a

Tt gttt 5=0

X X XTxT X

I R b a
Simplificando os termos da equacdo, ficamos com: ax? +bx+c+—+—2= 0.
XX

) a b
Reorganizando esses termos, vem: ax? +—Z+b><+—+c=0 .
X X
- - P 1
Colocando os coeficientes a e b em evidéncia: a| X +— [+b| x+— [+¢c=0.
X X
L 1 -
A atribuicdo x+—=y implica:
X

2
1 11 1 1
(x+—) =y o ><2+2~><~—+—2=y2 o ><2+2+—2=y2 = x2+—2=y2—2
X XX X X
Entdo, fazendo a mudanca de varidvel temos: a(yZ —-2)+by+c=0.
Na forma geral essa equacdo fica expressa por: ay2 +by+(c—2a)=0.

A partir desse ponto, podemos usar a formula quadratica para encontrar os valores de y e, depois disso, bastara resolver as equacbes X+—=Y,
X
X+ ! y
e X+—=y,.
X 2

Observe a resolucdo do exemplo com a equacdo 2 =+ x+2=0.

. 24 3 e 2 12
Dividindo a equacdo porxz,temos: L2+X_2_L2+12+_2:0 == 2x2+x—11+—+—2:0.
X X X X° X XX

1 1
Reorganizando os termos: Z(XZ + —2)+(x + —)— Nn=0.
X X

Fazendo x+—=Yy, obtemos a equacdo: 2(y2 -2)+y-1=0 & 2y2 +y—15=0.
X

(o]
w
[
4
(1]
o
L
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Entdo, da férmula quadratica:

5
—1£J121 =1 AT
A=P—4.2.(-15)=1+120=121 ¢ y=— = 7072

2:2 4N
y2:_3
Agora, voltando para varidvel x temos duas equacoes para resolver:
2
=2 o XS 05k o 2x2—5x+2=0
X 2 X 2
X, =2
—(=5)+ + 1
Assim: A= (=57 —4-2.2=25—16=9 e X=M=5—_3/—1 .
2.2 4 Ny =2
22
2
Coxdm3 e XM 3 oo e @4 3x1=0
X X
i 5 _3+45
3+ 3+ 37
Assim: A=3 —4.11=9-4=5 ¢ x=—2¥2_Z3ENS /7 2
241 2 N 3 5
X, =
2
, ) IR [ TN R WY
Portanto, o conjunto solucdo da equacdo é S= T ,5,2 .

Teorema fundamental da Algebra (TFA)
Toda equacdo polinomial de grau n > 1 possui ao menos uma solugao no conjunto dos ndmeros complexos.

VPX) I gr(P)21=3dae CIPla)=0
Todo polindbmio de grau n > 1 possui exatamente n raizes complexas.

Grau da equacdo e multiplicidade das raizes
O grau de uma equacdo polinomial € sempre igual a soma das multiplicidades de suas raizes.

Pesquisa de raizes racionais

. ) : ~ ~ N . o i :
Se x; € uma raiz racional da equagdo P(x) = 0, entdo x, = D’ em que N e D sdo numeros inteiros, primos entre si, que

satisfacam:

N é necessariamente divisor do termo independente de P.
D é necessariamente divisor do coeficiente principal de P.

Pesquisa de raizes reais

Uma equacdo P(x) = 0, de coeficientes reais, possui raiz real em um dado intervalo aberto Jx,, xg[ sempre que P(a) - P(b) < 0.
Raizes complexas

Se um nuimero complexo z = a + bi for raiz de uma equacdo polinomial de coeficientes reais, entdo o seu conju-

gado z =a - bitambém serd raiz da equacdo. Ndo sendo ndmeros reais, as raizes z e 7 terdo a mesma multiplicidade.

Relacbes de Girard

2° grau:
b
X, + Xy ===
Se x, e X, 580 as raizes de ax’ + bx + ¢ = 0, com a # 0, entdo: c a.
X, X, ==
177273
3°%grau:
b
X, X, +X, =—=
17722 T 723
a
Se><1,><2e><3séoasrafzesdea><3+b><2+c><+d:O,comaiO,entéo: Xy Xy H X, Xy Xy Xy ==
a
X.X .>< = g
17727737 3
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. 4°grau:
Se x;, X5 X3 € X4 s80 as raizes de ax* +bx® + cx? + dx + e =0, com a # 0, entdo:

b
X, X, +Xg+ X, ===

a
C
X1‘X2+><1'X3+X1'X4+X2-X3+X2-><4+X3-X4——
a
d
X1‘X2‘X3+X1'Xz'X4+X1'X3'X4+X2-X3'X4— g
XXX, =2
Xq- Xy ><3 X4—a

L O sobr mois?
@ Livro

GARBI, Gilberto Geraldo. O romance das equacdes algébricas. Sdo Paulo: Livraria da Fisica, 2007.

@ Site

- Faca um passeio historico pelas resolucdes de equagdes algébricas de graus 2 e 3.
Disponivel em: <https://www.revista.vestibular.uerj.br/artigo/artigo.php?seq_artigo=8>.

. O software disponivel nesse site ilustra um processo de otimizacdo utilizando polindmios do 22 grau. Considera uma situacdo hipotética que ob-
jetiva encontrar a janela retangular que tem a maior area dentre as que tém um determinado formato e perimetro fixo. As func6es que descrevem
essas situacdes sdo polinémios do 22 grau com dominio restrito.

Disponivel em: <https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1243>.

Exercicios complementares

1 SePX)=x> 4x> 17x+k comk e R, é divisivel por (x 3), determine:
a) O valorde k.
b) O conjunto solucdo da equacdo P(x) = 0.

2 Unirio Considere a equacdo x° + 4x> — 5x + k = 0.
a) Qual é o valor de k para que se tenha x = 2 como raiz desta equacdo?
b) Com o valor de k encontrado no item anterior, ache todas as raizes da equacao.

2 Uerj O retangulo de ouro é utilizado em Arquitetura desde a Grécia Antiga.
A razdo entre as medidas do maior e do menor lado desse retangulo € o nimero de ouro, representado por .
a) Sabendo que @ é uma das raizes da equagdo x? = x + 1, calcule o valor de o.
b) Observe as implicacdes abaixo.

O =0’ +9 = ¢ =20+1

o+ =
¢ = 0=’ +¢° = ¢*=3¢+2

Determine todas as raizes complexas da equacdo X =3x+ 2.

4 UFF A equacdo —x* +11x% = 38x% + 52x — 24 = 0 tem duas de suas raizes iguais a 2.
Dadas as fun¢des reais f e g definidas, respectivamente, por f(x) = P+ M3 —38x% +52x - 24 e g(x) = log(f(x)), deter-
mine o dominio de g.

N
w
=
z
w
o
TR
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Uerj
X +x+10=0
x2—19x-30=0
As equacdes acima, em que x € C, tém uma raiz co-
mum. Determine todas as raizes ndo comuns.

Uma das raizes da equacdo x* — 33 -5x° +29x—30=0
€ o nimero complexo (2 —i). As outras raizes da equa-
¢do sdo:

2—-i,-3e?2

2+i,3e-2

-3e?2

2+i,-3e?2

-2e3

mooOw>P>

Uerj As dimensdes de um paralelepipedo retangulo
sdo dadas pelas raizes do polinémio a seguir.

3% —13%% + 7x — 1
Em relacdo a esse paralelepipedo, determine:

a) arazdo entre a sua area total e o seu volume;
b) suas dimensdes.

Fuvest As raizes da equagado de terceiro grau x> —14x° +
+ kx — 64 = 0 sdo todas reais e formam uma progres-
sdo geométrica. Determine:

a) asraizes da equacao;

b) o valorde k.

FGV 2013 A editora FGV aplicou o lucro obtido em

201, R$ 100.000,00 em um fundo de renda fixa, a cer

ta taxa de juro composta. Apds 3 anos, deve receber

um montante de R$ 172.800,00.

a) A que taxa de juro anual aplicou seu dinheiro?
Use as informacgdes do grafico abaixo para justi
ficar a sua resposta.

y

f(x) = x3+ 3x% + 3x — 0,728

0,2 X

1

b) Qual é a soma das duas raizes complexas da
equacdo x> +3x%2 +3x - 0728 =0 que ndo sdo
ndmeros reais?

Uma empresa produz recipientes em forma de parale-
lepipedos de altura x. Os polinémios a seguir expressam,
em funcdo de x, a drea da superficie interna dos reci-
pientes e seus respectivos volumes, para 0 < x < b.
A(X) =120 — 4x°
V(X) = 120x — 44x° + 4x°
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De acordo com essas fungdes, determine:

a) A altura e o volume de um recipiente com area
interna igual a 116.

b) Determine a maior altura que um recipiente de vo-
lume igual a 80 pode ter.

c) Qual é a altura do recipiente de menor area entre
os recipientes cujo volume é igual a 807

Justifique suas respostas.

Unicamp 2016 Considere o polindmio cubico P(x) =

=x>— 3x + a, onde a é um nimero real.

a) No caso em que P(1) =0, determine os valores de
X para 0s quais a matriz A abaixo ndo é invertivel.

x 1 0
A= 0 x 1
a 3 X

b) Seja b um ndmero real ndo nulo e i a unidade
imaginéria, isto €, i = —1. Se o ntimero complexo
z = 2 + bi € uma raiz de p(x), determine o valor
de lIzl.

Considere o polinémio P(x) = 23— 5x°+8x—15e faca

0 que se pede em cada item:

a) mostre que a equacdo P(x) = 0 admite pelo menos
uma raiz real no intervalo entre os nimeros 2 e 3.

b) decida se essa ou essas raizes sdo racionais ou
irracionais e justifique sua resposta.

Fuvest 2017 Considere uma folha de papel retangular
com lados 20 cm e 16 cm. Apds remover um quadrado
de lado x cm de cada um dos cantos da folha, foram
feitas 4 dobras para construir uma caixa (sem tampa)
em forma de paralelepipedo reto-retangulo com altu-
ra x cm. As linhas tracejadas na figura indicam onde as
dobras foram feitas.

20

T
X

|
|
|
:
|
I 16
|
|
|
|
|
|

a) Expresse o volume da caixa em fungao de x.

b) Determine o conjunto dos valores de x para
0S quais o0 volume da caixa & maior ou igual a
384 cm’.

Sabendo-se que o nimero complexo 3 + 2i € a raiz do
polinémio x® + px? + gx — 13, em que p e g sdo nime-
ros reais, conclui-se que p + g é igual a

A -26. c 12 E 26

B —12. D 13.



ITA Sabe-se que o polindémio p(x) = X2 —ax®+ax? -1,
a € R, admite a raiz —i.

Considere as seguintes afirmacdes sobre as raizes de p:
I.  Quatro das raizes sao imaginarias puras.

Il.  Uma das raizes tem multiplicidade dois.

. Apenas uma das raizes e real.

Destas, € (sdo) verdadeira(s) apenas

Al
B I
C 1.
D lell
E el

ITA Se 1 € uma raiz de multiplicidade 2 da equacdo
x*+x%2+ax+b=0,com a,beTR,entéoaz—b3éigua|a:
-64

-36

-28

18

27

mooOow>

ITA Com respeito a equacdo polinomial 2V =3 =3+

+6x — 2 =0 é correto afirmar que

A todas as raizes estdo em Q.

B uma Unica raiz estd em Z e as demais estdo em Q\Z.

C duas raizes estdao em Q e as demais tém parte ima-
ginaria ndo nula.

D ndo é divisivel por 2x — 1.

E uma Unica raiz estd em Q pelo menos uma das de-
mais esta em R\Q.

ITA 2013 Considere o sistema na varidvel real x:

X2 —X=0
3
x—=x"=f
a) Determine os nimeros reais o e 3 para que o sSis-
tema admita somente solucdes reais.

b) Para cada valor de 3 encontrado em (a), determi-
ne todas as solu¢des da equagao x — x> = B.

ITA 2014 Considere o polinémio complexo p(z) = 74+
+az°+522 iz 6, em que aé uma constante com-
plexa. Sabendo que 2i é uma das raizes de p(z) =0, as
outras trés raizes sao

A 3N 11
B i

c ii
D 2i 1,1
E 2 -,

ITA 2015 Considere o polinébmio p dado por p(x) = 2% +
+ ax? + bx 16, com a, b € R. Sabendo-se que p ad-
mite raiz dupla e que 2 é uma raiz de p entdo o valor
deb—aéigual a

A 36. D 12.

B 12 E 24.

C 6

ITA 2015 Considere o polinémio p dado por p(z) = 182° +

+Pz> -7z - B em que P é um niimero real.

a) Determine todos os valores de B sabendo-se que
p tem uma raiz de modulo igual a 1 e parte imagi-
naria ndo nula.

b) Para cada um dos valores de B obtidos no item
anterior, determine todas as raizes do polindmio p.

ITA 2016 Seja p o polindmio dado por p(x) = x° +

+x™ - 2x", e, que os expoentes 8, m e n formam, nes-
ta ordem, uma PA cuja soma dos termos é igual a 14.
Considere as seguintes afirmacdes:

I x=0 éuma raiz dupla de p.

ll.  x=1¢é uma raiz dupla de p.

. ptem 4 raizes com parte imaginaria ndo nula.
Destas, é(sdo) verdadeira(s)
A apenas |

B apenaslell

C apenaslelll

D apenas |l e lll
E Lllell

ITA 2016 Sejam @, b, ¢ nimeros reais com a # 0.
a) Mostre que a mudanca ><+1 =z transforma a
X

equacdo ax* + bx® + cx’ + bx + a = 0 numa equa-
¢do de segundo grau.

b) Determine todas as raizes da equacao x* 4
+3 233 +3x+1=0.

ITA 2018 Considere a matriz

Se o polindmio p(x) é dado por p(x) = det A, entdo o
produto das raizes de p(x) é

A C

N | —

O

w|—
~N =

X+y+z=0
ITA 2018 Se o sistema {2a’y+(2a*~a)z=0 admite
x+ay+(@-1z=0
infinitas solucdes, entdo os possiveis valores do pa-
rametro a sao:

1-3 <1443

A0 1023
2 2

B O, 1&@
2 2

c ot *‘E,i.
2 2

DO -1 —1-+/3, —1++/3.
E 0-11-+/3 1+4/3.
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ITA 2019 Considere as seguintes afirmacdes:

. sex, x, e X3 580 as raizes da equagdo x> — 2x° +
+x+2=0,entdo y;=X5X3, Y5 = XX3 € Y3 = XX5 S80
as raizes da equacao y3 - y2 —4y—-4=0.

Il. asoma dos cubos de trés nimeros inteiros con-
secutivos é divisivel por 9.

E(sd0) VERDADEIRA(S)

A apenas I. D apenas |l elll.
B apenas . E todas.
C apenas lIl.

ITA 2018 Seja p(x) um polindmio ndo nulo. Se x> — 4x° +
+5x — 2 e x> = 5x? + 8x — 4 sdo divisores de p(x), de-
termine o menor grau possivel de p(x).

ITA 2019 Determine os valores reais de a e b para 0s
quais as equacdes C+ax’+18=0ex’+bx+12=0
possuam duas raizes em comum e, a seguir, determi
ne essas raizes.

IME Assinale a opcdo correspondente ao valor de
que faz com que a equacdo (1+ u)s3 +65°+55+1=0
possua raizes no eixo imaginario.

AO

B 6

c 14

D 29

E 41

IME Assinale a opgdo correspondente ao valor da
soma das raizes da equacdo y3/2 + 5y + y"2 +8=0.
A5

B 2

c 21

D 52

E 05

Xy+x—y=5

IME Considere osistema {ngz X3y +2xy% =6

onde x e y sdo nimeros inteiros. O valor de x° + y? +

+x2+yé

A 14 D 32
B 18 E 38
C 20

IME Seja o polinémio p(x) = x> + (Ina)x + e°, onde a e
b sdo numeros reais positivos diferentes de zero. A
soma dos cubos das raizes de p(x) depende

A apenas de a e é positiva.

B de aebe énegativa.

C apenas de b e é positiva.

D apenas de b e é negativa.

E deae b e é positiva.

Obs.: e representa a base do logaritmo neperiano e
Ina a funcao logaritmo neperiano.
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IME 2012 (Adapt.) Sabe-se que a, b e ¢ sdo raizes da
equacdo 6x° - 5x%+ 2x — 3 = 0. Determine um nimero
real d, positivo, tal que a’+b’+c?=d%

A C E 1

B D

W= o=
WIN N|=

IME 2013 Os polinémios P(x) = x> + ax’ + 18 e Q(x) = X° +
+ bx + 12 possuem duas raizes comuns. Sabendo que a
e b sdo nuimeros reais, pode-se afirmar que satisfazem

a equacdo
A a=b Ca=2b E 3a=2b
B 2a=b D 2a=3b

IME 2014 O polindmio P(x) = x° — 3x* + 10x° — 30x° +
+ 81x — 243 possui raizes complexas simétricas e uma
raiz com valor igual ao modulo das raizes complexas.
Determine todas as raizes do polindmio.

IME 2016 O polindmio x° + ax? + bx + ¢ tem raizes reais
b |
o, —o e 1 _Portanto o valor da soma b +c? tact— e

a c
A -2
-1

mooOw
N = O

IME 2017 Sejam x, y e z complexos que satisfazem ao
sistema de equacdes abaixo.

X+y+z=7
1,101,111

X y z 4
x2+y2+22=25

o valor da soma x° + y3 +2° &

A 210 D 320
B 235 E 325
C 250

IME 2018 Resolva a inequacdo abaixo, onde x é uma
variavel real.
23 X% +3IxI+2<0

IME 2019 Seja a inequacdo 6x* - 5x° — 29x% +1—x < 0.
Seja (a, b) um intervalo contido no conjunto solucdo
dessa inequacdo. O maior valor possivel parab — a é:

1 8

A2 C 3 E =

3 3
13 5
B — D -
6 2

IME 2019 Sejam x;, x, € x5 as raizes da equacdo
x* - ax - 16 = 0. Sendo @ um ndmero real, o valor de
X+ x5+ x5 é igual a:

A 32-a D 48 +2a
B 48 -2a E 32+a
C 48



Cilindros

Uma das criagdes modernas que utiliza cilindros em sua estrutura é o amortecedor
hidraulico, ou cilindro hidraulico. Ele € empregado, por exemplo, na suspensdo de au-
toméveis e motocicletas para aumentar o conforto, bem como em elevadores, tratores,
guindastes e até em maquinas de alta precisdo, seja para estabiliza-las, seja para movi-
mentd-las. Além disso, encontramos a forma cilindrica em uma infinidade de aplicacdes,
por exemplo, embalagens, utensilios domésticos ou técnicos etc.




Agora vamos estudar uma figura geométrica muito utiliza-
da pela humanidade, presente em aplicacdes muito simples
como embalagens e até em algumas mais sofisticadas, como
o parafuso de Arquimedes, que servia para transferir liquidos
e grdos entre pontos de elevacdes diferentes.

Definicdo

O cilindro é o primeiro sélido geométrico que estuda-
remos que se encaixa na ideia de corpos redondos. Sua
definicao formal € um pouco mais elaborada e falaremos
dela a seguir. Primeiro, note que podemos ter uma boa no-
cdo desse sdélido se pensarmos em uma pilha de “infinitos”
circulos de mesmo didametro. Observe:
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Uma maneira mais formal de imaginar o cilindro pode
ser: “Sejam a e  dois planos paralelos distintos, um circulo
A contido em o, e uma reta t que intercepta os dois planos.
Denomina-se cilindro de base circular A a unido de todos
0s segmentos paralelos a t que possuem uma das extre-
midades em A, no plano a, e outra em algum ponto de 3
e suas bases”.
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Ser

Observe na figura os principais elementos do cilindro:

. As bases do cilindro sdo os dois circulos contidos nos
planos paralelos a e B.

« Oraio da base é R.

« O eixo docilindro é e.

- Aaltura h é a distancia entre os planos paralelos a.e .
. Ageratrizé AB. (AB// e)

Cilindro circular reto,
ou cilindro de revolucdo

Quando o eixo e de um cilindro é perpendicular aos
planos das bases, dizemos se tratar de um cilindro de re-
volucao, pois ele é gerado por uma rotagao completa de
um retangulo em torno de um de seus lados.

ol e

e

Note que, nesse tipo de cilindro, ndo fazemos distingdo
entre geratriz e altura (g = h).

Existem cilindros que ndo podem ser obtidos pela rotagdo de um
retangulo, os quais sdo chamados de cilindros obliguos.




Secdo meridiana

E a intersec&o de um cilindro de revolucdo com um
plano que contém seu eixo. Nesse tipo de cilindro, a segao
meridiana serd sempre um retangulo com medida da base
igual a medida do didmetro da base do cilindro (2R) e altura
coincidindo com a altura do cilindro (h).

Portanto, a &rea da se¢do meridiana serd A =2Rh.

secdo

A

e
S

Em cilindros obliquos, as se¢des meridianas serdo paralelogramos
de base igual ao diametro da base do cilindro (2R) e altura igual a do
cilindro (h).

Cilindro equilatero

Se a secdo meridiana em um cilindro reto for um qua-
drado, ou seja, se a altura tiver a mesma medida que o
diametro da base, dizemos que esse cilindro é equilatero.

SR

‘O

|

|

|

|

I

I
1

ABCD é um quadrado (h = 2R).

Secdo ndo meridiana

Podemos também fazer cortes no cilindro que ndo con-
tenham o seu eixo. Quando esses cortes sdo paralelos ao
eixo do cilindro, fazemos uma anaélise olhando para a base.
Vamos fazer um estudo genérico para um corte a uma dis-
tancia d do eixo do cilindro.

Sendo d a distancia da secdo ao eixo, temos, por
Pitagoras:
RZ=d?+x°

A drea da secdo sera Ay s, = 2xh, ja que € um retangulo.

Areas no cilindro de revolugdo

A area lateral de um cilindro corresponde a area da
superficie cilindrica. Dessa forma, calcular a area lateral
de um cilindro, ou seja, a area da superficie cilindrica, pode
ser dificil se o cilindro for obliquo. Contudo, se o cilindro
for reto, a tarefa é mais simples.

Para calcular a area lateral, no caso de um cilindro
de revolucdo, basta planificar o cilindro e perceber que
a planificagdo da superficie lateral € um retangulo cuja
base tem medida igual ao comprimento da circunferén-
cia da base do cilindro e altura igual a altura do cilindro.
Observe:

2nR

Assim, a area lateral do cilindro é dada por:

AIateral =2mR-h

Para calcular a area total, devemos observar na pla-
nificacdo que ela é formada pela superficie lateral e duas
bases circulares. Logo, a area total sera dada por:

Aotal = Aateral T 2 - Apase = 2R + 2nR? = 2nR(h + R)

™
w
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1 Uece 2018 A medida, em m?, da area da superficie to-
tal (érea lateral e bases) de um cilindro circular reto tal
que a medida da altura e a medida do raio da base
sdo ambas iguaisa2 m é
A 14m. B 12m.

C 16m. D 10m.

Resolucdo:

Sendo h=R=2m, temos:
Aroral = 2TR - h + 27R?
Aprg =22 -2+ 21 - 2°
Aire = 8T+ 8T

Atotal =l6n m2

Alternativa: C

Volume de um cilindro qualquer

Quando estudamos prismas, verificamos que seu vo-
lume ndo depende da forma da base, e sim da drea dessa
base e da altura do prisma. Da mesma forma, pelo principio
de Cavalieri, verificamos que o volume de um cilindro qual-
quer é dado pela expressao:

V=A,e -h=1R?-h

N

2 Determine as expressdes para a area lateral, a drea
total e o volume de um cilindro equilatero de raio da
base R.

Resolucdo:

Lembrando que, em um cilindro equildtero, a secdo
meridiana € um quadrado e que, portanto, h = 2R,
temos:

Asteral = 2TR - h = 21R - 2R = 4nR?

2
Aotal = Prateral T 2 Apase = 2TR - h + 21IR" =
= 27R - 2R + 21R? = 4nR? + 2nR? = 67R?
V=nR?-h=nR?- 2R = 2nR’
Essas expressdes podem ser utilizadas como férmu-
las para cilindros equilateros.
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3 FMP 2018 A figura mostra um retangulo ABCD cujos
lados medem 7 cm e 3 cm. Um cilindro sera formado
girando-se o retangulo ABCD em torno da reta defini-
da pelo seu lado AB.

>
A D

7 cm

BI‘ ,"C
, 3cm

A medida do volume desse cilindro, em centimetros
cubicos, é mais proxima de

A 190

B 63

C 126

D 750

E 441

Resolucdo:

Ao rotacionar o retangulo em torno da reta que passa
por A e B, obteremos um cilindro com raio da base
igual a 3 cm e altura 7 cm. Como o volume do cilindro
€ dado por V=A,, - h, obtemos:

V=nR’-h=n-32.7=63ncm’
Aproximando © = 3,14, encontramos V=63 - 314 &

<V =19782 cm’.
Alternativa: A

Tronco de um cilindro reto

Quando seccionamos um cilindro reto por um plano
ndo paralelo a base nem ao eixo, obtemos o sélido deno-
minado tronco de cilindro.

Na figura, podemos perceber que o tronco de cilin-
dro pode ser tratado como um cilindro com altura igual ao
comprimento do eixo do tronco. Assim, a area lateral e o
volume do tronco serao dados por:

Atera = 2TR - e e V=mnR% e



Entre os cilindros retos estudados, o cilindro equildtero tem uma
propriedade interessante: “Variando-se o raio da base e/ou a altura,
mas se mantendo a mesma area total, terd maior volume o cilindro
equildtero (h =2R)”".

Em outras palavras, na constru¢do de cilindros, com uma mesma
quantidade de material, o cilindro de maior volume serd obtido quan-
do for equildtero, ou seja, a altura for igual ao diametro da base. Por
esse motivo, fabricantes de embalagens como latas de molho de
tomate ou creme de leite utilizam formas de cilindros equilateros,
pois se gasta menos material para comportar um mesmo volume.

resolvidos

4 FGV 2018 Um telhado retangular ABCD tem &rea igual
a 120 m? e estad conectado a uma calha de escoa-

mento de dgua da chuva. A calha tem a forma de um
semicilindro reto, de diametro AF =DE =0,4 m e capa-
cidade igual a 720 litros.

Figura fora de escala

Considerando DG = 5 m e adotando ® = 3, a medi
da do angulo agudo CBG, indicada na figura por «,
éigual a

A 75°

B 60°

C 45°

D 30°

E 15°

Resolucdo:

A calha tem capacidade de 720 litros, 0 que corres-
ponde a dizer que comporta um volume de 720 dm?®,
e a forma de um semicilindro com raio da base 2 dm.
Assim, podemos escrever:

2
720:MQAD:E:’IZO dm=12m
2 2-3

Como a area do telhado mede 120 mz, temos:
CD-12=120=CD=10m

Observando que o triangulo CDG é retangulo, obte-
mos cosa:%:izi:mz:éiO".
cb 10 2

Alternativa: B

30+42 12 72 12 42-12
= o == = =

= e =
42 h 42 h petreleo 72

5 Uerj 2017 Um cilindro circular reto possui diametro AB

de 4 cm e altura AA de 10 cm. O plano o, perpendicu-
lar a secdo meridiana ABB'A, que passa pelos pontos
B e A das bases, divide o cilindro em duas partes,
conforme ilustra a imagem.

A B’

A B

O volume da parte do cilindro compreendida entre o
plano a e a base inferior, em cm®, é igual a:

A 8n

B 12n

C 16n

D 20r

Resolucdo:

O sdlido cujo volume devemos calcular corresponde

a um tronco de cilindro equivalente a metade do cilin-

dro. Logo:

_wR*h_ m-2%10
2 2

V =201 cm®

Alternativa: D

Unesp Um tanque subterraneo, que tem a forma de
um cilindro circular reto na posicao vertical, estd com-
pletamente cheio com 30 m> de agua e 42 m> de
petréleo.

petroleo

= égua

Se a altura do tanque é 12 metros, a altura, em metros,
da camada de petréleo é

A2 m g 2L
. 3 3

B 7 D 8.

Resolucdo:

Como a area da base é a mesma, podemos dizer que
o volume de cada liquido é proporcional a altura que
ocupa no cilindro, ou seja:

7 m

petréleo petréleo

Alternativa: B

™
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1 IFSC 2017 Diante dos frequentes periodos de estiagem na cidade onde estd sediada, a empresa MESOC decidiu

construir um reservatorio para armazenar agua.
Considerando que esse reservatério deva ser cilindrico e ter 10 metros de diametro interno e 10 metros de altura,

assinale a alternativa CORRETA.

A capacidade do reservatério a ser construido, em litros, sera:

Obs.: (Use t=3))

A 3100 B 7750 C 155000 D 310000 E 775000

2 Unesp 2018 Os menores lados de uma folha de papel retangular de 20 cm por 27 cm foram unidos com uma fita ade-
siva retangular de 20 cm por 5 cm, formando um cilindro circular reto vazado. Na unido, as partes da fita adesiva em
contato com a folha correspondem a dois retangulos de 20 cm por 0,5 cm, conforme indica a figura.

27 cm

20cm

20cm

05cm 05em

Desprezando-se as espessuras da folha e da fita e adotando = 3,1, o volume desse cilindro € igual a
A 1550 cm®. B 2540 cm’. C 1652 cm®. D 4805 cm®. E 1922 cm®,
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3 Enem 2018 Um artesdo possui potes cilindricos de tinta cujas medidas externas sdo 4 cm de didmetro e 6 cm de al-
tura. Ele pretende adquirir caixas organizadoras para armazenar seus potes de tinta, empilhados verticalmente com
tampas voltadas para cima, de forma que as caixas possam ser fechadas.

No mercado, existem cinco op¢des de caixas organizadoras, com tampa, em formato de paralelepipedo reto retan-
gulo, vendidas pelo mesmo preco, possuindo as seguintes dimensdes internas:

Modelo Comprimento Largura
(cm) (cm)
| 8 8 40

Il 8 20 14
Il 18 5 E5
I\ 20 12 12
V 24 8 14

Qual desses modelos o artesdo deve adquirir para conseguir armazenar o maior nimero de potes por caixa?
Al B Il c D IV EV

4 Enem PPL 2018 A figura mostra uma anticlepsidra, que é um sélido geométrico obtido ao se retirar dois cones opostos
pelos vértices de um cilindro equildtero, cujas bases coincidam com as bases desse cilindro. A anticlepsidra pode ser
considerada, também, como o sdlido resultante da rotacdo de uma figura plana em torno de um eixo.

Disponivel em: www.klickeducacao.com.br.
Acesso em: 12 dez. 2012 (adaptado).

A figura plana cuja rotacdo em torno do eixo indicado gera uma anticlepsidra como a da figura acima é m
|_
A a B & C D E <
24
(D) B T

v v
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5 UFRGS 2018 Um tanque no formato de um cilindro circular reto, cujo raio da base mede 2 m, tem o nivel da dgua au-
mentado em 25 cm apds uma forte chuva. Essa quantidade de dgua corresponde a 5% do volume total de dgua que

cabe no tanque.
Assinale a alternativa que melhor aproxima o volume total de égua que cabe no tanque, em m>.
A 57 B 60 C 63 D 66 E 69

6 UPF 2017 Um tonel estd com 30% da sua capacidade preenchida por um certo combustivel. Sabendo que esse tonel

tem diametro de 60 cm e altura de 600 cm, a quantidade de combustivel contida nesse tonel, em litros, é
T

600 ¢y
y|
l 60 cm l
A 162 B 16,2 C 162 D 180 E 162000
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7 PUC-RS 2018 Um recipiente cilindrico tem 3 cm de raio e 24 cm de altura. Estando inicialmente cheio d’agua, o reci-
piente € inclinado até que o plano de sua base faga 45° com o plano horizontal. Nessa posi¢do, o volume de agua
que permanecera no recipiente sera igual a do volume inicial.

A um oitavo B um sexto C sete oitavos D cinco sextos

8 IFBA 2017 Um metalurgico utilizou num determinado trabalho uma folha de metal retangular de dimensées 20 cm e
30 cm, com o intuito de formar um cilindro, unindo os lados da folha de metal de mesma dimensdo, e verificou que
existiam duas possibilidades:

A: Utilizar o lado de 20 cm como altura do cilindro;

B: Utilizar o lado de 30 cm como altura do cilindro.

Considerando ® = 3 e chamando de V, o volume da possibilidade A, e Vg 0 volume da possibilidade B. Podemos
afirmar que:

A V,=Vg=1000 C V,=1000 e Vg =1500 E V,=1500 e Vg=1000

B V,=Vz=1500 D V,=2000 e Vy;=3000
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9 Enem Libras 2017 Com o objetivo de reformar os tambores cilindricos de uma escola de samba, um alegorista
decidiu colar aderecos plasticos na forma de losango, como ilustrado na Figura 1, nas faces laterais dos tambores.
Nesta colagem, os vértices opostos P e Q do adereco deverdo pertencer as circunferéncias do topo e da base
do tambor cilindrico, respectivamente, e os vértices opostos R e S deverdo coincidir apés a colagem do aderego
no tambor, conforme ilustra a Figura 2. Considere que o diametro do cilindro correspondente ao tambor meca
0,4 metro. Utilize 3,1 como aproximagao para 7.

P

==l
\/ﬁ

Figura 1 Figura 2

A diagonal RS do adereco a ser confeccionado pelo alegorista deve medir, em metro,
A 0124, B 0,400. C 0,496. D 1,240. E 2,480.

10 EEAR 2016 Um cilindro de 18 cm de altura e raio da base igual a 5 cm contém agua até a metade de sua altura. Por
algum motivo, houve necessidade de despejar essa dgua em outro cilindro com 40 cm de altura, cujo raio da base
mede 4 cm.

7Y
N/

N

Considerando & = 3, o valor que mais se aproxima da altura atingida pela dgua no segundo cilindro é
A 14 cm B 16 cm C 20cm D 24 cm
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€xercicios propostos

Unesp Se quadruplicarmos o raio da base de um cilin
dro, mantendo a sua altura, o volume do cilindro fica
multiplicado por
A 16.

B 12.

C 8.
D 4.

E 4m.

Udesc 2018 Uma coroa cilindrica € a regido espacial
situada entre dois cilindros concéntricos de mesma al-
tura, um com raio R e outro comraio r, sendor<R. Se a
altura, o volume e a soma das medidas dos raios dessa
coroa cilindrica sdo, respectivamente, 4 cm, 4,25n cm®
e 4,25 cm, entdo a area total de sua superficie é:

A 34m cm? D 18125m cm?

B 18,0625 cm? E 361251 cm?

C 20125r cm?

Famema 2017 Um cilindro circular reto A, com raio da
base igual a 6 cm e altura H, possui a mesma area la-
teral que um cilindro circular reto B, com raio da base
r e altura h, conforme mostram as figuras.

N
» H B h
E e em—d _ ¥ - '
- -
6 cm r

fora de escala
Sabendo que %= 1,2 e que o volume do cilindro B é

240m cm®, é correto afirmar que a diferenca entre os
volumes dos cilindros é

A 501 cm?’. D 48m cm®.
B 421 cm’. E 37mcm’.
C 451 cm’.

IFPE 2018 Milena é aluna do curso de Saneamento no
campus Afogados da Ingazeira e convenceu seu pai a
construir um tanque de tratamento da agua do esgoto
no quintal de sua casa. Como o espaco disponivel ndo
é tdo grande, o tanque tem por base um setor circular
de um quarto de volta com 1 metro de raio e 2,5 me-
tros de profundidade.

Se o tratamento utilizado por Milena consegue reapro-
veitar 80% da dgua, estando o tanque completamente
cheio, quantos litros de agua poderdo ser reaprovei-
tados? (r=314)

A 6280 litros. D 2512 litros.
B 7850 litros. E 1570 litros.
C 2000 litros.

5

Enem Uma empresa vende tanques de combustiveis
de formato cilindrico, em trés tamanhos, com medidas
indicadas nas figuras. O preco do tanque é direta-
mente proporcional a medida da area da superficie
lateral do tanque. O dono de um posto de combustivel
deseja encomendar um tanque com menor custo por
metro cubico de capacidade de armazenamento.

I'/
[ it
' 4m !
\
6m | s |
0} I 8m !
(I
IJ/
i
6m |

8m

an

Qual dos tanques devera ser escolhido pelo dono do
posto? (Considere = 3)
A |, pela relacdo &rea/capacidade de armazenamento
de l.
3
B |, pelarelacdo area/capacidade de armazenamento
de i
3
C I, pela relacdo area/capacidade de armazenamen-

to de E.

4

D Ill, pela relagdo area/capacidade de armazenamen-
to de Z.

3

E I, pela relacdo area/capacidade de armazenamen-

to de l.
12

UFU 2015 O rendimento tedrico de uma tinta é a quan-
tidade necessdria para pintar um metro quadrado de
area e serve apenas para determinar o custo por me-
tro quadrado da tinta. O rendimento real de uma tinta
é calculado no final do trabalho executado que leva
em conta o nimero de demaos (nUmeros de camadas
de tintas necessarias para obter o resultado espe-
rado) e as perdas decorrentes da preparacdo e do
método de aplicacdo. Admita que as perdas, usando
os diferentes métodos de pintura, sdo estimadas em:
pincel 10%, rolo 20% e pistola pneumatica 25%.

Um pintor vai pintar toda a superficie de um tanque de
combustivel na forma de um cilindro circular de 10 m de
altura e raio da base igual a 2 m. Sabe-se que a tinta a
ser usada tem rendimento tedrico de 20 m? por litro e
que sdo necessarias duas demaos.

Determine a quantidade, em litros, de tintas necessarias
para pintar esse tanque utilizando a pistola pneumatica.

Dados: Use .
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7 Enem 2011 E possivel usar 4gua ou comida para atrair as
aves e observa-las. Muitas pessoas costumam usar agua
com agdcar, por exemplo, para atrair beija-flores. Mas é
importante saber que, na hora de fazer a mistura, vocé
deve sempre usar uma parte de aglcar para cinco partes
de agua. Além disso, em dias quentes, precisa trocar a
agua de duas a trés vezes, pois com o calor ela pode fer-
mentar e, se for ingerida pela ave, pode deixa-la doente.
O excesso de agucar, ao cristalizar, também pode manter
o bico da ave fechado, impedindo-a de se alimentar. Isso
pode até mata-la.

Ciéncia hoje das criancas. FNDE: Instituto Ciéncia Hoje, ano 19, n. 166, mar. 1996.

Pretende-se encher completamente um copo com a
mistura para atrair beija-flores. O copo tem formato ci-
lindrico, e suas medidas sdo 10 cm de altura e 4 cm de
diametro. A quantidade de agua que deve ser utiliza-
da na mistura é cerca de (utilize T =3)
A 20 mL. C 100 mL.

B 24 mL. D 120 mL.

E 600 mL.

FCMMG 2018 Em trabalhos de laboratério, € comum
acompanhar o comportamento de liquidos em aque-
cimento. Os liquidos, da mesma forma que os sélidos,
passam por uma dilatacdo quando sdo aquecidos. Por
ndo possuirem forma especifica, os liquidos assumem
o formato do recipiente em que foram alojados.

Ao analisar o comportamento térmico de um liquido,
percebe-se que sua dilatacdo ocorre ao mesmo tem-
po em que ocorre a dilatagdo do recipiente, ou seja,
quando aquecido, o complexo (liquido + recipiente)
se dilata. Na pratica, quando somente se considera
que a capacidade do frasco aumentou, a dilatacdo
observada para o liquido serd uma dilatagdo aparen-
te. A dilatagao real sofrida pelo liquido é superior a
dilatagao aparente e é idéntica a soma da dilatacdo
aparente com a dilatagdo do recipiente.

Durante um experimento pratico de aquecimento de
determinado liquido, foi utilizado um tubo de ensaio
graduado que indicava, inicialmente, a marcagdo de
um volume de 30 cm®.

Apo6s 4 minutos de aquecimento, o volume no tubo de
ensaio indicava 32 cm® e também uma elevacdo de,
aproximadamente, 3 mm na altura do liquido armaze-
nado no tubo de ensaio.

Considerando-se as informagl8es dadas, pode-se
concluir que o diéametro do tubo de ensaio, apds o
aquecimento, era de, aproximadamente:

A 4cm C 2cm

B 3cm D 1,5cm
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9

10

1

Fuvest Um castelo esta cercado por uma vala cujas bor-
das sdo dois circulos concéntricos de raios 41m e 45 m.
A profundidade da vala é constante e igual a 3 m.

Segao transversal da vala

O proprietério decidiu enché-la com dgua e, para este
fim, contratou caminhdes pipa, cujos reservatoérios sdo
cilindros circulares retos com raio da base de 1,5 m e
altura igual a 8 m.

Determine o nimero minimo de caminhdes pipa ne
cesséario para encher completamente a vala.

Enem 2013 Num parque aquético existe uma piscina
infantil na forma de um cilindro circular reto, de 1T m
de profundidade e volume igual a 12 m?, cuja base
tem raio R e centro O. Deseja-se construir uma ilha de
lazer seca no interior dessa piscina, também na forma
de um cilindro circular reto, cuja base estara no fundo
da piscina e com centro de base coincidindo com o
centro do fundo da piscina, conforme a figura. O raio
dailha de lazer serd r. Deseja-se que apods a constru-
cdo dessa ilha, o espaco destinado a dgua na piscina

tenha volume de, no minimo, 4 m°.

llha de lazer

Considere 3 como valor aproximado para .

Para satisfazer as condi¢des dadas, o raio méximo da
ilha de lazer r, em metros, estard mais préximo de

A 16 C 20. E 3.8

B 17 D 3,0

Fuvest Uma metallrgica fabrica barris cilindricos de
dois tipos, A e B, cujas superficies laterais sdo molda
das a partir de chapas metélicas retangulares de lados
a e 2a, soldando lados opostos dessas chapas, con
forme ilustrado a seguir.

barril do tipo A barril do tipo B

=]

Se V, e Vg indicam os volumes dos barris do tipo A e
B, respectivamente, tem-se:

A V,=2Vg C Vo=Vg
B V=2V, D V,=4Vy

E Vg=4V,



12

13

14

15

Unicamp Um pluviémetro € um aparelho utilizado para
medir a quantidade de chuva precipitada em determina-
da regido. A figura de um pluviémetro padrdo € exibida
a seguir. Nesse pluvibmetro, o didmetro da abertura
circular existente no topo é de 20 cm. A dgua que cai
sobre a parte superior do aparelho é recolhida em um
tubo cilindrico interno. Esse tubo cilindrico tem 60 cm
de altura e sua base tem 1/10 da érea da abertura supe-
rior do pluvidmetro. (Obs.: a figura ndo esta em escala.)

i
N

a) Calcule o volume do tubo cilindrico interno.

b) Supondo que, durante uma chuva, o nivel da agua
no cilindro interno subiu 2 cm, calcule o volume
de agua precipitado por essa chuva sobre um ter-
reno retangular com 500 m de comprimento por
300 m de largura.

Unesp Considere uma lata cilindrica de raio r e altura h
completamente cheia de um determinado liquido. Este
liquido deve ser distribuido totalmente em copos tam-
bém cilindricos, cuja altura € um quarto da altura da lata
e cujo raio é dois tercos do raio da lata. Determine:
a) osvolumes da lata e do copo, em funcdo dere h;
b) o numero de copos necessarios, considerando que
0S copos serdo totalmente cheios com o liquido.

PUC-PR 2016 Um medicamento que dilata os vasos e
artérias do corpo humano € ministrado e aumenta o
didametro em 20% de determinada artéria. Conside-
rando que a artéria se assemelha a um cilindro circular
reto, o fluxo sanguineo nessa artéria aumenta em

A 10%.

B 20%.

C 21%.

D 40%.

E 44%.

Ifal 2017 Um garoto pega uma folha retangular de
dimensdes 21 cm e 30 cm e une os lados menores
formando um cilindro. Qual o volume do cilindro obti-
do? Considere = 3.

A 630 cm’.

B 1102,5 cm>.

C 14175 cm®.

D 1575 cm®.

E 1890 cm®.

16

17

18

UFPR 2017 Na modelagem matematica de um processo
de fabricacao, é comum supor que ndo hd perda de
material com emendas, sobreposicdo de partes etc.

b

Deseja-se construir um reservatério cilindrico com
didmetro de 120 cm e capacidade de 1,5 m>. Neste
problema, estamos nos referindo a um cilindro circular
reto perfeito. Para fazer a lateral desse cilindro, sera
usada uma chapa metdlica retangular de comprimen-
to b e altura h. Use m = 3,14 e dé suas respostas com
duas casas decimais.

a) Calcule o comprimento b que a chapa deve ter.
b) Calcule a altura h que a chapa deve ter.

UEM 2017 Considere um paralelepipedo reto retdngulo

de altura 2 cm, sobre uma superficie horizontal plana.

A face sobre o plano (que chamaremos de base) tem

arestas medindo 4r cm e 8t cm. Uma superficie cilin-

drica com geratriz de comprimento igual ao de duas

das arestas da base (com uma geratriz colocada so-

bre uma dessas arestas) gira, sem derrapar sobre a

face paralela a base, 4 voltas para percorrer de uma

aresta a outra. Considerando esses dados, assinale o

que for correto.

01 O volume do paralelepipedo é 1281 cm®.

02 Se a geratriz do cilindro mede 8r cm, entdo o raio

do cilindro mede 2 cm.

Se a geratriz do cilindro mede 4r cm, entdo o raio

do cilindro mede 2 cm.

Se a geratriz do cilindro mede 4r cm, entdo o vo-

lume do cilindro é igual a 7 cm?.

16 Se a geratriz do cilindro mede 8r cm, entdo o vo-
lume do cilindro é igual a 21 cm?,

04

08

Soma:

UFU 2016 A densidade (ou densidade volumétrica)
de um material mede a quantidade de matéria (mas-
sa) que esta presente em uma unidade de volume
desse material. Embora todo material seja um objeto
espacial, € comum considerarmos sendo de “nature-
za linear”. Por exemplo, um fio de cobre tem natureza
linear e consideramos sua densidade linear (razdo de
sua massa pelo seu comprimento).

O vergalhdo CA-60 sdo barras de agco muito resisten-
tes, utilizadas na construcdo civil e comercializadas
em barras padrdo de 12 metros. Admitindo que essas
barras sejam cilindricas, seus didmetros (bitolas) va-
riam de 4,2 a 9,5 mm.

De acordo com as especificagBes da norma NBR
7480, a barra da bitola de 6,0 mm tem densidade li-
near de 0,222 kg/m (quilograma por metro).

™
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Com base nas informacdes apresentadas, a densida-
de, em kg/m?, de uma barra de bitola 6 mm é igual a

diametro e com capacidade de 314000 litros. Para
a confeccdo desses cilindros, a indUstria usa chapas

222 c 222000 metalicas retangulares de 3,15 m x 1,56 m. As chapas
A 36mn o serdo unidas por filetes também metdlicos que serdo
soldados ao longo das dimensBes da chapa (despre-
222 222000 . ~ i
B — D /————— ze as dimensd8es dos filetes).
on 36m

Considere as afirmacdes a seguir, assinalando V para
as verdadeiras e F para as falsas.
{ ® Dado: Use m = 34. '

19 PUC-SP 2016 Dispde-se de N tubos cilindricos, todos
iguais entre si, cada qual com didmetro interno de
4 cm. Se esses tubos transportam a mesma quan-
tidade de dgua que um Uunico tubo cilindrico, cujo
diametro interno mede 12 cm e cujo comprimento
€ igual ao dobro do comprimento dos primeiros,

A altura do cilindro € um nimero entre 5 metros e
7 metros.

Quando planificado, o cilindro torna-se um retangu-

entdo: lo cujo lado maior mede entre 7 metros e 10 metros.
A N>15 C 6<N<10 O numero de chapas utilizadas na construcéo de
B 10<N<15 D N<6

um cilindro pertence ao intervalo [28, 36].

A sequéncia correta, de cima para baixo, é:
20 Acafe 2016 As colunas de sustentacdo de uma deter-

AF F VWV
minada ponte sdo formadas por cilindros retos, sem BV V FE
bases (sdo cilindros vazados, que posteriormente cCV V V
serdo preenchidos com concreto), de 8 metros de DV F V

O volume da tora de madeira Este é o valor que ele obtém com o metro. Multipli-

. . . cando-o por si mesmo e a seguir pelo comprimento da tora
Num encontro sobre ensino de Matematica realizado P surp P

o . . . temos:
certa vez em Vitéria, um aluno da Universidade do Espirito -
Santo descreveu-me um processo usado por seu pai, que I B =BT C T 2
2 2 4 4

trabalhava numa serraria, para obter o volume de uma tora
de madeira.
Com um barbante, ele dd uma volta no tronco.

O volume do cilindro de raio r e comprimento (ou al-
tura) ¢ é mr2c. Como © < 4, concluimos que o valor obtido

pelo pai do rapaz é menor que o volume da tora. Uma vez
T

que Zz%=75% , 0 volume calculado é cerca de 75% do
volume real.

Comentei este fato com o estudante e ele me disse que
as pessoas que comercializam a madeira sabem desta dife-
renca e a aceitam, devido ao seguinte: desdobrando a tora
em tabuas, sobram as costaneiras, tdbuas da periferia do
tronco que nao sao vendidas.

O barbante é entao cortado no ponto em que a volta se
completa. A seguir, ele dobra o barbante ao meio, juntando
suas pontas. Depois, dobra-o novamente ao meio. Em segui-
da, mede o comprimento do barbante dobrado em quatro.

O valor assim obtido é entdo multiplicado por ele mes-
mo e este resultado é depois multiplicado pelo comprimento
do tronco. Pronto: o produto final obtido é o volume da tora.

Vamos analisar este processo. Estard correto?

Suponhamos a tora cilindrica de raio r e comprimento
c. Com o barbante dando uma volta no tronco, ele obtém o
perimetro da circunferéncia de raio r, isto é:

comprimento do barbante esticado: 2nr

Deste modo, justificavam a aproximagao por falta, no
calculo do volume da tora cilindrica.
E interessante perceber que o processo descrito cor-

Dobrando duas vezes o barbante ao meio temos:
comprimento do barbante esticado _ 2mtr _ 7ur
4 4 2
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responde a seguinte ideia: substituimos o cilindro por um
prisma de base quadrada.



De fato:
=40 = z:%

( r. } - drea do circulo = mr2
Pl TEZI' T 2 2
S drea do quadrado= 12 =——==.m < 7ur
Os dois sélidos tém o mesmo comprimento (altura) e Logo, drea do quadrado < drea do circulo.
suas bases tém perl’metros igua]s' IMENES, Luiz Mércio. “Para que serve”. Revista do Professor de Matemditica. Rio de Janeiro,

< ) 9. ed. Disponivel em: <http://rpm.org.br/cdrpm/9/3.htm>. A : 26 mar. 2019,
Esta transformacgdo do circulo em quadrado preserva o - FISPONMETENT: SR TP Org-DrICCIpMIIS I Acesso i 25 mar

perimetro, mas nado a area.

| Resumindo_

4

Cilindros
. Cilindro reto . Cilindro obliquo

AIateral =2mRh

h A = 27RN + 27R? h V= Ay - altura = tR*h

tota

V = A - altura = TR%h

Tronco de cilindro

A\ateral =21R-e

V=nR% e

@ Sites

« Veja a planificacdo do cilindro no GeoGebra: - Conheca a histéria do parafuso de Arquimedes:

Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/XzfENDYV>. Disponivel em: <https://www.ufrgs.br/amlef/2019/12/01/parafuso-de-
-arquimedes/>.

€xercicios complementares ¥
&
1 Unesp Considere um cilindro circular reto de altura 2 Enem Para construir uma manilha de esgoto, um cilin- i
x cm e raio da base igual a y cm. Usando a aproxima drocom 2 m de didmetro e 4 m de altura (de espessura
cdo m = 3, determine x e y nos seguintes casos: desprezivel), foi envolvido homogeneamente por uma
a) o volume do cilindro é 243 cm® e a altura é igual camada de concreto, contendo 20 cm de espessura.
ao triplo do raio; Supondo que cada metro cubico de concreto custe
b) a area da superficie lateral do cilindro é 450 cm? R$ 10,00 e tomando 3,1 como valor aproximado de T,
e a altura tem 10 cm a mais que o raio. entdo o preco dessa manilha é igual a
A R$ 230,40. C R$104/6. E R$ 49,60.
B R$124,00. D R$ 54,56.
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Fuvest Na figura adiante, tém-se um cilindro circular
reto, onde A e B s&o os centros das bases e C é um
ponto da interseccdo da superficie lateral com a base
inferior do cilindro. Se D é o ponto do segmento BC,
cujas distancias a AC e AB s&o ambas iguais a d, ob-
tenha a razdo entre o volume do cilindro e sua area
total (érea lateral somada com as areas das bases),
em funcdo de d.

B )

N_

IFCE 2016 Dentre todos os retangulos de perimetro
P =40 cm, iremos rotacionar o de drea maxima em
torno de um de seus lados, gerando um cilindro. O vo-
lume desse cilindro, em cm®, é
A 500m. C 50m.
B 25m. D 100m.

E 1000m.

Enem Dona Maria, diarista na casa da familia Teixeira,
precisa fazer café para servir as vinte pessoas que se
encontram numa reunido na sala. Para fazer o café,
Dona Maria disp8e de uma leiteira cilindrica e copi-
nhos plasticos também cilindricos.

8 cm

4 cm

20cm S
8 I4cm

Com o objetivo de ndo desperdicar café, a diarista de-

seja colocar a quantidade minima de agua na leiteira

para encher os vinte copinhos pela metade. Para que

isso ocorra, Dona Maria devera

A encher a leiteira até a metade, pois ela tem um vo-
lume 20 vezes maior que o volume do copo.

B encher a leiteira toda de &gua, pois ela tem um vo-
lume 20 vezes maior que o volume do copo.

C encher a leiteira toda de agua, pois ela tem um vo-
lume 10 vezes maior que o volume do copo.

D encher duas leiteiras de agua, pois ela tem um vo-
lume 10 vezes maior que o volume do copo.

E encher cinco leiteiras de agua, pois ela tem um vo-
lume 10 vezes maior que o volume do copo.

Unicamp 2013 A embalagem de certo produto alimen-
ticio, em formato de cilindro circular, seréa alterada para
acomodar um novo rétulo com informagdes nutricio-
nais mais completas. Mantendo o mesmo volume da
embalagem, a sua drea lateral precisa ser aumentada.
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Porém, por restricdes de custo do material utilizado,
este aumento da drea lateral ndo deve ultrapassar
25%. Sejam r e h o raio e a altura da embalagem origi-
nal, e R e H o raio e a altura da embalagem alterada.
Nessas condicdes podemos afirmar que:

AR3HTE c R4 o H 25
r 4 h 9 r 5 h 16
5 R.9  H_4 R,16 ,H_S
r 16 h 3 r 25 h 4

Fuvest Uma garrafa de vidro tem a forma de dois cilin-
dros sobrepostos. Os cilindros tém a mesma altura 4 cm
e raios das bases R e r, respectivamente.

Se o volume V(x) de um liquido que atinge a altura x
da garrafa se expressa segundo o gréafico a seguir,
quais os valores de R e r?

V(x) (em®)

18m}----- : |

of 2 4 6 8 x(em)

Enem PPL 2012 Uma prefeitura possui modelos de
lixeira de forma cilindrica, semtampa, com raio medindo
10 cm e altura de 50 cm. Para fazer uma compra adi-
cional, solicita a empresa fabricante um orgcamento de
novas lixeiras, com a mesma forma e outras dimen
sGes. A prefeitura sé ird adquirir as novas lixeiras se
a capacidade de cada uma for, no minimo, dez vezes
maior que o modelo atual e seu custo unitdrio ndo
ultrapassar R$ 20,00. O custo de cada lixeira é propor-
cional a sua area total e o preco do material utilizado
na sua fabricacdo é de R$ 0,20 para cada 100 cm2.
A empresa apresenta um orcamento discriminando
0 custo unitério e as dimens®es, com o raio sendo
o triplo do anterior e a altura aumentada em 10 cm.
(Aproxime 7 para 3.)

O orcamento dessa empresa € rejeitado pela
prefeitura, pois

o custo de cada lixeira ficou em R$ 21,60.

o custo de cada lixeira ficou em R$ 27,00.

o custo de cada lixeira ficou em R$ 32,40.

a capacidade de cada lixeira ficou 3 vezes maior.
capacidade de cada lixeira ficou 9 vezes maior.

moow>
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Unicamp 2019 Seja um cilindro circular reto com raio
da base de comprimento r =2 cm e altura de compri-
mento h. Seja d a maior distancia entre dois pontos
desse cilindro, como ilustra a figura abaixo.

a) Supondo que o cilindro tenha volume igual a um
litro, calcule sua drea de superficie total.

b) Determine o valor de d no caso em que (r, h, d)
seja uma progressao geométrica.

Enem Um fabricante de creme de leite comercializa
seu produto em embalagens cilindricas de diametro
da base medindo 4 cm e altura 13,5 cm. O rétulo de
cada uma custa R$ 0,60. Esse fabricante comercializa-
ra o referido produto em embalagens ainda cilindricas
de mesma capacidade, mas com a medida do diame-
tro da base igual a da altura.

Levando-se em consideracdo exclusivamente o gasto
com o rétulo, o valor que o fabricante devera pagar
por esse rétulo é de:

A R$ 0,20, pois haverd uma reducdo de % na superfi-

cie da embalagem coberta pelo rétulo.

B R$ 0,40, pois haverd uma reducéo de % na superfi-

cie da embalagem coberta pelo rétulo.

C R$ 0,60, pois ndo haverd alteracdo na capacidade
da embalagem.

D R$ 0,80, pois haverd um aumento de % na superfi-

cie da embalagem coberta pelo rétulo.

E R$1,00, pois haverd um aumento de % na superficie

da embalagem coberta pelo rétulo.

PUC-Rio 2018 Considere a pardbola de equacdo
y=1- x°. Para X € [0, 1], inscrevemos, entre o eixo
horizontal e a pardbola, um retangulo de vértices
(X0, 0), (—%g, O), (X0, Yo) € (X0, Yo)- Note que os dois vér-
tices (—Xq, Yo) € (Xo, Yo) Pertencem a parabola.
Giramos o retangulo ao redor do eixo y, obtendo,
assim, um cilindro circular reto.
a) Determine, em fungdo de x,, o raio da base, a al-
tura e o volume do cilindro.

" 2
b) Calcule o volume do cilindro para x, =§.
c) Encontre o valor de xy para o qual o cilindro

tem volume méaximo. Determine este volume
maximo.

12

UFU 2018 No Brasil, € comercializada, nos postos
de combustivel, a mistura do alcool anidro (etanol)
com gasolina pura (gasolina A), conhecida como
gasolina C. A proporcdo entre esses combustiveis
é indicada pela porcentagem de etanol precedido
pela letra E mailscula. Dessa maneira, a mistura
E10 é composta de 10% de etanol e 90% de gaso-
lina A. As misturas mais comuns sdo E15, E20, E25
e E27.
Suponha-se que um tanque de uma distribuidora,
na forma de um cilindro circular reto com 4 metros
de didmetro e capacidade de 120000 litros, este-
ja com 100000 litros da mistura E15. Suponha-se
também que, devido a uma nova regulamentacao
da ANP (Agéncia Nacional do Petrdéleo), deva ser
adicionado etanol nesse tanque de modo a obter
a mistura E20, que passard a ser distribuida para
comercializacdo.
Com base no texto apresentado, elabore e execute
um plano de resolucdao de maneira a determinar
a) aquantidade de litros de etanol que serdo adicio-
nados a esse tanque.
b) o aumento, em metros, no nivel de combustivel
(altura da coluna) nesse tanque.

13

14

Dado: Use T =3,125.

ITA 2014 Um cilindro reto de altura h =1 cm tem sua
base no plano xy definida por

><2+y2—2><—4y+4SO
Um plano, contendo aretay —x =0 e paralelo ao eixo

do cilindro, o secciona em dois sdlidos. Calcule a area
total da superficie do menor sélido.

Unesp Na construcdo de uma estrada retilinea foi ne-
cessario escavar um tunel cilindrico para atravessar
um morro. Esse tdnel tem secdo transversal na forma
de um circulo de raio R seccionado pela corda AB e
altura maxima h, relativa a corda, conforme figura.

Sabendo que a extensdo do tunel € de 2000 m, que
AB=4\/§ m e qgue h=32—R=6 m, determine o volume

aproximado de terra, em m?>, que foi retirado na cons-
trucdo do tunel.

® Dado: %51,05 e3=17.
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UEM 2015 A figura a seguir representa um expositor de
salgados que consiste em 1/4 de um cilindro. Obser-
ve na figura que na metade da altura desse expositor
existe uma prateleira que o divide em duas partes.

altura
20 cm '

raio = 40 cm

largura=1m

Considerando que a parte frontal do expositor corres-
ponde a lateral do cilindro, assinale o que for correto.
(Obs.: 1litro =1 decimetro cubico)

01 A &rea da prateleira do meio é ?3 m-.
02 O volume da parte inferior do expositor (abaixo da
prateleira) é ?(211%3\/5) litros.

04 O volume do expositor é de 40 litros.
08 O volume da parte superior do expositor (acima da

prateleira) é %(2n - 3\/5) litros.

16 A area da regido frontal do expositor é 2?“ m?.

Soma:

ITA 2013 No sistema xOy os pontos A(2, 0), B(2, 5)
e C(0, 1) sdo vértices de um triangulo inscrito na base
de um cilindro circular reto de altura 8. Para este cilin-
volume
drea total da superficie
comprimento, é igual a
100 10 100 5

Al B —. cC —. D —. E —.
105 n 15 6

dro, a razdo , em unidade de

ITA Considere um cilindro circular reto, de volume
igual a 360n cm®, e uma piramide regular cuja base
hexagonal esta inscrita na base do cilindro. Sabendo
que a altura da piréamide é o dobro da altura do cilin-
dro e que a area da base da piramide é de 54x/§ cm?,
entdo, a drea lateral da piramide mede, em cm?,

A 18427 D 108y3
B 27427 E 45V427
C 36v427
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Unicamp Um cilindro circular reto é cortado por um
plano ndo paralelo a sua base, resultando no sdlido
ilustrado na figura. Calcule o volume desse sdlido em
termos do raio da base r, da altura maxima AB=a e da
altura minima CD = b. Justifique seu raciocinio.

B

ITA Um cilindro circular reto é seccionado por um
plano paralelo ao seu eixo. A secgao fica a5 cm do
eixo e separa na base um arco de 120°. Sendo de

30\/§ cm? a 4rea da seccdo plana retangular, entdo
o volume da parte menor do cilindro seccionado
mede, em cm®:

A 30m—10v3
B 30m—20v3
20m—1043

c
D 50m—25y3

m

100m— 7543

ITA O raio de um cilindro de revolucdo mede 1,5 m.
Sabe-se que a area da base do cilindro coincide com
a area da seccao determinada por um plano que con-
tém o eixo do cilindro. Entdo, a area total do cilindro,
em m2, vale
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CAPITULO

Cones ¢ esferas

Depois de estudar detalhadamente os cilindros, os préximos corpos redondos a se-
rem estudados sdo os cones e as esferas.

Embora existam diversas outras formas geométricas dotadas de superficies curvas,
essas duas em particular admitem relagdes métricas razoavelmente simples para serem
abordadas no Ensino Médio, de modo que a capacidade de avaliar a extensdo de suas
superficies e a grandeza de seus volumes é um assunto bastante cobrado nos principais
vestibulares do pais.

Afinal, essas formas sdo tdo presentes em nosso cotidiano que podem ser en-
contradas em diversos objetos utilizados em situacdes como festas de aniversario ou
confraternizagdes natalinas.
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Cones circulares

Entre os corpos redondos, o proximo sélido geomé-
trico que estudaremos € o cone. Também bastante Util ao
ser humano, ele da forma a diversos objetos e utensilios
domésticos, como podemos ver a seguir.

ita.com

Floortje/iStockphoto.com

WichitS/iStockphoto.com

Formalmente, podemos definir um cone circular da
seguinte maneira:

“Sejam o um plano, V um ponto fora de o, e A um circulo
contido em o.. Denomina-se cone de base circular a unidao de
todos os segmentos de reta com uma extremidade em V e
outraemA”

Na figura, os principais elementos dos cones sdo:
- 0 Vértice do cone, que € o ponto V fora do plano ¢

. a base do cone, que é o circulo A, de didmetro AB
contido no plano o;

. o centro dessa base, que é o ponto O;
« amedida R do raio da base;

. 0eixoedocone, que é areta determinada pelos pon-

tos Ve O;
- a medida h da altura do cone, que é a distancia do
ponto V ao plano «,

. duas retas geratrizes opostas (VA e VB).
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Cone reto ou cone de revolu¢do

Quando o eixo do cone é perpendicular ao plano da
base, podemos dizer que trata-se de um cone reto, ou de
revolucdo. Cones de revolucdo sao obtidos por rotacdes
completas de triangulos retdngulos em torno de um de
seus catetos.

___-..
———

£ O

A 1¢)

I
i
I
1 I
1 Eixo # Eixo

Note que, em cones de revolucado, todas as geratrizes
tém o mesmo comprimento.

Sendo g o comprimento das geratrizes de um cone
de revolugdo, uma relagdo métrica entre esse valor e 0s
valores do raio da base do cone e sua altura pode ser
enunciada a partir do teorema de Pitdgoras aplicado ao
tridangulo retangulo cuja revolucdo da forma ao cone.

Y

g?=R2+h?

[ | resolvido

1 Enem Um arquiteto estd fazendo um projeto de ilu-
minagdo de ambiente e necessita saber a altura que
deverd instalar a luminaria na figura:

luminaria
b ey




Sabendo-se que a luminaria deverd iluminar uma area  Cone equilatero

. 2 . _ N o N
circular de 28,26 m?, considerando n = 3,14, a altura h Se a secdo meridiana de um cone de revolucdo for um

seraigual a: tridngulo equilatero, ou seja, se o didmetro da base tiver a
A 3m. mesma medida que as geratrizes do cone, entdo o cone

B 4m. também receberda o nome de equilatero.
C bom.

D 9m.

E 16 m.

Resolucdo:

Sendo R a medida do raio da area iluminada, temos:

nR’ = 28,26 m”

Considerando a aproximacao sugerida, obtemos:
314 -R?=2826m’ &R =9 m’

Assim, como h > 0, de g2 =R?+ h?, encontramos:

52=9+h° <= h?’=25-9=16 .. h=4m

Alternativa: B Em um cone equildtero, todas as geratrizes estdo in-
clinadas 60° em relacdo ao plano da base. Além disso, as
medidas das geratrizes e da altura podem ser expressas

g=2R
h

=RV3

em fungao do raio da base por: {

Cones circulares cujo eixo é obliquo ao plano da base ndo podem
ser gerados pela revolucdo de nenhuma forma geométrica. Cones I .d
como esses sdo chamados de cones obliquos. resoivigo

2 Qual a drea da secdo meridiana de um cone equilate-

Segoo meridiana ro cuja altura mede 10 cm?

Da mesma forma que nos cilindros, as se¢cdes meri 5 100\/5 2
dianas de um cone sdo obtidas pela intersecdo deste com A 50*/5 cm b 3 e
algum plano que contenha o seu eixo. B 1oo\/§ cm?. E 100 cm?

Nos cones de revolucdo, as secdes meridianas sao 3 '
todas congruentes entre si e tém a forma de triangulos C M cm?.
isdsceles cuja base coincide com algum didmetro da 3
base do cone (2R) e cuja altura coincide com a altura Resolucdo:

do cone (h).

A figura a seguir representa a se¢cdo meridiana desse
cone:

™M
w
=
0 z
w
24
[T
R R
No tridngulo retdngulo, tg(60°) = %éR - 10:;/5 cm .
Assim, a area da secdo é:
- :M:R_h:m\@_m:mo\@ o
secao 2 _3 3

Em cones obliquos, as secdes meridianas ndo sdo triangulos con-

gruentes uns aos outros. Alternativa: D
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Areas de um cone de revolu¢do

Como a base de um cone de revolugdo é um circulo de
raio R, a érea da base de um cone é dada pela expressdo:

_ 2
Abase =n-R

Além disso, o comprimento da circunferéncia dessa
base é dado pela expressao:

C=2r-R

Observe que, ao desenvolver a superficie lateral de um
cone de revolugao, a figura obtida é a de um setor circular
cujo raio coincide com a geratriz do cone.

A

g
Planificacio > V<) A

AL N\,
RO g

A

Sendo 6 a medida, em radianos, do angulo central da
planificacdo da superficie lateral de um cone de revolucdo
e ( o comprimento do arco do setor circular que representa
essa planificacdo, temos que:

/=0-g
Como o arco desse setor corresponde ao comprimento
de toda a circunferéncia da base do cone, a sentenca £ =C
implica uma importante relagdo métrica, prépria dos cones

de revolucgdo:

0-g=2n-R

resolvidos

3 Qual a medida, em graus, do angulo central da plani-
ficacdo da superficie lateral de um cone circular reto
cujo raio da base mede 9 dm e a altura mede 12 dm?

A 330° C 165° E 90°
B 216° D 144°
Resolucdo:

Para resolver esse problema, podemos, primeiro, des-
cobrir a medida da geratriz do cone.
Entdo, de 92 =R?+ h?, obtemos:
9> =97 +12° =81+ 144 = 225 dm”
Como g >0, vem queg:+\/ﬁz15 dm.
Agora, de 6 - g=2n- R, temos que:
18t _6n

0-15=21-9<0=— rad
15 5
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Convertendo a medida angular de radianos para graus,
6-180° —216°

obtemos 0=

Alternativa: B

4 Um pedaco de cartolina em forma de setor circular, com
raio de 20 cm e angulo central de 144°, foi cortado para
montar a superficie lateral de um cone circular reto.
Quanto esse cone tera de altura depois de montado?

A 8\/§cm. C 4ﬁcm. E 4\/zcm.
B 16v2 cm. D 8J7 cm.
Resolucdo:

Em questbes como essa, é importante observar que
o raio do setor circular ndo é igual ao raio da base do
cone, e sim igual a geratriz do cone. Assim, g =20 cm.
Calculando 6 em radianos, temos:

180° — = rad _144° _ 4rm
0= T =— rad
144° — @ rad 180° 5
Entao, de 0 - g=2mn- R, obtemos:

%»20:27:-R:>R:8 cm
Finalmente, de g2 =R’ + hz, vem que:
20°=8°+h% h>0
h? =400 — 64 = 336 cm?
Portanto, h=+/336 = 4\/5 cm.
Alternativa: E

A drea de um setor circular equivale a metade do produto do com-
primento ¢ do arco de circunferéncia pelo comprimento r do raio:
{-r

setor 2

Como o raio do setor circular que corresponde a pla-
nificacdo da superficie lateral do cone tem o comprimento
da geratriz desse cone, a area lateral dos cones de revo-
lucdo é expressa por:

l-g
AIateral = T
Da igualdade ¢ = 2nR, podemos deduzir que:
_2n-R-g

lateral — 2

Simplificando a fragdo, concluimos que a area lateral
de um cone de revolucdo pode ser expressa por:

A\atera\ =m-R- g

Entdo, como os cones de revolugdo possuem apenas
uma base, sua area total fica expressa por:
Atotal = AIateral + Abase

A =T-R-g+m-R>=7R(g+R)



resolvido

5 Qual a area lateral de um cone de revolugéo cujo raio
da base mede 4 cm e a altura mede 3 cm?

A 121 cm?. C 16m cm?. E 25mcm?.
B 151 cm?. D 20m cm?.
Resolucdo:

Da relacdo g2 =R? + h? temos g2 =42+3°=16+9=
=25 cm?.
Como g>0,entdog=>5cm.
Dessa forma, a area lateral do cone mede:

Asera =T -R-g=m-4-5=20mcm’
Alternativa: D

Uma relacdo entre a altura h de um cone equildtero e a medida ©
do angulo central da planificacdo de sua superficie lateral pode ser
deduzida das expressoes ja estudadas:

g=2R
0-g=2m-R

Substituindo o comprimento da geratriz na segunda equacdo, obte-
mos 0 - 2R =2x - R. Portanto, 6 = m rad.

Assim, é interessante observar que a planificacdo da superficie lateral
de um cone equildtero é um semicirculo cujo raio coincide com a
geratriz do cone.

resolvido

6 Se B, L eT sdo os respectivos valores da area da base
de um cone equildtero, de sua area lateral e de sua
area total, entdo:

AB_L.T  .B_L_T  _B_L_T
1 2 3 2 3 4 1 4 5
g B_L_T p B_L_T
1 4 9 2 3 5
Resolucdo:

A area da base de todo cone de revolucdo é B=m - R,
Como, em cones equiladteros, g = 2R, a area lateral
desseconeél=n-R-g=m-R-2R=2m-R%

Eadreatotal é T=B+L=n-R*+2n R°=3n R’
Portanto B:L:T.
1 2 3

Alternativa: A

Volume de um cone qualquer

Vimos, em capitulos anteriores, que o volume de uma
pirdmide ndo depende do formato de sua base, mas sim do
valor da drea dessa base. Assim, entendendo os cones como
piramides com bases curvilineas, pelo principio de Cavalieri,
o volume de um cone equivale a terca parte do produto da
drea de sua base pelo comprimento de sua altura.

Vértice

Na figura, se os planos o e B sdo paralelos, entdo a
altura do cone ¢é a distancia entre esses planos, ou seja, h
é a distancia de o.a B e, sendo B o valor da érea da regiéo
indicada como base, o volume de sélidos como o repre-
sentado pela figura fica expresso por:

v=Bh
3

O solido da figura anterior também é um tipo de cone,
mas ndo um cone de revolucdo.

Vale lembrar que cones de revolucdo tém base circular.
Desse modo, concluimos que o volume desses cones é
expresso por:

Ve n-R-h
3
resolvido

7 O volume de um cone cuja circunferéncia da base tem
18 m de comprimento e a altura mede 2n m € igual a:

A 27m° C 45 m°. E 81m.
B 36 m°. D 54 m°.
Resolucdo:

Do comprimento da base, obtemos 2nR=18 <R = 2 .
b8
Portanto, o volume desse cone, em m3, é:

2
:n‘R2~h:E(9) g 2w 81 _

3 3

V

Alternativa: D
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€sferas

Os préximos corpos redondos que estudaremos com
maior profundidade sao as esferas, que dao forma a inime-
ros objetos manufaturados pelo homem, além de servirem
como modelo para estudos do comportamento fisico dos
universos microscopico € macroscopico.

kphoto.com

tockphoto.com

Mutlu Kurtbas/iStockphoto.com

Formalmente, podemos definir uma esfera da seguinte
maneira:

“Sejam O um ponto do espaco e R uma distancia defi-
nida. Chamamos de esfera o conjunto formado por todos
0s pontos do espaco cujas distancias até o ponto O sejam
menores ou iguais a R.”

Na figura da esfera, os elementos em destaque sdo:

« o centro da esfera, que é o ponto O; o

. trés eixos da esfera, que sdo as retas OD, OE e OF,
perpendiculares duas a duas;

. trés circulos méaximos da esfera, situados em planos
perpendiculares dois a dois;

. um ponto D da regido interior da esfera;

- um ponto E da superficie da esferg;

- um ponto F da regido exterior a esfera.
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E importante observar que R ndo é o representante
de determinado segmento de reta, mas de um valor nu-
meérico, que € o comprimento definido como distancia ao
centro da esfera. Assim, em relagdo aos pontos destacados
na figura:

- Distancia (D, O) <R
. Distancia (E,0O)=R
- Distancia (F, O)>R

O comprimento R que define a esfera é denominado
raio da esfera. Assim, dizemos que a figura representa uma
esfera de centro O e raio R.

Os circulos maximos de uma esfera também recebem
o nome de meridianos da esfera.

Todo circulo méximo de uma esfera tem o mesmo cen-
tro que a esfera.

Chamamos de diametro da esfera qualquer segmento
de reta cujas extremidades sdo os pontos de intersecdo de
dois meridianos da esfera.

Os diametros da esfera medem 2R, e o centro da esfera
pertence a todos eles.

A descoberta de Arquimedes

Arquimedes de Siracusa foi um grande pensador da
Antiguidade, e seus experimentos contribuiram muito tanto
para os estudos da Matematica quanto para os da Fisica.
Uma das conclusdes mais impressionantes que tirou des-
ses experimentos foi a relacdo entre volumes e areas de
duas formas geométricas em particular: a esfera e o cilindro
equilatero.

Suas descobertas sobre a métrica desses corpos
redondos s6 foram demonstradas muito posteriormente,
quando o conhecimento matematico ja incorporava o cal-
culo diferencial e integral, de modo que Arquimedes pode
ser considerado um precursor dessa ciéncia.

De acordo com os experimentos de Arquimedes, se
um cilindro equilatero e uma esfera tém o mesmo raio R,
entdo a area da superficie total do cilindro € 50% maior
que a area da superficie esférica. O mais impressionante
€ que, nessas condigdes, o volume do cilindro também é
50% maior que o volume da esfera.

Superficie do cilindro _ Volume do cilindro 15
Superficie da esfera  Volume da esfera

Superficie esférica

Vamos usar a relagdo de Arquimedes com o objetivo de
deduzir uma expressdo para a area da superficie esférica.



A area total de um cilindro de revolugdo € composta das
areas de sua superficie lateral e de suas duas bases circu-
lares. Assim, sendo R e h as medidas do raio e da altura do
cilindro, temos:

* Ajsteral = 2TRN
© Apgse =TR
© A = Aeral T 2+ Apee = 2RN + 27R? = 21R(h + R)

Como se trata de um cilindro equilatero, h = 2R. Portanto:
« Ay = 2TR(2R + R) = 21R - 3R = 61R?

Entdo, da relacdo de Arquimedes para as areas da su-
perficie esférica e do cilindro equilatero, obtemos:

Area do cilindro equildtero —15
Area da superficie esférica

67R? 3

Area da superficie esférica 2

3-(Area da superficie esférica) = 12nR?

Area da superficie esférica = 4nR?

resolvido

8 Qual a drea aproximada da superficie de uma esfera
com 80 cm de didametro?

A 18m° C 2,0m? E 22m°
B 1,9 m°. D 21m°
Resolucdo:

Do diametro da esfera, obtemos 2R=80cm < R=40cm.
Assim, o valor exato de sua area é:

A= 4nR? = 4n - 40% = 64001 cm?
Convertendo a unidade, encontramos:

A =6400m - (10 2 m)>=6400 - 10"*r m? = 0,641 m?
Com wt =314, temos o valor aproximado A= 0,64 - 314 =
=2,0096 m”.

Alternativa: C

Volume da esfera

Também vamos utilizar a relacdo de Arquimedes a fim
de deduzir uma expressdo para o volume da esfera.

O volume de um cilindro de revolucdo de raio R e altura
h é dado por:
° \/cilindro = TEth

Como se trata de um cilindro equilatero, h = 2R. Logo:
* Viindro = R’ - (2R)= 2nR’?

Entdo, da relacdo de Arquimedes para 0s volumes da
esfera e do cilindro equildtero, temos que:

Volume do cilindro equilatero _
Volume da esfera
PL _3

Volume da esfera 2
3-(Volume da esfera) = 47R3

1,5

Volume da esfera=

47R3
3

resolvidos

9 Calcule o volume de uma esfera sabendo que sua su-
perficie tem uma &rea de 324m cm?.

A 2431 cm’. D 792m cm?’.
B 297 cm’. E 972mcm’.
C 423m cm’.

Resolucdo:

Da éarea da superficie, obtemos 4R =324t < R2 =81,
Portanto, R=9 e o volume dessa esfera, em cm3, é:

V

3 3
:4TER :4n-9 :4n;29:4n-243:972n

3 3

Alternativa: E

10 Qual o nimero inteiro que mais se aproxima da medi-
da, em centimetros, do raio interno de um recipiente
esférico com capacidade de 1litro? Utilize m = 3.

A2 D5
B 3 E 6
c 4

Resolucdo:

Como 1 litro equivale a 1000 cm?®, sendo R a medi-

da, em centimetros, do raio dessa esfera, obtemos

3
4TR” _ 1000.

Com 1 = 3, temos que, aproximadamente,
4R® =1000 & R® =250 < R=3250

Entdo, como %<% <§/%, temos que R satis-
faz 6 < R <7, sendo 6 o inteiro que mais se aproxima
da medida do raio.

Alternativa: E

Se¢do meridiana da esfera

Qualquer reta que passe pelo centro de uma esfera é
também um eixo dela. Dessa forma, qualquer plano que pas-
se pelo centro da esfera promove nela uma secdo meridiana.

A circunferéncia de uma secdo meridiana da esfera é
chamada de meridiano da esfera.

A area da secdo meridiana de uma esfera de raio R é
igual a nR?.

O comprimento dos meridianos de uma esfera de raio
R éigual a 2nR.
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Hemisférios

Toda secdo meridiana de uma esfera a divide em dois
soélidos congruentes, denominados hemisférios. Assim, o
volume de um hemisfério equivale a metade do volume de
uma esfera de mesmo raio R.

Volume do hemisfério = %-(volume da esfera)

3
Volume do hemisfério = % 4“;

3
Volume do hemisfério = 2nR

E

Os hemisférios sdo dotados de duas superficies. Uma
delas € plana, tem o formato de um circulo e pode ser
considerada a base do hemisfério. A outra € curva e equi
valente a metade da superficie de uma esfera. Logo, em
um hemisfério de raio R, temos:

_ 2
Aplana =TR

2
Acyva = 2TR

Atotal = 3TCR2

resolvido

11 Um pedaco macico de isopor com a forma de uma
semiesfera tem volume igual a 2,25n dm® e terd sua
superficie curva pintada para a decoragdo de uma fes-
ta infantil. Qual o valor da area a ser pintada nessa

pega?
A 2,25m dm? D 9mdm?.
B 4,5t dm? E 1,251 dm?.
C 6,75m dm”.
Resolucdo:
Como 2,25:@:9,temos:

100 4

3
V=29 L p3o27 p=3 g

3 4 8 2

Portanto, a drea que sera pintada é igual a:

2
A=27R? = 21:(;) :%n:4,5n dm?

Alternativa: B
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Calota esférica

Se uma secgdo plana de uma esfera ndo passa pelo
seu centro, entdo essa secdo a divide em dois sélidos ndo
equivalentes, denominados calotas da esfera.

Sendo R o raio da esfera secionada, a base de uma
calota dessa esfera deve ser uma circunferéncia de raio r,
talquer<R.

Como a projecdo ortogonal do centro O da esfera deve
coincidir com o centro O' da base da calota, esses centros
determinam, com qualquer ponto P da circunferéncia da
base da calota, um tridngulo retdngulo POO', de hipotenu-
sa PO =R e cateto PO' =r. Dessa forma, sendo d = 00" a
distdncia entre os centros da esfera e da base da calota,
do teorema de Pitdgoras, obtemos:

RP=d?+r
O triangulo POQ' ndo existe quando r =R, pois, nesse
caso, O =0Q' e as calotas sdo também hemisférios.

resolvido

12 Uma esfera de raio R cm é secionada por um plano
que estd a 5 cm de distancia do centro da esfera. Se a
drea da base das calotas obtidas é de 144w cmz, entdo
R éigual a:

A 10
B 1
Cc 12
D 13
E 14

Resolucdo:

Da é&rea da base da calota, obtemos mr? = 1441 <
<Sr=12cm.

Da relacdo R? = d? + r?, temos que RZ =52+ 122 =
=25+ 144 =169 cm”.

Portanto, R=13 cm.

Alternativa: D

Cunhas e fusos esféricos

Considere que duas secdes meridianas de uma esfera
de raio R determinem um diedro de medida 6. Nesse caso,
a esfera ficara dividida em quatro sdélidos geométricos de-
nominados cunhas esféricas. Duas delas terdo angulo de
medida 0; e as outras duas, o suplemento desse angulo.



O volume de uma cunha esférica é diretamente pro-
porcional a medida 6 de seu diedro.
Assim, com 6 em graus, encontramos:

Vewnna __ 0
Vesfera 360°
__9
cunha 3600 esfera
6 4mR’

chnha = 3600 3

_ onR>
cunha — 270°

Com o angulo, de medida 6, em radianos, temos:

chmha — i
esfera
-6
cunha on esfera
_6 4nR’

cunha — o 3

2 003
chnha = geR

Cada cunha esférica é dotada de trés superficies:
duas delas planas e equivalentes a semicircunferéncias
de raio R, e uma curva, que é parte da superficie da
esfera secionada.

A superficie curva de uma cunha esférica € denominada
fuso esférico, e sua drea é diretamente proporcional a me-
dida 0 de seu diedro.

Assim, com 6 em graus, temos:
Afuso — 0
A 360°
0

fuso ’ Aesfera
360°

=9 4nr?

A =
fuso 3600

esfera

_ 6nR’
fuso 900

Com o angulo, de medida 6, em radianos, obtemos:

Afuso — i
Aesfera 2n
0
fuso _%' esfera
A =0 4nR?
fuso on
Afuso = 26R’

A drea de toda a superficie de uma cunha esférica
equivale a soma das areas de suas duas faces planas e
semicirculares com a area de seu fuso esférico:

mR’

A 2 +20-R?

cunha —

Acyna = (T +20) - R?

cunha —

resolvidos

13 Qual o volume aproximado de uma cunha com 80° de
uma esfera de raio 9 cm? Use ©t = 314

A 680 cm®. C 750 cm®. E 810 cm®.
B 710 cm®. D 780 cm®.
Resolucdo:
Solucéo 1
O volume de toda a esfera é:
3 3
_ 4R _ 4m-9 — 9721 cm®
esfera 3

Logo:

Veunns _ 80° 2

o = Vonra =g 972n=216n =678 cm®
vesfera 360 9
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Solucdo 2
Determinando o valor de 6, em radianos, temos:

180° — m rad - 80°m _4n

=
80° — O rad 180° 9

Da férmula do volume da cunha, obtemos:

V N :ZeR3:2.4_n
cunna 3 3

Alternativa: A

9% =8n-27=216m =678 cm’

14 Qual o valor do raio de uma cunha esférica de 90°
cuja area total € igual a 32m?

A1
B 2
c3
D4
E 5

Resolucdo:

. T ! o
Como 90° equivalem a 5 radianos, da expressado para

a area da cunha, obtemos:

cunha

A —(n+29).R2:>32n—[n+2-’2t)-R2@
&32n=2n-R° R’ =16

Como R >0, temos que R=4.

Alternativa: D

Inscri¢oes e circunscricoes

Esferas e outros sélidos geométricos podem estabe-
lecer relacdes de inscricdo e circunscricdo de acordo com
algumas normas. Em todos os casos:

. se um sdlido estd inscrito em uma esfera, entdo a es-
fera estd circunscrita ao sélido;

. se uma esfera estd inscrita em um sdlido, entdo o séli-
do esta circunscrito a esfera.

Um poliedro esta inscrito em uma esfera se, e somente
se, todos os vértices do poliedro pertencerem a superficie
da esfera. Uma esfera estéd inscrita em um poliedro se, e
somente se, a superficie da esfera tangencia todas as faces
do poliedro.

Todos os poliedros regulares — tetraedros, hexaedros,
octaedros, dodecaedros e icosaedros — sdo inscritiveis e
circunscritiveis em/a esferas de mesmo centro.

Cilindros estdo inscritos em esferas quando as circun-
feréncias de suas bases estao contidas na superficie da
esfera. Esferas estdo inscritas em cilindros quando a super-
ficie da esfera tangencia as trés superficies do cilindro. Para
que isso ocorra, o cilindro deve ser equilatero.

Cones estdo inscritos em esferas quando seu vértice
e todos os pontos da circunferéncia de sua base per-
tencem a superficie da esfera. Esferas estdo inscritas em
cones quando a superficie da esfera tangencia as duas
superficies do cone.
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Paralelepipedos retangulares, prismas regulares e
cilindros de revolucdo sdo inscritiveis em esferas, mas
ndo necessariamente existem esferas as quais sejam cir
cunscritiveis.

Piramides regulares e cones de revolugdo s&o inscriti-
veis e circunscritiveis em/a esferas.

Nos exemplos a seguir, indicaremos por r a medida
do raio das esferas inscritas e por R a medida do raio das
esferas circunscritas aos demais solidos.

€sfera inscrita no cubo

Quando uma esfera esta inscrita em um cubo, o dia-
metro da esfera tem a mesma medida que a aresta do
cubo, pois a sua superficie tangencia as seis faces qua-
dradas do cubo em seus respectivos centros, localizados
na intersecdo de suas diagonais.

Sendo r a medida do raio da esfera e a medida da
aresta do cubo circunscrito, temos:

Diametro da esfera = Aresta do cubo
2r=a

a
r==
2

€sfera circunscrita ao cubo

Quando uma esfera circunscreve um cubo, o didmetro
desta tem a mesma medida da diagonal do cubo, pois o
centro deste, que é o ponto de intersecdo de suas dia
gonais interiores, coincide com o centro da esfera. Assim,
o raio da esfera deve medir o mesmo que a distancia do
centro do cubo a um de seus vértices.




Sendo R a medida do raio da esfera e a a medida da
aresta do cubo inscrito, obtemos:

Diametro da esfera= Diagonal do cubo

2R=av§

R=ﬁ
2

€sfera circunscrita ao paralelepipedo

Quando uma esfera circunscreve um paralelepipedo
retangular e reto, o didmetro da esfera tem a mesma me
dida que a diagonal do paralelepipedo.

Sendo a, b e ¢ as dimensdes do paralelepipedo inscrito
em uma esfera de raio R, temos:

Diametro da esfera = Diagonal do paralelepipedo

2R=+a’+b? +c?

€sfera circunscrita ao cilindro

Quando uma esfera circunscreve um cilindro de revo-
lugdo, o didmetro da esfera tem a mesma medida que a
diagonal de uma se¢do meridiana do cilindro, pois toda secéao
meridiana do cilindro também seréa secdo meridiana da esfera.

Se um retangulo ABCD for segao meridiana do cilin-
dro, entdo sua diagonal AC, por exemplo, sera didmetro da
esfera. Assim, do teorema de Pitagoras no triangulo ABC,
temos que:

AC? = AB? + BC?
Desse modo, como AB é diametro da base e BC é
altura do cilindro:
(2R)? = (21 + h?

4R? = 417 + h?
R2 _ A +h?
4

Var? +n?

2

R=

Esfera inscrita no cone

Quando uma esfera estd inscrita em um cone de re-
volucdo, ela tangencia cada geratriz do cone, além de
tangenciar a base do cone exatamente no centro dessa
base, e a distancia entre os centros mencionados mede o
mesmo que o raio da esfera.

Sendo O' o centro da base de um cone de vértice V
circunscrito a uma esfera de centro O, temos que o ponto
O pertence ao segmento VO', que ¢ a altura do cone.

Entdo, considerando A um ponto da circunferéncia da
base do cone e T o ponto da geratriz VA onde ocorre a
tangéncia da superficie esférica com a superficie lateral
do cone, os triangulos VOT e VAO' sdo semelhantes, pois
possuem angulos retos de vértices T e O', bem como o
angulo interno de vértice V.em comum.

Dessa semelhanca, vem que:

VO_OT _ VT

VA  AO' VO'

™
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N&o havendo interesse na medida do segmento VT,
descartamos a Ultima fracdo dessa sentencga, restando os
segmentos que medem:

- a diferenca entre a altura do cone e o raio da esfera
inscrita: VO =h —r;

. um raio da esfera inscrita: OT =r;

« uma geratriz do cone: VA =g;

« um raio da base do cone: AO'=R.

1M



Substituindo essas medidas na proporgdo que nos
interessa entre as obtidas da semelhanca de triangulos,

encontramos:
hr_r
g R
r-g=h-r-R
r-g=h-R-r-R
r-g+r-R=h-R
r-@+R)=h-R
hR
g+R

€sfera circunscrita ao cone

Quando uma esfera estéa circunscrita a um cone de re-
volucdo, a projecdo ortogonal do centro da esfera no plano
da base do cone coincide com o centro dessa base, e a
distancia entre os centros mencionados mede a diferenca
absoluta entre o raio da esfera e a altura do cone.

\Y,

Sendo A um ponto da circunferéncia da base de um
cone de vértice V inscrito em uma esfera de centro O, te-
mos que o centro O' da base do cone € vértice de um
angulo reto de lados AQO' e OO'. Portanto, no triangulo re-
tangulo AOQO":

- AO éraio da esfera: AO =R;
- AO'é raio da base do cone: AO'=r;

- OO'mede a diferenca absoluta entre a altura do cone
e o raio da esfera: OO'=|h — Rl

Entdo, do teorema de Pitdgoras, obtemos:
R?=r?+1h —RI?

R°=r’+h’ 2hR+R?
2hR =1 +h?
R=r2+h2
2h
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Além disso, sendo M o ponto médio da geratriz VA
do cone, temos que os triangulos OVM e AVO' sdo seme-
Ihantes, pois possuem angulos retos de vértices M e O' e
o angulo interno de vértice V. em comum.

\

Dessa semelhanca, vem que:

VM VO MO
VO' VA AO'

N&o havendo interesse na medida do segmento MO,
descartamos a Ultima fracdo dessa sentenca, restando os
segmentos que medem:

- ametade de uma geratriz do cone: VM= g;
- um raio da esfera circunscrita: VO =R;

- aaltura do cone: VO'=h;

« Uma geratriz do cone: VA =g.

Substituindo essas medidas na proporcao que nos inte-
ressa entre as obtidas da semelhanca de tridngulos, temos:

=l R e}

=
X
Il
Nl@Q o |70

ZY)

Il
N |<.o
>

Finalmente, observando a relagdo métrica 92 =’ +h?
entre as medidas da geratriz, do raio da base e da altura
de um cone de revolucdo, podemos perceber que as duas
expressdes obtidas para o raio da esfera circunscrita a esse
cone se equivalem.

€sfera inscrita na pirbmide reqular

Quando uma esfera esta inscrita em uma piramide re-
gular, a projecdo ortogonal do centro da esfera no plano
da base da piramide coincide com o centro dessa base e
a distancia entre os centros mencionados mede o mesmo
que o raio da esfera. Além disso, cada ponto em que a
esfera tangencia uma face lateral da piramide pertence ao
ap6tema da piramide contido nessa face.



Embora a figura a seguir apresente uma esfera inscri-
ta em uma pirémide quadrangular regular, os resultados
obtidos desse estudo sdo validos para qualquer tipo de
piramide regular.

\'

Considerando o ponto médio M de uma aresta AB da
base da piramide de altura VH e o ponto de tangéncia T
da esfera de centro O com a face lateral VAB, os triangulos
VOT e VMH sdo semelhantes, pois possuem angulos retos
de vértices T e H, bem como o angulo interno de vértice
V.em comum.

Dessa semelhancga, vem que:

VO _OT _ VT
VM HM  VH
N&o havendo interesse na medida do segmento VT,

descartamos a Ultima fracdo dessa sentenca, restando os
segmentos que medem:

- adiferenca entre a altura da pirdmide e o raio da es-
fera:VO=h -,

« um raio da esfera inscrita: OT =r;

« um apotema lateral da piramide: VM = g;

. um apdotema da base da pirdmide: HM =m.

Substituindo essas medidas na proporgao que nos inte-
ressa entre as obtidas da semelhanca de triangulos, temos:
h—r

r
g m
r-g=(h-r)-m
r-g=h-m-r-m
r-g+r-m=h-m
r-(@@+m)=h-m

= h-m
g+m

€sfera circunscrita a uma pirdmide regular

Quando uma esfera circunscreve uma piramide regu-
lar, a projegao ortogonal do centro da esfera no plano da
base da pirdmide também coincide com o centro dessa

base e a distancia entre os centros mencionados mede
a diferenca absoluta entre o raio da esfera e a altura da
piramide.

Novamente, embora a figura a seguir apresente uma
piramide quadrangular regular inscrita em uma esfera, os
resultados obtidos desse estudo sdo validos para qualquer
tipo de piramide regular.

O centro O da esfera circunscrita a piramide pertence a
reta determinada pela altura VH da piramide. Assim, sendo
A um dos vértices da base da piramide, temos que AOH é
um triangulo retangulo no ponto H:

. AO éraio da esfera: AO =R;

. AH é raio da circunferéncia circunscrita a base da
piramide: AH =r;

. OH mede a diferenca absoluta entre a altura da pira-

mide e o raio da esfera: OH =|h — RI.
Entdo, do teorema de Pitdgoras, obtemos:

R°=r’+lh RI
R?=r’+h? — 2hR +R?
2hR=r?+ h?
R=r2+h2
2h

Tetraedro reqular e suas esferas inscrita e
circunscrita

Os tetraedros regulares sdo poliedros inscritiveis e
circunscritiveis em/a circunferéncias de mesmo centro e a
soma das medidas dos raios dessas esferas coincide com
o0 comprimento da altura do tetraedro.

R+r=h

Sendo / a medida da aresta de um tetraedro regular,
temos que:

! ! . 6
« oraio de sua esfera inscrita € dado por: r=——;

12
6

- oraio de sua esfera circunscrita € dado por: R:T.
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Demonstracoes
Seja ABCD um tetraedro regular em que AH é uma de
suas alturas.

O centro da esfera inscrita no tetraedro e da circunscri-
ta a ele € um ponto O que pertence a altura AH da piramide,
de modo que:

. OH é um raio da esfera inscrita: OH =r;
. OA é um raio da esfera circunscrita: OA = R.

Como as faces desse poliedro regular sao triangulos
equilateros congruentes, sendo M o ponto médio da aresta
%, temos DM = AM. Além disso, como o ponto H é bari-
centro da base BCD, do teorema do baricentro, obtemos
DH=2-HM.

Entdo, sendo a o comprimento do apdtema da base
HM dessa piramide, temos:

« HM=g;
. DH=2g;
. AM=DM=3a.

Vamos agora observar algumas caracteristicas do trian-
gulo retdngulo AHM:

3a

H a Y

Como o ponto O também é incentro do tetraedro, con-
cluimos que o segmento OM é bissetriz interna do tridngulo
AMH. Entdo, do teorema da bissetriz, obtemos:

OA_AM _R_3a
OH HM " r

Portanto, em funcdo do comprimento a, a altura desse

tetraedro é:

S R=3r

h=R+r=3r+r=4r
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e

Como h= T expressa, de forma racionalizada, a al-

tura de um tetraedro regular de aresta /¢, temos:

4r=@:>r=@
3 12
R=3r=>R:%

Octaedro regular e suas esferas inscrita e
circunscrita

Os octaedros regulares também sdo poliedros inscriti-
veis e circunscritiveis em/a circunferéncias de mesmo centro.
Sendo / a medida da aresta de um octaedro regular,

temos que:
. oraio da esfera inscrita € dado por: r= %;

. oraio da esfera circunscrita € dado por: R =@.

Demonstracoes
Seja ABCDEF um octaedro regular de aresta /. O centro
das esferas inscrita e circunscrita € o ponto O de encon-

tro das diagonais AC, BD e EF do octaedro.
Como as diagonais do octaedro sdo diametros da es-

: ~ d
fera que o circunscreve, entdo R = 5

Cada diagonal de um octaedro também é diagonal de
um quadrado de lado ¢, por exemplo, BEDF. Desse modo,

oz

5

concluimos que R=

A deducdo da expressdo para o raio da esfera inscrita
€ mais trabalhosa.

Tomando os pontos médios M e N de arestas opostas
do octaedro como BE e FD, por exemplo, fica determinado
o losango AMCN, que contém uma sec¢do meridiana da es-
fera inscrita.

A diagonal menor MN desse losango equivale a aresta
do octaedro: MN = /.

O centro das esferas é ponto médio dessa diagonal

W:OM:ONzg

Os lados do losango AMCN sdo alturas dos triangulos
equilateros que cercam o poliedro. Assim:

AM:AN:CM:CN=§



Os pontos G e T, em que a esfera tangencia as fa-
ces ADF e BCE do octaedro, sdo os baricentros desses
triangulos equilateros. Portanto, do teorema do baricentro,

obtemos GM:TN:i-@:@.
3 2 6

O segmento GT é um diametro da esfera de raio r.
Entdo, OG=0T =r.

Observando que MGO e NTO sdo triangulos retan-
gulos nos vértices G e T respectivamente, uma vez que
esses também sdo os pontos de tangéncia da esfera
com o losango AMCN, do teorema de Pitdgoras em MGO,
temos que:

OM? = GM? + OG?

2 2
o _(ABY), e
2 6
2 2
730 o
4 36
S P30 _9P-37 e

4 36 36 36

e
=

Portanto, r=

Sélidos de revolugdo

Chamamos de superficie de revolugao aquela obtida
pela rotacdo de uma linha plana A, denominada geratriz, em
torno de uma reta, a qual recebe o nome de eixo de revo-
lucdo. Essa transformagao geométrica espacial ocorre de
modo que cada ponto de A gire em torno de sua projecdo
ortogonal no eixo e.

Na figura, as extremidades A e B da curva A giram,
respectivamente, em torno dos pontos C, e Cg, que de-
terminam o eixo de revolucdo. Além disso, cada ponto do
comprimento de A gira em torno de um ponto diferente do
segmento C,Cg.

Eixo de revolucdo

As superficies de revolugdo sdo compostas das circun
feréncias determinadas pelas trajetdrias de cada ponto da
curva geratriz AB durante sua revolu¢cdo em torno do eixo
indicado na figura.

Chamamos de sélidos de revolucdo toda porcdo do
espago que pode ser cercada por uma superficie de

revolugdo. Eles podem ser cilindros, cones ou esferas,
além de muitos outros formatos que ndo foram estuda-
dos neste capitulo. O formato de um sélido de revolucdo
depende do formato de sua geratriz A, de sua superficie
curva e da posicao dessa geratriz em relagdo ao eixo
de revolucdo.

Um sélido de revolugdo sera cilindrico quando for
gerado por um segmento de reta paralelo ao eixo de revo-
lucdo. Desse modo, cada ponto do segmento AB descreve
uma trajetdria circular cujo raio serd o mesmo da base do
cilindro.

A

A Superficie
cilindrica

B

Um sélido de revolucdo serd cénico quando for ge-
rado por um segmento de reta obliquo ao eixo e com
uma de suas extremidades sobre este. Desse modo, 0s
pontos do segmento AB descrevem trajetdrias circulares
com diferentes raios, e o circulo descrito pela extremida-
de ndo pertencente ao eixo, tendo o mesmo raio que a
base do cone.

Superficie
conica

Um sdlido de revolugdo seré esférico se for gerado por

—

uma semicircunferéncia AB com as extremidades situadas
sobre o eixo de revolugao. Desse modo, da semicircunfe-

p—

réncia AB, sdo descritas trajetdrias circulares com diferentes
raios, e o circulo descrito pelo ponto médio M do arco AB
tem o0 mesmo raio que a esfera gerada.

Superficie
esférica
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15

16

Enem 2011 A figura seguinte mostra um modelo de
sombrinha muito usado em paises orientais.

Disponivel em: http://mdmat.psico.ufrgs.br. Acesso em: 1 maio 2010.

Essa figura € uma representacdo de uma superficie de
revolugdo chamada de

A pirdmide. D tronco de cone.
B semiesfera. E cone.

C cilindro.

Resolucdo:

Considerando a seguinte sequéncia de figuras:

* Eixo

‘ “ Eixo

|

|

|

:

|

R
l i
] 1]

Podemos afirmar que a figura (a sombrinha) € o mode-
lo de um cone.

Assim sendo, a figura (com as suas possiveis imper-
feicBes) representa uma ideia (perfeita) da superficie
lateral de um cone de revolucao.

Alternativa: E

A figura a seguir apresenta um tridngulo isésceles
ABF com 6 cm de base e 4 cm de altura, um retan-
gulo BCEF com 8 cm de altura e um semicirculo de
diametro BF.

? Eixo de Revolucao

Al
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Uma peca automotiva de aluminio serd construida
com a forma do sélido gerado pela revolucdo dessa
figura em torno do seu eixo de simetria. Determine:
a) a medida da altura AD desse sélido.

b) o volume total do sdlido.

c) a area da superficie total do sdlido.

Resolucdo:

Sendo N o ponto médio do segmento BF, a altura do
solido sera:
AD = AN + NM + MD
AN é a altura do triangulo ABF: AN =4 cm;
NM é a altura do retangulo BCEF; NM = 8 cm;

MD é raio do semicirculo: MD = %-CEz 3cm.

Logo,AD=4+8+3=15cm.
O volume do cone gerado pela revolucao do triangulo
ABF é:

] 2 4 3
one —§~n~3 -4 =121 cm
O volume do cilindro gerado pela revolugdo do retan-

gulo BCEF é:
Veingo =T - 3% - 8 = 721w cm®
O volume do hemisfério gerado pela revolugdo do se
micirculo é:
2

_ < .23 _ 3
hemisfério — 3 m-37 =181 cm

Portanto, o volume total do sdlido sera:
vtotal = Vcone + chndro + vhemisfén’o =12n +72n +18n =
=1021 cm’

Como o sélido ndo possui bases, sua area total equi-
vale a soma das areas laterais do cone, do cilindro
e do hemisfério. Sendo g a medida da geratriz do
cone, do teorema de Pitdgoras no triangulo retangu-
lo ABN, obtemos:

g2=32+42:>g=5cm
A &rea lateral do cone vale:

_ _ 2
A\ateral do cone = TU- 3-5=15mcm

A area lateral do cilindro vale:
_ _ 2
A\ateral do cilindro — 2n-3-8=48ncm

A drea da superficie curva do hemisfério vale:

1 2_ )
hemisfério — 5 “4m-3° =18n cm
Portanto, a area total do sdlido sera:

Ao = 157 + 48T + 181 = 811 cm?



Texto para as questdes de 1a 10.

Trés solidos geométricos foram impressos em resina por uma impressora 3D: um cilindro circular reto, um cone cir-
cular reto e uma esfera.

Além de os sélidos impressos terem a mesma altura, todos os raios medem 6 cm.

1 Quanto mede a altura dos sélidos?
A 6cm. B 8cm. C 10 cm. D 12 cm. E 18 cm.

2 Em relacdo aos volumes desses sélidos, é correto afirmar que:

A Viiindgro = Veone T Vestera C Viiindro =2 * Veone T Vestera E Viiinaro =4 Veone = 3 * Vestera
B Viingro = Veone — Vestera D Viiindro =3 * Veone = 2 * Vestera

2 Qual a razao entre os volumes do cilindro e do cone?
A 10 B 15 Cc 20 D 25 E 3,0
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4 Qual a razao entre os volumes da esfera e do cone?
A 10 B 15 Cc 20

5 Qual a razdo entre os volumes do cilindro e da esfera?
A 10 B 15 Cc 20

6 Qual o comprimento da geratriz do cone impresso?

A 18 cm. B 12 cm. ¢ 310 cm.

D 25 E 30
D 25 E 30
D 5\/6 cm. E 6\/g cm.

7 Considerandom=3/e \/g = 2,2, a area lateral do cone impresso mede, aproximadamente:

A 150 cm?. B 175 cm?. C 218 cm®.
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D 245 cm?. E 275 cm?.



8 Calcule, sem aproximacdes, a drea da superficie total de cada sdlido.

9 Qual arazdo entre as areas totais do cilindro e da esfera?
A 10 B 15 c 20 D25 E 30

10 Sendo 6 a medida, em radianos, do angulo central da planificacdo da superficie lateral do cone impresso, entdo ) é
s

igual a:
210 5J10 105 25 \5

A
5 2 7 5 5
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11 Enem 2012 O globo da morte é uma atracdo muito usada em circos. Ele consiste em uma espécie de jaula em forma
de uma superficie esférica feita de aco, onde motoqueiros andam com suas motos por dentro. A seguir, tem-se, na
Figura 1, uma foto de um globo da morte e, na Figura 2, uma esfera que ilustra um globo da morte.

A

Figura 1 Figura 2

Na Figura 2, o ponto A estd no plano do ch&o onde esté colocado o globo da morte e o segmento AB passa pelo
centro da esfera e € perpendicular ao plano do chdo. Suponha que ha um foco de luz direcionado para o chdo colo-
cado no ponto B e que um motoqueiro faga um trajeto dentro da esfera, percorrendo uma circunferéncia que passa

pelos pontos A e B.
Disponivel em: <www.baixaki.com.br>, Acesso em: 29 fev. 2012.

A imagem do trajeto feito pelo motoqueiro no plano do chdo é melhor representada por
Q | ( | O | . |
12 Um pedaco de cartolina circular foi cortado em dois setores, os quais foram usados para formar superficies laterais

de dois cones circulares abertos.
Observe, no esquema a seguir, que os cortes feitos no circulo de cartolina seguiram as linhas determinadas pelos

raios VA e VB e as superficies cénicas foram obtidas fazendo-se coincidir os pontos das extremidades A e B de cada

,OQ«g
()

\Q é

Determine a raz&o entre as dreas das bases dos cones de vértices V, e V, sabendo que os segmentos VA e VB foram

cortados de forma perpendicular um ao outro.
A3 B 4 Cc6 D8 E 9

setor circular.
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13 Uerj Trés bolas de ténis, idénticas, de didmetro igual a 6 cm, encontram-se dentro de uma embalagem ——
j g U ——

cilindrica, com tampa. As bolas tangenciam a superficie interna da embalagem nos pontos de contato, ;
como ilustra a figura ao lado. )

Calcule:
a) a dreatotal, em cm?, da superficie da embalagem;

(¢

b) afracdo do volume da embalagem ocupado pelas bolas.

14 Trés secGes meridianas de uma esfera, com 60 cm de didmetro, dividem-na no maior nimero de pedagos congruen-

tes. Esboce uma figura que represente o formato de um desses pedacos e calcule os valores de seu volume e de
sua area total.
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15 Uma lata de tinta spray tem o formato de um cilindro com 10 cm de altura, e sua base circular possui 6 cm de didametro.

=

O fundo da lata apresenta uma concavidade semiesférica que fortalece sua estrutura, pois, se a lata tivesse um fundo pla
no, a forca do gas poderia empurrar o metal para fora. Além disso, esse formato facilita 0 uso do produto até a Ultima gota.
Considerando que o didmetro da concavidade seja o mesmo que o da base do cilindro, podemos estimar o volume
dessa lata em, aproximadamente:

A 220 cm’. B 240 cm®. E 300 cm®.

C 260 cm’. D 280 cm°.

€xercicios propostos

1 Enem 2014 Um sinalizador de transito tem o formato de 2 Projetado pelo arquiteto japonés Kisho Kurokawa e

um cone circular reto. O sinalizador precisa ser reves-
tido externamente com adesivo fluorescente, desde
sua base (base do cone) até a metade de sua altura,
para sinalizacdo noturna. O responsavel pela coloca-
c¢do do adesivo precisa fazer o corte do material de
maneira que a forma do adesivo corresponda exa-
tamente a parte da superficie lateral a ser revestida.
Qual deveré ser a forma do adesivo?
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inaugurado em 1994 na cidade de Niihama, provincia
de Ehime, no Japdo, o Ehime Science Museum é com-
posto de cinco amplas estruturas nas formas de uma
elipse, um cubo, uma esfera, um triangulo e um cone.

Ryosei Watanabe/iStockp!

Sabendo que a altura e o didmetro da base da estrutura
conica, que corresponde ao hall de entrada para 0 mu-
seu, medem cerca de 24 m e 20 m, respectivamente,

que Ageral do cone = T - R - g, com g=ij2 +(a|tura)2, e

considerando =3/, estima-se a superficie lateral dessa
estrutura em, aproximadamente:
A 50 m?. C 200 m%
B 100 m% D 400 m?,

E 800 m°.

Uece 2016 (Adapt.) A razdo entre a area total (drea la-
teral mais a drea da base) e o volume de um cone
circular reto cuja medida da altura € 4 cm e a medida
do raio da base é 3 cm é igual a:

Alcm Cc3cm’. E 5cm .
B 2cm . D 4cm .



4 Mackenzie 2018 Se um cone reto tem altura igual a

12 cm e seu volume é 64n cm®, entdo sua geratriz, em

cm, mede
A 20 D 42
E 2410

B 10v2
c 410

UEMG 2015 Um reservatorio de dgua, de formato coni-
co, com raio da tampa circular igual a 8 metros e altura
igual @ 9 metros, sera substituido por outro de forma
cubica, de aresta igual a 10 metros.

Estando o reservatdério conico completamente cheio,
ao se transferir a agua para o reservatorio cubico, a
altura do nivel atingida pela égua sera de (considere
n=3)

A 576 m.

B 4,43 m.

C 6,38 m.

D 874 m.

Ifal 2018 Certo tanque de combustivel tem o formato
de um cone invertido com profundidade de 5 me-
tros e com raio maximo de 4 metros. Quantos litros
de combustivel cabem, aproximadamente, nesse tan-
que? Considere T = 314.

A 20000 ¢. D 104666,67 (.
B 50240 /. E 150000 /.
C 83733,33 1.

UFJF 2016 Sdo dados dois cones equilateros C; e C,
tais que a drea total de C, € o dobro da éarea total de
C, e que o raio da base de C; é 3 cm. Sabendo que,
em um cone equilatero, a geratriz € o dobro do raio da
base, o volume do cone C,, em centimetros cubicos, é

A 93 D 18J6n
B 9\/%1‘5 E 54\1%15
C 18\/575

Encontrados em laboratérios de Quimica, os recipientes
erlenmeyer e béquer tém formatos bem préximos de um
cone e um cilindro.

Erlenmeyer Béquer

Considerando que um erlenmeyer e um béquer te-
nham o mesmo raio da base e a mesma altura, se o
béquer tem capacidade de um litro, qual deve ser a
capacidade aproximada do erlenmeyer?

A 500 mL. D 200 mL.
B 330 mL. E 100 mL.
C 250 mL.

9

10

1

Ufla Parte do liquido de um cilindro completamente
cheio é transferido para dois cones idénticos, que fi-
cam totalmente cheios.

A relacao entre as alturas do liquido restante no cilin-
dro (hy) e a altura (H) do cilindro é:

el
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UPE 2014 Um torneiro mecéanico construiu uma peca
retirando, de um cilindro metalico macico, uma forma
conica, de acordo com a figura 01 a seguir:
Considere t=3

10 em

Figura 01

Qual é o volume aproximado da peca em milimetros
cubicos?

A 216 x10°

B 72 x10*

C 2,8x10°

D 832 x10"

E 314 x10°

FMP 2017 Um recipiente cilindrico possui raio da base
medindo 4 cm e altura medindo 20 cm. Um segundo
recipiente tem a forma de um cone, e as medidas do
raio de sua base e de sua altura s&o iguais as respec-
tivas medidas do recipiente cilindrico.

Qual é a razao entre o volume do recipiente cilindrico
e o volume do recipiente conico?

A

B
C

[CSINS; IFCY NN Y NN
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12

13

14

15

Texto para as questdes 12 e 13.

Um fabricante de ceramicas produz recipientes em
formas compostas de cilindros e cones. As figuras
ilustram dois dos tipos fabricados.

Tipo A

Tipo B

Geralmente usados para armazenar temperos, o0s re-
cipientes do tipo A sdo cilindricos e suas tampas sdo
conicas.

Comumente utilizados para armazenar liquidos, os re-
cipientes do tipo B sdo cilindricos na parte de baixo e
conicos na parte de cima. O liquido pode ser despeja-
do por um pequeno orificio situado no vértice da parte
conica do recipiente.

Determine a razdo entre as areas laterais das formas
que compdem um recipiente do tipo A, cujo formato
seja de um cilindro equilatero de raio r, com a tampa
no formato de um cone também equilatero de raio .

Faca uma estimativa do volume de um recipiente do
tipo B que também seja formado por um cone e um
cilindro, ambos equilateros e de raio 3 cm.

Considere n=§ e \/551,7.

Unifor 2014 Parte do liquido de um cilindro circular reto
que estd cheio é transferido para dois cones circula-
res retos idénticos de mesmo raio e mesma altura do
cilindro. Sabendo-se que os cones ficaram totalmente
cheios e que o nivel da dgua que ficou no cilindro é de
3 m, a altura do cilindro é de:

A 6 metros C 9 metros E 15 metros
B 8 metros D 12 metros
UPE 2018 Foram colocadas esferas de raio 5,0 cm

dentro de um aqudario que tem o formato de um
paralelepipedo de 1,25 m de largura, 2,0 m de com-
primento e 1,0 m de altura, cheio de dgua, ocupando
sua capacidade méxima. Aproximadamente, quantas
esferas terdo que ser colocadas nesse aquario para
que 10% do volume contido no seu interior seja derra-
mado? Adote = 3,0

A 250
B 300

C 325
D 450

E 500
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Enem Uma empresa que fabrica esferas de aco, de
6 cm de raio, utiliza caixas de madeira, na forma de um
cubo, para transporta-las.

Sabendo que a capacidade da caixa é de 13824 cm?,
entdo o nimero maximo de esferas que podem ser
transportadas em uma caixa € igual a

A 4 D 24.
B 8. E 32.
C 16.

UEG 2015 Suponha que haja laranjas no formato de
uma esfera com 6 cm de didmetro e que a quantidade
de suco que se obtém ao espremer cada laranja é
2/3 de seu volume, sendo o volume dado em litros.
Nessas condicdes, se quiser obter 1 litro de suco de
laranja, deve-se espremer no minimo

Use =314
A 13 laranjas
B 14 laranjas

C 15 laranjas
D 16 laranjas

IFPE 2017 Maria Carolina resolveu sair um pouco do
seu regime e foi saborear uma deliciosa sobremesa
composta por trés bolas de sorvete e 27 uvas, con-
forme a imagem abaixo. Suponha que as bolas de
sorvete e as uvas tenham formatos esféricos e que
Maria Carolina comeu toda a sua sobremesa. Usando
T = 3, sabendo que os raios de cada bola de sorvete
tém 4 cm e, de cada uva, 1 cm, podemos afirmar que
ela consumiu, nessa sobremesa, em centimetros cubi-
cos, um total de

Disponivel em: <http://s1.1zoom.me/big3/144/Ice_cream_Blueberries 440624.jpg>.
Acesso em: 20 maio 2017.

A 108. E 900.

B 768.

C 876.
D 260.

Acafe 2017 Considere o caso abaixo e responda: quantas
gotas dessa medicagdo o médico deve administrar uti-
lizando o segundo conta-gotas, para garantir a mesma
quantidade de medicamento do primeiro conta-gotas?
Certo paciente deve ingerir exatamente 7 gotas de
um medicamento a ser administrado através de um
conta-gotas cilindrico cujo diédmetro mede d cm. Em
certa ocasido, o médico tinha disponivel apenas um
segundo conta-gotas, também cilindrico, cuja medida
do diGgmetro € igual a metade do didmetro do primei-
ro conta-gotas. Sabe-se que o volume de cada gota
equivale ao volume de uma esfera com mesmo did-
metro do conta-gotas utilizado para formd-la.

A 14 gotas C 7 gotas

B 3,5 gotas D 56 gotas
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21

Enem 2016 Uma industria de perfumes embala seus
produtos, atualmente, em frascos esféricos de raio R,
com volume dado por %1‘5~(R)3.

Observou-se que haverd reducdo de custos se forem

utilizados frascos cilindricos com raio da base R , CUjO

2
volume sera dado por n(%) -h, sendo h a altura da

nova embalagem.
Para que seja mantida a mesma capacidade do frasco
esférico, a altura do frasco cilindrico (em termos de R)
devera ser igual a
A 2R
B 4R.

C 6R.
D 9R.

E 12R.

Enem Se pudéssemos reunir em esferas toda a dgua
do planeta, os didametros delas seriam:

Toda dgua do planeta
1,39 bilhdes de km?

Agua doce do planeta
35,03 milhdes de km*

Agua doce subterranea
10,53 milhdes de km*

272 km
® Agua doce superficial
58 km 104,59 mil km®

22

Guia do Estudante: Atualidades e Vestibulares+ENEM. Abril: Sdo Paulo, 2009.

A razdo entre o volume da esfera que corresponde a
agua doce superficial e o volume da esfera que cor-
responde a dgua doce do planeta é

A1 D 29
343 136
B 1 g 136
49 203
c 1
7

FGV-SP 2013 Um reservatério tem a forma de uma
esfera. Se aumentarmos o raio da esfera em 20%, o
volume do novo reservatério, em relagdo ao volume
inicial, aumentara

A 60%

B 63,2%

C 66,4%

D 69,6%

E 72,8%

23

24

25

26

27

+—3—>

UEG 2017 Ao triplicarmos o raio e tomarmos a terca
parte de uma esfera, ela possuird, em relacdo a esfera
original, um volume
A 2 vezes maior
B 3 vezes maior
C 9 vezes maior

D 12 vezes maior
E 20 vezes maior

Uefs 2016 Uma bolha de sab&o, esférica, ndo estou-
raria se sua area superficial fosse, no maximo, 44%
maior. Logo, ela poderia conter um volume de ar em
seu interior, sem estourar, até
A 32,4% maior.

B 44% maior.

C 53,6% maior.

D 66% maior.
E 72,8% maior.

UEG 2015 Uma laranja com formato esférico e com
6 cm de didmetro foi descascada até sua metade.
Considerando esse dados, verifica-se que a area total
da casca retirada € de aproximadamente (use ©t = 3,14)

A 48 cm? C 74 cm?

B 57 cm? D 95cm?

UFRGS 2016 Se um jarro com capacidade para 2 litros
estd completamente cheio de dgua, a menor medida
inteira, em cm, que o raio de uma bacia com a forma
semiesférica deve ter para comportar toda a dgua do
jarro é

A 8. C 12. E 16.

B 10. D 14.

Enem 2017 Para decorar uma mesa de festa infantil, um

chefe de cozinha usard um meldo esférico com didmetro
medindo 10 cm, o qual servird de suporte para espetar
diversos doces. Ele ird retirar uma calota esférica do
meldo, conforme ilustra a figura, e, para garantir a es-
tabilidade deste suporte, dificultando que o meldo role
sobre a mesa, o chefe fard o corte de modo que o raio r
da secdo circular de corte seja de pelo menos 3 cm. Por
outro lado, o chefe desejara dispor da maior drea possi-
vel da regido em que serdo afixados os doces.

Regido onde seréo
afixados os doces

=

A parte hachurada
sera apoiada
na mesa

< Calota a ser cortada
e eliminada

Para atingir todos os seus objetivos, o chefe devera cortar
a calota do meldo numa altura h, em centimetro, igual a

N

A 5-
2

B 10 o1

c1 E 5

D 4
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UFU Sabendo-se que a intersecdo entre um plano rt e
uma esfera S de raio 10 cm é uma circunferéncia de
raio 6 cm, entdo, a distancia do centro da esfera S até
o plano m é igual a

A 8cm.

B 4cm.

C 5cm.

D 7cm.

Fuvest 2014

30

Rel6gio Solar é um projeto de Caetano Fraccaroli, executado por Vera Pallamin.

Esta foto € do relégio solar localizado no campus do
Butantd, da USP. A linha inclinada (tracejada na foto),
cuja projecdo ao chdo pelos raios solares indica a
hora, é paralela ao eixo de rotacdo da Terra. Sendo
W e p, respectivamente, a latitude e a longitude do lo-
cal, medidas em graus, pode se afirmar, corretamente,
que a medida em graus do angulo que essa linha faz
com o plano horizontal € igual a

Ap
B u
C90 »p
D9
E 180 p

Nota: Entende-se por “plano horizontal”, em um ponto
da superficie terrestre, o plano perpendicular a reta
que passa por esse ponto e pelo centro da Terra.

Unesp 2019 Os pontos P e Q sobre a superficie da Ter-
ra possuem as seguintes coordenadas geograficas:

“ 30°N 45° L

Considerando a Terra uma esfera de raio 6300 km, a

—_—

medida do menor arco PQ sobre a linha do paralelo
30° N éigual a
A 115073 km

12507m+/3 km

B
C 105073 km
D
E

30°N 15° O

1320m+/3 km
1350n\/§ km
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Enem Em um casamento, os donos da festa serviam
champanhe aos seus convidados em tacas com
formato de um hemisfério (Figura 1), porém um aci-
dente na cozinha culminou na quebra de grande
parte desses recipientes. Para substituir as tacas
quebradas, utilizou-se um outro tipo com formato
de cone (Figura 2). No entanto, os noivos solicita-
ram que o volume de champanhe nos dois tipos de
tacas fosse igual.

Figura 2

Figura 1

Considere:

v =4mdev.  =lmrh

esfera — 3 cone — 3

Sabendo que a taca com o formato de hemisfério é
servida completamente cheia, a altura do volume de
champanhe que deve ser colocado na outra taca, em
centimetros, é de

A 133

B 6,00.
C 12,00.
D 56,52.
E 13,04.

Enem 2014 Uma empresa farmacéutica produz medica-
mentos em pilulas, cada uma na forma de um cilindro
com uma semiesfera com o mesmo raio do cilin
dro em cada uma de suas extremidades. Essas pilulas
sdo moldadas por uma maquina programada para que
os cilindros tenham sempre 10 mm de comprimento,
adequando o raio de acordo com o volume desejado.
Um medicamento é produzido em pilulas com 5 mm de
raio. Para facilitar a degluticdo, deseja-se produzir esse
medicamento diminuindo o raio para 4 mm, e, por con-
sequéncia, seu volume. Isso exige a reprogramacdo da
maquina que produz essas pilulas.

Use 3 como valor aproximado para .

A reducdo do volume da pilula, em milimetros cubicos,
apos a reprogramacao da maquina, serd igual a

A 168.

B 304.

C 306.

D 378.

E 514.
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Uern 2012 A figura representa um sorvete de casquinha,
no qual todo o volume interno estd preenchido por sor-
vete e a parte externa apresenta um volume de meia
bola de sorvete. Considerando que o cone tem 12 cm
de altura e raio 6 cm, entdo o volume total de sorvete é

C 288m cm®.
D 26471 cm’,

A 216w cm’.
B 360m cm®.

Cefet-MG 2014 Um artesdo resolveu fabricar uma
ampulheta de volume total V constituida de uma se-
miesfera de raio 4 cm e de um cone reto, com raio e
altura 4 cm, comunicando-se pelo vértice do cone, de
acordo com a figura abaixo.

Para seu funcionamento, o artesdo depositara na am
pulheta areia que corresponda a 25% de V. Portanto,
o volume de areia, em cm3, é

A 167 C 32m. E 64rm.
B 64rm, D 128n
3 3

Enem 2016 Em regiGes agricolas, € comum a pre-
senca de silos para armazenamento e secagem da
producdo de grdos, no formato de um cilindro reto,
sobreposto por um cone, e dimensdes indicadas na
figura. O silo fica cheio e o transporte dos grdos é
feito em caminh@es de carga cuja capacidade é de
20 m°. Uma regido possui um silo cheio e apenas um
caminhdo para transportar os graos para a usina de
beneficiamento.

Utilize 3 como aproximagao para .

O numero minimo de viagens que o caminhdo pre-
cisard fazer para transportar todo o volume de graos
armazenados no silo é

A 6. D 18.
B 16. E 21
c 17

36 UEMG 2017 Observe as figuras.

37

38

g, =8cm

1

Nas figuras acima, tem-se um cilindro circular equila-
tero (S,), circunscrevendo um cone (S,), e um cilindro
circular obliquo (S5). A razdo determinada pelo volume
de S; com a superficie total de S, é

J5-1 J5+16

——cm ——cm
A 7 . C 7 .

B x/g—1cm. D \/g+16cm.

IFPE 2016 Uma bola macica, totalmente vedada, em
formato de uma esfera perfeita, de diametro igual a
6 cm, foi lancada em uma panela cilindrica cujo raio
da base mede 5 cm e altura 10 cm. Sabendo que ini-
cialmente a panela estava com dgua até a altura de
5 cm e que a bola ficou completamente submersa
pela &gua, quantos centimetros o nivel da agua se
elevara? (Dado: considere = 3)

A 36 p 30
25 25
B 2 E 22
3 15
c B
3

UFU 2018 Um recipiente, no formato de um cilindro
circular reto de raio de base r cm, possui um liquido

solvente em seu interior. A altura h desse solvente

presente no recipiente é igual a %

ilustra a Figura 1.
3
=
ot

cm, conforme

Figura1
(llustrativa e sem escalas)

Figura 2
(llustrativa e sem escalas)
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Quando uma peca macica, no formato de uma esfera de raio igual a 3 cm, € mergulhada nesse recipiente até encos-
tar no fundo, observa-se que o solvente cobre exatamente a esfera, conforme ilustra a Figura 2.
Segundo as condi¢des apresentadas, o raio r, em cm, € igual a

A 43 B 2V7. c 5\/2. D 36,

39 Enem Um artista plastico construiu, com certa quantidade de massa modeladora, um cilindro circular reto cujo dia-
metro da base mede 24 cm e cuja altura mede 15 cm. Antes que a massa secasse, ele resolveu transformar aquele
cilindro em uma esfera.

. _4 o3
Volume da esfera: V. _gnR

Analisando as caracteristicas das figuras geométricas envolvidas, conclui-se que o raio R da esfera assim construida é
igual a

A 15 B 12 C 24 D 3360 E 6330

40 Enem Os trés recipientes da figura tém formas diferentes, mas a mesma altura e o mesmo didametro da boca. Em cada
um deles é colocado liquido até a metade de sua altura, conforme indicado nas figuras.

V4 V3
Representando por V;, V, e V5 o volume de liquido em cada um dos recipientes, tem-se:
A V,=V,=V; C V,=V3<V, E V,<V,=V,
B V,<V5;<V, D Vy;<V,<V,

41 Udesc 2019 Arquimedes de Siracusa (287 a.C.-212 a.C\) foi um dos maiores matematicos de todos os tempos. Ele fez
grandes descobertas e sempre foi muito rigoroso ao provar essas descobertas. Dentre seus varios trabalhos, a esfera
foi um dos elementos geométricos aos quais ele se dedicou, estabelecendo relagces para obter o seu volume. No
Quadro 1, tém-se trés dessas relacdes para o volume de uma esfera de raio R.

Considerando uma balanga com ponto de apoio em O, a esfera e um cone de raio e altura 2R colocados a
uma distancia 2R do ponto O equilibram um cilindro de raio e altura 2R colocado a uma distancia R de O.

Equilibrio

Dupla redugéao ao

. O volume da esfera € igual a 4 vezes o volume de um cone de raio e altura R.

Cilindro circunscrito O cilindro circunscrito a esfera € igual a uma vez e meia a esfera, em area e volume.

Tab. 1 Relagdes de Arquimedes para o volume da esfera de raio R.

Se o cone do método da dupla reducdo ao absurdo tiver volume igual a 243n cm?® entdo a diferenca do volume entre
o cilindro do método do equilibrio e do cilindro circunscrito é:

A 972m cm? C 546,75 cm® E 1701n cm?

B 0cm’ D 4374mcm’

42 Fuvest Um fabricante de cristais produz trés tipos de tacas para servir vinho. Uma delas tem o bojo no formato de uma
semiesfera de raio r; a outra, no formato de um cone reto de base circular de raio 2r e altura h; e a dltima, no formato
de um cilindro reto de base circular de raio x e altura h.
Sabendo-se que as tacas dos trés tipos, quando completamente cheias, comportam a mesma quantidade de vinho,

é correto afirmar que a razdo X éigual a
h

3 3 3

A V3 g V3 c 23 D 3 E 43
6
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43 Unifesp 2015 O pingente de um colar é constituido por

duas pecas, A e B, feitas de materiais homogéneos
e transparentes, de indices de refracdo absolutos

n, = 1,6-\/5 e ng=16. A pecaAtem o formato de um
cone reto e a peca B, de uma semiesfera.

Um raio de luz monocromatico R propaga-se pelo ar e
incide, paralelamente ao eixo do cone, no ponto P da
superficie conica, passando a se propagar pelo material
da peca A. Atinge o ponto C, no centro da base do cone,
onde sofre nova refragdo, passando a propagar-se pelo
material da peca B, emergindo do pingente no ponto Q
da superficie esférica. Desde a entrada até a sua saida
do pingente, esse raio propaga-se em um mesmo pla-
no que contém o vértice da superficie conica. A figura
1 representa o pingente pendurado verticalimente e em
repouso e a figura 2, a intersec¢do do plano que contém
o raio R com o pingente. As linhas tracejadas, indicadas
na figura 2, sdo paralelas entre si e ov=30°.

FIGURA 1

FIGURA 2

raioR) @

AN
2
A A\

raio R |

a) Calcule o valor do angulo B indicado na figura 2,
em graus.

b) Considere que a peca B possa ser substituida
por outra peca B', com o mesmo formato e com
as mesmas dimensdes, mas de maneira que o
raio de luz vertical R sempre emerja do pingente
pela superficie esférica. Qual o menor indice de
refracdo do material de B' para que o raio R nao
emerja pela superficie conica do pingente?

44 Enem Assim como na relagdo entre o perfil de um

corte de um torno e a peca torneada, sdélidos de revo-
lucdo resultam da rotacdo de figuras planas em torno
de um eixo. Girando-se as figuras a seguir em torno da
haste indicada, obtém-se os sélidos de revolucdo que
estdo na coluna da direita.

B

2 j‘ll

|
1.
4 =
1
3

b AN AN
!V L L .

45

46

47

48

49

50

A correspondéncia correta entre as figuras planas e
0s solidos de revolucdo obtidos é:

A 1A, 2B, 3C, 4D, 5E.

B 1B, 2C, 3D, 4E, bA.

C 1B, 2D, 3E, 4A, 5C.

D 1D, 2E, 3A, 4B, 5C.

E 1D, 2E, 3B, 4C, bA.

Mackenzie 2016 Em um triangulo retangulo, a medida
do menor cateto € 6 cm. Rotacionando esse triangulo
ao redor desse cateto, obtém-se um sdlido de revo-
lugdo cujo volume é 128rn cm®. Nessas condigdes, a
drea total da superficie do sdlido obtido na revolucdo,
emcm? é
A 1447

B 120n

C 80m
D 72w

E 64r

Ifal 2016 Girando, em uma volta completa, um trian-
gulo retangulo de catetos 3 cm e 4 cm, em torno de
seu cateto maior, teremos o sélido abaixo com suas
caracteristicas:

A piramide com area lateral 30 cm? e volume 10 cm?®,
B cone com &rea lateral 15t cm? e volume 121 cm®.
C cone com &rea da base 161 cm? e volume 121 cm®.
D pirémide com éarea da base e éarea lateral iguais a
121 cm®.

cone com area da base e drea lateral iguais a 157 cm®.

m

FGV-SP 2018 Um trapézio é delimitado pelos eixos x
e y do plano cartesiano e pelas retas de equacdes
y=2x+1ex=4.0 sdlido de revolugao obtido quando
esse trapézio sofre uma rotacdo completa em torno
do eixo y tem volume, em unidades cubicas de com-
primento dos eixos cartesianos, igual a

A 304n C 302w 286n
3 3 3
B 101w D 96rn

PUC-RS 2014 Uma esfera de raio 1 cm esta inscrita em
um cubo cujo volume, em cm?®, é
A1 c 4
B 2 D 8

E 16

PUC-RS 2016 A circunferéncia de uma bola de voleibol
€ 66 cm. Para colocé-la em uma caixa cubica, essa
caixa deve ter, no minimo, uma aresta interna, em cen-
timetros, de

T

A3333 C 66 E o6
5 22 p 56
n T

Uece 2017 Um cubo cuja medida de cada aresta é
3 dm estd inscrito em uma esfera de raio R. A medida
de um didametro (2R) da esfera é

A 243 dm. C 33 dm.
B 3v2 dm. D 43 dm.
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EEAR 2017 Uma esfera estd inscrita num cilindro equi-
latero cuja area lateral mede 16w cm?. O volume da
esfera inscrita é

A 8rn

B 16n

O volume de um sélido € uma grandeza diretamen-
te proporcional a cada uma de suas trés dimensoes:
comprimento, largura e altura. Por isso, o volume pode
ser expresso pela relacdo:

[volume] =k - [comprimento] - [largura] - [altura]
Em que k representa uma constante de proporciona-

lidade especifica de cada forma geométrica, como
ilustram as figuras a seguir.

V:Abase‘h V:%.Rg V:%AAbase.h
| |
|
|
V=k, - ° V=k, 3 V=k,-

As constantes k;, k, e k3, que relacionam os volumes
do cilindro, da esfera e do cone inscritos em cubos de
aresta /, sdo, respectivamente:

AE,EeE, DE‘EQE.
43 6 46 12
BE T I ELXL LI
332 4 376 12
ckl T .x
34 8

UPE 2017 Um cone reto estd inscrito num cubo de
aresta 8 cm. Se a altura do cone e o didametro de sua
base tém medidas iguais, qual é a diferenca entre as
medidas dos seus volumes? Considere ©t = 3,0.

A 128 cm® D 424 cm®
B 256 cm® E 512 cm’
C 384 cm®

Udesc 2016 A base de um cone reto estd inscrita em
uma face de um cubo e seu vértice estd no centro da

. 21 o
face oposta. Se o volume do cone é 3 metros cubi-

Cos, a area do cubo (em metros quadrados) € igual a:

A8 D 20
B 24 E 4
C 16
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PUC-RS 2016 Um cone esta inscrito em um paralelepi-
pedo, como na figura. A altura do paralelepipedo é o
dobro do lado da base quadrada, de area 400 cm?.
Entdo, a razdo entre o volume do cone e o do parale-
lepipedo é

A 16000

0
o

|a Sla A

w
(&)}

Unicamp A base de uma piramide € um triangulo

equiladtero de lado L = 6 cm e arestas laterais das

faces A=4cm.

a) Calcule a altura da piramide.

b) Qual é a medida do raio da esfera circunscrita a
piramide?

Fuvest A esfera €, de centro O e raio r> 0, € tangente
ao plano o. O plano B é paralelo a oo e contém O.
Nessas condicdes, o volume da piramide que tem
como base um hexagono regular inscrito na intersec
¢do de € com B e, como vértice, um ponto em «, €
igual a

A V3P
4

B 5x/§r3

16

C 3\/§r3

8

D 7\/§r3

16

E V38

2




Férmulas de Papo-Guldin

Papo, ou Papus, de Alexandria foi um matematico grego da Antiguidade que estudou detalhadamente as proposicdes de Arquimedes e Euclides,

tendo proposto dois grandes teoremas aplicados aos sélidos de revolucdo e as suas superficies ndo planas.
Esses teoremas foram posteriormente retomados pelo matematico suigo Paul Guldin.

L % S
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3 &)

PAULI GULDINI

PAPPI SANCTO.GALLENSIS

ALEXANDRINI E Socrerare Jesu,
MATHEMATICAE D E

COLLECTIONES c E N T\R O

A FEDERICO GRAVITATIS,

Reprodugéo.
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P[SAVRI.

Apud Hieronymum Concordiam,

"VIENNZAZ AUSTRI A

DL ){3( Al Formis Matchzi Cofmerovij in Aula Colonienfi,
Superioram Conceffu. .&uno:l(:nnls'ru Narte
DC XLL
Fig. 1 Folha de rosto do livro de Papo de Alexandria, Mathematicae Fig. 2 Folha de rosto do livro de Paul Guldin, De centro gravitatis,
Collectiones, 1588, com traducdo de Federico Commandino. livro 4, 1635.

Para as superficies de revolugdo, o teorema de Papo-Guldin diz que, sendo ¢ o comprimento da curva geratriz e d a distancia do centro de gravidade
da geratriz ao eixo, a drea A da superficie gerada pela revolucdo de 0 radianos da geratriz em torno do eixo é expressa por:

A=0-d-¢

Com essa formula, pode-se demonstrar, por exemplo, a expressao para a area da superficie lateral de um cone de raio R e geratriz g, pois, nesse
caso, tem-se que:

R
:2 d=— S
0=2m 5 l=q
Assim, a drea da superficie lateral do cone fica expressa por:
A=6-d-/
A=2m-—-g
A=m-R-g
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Para os sélidos de revolucdo, o teorema de Papo-Guldin diz que, se uma figura plana de drea S e baricentro G efetua uma revolucdo de 0 radianos
em torno de um eixo que ndo seciona a figura, entdo sendo d a distancia do ponto G ao eixo de revolugdo, o volume do sélido gerado por essa

revolucdo é expresso por:

V=0-d-S

lume do cone circular reto de raio R e altura h, pois, nesse caso, tem-se que:

, @ expressdo para o vo

Com essa formula, pode-se demonstrar, por exemplo

0=2m

Assim, a drea da superficie lateral do cone fica expressa por:

0-d-S

V=

Cone circular reto

°]
9

\%

9
A A

0-g=2n-R

2+h2

=R

g2

Ao =T-RP+T-R-g

nRg

lateral —

A
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Esfera

_ 2
3 Asuperﬁcie esférica — 4n - R

Hemisfério

2nR? .
= Ahemisfério =3n-R

Calotas esféricas

RP=d’+r?
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Cunha e fuso esféricos

Inscri¢des e circunscricdes

Esfera e cone

Esfera e cubo

2r
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6 emgraus
_ onR®
cunha — 270°

0 emradianos
= 20R

cunha — 3

A =(m+20)-R?
6 emradianos

cunha

M|

6 emgraus
2

Afuso = .
90’

0 em radianos
Afuso = 29R2




Esfera e piramide regular

_ P+
2
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Sites

- Breve histdria dos trabalhos de Arquimedes. - Relacdo entre cortes de mesma altura na esfera, no cilindro e no

Disponivel em: <https:/matematica.br/historia/arquimedes.html>. cone duplo.
Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/djv7nc6a>.

165



€xercicios complementares

Texto para as questfes de 1a 4.

As medidas do raio da base, da altura e da geratriz
do cone circular reto ilustrado a seguir formam, nessa
ordem, uma progressdo aritmética de razdo igual a 5.

Calcule os valores do raio da base, da altura e da
geratriz do cone.

Faca uma estimativa do volume do cone.

Realize uma estimativa da area da superficie total do
cone.

Determine a medida, em graus, do angulo central
do setor circular que se obtém da planificacao da
superficie lateral do cone.

UFJF 2016 Considere uma esfera de raio 2 cm com
drea total A e volume V. Suponha que os valores y, A e
V, formem uma progressdo geométrica nessa ordem.
Em centimetros, quanto vale y?

A%t C sr E 961
g 8T D 24r
3

A area lateral de um cone circular reto € igual ao triplo
da area de sua base. Se executarmos a planificagdo
de sua superficie lateral, obteremos um setor circular
cujo angulo central mede

A 90°

B 100°

C 110°

D 120°

E 130°

FGV-SP A figura indica a planificacdo da lateral de um
cone circular reto:

166 MATEMATICA = Capitulo 15 = Cones e esferas

10

Fuvest Deseja-se construir um cone circular reto com
4 cm de raio da base e 3 cm de altura. Para isso,
recorta-se, em cartolina, um setor circular para a su-
perficie lateral e um circulo para a base. A medida do
angulo central do setor circular é

C 240° E 336°

D 288°

A 144°
B 192°

Fuvest Um pedaco de cartolina possui a forma de um
semicirculo de raio 20 cm. Com essa cartolina um
menino constréi um chapéu conico e o coloca com a
base apoiada sobre a mesa.

Qual a distancia do bico do chapéu a mesa?

A 1043 cm C 2042 cm E 10 cm
B 3% cm D 20 cm

Enem Um vasilhame na forma de um cilindro circular
reto de raio da base de 5 cm e altura de 30 cm esté par-
cialmente ocupado por 625xn cm? de élcool. Suponha
que sobre o vasilhame seja fixado um funil na forma de
um cone circular reto de raio da base de 5 cm e altura
de 6 cm, conforme ilustra a figura 1. O conjunto, como
mostra a figura 2, é virado para baixo, sendo H a distan-
cia da superficie do &lcool até o fundo do vasilhame.
nr’h

Volume do cone: Vcone = T

30 emi

Figura 1

Figura 2

Considerando-se essas informacdes, qual é o valor da
distancia H?
A 5cm.
B 7cm.

C 8cm.
D 12 cm.

E 18 cm.



1

12

13

14

Unesp 2014 Prato da culinaria japonesa, o temaki é
um tipo de sushi na forma de cone, enrolado exter-
namente com nori, uma espécie de folha feita a partir
de algas marinhas, e recheado com arroz, peixe cru,
ovas de peixe, vegetais e uma pasta de maionese e
cebolinha.

Um temaki tipico pode ser representado matematica-
mente por um cone circular reto em que o didametro
da base mede 8 cm e a altura 10 cm. Sabendo-se que,
em um temaki tipico de salmdo, o peixe corresponde
a 90% da massa do seu recheio, que a densidade do
salmdo é de 0,35 g/cm3, e tomando © = 3, a quantida-
de aproximada de salmdo, em gramas, nesse temaki,
éde

A 46.

B 58.

C 54.

D 50.

E 62.

FGV 2014 Um sorvete de casquinha consiste de uma
esfera (sorvete congelado) de raio 3 cm e um cone
circular reto também com 3 cm de raio. Se o sorvete
derreter, ele encherd a casquinha completa e exata-
mente. Suponha que o sorvete derretido ocupe 80%
do volume que ele ocupa quando esta congelado.
Calcule a altura da casquinha.

Uece 2017 O volume de uma tradicional casquinha de
sorvete, com formato de um cone, feito a partir de um
setor circular de 12 cm de raio e angulo central de
120 graus é igual a:

128fn o

A C % cm®.

B —64\3/575 cm’, D 712855“ cm’.

UFU Uma esfera macica de ferro de raio 10 cm sera
fundida e todo o material derretido sera usado na con-
feccdo de um cilindro circular e de um cone circular,
ambos maci¢cos com raio da base r cm e altura tam-
bém r cm. Ndao havendo perda de material durante o
processo, r sera igual a

A 4cm.

B 8 cm.

C 5cm.

D 10 cm.

15

16

Fuvest Uma superficie esférica de raio 13 cm € corta-
da por um plano situado a uma distancia de 12 cm do
centro da superficie esférica, determinando uma cir-
cunferéncia.

O raio desta circunferéncia, em cm, é

A1

B 2

Cc 3

D 4

E 5

FGV-SP 2012 Um ralador de queijo tem a forma de
cone circular reto de raio da base 4 cm e altura 10 cm.
O queijo é ralado na base do cone e fica acumulado
em seu interior (figura 1). Deseja-se retirar uma fatia
de um queijo com a forma de cilindro circular reto de
raio da base 8 cm e altura 6 cm, obtida por dois cortes
perpendiculares a base, partindo do centro da base
do queijo e formando um angulo o (figura 2), de for-
ma que o volume de queijo dessa fatia corresponda a
90% do volume do ralador.

Ralador

17

Fatia de queijo

Figura 2

Figura 1

Nas condi¢des do problema, o é igual a

A 45°, D 60°
B 50°. E 65°.
C 55°

FGV 2017 (Adapt.) Uma bola de vidro que € uma es-
fera de centro O se encaixou num copo exatamente
como mostra a figura. O raio da bola mede 13 cm e
OC =5 cm. O segmento AC é o raio do cilindro. O
que tem o maior volume: a bola ou 0 copo?

20em
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FGV-SP As alturas de um cone circular reto de volume
P e de um cilindro reto de volume Q sdo iguais ao
diametro de uma esfera de volume R. Se os raios das
bases do cone e do cilindro sdo iguais ao raio da es-
fera, entdo P— Q+R éigual a
A O.
g 28
3
Cm
p 4%
3
E 2m.

Acafe 2017 Um cone de revolugao tem altura 8 cm e
estd circunscrito a uma esfera de raio igual a 2 cm. A
razdo entre o volume da esfera e o volume do cone
éigual a

A /4.

B 1/8.

C 1/2.

D 2.

Fuvest Um cone circular reto estd inscrito em um pa-
ralelepipedo reto retdngulo, de base quadrada, como
mostra a figura. A razdo b/a entre as dimensdes do
paralelepipedo é 3/2 e o volume do cone é m. Entdo,
o comprimento g da geratriz do cone é

a

NG c 7 E Vil
B V6 D 10

EEAR 2017 Um escultor ird pintar completamente a su-
perficie de uma esfera de 6 m de diametro, utilizando
uma tinta que, para essa superficie, rende 3 m? por
litro. Para essa tarefa, o escultor gastard, no minimo,
litros de tinta. (Considere = 3)
A 18
B 24
C 36
D 48

Efomm 2016 Seja uma esfera de raio R e um cubo de
aresta A, ambos com a mesma darea de superficie. A
razdo entre o volume do cubo e o volume da esfera
éigual a

A1 c [2m. E \/E
Jr 3 6
B\/E. D\/E.
12 3
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Unifesp 2015 O metano (CH,) possui molécula de
geometria tetraédrica (figura 1). Do ponto de vista
matematico, isso significa que, em uma molécula
de metano, os 4 atomos de hidrogénio localizam se
idealmente nos vértices de um tetraedro regular, e o
atomo de carbono localiza-se no centro da esfera que
circunscreve esse tetraedro (figura 2). Nesse modelo
de molécula, a distancia entre um atomo de hidrogé-
nio e o &tomo de carbono é de 0,109 nandmetro (nm).

FIGURA 2

FIGURA 1

a) Sabendo que 1 nm =10 9 m, calcule, em milime-
tros, a medida da distancia entre hidrogénio e
carbono na molécula de metano. Registre sua
resposta em notacao cientifica.

b) Uma importante propriedade do tetraedro regular
é a de que, sendo P um ponto interior qualquer,
a soma das distancias de P as quatro faces do
tetraedro serd igual a altura do tetraedro. Nas
condicdes do problema, isso equivale a dizer que

a altura do tetraedro € igual a 4 4o raio da esfera.
3

Na figura 2, o indica a medida do angulo de liga-
¢do HCH na molécula de metano. Considerando
a tabela trigonométrica a seguir e as informacdes
fornecidas, calcule o valor aproximado de o.

70 0,9397 0,3420 2,7475
70,5 0,9426 0,3338 2,8239
71 0,9455 0,3256 2,9042
71,5 0,9483 0,3173 2,9887
72 0,95M 0,3090 3,0777
72,5 0,9537 0,3007 31716
73 0,9563 0,2924 3,2709
783 0,9588 0,2840 83759
74 0,9613 0,2756 3,4874
74,5 0,9636 0,2672 3,6059
75 0,9659 0,2588 3,7321
75,5 0,9681 0,2504 3,8667
76 0,9703 0,2419 4,0108



Texto para as questOes 24 e 25.

Um solido geométrico foi gerado pela revolugdo com-
pleta de um quadrado com 6 cm de lado em torno de
uma reta paralela a um de seus lados afastada 5 cm
do centro do quadrado.

Quanto mede o volume desse sdlido?
Quanto mede a area da superficie total desse sdélido?

EsPCEx 2016 Corta-se de uma circunferéncia de raio
4 cm, um setor circular de angulo g rad (ver desenho

ilustrativo), onde o ponto C é o centro da circunferén-
cia. Um cone circular reto é construido a partir desse
setor circular ao se juntar os raios CA e CB.

A

| Desenho ilustrativo - fora de escala |

O volume desse cone, em cm®, é igual a

EsPCEx 2017 O valor da altura de um cilindro reto de
raio R, cujo volume é a soma dos volumes dos sélidos
le2é

Desenho Ilustrativo Fora de Escala

A B4 c 2a. E a
12 4 12
B Za. D ia.
6 3

EsPCEx 2017 A angioplastia € um procedimento médi-
co caracterizado pela insercdo de um cateter em uma
veia ou artéria com o enchimento de um pequeno
baldo esférico localizado na ponta desse cateter. Con-
siderando que, num procedimento de angioplastia, o
raio inicial do baldo seja desprezivel e aumente a uma
taxa constante de 0,5 mm/s até que o volume seja
igual a 500 mm3, entdo o tempo, em segundos, que o
baldo leva para atingir esse volume é

A 10.

T

2

103|=
off

b 10¥r .

T

AFA 2017 Se uma pirdmide hexagonal regular esta
inscrita num cone equildtero cujo volume é igual a

1043

7 cm®, entdo o volume dessa piramide, em cm?,

7
éigual a
A %5 c 30¥3
7 7
B 153 p 15
7 7

AFA 2018 Considere o sélido geométrico obtido pela
rotacdo de 360° do tridangulo ABC em torno da reta
que passa por C e é paralela ao lado AB. Sabe-se
que este triangulo € isésceles, com AC=BC = R\/E m,
AB = 2R m (sendo R uma constante real ndo nula), e
que o volume do sélido obtido é V = 4ny3 m°.

A medida de R, em metros, é igual a

A3
B I3
c i
D 3

AFA 2016 Considere a regido E do plano cartesiano
dada por

YiX<y
3 3
E=qy+x21
x>0
y=0

O volume do sélido gerado, se E efetuar uma rotagdo
de 270° em torno do eixo Ox, em unidades de volu-
me, é igual a

A 26n c Br
3 2

B 26m p 18n
3
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AFA 2013 Uma caixa clbica, cuja aresta mede 0,4 me-
tros, estd com agua até é de sua altura.

Dos sdlidos geométricos abaixo, o que, totalmente

imerso nessa caixa, NAO provoca transbordamento

de dgua é

A uma esfera de raio %/E dm.

B uma piramide quadrangular regular, cujas arestas
da base e altura mecam 30 cm.

C um cone reto, cujo raio da base meca \/5 dm e a
altura 3 dm.

D um cilindro equildtero, cuja altura seja 20 cm.

AFA Considere uma chapa de aco circular de espes-
sura desprezivel e raio 15 cm. Recortando-se, dessa

. : A 2n
chapa, dois setores circulares de angulo 3 rad cada,

e juntando-se em cada um desses setores os lados
de mesma medida, sem perda de material, obtém-se
dois objetos em forma de cone. Unindo-se as bases
desses cones, obtém-se um objeto A. Dentro desse
objeto A foram inseridas esferas de ferro cuja érea da
superficie, de cada uma, é 9 cm?. Sabendo-se que
foram inseridas a maior quantidade possivel dessas
esferas dentro do objeto A, o espac¢o vago dentro
desse objeto é tal que seu volume é, em cm’®, igual a

Dado: \/5 =141

A 21 Brn C D

N
~la

ITA 2019 A superficie lateral de um cone circular reto
corresponde a um setor circular de 216°, quando pla-
nificada. Se a geratriz do cone mede 10 cm, entdo a
medida de sua altura, em cm, é igual a

A 5.

B 6.

c7

D 8.

E 9

ITA 2019 Um cone circular reto, de altura h, e um cilin-
dro circular reto tém bases de mesmo raio. O volume
do cone é metade do volume do cilindro, e a éarea
lateral do cone € igual a drea lateral do cilindro. De-
termine, em funcdo de h, o raio da esfera inscrita no
cone.

ITA 2016 Uma esfera S,, de raio R > O, esté inscrita num
cone circular reto K. Outra esfera, S,, de raio r, com
0 <r< R, estd contida no interior de K e é, simultanea-
mente, tangente a esfera S; e a superficie lateral de K.
O volume de K é igual a

A TR D 4mR®
3r(R 1) 3rR 1)
B 2mR° E  5mR°
3r(R 1) 3r(R 1)
c 7R

rR )
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ITA 2016 Em um cone circular reto de altura 1 e raio da
base 1inscreve-se um tetraedro regular com uma de
suas faces paralela a base do cone, e o vértice oposto
coincidindo com o centro da base do cone. Determine
o volume do tetraedro.

ITA 2014 Considere o sélido de revolucdo obtido pela
rotacdo de um triangulo isésceles ABC em torno de
uma reta paralela a base BC que dista 0,25 cm do
vértice A e 0,75 cm da base BC. Se o lado AB mede

[ 2
752—“ cm, o volume desse sélido, em cm?, é igual a
T
A2
16
B 3.
96
7
24°
p 2.
24
I
96
ITA 2014 Seis esferas de mesmo raio R sdo colocadas
sobre uma superficie horizontal de tal forma que seus
centros definam os vértices de um hexagono regular
de aresta 2R. Sobre estas esferas é colocada uma sé-
tima esfera de raio 2R que tangencia todas as demais.
Determine a distancia do centro da sétima esfera a
superficie horizontal.

ITA 2012 A superficie lateral de um cone circular reto é
um setor circular de 120° e area igual a 3m cm?. A area
total e o volume deste cone medem, em cm? e cm®,
respectivamente

A 4dme #

2
3

B 4ne

Cine 71?\/5

275\/5

3
E ne 211:\/5.

D 3me

ITA 2011 Uma esfera estd inscrita em uma piramide re-
gular hexagonal cuja altura mede 12 cm e a aresta da

base mede gx/g cm. Entdo o raio da esfera, em cm,

éigual a
10\/—
A 3 3. D 2\/5‘
B 3 E 9
3 3
c
4



ITA 2011 Considere uma esfera Q com centro em C e
raior=6 cm e um plano X que dista 2 cm de C. De-
termine a drea da interseccdo do plano X com uma
cunha esférica de 30° em Q que tenha aresta orto-
gonal a X.

ITA As superficies de duas esferas se interceptam or-
togonalmente (isto é, em cada ponto da intersecdo os
respectivos planos tangentes sdo perpendiculares).
Sabendo que os raios destas esferas medem 2 cm e

3 )
5 cm, respectivamente, calcule

a) a distancia entre os centros das duas esferas.
b) a area da superficie do sélido obtido pela interse-
cdo das duas esferas.

ITA Uma esfera é colocada no interior de um cone
circular reto de 8 cm de altura e de 60° de angulo
do vértice. Os pontos de contato da esfera com a su-
perficie lateral do cone definem uma circunferéncia e
distam 2\/§cm do vértice do cone. O volume do cone
ndo ocupado pela esfera, em cm?, é igual a

A 46, o 52,
9 - 9
9 ’ 9 ’
500
—T

C 5 .

ITA Os quatro vértices de um tetraedro regular, de vo-
lume 8/3 cm?, encontram-se nos vértices de um cubo.
Cada vértice do cubo é centro de uma esfera de 1cm
de raio. Calcule o volume da parte do cubo exterior
as esferas.

ITA Uma esfera de raio r é seccionada por n planos
meridianos. Os volumes das respectivas cunhas es-
féricas contidas em uma semiesfera formam uma

3
progressdo aritmética de razdo U Se o volume da

3
. Tr ~ z -
menor cunha for igual a R entdo n €igual a

A 4.
B 3.
C 6.
D 5.
E 7

ITA A area total da superficie de um cone circular reto,
cujo raio da base mede R cm, é igual a terca parte da
area de um circulo de didmetro igual ao perimetro da
secdo meridiana do cone. O volume deste cone, em
cm®, éigual a:

A TR? D n31R°

B mV2R? E %R3
3

c g3

V2

ITA Considere o triangulo isésceles OAB, com lados
OA e OB de comprimento ~/2R e lado AB de compri-
mento 2R. O volume do sdlido, obtido pela rotacdo
deste tridangulo em torno da reta que passa por O e é
paralela ao lado AB, é igual a:

A £R3 D \/ETER3
2

B R® E /3nR?
4T 3
A

€3

ITA Quatro esferas de mesmo raio R > 0 sdo tangentes
externamente duas a duas, de forma que seus centros
formam um tetraedro regular com arestas de compri-
mento 2R. Determine, em funcdo de R, a expressao
do volume do tetraedro circunscrito as quatro esferas.

ITA Seja S a area total da superficie de um cone cir-
cular reto de altura h, e seja m a razdo entre as areas
lateral e da base desse cone. Obtenha uma expres-
sdo que forneca h em funcdo apenas de S e m.

IME 2019 Um cubo com diagonal principal AG € inter

ceptado pelo plano a, perpendicular a AG, formando

uma secao hexagonal regular. Calcule, em funcdo da

aresta a do cubo:

a) o apétema dessa secdo hexagonal;

b) o raio da esfera que é tangente a essa secdo e as
faces do cubo que contém o vértice A.

IME 2017 Em um cone equildtero sdo inscritas duas es-

feras de raios @ R e R, conforme a figura abaixo.
3+1

Um plano secante ao cone é tracado de forma que

este seja tangente as duas esferas. Determine em ter-

mos de R o maior segmento possivel que une dois

pontos da curva formada pela intersecdao do referido

plano com o cone.

IME 2016 Um cone ¢é inscrito em um cubo ABCDEFGH
de forma que a base do cone é o circulo inscrito na
base ABCD. O vértice do cone é o centro da face
oposta do cubo. A projecdo do vértice H na base
ABCD coincide com o vértice D. Determine a area da
secdo do cone pelo plano ABH em fungao de @, a me-
dida da aresta do cubo.
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IME 2013 Considere uma piramide regular de base he-
xagonal e altura h. Uma esfera de raio R esta inscrita
nesta piramide. O volume desta piramide é

A 23 R
3 h-R
5 M3 R
3 h+R
c 23 R
3 h+R
o /3 R
3 h R
£ 23 R
3 h-R

IME Sejam ABC um tridngulo equildtero de lado 2 cm e
r uma reta situada no seu plano, distante 3 cm do seu
baricentro. Calcule a drea da superficie gerada pela
rotacdo deste triangulo em torno da reta r.

A 8mcm?

B 9w cm?

C 12 cm?

D 16w cm?

E 36mcm?
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IME A 4rea de uma calota esférica é o dobro da area
do seu circulo base. Determine o raio do circulo base
da calota em funcdo do raio R da esfera.

IME Sejam C e C* dois circulos tangentes exteriores
de raios r e r* e centros O e OF, respectivamente, e
seja t uma reta tangente comum a C e C* nos pontos
ndo coincidentes A e A*. Considere o sélido de re-
volugdo gerado a partir da rotacdo do segmento AA*
em torno do eixo OO*, e seja S a sua correspondente
drea lateral. Determine S em funcdo de r e r*.

IME Considere um tetraedro regular de arestas de

comprimento @ e uma esfera de raio R tangente a to-

das as arestas do tetraedro. Em funcado de a, calcule:

a) o volume total da esfera;

b) o volume da parte da esfera situada no interior do
tetraedro.

IME Um cone e um cilindro circulares retos tém uma
base comum e o vértice do cone se encontra no
centro da outra base do cilindro. Determine o angulo
formado pelo eixo do cone e sua geratriz, sabendo-se

que a razao entre a area total do cilindro e a area total

.7
do cone é R



. g Templo de Kukulcan-ou Piramide de Kukulcan, “El Castillo”, construido no século XII d.C. pelos
_ a maias itzaes na antiga cidade de Chichén ltzd, na Peninsula de lucatd, no México.

CAPITULO Troncos

Nos capitulos anteriores, foram apresentados diversos tipos de sélidos, poliedros e
corpos redondos. Agora, nosso objeto de estudo passa a ser os troncos. Observe, na
imagem, a piramide maia Chichén Itz4, que foi nomeada uma das Novas Sete Maravilhas
do Mundo. Note que, apesar de a chamarmos de piramide, tecnicamente ela é formada
por uma superposicdo de troncos de piramide.




Introdugao

Inicialmente veja os seguintes exemplos e reflita sobre
cada situacdo mencionada.

Primeiro, citamos os trés tlneis de vento localizados no
Instituto de Aeronautica e Espaco (IAE), organismo do De-
partamento de Ciéncia e Tecnologia Aeroespacial (DCTA),
em Sdo José dos Campos (SP). Entre esses tlneis, esta o
TA 2, reconhecido como o maior da América Latina; nele
sao testados diferentes modelos de aeronaves para aper
feicoar sua aerodinamica.

Fig. 1 Modelo de aeronave em ttinel de vento no IAE.

Outro exemplo a ser analisado sdo as maquetes.
No caso de construgdes, elas nos permitem ver a espa
cialidade de um edificio, estudar sua iluminacdo, fazer
alteracOes e analises no projeto, sem a necessidade de
construi-lo efetivamente, o que pode corresponder a
muita economia.

Frank Scherschel/The LIFE Picture Collection/Getty Images.

Fig. 2 Oscar Niemeyer e maquete da Catedral Metropolitana Nossa Senhora
Aparecida, em Brasilia.

O terceiro e Ultimo exemplo sdo as miniaturas de auto-
moveis de luxo. Quem nunca pensou em ter carros como
esses? Por algumas dezenas de reais vocé pode ter diver-
S0s... em miniatura!

174 MATEMATICA = Capitulo 16 = Troncos

LFA@2012/IAE/DCTA

Fig. 3 Miniaturas de automoveis.

Todos os casos mencionados estao relacionados a um
dos assuntos deste capitulo: a semelhanca de sdlidos.

Semelhanga de sélidos

Informalmente, podemos dizer que dois sélidos sdo
semelhantes se tiverem a mesma forma, mas ndo neces
sariamente 0 mesmo tamanho. Isso ocorre nos exemplos
apontados na introducdo deste capitulo. Modelos de ae
ronaves em tlneis de vento, maquetes de constru¢des e
miniaturas de carro sdo, respectivamente, semelhantes as
aeronaves, aos edificios e aos carros em tamanho natural.
Mas, afinal, quais seriam os atributos da semelhanca e o
que esses exemplos tém em comum?

Ao tentarmos responder a essa questdo, nos ocorrem
dois conceitos: igual proporcao entre os comprimentos de
todos os pares de segmentos homélogos e a igualdade
de medida entre angulos homélogos.

d| 1
d x a

Fig. 4 Cubos semelhantes tém mesma proporcdo entre segmentos homélogos.

Fig. 5 Cones semelhantes tém mesma proporcdo entre segmentos homélogos.



Para analisar o que ocorre com as areas de duas
figuras planas semelhantes, precisamos lembrar primei-
ro o que acontece com as areas no caso de as figuras
serem dois retangulos. Sendo b e h as respectivas me-
didas da base e da altura de um retangulo, sua area
€ A;=b - h. Tomando outro retangulo, semelhante ao
primeiro, com razdo k e, portanto, com base e altura
respectivamente iguais a k - b e k - h, sua area é dada
por A, = kb - kh =k?- bh=k? - A,. Assim, a raz&o entre
as areas dos dois retangulos é igual a K2,

Agora, seja uma semelhanca ¢ de razdo k entre duas
figuras F e F. Cada retangulo de F é transformado em outro
retdngulo semelhante em F', com razdo K2,

F Al

Entdo, a area de F' € o nimero real cuja aproximagao
por falta é k? vezes a area de F. Logo, a razdo entre as
dreas de Fe F' é k2.

Um fenbmeno analogo ocorre entre o volume de dois
s6lidos semelhantes com razao k. Se subdividirmos os
dois sdélidos em paralelepipedos semelhantes, a razdo
entre os volumes de cada par de paralelepipedos serd
igual a k>. Assim, a raz&o entre o volume de dois sélidos
semelhantes ¢ igual a k°.

Como exemplo, imaginemos dois cubos, um com ares-
ta de 1 m e outro com aresta de 2 m. Os dois cubos sdo
semelhantes com razdo k = 2. As razdes entre as areas
de suas superficies e entre seus volumes sdo dadas res-
pectivamente por:

A 6:2°m* 24m’
A 6.Pm?
v_2m’ _sm’_
Vo Pfm® om?

Uma situagao bastante usual em questdes é aquela
em gue seccionamos a piramide por um plano, paralelo a
base, dividindo a altura ao meio.

E

A razdo de semelhanca entre a piramide menor e a pi-

A e h_1 x
ramide original € k = 0 = > Logo, a razdo entre os volumes

da piramide menor e da maior € igual a K3 = 3 Isso significa
que, se a piramide maior tem volume V, ela fica dividida em

dois sélidos: a piramide menor com volume % e o tronco

de piramide com volume % .

Semelhanga de sélidos e paralelismo

O teorema de Tales para planos paralelos afirma que
trés ou mais planos paralelos determinam segmentos pro-
porcionais sobre duas retas secantes quaisquer.

Sejam os planos o, // o, // 05 e duas retas ry e r, se-
cantes aos trés planos nos pontos A;, A,, A5, B;, B, e B;,

BB,

conforme figura a seguir, temos: —=

r / \rz
)

Demonstracao

Por A, tracamos a reta r,' paralela a r,, que intercepta
o, e oz em C, e Cg, respectivamente. Nos paralelogramos
AB,B,C, e C,B,B5C;, temos AC, =B,B, e C,C5=B,B;.

™
w
-
r4
w
o
™
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No plano determinado por r; e ry), as retas A,C, e A,C,

sao paralelas. Aplicando o teorema de Tales ao triangulo
AA;C;, temos:
AC, _ AA,
GG A,

Como AC, =BB, e C,C; =B,B;, temos:
BB, - AA, o AA, _ AAs
BB; AA; BB, BB

Como consequéncia do resultado anterior, temos o
seguinte efeito: ao seccionarmos uma piramide ou cone
por um plano paralelo a sua base, geramos um sélido
(piramide ou cone) semelhante ao sélido original e com
razao de semelhanca igual a razdo entre as alturas. Veja
a seguir:

Pelo teorema de Tales, temos:
VA, N VA, a VA
VB, VB, VB

3

=— 4K

2 3

Devido ao paralelismo, encontramos:
AVAA, ~ AVB,B,, AVA,A; ~ AVB,B;,
AVAZA, ~ AVB;B, e AVA,A, ~ AVB,B,
. VA VA, VA, 4
com a mesma razao — = = = =k.
., VB, VB, VB,
AA, _ AA; _ AA, _ AA —k
BB, BB, BjB, B,B,

Assim:

O resultado mostra que as arestas homodlogas das
piramides VA/A,A3A, e VB,B,B;B, sdo igualmente propor-
cionais, ou seja, as piramides sdo semelhantes.

Os triangulos VA0, e VB,0, sdo semelhantes com

. O, VA,
razao =——=k. Como VO, = h, e VO, = h,, temos
VO, VB,
VO, h, ) i .
k=——=— " Assim, concluimos que a razao de seme-
VO, h,

lhanca entre as piramides VA/A,A;A, e VB,B,B;B, € igual
a razdo entre suas alturas.

176 MATEMATICA = Capitulo 16 = Troncos

Tronco de piramide

E assim denominada a parte da pirdmide compreen
dida entre sua base e uma secdo paralela a base. Sua
altura é a distancia entre os planos paralelos que contém
as duas bases. Na figura a seguir, temos os elementos do
tronco de piramide.

£ \
4

¥
/  Base menor
4

Face lateral
Altura

Base maior

Aresta

Se um tronco de piramide tem bases de dreas Ae B e
altura h, entdo seu volume é dado por:

V=2(A+B+\/A~B)

Demonstracdo
Sejam h, e h, as alturas da pirdmide seccionada e da
piramide original. Como vimos anteriormente, essas duas

h
piramides sao semelhantes com razdo k= h—1

Dessa forma, h; =k - h,, e a altura do tronco € dada
por h=h, —h;=(1-kh,.

A razao entre a area das bases & dada por

>

2 _

h A
2ok?=| L. Logo: X2 =k.
B [hzj NG

A razdo entre os volumes é dada por:

3
V. h
—1=k3=[—1] =V, =KV,



O volume do tronco é dado pela diferenca entre o
volume das duas piramides:

V=V, V,=V, KV,=(1 k),
Lembrando que V, = %B-h2 e que a fatoragcao de 1 — K3 é

dada por 1— k%= (1= K)(1”? +1- k + k?) (diferenca de cubos),
temos:

2
V=(1—k)(1+k+k2)%:>V=%(1—k)~h2 -(1+£+§]-B=>

VB

:>V=%h(8+%-\/§~\/§+§8):V:%(A+B+\/ﬁ)

Tronco de cone

E assim denominada a parte do cone compreendida
entre sua base e uma secdo paralela a base. Sua altura é
a distancia entre os planos paralelos que contém as duas
bases.

Fig. 6 Cone seccionado em cone semelhante e tronco.

Seja um tronco de cone de altura h e raios das bases
R er. As dreas das bases sdo dadas, respectivamente, por
A=nR’eB=mr’.

De maneira inteiramente analoga a demonstracdo feita
para volume do tronco de piramide, provamos que o volume
do tronco de cone é dado por:

V=%(A+B+\/A-B)

Substituindo A e B, temos:

v:%( R2+nr2+\/nR2~nr2)

v=%( R + 12 + TRY)

Vz%h(R2+r2+Rr)

Desenvolvimento da superficie lateral
do tronco de cone reto

A &rea da superficie lateral de um tronco de cone de
raios r e R e geratriz g é dada por:

Asuperﬂ'cie lateral = TR+1)-g

!
Desenvolvimento da superficie G

lateral do tronco de cone

Superficie
lateral do
tronco de

cone

Demonstracao
Da semelhanca entre o cone seccionado e o cone ori-

9,

ginal temos: ézg— = g2=égr

1
o r R—r
Assim: g=g1_g2=g1_§g1=(T)g1'

A area lateral do tronco é a diferenca entre as areas

do cone grande e do pequeno. Assim:

Asuperﬁde lateral — F’Rg1 - mgz = TC(Rg1 _rQZ)

A —lr r _ R? —r?
superficie lateral — | "G, — §r91 =T R 9,

R—r
Asuperﬁde lateral — TC(R + r)(T)%
superficie lateral = TC(R + r)g
resolvidos

Insper 2015 O rétulo de uma embalagem de suco con-
centrado sugere que 0 mesmo seja preparado na
proporcdo de sete partes de dgua para uma parte de
suco, em volume. Carlos decidiu preparar um copo
desse suco, mas dispde apenas de copos cbnicos,
mais precisamente na forma de cones circulares re-
tos. Para seguir exatamente as instrucdes do rotulo,
ele deve acrescentar no copo, inicialmente vazio, uma
quantidade de suco até

A metade da altura.

um sétimo da altura.

um oitavo da altura.

seis sétimos da altura.

sete oitavos da altura.

moOoOw
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Resolucdo:

Ao seccionarmos o cone na metade da altura, obtemos
um cone com um oitavo do volume do cone original.
Entdo, devemos acrescentar o suco até metade da al-
tura do copo e, depois, completar com a dgua; assim,
teremos um oitavo de suco e sete oitavos de agua.
Alternativa: A
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2 Determine a que distancia do vértice devemos seccio-

nar uma piramide ou cone de altura h para obter dois
solidos de mesmo volume.

Resolucdo:

Seja x a distancia pedida. O sélido que mantém o vér-
tice € uma piramide (ou cone) semelhante ao original e

com altura x. Se ele tem volume v e o original volume V,

encontramos:l:l L= (5) :i (=1 X:l.

vV o2 h) 2 3
PUC-Campinas 2017 Considere dois troncos de pird-
mides retas exatamente iguais. A base maior é um
quadrado de lado igual a 2 metros, a base menor
um quadrado de lado igual a 1 metro, e a distancia entre
as bases igual a 1 metro. Um monumento foi construido
justapondo-se esses dois troncos nas bases menores,
apoiando-se em um piso plano por meio de uma das
bases maiores, formando um sdlido. Desta maneira, a
medida da area da superficie exposta do monumento
é, emm?, igual a

A 4+645. C 1242 +4. E 1242-8.
B 8. D E

3
Resolucdo:

As faces laterais de cada tronco sdo trapézios de base
menor 1 metro e base maior 2 metros. Sendo h a altura

2-1Y’ J5
do trapézio, temos: h2—12+(2) ih:7 m?.

A area de cada um dos trapézios sera:

V5
R+ 5 .

2 4
A area lateral de cada tronco sera: 4-#:3\@ m?.

A area lateral do monumento sera igual a 6\/g m? e a
area da base maior exposta (topo do monumento) sera

igual a 4 m?. Assim, a area total exposta sera igual a
4465 m’.
Alternativa: A

UPF 2016 Um reservatdrio de dgua tem formato de um
cilindro circular reto de 3 m de altura e base com 1,2 m
de raio, seguido de um tronco de cone reto cujas bases
sdo circulos paralelos, de raios medindo 1,2 m e 0,6 m
respectivamente, e altura 1 m, como representado na fi-
gura a seguir.

H

Tm

<4
S
N

0,6 m
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Nesse reservatorio, hd um vazamento que desperdica

1
3 do seu volume por semana.

Considerando a aproximacdo ©® = 3 e sabendo que
1dm?® =1/, esse vazamento é de:

A 4320 litros.

B 15,48 litros.

C 15480 litros.

D 12960 litros.

E 5160 litros.

Resolucdo:

Lembrando que o volume do cilindrode raioR e alturah
é R?h, e o volume do tronco de cone de raios R e r

ealturahé V= %h(Rz +1% +Rr), o volume do reserva-

tério, em decimetros cubicos (litros), € dado por:

Vieservatorio = T 12730+ %10(122 +6% + 12-6) =

=12 960+ 2520 = 15480 dm®
Assim, tem-se que a resposta é %-15480: 5160 7.

Alternativa: E

Um engenheiro esta projetando uma caixa-d’dgua de
concreto em forma de tronco de piramide regular e
reta, de bases quadradas, com as seguintes medidas
internas: base menor de lado 6 m, base maior de lado
16 m e com altura da face lateral de 13 m. A capacidade
de armazenamento da caixa-d’agua é de:

A 1432000 litros.

B 1552 litros.

C 1552000 litros.

D 1681,33 litros.

E 1681333 litros.

Resolucdo:

Temos que: k? + 52 =13 < k? =144 < k =12 km.
O volume V do tronco:

V:%(A+B+\/A-B>
V:%(162+62+\/162‘62)

\V = 4(256 + 36 + 96)
V =1552 m> =1552 000 ¢

Alternativa: C



1 Uerj 2011 Um sdlido com a forma de um cone circular reto, constituido de material homogéneo, flutua em um liquido,
conforme a ilustracao abaixo.

Se todas as geratrizes desse sélido forem divididas ao meio pelo nivel do liquido, a razdo entre o volume submerso
e o volume do sdlido sera igual a:

AL
2
B 3
4
5
C_
6
b L
8

(3]
w
|
z
i}
o
TH
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2 PUC-RS O metrébnomo é um relégio que mede o tempo musical (andamento). O metrbnomo mecéanico consiste num
péndulo oscilante, com a base fixada em uma caixa com a forma aproximada de um tronco de pirdmide, como mostra
a foto.

Na representacao a seguir, a € o lado da base maior, b € o lado da base menor e V é o volume do tronco de piramide
ABCDEFGH. Se a=4b e P é o volume total da piramide ABCDI, entdo:

A v=3p
4
B v=1p
16
c v=1p
16
D v=1
64
Ev=23p
64

3 Acafe 2016 Uma peca de madeira tem a forma de uma pirdamide hexagonal regular com 21 cm de altura. Essa peca é

seccionada por um plano paralelo a base, de forma que o volume da piramide obtida seja % do volume da piréamide

original.

A distancia (em cm) da base da pirdmide até essa sec¢do € um numero:
A fracionario.

B primo.

C multiplo de 3.

D quadrado perfeito.
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4 USF 2016 Um funil de vidro, em formato de tronco de cone e cilindro, de espessura desprezivel, é utilizado para enva-
sar frascos de remédios. Suas dimens&es sao indicadas na figura.

12.em " Cada frasco a ser envasado possui a mesma capacidade desse

funil. Sabe-se que 5 L de xarope caseiro serdo envasados. Deter-

mine o numero minimo de frascos necessarios para o envase.
(Use m=314).
12 cm

5 FGV-RJ 2016 A figura abaixo mostra um tronco de piramide regular formado por dois quadrados ABCD e AB'C'D' de
centros O e O' contidos em planos paralelos e quatro trapézios congruentes. Os quadrados sdo as bases do tronco
e a sua altura é a distancia OO' = h entre os planos paralelos.

X

Se S e S'sdo as areas das bases de um tronco de piramide de altura h, o volume desse tronco é dado pela féormula

V=2(5+S"+ sS').

Sdo dadas, em decimetros, as medidas das arestas: AB=12, AB'=6, AA =9.
Calcule o volume desse poliedro em decimetros cubicos e dé um valor aproximado, usando algum dos dados abaixo.

Dados: V2 =141, V32173, V5 =224 ¢ 7 =265
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€xercicios propostos

1 Enem 2013 Uma cozinheira, especialista em fazer bo- 4 Uerj A figura abaixo representa um recipiente cénico

los, utiliza uma forma no formato representado na
figura:

Nela identifica-se a representacdo de duas figuras
geomeétricas tridimensionais.

Essas figuras sdo

A um tronco de cone e um cilindro.

B um cone e um cilindro.

C um tronco de pirdamide e um cilindro.

D dois troncos de cone.

E dois cilindros.

UFC Ao seccionarmos um cone circular reto por um
plano paralelo a sua base, cuja distancia ao vértice do
cone é igual a um terco da sua altura, obtemos dois

solidos: um cone circular reto S; e um tronco de cone
~_ volume (S

S,. Arelagéo volume (5;)
A 33

B 27.

C 26.

D o

E 3.

éigual a:
volume (S,)

Famerp 2017 Um desodorante é vendido em duas em-
balagens de tamanhos diferentes, porém de formatos
matematicamente semelhantes. A figura indica algu-
mas das medidas dessas embalagens.

50 mm

40 mm

185 mm 68 mm

£

Se a capacidade da embalagem maior é de 100 mL, a
capacidade da embalagem menor é de

A 64,0 mL D 80,0 mL
B 486 mL E 51,2mL
C 56,4 mL
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com solucdo aquosa de hipoclorito de sédio a 27%. O
nivel desse liquido tem 12 cm de altura.

|

H

4

- 12cm

Para o preparo de um desinfetante, diluiu-se a solugdo
inicial com agua, até completar o recipiente, obtendo-
-se a solucdo aquosa do hipoclorito de sédio a 8%.
Esse recipiente tem altura H, em centimetros, equiva-
lente a:

A 16

B 18

C 20

D 22

IFSC 2016 (Adapt.) Suponha que o copo representado
na figura abaixo tenha sido utilizado na Oktoberfest
para servir chopp. Admitindo que o copo é um tronco
de cone e que =3, € CORRETO afirmar que a capa-
cidade total, em mL, desse copo é

maior que 600 mL.

entre 300 mL e 400 mL.

maior que meio litro e menor que 0,6 L.
entre 200 mL e 300 mL.

menor que 200 mL.

mooOw>

Uece 2015 Um cone circular reto, cuja medida do raio
da base é R, é cortado por um plano paralelo a sua
base, resultando dois sdlidos de volumes iguais. Um
destes solidos é um cone circular reto, cuja medida
do raio da base ér. A relacdo existente entre Rer é
A R*=3r

B R?=2r
c RP=2r
D R?=3r



7 Insper 2016 No filme “Enrolados”, os estudios Disney

recriaram a torre onde vivia a famosa personagem
dos contos de fadas Rapunzel (figura 1). Nesta recria-
¢do, podemos aproximar o sélido onde se apoiava a
sua morada por um cilindro circular reto conectado
a um tronco de cone, com as dimensdes indicadas
na figura 2, feita fora de escala.

Figura 1
Disponivel em: http://g1.globo.com/pop-art/
noticia/2010/08/disney-divulga-poster de-rapunzel.html.
Acesso em 16.10.15.

) —— S

30m

6m

Figura 2

Para que o principe subisse até a torre, Rapunzel lan-
cava suas longas trancas para baixo. Nessa operacdo,
suponha que uma das extremidades da tranca ficasse
no ponto A e a outra no ponto C, onde se encontrava
o rapaz.

Considerando que a tranca ficasse esticada e perfei-
tamente sobreposta a linha poligonal formada pelos
segmentos AB e BC, destacada em linha grossa na
figura 2, o comprimento da tranca de Rapunzel, em
metros, € igual a

A 35.

B 38.

C 40.

D 42.

E 45.

8 Enem 2012 Nas empresas em geral, sdo utilizados dois

tipos de copos pldsticos descartdveis, ambos com a

forma de troncos de cones circulares retos:

« COpOS pequenos, para a ingestdo de café: raios das
basesiguaisa 2,4 cme 1,8 cm e alturaigual a 3,6 cm;

. copos grandes, para a ingestdao de agua: raios das
basesiguaisa 3,6 cme 2,4 cm e altura igual a 8,0 cm.

Uma dessas empresas resolve substituir os dois mo-

delos de copos descartdveis, fornecendo para cada

um de seus funcionarios canecas com a forma de um

cilindro circular reto de altura igual a 6 cm e raio da

base de comprimento igual a y centimetros. Tais ca-

necas serdo usadas tanto para beber café como para

beber dgua.

Sabe-se que o volume de um tronco de cone circu-

lar reto, cujos raios das bases sdo respectivamente

iguais a Rere aaltura é h, é dado pela expressao:

tronco de cone = %h(Rz + I’2 + RI’)

O raio y da base dessas canecas deve ser tal que y2

seja, no minimo, igual a

A 2,664 cm.

B 7412 cm.

C 12160 cm.

D 14,824 cm.

E 19,840 cm.

Uerj 2015 Um recipiente com a forma de um cone
circular reto de eixo vertical recebe dgua na razdo
constante de 1 cm®/s. A altura do cone mede 24 cm,
e o raio de sua base mede 3 cm. Conforme ilustra a
imagem, a altura h do nivel da d&gua no recipiente varia
em funcdo do tempo t em que a torneira fica aberta. A
medida de h corresponde a distancia entre o vértice
do cone e a superficie livre do liquido.

Admitindo T = 3, a equacdo que relaciona a altura h,
em centimetros, e o tempo t, em segundos, € repre-
sentada por:

A h=43
B h=23t
C h=2t
D h=4t

™
w
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10 IFSul 2015 Utilize o fragmento e as imagens abaixo como auxilio para responder a questdo a seguir.
Existem variados tipos de blocos de concreto para o uso de contengdo as ondas marinhas, em especial o Tetrapode — bloco
criado na década de 1950 e utilizado no Molhe Leste da Barra Cassino (Rio Grande — RS). Constituido em concreto macico,
o bloco é disposto de um eixo central, no qual sdo tangentes quatro cones alongados (patas) e arredondados, distribuidos
igualmente a 120° no espaco. Essas “patas” facilitam a conexdo entre os blocos, tornando a estrutura mais estavel. O centro
de gravidade do Tetrapode encontra-se na unido das quatro “patas”, o que dificulta o balanco e o rolamento da carcaca.

Imagens e Fragmento extraido de “Tipos de blocos de concreto para estrutura hidraulica de protecao as ondas marinhas e anélise visual dos Tetrapodes da Barra de
Rio Grande” (Adaptado). Disponivel em: http://www.semengo.furg.br/2008/45.pdf. Acesso: 10 abr. 2015.

Suponha que cada “pata” do tetrépode tenha o formato a seguir.

1,0m
D

1,5 m

20m

Considere também que se gasta 10% a mais do concreto utilizado nas 4 patas para “colar” as mesmas.
Qual é o volume total de concreto, aproximado, necessario para fazer esse tetrapode? (Use = 31).

A 4m? ciom’

B 6m’ D 12m?

11 ESPM 2014 Uma industria de bebidas criou um brinde para seus clientes com a forma exata da garrafa de um de seus
produtos, mas com medidas reduzidas a 20% das originais. Se em cada garrafinha brinde cabem 7 ml de bebida,
podemos concluir que a capacidade da garrafa original é de:

A 875 ml D 693 ml
B 938 ml E 567 ml
C 742 ml

12 UEL 2014 Uma empresa que produz embalagens plasticas estd elaborando um recipiente de formato cénico com uma
determinada capacidade, conforme o modelo a seguir.

48 cm

raio

36 cm

Sabendo que o raio desse recipiente mede 36 cm e que sua altura é de 48 cm, a que distancia do vértice deve ser
feita uma marca na superficie lateral do recipiente para indicar a metade de sua capacidade?

Despreze a espessura do material do qual é feito o recipiente.

Apresente os calculos realizados na resolucao desta questdo.
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13 Esc. Naval 2014 A area da superficie de revolugdo gera-
da pela rotagdo do triangulo equilatero ABC em torno
do eixo XY na figura abaixo, em unidade de drea é

S 1Y
A S e Ix
. . .
A 9ma? C 9/3na’ E 6v2na?
B 9v2na? D 6v/3na’

14 Mackenzie 2014 Para construir um funil a partir de um
disco de aluminio de centro O e raio R =16 cm, retira-se
do disco um setor circular de angulo central © = 225°.
Em seguida, remove-se um outro setor circular, de raio
r =1 cm. Para finalizar, soldam-se as bordas AC e BD.
O processo de construcdo do funil estd representado
nas figuras abaixo.

A medida da altura do funil é

A 2@0’]’1 C % cm E 155 cm
15439

8

B cm D 2455 cm

15 UEM 2014 A superficie de uma piscinatem o formato de
um circulo de raio 4 metros. A profundidade abaixo
de cada ponto na superficie da piscina é descrita pela
funcdo

X+ 3
pX) =
3,se3<x<4

,s5e 0<x<3

em que x € a distancia, em metros, do ponto na

superficie da piscina até a borda da piscina. Assinale o

que for correto.

01 A profundidade da piscina em um ponto que esta
a 2 metros da borda é de 2,5 metros.

02 Uma pessoa que ndo deseje ir a uma parte da pis-
cina que tenha profundidade acima de 1,5 metro
pode afastar-se, no maximo, 1,5 metro da borda.

04 Se dois pontos estdo a distancias distintas da borda
da piscina, entdo as profundidades abaixo deles
também sdo distintas.

08 O sdlido que descreve a piscina € a unido de dois
cilindros com um tronco de cone.

16 O volume de agua que cabe dentro da piscina é
24n m®.

Soma:

16 UFG 2013 Uma fabrica de embalagens resolveu pro-
duzir um copo no formato de tronco de cone circular
reto, com didmetros superior e inferiorde 6 cme 4 cm,
respectivamente. A parte central do fundo do copo é
concava, em formato de semiesfera, com 1,5 cm de
raio, como indica a figura a seguir.

T

Considerando-se o exposto, desenvolva a expressao
que fornece o volume do tronco de cone em fungao
da altura e dos raios das bases e calcule a altura apro-
ximada desse copo para que ele tenha capacidade
de 157 mL.

2 3

Dados:t=314, V_ = nz H € Voo = 4%

17 UFG 2013 Em um periodo de festas, pretende-se
decorar um poste de uma praga com fios de luzes
pisca-piscas. A estrutura da decoragao possui o for-
mato de tronco de cone circular reto com 2,4 m de
altura e didmetros de 2 m na base e 0,6 m no topo.
Os fios de luzes serdo esticados, do aro superior ao
inferior, ao longo de geratrizes do tronco de cone e,
para distribui-los de maneira uniforme, marcam-se na
circunferéncia da base pontos igualmente espacados,
de modo que o comprimento do arco entre dois pon-
tos consecutivos seja no maximo 10 cm.

De acordo com os dados apresentados, determine o
ndmero minimo de fios de luzes necessario para co-
brir a superficie lateral do tronco de cone e a soma
total de seus comprimentos.

Dado: w = 3/14.

18 Esc. Naval 2013 A Marinha do Brasil comprou um reser-
vatorio para armazenar combustivel com o formato de
um tronco de cone conforme figura abaixo. Qual € a
capacidade em litros desse reservatorio?

A 3902, c 2 on E 0%
3 3 3

B 194057 b 20
2 3

™
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19 UEL Considere o tronco de uma piramide regular de 20 Udesc 2013 Se a geratriz, a altura e o raio menor de um
bases quadradas representado na figura a seguir. tronco de cone reto sdo, respectivamente, \/E cm, 3cm

e 3 cm, entdo o volume do cone original é:

A 98mcm?®

B 491 cm’

C 13,5n cm’

D 62,51 cm®

E 76mcm’

Se as diagonais das bases medem 10\/5 cme 4\/5 cm,
a area total desse tronco, em centimetros quadrados, é
A 168 C 258 E 284

B 186 D 266

Fazendo miniatura de caminhao para trazer uma carga de boas recordacdes!

COMO E FEITO

O comeco:

Quase nunca tive brinquedos comprados, entdo, como ja devem imaginar, eu comecei a fazé-los desde muito cedo.
As ferramentas de que dispunha eram um martelo, uma tesoura velha, uma faca quebrada e, nem sempre, um alicate
universal. Os materiais eram diversos, dentre eles estavam a madeira, os chinelos velhos para os pneus, as latas de éleo
de cozinha (se ndo me engano, estava escrito Zillo na lata), arame de tela e pregos. As chapas da cabine, bem como tudo
o mais, eram atadas com arame fino (tirado daquelas telas de galinheiro). Como sempre, a imaginagdo era meu guia.

[...]

Atualmente, venho pesquisando novos materiais e, sobretudo, uma forma mais eficaz de produzir as pegas, seja
isso em termos de economia, rapidez e qualidade, seja pelo fato de muitas pessoas terem manifestado o desejo de
ter um desses modelos. A ideia principal é a de, um dia, poder fazer essas pegas sob encomenda. Funcionaria assim:
alguém que quer um modelo em escala, seja como um presente para um parente ou amigo que tem ou teve um desses
caminhdes, ou para si mesmo, iria me mandar fotos do modelo real ou as especificagdes que tiver para que eu pudesse
realizar o projeto o mais préximo possivel do que a pessoa tem em mente. Finalmente, seria enviado pelos correios.

Muitas das perguntas que as pessoas tém feito sobre materiais, pegas e como fago as miniaturas sdo respondidas aqui.

Pneus:

Os pneus sao feitos de borracha de silicone preto. Nao necessitam de pintura, a menos que se queira caracteriza-los para
condigbes de tempo e espago, que ndo sejam os de um veiculo recém-fabricado. Nao uso pegas compradas em lojas para o
protétipo e molde. As pecas sdo todas feitas do zero. Eu os fago de massa plastica automotiva, esculpindo cada detalhe. Até
usaria uma pega ja moldada, mas minha escala padrao é 1:25 e ndo ha muita coisa que se possa reaproveitar nessa escala,
ao menos, ndo na regido onde estou morando.

[...]

Cabine:
A cabine é feita de lata de massa corrida. Nao tem segredo, vou medindo, recortando com uma tesoura, dobrando ou
curvando e, depois, soldando as partes. [...]

Projeto:

Nao me baseio em kits ou projetos ja prontos pelos motivos ja citados com relagdo a escala que uso. Também
ndo tenho conseguido manuais dos fabricantes do modelo em tamanho real. Restam as fotos da internet e os modelos
que ainda se pode encontrar por ai. No caso das fotos da internet, preciso fazer uma vasta pesquisa para poder cru-
zar informagdes de modelos e de épocas. Quando consigo isso, delimito a unidade de medida a partir de algo que
seja caracteristica 6bvia no modelo. [...] Entdo eu passo a ter uma referéncia de medida, um parametro essencial. O
resto se pode fazer por comparagdes. Assim, o modelo vai sendo redesenhado na escala que serd usada, basta um
pouco de paciéncia.

Quando se trata de um modelo que se possa tocar e medir, as comparagdes se tornam dispensaveis. Basta fazer todas as
anotacgoes e fazer a escala a partir delas. [...]

Escala:
Escala é proporgao entre as medidas e distancias de um desenho, planta ou mapa geografico e as medidas ou distancias

186 MATEMATICA = Capitulo 16 = Troncos




reais correspondentes (dic. Michaelis). A escala que uso preferencialmente € 1:25. O que significa que a miniatura serd 25
vezes menor que o objeto real usado como modelo. Entdo, basta dividir cada medida de uma peca ou do modelo inteiro
por 25 e obter-se-4 a medida a ser usada na miniatura. Na escala 1:10 serd dividido por 10 e assim por diante. Depois de
trabalhado o desenho no computador (muitas vezes uso o préprio Paint), a impressao deve ser feita, preferencialmente, com
uma impressora a laser, ja que o resultado impresso tem de ser o mais fiel possivel ao desenho apresentado na tela do com-
putador. Uma impressora a jato de tinta bem calibrada também produz bons resultados. O ponto mais critico da impressao
do modelo em escala é exatamente a obten¢do das medidas correspondentes, ou seja, uma coisa € o que aparece na tela,
outra coisa é o que sai da impressora. |...]

GOUVEIA, Ivan. “Fazendo miniatura de caminhdo para trazer uma carga de boas recordacdes!”. Oficina Aberta.

Disponivel em: <www.oficinaaberta.com.br/modelismo/montagem/como.asp>. Acesso em: 26 abr. 2019.
.J

Soélidos semelhantes

h
- Razdo entre comprimentos: k = #

2
o . A
. Razdo entre as areas: k° = §
~ 3.V
. Razdo entre volumes: k> = —
2

Cone 2

Tronco

- Volume do tronco de piramide: V =D(A+B+,/A~B) «  Volume do tronco de cone: V =n—h(R2 +r? +R-r)
3 3

m
w
|_
z
w
o
[T
- Maquetes de edificios conhecidos
Videos . =
<https://www.youtube.com/watch?v=bJ-PJdNgRV0>.
- |AE conta com o maior ttnel de vento da América Latina « Bastidores Cinemark — Projecdo do cinema
<https://www.youtube.com/watch?v=bnHL3paz7GE>. <https://www.youtube.com/watch?v=Sp5jPj5vz2k>.
- SCBR “Making of” do modelo de tlnel de vento do Embraer KC 390 . Como funcionam os projetores de cinema — parte 1
<https://www.youtube.com/watch?v=fve4Sozt5-s>. <https://www.youtube.com/watch?v=qcP4a3d9UXA>.
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€Exercicios complementares

1 UFF Considere um cone equiladtero de raiore volume V. 6 Uema 2016 Os copos de refrigerante de uma determi

Seccionou-se esse cone a uma distancia h do seu

vértice por um plano paralelo a sua base; obteve-se,

assim, um novo cone de volume M.

Expresse h em termos de r.

Fuvest As bases de um tronco de cone circular reto
sdo circulos de raio 6 cm e 3 cm. Sabendo-se que a
area lateral do tronco é igual a soma das areas das
bases, calcule:

a) a altura do tronco de cone.

b) o volume do tronco de cone.

UFMG Uma piréamide regular tem altura 6 e lado da
base quadrada igual a 4. Ela deve ser cortada por um
plano paralelo a base, a uma distancia d dessa base,
de forma que determine dois sdélidos de mesmo volu-
me. A distancia d deve ser:

A 6-332 c 6-3¥4
3
B 3—(3%) D 6-232

UEPG 2017 Numa pirdmide quadrangular regular P,
uma diagonal da base mede 12 cm e uma aresta la-
teral vale 10 cm. Essa piramide € seccionada por um
plano paralelo a sua base, originando um tronco T
e uma nova piramide P,, de aresta da base igual a

32

2 )
- cm. Nesse contexto, assinale o que for correto.

01 A aresta lateral de P, € menor que 3 cm.

02 Avrazdo entre a altura de P, e aalturade T é 2.
04 O volume de T é igual a 189 cm®.

08 Arazdo entre o volume de P, e o volume de P, é 64.

16 O volume de P, vale 3 cm®,

Soma:

Unesp 2017 Um cone circular reto de geratriz medindo
12 cm e raio da base medindo 4 cm foi seccionado por
um plano paralelo a sua base, gerando um tronco de
cone, como mostra a figura 1. A figura 2 mostra a pla-
nificacdo da superficie lateral S desse tronco de cone,
obtido apds a seccdo.

Figura 1 Figura 2

X
/ \ ~6cm
S

12cm

Calcule a area e o perimetro da superficie S. Calcule o
volume do tronco de cone indicado na figura 1.

188 MATEMATICA = Capitulo 16 = Troncos

nada cadeia de fast food tém capacidades de 300, 500
e 700 mL, respectivamente. Esses sdo confeccionados
em material plastico no formato de tronco de cone.

a) Supondo que todos os copos tenham as mesmas
dimensdes de base, quais seriam as relagdes en
tre as suas alturas?

b) Suponha que se quisesse substituir um desses co
pos por outro, em formato cilindrico e de mesmo
volume. Esse copo teria a mesma altura e o seu
didmetro seria o dobro da base menor do copo ori
ginal. Nessas condigdes, qual a proporcao entre os
raios da base menor e da base maior do copo atual?

Unesp 2014 A imagem mostra uma taca e um copo.
A forma da taca €, aproximadamente, de um cilindro
de altura e raio medindo R e de umtronco de cone de
altura R e raios das bases medindo R e r. A forma
do copo é, aproximadamente, de um tronco de
cone de altura 3R e raios das bases medindo R e 2r.

Sabendo que o volume de um tronco de cone de altu-

ra h e o raio das bases Be b é %'n~h~(BQ+B-b+b2)

e dado que /65 =8, determine o raio aproximado da
base do copo, em funcdo de R, para que a capacidade

da taca seja % da capacidade do copo.

Fuvest Na figura abaixo, o cubo de vértices A, B, C, D,
E, F, G, Htem lado /. Os pontos M e N sdo pontos mé-
dios das arestas AB e BC, respectivamente. Calcule a
drea da superficie do tronco de pirdmide de vértices
M, B, N, E, F, G.




Unicamp Uma caixa-d’agua tem o formato de um tron-
co de piramide de bases quadradas e paralelas, como
mostra a figura, na qual sdo apresentadas as medidas
referentes ao interior da caixa.

topo da caixa-d'agua

o
-]
w
m
[=R
w
In]
W
g
=
[
0
T

a) Qual o volume total da caixa-d’agua?
b) Se a caixa contém (g) m> de agua, a que altura

de sua base estd o nivel d’agua?

ITA 2018 A aresta lateral de uma piramide reta de base
guadrada mede 13 cm e a drea do circulo inscrito na
base mede 2% cm?. Dois planos, T, € T, paralelos a
base, decompdem a pirdmide em trés sdélidos de mes
mo volume. Determine a altura de cada um desses
solidos.

UFMG 2012 Um funil é formado por um tronco de cone
e um cilindro circular retos, como representado na fi-
gura abaixo.

L
B
M=

Sabe-sequeg=8cm,R=5cm,r=1cme h=4\/§ cm.

Considerando essas informacdes,

a) Calcule o volume do tronco de cone, ou se€ja, do
corpo do funil.

b) Calcule o volume total do funil.

c) Suponha que o funil, inicialmente vazio, comeca a
receber dgua a 127 ml/s. Sabendo que a vazdo do
funil € de 42 mi/s, calcule quantos segundos sdo
necessarios para que o funil fiqgue cheio.

ITA 2019 Os volumes de um tronco de cone, de uma
esfera de raio 5 cm e de um cilindro de altura 11 cm
formam nessa ordem uma progressao aritmética. O
tronco de cone é obtido por rotacdo de um trapézio
retangulo, de altura 4 cm e bases medindo 5 cm e
9 cm, em torno de uma reta passando pelo lado de
menor medida. Entdo, o raio da base do cilindro é,
em cm, igual a

A 242
B 2V3.

C 4.

D 24/5.
E 2.6.

ITA 2014 Considere o sdlido de revolucdo obtido
pela rotagcdo de um tridangulo isésceles ABC em torno
de uma reta paralela a base BC que dista 0,25 cm do
vértice A e 0,75 cm da base BC. Se o lado AB mede

Vr? +1 ol 3 &
N2 71 cm, ovolume desse solido, em cm”, éigual a
2n

A9 c L. L
16 24 9%
B B D9
9% 24

ITA 2012 Um cone circular reto de altura 1 cm e gera-
triz & cm é interceptado por um plano paralelo a sua

base, sendo determinado, assim, um novo cone. Para
que este novo cone tenha o mesmo volume de um cubo

3
de aresta (%) cm, é necessario que a distancia do

plano a base do cone original seja, em cm, igual a

Al c 1. E 3.
4 2 4
B 1. D 2.
3 3

Unicamp Uma pirdmide regular, de base quadrada,
tem altura igual a 20 cm. Sobre a base dessa pirdamide
constrdi-se um cubo de modo que a face oposta a
base do cubo corte a piramide em um quadrado de
lado igual a 5 cm. Faga uma figura representativa des-
sa situacdo e calcule o volume do cubo.

ITA Considere uma piramide regular de base hexago-

nal, cujo apotema da base mede \/5 cm. Secciona-se
a piramide por um plano paralelo a base, obtendo-se
um tronco de volume igual a 1 cm® e uma nova pirami-
de. Dado que a razao entre as alturas das piramides é

1 . .
—=, a altura do tronco, em centimetros, € igual a

%
R S - P N
4 21 22

™
w
-
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w
24
™
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ITA Considere uma piramide regular com altura de

6 . . :
T cm. Aplique a esta piramide dois cortes planos e
9
paralelos a base de tal maneira que a nova pirdmide
e os dois troncos obtidos tenham, os trés, o mesmo
volume. A altura do tronco cuja base € a base da pira-
mide original € igual a

B 2(\/6 \/5) cm.
C 2(3/6—3/5) cm.
D 2(3/5—3/5) cm
E 2(3/5—5/5) cm.

UFSC 2016 Em relacdo as proposicdes abaixo, € COR-

RETO afirmar que:

01 No paralelepipedo abaixo, a medida da sua diago-
nal & expressa por uma funcdo quadratica.

-

X+1

02 Se um reservatério de agua tem a forma de cilin-
dro equildtero e seu didmetro interno mede 4 m,
entdo, considerando = 3,14, a capacidade desse
reservatério é de 50240 L.

04 Um peqgueno cesto de lixo tem a forma de tronco
de piramide e suas dimensdes internas estdao indi-
cadas na figura. Se a altura do cesto é 15 cm, entdo
seu volume é 3500 cm®.

20 cm
1

k_r_l

10 em

08 Um pote para guardar alimentos tem a forma de
um prisma reto de base triangular. Sua base € um
triangulo retangulo e suas dimensdes formam
uma progressdo aritmética de razdo 5 cm. Se sua
altura mede 10 cm, entdo a area total desse prisma
é 750 cm?.

16 Um filtro de café tem a forma de um cone cuja me-
dida interna de seu diametro € 20 cm. Se a medida
interna da geratriz € 26 cm, entdo sua capacidade
€ menor que 2 L.

Soma:
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EsPCEx 2019 Na figura a seguir, a equacdo da circunfe-
réncia é x* +y° = 3 e a reta suporte do segmento MN
tem coeficiente angular igual a \/g

O volume do sélido gerado pela rotacdo do trapézio
MNPO em relagdo ao eixo y é

y

Desenho ilustrativo fora de escala

C 97'C\/§
o
o 2413

8
£ 63m/3
.

Ufes 2015 Numa obra de construcdo civil, para es-
coar material de um andar para outro foi construido
um dispositivo formado por dois recipientes, Ae B. O
recipiente A, localizado no andar superior, € uma justa-
posicdo de um tronco de piramide regular T, de altura
10 dm, com um prisma reto P, de altura 12 dm. A base
inferior (base menor) de T coincide com a base supe-
rior de P, que é um quadrado de lado 3 dm. A base
maior de T € um quadrado de lado 9 dm. O recipien-
te B, localizado no andar inferior, € uma caixa (prisma
reto) de altura h e base retangular de lados 6 dm e
8 dm. Todas as bases estdo em planos horizontais. No
dispositivo, hd uma pequena porta, localizada na base
inferior de P, que é aberta no momento de cada es-
coamento. Suponha que, num determinado momento,
haja uma certa quantidade de liquido no recipiente A e
que a superficie livre desse liquido seja um quadrado
de lado a que esta a uma altura x da base inferior de P.
Ao abrir a pequena porta, o liquido é totalmente es-
coado para o recipiente B, sem transbordar, e 14 a
superficie livre do liquido fica a uma altura y da base in-
ferior da caixa. Desprezando a espessura das paredes
do dispositivo, determine:

a) ovalordeaeodeyparax=12dm;

b) o valor de h de forma que, para x = 22 dm, se

tenhay=h;
c) uma expressdo para @ € uma para y, em funcdo
de x, sendo x entre O e 22 dm.



Capitulo 13 — Numeros binomiais, triGngulo de

Pascal e binomio de Newton

Revisando
1 s=(3)

2. x=2R-2

3.

4.2%

2" 'on

S={3}

243x° + 405x%y + 270x%y? + 90x?y> + 15xy* +y°
11520

g 2

S

Exercicios propostos
1. Demonstracdo.

2.

a) x=2oux=3.

b) x=1Toux=3.

c) x=7
3. n=12
4. B
5 B
6. A
7
o (E)(3) o ()
4 4 n-3),(n-3
o (5)(3) 0 (3315
@ (i}6) o (2=2)(5c%)
9 (5)(7) U e H ()
8.
a) {7}
b) {10}
o {9
d) xeNIx>3)
9.
9 n
a) (6) f) (n]
15 n
o () o (o)
@ (7) v (i)
@ (%) (3
33  (2n+4
® |1 LU

8% +12ax? + 6a’x + a°
23y L
4 16 64

729x° — 1458x° + 1215x* — 540%° + 135x% — 18x + 1
X2 +10x* + 40x% + 80x2 + 80x + 32

x7+7x5+21x3+35x+£+g+l+i
X 3 8 W

5,54 .532. 523, 5 4. X
+2Y X+ ZYIXT Sy X e
y 2y 2y 4y 16y 32

X +6x\Jy +15x%y + 205y +15xy% +
+6xy2\fy +y?

x*+ 8><3y2 + 24><2y4 + 32><y6 + 16y8

C

—4Oy2a3
54x*

o)

135 5
2

256x°

. Quarto termo.
. C

B

C

A

1012 7. C 13. D

271 A 4. B

A 9. A 15. E

B 10. B 16. E

A n C 17. D

B 12. D 18. Demonstracdo.

VxeTR,x;t%H(n; keZ en=8.

m=17,n=28. c) m=8,n=18.
x=12,y=5. d m=5n=2.
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ke

24.
25.

{6}
{5}

.n=23

510 f) 127°
45=2" g) 10°
2" h 2"
0 h 0
615
A
B

(Teorema das linhas)

Capitulo 14 — Teoria das probabilidades

Revisando

1
2.

Q={(P;P;P), (P;P;B), (P;B;P), (B;P;P), (P;B;B), (B;P;B), (B;B;P), (B;B;B)}
n(Q) = Cs, =10

Q ={(AB); (A,0); (AD); (AE); (B;C); (B;D); (B;E); (C;D); (C:E); (D;E)}
p=0.3

_30_1
F)(A)‘21o_7
P(A):Qzl

36 6

1
PB)=—
®) 36

Os eventos ndo sdo independentes.

Exercicios propostos

1.
a

WwoanNna o oo

2

A={(2;6); (3;5); (4:4); (5:3); (6;2)}

B ={(11; (2;2); (3;3); (4;4); (5;5); 6;6)}
C={(1;2); (2:1; (2;4); (4;2); (3;6); (6;3)}
D=yg

w >
I

— =
N W
a1
g

[t

c)

c
d) D

%]
{2:

Il
=

1;1); (1;2); (1,3); (2:1); (2:2); (31}
1 2;4); (2:6); (3:); (3;3); (3:5); (4:2); (44

w

(

(6:2); (6; 4 (6 6))
(

B
= o 2

; (5:6); (6:1): (6:3); (6:5)}

(11); (153); (2;2); (31}

(10; (1:2); (53); (20); (25
4:6); (5:1); (5:3); (5:5); (6:2);
B); (1 6) (2:3); (2:4); (2:5);
44); (45); (4:6); (51);
), (6,6)}

6;
6;
M

c>D
W
I

é

[

“L»:)K) Il
=

4y (6:
C

(.TI

(1)

gnN 9R;
e

N

:6);

=y

) (6:3); (6:5))

o8]
o

(

(SEb)
= 2
[ e
o =

; (6;

6))

_b,_\

’_§

GPIIPIGUWIEPRT>>GEO GO >
@D
wl
3
o
(,U

6); (6; ( ); (6:5))

>

>
N»C D
>l >
I
Q

aw

[N
Il
=
=2
=
N
=
Y
=
&
£ =
g
=
el
~
=2
~
N

=

w
w
=
w
o
w
o
D E 3
=T
L]
~
W
~
=
=T

T
kSl
T
2
@
@
N
@
@
o B
2N
@
RS
@
2

]

C

>

C
>
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), (4:6); (50);

5);
(1,2); (1:4); (1:6); (2:1); (2:3); (2:5); (3;2); (3:4); (3:6); (4;1); (4:3); (4:5); (5:2);
);

s (1.6); (2:1); (2:3); (2:5); (3;2); (3:4); (3:6); (4:); (4:3); (4;5); (5;2);
;(2:4);, (2:6); (3;3); (3,5): (4:2); (44); (4:6), (5:1); (5:3); (5:5);

16); (2:3); (2;5); (3:2); (3:4); (3:6); (451); (4;3); (4:5); (5:2); (5:4);

AB=1{(1:2); (54 (15); (16); (21); (2:3); (2:4); (2;5); (2;6); (3:2); (3;3); (3;4);
(3;5); (3:6); (41); (4;2); (4;3); (44); (4:5); (4;6); (5:1); (5:2); (5:3); (5:4); (5;5);
(5:6); (6;1); (6;2); (6:3); (6;4); (6;5); (6:;6)}

>
A= 00w

r\)|r\) wl—
W

264
7 257
264



30.

31

32.

33.
34.

35.

36.

42.

43.

44,

48.

49.

50.

51.

52.

53.

Nlw Mlw —
| O)><.ﬂ|\‘

. 80%

UIIN Mlw WIN WIN

[SSHN

Wl—= 0N Ol V=

M‘
N|[—
=

Bl @i

W=

OIN MW

23
35

20oo0gT

18

1

8

C

D 61. A

A 62. C

B 63. D

A 64. C

{(A;B;C), (A,C;B), (B;AC), (B:C,A), (CGAB), (CB:A)}

(26:25 255 2,510,104 105,10, Ags A Ags Ay Qg Qg Qq; Qs Ko

Ko Koy Kps Jai Ja Jor Il

e:espada
c:copas
0:ouros
p:paus

{(MMM); (MMF); (MEM); (FMM); (FEF); (FFM); (FMF); (MFF)}
{(AB): (A,C); (AD); (AE); (B:C)(B:D); (B;E), (C:D); (CE); (DiE)}

(2; 4, 6; 8;10;12; 14, 16; 18; 20; 22; 24; 26; 28; 30}
(1, 3; 5, 7, 11,13; 15; 17, 19; 21; 23; 25; 27; 29}

{2;3;5; 7, 11;13;17;19; 23; 29}

17;,18;19; 20; 21; 22; 23; 24; 25; 26; 27, 28; 29; 30}

{10; 20; 30}

(3; 6; 8;9;12;15; 16; 18; 21; 24; 27; 30}
Espaco amostral — {6; 12; 18; 24; 30}

A={KD), (k2), (k3), (k;4), (k5), (k6)}
B ={k2), (ki4), (k;6), (c;2), (¢:4), (c;6)}
C={k3), (c3)}
AU B={K), k2) k3), (ki4), (k;5), (k6), (c;2), (c;4), (c:6)}
BN C={};Be Csdo mutuamente exclusivos.
AN C={k3)
A={c), (©2), (¢3), (c:4), (5), (¢6))
C=E-C

1 3
5 ]
1 o 2
13 13
1

4
4 1
9 9 3
4

9
0,4
0,7
0,6
1 1
8 9 3
3 7
8 e g
7

8
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FNIIR

80. —==

8. o
82.
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Mlw

14
25

N
25

grlw

C18O,5 ) C20,5

C2OO,1O

C50,2C10’3
CGO,S

C50,5

CGO,S

N —

W= G‘a

C52‘5

C48,5

C52,5

15
128

O m O Mmoo g M mm

|) Falsa; Il) Verdadeira

. C

5
16

.C

10

21

9 azuis e 12 brancas.
B={2,3,4,5)}

.C

12 6 4

= > po = E,p3= 25’ Ps= 75

n
21

O IN

C48,5

C52,5



31

o u1N

34.
35.

36.

@i 2N O Blo |-

2
I N
o
MW B

~
>|w

E
43. C
A

a) Impar, porque existem mais etiquetas impares.
2

b) E

46. B 51 C
47. C 52 E
48.D 53. B
49. C 54. A
50. D 55. C
56.

N

I C

57 C

58. P(K):%

59. 64. A
60. C 65. D
61 A 66. E
62.C 67. D
63. C 68. B

Capitulo 2 — Polindmios

Revisando

—

2. m#0em=#2— 4°grau
m=0 — 2%grau
m=2 — 3%grau
3.
a) AQ)=-24
b) B(0)=—-24
o Al)=-6
d) B()=-6
e) xe (2,3, 4)
f) A1) =—60; B(-1) = —60; A(10) = 336; B(10) = 336
9) Alx)=B(x)
h) A() = B() =—15 + 25i
) S={2,3,4)
i)
Y AK) = BX)
A
S "
24 /
k) S={xeRI12<x<3oux>4}
4 PK)= %x3 —%xQ ~3x
5. B
6.
a) AX) =—-4x—x+1
b) B()=x"*—3x°+8x? — 2x — 14
€) C(x)=3x>—20x"+ 43x% = 56x° + 34x — 12
d) D) =8x>—17x> — 3x + 12
7
X2 — 6x* +14x° — 23x* +19x - 15 -G +4x° +3x+8
O+ axt+ 3¢ + 8x2 x>+2x 9
2" +173 = 15x% + 19x 15
25 8 6x  16x
+9C -2 + 3x 15
-9x% +36x% + 27x+72
+15x° +30x + 57
8.
a) QX =x2+6x+10er=15.
b) Q) =x’+3x—-5er=0
0 QX =x’+4x-2er=-5
d) QX =x2+ @ +ix+(-3+4)er=-9-3i.
9. n=lem=-3
10.
a) R¥)=-x+3 b) Q(0)= g
Exercicios propostos
1. C 5. D 9. A 13. C 7. D 21 A
2. C 6. A 10. D 14. C 18. C 22.C
3 A 7 B n B 15. D 19. A 23.C
4. B 8. B 12. C 16. E 20. E 24. E
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25 E 35. D 45 k=4 54.D 63. C 72. B 24. a’+b’+c*=14
26. E 36. B 46. D 55. B 64. D 73. A 25. A+B+2C=2
27k 37 A 47. C 56. B 65. E 74. B 26.
28.E 38. B 48. A 57 A 66. C 75. B a) x* - 81
29.B 39D 49 ¢c  s58B  67.A 768 b) —65
30. D 40. B 50. C 59 B 68. A 77 D 27. D 30. D 33.B 36. B
31. D 41. B 28. E 3. B 34. D 37. D
51. C 60. B 69. B 78. D
32.D 42. E 29. B 32.D 35. C
52. A 61. B 70. B 79. D
33.D 43. C 38.a=3eb=3
53. D 62. A 71. E 80. 4
34.C a4 p 39. C
40. E
4. E
1. 34 unidades. 42. F: V.V F: V
2. a=-2eb=5. 43. C
3. r=30 44. D
4. p=19 45, A
5 a+b+k=2 46.
6. a+b=4 a) 6 paralelepipedos.
7 RX)=4x+3 b) 345
47.
8. .
a) 2 éraiz.
a) 10 b) Demonstracdo.
b) -5 246 c) Demonstracao.
o 48 X:ﬂ
a) z=0ouz==2i ’ 3
3 19 1 3x+ 1N
b) k=== e rx)=—x+—. ) ==
) 5 ) 55 49. r(x) "
10. -4<m<4 50.
1 y

a) 4

_2
N /DA
9 p(x)z—%< +3)x = x—4) 76 t\/é 4\ X
12.

1

8) f(9=7(x=2)"~9) 51 m(t)=—t+10
b) 1-3, 2[ U I3, +oo[ 52.A=B=C=
. 53. B
a) fx)=x3x - 2) 54.D
b) [0, 1] 55. D
14, i, 20,2+ 56. A
. 57. B
o) B=-3 58.

a) a=-23 eb=-1.
b) -1, 1 U I3, +oo[ . '
16. 20 m. b) s:{\/§+\/§;\/§—\/§;1+f';17f'}
17. Dy=]-2, +oo[ - {1} 59,
18, r:713—021 a) 10

4 3 2 4 3 2

19 P=x+2 b) E;><+1-',—><4§—X2x3:— ><2X+ 2:+ 22]>< Pl e e
20. 60. A
a) Demonstracao. 6l B
b) a=0eb=-8 62. B
21. a=-76,8eb=2896. 63 A
22.a=-leb=3. 64. a+b+c=2
23. 65. B
a) Demonstragédo. 66. A
b) geR —{-1,0,1) 67. D
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68.
a) Oe-1

2014
o) (1006)
69. D
70. E
71 P(x) =10x% + 6x% + 3x +1
72. C
73.
74.
75. 781
76.
77,
78.
79.
80.

m O

m m > W W

Capitulo 10 — €quacgoes polinomiais

Revisando

a) xx—=1°x+1)x+3°=0

b) S={-3,-1,0,1)

c) x=1¢éraiztripla - m;=3
x=-3 éraizdupla - m,=2
x =—1¢€ raiz simples > m5 =1
x =0 é raiz simples - m, =1

£

7° grau.
S={—3,—i\/§, iﬁs}
S={1+i, 11 4)
S={-2,-1,5)

ook wN

2

N&o possui raizes inteiras.

W=

9 vier—i

m o @

kS
| [GEEN
arlw

o
|
[GEIN)

N|4> N lw
oo

9. D
10. a+b+c=45

€Exercicios Propostos

1. C 7. B 13. D 19. B
2. B 8 C 14. A 20. C
3. D 9 C 15. B 21 A
4. D 10. C 16. D
5 A n c 17. B
6. C 12. A 18. B

22

23.

N

5.

. Soma: 01+02+08=1

B 27. A 3. E
D 28. C 32. D
B 29. C 33. B
C 30. A 34. C
k=60

S={-4,3,5)

k=-14
s={-3-v2.-3+12.2]

¢

_1+45
2

.

el

1—\/5,1+\/gy—1—i\/7!—1+i\/;}

2 2 2 2
-2

-3,-2eb.

D

A
v

14

%,2—\@e 2+\/§4

2,4e8.

k=5

20%
-3,2

6

altura 1 e volume 80.
5-5
5-+5

e -2

=13

P@)-

PB3)< 0

Irracionais.

V(X) = x(20 — 2x)(16 — 2X)
xeRI12<x<4})

C
C
. C
E
a=f=0o0u
o eB:—3ocicx\/1+4oc'
4 2
S={-1,01Tou

—0— B o+P o’ —6op —3p?

s={

o 200

!

35. B
36. D
37. E
38. A

39. E
40. A
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19. A 10. A

20. B . A

21. 12.

a) BE [J_r15J a) V =600n cm3
b) V=300m>

b) {é__5+|ﬂ} ou {;5§+|j}

66 6 6’6" 6 13. i 2
22.C a) Vi =mrh e Vcopo: 9
23. b) 9 copos.

a) Demonstracao. 14. E
b) s={—2+\/§; —2—J§;1+i—3;1—i—3} 5D
2722 2 6
24. D ’
a) b=376,80cm
25. B b) h=13270 cm
26. E 17. Soma: 16
28 a=1b=2,1xi5. o A
29. D 20. D
30. C
3N E €xercicios complementares
32.D 1
a) x=9cmey=3cm
33. A
b) x=15cmey=5cm
34. B 5 D
35 S={3V2+7:V2 -7 -2 -7; g
3. =

NENG 2
36. A 4 F
37. B 5 A

- 6. C
38, s:]—z, ! */g[u]”*/g,z[
2 2 7 R=3cmer=2cm
39. B s B
40. C 9

a) S =8m +1000 cm?

b) d=1+~17 cm
[ Frente 3 | 0 5

Capitulo 14 — Cilindros .
a) V= Tt><o2 (1- on)
Revisando b) v 20m
1. E 81
T
¢ V=—
2. A ) 2
3. D 12.
4 B a) 6250 litros.
5 C b) 0,5m
6 C 3. S, =(r+v2-1) va
7. C 14. V =80800 m*
8. E 15. Soma: 01+ 02 + 04 =07
9. D 6. B
10. A 17. A
1_2
ici 18. V== a+b
Exercicios propostos 5™ (a+b)
1. A 9. E
2. E 20. B
3. D
4. E .
c b Capitulo 15 — Cones e esferas
6. 20,096 litros. Revisando
7. C 1. D
8. B 2. A
9. 58 caminhdes. 3 E
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© N o o s

C
B
E
D

A = 2161 cm?,

cilindro

A =36n(145) cm?

cone

eA =1441 cm?.

esfera

B
D
E
E

A
2

3
V

A

ol = 126 cm?

sedaco = 45007 cm? € A oo = 11257 cm’.

Exercicios propostos

© 0N @ oW

W O > 0O mMwO o>0OWwowomOAOm>mOo 0O W o mO

E
E
B
C
A
C
D
B
D
A
E
Apgteral do cone _ 1
A 2

lateral do cilindro

. Vg=218mL

© NP o s W

NONNN N 2N =g
0 N o o b w (

35.
36.

37V

O w O oo O 00 >» w > 0

. =08V3

h=2cm
R=4cm

R=15h=20eg=25. 12.
V4710 13.
Ara = 1884 14,
0 =216° 15.

O W > U WU U
©

1,09 x 10~ mm b)

.V =360ncm®
. A=240r cm?
.C 29. A

30. D

E
. E 31. C

(52,

B

38. C

39.
40.

41.

42. A
43.

_ 2
setor circular 3 cm

m O O O

h=96cm

A

D

E

A

Bola

A

o =109,5°
32.D
33. B
34. D
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7n 2
a)0,0,==cm D) A = 5 cm
44, A
45 v=26-1 .2

3
46. C
47 E
48. C
3

a0, v o 2R (1+6)

' 3
50, h=,[2M=1

T
51.
a) a\/g b) 3(3_\/5)
4 4

52. 2a=R(3-4/3)
53. 5= o’ V6

) 18
54. A
55. E
56. O circulo base da calota € o circulo maximo da esfera (r =R).
57. S=4mur*
58.
a)V= —TE\/583

24
b)V= m/2a° .(ﬁ_l)
3 9 8

59. o= arccos(i)
5

Capitulo 16 — Troncos

Revisando

1. D

2. E

3. B

4. 9 frascos.

5. V=6678dm’

€xercicios propostos
D

© N oo w NS

S
>0 >0>00®mMO

RN
N

. g:30§/2cm

A

E

. Soma: 02 + 08 +16 =26

oo
o E®
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c 2

o ok~ w

h=8,25cm

63 fios; 157,5 m.
D

E

.D

3
NP

h=4cm

h=

84x cm®

c

Soma: 01+ 04 + 08 +16 = 29
S=36mcm? P=12(n+1N)cme

V= 7“2735\5 cm’.

3 5
h1=7h3 e h2=7h

r_1+3\5

5

143

3
tronco 3 cm

_136mV3 3
funil — 3 cm

2,9 segundos.

. B
. C
. D

1000 cm®

C

D

Soma: 02 + 04 =06
B

a:3dmey:% dm

h="23 4m
8

3,5e0<x<12

%(X—7), se 12<x<22

i><, se 0<x<12
y=116

L( 3_21x%2 +147x +432), se 12<x<22
400



