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APRESENTACAO

Ola.

Vimos na aula passada, uma introducdo ao conceito de funcdes. Nessa aula, estudaremos
as fungdes quadraticas e modulares. Veremos os principais temas que poderao ser cobrados na
prova e resolveremos diversas questdes. Se vocé for um aluno que ja possui base no assunto, va
direto para a lista de questodes.

Caso tenha alguma duvida entre em contato conosco através do forum de duvidas do
Estratégia ou se preferir:

(0@

@ /profvictorso
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1. FUNCOES QUADRATICAS

Uma fungdo f: R = R é uma fun¢do quadratica quando definida por:

Prof. VictorSo

f(x) =ax*+bx +c

Alternativamente, para f(x) = y:
y=ax*+bx+c

Coma,b,c € Rea # 0.Caso a = 0, teremos uma funcdo ndo quadratica (pode ser linear
ou constante).

Essa funcdo também pode ser chamada de funcao de 22 grau ou trindmio do 22 grau.
Vamos ver alguns exemplos de fun¢des quadraticas:
)y=x*+3x+7=>a=1,b=3,c=7

2)y=3x*>a=3,b=0,c=0

3)y=-2x>4+1=2>a=-2,b=0,c=1

4)y=x?>+2x,a=1,b=2,c=0

Perceba que uma fung¢do quadratica sempre deve possuir a + 0.

Quando desenhamos o grafico dessa funcdo, obtemos uma parabola (veremos o que é
uma parabola usando o grafico). Dependendo do valor de a, ela pode possuir a concavidade
voltada para cima ou para baixo.

Para a > 0, a concavidade é voltada para cima e para a < 0, ela é voltada para baixo.
Vejamos alguns exemplos:

1) Graficodey = x% (a = 1 > 0)

Note a concavidade da funcdo voltada para cima.
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Note a concavidade da funcdo voltada para baixo.

Vimos basicamente o que é uma fung¢ao de segundo grau. Vamos aprofundar mais no
assunto estudando sua forma canoénica.

1.1. FORMA CANONICA

Na escola, somos levados a decorar que as raizes de uma funcao de segundo grau sao dadas
pela férmula de Bhaskara:

—b £ VA
2a
A = b? — 4ac
A é o simbolo utilizado para representar o discriminante de uma equacdo quadratica. Lé-
se “delta”.

x:

Saiba que essa formula é obtida através da transformacao da funcdao quadratica em sua
forma canodnica. Entdo, vamos encontrar essa forma.

Sendo f:R — R, uma fungdo quadratica, dada por:
f(x) =ax®*+bx+c
Como a # 0, podemos colocar a em evidéncia na expressao:

f(x) =a<x2+gx+£)

a

Lembra da aula de fatoragdo? Vamos manipular a expressdo acima de forma a obter um
qguadrado perfeito. Reescrevendo a expressao:

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 6
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flx) = a<x2 +22b—ax+§)

b . .
Perceba o termo o Vamos completar o quadrado perfeito, somando e subtraindo esse
numero elevado ao quadrado da expressao, obtemos:

2a 4a 4a?  a

b b*  b* ¢
f=alx*+2—x+————5+-

(%) +2b +b2 b2+c
fG)=alx*+2 x+ m-9mty

Agora, podemos fatora-lo:
flx) = a((x%—i)z —£+£>
2a 4a?>  a
Reescrevendo a expressao, obtemos:
fx) = a((x+i)2 —i+%>
2a 4a?  4a?

f(X) — a<<x _|_2b_a) +M)

4q?

4q?

= (e 2) - k)

Chamando de delta o nimero b? — 4ac:

A = b? — 4ac
f(x) =a<(x+2b—a)2—%>
f(x):a(x+%>2—4A—a

Essa é a forma candnica do trindmio do 22 grau.

Note que ela foi obtida através da fatora¢do da expressdo ax? + bx + c. A forma canénica
nos permite analisar e extrair diversas informagdes importantes. Vamos explora-las.

1.1.1. RAIZES DA FUNCAO QUADRATICA

Usando a forma candnica, podemos encontrar as raizes da funcdao quadratica:
2 A

f(x)=a<x+2%) o

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES
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+ b A
x
4a2
x +
2a 4a2
ESCLARECENDO!

|

O que acontece quando aplicamos a raiz quadrada em uma varidvel elevado ao
quadrado?
Para esclarecer, vamos ver um exemplo:
y =4
A equacgado nos diz que devemos encontrar um y tal que esse y elevado ao quadrado
resulte no numero 4. Para encontrar esse valor, devemos aplicar a raiz quadrada nos

dois lados da equagao:
Vy? =4
lyl =2
Note que na ultima operagao, aparece o médulo de y. Isso foi feito para indicar que
o valor absoluto de y é igual a 2. Com isso, temos duas solugdes possiveis:
yi=2ey,=-2
Quando testamos esses valores na equagao inicial, temos:
yi =2 =4
2 2
y; =(=2)" =4
Portanto, sempre que vocé for tirar a raiz quadrada de um nimero com expoente
par, lembre-se de aplicar o médulo no niumero para nao perder solugdes!

V¥ =yl

ol
x 2al . |4a?
A
x 2a "~ .|4a>

b A
X=—ot—

2a a

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES
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b+ VA ,
X =- ,comA = b® — 4ac
2a
Desse modo, temos duas raizes para a fun¢ao quadratica:
_—b+vA  —b—+VA
METoe T T g

1.1.2. MAXIMO E MINIMO DA FUNCAO QUADRATICA

2
~ : b\* , . .
Usando as relagdes de desigualdade, podemos ver que (x + Z) € sempre maior ou igual

a zero (ou é nulo ou é positivo), assim, podemos escrever:
2

b
x+—] =0
2a
Vamos multiplicar a inequagao acima por a, nesse caso, devemos considerar dois casos:
a>0oua<0

Na>0

I
a>0=>a(x+—) >0
2a

. A . . ~
Subtraindo 7. Nos dois lados da inequac¢ao, obtemos:

b\> A A
a<x+—> - — 2=
2a

Perceba que o lado esquerdo da inequagao acima é a forma candnica da fung¢ao de segundo
grau. Reescrevendo:

5 A
ax“+bx+c>=>——
4q

A inequac3o acima diz que a fun¢3o quadratica y = ax? + bx + ¢ é sempre maior ou igual

A . .
a— Dessa forma, podemos concluir que o menor valor que ela assume é:

A
Ymin = — E

Podemos encontrar o x que resulta nesse nimero através da seguinte equagdo:

b\> A A
a(x+—) - — =

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 9
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Assim, concluimos:

Graficamente:

Im(f)
a>0
Tin = —

2

b
a<0=>a(x+—) <0
2a

A

" 4a

Ymin =

Na<O0

Fazendo as mesmas operacdes feitas para o caso (l), temos:
b\* A A
a (x + —) <
2a
5 A
ax“+bx+c<——
4a
Agora, todos os valores que a fungdao quadratica pode assumir sao menores ou iguais a

A . (. .
o entdao o valor maximo que ela assume é dado por:

A
VYmax = — E
O valor de x que resulta nesse valor é:
b
Xmax = _%
Portanto:
b A
X = —— —_— —_ —_—
max 2(1 ymax 4a

Graficamente:

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 10



a E r . .
' strategia
” Militares ) Prof. VictorSo

y

Yinax = —

Im(f)
a <0

RESUMINDO

b A minimo paraa > 0
_ 2 —_— | =
f(x) =ax +bx+c=>( ’ ) {méximoparaa<0

CURIOSIDADE

)

Existe um método simples envolvendo calculo para encontrar o valor do x maximo
ou x minimo (dependendo do a da funcdo quadratica). Podemos derivar a funcdo do
22 grau e iguala-lo a zero, o x resultante é 0 x,,,4, OU Xp,in,- V€ja 0 exemplo:

Calcule o valor de x onde a fungdo abaixo assume o menor valor:

f(x) =3x% —5x—12
Usando a férmula que encontramos, temos:

b -5 _5
Xmin = =5~ = Xmin = —

2a 23 6
Mas, se esquecermos dessa férmula na hora da prova?
Nesse caso, podemos usar a derivada da fungdo f e iguald-lo a zero:

fl(x)=2+3x*1—1-5x""

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 11
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ffx)=0=>6x—-5=0>x=
~———
frx)

Vamos explicar o que aconteceu.

Inicialmente, devemos saber que, usualmente, representamos a derivada de uma
funcgdo f por f'.

Para calcular a derivada de uma fung¢ao, podemos usar a “regra do tombo”. Para cada
poténcia de x na funcdo, multiplicamos a constante pelo grau de x e subtraimos 1 do
seu grau. Veja:

f(x)=ax*+bx+c
f(x) = ax? + bx' + cx’
ff)=2-ax> 1+ 1-bx" 1 +0-cx"?!
f'(x) = 2ax* + bx"
f'(x)=2ax+b
Se igualamos essa derivada a zero, encontramos o ponto critico dessa fungao:

fl(x) =0=2ax+ b = 0> Xepitico = —%

Esse ponto pode ser o ponto de maximo ou minimo a depender do coeficiente a.

Note que essa é a formula que encontramos usando a forma candnica da funcao
quadratica.

Vocé pode usar esse método se quiser encontrar o maximo ou minimo de uma fungao
guadratica!

Agora, temos mais uma ferramenta para nos ajudar a resolver as questdes da prova!

Prof. VictorSo

1.1.3. EIXO DE SIMETRIA E VERTICE

- - . b
Observando o grafico do tépico anterior, podemos perceber que o ponto (——, -—

2a

)

representa a “ponta” da pardbola. Para esse ponto, chamamos de vértice e usualmente
representamos por V.

dado porx = —i.

Além disso, perceba que a pardbola é simétrica em relacdo a reta que passa pelo seu vértice

2a

Graficamente, podemos visualizar essa propriedade:

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES
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y=am2+bw+c
a>0

b A
V(- ﬂ,—ﬂ)

Podemos provar algebricamente esse resultado. Para isso, devemos tomar o ponto x =
- b b
—b/2a como referéncia e provar que x; = -t hex,= —a h resultam no mesmo y, ou
seja, f(x;) = f(x,) parah € R.

Demonstragao:

y=ax’+bxr+ec
a>0

Usando a forma canoénica:

f(x) =a(x+£a)2— 2

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 13
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Sendo h € R, substituindo x; = — i + h em f, temos:

b A
f(x1):f(—%+h>= /1+h/Za ———ahz—a
Encontrando o valor de f parax, = —— —
b A A
f(x2)=f(—%—h>= /Z h/Za ———a( h)?z — E:ahz_a
=>f(x1)=ah2—a=f(x2)

A

Portanto, os valores de x equidistantes da reta x = —b/2a resultam em y iguais para h €
R. Logo, areta x = —b/2a é o eixo de simetria da fungdo quadratica.

1.2. GRAFICO

Vamos aprender a esbogar o grafico de uma fungao quadratica. O grafico é muito Util para
resolver diversas questdes das provas, pois ela nos permite analisar os principais pontos do grafico
e extrair informacdes relevantes.

Para esbogar o grafico de uma funcdo quadratica, devemos nos atentar as seguintes
etapas:

I) Analisar o valor de delta e verificar se ha raizes.

II) Saber se a concavidade é voltada para cima (a > 0) ou para baixo (a < 0).

b A
[Il) Encontrar o vértice da pardbola, cujo ponto é (_Z _E)

. o . s b .
IV) Desenhar uma pardbola simétrica em relacdo a reta x = — (reta perpendicular ao
eixo x).

Iremos aprender a esbocar o grafico por meio de exemplos praticos. Antes disso, vamos
estudar a primeira etapa:

I) Geralmente, consideramos o conjunto dos reais para analise. As raizes da funcao
guadratica sdo as solugdes da seguinte equacao:

ax?+bx+c=0
Sabemos que a solugao é dada por:
—b £ VA
2a

No conjunto dos reais, devemos analisar os possiveis valores de delta para verificar se a
equagao possui solu¢ao. Vamos analisar cada caso:

a)A <0

x:

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 14
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Nesse caso, ndo temos raizes reais, pois VA n3o é real para A < 0. Logo, o grafico nao

intercepta o eixo x.

Graficamente, temos o seguinte resultado:

az’ + bz + ¢

a>0

Essa é uma representacdo genérica para a positivo. No caso de a negativo, a parabola
estaria localizada inteiramente abaixo do eixo das abcissas. Perceba que o grafico nao possui

solucdo para ax? + bx + ¢ = 0 e por isso ela ndo intercepta o eixo x.

b)A=0
Para esse valor de delta, temos apenas uma Unica raiz quadratica:
—b ++A b
A=0>x=——=——
2a 2a
b
>xXx=——
2a

Esse ponto é exatamente a vértice da parabola. Graficamente:

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES
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ax® + br+ ¢
a>0
0 : T
“2a
A pardbola intercepta o eixo x apenas uma vez no ponto x = —b/2a.
c)A>0

Nessa situacdo, VA é um ndmero real. Logo, temos duas raizes reais dadas por:

—b —+A —b + VA
X =—————ex, =——
1 2a 2 2a
Graficamente:
]
ar® +bx+e¢
a>0
0 o N -
Exemplos:

Vamos esbocar o grafico da seguinte fungao:

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 16
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y=x*—-8x+12
Seguindo as etapas para o esboco do grafico, vamos encontrar o valor de delta:
x2—-8x+12=>a=1,b=-8,c =12
A=b?—4ac=(-8)>-4(1)(12)=64—-48=16>0
Logo, a fungao possui duas raizes. Vamos calcula-las:

_—bxVA —(-8)+Vi6 (8+4)

X

Prof. VictorSo

CURIOSIDADE
‘o.o @‘

Perceba que a funcdo f(x) =x?—8x+ 12 possui b = —8, um numero par.
Podemos encontrar as raizes dessa funcao de uma forma mais rapida. Veja:
—(— [(—4)2 —-1-
x = S (14) 112=4ix/z=412:>x1=26x2=6

Essas sdo as raizes da funcdo. Note que o calculo delas envolve niumeros menores e,
por isso, o calculo se torna mais simples. Podemos usar essa formula simplificada
apenas quando b for um nimero par, isto é, b = 2k.

Vamos explicar o que aconteceu.

Sendo a equacdo quadratica da forma:

ax?+2kx+c=0

As raizes da equacdo sao dadas por:
x = —2k+/(2k)2-4ac _ -2k+V4k?—4ac _ -2k+2vki-ac

2a 2a 2a
=

Note que a formula é obtida através da fatora¢ao da expressao.
Essa é a formula simplificada para encontrar as raizes de uma equacdo com b par. Ela
facilita os cdlculos quando os coeficientes da equagdo forem grandes.

Encontrado as raizes, devemos encontrar o vértice da parabola.
b (—8)

Para encontrar yy,, podemos substituir x;, na fungdao ou usar a férmula pronta. Vamos usar

féormula:

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES
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Resta verificar a concavidade da parabola. Temos a = 1 > 1, logo a concavidade é voltada
para cima.

Para esbocgar o grafico, devemos desenhar uma parabola simétrica em relagao a reta x =
4 e que passa pelos pontos x,(2,0), x,(6,0),V (4, —4):

Yy

Y TR ———

S

Esse é o grafico resultante.

HORADE

PRATICAR!

(Exercicios de Fixacdo)

1. Resolva as seguintes equacdes:
a)x?+2x+1=0

b)2x? —4x+1=0

c)x? + 64x + 1024 =0
d—x2+9x—-5=0
e)x*—3x2+2=0

Resolugao:

a)x’+2x+1=0

Temos que encontrar a raiz da equagao. Sabemos que as raizes de uma equac¢ao do 22
grau sao dadas por:

__ —b*Vvb?-4ac

2a

X

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 18
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Substituindo os valores:

-2+/22-4(1)(1) _ —2%0

*= 2(1) =— =1
= x = —1 é solugao
b)2x2 —4x+1=0
x = -b+Vb2Z-4ac
2a
£ = ZEOECH DO _ 4B _ 422 _ g [
2(2) 4 4 -
Solugdes:
V2 V2

x1=1—7ex2=1+7

c) x?>+ 64x +1024 =0

Vamos usar a férmula simplificada para calcular as raizes:

2

Q) e

X =
a
- 2_1.
_ 32ix/321 11024 _ 3240 = —32
=>x=—-32
d)—x2+9x—-5=0
__ —b+Vb?-4ac
X = 2a
—9+,/92-4(-1)(- 5) —9+\/_ 9+v61
X = 2(=1) -2 2
9—61 9+/61
= xl == 2 e x2 ==

e)x*—3x2+2=0
Para resolver essa equacdo, podemos reescrevé-la fazendo z = x?:
2-3z+2=0
Sabemos que as raizes dessa equacao sao dadas por:
_ -bxbPdac _ —(=3)+/(32 4@ _ 341

2a 2 2

zy=1ez, =2

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES
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z = x?
x| = Vz
Assim, para cada valor de z, temos:
z1=1=2x|=1=2x,=1ex, = -1
Z,=2=2x|=2>x3=2ex, = -2

2. Calcule o maximo ou minimo das fung¢des abaixo:
a) f(x) =x*—-2x-3

b) g(x) = —x? + 25

Resolugao:

a) f(x) =x*—-2x-3

Comoa =1 > 0, a fungdo possui um minimo. Sabemos que ela é dada por:
A

Ymin = 4a

Calculando delta:

A=b*—4ac=(-2)>-4(1)(-3)=4+12=16

16
Ymin = _E= —4

b) g(x) = —x? + 25

a = —1 < 0 = a fung¢do possui maximo
A
Vmax = a
A = b%? — 4ac = —4(-1)(25) = 100
100

Ymax = — 2(-1) =25

3. Esboce o grafico da seguinte funcao:
flx) =x%—x—20
Resolugao:
Analisando a func¢ao, temos:
a =1 > 0 = concavidade para cima
A=(—1)?-4(1)(-20)=1+80=81>0

Temos duas raizes:

1+v81 1+9
= > =T=50u—4

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES
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= (-£-2)
2a 4a
b (-1 1
T 2a 20 2
A 81
T 4a &

Esbocando o grafico, obtemos:

(%e_%)

Prof. VictorSo

1.3. DECOMPOSICAO EM FATORES DO 1° GRAU

As fun¢Bes quadraticas podem ser decompostas em fatores do 12 grau:
f(x) =ax®+bx+c=alx—x)(x —x;)
Onde x; e x, sdo as raizes dessa fungao.
Para isso, ela deve ter pelo menos uma raiz.
Demonstragao:
Vamos usar a forma candnica da fungdo f:
b\> A
fx) = a<x+%) ~ia

Colocando a em evidéncia:

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES
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1) =al(ergz) ] =10 =e| e 1) - (5D

Fatorando a expressdo:

b A-- b A

=+ 2) [ [(c+2)+ i
_ b VA|[ b VA
f(x)—a[x+%—z”x+£+%

b VA b VA

f(x)=ax—(—%+5> X-(-a—z)

“f) =alx —x)(x — x3)
Vamos ver na pratica como fazemos:
1) f(x) =x*—6x+5

Encontrando as raizes, usando a formula simplificada:

x=34+32-5=3+V4=3+2=50ul
Reescrevendo a funcao:
fO)=&-5C-1)
2)g(x) =2x>+3x—5

Encontrando as raizes:

—3+,32-4-2-(-5) -3++49 -347 5
x = = = =—=oul
22 4 4 2

Reescrevendo a fungao:

g(x)=2<x—(—;)>(x—1)=2(x+;>(x—1)=(2x+5)(x—1)

1.4. INEQUACOES QUADRATICAS

Antes de estudar as inequagdes quadraticas, vamos fazer o estudo do sinal da funcao
quadratica.

1.4.1. ESTUDO DO SINAL

Para encontrarmos os sinais da funcao, devemos verificar o valor de delta e também
conferir o valor do coeficiente a.
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Sendo f(x) = ax? + bx + c. Temos trés casos para delta:
A<OouA=0o0uldA>0

A andlise serd feita usando o nimero a - f(x) (a é o coeficiente da fun¢do quadratica).
Comegaremos pelo primeiro caso:

1)A <0

A func¢ao nao possui raiz, logo ndo intercepta o eixo x.

2
al. b A . .
Usando a forma candnica de f, f(x) = a(x +£) — —, vamos analisar o sinal de a -

4a’
f(x):
b\> A b2 A b2 (=A)
. = —_— —_——] = 2 —_— —_—— = 2 —_— —_—
a'fx) a(a(x+2a) 4a> ¢ (x+2a) z = @ <x+2a) * 4
Como A < 0, temos —A > 0. Observe a equagao:
b\*  (=D)
) — 2 - > =
f@= @ () + 5
positivo
positivo positivo

Perceba que todos os termos a direita sao positivos, entdao a soma desses numeros deve
resultar em um numero positivo. Com isso, podemos concluir:

a-f(x)>0,vx ER

Dessa desigualdade, resulta:

a>0=f(x)>0
a<0=>f(x)<0

Pelo grafico, podemos visualizar as possibilidades:

ya

N

0

flx) =az’+bx+c
a <0
f(z) = ax® 4 bx + c

a >0

2)A =0

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 23



£ r .
¥ Estratégia Prof. Victor Sa
Militares
Nesse caso, temos uma Unica raiz. Ela intercepta o eixo das abcissas no ponto x = —b/2a.

Calculando a - f(x):
2 A

a-f(x)zaz(x+2£a) ~2

Substituindo A = 0 na equagao, obtemos:

A=0=>a-f(x)= gi (x+£)2

~ 2a
positivo
>0
a-f(x)=0,Vx €R
Com isso, temos:
a>0=>f(x)=>0
a<0=f(x)<0
Graficamente:
yll yl
b
f(x) =az’ + bz +c ~%a
a>10 =
0 x

f(x) =azx’4bx+c
a <0

T |

3)A>0
Temos duas raizes reais que interceptam o eixo das abcissas.

Calculando a - f(x):

a'f(x)=a<a(x+2b—a)2_ 4A_a>:a2

Vamos aplicar o produto notavel no termo em vermelho (lembrando que x? — y% = (x +

Y)(x = y)):
2( b \/Z>< b \/Z>
=a’ | x+———]||{x++=

+_
2a —~2a

(e 2y -
x 2a 4q?

a-f(x)=a? (x+£)2 \/ZZ

2a
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Sabemos que para A > 0, temos duas raizes reais dadas por:

_—b—+A —b + VA
 2a 2a
Podemos substitui-lasem a - f(x):

b VA b VA —b + VA —b — VA
a-f(x)=a2<x+———><x+—+—>=a2 x—(—) x—<—>

X1 €X2=

2a 2a 2a 2a 2a 2a
a f(x) = gj (x — x,)(x — xq)
positivo

Com isso, vemos que o sinal de a - f(x) é dado pelo estudo do sinal de a?(x — x,)(x — x,).
Temos trés casos possiveis:

1) x < x; <xy:
x<x;=>x—x;, <0
X<x,2x—x,<0
= a’(x —x)(x—x,) >0
>a-f(x)>0
2) x; < x <Xy
X, <x=>x—x,>0
X<x,2x—x,<0
= a’(x —x)(x—x,) <0
>a-f(x) <0
3)x > x, > x4t
x>x;=>x—x,>0
X>X,>x—Xx, >0
= a’(x —x)(x—x,) >0
>a-f(x)>0
Portanto, obtemos o seguinte resultado:

x<x;=>a'f(x)>0
X, <x<x,=>a-f(x) <0
x>x,>a-f(x) >0

Para cada valor de a, temos:

f(x) >0,x<x;0ux>x,
a>0>= f(x) <0,x; <x<xy
f(x)=0,x=x; oux=x,

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 25



-

¥ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

f(x) >0,x; <x<x,
a<0=>{f(x)<0,x<x;o0ux>x,
f(x) =0,x=x; oux=x,

Graficamente:

yll

f(x) =az®>+ bz +c
a>0

=2y

T2

BN |

T2

f(z) = az® + bz + ¢
a <0

Resumindo:

Para fazer o estudo do sinal da fung¢ao, devemos:
1) Analisar o sinal do coeficiente a.

2) Verificar se hd raizes.

3) Representar os sinais no eixo x.

ATENGAO

DECORE!

ﬂ‘

Geralmente, as questdes de inequacdes quadraticas terdo raizes. Usamos os seguintes
eixos para representar o sinal da funcgao:
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+
S| €T i
_ - a<0
+ +
i e €T
a>0
Simplificadamente:
— + —
O O -
a1 o I
a <0
+ — +
o 0 -
€Ty Ta i
a>0

1.4.2. INEQUAGOES DO SEGUNDO GRAU

Aprendemos no tépico anterior todos os casos de sinais possiveis para a funcao quadratica.

Para resolver uma inequac¢ao quadratica, temos que verificar o que se pede na questao e
analisar quais os valores de x resultam na desigualdade pedida. Vamos ver um exemplo:

Resolva a seguinte inequagao em R:
—x2+2x+3=0
Vamos analisar o valor de delta:
A=b?>—4ac=(2)>-4(-1)(3)=4+12=16
Como A > 0, temos duas raizes:

_—b+VA —2+V16 -2+4
T 2a 0 2(-1) =2

X
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x;=—1lex, =3
a = —1 < 0 = concavidade para baixo

Representando o sinal no eixo x, temos:

s

- /4 3 - z
_ + _

o- ° -

-1 3 E

Os valores que nos interessam sao 0s maiores ou iguais a zero:
S={xeR|-1<x<3}

1.5. EQUACOES E INEQUACOES PARAMETRICAS

PRESTEMAIS

ATENCAO!

27

Vamos finalizar o assunto de fun¢bes quadraticas estudando as equac¢des e inequacgdes
paramétricas. Esse tema é um assunto que pode parecer dificil a primeira vista, entdo vamos nos
atentar a todos os detalhes!

Mas, o que seria uma equacao ou inequagao paramétrica?
Vejamos alguns exemplos:

Nx?+px+q=0

2)mx?+(m—-1Dx—-1>0

33 m—-Dx?2+C2m+3)x+m=0

Em uma equagdo paramétrica, alguns coeficientes tornam-se parametros. Esses
parametros podem variar e mudar totalmente a forma da equacao.

No exemplo (1), temos dois parametros, p e g. O Unico coeficiente conhecido é a = 1.
No exemplo (2) e (3), temos apenas o parametro m.

Normalmente, as questées que envolvem esse tema pedirdo para comparar um numero
real com as raizes da equagao ou analisar os sinais das raizes da equag¢ao. Veremos como resolver
cada caso.
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As inequac¢Oes paramétricas podem ser resolvidas usando os métodos que aprendemos
até aqui e também aplicar as técnicas que aprenderemos agora. Vamos ver dois teoremas que
nos permitem localizar um ndmero real ao longo do eixo x.

1.5.1. TEOREMA 1 (a - f(a))

Dadoa € Re f(x) = ax? + bx + ¢, temos:

a fla)<0=>A>0ex;<a<ux,

Esse teorema diz que se o produto a - f (a) < 0, o nimero real a estard entre as raizes da
fungdo e a fungdo f terd duas raizes distintas. Graficamente, podemos ver esse resultado:

a>0

Ou

a <0

iy o T T

Demonstragao:
Queremos provar que a - f(a) < 0implicaA > 0 e a € Jxq, x,][.

Suponha A < 0, conforme visto no tdpico de estudo do sinal, temos as seguintes
possibilidades:

a>0eA<0-f(x)=0,VvxeR
>a f(x) =0
Isso é um absurdo dado que a hipétese é a - f(a) < 0.
a<0eA<0-f(x)<0,VxeR
>a-f(x)=0
Novamente, chegamos a um absurdo.
Logo, A > 0 e a fungdo possui duas raizes reais distintas.

Agora, vamos provar que « estd entre x; e x,, sendo x; < X,.
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Escrevendo f em fungdo das raizes, temos:
fx) = alx —x)(x — x3)
Da hipotese:
a-fla) <0
a-la(ad—x)(a—x,)] <0
a’(a —x)(@a—x,) <0
Como x; < Xx,, temos apenas uma possibilidade:

{a—x1>0

=
@ —2x, <0 X < a<xy

Portanto:

a-f(a) >A>0ea €]xg,x,l.

1.5.2. TEOREMA 2 (a - f(a))

Dado a € Re f(x) = ax? + bx + ¢, temos:

a fla)>0eA>0=>a<x,o0ua>x,

O teorema dizque se a- f(a) > 0e A > 0, o nimero real a estard a esquerda da menor
raiz ou a direita da maior raiz.

Possiveis casos:

X

O O O =
T To T
X
O O =
L1 =— Lo
x
O O O =
T Lo
o
O O =
L1 — &9

Demonstracao:
Suponha que «a esteja entre as raizes: x; < a < x,.
Entdo se A > 0, f terd duas raizes reais distintas. Para cada caso de a:

Sea>0ex; <a<x,temos f(a) < 0e, assim, a - f(a) <0.
S0 =0
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Sea<0ex; <a<x,temos f(a) = 0e, assim, a - f(a) < 0.
0 o

Para qualquer caso, temos a - f(a) < 0 e isso é um absurdo, dado que a hipdtese inicial é
a-f(a) >0.

SeA=0ex; <a<x,temosx; =x, = .
a é raiz, logo a - f(a) = 0. O que é um absurdo.
Portanto, concluimos:

a<x;<x0ux;<x,<a

Atencao a um detalhe! O teorema nao diz se o numero alfa estd a esquerda ou a direita
das raizes, ela apenas informa que ela ndo esta localizada entre elas. Para saber qual lado ela esta,
podemos comparar o nimero a ao ponto x,, = —b/2a. Este ponto é a abcissa do vértice da

pardbola. Caso ela seja menor, a estara a esquerda de x;. Caso contrario, ela estara a direita de
Xy.

Entdo, temos paraa > 0:

2a £
- e
b
20 T
{_F T
a
-
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Vamos ver a aplicabilidade desses dois teoremas usando exemplos.

Exemplos:

Determine os valores de m na equagdo x2+ (m —2)x +1—m = 0 de modo que o

numero 2 esteja entre as raizes.
Queremos que x; < 2 < x,, entdo vamos usar o teorema 1.
Sendo f(x) =x*+(m—-2)x+1—m:
a-fla)<0=>1-f(2)<0
Calculando f(2):
f2)=22+(m-2)2+1-m=4+2m—-4+1-m=m+1
Substituindo na condigao inicial, encontramos:
m+1<0=>m<-1

Entdo, param < —1 o numero 2 estara entre as raizes da fungdo.

Determine m de modo que a equagdo (m — 3)x? + 2(m — 2)x + m + 1 = 0 tenha raizes

reais tais que x; < x, < 1.

Nesse caso, temos que usar o teorema 2.

Considerando f(x) = (m — 3)x%? + 2(m — 2)x + m + 1. Para satisfazer as condigdes do

problema, temos que encontrar m tal que:
(Da-f(1)>0
(IDA=0
b
anm ——<1
2a

Vamos analisar cada condigdo separadamente.
Da-f(1)>0
f)=m-3+4+2(m—-2)+m+1=4m—-6
>a-f(1))=(m-3)4m—-6) >0
Disso resulta:

m—3>0e4m—6>0=>m>3em>§=>
Ou
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3
m—3<0edm—-6<0>m<3em<—-—>m<-—

(IDA=0
A=[2m—-=2)1?-4(m—-3)(m+1) =
4(m?> —4m +4) —4(m? —2m — 3) =
Am?> —4m+4-m?>+2m+3) =

4(-2m+7) =
—8m + 28
7
> -8m+28=>0=>28>8m=> mSE
b
anmn ——<1
2a
b 2m—-2)] 2-m
—_—— == = <1
2a 2m-3) m-3
2—m 5—-2m
—=-1<0=> <0
m—3 m—3

Possibilidades:

5—-2m<0em—-3>0

5
=>m>§em>3=>m

Ou
5—-2m>0em—-3<0

5 5
= < = <3= < =
m 2em m )

Juntando as possibilidades para m € R, temos:

3
(I)m>3oum<z
7
11 < -
( )m_z

5
(III)m>3oum<§
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Os valores de m que satisfazem ao problema sao resultados da intersec¢ao dos intervalos
acima:

3
<z 3<m< <
m < ou mso

HORADE

PRATICAR!

(Exercicios de Fixa¢ao)

4. Param € R, encontre a solu¢ao da equagao:
m—-Dx?2+0Cm+3)x+m=0

Resolugao:

Para resolver essa equagao paramétrica, devemos analisar o que acontece com as raizes
da equacao quando definimos algum valor para ele.

Observando a equac¢ao, vemos que a principio ela é de 22 grauparaa =m —1 # 0.
Vamos ver o que ocorre quandoa =0 ->m = 1.
Param = 1:
1-Dx*+Q2A)+3)x+1=0
5x+1=0=>x=-1/5
Encontramos uma solucao Unica:
m=1=5={-1
Agora, vamos analisar a equagao quadratica param # 1.
Devemos analisar os valores de A:
A=b?—4ac=02m+3)?>—-4(m—-1)m=16m+9

Para A < 0:

16m+9<0=>m<-9/16
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Sabemos que A < 0 faz com que a equagao nao possua solugao real, entao temos:

9
m<—£:>5—(2)

ParaA = 0:
m=-9/16
Esse valor de delta implica em raiz Unica. A raiz é dada por:
X1 =X = _% = 22(23) -~ ig:i):;; - _32__32 - —99_—2;6 - g - %
16 8
Logo:
m=-g5=5={}
ParaA > 0:
m>—-9/16

Nesse caso, temos duas raizes distintas x; # x,. Vamos analisar o sinal delas.
Dividiremos em trés casos possiveis:
1) x; e x, com sinais opostos
2) x, e x, negativos
3) x; e x5 positivos
Vamos comecar pelo primeiro caso.
Usaremos o teorema 1, lembrando:
a- f(a) < 0= aesta entre as raizes

Se queremos raizes opostas, podemos tomar a = 0. Desse modo, a raiz x; estara a
esquerda de 0 e x, a direita de 0.

Calculando a - f(0):
a-f(0)=(m-1)m<0
Possibilidades:
m<0em—1>0->m<0em > 1 (impossivel)
m>0em—-1<0-0<m<1
Entdo:
O<m<l=>x;<0ex,>0comx;,x, ER

Devemos analisar o que acontece nos extremos do intervalo de m. Ja sabemos o
resultado param = 1. Vamos analisarm = 0:

m=0-—-x>+3x=0->x(—x+3)=0
=>x=0oux=3

Desse modo:
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m=0=S5=1{0,3}

Provamos que se m € ]0, 1], as duas raizes terdo sinais opostos. Entdo, se m < 0 ou

m > 1, as raizes terao sinais iguais. Vamos analisar o valor de m nesse intervalo, entao
devemos verificar:

9
—E<m<00um>1

Para saber se as raizes sdo positivas ou negativas, devemos analisar o sinal do vértice da
pardbola da equagdo quadratica. Se x,, > 0, temos x, > 0 e consequentemente x; > 0

(ambos possuem mesmo sinal). Se x,, < 0, temos x; < 0 e consequentemente x, < 0.
Vamos calcular x,,:

b 2m+3 2m+3
_xv = — — = =

2a  20m-1)  2(1-m)
Fazendo o estudo do sinal dessa equacgao, temos:

x,(0)=2>0

Como as raizes dessa equagao possuem multiplicidade 1, obtemos:

+

°
3
2
~ 3 e

Entdo, se -3 <m < 1, temos x,, > 0. Das condigdes iniciais:

9
T <m<Ooum>1
Fazendo a intersec¢ao dos intervalos:

9
——<m<O0
16
Disso, concluimos:
9
—E<m<0:>x1¢xZE]R*+

Ja analisamos o intervalo m < —9/16, resta o intervalo m > 1. Do estudo do sinal,
vemos que m > 1 implica x,, < 0. Logo, x; < 0 e x, < 0. Assim, podemos concluir:

m>1=x, #x, ER:
Portanto, a analise final da equacao é:

9
m<—E:>S—Q5
9 3
m=-3os= )
16 5
9
—;<m<0=>x1¢xZEIR’;

m=0=S={0,3}

0 <m< 1= x; e x, possuem sinais opostos
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m>1=x, #x, ER:

1.6. EQUACOES E INEQUACOES IRRACIONAIS

Neste topico, vamos aprender a resolver equacdes e inequagdes irracionais.

1.6.1. EQUACAO IRRACIONAL

Antes de mais nada, vejamos a definicdo de uma equacao irracional:

Uma equagao irracional é uma equagao cuja variavel esta sob um ou mais radicais.
Exemplos:

NVx+1=2

2)VxZ —2x =1

3)V2x +1=x-3

Para resolver uma equacao irracional, devemos eliminar os radicais usando as poténcias
convenientes para isso. Vamos ver na pratica como fazemos:

/5+\/3+x=3

Vamos elevar a equagdo ao quadrado para eliminar o radical externo:

Resolva a seguinte equacao:

2

5+vV3+x =37
5+vV3+x=9

Agora, isolamos o radical na equacao:
V3+x=9-5
V3+x=4
Elevando ao quadrado:
3tz =4
3+x=16
=>x =13

Mas, antes de afirmar que essa é a solu¢ao, devemos testar a raiz ou verificar se ela atende
as condicOes de existéncia do problema, pois elevar uma equa¢dao ao quadrado pode trazer
solugcdes que nao satisfazem ao problema. Por exemplo, se elevamos a equagao x = 4 ao
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quadrado, encontramos x? = 16. Resolvendo esse problema, encontramos x = +4 e sabemos
gue x = —4 ndo é solugcao da equacao inicial.

Vamos testar a solugao x = 13:

\/5+\/3+x=\/5+\/3+13= 5+vV16=vV5+4=1/9=3

Logo, encontramos uma unica solucdo S = {13}.

Se quiséssemos verificar a raiz usando as condi¢des de existéncia, teriamos:
Condicao de existéncia:
3+x>20=>x=>-3

Parax = —3,temosv3 +x = 0e,assim,5++v3+x>5>0.Logo,3+x =0 ¢éalulnica
condigao de existéncia da inequagao.

Como x = 13 > —3, temos que ele é solugao.
Vamos ver mais um exemplo:

Resolva a equacao:

V3x2—7x—-5=1

Nesse caso, devemos elevar a equagado ao cubo para eliminar o radical:

3
V3x2—7x—-5 =13

3x2—-7x—-5=1
3x2—7x—6=0
Usando a formula de Bhaskara, temos:
L (N2 -4B)(6) _T+VAIFT2 7411 2oy 2
2-3 6 6 3
Logo, temos a solugdo:

1.6.2. INEQUAGAO IRRACIONAL

Para resolver uma inequagao irracional, devemos seguir alguns passos. Vamos resolver um
exercicio para ver como procedemos.

Resolva a inequagcao em R:

VX2 —-5x>x—-3
Nesse caso, devemos verificar as condigdes do problema.

Para ter solucao nos reais, a expressao dentro do radical deve ser maior ou igual a zero:
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x> —=5x>0

Agora, temos duas possibilidades:
1) Se o lado direito for negativo, temos o seguinte sistema de inequacodes:

{xz —5x>0
x—3<0

2) Se o lado direito for positivo, podemos elevar ambos os lados ao quadrado e encontrar
a solugdo. O sistema fica:

x> —=5x>0
x—3=20
x? —5x > (x — 3)?

Vamos resolver cada caso isoladamente. A solu¢do serd a unido das solugdes encontradas.

Caso 1:
{xz —5x>0
x—3<0
Reescrevendo:
{x(x -5)=>0
x <3

Vamos fazer a analise do sinal da equagao quadratica. Representando os sinais no eixo x,
obtemos:

z(x — 5) + +

Observando a figura, podemos extrair a solucao:
x> —=5x>0=>x<0oux=>5
Fazendo interseccao com x < 3, obtemos:
>x<0
Nesse caso a solugao é:
S, ={x e R|x <0}

Caso 2:

x—3=>20

{ x> —=5x>0
x? —5x > (x — 3)?

Reescrevendo:

x=>3
x? —5x > (x — 3)?

Ja fizemos o estudo do sinal das duas primeiras inequagoes.

{ x(x—5)=0
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Da primeira, temos:
x2—-5x>0=>x<0oux=>=5
Juntando com x = 3, encontramos:
=>x =5
Resta analisar a ultima inequacgao, vamos desenvolvé-la:
x?—5x>x*—6x+9
Simplificando:
6x —5x >9
x>9

Assim, x = 5ex > 9 implicax > 9.

S, ={x € R|x > 9}
Juntando as solugdes:

S, ={x € R|x < 0}

S, = {x € R|x > 9}

S=5US,=]—,0]U]9,+oo]

1.6.3. INEQUAGCAO IRRACIONAL PARAMETRICA

Vamos aprender a resolver uma paramétrica irracional.

Resolva a seguinte inequagdao em R, paraa € R:

Va+x++va—x>a
Antes de proceder, devemos analisar a condicdo de existéncia:
a+x=>20=>x2=—a
a—x=20=>x<a
Agora, vamos variar o valor do parametro a:
a<o:

Como a é negativo, temos —a > 0. Entdo, representando a no eixo x:

Prof. VictorSo

@ @
a —a

Das condicOes de existéncia, temos:

x=>—aex<a

Nesse caso, ndo temos solugao pois os intervalos ndo possuem intersecgao:
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r < a T > —a
—-—-—-—-—-—-—-—-—* h—-—-—-—-—-—-—-—*-
a —a T
a<0=85=0
a=0:
Substituindo na inequacgdo do problema, obtemos:
Vx ++v/—=x >0

Como estamos no conjunto dos reais, nao temos solugao:
x>0=>Vx€eERevV—x€C
x<0=>Vx€eCeV/—x€R
x=0=>0+0>0=>0>0

a=0=>5=0
a>0:

Nesse caso, temos:

@
—a

=N
Gl |

Das condig¢des de existéncia:
x=>—-aex<a=>x€|[—aal

Vamos resolver a inequagdo:

va+x+VJa—x>a

Elevando a inequac¢ao ao quadrado:
a+x+a—x+2ya?—x%>a?

2a + 2+ a? — x? > a?

/aZ — xZ > M

2
Devemos analisar o sinal da expressdo (a® — 2a)/2:
a’?—2a ala—2)

2 2

ilink) + \ / +
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Para0 < a < 2, temos:

ala —2)
2
Qualquer x que satisfaca as condi¢des de existéncia é solugdo. Entao:

<0

X € [—a,al
0<a<2=S=[-ad]
Para a = 2:

Substituindo na inequacao:

4—4
\/4—x2>T=> 4—x2>0

Sabemos que V4 — x? > 0. Vamos encontrar a solu¢do em x.

Analisando o sinal de 4 — x2 para verificar a condicdo de existéncia:
4 —a? /4\
o=
-~ /? x 2

Vemos que temos solugdo para x € | — 2,2][.

a=2=S=]-22]

Paraa > 2:

Procedemos elevando a inequacgdo ao quadrado:

(a? — 2a)?
2 _ .2
J— >—
a? —x 2
a’(a —2)?
2 > 52
a 2 X
a’(a —2)?
2 £ g2 _
x*’<a 2
a’(4— (a®> —4a+ 4
x? < ( ( ))
4
X a’(4a — a?)
x ————————————————————
4

a? é positivo, vamos estudar o sinal de 4a — a?:

_ /0 4\ — a
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Sea <0oua > 4,temos:

a’(4a — a?)

g —Mm <0
x 4
= x? < 0 (impossivel)
a>4=>5=0

Logo, temos que:
a’(4a — a?)
T >0=>0<a<4

Comoa > 2:
a’(4a — a?)
4

Para esse intervalo de a a solugdo é dada por:

a’(4a — a?)

>0=>2<a<4

4
a?(4a — a?)
x 4
a a
—E\/4a —a’t<x< E\/4a —a?

a a
2<a<4=>S=]—E\/4a—a2,§\/4a—a2[

Resta analisar a = 4:
Substituindo na expressao:
42(4 -4 — 42) B
4
x? < 0 (impossivel)
a=4=>5=0

2 0

X

Com isso, encontramos todas as possibilidades para o parametro a:
a<0=>5=0
0<a<2=S=[-aad]
a=2=>S5=]-22]

a a
2<a<4=>S=]—E\/4a—a2,§\/4a—a2[

a>4=>5=0

Obs.: Inequagdes paramétricas também podem ser resolvidas usando geometria analitica.
Estudaremos com mais detalhes quando chegarmos nesse assunto.
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2. MODULO DE UM NUMERO REAL

2.1. DEFINICAO

Prof. VictorSo

Seja f uma fungdo na variavel x. A definigdo de mdédulo é dada por:
fx),f(x)=0
—f(x), f(x) <0

|f(x)| é chamado de mddulo de uma fungio na variavel x. O médulo também é conhecido
como valor absoluto.

el =1

Exemplos:
1) f(x) = |x* — 4]
f pode assumir os valores x? — 4 ou 4 — x2.

Para encontrar as fungdes de f, devemos encontrar o intervalo de cada uma dessas
funcdes. Isso é feito analisando-se o sinal da funcdo x? — 4:

x2—4=0>x=42

v\ /4
_2\_/2

x?—4,x<-2oux=>?2
4 —x2 -2<x<?2

Comoa=1>0:

€T

Entdo, a fungdo f é dada por:

f(x)={

Representacdo gréfica:
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2)g(x) = |x = 2|+ |x + 2]
|x — 2| podeserx —2 ou—x + 2
|x + 2| podeserx + 2 ou—x — 2

Representando os sinais das fung¢des envolvidas no eixo x:

|z + 2| —r—2 x4+ 2 T+ 2

|z — 2| —x+2 —x+2 x—2
@

—2 2

|

Analisando a figura, temos:
x<-2=2>g9gx)=—-x+2—-x—-2=-2x
—2<x<2=2>gx)=—x+2+x+2=4

x=22=>g9gx)=x—-2+x+2=2x

Grafico:
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2.2. GRAFICO

Usando o grafico, podemos explicitar os pontos mais importantes de uma fungdo. Vamos
aprender como esbocar o grafico de uma fungdao modular por meio de um exemplo:

E(x) = [Ix? — 1] - 2|

Temos que esbocgar a figura de dentro pra fora. O primeiro passo é esbogar o mdédulo da
parte interior:

|x? — 1]
Vamos por partes. Primeiro, representamos x? — 1:
Raizes:
x?—1=0=>x=+1

Vértice:
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Agora, representamos |x? — 1|. Basta espelhar a parte negativa para cima:

,
o
Y

O proximo passo é transladar —2 na func¢do acima. Devemos deslocar o grafico 2 numeros
para baixo verticalmente.

|x? — 1| — 2:
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Por ultimo, espelhamos a parte negativa para cima:
[1x2 — 1] - 2|:

Observando o grafico de |x? — 1| — 2, vemos que a func¢do que representa os pontos de
raizes é dada pelo grafico da parabola x? — 1 subtraido de 2:

x2—1-2=x2-3=0>x=+V3

Com isso, obtemos o resultado final:
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2.3. PROPRIEDADES

P1) |[x| = 0,Vx € R

P2) [x| = x,Vx € R

P3) |x|? = |x?| = x?,Vx € R
P4) |x| = Va2

P5) [a - b| = |al - |b|

a

= pzo0
b

P6) || = Ib|’

P7)|x| >a,a>0ex< —aoux=a
P8)|x|<a,a>0o —-—a<x<a

PI) [x + y| < [x]| + |yl

P10) [x — y| = |x| — [y|

P11) |x; + x5 + -+ x| < |xq| + |x5] + -+ x|
P12) [x +y| = x|+ |yl & xy =0

Demonstragao:

Vamos demonstrar as propriedades P5, P6, P9, P10, P11 e P12:

P5) [a - b| = |al - |b]

Usando P4:
la- bl =[(ab)? = Vaz\/b? = |al - |b|
pe) 2| =% b0
b |
Usando P4:
|a|_ (az_\/ﬁ_lal
bl J\b/ bz bl

P9) |x + y| < |x| + |yl
Usando P3:

lx +y|> = (x +y)? =x%+ y? + 2xy

P2:

x? +y% 4 2xy < |x?| + 1y? + 2xy] = [x]? + |y + 2lxlly] = (x| + lyD?

Disso, concluimos:

lx + y|? < (Jx| + |y])?
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= |x+y| < x| + |yl

Essa propriedade é conhecida como desigualdade triangular.

P10) [x — y| = |x]| — |yl
Usando P3:

lx —y|? = (x —y)? = x*+y% — 2xy

P2:

xy < |xyl = [x|[y]
= —2xy = —2|x||y|

Prof. VictorSo

x? +y? = 2xy 2 x* +y? = 2xlly| = |xI* + |y|* = 2lx[ly| = (x| = [yD?

Assim, concluimos:

lx —y1* = (Jx| — |y])?
= |x—y| = |x] = |yl

P11) |x; + x5 + -+ x| < |xq| + |x5] + -+ + | x|

Usando P9:

|1 + x5 + o+ x| < g x5+ F x4 |+ [xy]
lxy + %2 + -+ x| S Iy + g + o+ X o F [ |+ x|

|x1 +X; + '"+xn| < |x1| + |X2| + et |xn|

P12) [x +y|=|x|+ |yl & xy =0

lx +yl=lx|+[y|=>xy=0
lx +y1? = (x| + lyD* = (x + ) = [x|* + |y|* + 2|x]||y|
x% +y? + 2xy = |x|* + |y|* + 2|x||y|
x? +y% 4+ 2xy = x2 +y% + 2|x]||yl
= xy = [x|ly| = |xy|

Para provar a volta, basta fazer o caminho inverso.

=>xy =0
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x| + |yl =a,a>0
Essa equacdao é conhecida como equac¢ao do quadrado, pois a sua representacao
grafica no plano cartesiano é um quadrado. Veja:

Parax >0ey > 0:

xXty=a=>y=—x+a
Parax < 0ey >0:

—x+y=a=>y=x+a
Parax < 0ey <0:

—X—y=a=>y=-Xx—a
Parax > 0ey <0:

X—y=a=>y=x—a

Representando as equagdes no plano, obtemos:

[ |
Yy

y=x+a

Yy=—x—a

Note que a equacdo acima estd centrada no ponto (0,0). Podemos escrevé-la com
outro centro. Veja:
lx —al+|x—Bl=aa>0

Representacao grafica:
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|z —a|+|z—0l=a
<
B—a §
@ O ‘ -
a—a [ ata x

HORADE

PRATICAR!

5. Construa o grafico da seguinte funcdo em R:

f&) =lx+ 1]+ |x -1
Resolugao:
fO&) =lx+ 1]+ |x -1

Vamos dividir em casos. Sabemos que:

x+1,x>-1
x +1 _{—x—l,x<—1
|x_1|_{x—1,x21
T lx+1,x<1
Construindo a tabela:
|z 41| —r—1 r+1 r+1
| — 1| —z+1 —x+1 r—1
° . -
-1 1

Parax < —1:
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fX)=—x—-1—-x+1=-2x
Para—1 <x < 1:
f)=x+1—-x+1=2
Parax = 1:

fX)=x+14+x—-1=2x

6. Encontre a fungdo por intervalos:
flx) =1x* — 4] - |x - 2|

Resolugao:
xX—2,x=2
|x_zl_{—x+2,x<2
2 _ < — >
|x2_4|={x 24,x_ 2oux > 2
—x“+4-2<x<?2
Parax = 2:

fX)=x>—-4—-(x—-2)=x*—-x-2=(x-2)(x+1)
Para —2 < x < 2:
fX)=—x?+4—-(—x+2)=—x>+x+2=-(x—-2)(x+1)
Parax < —2:
f(x)=x>—4—-(—x+2)=x>+x—-6

Entdo, podemos escrever f em intervalos:
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X2 —x—-2,x>2
fx)=X—x?+x+2,-2<x<2
X’ +x—6,x< =2

7. Resolva as seguintes equagdes, em R:
a)|3x—1| =2

b) |x? —4x + 5| =2

c)|3x+ 2| = |x — 1|

Resolugao:

a)|3x—1| =2

Para resolver uma equag¢ao modular, devemos encontrar o valor de x para cada caso do
modulo:

3Ix—1=2
{—(3x—1)=2

3Ix—1=2=23x=3=2>x=1

1—3x=2=>—1=3x=>x=—§
= (-2

{ x> —4x+5=2
—(x* —4x+5) =2

x> —4x+5=2=2x2-4x+3=0=>x-3)(x-1)=0=>x=1oux=3
—x?’+4x—-5=2=—x2+4x—-7=0
A=b?—4ac=16—-4(-1)(-7)=16—-28=-12<0
N3o tem raiz

~S={13}

b) |x? —4x + 5| =2

c)|3x+ 2| =|x—1]

{3x+2=x—1
3x+2=—-x+1

3x+2=x—1:>2x:_3:>x:_§

3x+2=—x+1=>4x=—1=>x=—i
3 1
s={-3-3

8. Resolva a inequacdo |x? — 4| < 3x.

Resolugao:
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Vamos analisar o sinal de x? — 4:

Prof. VictorSo

Da andlise do sinal da figura, temos:

|x2_4|={x2 —24,xS—20ux22
—x“+4,-2<x<2
Para —2 <x < 2:
—x244<3x>-x>-3x+4<0
> —-(x+4)(x-1)<0

Analisando o sinal:

>x<—4oux>1
Fazendo a intersecgao com —2 < x < 2, temos:
1<x<?2
Parax < —2oux = 2:
x2—4<3x=>x>-3x—4<0
>x-4)kx+1)<0

Estudando o sinal:

> -1<x<4

Fazendo a intersec¢ao com a condi¢do inicial x < -2 ou x = 2:

2<x<4
Portanto a solugao é dada por:
S =]1,2[U [2,4] =]1, 4]

a)0<x<4
b)x >0
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c)x >4

dx<2

Resolugao:

Analisando melhor a fungdo f(x), sabemos que:
x—2>0=2x>2=>|x—-2|=x—-2
x—2<0=>x<2=|x—-2|=2—-x

Portanto, escrevemos a fun¢do como:

XxX—2, x>2
f(x)_{Z—x,xsz

Portanto, a funcdo é decrescente quando seu coeficiente angular (termo que multiplica
x) é negativo. Isso s6 ocorre quando f(x) =2 —x = x < 2.

Gabarito: “d”.

10. (ESPCEX/2004) Analise os itens abaixo para a fungdo f: R — R:
l.Se f(x) + f(—x) = 0, entdo f é uma funcdo par.
Il. Se f(x) é uma funcdo constante, entdo f é fungdo par.
lI. Se |[f(x)] = f(x), entdo Im(f) c R,.
IV.Se |f(x)| = f(x), entdo f é fungdo bijetora
Sao corretas as afirmativas:
a)lell
b)llelV
c)liell
d)lelll
e)lllelV
Resolugao:
Analisando cada afirmativa:
l. Falso, pois se f(x) + f(—x) = 0= f(x) = —f(—x) = f é uma func¢do impar.
Il. Verdadeiro. Se f(x) é constante entdo f(x) = k Vx € R, sendo k € R, ent3o:
fx)=k=f(—x)=f(x) =f(—x) > f épar
lll. Verdadeiro. Se |f(x)| = f(x) = f(x) > 0,Vx € R. Portanto, Im(f) c (0,+w) = R,
IV. Falso. Sabemos pelo enunciado que o contradominio de f é R. Analisando o que é dado:
fO)=1f®]|>0=f(x) >0vxeR
= Im(f) C R,
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| Assim, f ndo é sobrejetora, pois seu conjunto imagem nao é igual ao seu contradominio
R Se ela n3o é sobrejetora, ndo tem como ser bijetora. |

Gabarito: “c”.

3. QUESTOES NIVEL 1

1. (EsSA 2012) -Se f(2x + 1) = x? + 2x, entdo f(2) vale:

e =T =
N[w &[G

2
Nl R |w N[=

()
—

2. (EsSA 2012) - Os gréaficos das fungdes reais f(x) = 2x —2/5 e g(x) = 3x* — ¢ possuem um
Unico ponto em comum. O valor de c é:

1

a) _E

b) 0

3. (EsSA 2015) — As fung¢Oes do 22 grau com uma variavel: f(x):ax2 +bx+c terdo valor maximo

quando:
a)a<o0
b)b>0
c)jc<O0
d)a>0

e)a>0
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4. (EsSA 2017) — O conjunto solucio da inequagdox? + 5x +6 < 0, onde x é um nimero
real (x € R), é:

a){xeR|-2<x<3}
b){x e R| -3 <x< -2}
{ixeR|-3<x<2}
d{xeR|-5<x<1}
e){xeR|-5<x< -6}

5. (EsSA 2017) - Os valores de k de modo que o valor minimo da fungdo f(x) = x% + 2k — 1)x +
1 seja -3 sdo:

5 3

_e p—

22

5 3

b)—Ee—E

a) —

C)ZE—Z

d)ze;

E) E e — E
6. (ESA - Area Geral e Aviagdo /2021 - Modificada)

O lucro de uma empresa é dado por uma lei L(x) = —x% + 8x — 7, em que x é a quantidade
vendida (em milhares de unidades) e L é o lucro (em milhares de unidades). Qual o valor do lucro

maximo, em reais?
a) 8.000.

b) 10.000.

c) 9.000.

d) 7.000.

e) 6.000.

7. (EsSA 2019) — Observe a equagdo modular [3x-2|=8+2x e identifique a alternativa que

apresenta uma das possiveis raizes.

8. (ESA — Area Geral e Aviagdo /2021)
A solugdo da inequacgdo |3x — 10| < 2x é dada por:

a)S ={xeR|x <10}
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b)S =0
c)S={xeR|2<x<10}
d)S ={x e R|x > 2}

e)S={xeR|x<2oux=>10}

Prof. VictorSo

GABARITO

RESOLUCAO

1. (EsSA2012)-Se f(2x+1)=x"+2x, entdo f(2) vale:

o W NI= Nw Aa

e
N

Comentario:

Note a seguinte estratégia:
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. 1
Assim, vamos tomar x = 5

f(2x+1)=f(2-1+ 1>=f(2)

2
2 1
f@ =/, t2-5
1 5
f2) = 2T1=3
5
f@=z

Gabarito: A

9. (EsSA 2012) - Os graficos das fungdes reais f(x) = 2x —2/5 e g(x) = 3x% — ¢ possuem um
Unico ponto em comum. O valor de c é:

1
a)—g

b) 0
1
C) g
1
d) e
e)l
Comentario:

Temos que as fungdes se intersectam em um Unico ponto, logo devemos igualar f(x) = g(x)
f&) =g(x)

2x—§=3x2—c

5 2
3x —2x+(§—c) =0
Como sé ha um Unico ponto em comum, temos que sé ha um valor de possivel de x. Desse modo,
o delta da equacao do 22 grau acima deve ser zero (A = 0).
A=b?—4ac=0

2
(—2)2—4'3'(§—c>=0
_ 1

“= 15

Gabarito: D

10. (EsSA 2015) — As fungdes do 22 grau com uma variavel: f(x):ax2 +bx+c terdo valor maximo

quando:

a)a<0
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b)b>0
c)jc<O0
dAa>0
e)a>0

Comentario:

Prof. VictorSo

Como queremos um valor maximo para f(x), devemos ter a concavidade voltada para baixo.

Logo, devemos ter o valor de a negativo
a<0
Gabarito: A

11. (EsSA 2017) — O conjunto solucio da inequagdox? + 5x + 6 < 0, onde x é um numero

real (x € R), é:
a){xeER|—-2<x<3}
b){x e R| -3 <x< -2}
o{xeR|-3<x<2}
d{xeR|-5<x<1}
e){xER|-5<x<—6}

Comentario:

Temos que analisar as raizes da equacdo do segundo grau acima

x2+5x4+6=0

—5++1
X =

2-1
{x = =3
x= —2

Dessa forma, temos o seguinte, visto que x? + 5x + 6 < 0
-3 -2
—(—)—

Logo, temosque S ={x € R /-3 < x < —2}.
Gabarito: B

12. (EsSA 2017) — Os valores de k de modo que o valor minimo da fungdo f(x) = x% + 2k — 1)x +

1 seja -3 sdo:

5 3
a)—-e-
22
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c)%e—%
d)e’
e);e—%

Comentario:

Para acharmos o valor minimo de f(x) = x? + (2k — 1)x + 1, devemos calcular o valor do y,,.
—A

=3
Rk—-1)?*-4=12
4k? — 4k —15=0

(41 (-4)?—-4-4-(-15)

B 24

4 +/256

k= ———
8
5
k=3
po 23
2

Y =

k

Gabarito: E

13. (ESA — Area Geral e Aviagdo /2021 - Modificada)

O lucro de uma empresa é dado por uma lei L(x) = —x? + 8x — 7, em que x é a quantidade
vendida (em milhares de unidades) e L é o lucro (em milhares de unidades). Qual o valor do lucro

maximo, em reais?
a) 8.000.

b) 10.000.

c) 9.000.

d) 7.000.

e) 6.000.
Comentarios

Sabendo que o lucro maximo é dado pelo y do vértice da equacdo do segundo grau dada
no enunciado, temos que:

) AP ——
maxme 4a 4.(-1) 4 4

Com isso, temos que o lucro maximo é:

A 82—4.(—1).(—7)_64—28_36
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R$9.000,00

Na prova, essa questdo foi anulada, devido ao seu enunciado erréneo.

Gabarito: B

14. (EsSA 2019) — Observe a equa¢ao modular |3x—2|=8+2x e identifique a alternativa que

apresenta uma das possiveis raizes.

Comentarios:

Note que temos as seguintes possibilidades

3x —2=8+2x - x =10 (ok)
ou

3x—2=-8-2x->x= —z (ndo convém. Faga o teste!)

Gabarito: 10

15. (ESA — Area Geral e Aviagdo /2021)
A solugdo da inequacgdo |3x — 10| < 2x é dada por:
a)S ={x e R|x <10}
b)S=0
c)S={xeR|2<x <10}
d)S ={x e R|x > 2}
e)S={xeR|x<2oux=> 10}
Comentario:

Observando a inequacao, é importante observar que:

2x>20->x2>20

Assim:
—2x<3x—-10-5x>210->x>2
Ou
2x<3x—10-x <10
Assim:

x=20,x=22ex<10
Portanto, tem que satisfazer as 3 restricdes, logo:
S={xeR|2<x <10}
Gabarito: C
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16. (AFA/2021)

Considere a fungdo real f definida por f(x) = |—|—c+ x| + c¢|,com c € R.
Dos graficos apresentados nas alternativas a seguir, o tnico que NAO pode representar a fungio f
é

a)

...........................

d)

17. (AFA/2021)

(x—4) (x2 —25)

3 e S C R o conjunto
—-x“+5x—4

Seja D o conjunto dominio mais amplo da fungdo real f(x) =
solugdo da inequagdox + 6 < x(x + 6).
OconjuntoD NS é

a)] - 00, —6] U]1,5] - (4}
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b)] — o, —5] U]1,4] U4, 5]
€)] —,—6[U[1,4[U[5, o]
d)]1,4[ U [5, 0]

18. (AFA/2020)

Considere as fungdes reais f e g definidas, respectivamente, por

f(x):\/x3+x2—x—1_1

x—1
e
) Va3 +x2 —x—1 .
x) = —
g Vvx—1
Sejam:

D(f) o conjunto dominio de f
D(g) o conjunto dominio de g
Im(f) o conjunto imagem de f

Im(g) o conjunto imagem de g

Prof. VictorSo

Sobre as fungdes f e g, analise cada proposicao abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.

(02) A funcao f admite valor minimo iguala —1
(04) f é decrescente & x € | — 00, —2]

(08) D(f) = D(g)

(16) Im(g) < Im(f)

32) f(x) =g(x) ® x €]1,+0o]

A soma das proposi¢oes verdadeiras é

a) 50

b) 48

c)42

d) 30

19. (AFA/2019)

2

Sobre ainequacao @ > x3, considerando o conjunto universo U c R, é INCORRETO afirmar que

possui conjunto solugdo:
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a)unitarioseU = {x e R|lx >0ex =2k ke Z}}
b) vazio se U = [2, +oo]
c) com infinitas solugdesse U = {x e R|lx =2k + 1,k € Z_}

d) com infinitas solugées se U = {x € R*|x < 2}

20. (AFA/2019)

Para angariar fundos para a formatura, os alunos do 32 ano do CPCAR vendem bombons no horario

do intervalo das aulas.

Inicialmente, comecaram vendendo cada bombom por R$4,00. Assim, perceberam que vendiam,

em média, 50 bombons por dia.

A partir dos conhecimentos que os alunos tinham sobre fungao, estimaram que para cada 5 centavos
de desconto no preco de cada bombom (ndo podendo conceder mais que 70 descontos), seria
possivel vender 5 bombons a mais por dia.

Considere:

- p o pre¢o de cada bombom;

-n o niumero de bombons vendidos, em média, por dia;

- x € N o niimero de redugdes de 5 centavos concedidas no prego unitdrio de cada bombom; e
- y a arrecadagao diaria com a venda dos bombons.

Com base nessas informacgodes, analise as proposicoes abaixo.

(02) O grafico que expressa n em fungao de p esta contido no segmento AB do grafico abaixo.

AD
4001

- ' >
0,5 4 p

(04) A maior arrecadagao didria possivel com a venda dos bombons, considerando os descontos de

5 centavos, ocorre quando concederem 35 descontos de 5 centavos.

(08) Se forem concedidos 20 descontos de 5 centavos, serao vendidos mais de 100 bombons por dia.
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A soma das proposi¢oes verdadeiras é igual a
a)6

b) 10

c) 12

d) 14

21. (AFA/2018)

x—3,sex<2

Sejaf:R - R fungdo definid = {42
eja f: R — R uma fung¢do definida por f(x) {xz—x,sex>2

Analise as proposi¢oes a seguir e classifique-as em V (verdadeira) ou F (FALSA).
( ) Afuncao f é injetora.
( )Vx € R, afungdo f é crescente.

( ) Afungdo f1, inversa de f, é dada por f"1:R — R, tal que

f‘l(x) :{ x+3,sex< -1
Vix+4+2,sex>—-1
A sequéncia correta é
a) F-vV-v
b) V-V-V
c) F-V-F
d) V-F-v

22. (AFA/2017)

Durante 16 horas, desde a abertura de uma certa confeitaria, observou-se que a quantidade q(t)
de unidades vendidas do doce “amor em pedaco”, entre os instantes (t — 1) e t, é dada pela lei
q(t) = ||t — 8| + t — 14(, em que t representa o tempo, em horas, et € {1,2,3, ...,16}.

E correto afirmar que

a) entre todos os instantes foi vendida, pelo menos, uma unidade de “amor em pedaco”.
b) a menor quantidade vendida em qualquer instante corresponde a 6 unidades.

c) em nenhum momento vendem-se exatamente 2 unidades.

d) o maximo de unidades vendidas entre todos os instantes foi 10.

23. (AFA/2016)
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Considere as fungdes reais f, g e h tais que
f(x) =mx*—(m+2)x+ (m+2)
(=1
xX) =—
9 X
h(x) = Vx
Para que a fun¢do composta h 0 g o f(x) tenha dominio D = R, deve-se ter
ajm > z
3
b)—2 <m< ;
g0<m< 2

d-2<m<0

24. (AFA/2016)

Uma fabrica produz casacos de determinado modelo. O prec¢o de venda de um desses casacos é de
R$200,00, quando s3o vendidos 200 casacos. O gerente da fabrica, a partir de uma pesquisa,
verificou que, para cada desconto de R$2,00 no prego de cada casaco, o nimero de casacos vendidos
aumenta de 5.

A maior arrecadacao possivel com a venda dos casacos acontecera se a fabrica vender cada casaco
por um valor, em reais, pertencente ao intervalo:

a) [105,125]
b) [125, 145[
c) [145,165[
d) [165,185]

25. (AFA/2012)

Para angariar fundos de formatura, os cadetes do 12 ano da AFA vendem camisas de malha com o
emblema da turma. Se o prego de venda de cada camisa é de 20 reais, eles vendem por més 30

camisas.

Fizeram uma pesquisa e verificaram que, para cada 2 reais de desconto no pre¢o de cada camisa,

sdo vendidas 6 camisas a mais por més.
Dessa forma, é correto afirmar que
a) é possivel fazer mais de 10 descontos de 2 reais.

b) tanto faz vender as camisas por 12 reais cada uma ou 18 reais cada uma que o faturamento é o

mesmo.
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¢) o maximo faturamento ocorre se sao vendidas menos de 40 camisas por més.

d) se o preco de venda de cada camisa é de 14 reais, entdo o faturamento é maior que 680 reais.

26. (AFA/2012)
Considere f uma fung¢do quadratica de raizes reais e opostas.

O grafico de f intercepta o grafico da fungdo real g definida por g(x) = —2 em exatamente um

ponto.

Se f(v3) =4 e D(f) = D(g) = R, entdo, é INCORRETO afirmar que
a)f(x)—g(x)>0,vxeR

b) o produto das raizes de f é um nimero impar.

c) a fungdo real h definida por h(x) = g(x) — f(x) admite valor maximo.

d) f é crescente Vx € [1,+o0].

27. (AFA/2012)
Considere a figura abaixo que representa um esbogo do grafico da fungao real f.

Ay

\30

2u

u

0 u 2u 3u X
Sabe-seque g(x) = f(x) —3u, h(x) = g(x + u) e j(x) = |h(x)]|
Um esbocgo de grafico que melhor representa a fungao j é

a)

Ly

u 2u 3u 4u 5u Bu X
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AY

v

2u 3u 4u 5u 6u X

.

2u -u O u 2u 3u 4u 5u X

28. (AFA/2012)

xz —X

Considere a fungdo real g: A - Rtal que g(x) = 5.
Sabendo-se que o conjunto A é o mais amplo possivel, é verdade que
a)Ix € Atalque g(x) = —1.

b) se h(x) = —1 + |g(x)|, entdo h possui raiz real.
c)Jse0<x<1,entio—-1<g(x)<O.

d)3x € ] — oo, —2] tal que g(x) > 3.

29. (AFA/2011)

Considere as fungdes reais f e g tal que f(x) = x*> + 1 e que existe a composta de g com fdada
por (gof)(x) = /(xZ + 1.

Sobre a fungao g, é INCORRETO afirmar que ela é

a) par

b) sobrejetora

c)talqueg(x) > 0VvVx eR

d) crescente se x € [1, +o[
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30. (AFA/2011)

Classifique em (V) verdadeiro ou (F) falso cada item abaixo, onde a € R.

2_g2

x
l.

x—a

=x+aVvVx€eR
1 _1 ~
II.se;<;ea>O,entao{xER|x<Ooux>a}

lll.sea>0el|x| <a,entiox? —a%?<0
Tem-se a sequéncia correta em

a) F-V-F

b) F-F-V

c) V-F-v

d) F-V-v

31. (AFA/2010)

Considere o esbogo dos graficos das fungdes reais f, g e h, tais que f é do 22 grau e g e h sdo do 12
grau. Sabe-se que V é o vértice da parabola.

!
N

0,5

v

g9
f

O conjunto de todos os valores de x para os quais h(x) > g(x) > f(x) é
a) R—]1,5]

b)R —[1,5]

c)R—[1,3]

d) R—]1,3[

32. (EFOMM/2020)

Ainequagdo |x| + |2x — 8| < |x+ 8

é satisfeita por um nimero de valores inteiros de x igual a
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a)5
b) 6
c)7
d)8

e)9

33. (EFOMM/2020)
Considere a inequagao
|27 —x* + x —1||x* —4x + 3|(x* - 7x — 54) < 0.

Seja I o conjunto dos nimeros inteiros que satisfaz a desigualdade e n a quantidade de elementos

de I. Com relagdo a n, podemos afirmar que
a) n é um numero primo.

b) n é divisivel por 7.

¢) n ndo divide 53904.

d) n é um quadrado perfeito.

e) n é divisivel por 6.

34. (EFOMM/2019)

Considere a fungdo real f(x) = 1 + 4x + 2x2. Determine o ponto x* que define o valor minimo

dessa fungdo.

a)x" =-2
b)x*=-1
cx'=-1/2

35. (EFOMM/2019)

Examine a fungdo real f(x) = 2x — 3x2 quanto a existéncia de valores de pontos de maximos e
minimos. Analise o problema e assinale a alternativa CORRETA.

a) A funcao atinge o valor maximo de 2/3, no ponto x = 1/3.

b) A fungao atinge o valor minimo de 1/3, no ponto x = 1/3.

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 72



Militares

ﬁ Estratégia

c) A fungdo atinge o valor maximo de 1/3, no ponto x = 1/3.

d) A fungdo atinge o valor minimo de 2/3, no ponto x = 1/3.

36. (EFOMM/2019)

Prof. Victor So

Sejam as funcgdes f e g definidasem R por f(x) = x> + a.xe g(x) = —(x* + B -x),emque a e

B sao numeros reais. Considere que essas fungdes sao tais que

f g
Valor Ponto de Valor Ponto de
minimo minimo maximo maximo
-1 <0 9/4 >0

Entdo, f compostaem g, (f 0 g)(2) = 0 éigual a

a) 0
b) 2
c) 4
d) 6
e)8

37. (EFOMM/2018)

Uma aluna do 32 ano da EFOMM, responsavel pelas vendas dos produtos da SAMM (Sociedade

Académica da Marinha Mercante), percebeu que, com a venda de uma canecaa R$ 9,00, em média

300 pessoas compravam, quando colocadas as canecas a venda em um grande evento. Para cada

reduc¢do de R$ 1,00 no prego da caneca, a venda aumentava em 100 unidades. Assim, o prec¢o da

caneca, para que a receita seja maxima, serd de

a) R$ 8,00.

b) R$ 7,00.

c) R$ 6,00.

d) R$ 5,00.
e) R$ 4,00.

38. (EFOMM/2018)

A forma de uma montanha pode ser descrita pela equagdo y = —x? + 17x — 66 (6 < x < 11).

Considere um atirador munido de um rifle de alta precisdo, localizado no ponto (2,0). A partir de

gque ponto, na montanha, um indefeso coelho estara 100% seguro?

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES

73



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

a) (8,9).
b) (8,6).
c) (7,9).
d) (7,5).
e) (7,4).

39. (EFOMM/2016)

De acordo com conceitos administrativos, o lucro de uma empresa é dado pela expressao
matematica L = R — C, onde L é o lucro, C o custo da producdo e R a receita do produto. Uma
industria produziu x pegas e verificou que o custo de produgdo era dado pela fungdo C(x) = x? —
500x + 100 e a receita representada por R(x) = 2000x — x%. Com base nessas informagdes,

determine o numero de pegas a serem produzidas para que o lucro seja maximo.
a) 625

b) 781150

c) 1000

d) 250

e) 375

40. (EFOMM/2016)

Determine a imagem da fung¢do f, definida por f(x) = ||x+ 2| — |x — 2||, para todo x € R,

conjunto dos niimeros reais.
a)Im(f) =R

b) Im(f) = {y € R|y = 0}.
o)Iim(f) ={yeR|0<y<4}
d)Im(f) ={y € R|ly < 4}.

e) Im(f) = {y € R|y > 0}.

41. (EFOMM/2010)

A equagao 4\/x- VYx =13+ \/217 — 13- {/x tem uma solugdo inteira positiva x;. O nimero de

divisores positivos de x; é
a)10
b) 11
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c)12
d)13

e) 14

42. (EFOMM/2009)

O logotipo de uma certa Organizacao Militar € uma pedra semipreciosa, cujo valor é sempre

numericamente igual ao quadrado de sua massa em gramas. Suponha que a pedra de 8 gramas,

infelizmente, tenha caido partindo-se em dois pedagos. Qual é o prejuizo, em relagao ao valor inicial,

sabendo-se que foi o maior possivel?
a) 18%
b) 20%
c) 50%
d) 80%

e) 90%

43. (EFOMM/2006)

Se M e N sao as raizes de x2 — 6x + 10 = 0, entdo % + %vale:
a)6

b) 2

o1

d):

1
E)g

44. (EFOMM/2005)

Trabalhando x horas por semana um operario ganha R$ 60, 00 por semana trabalhada. Em um novo

emprego, esse mesmo operario, continua ganhando os mesmos R$ 60,00 por semana, porém

trabalha 4 horas a mais por semana e recebe R$ 4, 00 a menos por hora trabalhada.
Determine o valor de x.

a)6

b) 8

c)10
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d) 12

e) 14

45. (EFOMM/2005)

com a € R”, apresenta sinal positivo é

O intervalo onde a fungao f(x) = :xZ—Z

xZz—x’

46. (Escola Naval/2019)

Uma loja de bombons esta com o seguinte cartaz de promogao: “compre x bombons e ganhe x%
de desconto”. A promocgao é vdlida para compras de até 60 bombons, caso em que é concedido o
desconto maximo de 60%. Maria, Flavio, Gisele, Felipe, Evandro e Diego compram 53, 40, 33, 47,
38 e 57 bombons, respectivamente. Nessas condi¢des, assinale a op¢do que apresenta o nome das

pessoas que poderiam ter comprado mais bombons e pago a mesma quantia inicial.
a) Diego e Maria.

b) Gisele e Evandro.

c) Maria e Gisele.

d) Diego e Evandro.

e) Felipe e Flavio.

47. (Escola Naval/2014)

Considere a fungdo real de variavel real f(x) = x + ,/|x|. Para que valores da constante real k, a

equacdo f(x) = k possui exatamente 3 raizes reais?
1

a)k < —-
2

b) — k<

NN
IA
KN

ok

A
N | =

IA
&
IA
(=)

d) —

R
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e)0<k<-
4
48. (Escola Naval/2014)

Um restaurante a quilo vende 200 quilos de comida por dia, a 40 reais o quilo. Uma pesquisa de
opinido revelou que, a cada aumento de um real no prego do quilo, o restaurante perde 8 cliente
por dia, com um consumo médio de 500 gramas cada. Qual deve ser o valor do quilo de comida,

em reais, para que o restaurante tenha a maior receita possivel por dia?
a) 52
b) 51
c)46
d) 45

e)42

49. (Escola Naval/2013)

Uma loja esta fazendo uma promog¢do na venda de bolas: “Compre x bolas e ganhe x% de
desconto”. A promocgao € valida para compras de até 60 bolas caso em que é conhecido o desconto
maximo de 60%. Julia comprou 41 bolas e poderia ter comprado mais bolas e gasto a mesma

quantia. Quantas bolas a mais Julia poderia ter comprado?
a)10
b) 12
c) 14
d) 18
e) 24

50. (Escola Naval/2013)

Considere a fungdo real y = f(x), definida para —5 < x < 5, representada graficamente abaixo.
Supondo a a > 0 uma constante real, para que valores de a o grafico do polinémio p(x) = a(x? —

9) intercepta o grafico de y = f(x) em exatamente 4 pontos distintos?
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a)1<a<i
10
M§<a<1
2
C)O<a<a
m%<a<3

e)a>3

51. (Escola Naval/2013)

Considere f e g fungGes reais de variavel real definidas por f(x) = ﬁ e g(x) =2x% Qualéo
dominio da fungdo composta (fog)(x)?

a)R
b){xeR|x¢—$,x¢%}
c) {x € R |x #* i}

1 1
d){xER|x¢Z,x¢ﬁ}
1 1
e){xER|x¢—Z,x¢—ﬁ}
52. (Escola Naval/2013)
—|x+1]|x|
e ~ - > -1
O grafico que melhor representa a fungao real f, definida por f(x) { sl T X Sex
x|x| sex< -1
a)
¥
b)
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AY

-

c)
d)
e)

53. (Escola Naval/2013)

A soma das raizes reais distintas da equagao ||x - 2| - 2| = 2 éigual a
a)o

b) 2

c)4

d)6

e)8
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GABARITO

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
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Considere a fungdo real f definida por f(x) = |—-|—c+ x| + c¢|,com c € R.

Dos graficos apresentados nas alternativas a seguir, o inico que NAO pode representar a fungdo f

é

...........................

d)

Comentarios

Vamos verificar as raizes dos possiveis graficos para os diferentes valores de c.
1) Parac = 0:
f&) = |=l=c+ x| +c|l = f(x) = [-Ixl| = |x]
O grafico correspondente é a letra A.
2) Parac > 0:
f&) =|=l=c+x|+cl|

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 81



; Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

Vamos analisar as raizes dessa fungao:
fX)=0=|—|-c+x|+c|=0=>—|-c+x|+c=0
lx —c|=c¢
>x—c=dxc=>x=2coux=0

Assim, temos uma raiz na origem e outra raiz no ponto x = 2c¢ > 0. Veja que esse caso
ocorre na letra C.

3)Parac < 0:
f(x) =|=|—c+ x| +c
Analisando as raizes:
|-|—-c+x|+c|=0=>—|]-—c+x|+c=0=>|x—c|=c
N ——’ s
>0 <0

Como ¢ # 0, temos que nao ha raizes nesse caso. Essa situagao ocorre na letra D.
Portanto, o grafico que nao é possivel é a letra B.

Gabarito: B

54. (AFA/2021)

(x—4)(x%-25)

Seja D o conjunto dominio mais amplo da fungdo real f(x) = ~—Zitia

e S € R o conjunto
solucdo da inequagdo x + 6 < x(x + 6).
OconjuntoD N S é
a)] —o0,-6]U[1,5] — {4}
b)] —0,—-5]U]1,4] U |4, 5]
c)]—,—6[U[1,4[ U [5,00]
d) ]1,4[ U [5,0[
Comentarios

O conjunto D é dado por:

(x —4)(x%2 — 25) 3 (x—4)(x—=5)(x+5)

x) = =
f&) —x2+5x—4 —(x—4)(x-1)
Para x + 4:
(x=5)(x+5)
flx) = N
- X

Note que devemos ter x # 1, fazendo o estudo do sinal pelos pontos criticos, vemos que

as raizes x = 5,x = =5 e x = 1 sdo de multiplicidade impar. Veja que g(0) = —(O_i)_(gﬁ) =

—25 < 0. Assim, temos a seguinte reta com os sinais:
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Veja que o ponto x = 4 foi incluido para lembrarmos que devemos ter x + 4.

Queremos os intervalos em que

—(x—S)_(x+5) > 0, logo:

D = (—o,-5]uU (1,4) U (4,5]
O conjunto S é dado por:
x+6<x(x+6)
0<x?>+5x—6
x+6)(x—1)=0
Fazendo o estudo do sinal:
+ - +

@ @ i
—6 1 €T

S =(—00,6]U[1,+»)
Portanto, a interse¢dao dos conjuntos é
DNS = (—,6]U(1,4) U (4,5] =] —c,—6] U]1,5] — {4}
Gabarito: A

55. (AFA/2020)

Considere as fungdes reais f e g definidas, respectivamente, por

f(x)z\/x3+x2—x—1_1

x—1
e
Va3 +x2 —x—1
g(x) = -1
vx—1
Sejam:

D(f) o conjunto dominio de f

D(g) o conjunto dominio de g

Im(f) o conjunto imagem de f

Im(g) o conjunto imagem de g

Sobre as fungbes f e g, analise cada proposi¢ao abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.
(02) A fungao f admite valor minimo igual a —1

(04) f é decrescente < x € | — o0, —2]
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(08) D(f) = D(g)
(16) Im(g) < Im(f)
(32) f(x) = g(x) & x €]1,+00]
A soma das proposigoes verdadeiras é
a) 50
b) 48
c) 42
d) 30
Comentarios

Reescrevendo as fungoes:

f(x)z\/x3+x2—x—1_1=\/xZ(x+1)—(X+1)_1=\/(xz_l)(x_l_l)_l

x—1 x—1 x—1

x—1

:J(x—l)(x+1)(x+1)_1

Parax — 1 # 0, temos:

f)=yJ&x+1)2-1>fx)=|x+1-1;x#1
Para g:

\/x3+x2—x—1_1_\/(x2—1)(x+1)_1 \/(x—l)(x+1)2_1
vx —1 B vx —1 x—1

Da condigcdo de existéncia do denominador de g, temos:

gx) =

x—1>0=>x>1

Logo,
gx)=lx+1-1x>1

Vamos analisar as afirmacgdes:
(02) A fungdo f admite valor minimo iguala —1
Verdadeira, pois:

fO)=lx+1]-1
Como |x + 1| = 0, temos que o menor valor de f é —1.
(04) f é decrescente & x €] — o0, —2]

Falsa. Esbogando-se o grafico da fungao f:
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flz)=lz+1]-1

ey
8

Pelo grafico, podemos ver que f é decrescente para x < —1, ou seja, x € | — o0, —1].
(08) D(f) = D(9)
Falsa. Os dominios das funcdes sao:
f)=|x+1-Lx#1=D()=R—-{1}
gx)=|x+1-1,x>1=D(g) ={x e Rlx > 1}
(16) Im(g) < Im(f)
Verdadeira, pois:

Como o dominio da fungdo g é mais restrito que o dominio de f e as fungdes sdo iguais,
temos que Im(g) < Im(f).

32)f(x) =glx) © x €]1,+xo[

Verdadeira. Sabemos que as fungdes f e g sdo iguais, e para x > 1 a funcdo g esta
definida.

A soma das proposi¢des verdadeiras ¢ 02 4+ 16 + 32 = 50

Gabarito: “a”.

56. (AFA/2019)

3x%+2x

Sobre ainequagao > x3, considerando o conjunto universo U c R, é INCORRETO afirmar que

possui conjunto solug¢do:

a)unitarioseU ={x e R|lx >0ex =2k ke Z}}

b) vazio se U = [2, + o]

c) com infinitas solugbesse U = {x € R|lx =2k + 1,k € Z_}

d) com infinitas solugdes se U = {x € R"|x < 2}
Comentarios

Uma restrigao imposta pela prépria expressdo é x # 0. Tendo isso em mente:
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3x?% + 2x
X

>x}o3ix+2>2x*ox3-3x-2<0esx+D)X?*-—x-2)<0e

(=>(x+1)[(x—%> —% <0 G+DE-DE+D <0 G+1)2-(x—2)<0 o

S x<2,x#0.
Sendo S o conjunto solugao, analisemos as alternativas:
a.correta. U = {2,4,6,8,...} = § = {2}.
b.incorreta. § = (] — o0,2] — {0}) N [2,0] = {2} # O.
c.correta. U ={1,—-1,-3,-5,..}=S=U={1,-1,-3,...}
d. correta. S = U.
Gabarito: “b”

57. (AFA/2019)

Para angariar fundos para a formatura, os alunos do 32 ano do CPCAR vendem bombons no horario
do intervalo das aulas.

Inicialmente, comegcaram vendendo cada bombom por R$4,00. Assim, perceberam que vendiam,
em média, 50 bombons por dia.

A partir dos conhecimentos que os alunos tinham sobre fungao, estimaram que para cada 5 centavos
de desconto no preco de cada bombom (ndao podendo conceder mais que 70 descontos), seria

possivel vender 5 bombons a mais por dia.

Considere:

- p o preg¢o de cada bombom;

-n o numero de bombons vendidos, em média, por dia;

- x € N o niimero de redug¢des de 5 centavos concedidas no prego unitario de cada bombom; e
- y a arrecadagao diaria com a venda dos bombons.

Com base nessas informacgdes, analise as proposi¢oes abaixo.

(02) O grafico que expressa n em fungao de p esta contido no segmento AB do grafico abaixo.
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(04) A maior arrecadagdo diaria possivel com a venda dos bombons, considerando os descontos de
5 centavos, ocorre quando concederem 35 descontos de 5 centavos.
(08) Se forem concedidos 20 descontos de 5 centavos, serdo vendidos mais de 100 bombons por dia.
A soma das proposi¢oes verdadeiras é igual a
a)6
b) 10
c) 12
d) 14
Comentarios

Do enunciado, temos a seguinte tabela:

p — prego de cada bombom n — nimero de bombons vendidos por dia
4 —0,05 50 +5
4—-2-0,05 50+2-5
4—-3-0,05 50+3-5
4 —x-0,05 50+x-5

Assim, temos:
p=4-0,05x0<x<70
n=50+5x,0<x<70

Vamos analisar as afirmacgdes:
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(02) Vamos escrever n em fungdo de p:
De p, temos:

p=4—-0,05x=005x=4—p=5x=400—-100p
Substituindo em n:

n =50+ 400 — 100p = 450 — 100p

Essa é a equacdo de uma reta decrescente. Devemos verificar os pontos do grafico:

p=05=>n=450-100-0,5=400
p=4=>n=450-100-4 =50

Esses pontos sdao os extremos da reta do grafico, portanto, a proposicao € VERDADEIRA.

(04) A arrecadacao diaria é dada por:

y=p-n=(4-0,05x)(50 + 5x)

Prof. VictorSo

Note que y representa uma pardbola com concavidade para baixo (expressao fatorada de

uma fungdo quadratica), logo, as raizes de y sao:

y = (4—0,05x)(50 + 5x) =0
4—-0,05x=0=x, =80
50+5x=0=>x,=-10

O maximo ocorre no vértice da parabola, logo:
_x1+x2_80—10_
WETT T T T

Portanto, proposi¢ao VERDADEIRA.
(08) Para x = 20, temos
n=50+5x=50+5-20= 150> 100
Portanto, afirmacao VERDADEIRA.
A soma das proposi¢des verdadeiras € 02 + 04 + 08 = 14.
Gabarito: “d”.

58. (AFA/2018)

x—3,sex<2

Sejaf:R—> R fungdo definid = {2
eja f: R — R uma fung¢do definida por f(x) {%—x,sex>2

Analise as proposi¢oes a seguir e classifique-as em V (verdadeira) ou F (FALSA).

( ) Afuncao f é injetora.
( )Vx € R, afungdo f é crescente.

( ) Afungdo f1, inversa de f, é dada por f1:R — R, tal que

x+3,sex<—1

-1 _
f7® _{\/4x+4+2,sex> -1
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A sequéncia correta é
a) F-V-V
b) V-V-V
c) F-V-F
d) V-F-V
Comentarios
Vamos esbogar o grafico de f.
Para x < 2,temos areta f(x) = x — 3.
Para x > 2, temos:
X2

f(x)=z—x=x(z—1)

As raizes sao x; = 0 e x, = 4, logo, o vértice dessa parabola é
x+x, 0+4
x = = =
v 2 2

2
Para esse ponto, temos f(2) = 2: -2 =-1.

Assim, o grafico é

—14

/

Pelo grafico, podemos ver que f é injetora, pois ela é estritamente crescente.

Como f é injetora e sobrejetora, pois D(f) = R, temos que f é bijetora, logo, inversivel. Assim,
temos:

x—3,sex<?2
f(x)=[ﬁ

—x,sex > 2

Parax < 2ey = f(x):
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y=x—-3=2>x=y+3=>f1x)=x+3
x<2>y+3<2>y<-1
Parax > 2:

x2

y=T—x:x2—4x—4y=0
Encontrando as solugdes:

=)D -4 1 (S4y) 4+ 44+ 4y)
x= 2 - 2
x>2=>2+/J4y+4>2=>1/4y+4>0

=214y +4

Para satisfazermos essa desigualdade, devemos ter x = 2 + /4y + 4, ou seja, f 1 (x) =
2 + V4x + 4 e da condigdo de existéncia do radical:

4y+4>0=>4y>—-4=>y>-—1
Portanto:

— <
X—3,sex<?2 x+3,sex< -1

2 -1
X) =14X = xX) =
f&) Z—x,sex>2 f7 &) {2+\/4x+4,sex>—1
Analisando as proposicdes, vemos que todas sao verdadeiras.
Gabarito: “b”.
59. (AFA/2017)

Durante 16 horas, desde a abertura de uma certa confeitaria, observou-se que a quantidade q(t)
de unidades vendidas do doce “amor em pedago”, entre os instantes (t — 1) e t, é dada pela lei
q(t) = ||t — 8|+t — 14, em que t representa o tempo, em horas, et € {1,2,3, ...,16}.

E correto afirmar que

a) entre todos os instantes foi vendida, pelo menos, uma unidade de “amor em pedaco”.
b) a menor quantidade vendida em qualquer instante corresponde a 6 unidades.

c) em nenhum momento vendem-se exatamente 2 unidades.

d) o maximo de unidades vendidas entre todos os instantes foi 10.
Comentarios
Para8 <t < 16:
q®) = |lt —8| +t— 14| = |t — 8+t — 14| = |2t — 22|
Note que
2t—22=20=>t=>11
Logo, podemos remover o modulo da expressdo e assim:

11<t<16 = q(t) =2t — 22
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=q(11)=0
= q(12) =2
= q(13) = 4
=>q(14) =6
= q(15) =8
= q(16) =10

Para8 <t < 11:

q(t) =22 -2t
=q(8) =6
=q(9) =4
= q(10) =2

Paral <t < 8:
q) = |lt—8|+t—14|=|-(t—-8)+t—14|=|-t+8+t—14|=|-6| =6

Analisando as alternativas:

a) Errada, pois g(11) = 0.

b) Errada, pois em alguns instantes temos q(t) # 6.

c) Errada, pois q(12) = ¢q(10) = 2.

d) Correta, pois 0 maximo de unidade vendidas é q(16) = 10.

Gabarito: “d”.

60. (AFA/2016)
Considere as fungdes reais f, g e h tais que

f(x)=mx?—(m+2)x+ (m+2)

1
gx) = o
h(x) = Vx

Para que a fun¢do composta h 0 g o f(x) tenha dominio D = R, deve-se ter
ajm> z
3
2
b) -2<m< 3
2
C) o<m<< 3

d-2<m<0
Comentarios

Encontrando a composta:
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1 1
hogof(x) :h(g(f(x)))=\}g(f(x)) - f(x) N mx2—(m+2)x+ (m+2)

1
\/mxz —(m+2)x+(m+2)

>hogofx) =

Para que essa funcao composta tenha dominio real, devemos ter:
mx2—(m+2)x+(m+2)>0vxeR

Se m > 0, a fungdo acima serd uma parabola com concavidade para cima e para que a
desigualdade seja satisfeita para todo x, devemos ter A < 0, logo:

A=(m+22—-4-m-m+2)=m+2)(m+2—4m) =(m+2)(2—-3m)

A expressao de A em m representa uma parabola com concavidade para baixo, fazendo o
estudo do sinal, temos:

2
3

Assim, temos A < O param < —2oum > 2/3. Como m > 0, devemos ter

2
m=3

*Se m <0, a fungdo mx?—(m+2)x+(m+2) em x seria uma parabola com
concavidade para baixo e sempre haveria valores onde mx? — (m + 2)x + (m + 2) < 0.

Gabarito: “a”.

61. (AFA/2016)

Uma fabrica produz casacos de determinado modelo. O preco de venda de um desses casacos é de
R$200,00, quando sido vendidos 200 casacos. O gerente da fabrica, a partir de uma pesquisa,
verificou que, para cada desconto de R$2,00 no preco de cada casaco, o nimero de casacos vendidos

aumenta de 5.

A maior arrecadagao possivel com a venda dos casacos acontecera se a fabrica vender cada casaco

por um valor, em reais, pertencente ao intervalo:
a) [105,125(

b) [125, 145]

c) [145,165(

d) [165,185]

Comentarios
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Do enunciado, temos:

Preco unitario R$ Quantidade de casacos vendidos
200,00 200
200 -2 200+5
200—-2-2 200+ 2-5
200 — 2x 200 + 5x

Veja que o preco unitario é p(x) = 200 — 2x e a quantidade de casacos vendidos é q(x) =
200 + 5x, logo, a arrecadacao é

A(x) = p(x) - q(x) = (200 — 2x) (200 + 5x) = —10x2 + 600x + 40000

A fungdo acima representa uma parabola com concavidade para cima, logo, a arrecadacao
maxima ocorre no x do vértice:
b 600
i T T
Para esse valor, temos como prec¢o unitdrio de cada casaco:
p(30) = 200 — 2 - 30 = 140
Esse valor pertence ao intervalo [125, 145].

Gabarito: “b”.

30

62. (AFA/2012)

Para angariar fundos de formatura, os cadetes do 12 ano da AFA vendem camisas de malha com o
emblema da turma. Se o preco de venda de cada camisa é de 20 reais, eles vendem por més 30
camisas.

Fizeram uma pesquisa e verificaram que, para cada 2 reais de desconto no pre¢o de cada camisa,

sao vendidas 6 camisas a mais por més.
Dessa forma, é correto afirmar que
a) é possivel fazer mais de 10 descontos de 2 reais.

b) tanto faz vender as camisas por 12 reais cada uma ou 18 reais cada uma que o faturamento é o

mesmo.
¢) o maximo faturamento ocorre se sao vendidas menos de 40 camisas por més.

d) se o preco de venda de cada camisa é de 14 reais, entao o faturamento é maior que 680 reais.
Comentarios

Do enunciado, temos:
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Preco unitario R$ Quantidade de camisas vendidas
por més
20 30
20 -2 30+ 6
20—2-2 30+2-6
20 — 2x 30 + 6x

Assim, as func¢des sao:
preco - p(x) = 20 — 2x
quantidade vendida — q(x) = 30 + 6x
Vamos analisar as alternativas:
a) Falsa, pois para x > 10, o preco fica negativo.
b) Verdadeiro. A funcdo que representa o faturamento é:
F(x) =p(x)-q(x) = (20 —2x)(30 + 6x)
Vendendo a camisa por 12, temos
p(x) =12=12=20—-2x>2x=8>x =4
Para esse valor:
F(4)=(20-2-4)(30+6-4) =12-54 =648
Vendendo a camisa por 18, temos
p(x) =18=18=20—2x=>2x=2=>x=1
F(1)=(20-2-1)(30+6-1) =18-36 = 648
c) Falsa.
O maximo faturamento ocorre no x do vértice:
F(x) = (20 — 2x)(30 + 6x) = —12x% + 60x + 600
b 60 60
2a 2-(—12) —24
Para esse valor, temos q(2,5) =30+ 6 - 2,5 =30 + 15 = 45 > 40.
d) Falsa.

X, = =25

Vendendo a 14 reais, temos
p(x) =20—-2x=14=22x=6=>x=3
O faturamento para x = 3 é:

F(3)=(20—-2-3)(30+6-3)=14-48 =672 # 680
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Gabarito: “b”.

63. (AFA/2012)
Considere f uma fung¢do quadratica de raizes reais e opostas.

O grafico de f intercepta o grafico da fungao real g definida por g(x) = —2 em exatamente um
ponto.

se f(v3) = 4eD(f) = D(g) = R, entdo, é INCORRETO afirmar que
a)f(x)—g(x)>0,vxeR
b) o produto das raizes de f € um nimero impar.
c) a fungao real h definida por h(x) = g(x) — f(x) admite valor maximo.
d) f é crescente Vx € [1,+o[.

Comentarios

Como o gréfico de f intercepta o grafico de g(x) = —2 (reta horizontal) em exatamente
um ponto, temos que esse é o vértice de f. Sendo esse valor negativo e f uma fungdo quadratica
com duas raizes reais e opostas, temos que f é uma parabola com concavidade para cima. Assim,
podemos desenhar a seguinte figura:

Vamos analisar as alternativas:
a) Incorreta. Como f(x) = g(x),Vx € R, temos f(x) — g(x) = 0.
b) Correta.

Sendo r € ]0,\/§[, temos que 7 < 2, ou seja, o produto —r - r = —r2 n3o pode ser par,
logo, € um numero impar.

c) Correta.
A fungdo —f (x) é uma parabola com concavidade para baixo, logo, admite valor maximo.
d) Correta.

A funcdo f é crescente Vx € [0, +oo].
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Gabarito: “a”.

64. (AFA/2012)

Considere a figura abaixo que representa um esbogco do grafico da funcdo real f.

=

0 u 2u 3u X

Sabe-se que g(x) = f(x) —3u, h(x) = g(x + u) e j(x) = |h(x)]|
Um esbocgo de grafico que melhor representa a fungao j é

a)

Ly

4u 5u Bu X

u  2u 3u

AY

L

2u -u O U 2u 3u 4 5u 6u X

.

2u -u 0 U 2u 3u 4u 5u X

Comentarios
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Vamos construir a funcdo por partes:

1) g(x) = f(x) —3u

A fungdo f é transladada —3u verticalmente.

Y

3u

2u

A

f(x)

—3u

N

—Uu

—2u

2)h(x) =glx +u) = g(x — (—u))

A fungdo g é transladada —u horizontalmente.

Y

3u

2u

[

A

g(x)

Ju

3)j(x) = |h(x)]

A parte negativa de h é refletida para cima.
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Gabarito: “a”.

65. (AFA/2012)

xz —-X

Considere a fungdo real g: A —» R tal que g(x) =

x2+x
Sabendo-se que o conjunto A é o mais amplo possivel, é verdade que
a)dx € Atalque g(x) = —1.
b) se h(x) = —1 + |g(x)|, entdo h possui raiz real.
c)Jse0<x<1,entio-1<g(x)<O.
d) 3x € | — oo, —2[ tal que g(x) > 3.
Comentarios
Do denominador, temos como condigao de existéncia:
x?—x
X%+ x
X+x#0=2x(x+1D)#0=2>x#0ex = —1

gx) =

Vamos analisar as alternativas:

a) Para g(x) = —1:

Mas, x # 0, portanto, falsa.

b) Para h(x) = 0, temos:
~1+[g)|=0= gl =1=gkx) = *1
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Sabemos que para g(x) = —1 n3o temos solugdo, logo, devemos testar a outra
possibilidade:
X’ —x 2 2
glx)=1= =l=>x"—x=x“+x>2x=0=>x=0

x2+x
Como x # 0, temos que h(x) = 0 n3o tem solugdo, portanto, falsa.

c¢) Fazendo o estudo do sinal:

z?—x + + — + 7
L 4 L @ -
1 1 ]
1 1 ]
1 ] ]
' ; '
x? +x + ; — ; + P+
¢ 4 ¢ -
1 1 ]
1 1 ]
1 1 ]
s i s
332 T _|_ 1 — 1 — 1 +
+ 6 6 é -
-1 0 1
Para 0 < x < 1, temos que g(x) é negativo, vamos verificar o seu intervalo de valores.
Parax = 1:
x? —x 12 -1
9t) x% +x g 12+ 1
Para x tendendo a zero:
x(x—l)_x—l ox—1

-1

= :)l =
x(x+1) x+1 xl—rgx+1

Assim, temos que —1 < g(x) < 0. Portanto, alternativa correta.

gx) =

d) Fazendo o calculo:

x%? —x x%? —x x%? —x —3x% —3x —2x% — 4x
glx)>3= >3 = -3>0= >0 —>0
x%+x x%+x x%+x x2+x
Fazendo o estudo do sinal:
—2z* — 4z - + + —
: : GE—
>4 x + ; <+ ; — ; +
4 4 4 -
i i i
E i i
2 — 1 _|- 1 — 1 —
v o o é -
-2 -1 0 T
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Para x < —2, temos g(x) < 0 < 3, portanto, falsa.

Gabarito: “c”.

66. (AFA/2011)

Considere as fungdes reais f e g tal que f(x) = x% + 1 e que existe a composta de g com f dada
por (gof)(x) = /(a2 + 1)2.
Sobre a fung¢do g, é INCORRETO afirmar que ela é
a) par
b) sobrejetora
c)talqueg(x) > 0VxeER
d) crescente se x € [1, +oo[
Comentarios
Do enunciado:
(gof)(x) = (2 + 12 = g(f(x) = [x* + 1| = |f(x)] = g(x) = |x]|
Analisando as alternativas:
a) Correta, pois g(—x) = |—x| = |x]| = g(x).
b) Incorreta, pois o contradominio das fungdes é R e aimagem de g é Im(g) = [0, +oo.
c) Correta, pois g(x) = |x| = 0,Vx € R.
d) Correta, pois para x € [0, +oo[, temos g(x) = x que é crescente.

Gabarito: “b”.

67. (AFA/2011)

Classifique em (V) verdadeiro ou (F) falso cada item abaixo, onde a € R.

x2 —az

=x+aVxeR

1 _1 ~
II.se;<;ea>O,entao{xER|x<00ux>a}

lll.sea>0e|x| <a,entiox’?—a%?<0
Tem-se a sequéncia correta em
a) F-V-F
b) F-F-V
¢) V-F-V
d) F-V-V
Comentarios

l. Falsa. Pois do denominador temos que x — a # 0, ou seja, x # a.
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Il. Verdadeira. Pois para a > 0, temos:

11
Nx<0=>-<-

X a
Ou
2)x>a=> <

X a
[Il. Verdadeira. Paraa > 0 e |x| < a, temos:

x? <a?=>x?<a?’=>x2-a*’<0

Gabarito: “d”.

68. (AFA/2010)

Considere o esbogo dos graficos das fungdes reais f, g e h, tais que f é do 22 grau e g e h sdo do 12

grau. Sabe-se que V é o vértice da parabola.
AY
\2,5

0,5

v

g9
f

O conjunto de todos os valores de x para os quais h(x) > g(x) > f(x) é
a) R—]1,5]
b) R —[1, 5]
¢)R—[1,3]
d) R—]1,3[
Comentarios
Note que h(x) > g(x),Vx € R, assim, basta encontrar os valores tais que g(x) > f(x).
Do grafico, temos:
glx)=ax+b
g0)=1=>b=1
g1)=0=>a+1=0=>a=-1
aglx) =—x+1
Perceba que a fungdo f possui duas raizes, 1 e 3, logo:

f(x) =k(c—1D(x—3)
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Além disso, temos f(x,,) = 0,5, logo:

1+3 1
xv:T:2:>f(2)=k(2—1)(2—3)=—k:>—k=0,5:>k=—z

) = 2= D 3)
Assim, para g(x) > f(x):
—x+1> —%(x—l)(x—3)

—2x+2>—(x*—-4x+3)
—2x+2>-x*+4x-3
x2—6x+5>0
(x—-5kxx-1)>0

Fazendo o estudo do sinal:

+ +

Assim, temos que (x — 5)(x — 1) > O implicax < 1oux > 5, ou seja, R — [1,5].
Gabarito: “b”.

69. (EFOMM/2020)

Ainequagao |x| + |2x — 8| < |x + 8| é satisfeita por um nimero de valores inteiros de x igual a
a)5

b) 6

c)7

d) 8

e)9

Comentarios

Vamos escolher uma das expressdes modulares acima para fazer o estudo do sinal. Pode
escolher qualquer uma delas. Vamos comegar com |2x — 8|:

i)2x —8>20=>2x>8=>x>4
Assim, nesse caso em que x = 4 a expressao do enunciado fica:

x+2x—8<x+8<=2x<1l6 x<8
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A interpretacao desse resultado deve ser feita da seguinte maneira: quando analisamos
valores de x maiores que 4, a desigualdade do enunciado é satisfeita para valores de x menores
ou iguais a 8. Portanto, 4, 5, 6, 7 e 8 sao possiveis valores de x. Vamos para o segundo caso:

ii2x—8<0=>2x<8=>x<4

Nesse caso é preciso ter mais cuidado. Pois sabemos que |x| = x apenas parax = 0 e que
|x + 8| = x + 8 apenas para x = —8.

Analisemos o subcaso em que 0 < x < 4: Nesse caso a desigualdade do enunciado fica:
x+(-2x-8))<x+8=x-2x+8<x+8 -2x<0Sx>0

Portanto, os valores que satisfazem a igualdade sdo x tal que: 0 < x <4 e x = 0. Logo,
temos 0,1, 2e3.

Agora, analisaremos o intervalo —8 < x < 0. Para tal, a desigualdade do enunciado fica:
(—x) + (—(Zx — 8)) <x+8
> —-x—2x+8<x+8=24x=>20=>x=>0
Logo, para esse intervalo ndo ha x que satisfaca a desigualdade.
Por ultimo, falta analisar os valores de x < —8. Para este intervalo, a desigualdade fica:
(—x)+(—(2x—8)) <-(x+8)>-—x—2x+8<-x-8
=>2x=>16=>x=>8
Assim, para valores de x < —8, ndo existem aqueles que satisfazem a desigualdade.

Portanto, as solugdes inteiras encontradas para x em todos os casos foram 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, totalizando assim,

9 solugdes inteiras |

Gabarito: “e”

70. (EFOMM/2020)
Considere a inequagao
|27 —x* + x — 1||x* — 4x + 3|(x* - 7x — 54) < 0.

Seja I o conjunto dos niimeros inteiros que satisfaz a desigualdade e n a quantidade de elementos
de I. Com relagdo a n, podemos afirmar que

a) n é um numero primo.

b) n é divisivel por 7.

c) n ndo divide 53904.

d) n é um quadrado perfeito.
e) n é divisivel por 6.

Comentarios
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Veja que a expressao a ser analisada na desigualdade € uma multiplicacdo de trés
polindbmios. Logo “de cara” vemos que as raizes dos polindmios satisfazem a desigualdade. Vamos
calcula-las no final da resolugao.

Também vemos que dois dos polindmios estdo dentro de mdédulos, ou seja, vdao sempre
resultar em valores positivos ou nulos, independente dos valores de x que possam ser assumidos.

Assim, quem vai definir o sinal da expressao, a priori, é o terceiro polindbmio, que é uma
parabola de concavidade para cima.

x%—7x —54
Por Bhaskara, as raizes sao:

(=N +J(=71?—4-1-(-54) 7++265
B 2

= 11,64
xl 2 ]
—(=7)=(=7)?—4-1-(-54) 7—+265
Xy = ) = 2 = —4‘,64‘

Logo, como a concavidade dessa pardbola é voltada para cima, os valores de x que tornam
a expressao negativa ou nula estdo entre as raizes, isto é: x, < x < x;. Portanto todo nimero
inteiro entre -4,64 e 11,64 satisfardo a desigualdade do enunciado. Resta agora analisar se existe
alguma raiz inteira dos outros dois polindmios fora do intervalo ja encontrado. Vamos la:

X' —=x*+x—-1=0=2x*x3-1D+x-1=0
Fatorando (x* — 1):
Sxx-DE?+x+D+x-D=0=>0-DE*&*+x+1)+1) =0

Veja que (x? + x + 1) ndo assume valores negativos (ndo possui raiz real) e, portanto, se
multiplicarmo-lo por x* (positivo, independente de x) e somarmos 1, continuara sendo positivo
e, portanto, ndo nulo. Logo, a Unica raiz real desse polindbmioé x —1 =0 = x = 1, que ja esta
no intervalo primariamente encontrado.

Agora, tratando o ultimo polindmio:
x2—4x+3=0

Por soma e produto, é facil ver que as duas raizes sao x = 1 e x = 3. Essas também estao
entre -4,64 e 11,64. Logo, o conjunto [ = {—4,-3,-2,-1,0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}, com
n = 16 elementos. Logo, n é um quadrado perfeito.

Gabarito: “d”

71. (EFOMM/2019)

Considere a fungdo real f(x) = 1 + 4x + 2x2. Determine o ponto x* que define o valor minimo

dessa fungao.

a)x* =-2
b)x*=-1
c)x*=-1/2
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d) x* = zero
e)x =1
Comentarios

Como a func¢ao é de segundo grau e o enunciado ja afirma que ela admite valor minimo,
entdo basta utilizarmos a expressdao demonstrada para a coordenada vértice x,, da parabola, que
nada mais é do que o ponto médio entre as raizes reais.

b
" 2a

Lembrando que a, b e ¢ sdo os coeficientes da funcdo de segundo grau geral f(x) = ax? +

bx + c.

Xy =

Nesse caso,a = 2,b =4 ec = 1. Logo:

Gabarito: “b”

72. (EFOMM/2019)

Examine a fungdo real f(x) = 2x — 3x? quanto a existéncia de valores de pontos de maximos e

minimos. Analise o problema e assinale a alternativa CORRETA.
a) A fungao atinge o valor maximo de 2/3, no ponto x = 1/3.
b) A fungao atinge o valor minimo de 1/3, no ponto x = 1/3.
c) A fungao atinge o valor maximo de 1/3, no ponto x = 1/3.
d) A fungao atinge o valor minimo de 2/3, no ponto x = 1/3.

Comentarios

Pelas alternativas, vemos que a questao quer que analisemos se ha minimo ou maximo, e
qgue descubramos qual é seu respectivo valor.

A funcdo é f(x) = 2x — 3x%. Como o coeficiente do termo de maior grau é negativo (-3),
ja foi visto que é condicao suficiente para afirmar que a funcdo do segundo grau admite maximo
e ndao minimo, pois sua concavidade é voltada para baixo!

A fim de descobrirmos qual é a coordenada do ponto minimo x,, e o valor de minimo y,,,
basta aplicarmos nas expressoes ja demonstradas nas nossas aulas:

A b
Y = _E € Xy = _%
Onde A é o delta de Bhaskara usual (A = b? — 4ac) ea, b e ¢ sdo os coeficientes da fun¢do
de segundo grau geral f(x) = ax? + bx + c. Nesse caso, a = —3,b = 2 e ¢ = 0. Logo:
2 1
=3T3 3

A=22-4-2-0=4
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Logo, a fungdo assume valor maximo de 1/3 no ponto x = 1/3.

Gabarito: “c”

73. (EFOMM/2019)

Sejam as funcgdes f e g definidas em R por f(x) = x> + a.xe g(x) = —(x*+ B -x),emque a e

B sao numeros reais. Considere que essas fung¢des sao tais que

f g
Valor Ponto de Valor Ponto de
minimo minimo maximo maximo
-1 <0 9/4 >0

Prof. VictorSo

Entdo, f compostaem g, (fo g)(2) = 0 éigual a
a)o
b) 2
c)4
d)6
e)8
Comentarios
Primeiramente, calculamos as raizes de f(x) = x? + a.x = x(x + a)
f)=0=2x(x+a)=0=>x,=0ex, =—a

Como uma parabola é simétrica, o ponto x de maximo sera o ponto médio entre as duas
raizes (x, é calculado assim):

X1+ X, a
ST, TSy

Assim, sabendo o x,, da fungdo f basta substituirmos na expressao para sabermos seu valor
minimo em funcdo de a (que é dado no enunciado como -1)
F(-2) A Y +2
—_— ) =——— =] D> a° = > a =
2 4 2 4 -

Porém, como a questao fala que o ponto de minimo (x,,) é negativo, entdo @ > 0. Logo:
a=2

De mesmo modo, podemos achar o x,, da fungdo g(x) = —x2 — B.x, porém vamos usar a
expressdo direta ja demonstrada nesse curso:

b —(=p) p
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Assim, achamos o ponto de maximo de g(x). Agora, substituindo na expressao, obteremos
esse valor maximo em fungdo de £ (no enunciado é dito que o valor maximo é 9/4):

ﬁ) Bz B*\ _B* 9
g < Y Ialvaiabind ek
Entretanto, o enunciado diz que o ponto de maximo da g (y,,) é positivo, o que nos indica

que B < 0. Portanto, .

Agora que temos as expressGes completas das funges f e g vamos agora fazer a
composicao:

fogl) =f(g0) =g)?+2.gx) = [-(x* = 30)]* + 2[-(x? — 3x)]
= foglx)=(x?—-3x)%—2(x%-3x)
Para calcular o que se pede na questao, basta substituir x = 2:
fog(2)=2%2-3-2)2-2022-3-2)=(-2)?-2-(-2)=8

Gabarito: “e”

74. (EFOMM/2018)

Uma aluna do 32 ano da EFOMM, responsavel pelas vendas dos produtos da SAMM (Sociedade
Académica da Marinha Mercante), percebeu que, com a venda de uma canecaa R$ 9,00, em média
300 pessoas compravam, quando colocadas as canecas a venda em um grande evento. Para cada
reducdo de R$ 1,00 no preco da caneca, a venda aumentava em 100 unidades. Assim, o prego da

caneca, para que a receita seja maxima, sera de
a) R$ 8,00.
b) R$ 7,00.
c) R$6,00.
d) R$ 5, 00.
e) R$ 4,00.
Comentarios

Primeiro nesse problema precisamos montar uma funcdao que defina a receita obtida com
as vendas de canecas, até porque se deseja analisar o maximo da receita. Chamaremos essa
fun¢do de R(x), onde x é a quantidade de unidades de real reduzidos no preco da caneca.

Primeiramente, observe que a receita é feita multiplicando o numero de canecas vendidas
pelo preco de cada uma delas. Porém queremos relacionar a variagao do preco com a variagao da
guantidade vendida: quando diminuir uma unidade no preco, a quantidade vendida aumenta 100.

Ou seja:
R(x) = (9 —x)(300 + 100x)

Veja que essa fungdo encontrada satisfaz a condigdo pedida. Portanto, ela representa a
receita média das vendas de canecas. Como queremos que essa receita seja maxima,
encontraremos o x,, desta fung¢ao do segundo grau em x.
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R(x) = —100x2 + 600x + 2700
b 600
2a  2-(—100)
Isso significa que quando forem diminuidos 3 reais do preco inicial da caneca, o valor da
receita sera maximo, isto €, quando o preco da caneca for 9 - 3= RS 6,00.

3

Gabarito: “c”

75. (EFOMM/2018)

A forma de uma montanha pode ser descrita pela equagdo y = —x% + 17x — 66 (6 < x < 11).
Considere um atirador munido de um rifle de alta precisdo, localizado no ponto (2,0). A partir de

gue ponto, na montanha, um indefeso coelho estara 100% seguro?
a) (8,9).
b) (8,6).
c)(7,9).
d) (7,5).
e) (7,4).
Comentarios

Temos uma montanha num formato de uma parabola descrita no enunciado. Perceba, por
soma e produto que as raizes dessa parabola sdo os proprios extremos da montanha, isto é, x =
6 ex = 11. Levando em consideracao o fato de o enunciado ter dito que o rifle é de alta precisao,
entendemos que o projétil nao sofrera alteracao de trajetdria pela gravidade e, portanto, tera
trajetoria retilinea.

Um coelho localizado na montanha parabdlica sé estara livre de perigo, portanto, quando
a reta de tiro ndo puder mais alcanga-lo na montanha e isso acontece quando a reta de tiro é
tangente a parabola descrita, isto é, a toca apenas uma Unica vez.

Suponha que a reta de tiro seja y,, = ax + b. Como o tiro sai do ponto (2,0), entdo esse
ponto tem que pertencer a reta (linha de tiro). Dai:

0=2a+b>b=-2a=>y.=ax—2a

Além disso, queremos que essa reta seja tangente a parabola, ou seja, s6 possuam um
ponto em comum. Ao igualarmos as fungdes da reta e da parabola para calcularmos o x do ponto
de encontro, temos:

y=ax—2a=—-x*+17x —66 > —x2 + x(17 —a) — (66 — 2a) = 0

Queremos que essa equacado tenha apenas uma raiz real (Unico ponto de tangéncia), o que
implica que A = 0. Logo:

A=(17—-a)*—4(66—2a)=0

Aplicando Bhaskara nessa segunda equacdo em a, encontramos a = 25 e a =1 como
raizes. Claramente a op¢doa = 25 é descartada por motivos graficos (nesse caso y(6) = 25 -6 —
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50 = 100), pois o maximo da montanha é em torno de 6 (pode calcular usando a expressdo do
y,, da pardbola). Portanto, a = 1 e a reta de tiro nesse caso é y, = x — 2.

G

ey
Dessa maneira, o ponto de tangéncia dessa reta com a pardbola é a raiz Unica da equacao:
—x2+x(17-1)—(66—-2) =0=>x*>—16x+ 64 =0
>x-8)?=0>
Portanto, o valor de altitude da montanha nesse ponto é:
y(8) =—8%2+17-8—-66=—64+ 136 —66 =6
Dessa maneira, o ponto desejado é (8,6)
Gabarito: “b”

76. (EFOMM/2016)

De acordo com conceitos administrativos, o lucro de uma empresa é dado pela expressao
matematica L = R — C, onde L é o lucro, C o custo da producdo e R a receita do produto. Uma
industria produziu x pegas e verificou que o custo de producdo era dado pela fungdo C(x) = x? —
500x + 100 e a receita representada por R(x) = 2000x — x%. Com base nessas informagdes,

determine o nimero de pegas a serem produzidas para que o lucro seja maximo.
a) 625

b) 781150

c) 1000

d) 250

e) 375

Comentarios
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Deseja-se analisar quando a fungao Lucro é maxima, dadas as fungdes Custo e Receita. A
funcao Lucro é dada por:

L(x) = R(x) — C(x) = 2000x — x? — (x? — 500x + 100)
= L(x) = —2x?% + 2500x — 100

L(x) é uma funcdo quadratica do segundo grau, com concavidade para baixo. Isso implica
gue a funcdo tem um maximo. Para calcular a quantidade de pecas que precisam ser produzidas
para gerar esse maximo (x,,) basta utilizarmos a férmula ja demonstrada nesse curso, que é nada

mais que o ponto médio das raizes da funcdo quadratica L(x) = ax? + bx + c:
b 2500
ARV B

Logo, para que seja atingido o maximo lucro, é necessdrio produzir e vender 625 pecas.

625

Gabarito: “a”

77. (EFOMM/2016)

Determine a imagem da fun¢do f, definida por f(x) = ||x+ 2| — |x — 2|

, para todo x € R,

conjunto dos nimeros reais.
a)Im(f) =R
b) Im(f) = {y € R|y = 0}.
c)im(f)={yeR|0 <y <4}
d) Im(f) = {y € R|y < 4}.
e) Im(f) = {y € R|y > 0}.
Comentarios
Analisando os intervalos presentes nos médulos mais internos da expressao:
)x—2=20=>x2=2:
Nesse primeiro caso em que x = 2 = |x + 2| = x + 2. Dai, na expressdo de f(x):
f=x+2-x-=-2)|=12+2|=4
>f(x)=4 Vx=2
i)—2<x<?2
Nesse segundo caso, |x + 2| = x + 2, mas |[x — 2| = —(x — 2) = 2 — x. Dai, em f(x):
f) =|x+2+x—-2|=|2x|
=>f(x)=12x] V-2<x<2
ijx+2<0=>x< -2
Nesse ultimo caso, |[x + 2| = —(x + 2) e |x — 2| = =(x — 2) = 2 — x. Dai, em f(x):
f)=]-(x+2)+x=2|=|-4=4

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 110



; Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

>f(x)=4 Vx< =2

Portanto, aimagemde f é 4 parax < —2oux = 2 e, para—2 < x < 2 aimagem é |2x]|,
o que significa que varia de 0 a 4 no eixo real das ordenadas. Portanto, a imagem de f é:

Im(f) ={yeR|0 <y <4}

Gabarito: “c”

78. (EFOMM/2010)

A equagao 4\/x- VYx =13+ \/217 — 13 - 3/x tem uma solugo inteira positiva X1. O ndmero de
divisores positivos de x; é

a) 10
b) 11
c)12
d) 13
e) 14
Comentarios
Fazendo t = 3/x, temos:

V3t =13++217-13 -t & |t| = 13+ 217 — 13t
= (|t] = 13)? = 217 — 13t & |t|*> — 26]|t| + 169 = 217 — 13t & t> + 13(t — 2|t]) — 48
=0
Set > 0:t? — 13t — 48 = 0. Resolvendo a equacdo do segundo grau:
A=(—13)2—-4-1-(—48) = 361 = 192

13+19
t =

>t=16out=—-3 =t =16 poistemost = 0.
Esse valor de t = 16 gera a solugdo x; = t3 = (2%)3 = 212 = 409e.

Como é uma solucdo positiva valida, podemos responder a questdo com base nela,
partindo da premissa de que apenas uma alternativa estara correta. Logo, como o numero de
divisores positivos de 212 é 13, pois os divisores sdo 2%, k € {0,1, ...,12}, o gabarito é a alternativa
lldll
Gabarito: “d”

79. (EFOMM/2009)

O logotipo de uma certa Organizagdao Militar é uma pedra semipreciosa, cujo valor é sempre
numericamente igual ao quadrado de sua massa em gramas. Suponha que a pedra de 8 gramas,
infelizmente, tenha caido partindo-se em dois pedagos. Qual é o prejuizo, em relagdo ao valor inicial,

sabendo-se que foi o maior possivel?
a) 18%

b) 20%

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 111



a E r . .
strategia
y Militares g Prof. VictorSo

c) 50%

d) 80%

e) 90%
Comentarios

O problema é achar qual é o prejuizo maximo, com relacao ao valor inicial que antes a
pedra Unica tinha, ja que agora vao ter que ser vendidas duas pedras, de massas distintas, e nao
apenas uma de 8 gramas.

Vamos supor que um dos novos pedacos tenha x gramas e o outro, portanto, 8 — x
gramas. Vamos também criar uma fung¢do prejuizo P(x) que sera calculada como a diferencga
entre o valor inicial e o valor atual das duas pedras menores. Calcularemos o seu valor maximo e,
em seguida, o colocaremos em termos de porcentagem do valor inicial.

A funcao Prejuizo, portanto:
P(x) =8*— (x*+ (8 —x)?) = —2x* + 16x = —2x(x — 8)

. x 0+8 .
Suas raizes sao x = 0 e x = 8. Portanto, seu valor de x,, = -~ = 4 (lembrando que o x,, é

o ponto médio entre as raizes de uma equacado do 29 grau).
Calculando o valor do Prejuizo para esse valor de x = 4 (ponto de maximo):
P(4) =32
Portanto, o prejuizo calculado foi de 32 em valores monetdrios. Se formos comparar em
porcentagem do valor inicial que era de 8%=64, temos:

32
Prejuizo Maximo = v 100 = 50%

Gabarito: “c”

80. (EFOMM/2006)

Se M e N s3o as raizes de x* — 6x + 10 = 0, entdo % + % vale:
a)6

b) 2

1

d)

e)

A= 1w

Comentarios

Veja que a expressao que se deseja calcular é %+ % Vamos leva-la a um denominador
comum:
1 1 N M N+M
M N MN NM NM
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Porém, na expressao anterior, veja que o numerador da fracdo é a soma das raizes, e 0
denominador é o produto delas. Pelas regras de soma e produto, podemos entao calcular a
expressao pedida!

—6
Nvim=-2=-9D g
1
E o produto:
c 10
MN =—-—=—=10
a 1
Logo, a expressao pedida é:
1 N 1 M+N 6 3
M N MN 10 5
Obs: lembrar que a, b e ¢ sdao os coeficientes de uma fungao quadratica da forma y =

ax® + bx + c.
Gabarito: “d”

81. (EFOMM/2005)

Trabalhando x horas por semana um operario ganha R$ 60, 00 por semana trabalhada. Em um novo
emprego, esse mesmo operario, continua ganhando os mesmos R$ 60,00 por semana, porém

trabalha 4 horas a mais por semana e recebe R$ 4, 00 a menos por hora trabalhada.
Determine o valor de x.
a)6
b) 8
c)10
d)12
e) 14
Comentarios

No primeiro emprego, vemos que, trabalhando x horas por semana, o operario recebe
R$60,00. Logo, a hora trabalhada naturalmente vale 60/x.

No segundo emprego, o operdrio continuara ganhando os 60 reais na semana trabalhada,
sendo que o prec¢o da hora trabalhada varia (60/x — 4), pois recebe 4 reais a menos por hora
trabalhada, e a quantidade de horas também varia (x + 4), pois o enunciado diz que ele trabalhara
4 horas a mais por semana.

Sabemos que o valor que o operdrio recebe na semana é igual ao valor da hora multiplicado
pela quantidade de horas. Entao:

6O=(6x—0—4)-(x+4)

Multiplicando ambos os lados da equacdo por x (ndo altera a igualdade):
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60x = (60 —4x)(x +4) =240 —16x —4x*> =0
Dividindo a ultima equacao por -4:
x>+ 4x—60=0

Por soma e produto, podemos ver que as raizes da equagdo sao x; = —10 e x, = 6. Como
a incognita x, no problema, representa quantidade de horas trabalhadas na semana, entao deve
ser positiva. Logo, x = 6.

Gabarito: “a”

82. (EFOMM/2005)

. ~ ax—2 . eye P
O intervalo onde a fungdo f(x) = ——, com a € RZ, apresenta sinal positivo é
axc—x

a)] — oo,

Comentarios

Queremos analisar o sinal da fungao f(x) dada no enunciado. O objetivo é observar em
gue intervalo essa funcdo é positiva, sabendo que a é um real negativo (R”). Vamos reescrever

f(x):
a(x-3) x-2
X

X
2 2 _
-z x
a(x a) a

Agora, podemos fazer o estudo do sinal das fun¢des do numerador e do denominador de
maneira mais facil, pois conhecemos qual é “a cara” do grafico delas. No numerador temos uma
funcao linear com coeficiente angular igual a 1, com um coeficiente linear dependendo de a. No
denominador, temos uma func3do quadratica de concavidade para cima (pois o coeficiente de x?
é positivo) cujas raizes sao faceis de identificar.

fl) =

Analisando quando o numerador é positivo

x——>0= (x> -
a

a
Analogamente, para quando ele é negativo:

2

x——<0&s(x<—

a a

Agora, analisando quando o denominador é positivo:

X 1
xz——>0(:>x<x——>>0
a a
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Sabemos que esse produto sé é positivo quando os fatores sdo de mesmo sinal (ambos
positivos ou ambos negativos).

Para ambos positivos:

1 1
x>Oex—a>0=>x>Oex>a=>

Para ambos negativos:

1 1 1
x<0lex——<0=2x<0ex<—>=2|x<-—
a a a

. , . 1
Logo, o denominador é positivo se, e somente se |x < —oux > 0].

Sabemos que o denominador sé pode assumir valores positivos ou negativos (ndo pode ser
nulo, ou seja, x ndo assume os valores que zeram o denominador, isto é, 0 e 1/a). Se ja
encontramos o intervalo real que o torna positivo, o complementar deste (sem as raizes,
obviamente), o torna negativo:

. . . . 1
Logo, o denominador é negativo para o intervalo - <x<0|

Essas deducgbes podem e precisam ser automaticas quando se pensa no grafico da fungao
guadratica.

Portanto, como a func¢do f(x) é uma divisdo, ela sera positiva quando o numerador e o
denominador tiverem sinais iguais.

Numerador e denominador positivos:

2 1 2 1
x>—e(x<—oux>0):~—<x<—oux>0
a a a a

Numerador e denominador negativos:

2 1
x<—e—-<x<0=0
a a

Portanto, a fun¢ao é positiva para valores de x tal que:

2 1
—<x<-o0oux>0
a a

Dentre as alternativas, ha apenas uma que contempla um dos intervalos encontrados:

2 1
- <x<-
a a

Gabarito: “d”

83. (Escola Naval/2019)

Uma loja de bombons esta com o seguinte cartaz de promogdo: “compre x bombons e ganhe x%
de desconto”. A promocgdo é valida para compras de até 60 bombons, caso em que é concedido o
desconto maximo de 60%. Maria, Flavio, Gisele, Felipe, Evandro e Diego compram 53, 40, 33, 47,
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38 e 57 bombons, respectivamente. Nessas condi¢des, assinale a op¢do que apresenta o nome das

pessoas que poderiam ter comprado mais bombons e pago a mesma quantia inicial.
a) Diego e Maria.

b) Gisele e Evandro.

c) Maria e Gisele.

d) Diego e Evandro.

e) Felipe e Flavio.
Comentarios

Vamos supor que o preco unitario de um bombom seja P. O valor gasto na compra de x
bombons é o seu prec¢o unitario multiplicado pela quantidade de bombons, menos o desconto de
x% em cima do valor total. Dai:

Px?

X
Valoraserpago—P-x—P-x-m—Px—m

Vemos que a fung¢ao de valor pago é uma fun¢ao quadratica de concavidade para baixo
(coeficiente do x® é negativo). Dessa maneira, ela atinge um maximo e depois volta a repetir
valores de gastos. Porém é importante lembrar que o desconto descrito é sé para compras abaixo
de 60 unidades.

Calculando o x,, (ponto de maximo) dessa parabola, vamos saber a partir de qual valor de
x o valor pago vai comegar a diminuir novamente, para assim termos no¢ao de quais pessoas
podem consumir mais e pagar ainda o mesmo valor inicial:

b P
- —————— =50

X 2a 2. (_L)
100
Assim, o ponto de maximo da parabola é 50. Isso significa que, a partir dessa quantidade
de bombons comprados, o valor a ser pago vai diminuir. Perceba que a partir desse valor de
maximo, podemos excluir as pessoas que ja inicialmente compraram mais que 50 bombons, pois
a partir de 50 o valor a ser pago vai so diminuir, ndao chegando ao mesmo valor inicial. Assim,

descartamos os que compraram incialmente 53 e 57 bombons.

Para analisar os outros, vamos pensar na simetria de uma fungao quadratica em torno da
reta vertical que passa pelo ponto de vértice (nesse caso, maximo), observe a imagem:
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60

([

40

20

—40

Nessa figura, usamos P = 2, para fins ilustrativos

Para quem comprou 40 inicialmente: de 40 para 50 (ponto de vértice — maximo) temos
uma diferenca de 10. Portanto, o valor vai se repetir em 50 + 10 = 60! Portanto, esse individuo
(FIavio) pode aumentar a compra de 40 bombons para 60 bombons (o desconto ainda é valido
aqui) e pagard o mesmo valor! A reta tracejada horizontal inferior, na figura acima, mostra essa
repeticdao de valores devido a simetria.

Para quem comprou 33 inicialmente: de 33 para 50 (ponto de vértice — maximo) temos
uma diferenca de 17. Portanto, o valor iria se repetir em 50 + 17 = 67! Porém, ndo ha desconto
para compra de 67 unidades. Assim, esse caso é descartado!

Para quem comprou 47 inicialmente: de 47 para 50 (ponto de vértice — mdximo) temos
uma diferenca de 3. Portanto, o valor vai se repetir em 50 + 3 = 53! Portanto, esse individuo
(Felipe) pode aumentar a compra de 47 bombons para 53 bombons (o desconto ainda é valido
aqui) e pagara o mesmo valor! A reta tracejada horizontal superior, na figura acima, mostra essa
repeticdo de valores devido a simetria.

Para quem comprou 38 inicialmente: de 38 para 50 (ponto de vértice — maximo) temos
uma diferenca de 12. Portanto, o valor vai se repetir em 50 + 12 = 62! Porém, ndao ha desconto
para compra de 62 unidades. Assim, esse caso é descartado!

Logo, as pessoas que podem aumentar a quantidade de bombons comprados e gastar a
mesma quantia anterior sdo Flavio e Felipe!

Gabarito: “e”

84. (Escola Naval/2014)

Considere a fungdo real de variavel real f(x) = x + ,/|x|. Para que valores da constante real k, a

equacao f(x) = k possui exatamente 3 raizes reais?
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d-i<k<o
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e)0<k< i

Comentarios

Considere a parametrizagdo g(t) = f(x(t)) sendo:
—-t2,t<0

t) =
x(t) {tz, t=>0

Note que a fungdo x(t) acima é bijetora, entdo o problema se resume a encontrar os
valores de k tais que g(t) = k possui exatamente 3 raizes reais. Temos:
—t2—t,t<0

g(t)zit2+t,t20

Esbogando o grafico, vemos que os valores de k vdao de 0 ao valor do y do vértice da
parabola verde.

=1

-2 v

Logo, k € [O 1].

"4

Gabarito: “e”

85. (Escola Naval/2014)

Um restaurante a quilo vende 200 quilos de comida por dia, a 40 reais o quilo. Uma pesquisa de
opinido revelou que, a cada aumento de um real no pre¢o do quilo, o restaurante perde 8 cliente
por dia, com um consumo médio de 500 gramas cada. Qual deve ser o valor do quilo de comida,

em reais, para que o restaurante tenha a maior receita possivel por dia?

a) 52
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b) 51

c) 46

d) 45

e) 42
Comentarios

Queremos analisar o caso em que ha a maior receita possivel. A receita nada mais é, nesse
caso, o valor do quilo multiplicado pela quantidade vendida no dia. Porém, o valor do quilo, pelo
enunciado, é varidvel, assim como a quantidade vendida.

E dito no enunciado que para cada aumento de 1 real no preco do quilo, o restaurante
perde 8 clientes de consumo médio individual de 500g. Em termos quantidade em quilos apenas,
equivale a uma perda de 8 - 0,5 = 4 quilos de comida por real aumentado no pre¢o do quilo.

Dessa maneira, podemos montar a fungao de receita R(x) onde x é a quantidade de reais
aumentada no prec¢o do quilo.

R(x) = (40 + x)(200 — 4x)
Onde (40 + x) é o prego varidvel do quilo, e (200 — 4x) é a quantidade variavel de quilos
vendidos em um dia. Assim:
R(x) = 8000 + 40x — 4x?

Essa funcdo é quadratica, e possui o coeficiente de maior grau (x?) negativo. Isso implica
gue a concavidade da pardbola é para baixo, e que a fungdao admite um maximo. Podemos calcular
o ponto de maximo x,, por meio da formula ja demonstrada nesse curso:

_ b B 40
TN T T
Lembrando que a, b e ¢ sdo os coeficientes da fun¢do de segundo grau geral f(x) = ax? +
bx + c. Nesse caso, a = —4,b = 40 e c = 8000.

5

Portanto, o x que torna a receita maxima para o estabelecimento é x = 5. Isso significa
que o preco do quilo deverd ser 40 + x = 40 + 5 = 45 reais.

Gabarito: “d”

86. (Escola Naval/2013)

Uma loja estd fazendo uma promogdo na venda de bolas: “Compre x bolas e ganhe x% de
desconto”. A promogdo é valida para compras de até 60 bolas caso em que é conhecido o desconto
maximo de 60%. Julia comprou 41 bolas e poderia ter comprado mais bolas e gasto a mesma

guantia. Quantas bolas a mais Julia poderia ter comprado?
a) 10
b) 12
c) 14
d) 18
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Comentarios

Vamos supor que o pre¢o unitario de uma bola seja P. O valor gasto na compra de x bola
€ o0 seu precgo unitario multiplicado pela quantidade de bolas, menos o desconto de x% em cima
do valor total. Dai:

x Px?

Valoraserpago=P-x—P-x-m=Px—m

Vemos que a fungdo de valor pago é uma func¢do quadratica de concavidade para baixo
(coeficiente do x? é negativo). Dessa maneira, ela atinge um maximo e depois volta a repetir
valores de gastos. Porém é importante lembrar que o desconto descrito é sé para compras abaixo
de 60 unidades.

Calculando o x,, (ponto de maximo) dessa parabola, vamos saber a partir de qual valor de
x o valor pago vai comecar a diminuir novamente, para assim termos nocdo de quais pessoas
podem consumir mais e pagar ainda o mesmo valor inicial:

b 2
- ——————— =50

T T2a T T (- L)
100
Assim, o ponto de maximo da parabola é 50. Isso significa que, a partir dessa quantidade
de bolas compradas, o valor a ser pago vai diminuir. Como Julia comprou 41, valor abaixo do ponto
de mdaximo (50), se ela aumentar a quantidade de bolas a serem compradas, esse valor aumentara
a medida que se aproxima de 50 e, quando passar de 50, comecgara a diminuir e, eventualmente,
chegara ao valor que ela gastou antes quando comprou 41 apenas.

Por outro lado, como conhecemos a propriedade de simetria da funcao quadratica em
torno da reta vertical que passa pelo vértice da mesma, sabemos que o valor voltard a ser o
mesmo quando a quantidade de bolas compradas for simétrica a 41 com rela¢do ao valor 50. Isto
é, quando distar 50-41 =9 unidades de 50. Assim, o valor simétrico a 41 em relacao a 50 é 59!

Caso ainda haja duvidas quanto a simetria em torno do ponto de vértice de uma pardbola,
basta verificar que, para uma funcdo quadrética qualquer f(x) = ax? + bx + ¢, f(x, —x) =
f (x, + x) para qualquer x real, onde x,, = —b/2a. Isso prova nosso argumento.

Portanto, quando Julia comprar 59 unidades, ela pagara o mesmo de quando comprou 41. Assim,
Julia poderia ter comprado 59-41 = 18 bolas a mais, pagando o mesmo valor.

Gabarito: “d”

87. (Escola Naval/2013)

Considere a fungao real y = f(x), definida para —5 < x < 5, representada graficamente abaixo.
Supondo a a > 0 uma constante real, para que valores de a o grafico do polinémio p(x) = a(x? —

9) intercepta o grafico de y = f(x) em exatamente 4 pontos distintos?
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a)1<a<i
10
b)§<a<1
2
gd<a<-
9
ﬂ?<a<3
e)a>3

Comentarios

A questdo quer que analisemos o valor de a maior ou igual a 0 para que o polindmio p(x)
toque no gréfico de f(x) exatamente 4 vezes.

Primeiramente, é importante ver que se a = 0, p(x) = 0 e o polindmio identicamente
nulo seria o eixo coordenado (x), que tocaria f(x) em 6 pontos exatamente, o que ndo queremos.
Portanto, queremos a > 0.

Como a é positivo, entdo a concavidade do polinémio p(x) = ax? — 9a é para cima. As
raizes de p sao facilmente reconhecidas:

p(x) =0=>a(x*-9)=0=>x2=9=>x =43

Dadas as raizes, podemos fazer um esboc¢o do grafico do polindmio quadratico:

u
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Figura construida paraa = 0.3

Logicamente, a é uma incognita e, portanto, o ponto onde o grafico toca o eixo das
ordenadas (y) depende dele. Perceba que, para que essa parabola toque o grafico descrito no
enunciado, o ponto de contato do grafico com o eixo y deve ser acima do ponto (0,-2). Isto &,
basta o coeficiente linear do polindmio ser maior do que -2:

p(x) = ax? —9a
Dai, o coeficiente linear (independente de x) é —9a. Queremos:

—-9a>-2=29%9a<2=>a<2/9

Como a > 0, segue que:

2
0<a<-—

Gabarito: “c”

88. (Escola Naval/2013)

Considere f e g fungGes reais de variavel real definidas por f(x) = o

dominio da fun¢do composta (fog)(x)?
a) R

b){xeR|x¢—F,x¢ ﬁ}

c){xER|x¢Z}

d){xeR|x¢%,x¢%}

e){xER|x¢—i,x¢—%}

Comentarios

1 1

Fog)) = oy T8 1

Para determinar o dominio da fung¢ao, impomos que nao se anule o denominador:

1
8x?—1+#0 |x| #—

22
Gabarito: “b”
89. (Escola Naval/2013)
—|x+1]|x|
> -1
O grafico que melhor representa a fungao real f, definida por f(x) { sl T X sex
x|x| sex<-1

a)
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b)

Y

=V

d)

Y

Comentarios
Primeiramente, analisaremos o intervalo x < —1. Para esse intervalo a func¢ao é dada por:
f(x) = x|x|

Como x < 0 nesse intervalo, entdo |x| = —x = f(x) = —x? para x < —1. Portanto,
vemos que nesse intervalo a fun¢do é sempre negativa. Isso ja elimina as alternativas a) e b)!

Agora vamos observar a fungdo f(x) para valoresde —1 < x < 0.
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—|x + 1]|x|
X)) =———
&) x+1
Para esse intervalo: |x + 1| = x + 1 e [x| = —x (pois x é negativo). Dai a funcao fica:
—(x+1)(—x)
x) = +x =2x
f&) x+1

Veja que para valores de x tdo proximos de -1 quanto queiramos (pela direita, isto &,
valores maiores que -1), f converge para 2 - (—1) = —2. Portanto, o grafico da fun¢do deve

demonstrar isso. Veja que a alternativa c) ndo demonstra essa descontinuidade da fung¢do f e,
portanto, é falsa. Resta-nos decidir entre a alternativa d) e e). Para fazer isso, vamos olhar o
intervalo que nos falta:

x>0
Parax >0, |x + 1| = x + 1, |x| = x. Dai, a fungdo fica:
(x + Dx

f(x)=—x—+1+x=—x+x=0

Portanto, a funcdo é identicamente nula para x > 0. A alternativa que estd de acordo é a
letra e).

Gabarito: “e”

90. (Escola Naval/2013)

A soma das raizes reais distintas da equacgdo ||x - 2| - 2| = 2 éigual a
a)o

b) 2

c)4

d) 6

e)8

Comentarios

Vamos resolver essa equagdao modular considerando cada caso:

Se||x—2|—2| =2=>||x—2|—2=2 |(casol)ou||x—2|—2=—2|(ca502)

Caso 1:

lx—2]|—-2=2=2|x—-2|=4=>x—-2=4oux—2=—4

=[x = 6|oulx = —2|

Caso 2:

x—2|—-2=-2=|x-2|=0=[x=2]
Portanto, encontramos todas as raizes reais distintas da equacgdo: 6, -2 e 2. Se as
somarmos, obteremos como resultado 6 +2 — 2 = 6.

Gabarito: “d”
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5. QUESTOES NIVEL 3

91. (ITA/2020)
Sejam a e b dois nimeros reais. Sabendo que o conjunto dos niimeros reais k para os quais a reta
y = kx intersecta a pardbolay = x* + ax + b é igual a (—o0, 2] U [6, +), determine os niimeros

aeb.

92. (ITA/2015)
Considere a equagao e Ll = 5, com a e b numeros inteiros positivos. Das afirmagoes:
1-—x2

I.Sea=1eb = 2,entao x = 0 é uma solugdo da equagdo.
Il. Se x é solugdo da equacdo, entdo x + %,x ##—-lex+1.
. x = g nao pode ser solugao da equacao.

E (sdo) verdadeira(s):

a) apenas Il.

b) apenaslell.

c) apenaslelll

d) apenasllielll.

e)l, lell.

93. (ITA/2012)

2 x>
Analisesef:RaRf(x):F +x% x>0

B é bijetora e, em caso afirmativo, encontre f‘1: R - R.
3—x% x<0

94. (ITA/2008)
Resolva a inequagdo V3x2 + 2x < x2.

95. (ITA/2007)
Considere a equagdo: xZ —p+2Vx2 —1=x
a) Para que valores do parametro real p a equagao admite raizes reais?

b) Determine todas essas raizes.

96. (ITA/2007)
Sobre a equacao na variavel real x,
llx—1]-3]-2| =0,
Podemos afirmar que
a) ela ndo admite solugdo real.
b) a soma de todas as suas solugées é 6.

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 125



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

c) ela admite apenas solugdes positivas.
d) a soma de todas as solugdes é 4.

e) ela admite apenas duas solugées reais.

97. (ITA/2005)
Determine todos os valores reais de a para que (x — 1)? = |x — a| admita exatamente 3 solugdes
distintas.

98. (ITA/2005)

Considere a equagao em x € R.

Vi+mx=x+V1-mx
Sendo m um parametro real.
a) Resolva a equag¢ao em fung¢ao do parametro m.
b) Determine todos os valores de m para os quais a equagao admite solu¢do nao nula.

99. (ITA/2005)
a) Mostre que o niimero real @ = \/2 + V5 + 1/2 — /5 é raiz da equaggo x° + 3x — 4 = 0.

b) Conclua de (a) que @ é um numero racional.

100. (ITA/2005)

Sobre o numero x = v/ 7 — 4/3 + /3 é correto afirmar que
a)x €]0,2].

b) x é racional.

c) V2x é irracional.

d) x? é irracional.

e) x €]2,3[.

101. (ITA/2004)
Sejam as fungdes f e g definidas em R por f(x) = x* + ax e g(x) = —(x®> + Bx) emque a e f
sdo numeros reais. Considere que estas funcdes sao tais que
f
Valor minimo Ponto de minimo Valor maximo Ponto de maximo
—1 <0 9/4 >0
Entdo, a soma de todos os valores de x para os quais (f 0 g)(x) = 0 éigual a
a)o
b) 2
c)a
d)6
e)8
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102. (ITA/2002)

Os valores de x € R, para os quais a expressao real dada por f(x) = \/5 — ||2x— 1| — 6| esta

definida, formam o conjunto:
a)[0,1]
b) [-5, 6]
c[-5 ] [1, +oof
d)]—,0]U[1,6]
e) [-5, ] [1,6]

103. (ITA/2001)
O conjunto de todos os valores de m para os quais a fungdo

_ X+ (@2m+3)x+ (m? +3)
F = Jx2 + (2m+ Dx + (m? + 2)
esta definida e é nao negativa para todo x real é:

a)[ij[

c)]o.i[

104. (ITA/2000)

Sendo I um intervalo de nimeros reais com extremidadesem ae b, coma < b, o nimero real b —
a é chamado de comprimento de I. Considere a inequagdo 6x* — 5x3 — 7x% + 4x < 0. A soma dos
comprimentos dos intervalos nos quais ela é verdadeira é igual a:

a) %

b -
;

C)g

11
d)?

7
E)g

105. (ITA/1998)
Sejam as fungdes f: R - Re g:4 c R — R, tais que f(x) = x> — 9 e (fog)(x) = x — 6, em seus
respectivos dominios. Entao, o dominio A da fungao g é:
a)[—3,+oof
b) R
c) [=5,+o
d)] — o0, —=1[U[3,+oo[
_ oo,\/g[
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106. (ITA/1997)

Resolva a inequagao

nx? - (1+nd)x+m
>0
—2x% + 3mx
107. (ITA/1996)
Seja f: R — R definida por
( )_{ 3x+3,x<0
f(x) = x> +4x+3,x>0

Entdo:

a) f é bijetorae (f o f) (—%) = f1(21).
b) f é bijetorae (f o f) (— ;) = £~1(99).

c) f é sobrejetiva, mas nao € injetora.

d) f é injetora, mas ndo é sobrejetora.

e) f é bijetorae (f o f) (—g) = f1(3).

108. (ITA/1995)

Prof. VictorSo

Os dados experimentais da tabela a seguir correspondem as concentragdes de uma substancia

quimica medida em intervalos de 1 segundo. Assumindo que a linha que passa pelos trés pontos

experimentais é uma parabola, tem-se que a concentracdo (em moles) apods 2,5 segundos é:

Tempo(s) Concentragdo (moles)
1 3,00
2 5,00
3 1,00
a) 3,60
b) 3,65
c) 3,70
d) 3,75
e) 3,80

109. (ITA/1991)

SeAd = {x € R;

a)A = [—2,%] U [4, +oo]
b)A =[5, 4]

c)A=[-3,1]

d)A =]—00,—3]U[1,+00[
e) n.d.a.

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES

x% + x + 1| < |x* + 2x — 3|} entdo temos:

128



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. Victor So

110. (ITA/1988)
Sabendo-se que as solu¢des da equagdo x* — |x| — 6 = 0 sdo raizes da equagdo x> —ax+ b = 0,
determine os valores de a e b.

111. (ITA/1988)
Sejam a, b e c constantes reais com a + 0 formando, nesta ordem, uma PA e tais que a soma das

raizes da equagdo ax? + bx + ¢ = 0 é —/2. Determine a relagdo vélida entre b e c.

112. (ITA/1987)

Considere a fungdo y = f(x) definida por f(x) = x3 — 2x% + 5x, para cada x real. Sobre esta
fungao, qual das afirmag6es abaixo é verdadeira?

a) y = f(x) é uma fungao par.

b) y = f(x) é uma funcao impar.

c) f(x) = 0 para todo real x.

d) f(x) < 0 para todo real x.

e) f(x) tem o mesmo sinal de x, para todo real x # 0.

113. (ITA/1987)
Considere x = g(y) a fungdo inversa da seguinte fung¢do:

7

. 1 - ~ .
y = f(x) = x* — x + 1, para cada niimero real x > > Nestas condicdes, a funcdo g é assim

definida:
1 , 3 3
a)gly) = Sty —ppara caday > "
1 / 1 1
b) g(y) =5+ |y —ppara cadayzz.

gy = fy—%,paracadayz :
dgy) = /y—%,paracadayz :
e)g(y)=%+ /y—%,paracadayz

114. (ITA/1986)

Sejam a, b, c nimeros reais dados com a < 0. Suponha que x; e x, sejam as raizes da fungao y =

. b 2b++/ b%-4ac . .
ax® + bx + cex; < x,.Sejamx3 = — 2aCXa =~ —— Sobre o sinal de y podemos afirmar

B W

N | =

que:

Ay <0,vxe R x; <x<x3
b)y<0,Vx e R, x; <x <X,
Jy>0,VxeR x; <x< x4
dy>0,VxeR x>x,
e)y<o0,VxeR x < x3
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115. (ITA/1985)

Considere as fungdes: f(x) = x — % eg(x) =x%— idefinidas para todo x real. Entdo, a respeito da
solucdo da inequagao |(gof)(x)| > (gof)(x), podemos afirmar que:

a) Nenhum valor de x real é solugao.

b) Se x < 3 entdo x é solucgao.

c) Sex > 7/2 entdo x é solugdo.

d) Se x > 4 entdo x é solucdo.

e) Se 3 < x < 4 entdo x é solugdo.

116. (ITA/1980)
Acurvay = ax? + bx + cpassa pelos pontos (1,1), (2, m) e (n,2),ondem € R — {2}. Determine

todos os valores reais de m tal que a fun¢dao admita valor minimo.

117. (ITA/1977)

Considere a fungdo F(x) = |xZ — 1| definida em 0. Se FoF representa a fungdao composta de F com
F, analise as afirmacgdes abaixo:

(1) (FoF)(x) = x|x? — 1|, para todo x real.

(2) Nao existe nimero real y, tal que (FoF)(y) = y.
(3) FoF é uma fungao injetora.

(4) (FoF)(x) = 0, apenas para dois valores reais de x.
O numero de afirmativas VERDADEIRAS é:

a)4d

b) 3

c)2

d1

e)o

118. (ITA/1972)
Seja f(x) = x% + px + p uma fungio real de variavel real. Os valores de p para os quais f(x) = 0

possua raiz dupla positiva sao:

a0 <p<4.
b)p = 4.
c)p=0.

d) f(x) = 0 ndo pode ter raiz dupla positiva.

e) nenhuma das anteriores.

119. (IME/2012)
Seja a, b e c nimeros reais e distintos. Ao simplificar a fungdo real, de variavel real,
a’(x—b)(x—c) b*(x—-c)(x—a) c*(x—a)(x—Db)
fx) = + +
(a—b)(a—c) (b—c)(b—a) (c—a)(c—b)
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Obtém-se f(x) igual a:
a)x* —(a+ b+ c)x+ abc
b) x? + x — abc

c) x>

d) —x?

e) x2 — x + abc

120. (IME/2007)

Se r; e T, sdo raizes reais distintas de x> + px + 8 = 0, é correto afirmar que:
a)|ry + 13| > 42

b) [ry + 1| <V2

cry =2ery| =2

d)|ri|=3e|r;| <1

e)|ry<lelry| <2

121. (IME/2000)
Considere a,b e ¢ numeros reais tais que a < b < c. Prove que a equag¢do a seguir possui

exatamente 2 raizes reais x; e x, talquea < x; < b <xy, < c.
1 1 1
+ + =0
x—a x—b x-c

122. (IME/1989)
Resolva o sistemaparaxey € R:

{73\/x_y—3 xy =4

x+y=20

123. (IME/1983)
Dada a equagdo:
2mx?’ —-2x-3m—-2=0meR
a) Calcule m tal que uma raiz seja nula. Calcule a outra raiz.
b) Mostre que a equagao tem sempre 2 raizes distintas.

c) Determine m para que uma raiz seja inferior a 1 e a outra superior a 1.

124. (IME/1951)
Determine todos os valores possiveis da relagao p/h, onde p e h satisfazem as condi¢céesp > 0, h >

0, de modo que seja real o valor de y dado pela expressao:
y = Jp* - 2ph— h?

125. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Sejam as fungdes f e g definidas em R por f(x) = x2 —ax e g(x) = —(x* — Bx),em que a e B

sao numeros reais. Considere que essas fungdes sao tais que:
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Valor minimo

Ponto de Minimo

Valor maximo

Ponto de maximo

-2

<0

4

>0

Dessa maneira, o valor de f(g(2)) — 8V2 é igual a:

a)8
b) 4
c) 16
d) 25

e)10

126. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Considere a fungdo real f(x) = 4 + 4x + 2x2. Determine o ponto x que define o valor minimo

global dessa fungao:
a)o
b) 1

127. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Considere as fungdes reais f, g e h tais que:

fXO=mx?—(m+1Dx+(m+1)

2
g(x) ~

h(x) =V2x

Para que a fungao composta h o g o f(x) tenha dominio D = R, deve-se ter:

a)m>E

3
b)3m—-1>0
c)le

3

d3m+1>0
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e)m>—E
3

128. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
a+b=2
a+ b3 =2k
valores de k pertengam ao conjunto:

Para que o sistema { admita apenas solugdes reais para a, b, é preciso que todos os

a)[0,1]

b) [1, )
alo
d)[1,9]

e) (—o,—1]

129. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Examine a fungdo real f(x) = 4x — 5x% quanto a existéncia de valores e pontos de maximos e

minimos. Analise o problema e assinale a alternativa correta:
o s - 2 4

a) A funcgao atinge o valor maximo de - ho ponto x = =
s . 4 2

b) A fungao atinge o valor minimo de — > o ponto x = -
s - 2 2

c) A fungao atinge o valor minimo de - Mo ponto x = .

d) A fungao atinge valor maximo de g, no ponto x =

s N

o s L. 4
e) A fungao atinge valor maximo de - o ponto x =

130. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Seja ¢ a maior constante real tal que

x% +3y% > c- (x* + xy + 4y?)

para todos x, y reais.

Determine o inteiro mais préximo de 2020 - c.

A) 2041

B) 2027

C) 1347

D) 1321
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131. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

x—ﬁ,VxS 1

Seja f uma fungdo definida por f(x) = 2 z . Marque a alternativa incorreta sobre f:

7—&Vx>1

a) A funcao f é injetora.

b) Para todo x € R a fungdo é crescente

x+3 va<-1
2 2

1+ V1 + 2x, Vx>—%

c) A fungdo admite inversa tal que f~1(x) =

d) Asraizesde fsaox = 0ex = 2.

132. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Analise as alternativas:
LSexeR|x3+x+1 =0,ent50x2+§+%¢ 0

LS SO S S

1011 = 1012 2019 2020 2
lll. Seja a fungdo f: A —» B e X e Y dois subconjuntos quaisquer de 4, entdo f(XUY) = f(X) U
f).

IV. O inverso de um numero irracional sempre é irracional.

Sao corretas:

a) |, apenas.

b) I e lll, apenas.

c) llelV, apenas.

d) I, lll e IV, apenas.

e)lelV, apenas.

133. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Resolvendo a inequagao:

16x?

2
8x+ 3
(1-%3)

Para x € R, obtemos como conjunto solu¢ao:

>9

a)] -3, +oo[.
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=
—
|
(=)
—

wWlul o|w

(2]
~
[a—
o

A

(=]
+
8

d)] [
e)] —,0|.

)

134. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Seja f: [0,%) — R definida por

1

4x, OSX<Z

f(x) = LYy

4x -1 —< —

X , 4_x<Z

Seja g: (—%,%) — R dada por

+1 1< <0

[r(x+g) —g<a
gx) = 1 1
1- — < —
f<x+4), O_x<4

Sobre a fung¢do g é correto afirmar:
a) E injetora.

b) E sobrejetora.

c) E par.

d) E impar.

e) Nao é par nem impar.

135. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Encontre todas as solugdes reais do sistema de equagdes:

X+y3=1
X’y +2xy*+y3=2

136. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Suponha que a e B sdo raizes distintas da equagdo 4x> — 4tx — 1 = 0 (t € R). [a, 8] é o dominio

da fungdo f(x) = i:: Encontre o maximo valor de g(t) = max[f(x)] — min[f(x)].

137. (Estratégia Militares— Prof. Victor So)
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No intervalo [1,2], as fungdes f(x) =x* +px+qe g(x) =x+ xlz admitem o mesmo valor de

minimo no mesmo ponto. Qual é o valor maximo de f(x) nesse intervalo?

a)4+%3\/2+§/1.
b)4—§i/i+ 4.
c)1—%§/§+3\/1.
d)4+2V2+ V4.

e) Nenhum dos valores acima.

138. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Resolva a equagdo paramétrica na varidvel x € R:

Vx++va=1-(x+a)

139. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Considere a equagdaoem x € R

\[x+\/§—\[x—\/§=m

a) Para que valores do parametro real m a equag¢ao admite raizes reais?

b) Determine essas raizes.

140. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Sobre a equacao na varidvel real x,

[x+3|+|x—1]=x+1

Podemos afirmar que

a) ela ndo admite solugdo real.

b) ela admite 3 raizes reais.

c) a soma de todas as suas solugdes é 2.

d) ela admite apenas 3 solugdes reais.

e) a soma de todas as suas solugées é 6.

141. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)
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Calcule o conjunto de valores reais de a para que a seguinte inequagao seja satisfeita para qualquer

valor real de x:

a)]—3;1]

b) ]1; 4[
c)]0; 2|

3a(a+2)x* +3(x+ 1) > x(9x + 8a)

d) ] —00; =3[ U ]1; +oof

e)]1,5;2,786]

142. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Considere a inequagao:

6x*—5x3—7x*+4x<0

Se (x,y) é um intervalo contido no conjunto solugdo dessa inequagdo, entao o menor valor possivel

paray — x é:
a)g
b) >
c)g
d)
e)%
GABARITO
91. a=4eb=1
92. e
_ _ \/y_ 31y = 3
93, LR-> Re 1()={
f 7l Ay <3
94, S =(—o0,—-1) U (—1,—2] U (2, +o0)
95. a)p € [0, %] b) x = - 44__pzp
96. d
97. aeE {1,%,%}
08.  a)s={0,+2vT—m?} b)Z<m<1

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES

137



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

99. Demonstragao
100.
101.
102.
103.
104.
105.

106.

107.
108.
109.
110.

111.

112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.
121. Demonstragao

122, (10 +3v11;10 — 3v11), (10 — 3v11; 10 + 3V11), (16; 4), (4; 16)
123. ajm = —gexz —; b) Demonstracdo ¢c)m < —4oum > 0

124. 2e[1++2 +w)

125.
126.
127.
128.
129.
130.
131.
132.
133.
134.

135, 7 {(%%) (%BZE) }

8Vt2+1(2t%+5)
136. 162425

137. B

Il
[—
=

Al
—
-
A
—

o © O T LY © O QMmoo
Il
o
o
o
Il
I
Ne)

SDOQ_('DB(DOQ)('DO"
m
.
o
(U
=

[ek=2

elvEvEwEeNwEv-i I w)

a<00ua>%:>S:(D
1—u—\/2a—3a2}

OSa£l$S:{
2 2

138.
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140. A
141.  E
142. C

RESOLUCAO

91. (ITA/2020)
Sejam a e b dois nlimeros reais. Sabendo que o conjunto dos niimeros reais k para os quais a reta

y = kx intersecta a parabolay = x* + ax + b é igual a (—o0, 2] U [6, +), determine os niimeros

aeb.
Comentarios
Devemos ter que:
kx=x*+ax+b
x>+ (@a—-kx+b=0
A = (a — k)? — 4b = 0 (pois existe intersec¢3o)
a? —2ak + k* —4b > 0
k* —2ak+a?—4b =0 ()
A = (—2a)2—4-1-(a®— 4b) = 4a* — 4a® + 16b
=> A =16b
Encontrando as raizes em k:

1
2
2a —V16b
k2=af=a—2\/g

O intervalo que satisfaz a inequagdo (1) é:
k € (—OO,a — 2\/3] U [a + 2\/5, +00)
Comparando com o intervalo dado no enunciado:
Temos que:
{a+2\f= 6_ (@b) = (41)
a—2Jb=2
Gabarito:a=4eb =1

92. (ITA/2015)
Considere a equagao

a b . . . eie . ~
1-x2 - = 5, com a e b numeros inteiros positivos. Das aflrmagoes:
—x w1t
2
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I.Sea=1eb = 2,entdo x = 0 é uma solugdo da equacgao.
Il. Se x é solugao da equacao, entiao x # %,x #—-lex+1.
. x = ; nao pode ser solugao da equacgao.

E (sdo) verdadeira(s):

a) apenas Il.

b) apenaslell.

c) apenaslelll.

d) apenasli e lll.

e)l, llelll.

Comentarios
I. Verdadeira.
Substituindoa = 1,b = 2,x = 0 na equagdo, obtemos:

a b
1—x2

1
2
1 2 2

—~ =1-—=1+4=5
1-0? 0_%

_1
2
II. Verdadeira.

A condicdo de existéncia da equacao implica:

1—-x2#0=2>x#+1

Lo £l
—_— — : —
XT3 X7y

Para a equagdo possuir x como solugdo, devemos ter x # +1ex + 1/2.

I1l. Verdadeira.

Vamos substituir x = 2/3 e analisar a equagao:

a b
1—x2_x_1=5
2
a b
2 2 177
1-(§) 372
a b
A1
9 6
9a
?—6b—5
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9a = 5(5 + 6b)
9a = 25 + 30b
9a — 30b = 25

3(3a —10b) = 25

Como a,b € Z*, temos 3a — 10b € Z. Sabemos que 25 ndo é multiplo de 3, logo é
impossivel haver valores para a e b inteiros positivos que satisfacam a equacdo acima.

Gabarito: “e”.
93. (ITA/2012)

Analisese f:R - R, f(x) = {

3+x%, x>0
3—x%, x<0

é bijetora e, em caso afirmativo, encontre f‘1: R - R.
Comentarios
Podemos provar que a fungdo f é bijetora de dois modos:
1) Analiticamente:
Para xq,x; = 0,x1x, € R:
X1 #F Xy
Como ambos sdo positivos e diferentes entre si, podemos elevar ambos ao quadrado:
x? # x5
3+x2 #x2+3
flxy) # f(xy), x,x, =0
Para x{,x, < 0,x¢,x; € R:
X1 # Xy

Ambos sdo negativos e diferentes entre si, podemos elevar ao quadrado:

x? # x3
—x? # —x3
3—x%#3—x3
fx) # f(xz)

Portanto, f é injetora.

Dado que f:R — R, vamos provar que Im(f) = R.

2 >
=il e
SeyeRey=f(x).Parax = 0:
y =3+x2
x>=y—3
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|x] =yy—3

{,/y—320
X =
—Jy—3=<0

x=20=>x=,/y—-320=2y-3>20=>y=>3

Parax < 0:
y =3 —x?
x>=3—y
x| =y3 -y

{,/3—3/20

X =

—/3-y<0
x<0=>x=—/3-y<0=>3-y>0=>y<3

Portanto, Im(f) = R. f também é sobrejetora. f ¢ bijetora.

2) Graficamente:

f é a unido de duas parabolas. Uma com concavidade para cima (3 + x2) e outra com
concavidade para baixo (3 — x?2).

O ponto que separa as duas equacgdes é x = 0. Parax = 0:
f(0) =3
O ponto de vértice das duas parabolas é:

b
2a

Como b = 0 para as duas equacdes, temos x,, = 0. Para x,, = 0, temos f(0) = 3.

Xy =

A Unica equacdo que possuiraiz é 3 — x2,x < 0.
3—x2=0=>x=+V3
Como x < 0, temos como raiz x = —/3.

Representando f no plano cartesiano:
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Percebemos pelo grafico que f é uma fungdo crescente (xl,xz ER X1 >x; = f(x) >
f(x2)) e Im(f) =R.
Logo, f é bijetora e inversivel.

Vamos encontrar a inversa de f:

Sey = f(x):
x=0
y=3+x*=>x=\y-3=>f"0)=y-3y=3
x<0

y=3—-x’>x=—/3-y=>f1y)=—-/3—-y,y<3
Dessa forma, a inversa é dada por:

LRoRef™! ={
f ef Ay <3

_ _ Jy—-3,y=3
Gabarito: f 1:]R—>]Ref 1(y)={ Y Y

—-J/3—-y,y<3
94. (ITA/2008)

Resolva a inequagdo V3x2 + 2x < x2.
Comentarios
Vamos analisar a condi¢ao de existéncia:

3x2+2x =0
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x(3x+2)=0

Analisando o sinal:

2
=>x£—§oux20

Vamos elevar a inequacdo ao quadrado:
(3x% 4 2x) < x*
xt—=3x2-2x>0

Fatorando:

x*=3x* = 2x = x(x® —3x — 2) = x(x® —x — 2x - 2) =x(x(x2—1)—2(x+1))
x(x(x —Dlx+1)—2(x+ 1)) =x(x+Dx(x-1)—-2)=x(x+1D)(x%>—-x—-2)

x(x+1Dx—2)(x+1) =x(x+1)2(x—2)
Com isso, temos:

x(x+1)?*(x—-2)>0

Fazendo o estudo do sinal (lembrando que x = —1 é raiz dupla):
+ + — +
o = o -
-1 0 2 *

Dessa forma, encontramos:
x<-—-lou—1<x<0oux>2

Fazendo a interseccdao com a condigao de existéncia:
2
x<—-=-oux=0
3
2
=>x<—10u—1<x§—§ oux > 2
2
=585 =(-00,—-1)U (—1,—5] U (2, +)

Gabarito: § = (—o0,—1) U (—1, —g] U (2,+x)

95. (ITA/2007)
Considere a equagdo: \/xZ —p+ 2Vx2 —1=x

a) Para que valores do parametro real p a equag¢ao admite raizes reais?
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b) Determine todas essas raizes.
Comentarios

a) Devemos verificar inicialmente as condicdes de existéncia da equacao:

X2—p+2yx*-1=x

—_— >0 >0

x2—1>02{x2>12x=>1oux<-1
x=0 x=0 x=0

Agora, podemos resolver a equacao. Elevando ao quadrado, obtemos:

x2—p+4(x*—1)+4 |x2—pyx2—1=x>

—p+4x? —4+4x2 —pyx2—1=0
4J(x2 —p)(x2 — 1) = p + 4 — 4x?

x>—p=0 x> =>p { x> >p

Temos que verificar a condicao de existéncia da nova equacao:
p+4—4x* =0
p+ 4 > 4x?

Elevando ao quadrado a nova equacgao:
16(x2 —p)(x?—1) = (p + 4 — 4x?)?
16(x*—(p+Dx?2+p)=(p+4)?+16x* —8x*(p + 4)
16x* — 16px? — 16x* + 16p = p? + 8p + 16 + 16x* — 8px? — 32x2
Isolando os termos com x?2:
—16px? — 16x% + 8px? + 32x* =p?* +8p + 16 — 16p

16x%2 — 8px? =p? —8p + 16
Fatorando:

(16 —8p)x* = (p—4)°

x2=(p_4)2
16 —8p
—4

>x =+ 4

2J4-2p

O denominador deve ser diferente de zero e a parte interna ao radical deve ser positiva.
Logo, a nova condicdo de existéncia é:
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4-2p>0=>4>2p=>p<?2
Vamos verificar quais valores de x satisfazem as condigdes de existéncia (I) e (II):
():
{xz >p
x=>1
Da condigao x = 1, temos que a raiz deve ser positiva. Como p < 2,temosp —4 <0 e:
-4 —-(p—4
4 N )
2,/4—2p 2,/4—2p
Logo, o valor de x deve ser:
e -p—-4)  4-p
24—-2p 24-2p

>0

Verificando x? > p:

(o) =
2,/4—-2p =P
(4-p? _
44—2p) =P

Como 2,/4 — 2p > 0,temos 4(4 — 2p) > 0. Entdo, podemos multiplicar a inequacio por
esse numero:

(4—p)? =p(4(4-2p)
Resolvendo a inequacao:
16 — 8p + p? = 16p — 8p?
=>9p? —-24p+16 =0

Podemos fatorar a expressao:

(Bp—4)>=>0
Logo, qualquer p < 2 satisfaz a inequagao.
(ID):
+ 4
2 <« P
=7y

( 4—p >2<p+4
2./4-2p) — 4
(4-p)? _p+4
1G4—2p) " 4
(4-p’<(p+H“—-2p)
16 —8p +p? < —2p*—4p + 16
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Analisando o sinal de p(3p — 4):

Vemos que 0 < p < 4/3.

Juntando com a condigdao p < 2, temos como solugdo para p:

4
pe o]
E a solucdo da equacao é:
4-p
2,/4—2p

b) As raizes parap € [0, g] sao dados por:

4—p

x:—
2./4=2p

Gabarito: a) p € [OE] b) x = 2%

Prof. VictorSo

96. (ITA/2007)

Sobre a equacao na variavel real x,

llx-1]1-3|-2| =0,

Podemos afirmar que

a) ela ndo admite solugdo real.

b) a soma de todas as suas solugdes é 6.

c) ela admite apenas solugdes positivas.

d) a soma de todas as solugodes é 4.

e) ela admite apenas duas solugdes reais.
Comentarios

Vamos resolver a equacao:

llx—11-3]-2[=0

Como a igualdade da equacao é zero, podemos remover o modulo mais externo:

lIx=1]-3|-2=0
llx—1]-3|=2
Agora, temos duas possibilidades:
|[x—1|—3=2o0ul|x—1| -3 =-2
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Para o primeiro caso:

x—1]-3=2
Ix—1]=5

Temos mais duas possibilidades:
x—1=5=>x=6
Ou
x—1=-5=>x=-4
Para o segundo caso:
[x =1 —3=-2
lx—1]=1
Duas possibilidades:
x—1=1=>x=2
Ou
x—1=-1=>x=0
Portanto, a equacgao possui 4 solucdes dadas por:
S =1{6,—4,0,2}
Analisando as alternativas:
a) Falsa. Pois temos solugdes reais.
b) Falsa. A soma de todas as solugbes é s =6—-—44+0+2 =4
c) Falsa. Temos a solucdo negativa —4.
d) Verdadeira. A soma de fato é 4.
e) Falsa. Admite 4 solucdes reais.

Gabarito: “d”.

97. (ITA/2005)
Determine todos os valores reais de a para que (x — 1)? = |x — a| admita exatamente 3 solugdes
distintas.

Comentarios
Vamos dividir o problema em casos.
Parax = a:
(x—1D?=x—a
Desenvolvendo, obtemos a equacao:
x>—2x+1=x—a
x2=3x+a+1=0 ()

Encontrando as raizes:
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3+9-4(a+1) 3+V5-14a
x: p—

2 2
Parax < a:

x—1?=-x+a
x!—2x+1=-x+a
x>’—x+1—a=0 (I
Encontrando as raizes:
- 1+y1-4(1-a) 1++V4a-3
2 2
Para termos exatamente 3 raizes, temos 3 casos:

1) Raiz uUnica na equagao (I).
2) Raiz Unica na equacao (I1).

3) Uma das raizes das equagdes (1) e (II) sdao semelhantes.

Prof. VictorSo

Vamos resolver para cada caso:
1) Devemos ter A = 0:
x> =3x+a+1=0 ()
A=9—-4(a+1)=5—-4a=0
5
=>a=Z
2)A =0:
x’2—x+1—a=0 ()
A=1-4(1-a)=4a—-3=0
3

> a9 =—
=3

3) A maior raiz da equacado II deve ser igual a menor raiz da equacao I:

Maior raiz da equacgao II:

1+vda=3

Xy = )
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Menor raiz da equagao I:

lgualando x, = x3:

1+\/4a—3_3— 5—14aqa
2 N 2

Jda—3+5—4a=2

Elevando ao quadrado:

4a—3+5—4a+2vV4a —3V5—4a =4
2\/(4a —3)(5 — 4a) = 2
Jla—-3)(5-4a)=1
(4a—3)(5—4a) =1
20a — 16a% — 15+ 12a =1
—16a% +32a—-16 =0
a’?—2a+1=0
(a—12%2=0

>a=1

Portanto, os valores de a sao:

Gabarito: a € {1,%,2}

98. (ITA/2005)

Considere a equagao em x € R.

Vi+mx=x++v1l—mx
Sendo m um parametro real.
a) Resolva a equagdo em fung¢do do parametro m.

b) Determine todos os valores de m para os quais a equa¢ao admite solu¢do ndo nula.
Comentarios

Essa é uma questao dificil e podemos resolvé-la de diferentes maneiras. Vamos usar o que
aprendemos até agora.

a) Inicialmente, vamos eliminar os radicais da expressao para encontrar as raizes:

Ji+mx=x+J1—mx

J1+mx—1-mx=x

Elevando ao quadrado:
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(\/1+mx—\/l—mx)2=x2

1+mx+ (1 —mx) -2Vl +mxvV1l —mx = x?

2 — 241 —m2x2 = x?
Isolando o termo com radical:
2 —x%2 =241 —m2x2
Devemos analisar a condicao de existéncia da raiz:
21 -m2x2>0=>2-x>=0
2 > x?
x| < /2
Elevando novamente ao quadrado:
4 —4x* + x* = 4(1 — m*x?)
x*—4x*+4—-4+4m?*x* =0
x*+4x*(m?*—=1)=0
x? (x2 + 4(m? — 1)) =0
Encontrando as raizes:
xX*=0>x,=x,=0
x* +4(m* - 1) =0=>x2=4(1—m2)=>x=12m
= x3 = 2y/1—m?
ox, = —2 /1=
Devemos analisar as condicBes de existéncia das raizes x34:
1-m?=0
m? <1
Im| <1

Como nao verificamos as condi¢cdes de existéncia do problema e elevamos a equacao ao
quadrado, devemos verificar se essas raizes satisfazem ao problema:

Parax; = x, =0:

Para x34 = +2V1 — m?:
\/1+mx=x+\/1—mx=>\/1i2m\/1—m2 = inll—m2+\/1$2m\/1—m2

Vamos fatorar as expressoes, completando os quadrados:
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Jl—mZiZm\/l—m2+m2=i2\/1—m2+\/1—m2$2m\/1—m2+m2
J\/(l—mz)ziZm\/l—m2+m2=12\/1—m2+J\/(l—m2)2$2m\/1—m2+m2

\/(mim - m2)2 = +2/1-m2 + \/(m$\/1 — mZ)2
|mi\/1—m2| =421 -m? + |m$\/1—m2|
Agora, devemos analisar cada possibilidade:

N0<m<1le|m|= |\/1—m2|
|mi\/1—m2|=i2\/1—m2+|m$\/1—m2|
X34

m+J1-m2 =421 —m2+mFJ1 - m?
+2J1—m2 = +2/1 —m? (V)
o<m<1lelm| < |V1-m?|
|m+\/1—m2|=2\/1—m2+|m—\W|
m+Ji-m2=2J1-m2—m+J1-m?
2m =21 —m? (F)
m —V1-m?| = 21 -m2 + |m + V1 - m?|
—m+J1-mz=-2J1-m2+m++1-m?
—2m = -2J1-m2 (F)
) —1<m<0e|m|=|V1—m?|
|mim|=izm+|m$m|

—(mi 1—m2)=iZ 1—m2—(m$ 1—m2)

-m+y1-m?2=42J1-m?2-m=++1-—m?
+2J1—m? = +2/1—m?
Somente é verdade para m = —1. Mas isso faz com que a solugdo seja x = 0.

Nessas condicBes, a igualdade n3o é satisfeita.

IV) -1 <m<0e|m| <|V1—m?|
|m+\/1—m2| =2J1-m2+ |m—m|
m++1-m? =2 1—m2—(m—m)
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2m = 241 —m? (F)
lm — VT 7| = ~2/T = + [ + YT

—(m—\/l—mz)=—2\/1—m2+m+\/1—m2
—2m = —-2yJ1—-—m?2 (F)

Portanto, para [m| = v1 — m2, temos solugdo dada por:
s ={0;+2/1-m?}

b) Queremos solu¢do ndo nula. Entdo, devemos verificar as raizes x = +2vV1 — m?2.
Da condigao de existéncia da raiz, temos:

0<m<l1

x| <2

Verificando a raiz:

N |i2w/1 —m2| <2

2J1-m2 <2
4(1-m?) <2

1
1_ 2<_
m =5

< m?

V2
:|m|27

Sem = 1, temos x3 4 = 0. Como queremos raizes ndo nulas, devemos ter m # 1. Portanto,
m deve pertencer ao intervalo:

V2

7Sm<1

Gabarito: a) § = {0, +2V1—m?} b) Z<m <1
99. (ITA/2005)

a) Mostre que o niimero real @ = \/2 + V5 + /2 — /5 é raiz da equaggo x> + 3x — 4 = 0.
b) Conclua de (a) que @ é um numero racional.

Comentarios

a) Para provar que o nimero « é raiz da equac3o, temos que mostrar que a> + 3a — 4 =
0.

Vamos elevar o numero « ao cubo:
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a3=<3\/2+\/§+3\/2—\/§>3

Lembrando que (a + b)3 = a3 + 3a%b + 3ab* + b°

Prof. VictorSo

a3=2+\/§+33\/(2+\E)23\/2—\/§+33\/2+\/§3\/(2—\E)2+2—\/§

N3o vamos elevar os radicais ao quadrado para ndo complicar o calculo, ao invés disso,
vamos fatorar:

a3=4+33\[2+J§3\/2—J§<i/2+£+3\/2—£>

a3=4+33\/(2+ﬁ)(z-ﬁ)(i[2+£+3\/2—ﬁ>

a3=4+3m<i/2+£+i/2—£>
a3=4+3i/71<i/2+£+i/2—ﬁ>
a3=4—3<3\/2+£+3\/2—ﬁ>

a

Perceba que o termo entre parénteses é o préprio a. Reescrevendo:
a=4-3a
a®+3a—4=0
Encontramos a igualdade. Logo, a é raiz da equacao.
b) Vamos encontrar as raizes da equacao cubica.
x3+3x—4=0
Fatorando:
xX3—x+4x—4=0
x(x2 -1 +4(x—-1)=0
x(x—Dkx+1D)+4(x—-1)=0
x—Dxx+1)+4)=0
x—D(x*+x+4)=0
Encontramos uma raiz:
x=1
Vamos verificar se x> + x + 4 possui raiz:
A=12—-4-1-4=-15<0

Logo, essa equagdo nao possui raiz real.
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Como « é real, temos que a = 1. Portanto, a é racional.

Gabarito: Demonstragao

Prof. VictorSo

100.(ITA/2005)

Sobre o nimero x = v/ 7 — 4v/3 + /3 é correto afirmar que

a)x €]0,2].

b) x é racional.

c) V2x é irracional.
d) x2 é irracional.
e) x €12,3[.

Comentarios

Normalmente, nesse tipo de questdo, a expressao dentro do radical serd um quadrado
perfeito, entdao, para resolvé-lo, devemos tentar fatorar a expressao.

x = /7—4\/3—’+\/3—’

x=\/4+3—2-2\/§+\/§

Vamos fatorar x:

x=\/22+\/(3)2—2-2\/§+\/§

r= 23 V=2 V3| 43

Como 2 > /3, podemos remover o médulo do nimero:

x=2-V3++V3=2

Portanto, x é racional.

Gabarito: “b”.

101.(ITA/2004)

Sejam as fungdes f e g definidas em R por f(x) = x* + ax e g(x) = —(x®> + Bx) emque a e

sdo numeros reais. Considere que estas fungdes sao tais que

f

Valor minimo

Ponto de minimo

Valor maximo

Ponto de maximo

-1

<0

9/4

>0

Entdo, a soma de todos os valores de x para os quais (f 0 g)(x) = 0 éigual a

a)o
b) 2
c)a
d) 6
e)8
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Comentarios

f:
fx) =x*+ ax
O coeficiente de x? de f é positivo, o valor minimo de f serd o valor do vértice da fung3o.
Desse modo:
A A A
fmin = 4a m -4
fmin =-1
A
—Z=—1=>A=4:,~a2=4=>a=iz
Da tabela, ponto de minimo < 0:
__b_ <0=>a>0
=TT 2(1) *
Alfa é positivo, logo a = 2.
flx) =x? + 2x

A questdo nos da as informagdes do valor minimo de f e o valor maximo de g. Analisando

Analisando g:
g(x) = —x? — px

g é uma parabola com concavidade para baixo (—x?2), o maximo de g serd seu vértice:

A A A

Imax = T 4q T T a(=1) 4
Da tabela:

Ponto de maximo > 0:

b
xV:_E>O
=B B
—m——5>0=>ﬂ<0

Beta é negativo, logo f = —3.
g(x) = —x* = (=3)x
g(x) = —x?+ 3x
A fungao composta é dada por:
flx) =x? +2x
g(x) = —x%+3x
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(fog)=f(g(x)=0
f(g() =g+ 2g(x) = (—x? + 3x)% + 2(—x? + 3x)
f(g(x)) =(—=x?2+3x)(—x? +3x+2)
Flg(x) = x(=x + 3)(—x? + 3x + 2)
f(g(x)) = 0= x(—x +3)(—x? + 3x + 2)
As raizes da equacdo sao:
x(—x+3)=>x;,=0ex, =3

b 3

2
—x“+3x+2=>x+x,=——=——-=3
3 4 a 1

A soma das raizes é:
x1+x2+x3+x4=0+3+3=6

*Poderiamos resolver diretamente a soma das raizes usando as Relacbes de Girard.
Aprenderemos esse assunto na aula de Equac¢des Algébricas.

Gabarito: “d”.

102.(ITA/2002)

Os valores de x € R, para os quais a expressdo real dada por f(x) = \/5 — ||2x - 1| - 6| esta

definida, formam o conjunto:
a)[0,1]
b) [-5, 6]
c)[—5,0] U [1,+oo]
d)] —,0]U[1,6]
e)[-5,0] U [1,6]
Comentarios
Inicialmente, devemos verificar a condi¢ao de existéncia da fungdao em R:
5—|2x—1/-6|=0
5> |12x — 1| — 6
lI2x—1|—6| <5
Removendo o mddulo externo, temos:
—-5<|2x—1|—-6<5
1<|2x—-1| <11
Vamos separar em duas inequagodes:
[2x -1 <11
12x—11 =1

Resolvendo a primeira:
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2x — 1] <11
-11<2x-1<11
-10<2x <12
—-55x<6
Resolvendo a segunda:
2x—1|=>1

2x—1>21ou2x-1<-1
2x—1=21=>x2=>21
2x—1<-1=>x<0
Fazendo a intersecc¢ao dos intervalos que obtemos, temos:
S={xeR|-5sx<0o0ul<x<6}
S =[-5,0]u[1,6]

Gabarito: “e”.
103.(ITA/2001)
O conjunto de todos os valores de m para os quais a fungao
_ x*+(2m+3)x+ (m? +3)
flx)= Jx2+ (2m+ Dx + (m? + 2)
esta definida e é ndo negativa para todo x real é:

Comentarios

Para f estar definida Vx € R, temos que o denominador de f deve ser diferente de zero e
também a funcao com radical deve ser positiva.

Disso, temos:

x*+ (2m+ Dx+ (m?*+2)>0
Comoa =1 > 0, afuncdo serd sempre positiva se forcarmos A < 0. Entao:

A<O

A=02m+1)?2-4m?+2)<0

Resolvendo a inequacao:
4m?+4m+1—-4m?>—-8<0
4dm-7<0
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Queremos que a funcdo seja ndao negativa para todo x real. O denominador é sempre
positivo, entdo o numerador deve ser igual ou maior que zero:

x*+ (2m+3)x+(m?*+3)=0
Essa condicao ocorre quando A < 0:

A=02m+3)?>—-4(m?>+3)<0
Resolvendo a inequacao:

4m?+12m+9—-4m? —12<0

12Zm—-3<0
>m< i = 1
12 4
O conjunto dos valores de m que satisfaz o problema é dado por:
7 1 1
m<ZemSZ=>mSZ=>mE]—oo,1/4]

Gabarito: “d”.
104.(ITA/2000)
Sendo I um intervalo de nimeros reais com extremidadesem ae b, coma < b, o nimero real b —

a é chamado de comprimento de I. Considere a inequagdo 6x* — 5x3 — 7x% + 4x < 0. A soma dos
comprimentos dos intervalos nos quais ela é verdadeira é igual a:

3
a) %
b) 5
7

C)g

d):?l
e) .
Comentarios
Inicialmente, devemos fatorar a expressao para analisa-la:
6x* —5x3 — 7x% + 4x = x(6x3 — 5x%> — 7x + 4)

Para fatorar a expressao cubica, vamos separar os termos de modo a poder evidenciar
algum termo em comum:

x(6x3 —5x2 —7x +4) = x(6x3 — 4x? —x? —6x —x + 4)
x[6x(x? —1) —4(x? —1) —x(x + 1]
Note o fator (x + 1):
x[6x(x—D(x+1)—4(x—1D(x+1) —x(x+ 1)]
Evidenciando (x + 1) e simplificando a expressdo:
x(x+1D(6x(x—1) —4(x—1) —x)
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x(x +1)(6x% —6x —4x +4 —x)
x(x +1D(6x% —11x + 4)
Vamos verificar se a fungao quadratica possui raiz:
A=112-4-6-4=121-96=25>0
Temos duas raizes, vamos encontra-las:

11+v25 1145 4 1
2.6 12 3°%%2
Com isso, obtemos a expressao fatorada:

X12 =

x(x +1)(6x* — 11x + 4) = 6x(x + 1) (x B g) (x B %)

Vamos fazer o estudo do sinal.

Testando o sinal para x = 1:

s a+n(i-3)(1-3)<e

- +

Nao precisamos calcular o valor dessa expressao, basta saber o sinal dela. Note que temos
3 numeros positivos e 1 negativo, o produto deles gera um numero negativo. Vamos usar o
método da multiplicidade das raizes para encontrar o sinal dos outros intervalos.

1 estd entre 1/2 e 4/3 e nesse ponto temos sinal negativo. Desse modo, obtemos o sinal
da fungao:

|
o
o
o~ 9
wie 0
2]

Os valores de x que satisfazem ao problema é:

6x* —5x3 —7x*+4x <0

14
s=1-10[U]Z .zl
Queremos a soma dos intervalos da solugao:
4 1 8—-3 5 11
5= -+ (3-g) =1+ lrg=g

Gabarito: “d”.
105.(ITA/1998)
Sejam as fungdes f: R > Re g:4 € R — R, tais que f(x) = x> — 9 e (fog)(x) = x — 6, em seus
respectivos dominios. Entao, o dominio A da fun¢ao g é:
a)[—3,+o[
b) R
c) [—5, +oof
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d)] — o0, —1[ U [3, +oo[
e)] — o, V6[
Comentarios
(fog)(x) =x—6
flg) = [g()]* -9
[9(0)]P—9=x-6
[9(0)])* =x+3
=g =+Vx+3
Analisando a condigao de existéncia de g, encontramos:
x+3=20=>x2=>-3
Logo, o dominio de g é:
A =[-3,+00[

Gabarito: “a”.
106.(ITA/1997)

Resolva a inequagao

nx’? —(1+n)x+n
—2x% + 3mx

Comentarios
Para aqueles que ndo conhecem, ™ € um nimero que vale aproximadamente 3,14.
Vamos estudar o sinal do numerador e do denominador.
Comecando pelo numerador:
nx?—(1+n®)x+mn
Antes, vamos verificar o valor de A para ver quais sinais a fungao admite:
A= (1+m?)?—4r?
A=14+2n+n*—4n’=n*-2n2+1=@?*-1)?*>0
Com isso, verificamos que a fung¢ao possui duas raizes distintas:

—b+VA _(1+m)+y@ -1* _ (1+7n)+ (7" —1)

X12 =

2a 2T 2T
_(+n)-(=*-1) _ 2 1
1= 27 2t m
(14 +(n*—-1)  2n*
X2 = 21 o "

Fatorando a expressao usando as raizes, temos:
2 2 1
nx’—1+n°)x+nm=nlx—m) x—;

Fazendo o estudo do sinal:
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+ N\ .

Vamos analisar o denominador:

—2x% + 3nx = x(—2x + 3m)

Fazendo o estudo do sinal:

Juntando as duas analises no mesmo eixo, obtemos a tabela:

1 s
0 ™ ™ 2 T
? ® ® ® g
mz® — (L+ 7))z +m + i + E — E + ; +
—22% + 37 — i + i + i + i —
m2? — (L4 7z 4 _ i ! : :
—2x?% 4 3 E + i - i + ; B
@ o O @

Analisando a tabela, vemos que a solu¢ao é dada por:
S =10 1[U] 3
=1 g ™7 [
. 1 3n
Gabarito: S = ]0,;[ U ]n,7[
107.(ITA/1996)
Seja f: R — R definida por

3x+3,x<0
2 +4x+3,x>0

foo =1
Entdo:
a) f é bijetorae (f o f) (—g) = f1(21).
b) f é bijetorae (f o f) (— ;) = f1(99).
c) f é sobrejetiva, mas nao € injetora.
d) f é injetora, mas ndo é sobrejetora.
e) f é bijetorae (f o f) (—g) = f1(3).

Comentarios

Analisando as alternativas, temos que verificar se a fungdo f é injetora e/ou sobrejetora.
Vamos verificar se ela é sobrejetora, lembrando:
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f ésobrejetora © Im(f) =B

Do enunciado temos f:R — R, entdo devemos provar que Im(f) =R para f ser
sobrejetora.

1) Parax < 0:
f(x)=3x+3
f) =y
y=3x+3
_y—3
*TT3
y—3
xSOzTSO:yS3
2) Parax > 0:

f(x) =x?>+4x+3
fG) =y
y=x*+4x+3
x*+4x+3-y=0

Vamos encontrar as raizes da equagdo para analisar os valores de y. Perceba que o b da
equacdo quadratica é par, entdo podemos usar a forma simplificada da equac¢ao quadratica:

—2+22-1-B-y) _

x = T =-2+./4-3+y

x=—-2%,\1+y

Dessa forma:
{—2 —J1+y>0
-2+ 1+y>0
No conjunto dos reais, sabemos que —2 — m sempre sera negativo pois:
J1+y=20=>—/1+y<0=>-2-/1+y<-2
Entdo devemos analisar a outra raiz:
-2+y1+y>0
x>0
Ji+y>2
1+y>4
y >3
Logo, concluimos:

x<0=>y<3
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x>0=>y>3
Im(f) =R

=~ f é sobrejetora
Agora, vamos analisar se f é injetora. Precisamos verificar se dados x1,x; € R, x; # x, =
f(x1) # f(x2).

Sendo x; e x, numeros reais quaisquer, temos que provar trés situagoes:

N { f(x;) =3x;+3,%x,<0
f(xZ) = x% +4‘x2 +3,X2 > 0
x1S0

x1+1<1
3x;+3<3
fx) <3
x>0
X, +2>2
(x; +2)2 > 2°
x5 +4x,+4>4
X5+4x, +4—-1>4—1
x5+ 4x,+3>3

f(x,) >3
= f(x1) # f(x2)
. {f(xl) =x2+4x,+3,x,>0
) f(x,) =x3 +4x,+3,x, >0
Xl;tXZ

X1+2#Fx,+ 2
(x1 + 2)% # (x5 + 2)?
X2+ 4x+4#F x5+ 4x, + 4
x2td4x;+4—1#x5+4x,+4—1
x2+4x;+3#Fx5+4x,+3

f ) # fxz)
1 {f(xl) =3x; +3,x, <0
f(xz) = 3x2 + 3,x2 <0
X1 F Xy
3x1 # 3x,
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3x1+3 #3x,+3
f(x1) # f(x2)

Logo, f é injetora.
Com isso, mostramos que f é injetora e sobrejetora = f é bijetora.

Das alternativas que dizem que f é bijetora, temos também uma afirmagdo com
2
(fof) (—5). Vamos calcular o seu valor:

(fof)(—§)=f(f<—§)>
ERR SR

f <f (- §)> - f(D)

1>0=>f(1)=1*4+4-1+3=8

=(fof)(—§)=8

f é bijetora, entdo ela possui inversa. Vamos calcular o valor de f(8) para descobrir qual
o valor da inversa nos da como resultado o valor 8.
8>0=>f(8)=82+4-8+3=99
Da definicao da fungao inversa, temos:

£(8) =99 = £~1(99) = 8

~(fof) (—g) = f71(99)

Gabarito: “b”.
108.(ITA/1995)

Os dados experimentais da tabela a seguir correspondem as concentragdes de uma substancia

guimica medida em intervalos de 1 segundo. Assumindo que a linha que passa pelos trés pontos

experimentais é uma parabola, tem-se que a concentracdao (em moles) apods 2,5 segundos é:

Tempo(s) Concentrag¢ao (moles)
1 3,00
2 5,00
3 1,00
a) 3,60
b) 3,65
c) 3,70
d) 3,75
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e) 3,80
Comentarios

A linha que passa pelos trés pontos experimentais da tabela é uma parabola, entdo temos
uma fungdo quadrdtica. Dessa forma, vamos criar a fungdo quadratica f que representa a
concentracdo da substancia quimica em funcao do tempo:

f(t) =at*+bt+c
Para encontrar os coeficientes da fung¢ao, vamos substituir os dados da tabela na fungao:
t=1= f(1) =a(1)?+b(1) +c
3=a+b+c
t=2=f(2)=a)?*+b2) +c
5=4a+2b+c
t=3=>f3B)=aB)*+b3)+c
1=9a+3b+c
Dessa forma, encontramos o seguinte sistema linear:

at+b+c=3 (I)
4a+2b+c=5 (II)
9a+3b+c=1 (1)

ESCLARECENDO!
\E®

Vamos ver rapidamente o que é um sistema linear e como resolvé-la.

Um sistema linear € um conjunto de equac¢des lineares com m equagdes e n
incognitas. Para resolvé-la, vamos usar o método do escalonamento. Esse método se
baseia em reduzir o sistema em outro de mais facil resolugao. Por exemplo, quando
temos 3 equacdes e 3 incégnitas, manipulamos as equacgdes para criar um sistema com
2 equagdes e 2 incoégnitas e depois reduzimos novamente para obter 1 equagao e 1
incdgnita. Veja:

a+b+c=3 ()
4a+2b+c=5 (II)
9a+3b+c=1 (I

Esse sistema possui 3 equacdes lineares e 3 incégnitas (a, b, ¢).

Vamos escalonar o sistema para encontrar sua solugdo seguindo os passos abaixo:

1) Perceba que os coeficientes da incégnita ¢ nas equacdes é 1. Vamos criar um
sistema com 2 equacgdes e 2 incdgnitas sem a variavel c. Multiplicando a equagdo (1)
por —1:
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4a+2b+c=5 ()

at+tb+c=3 ()= (1)
{ 9a+3b+c=1 (IlI)

—a—b—-—c=-3 ()
4a+2b+c=5 (I
9a+3b+c=1 (I

2) Somando (I) com (II) e (I) com (I1I), obtemos o seguinte sistema linear:
—a—-b—-—c=-3A) ™
4a+2b+c=5 (I
9a+3b+c=1 ()

{(4a—a)+(2b—b)+(c—c)=5—3
OQa-a)+@Bb—b)+(c—c)=1-3

3a+b=2 (IV)
{8a +2b=-2 (V)

3) Vamos usar a mesma ideia para esse sistema linear de 2 equac¢des. Vamos criar
uma equacgao sem a variavel b. Multiplicando (IV) por —2:

Ba+b=2 (IV) = (-2)
{ 8a+2b=-2 (V)

—6a—2b =—4 (IV)
{ 8a+2b=-2 (V)

4) Somando (IV) com (V), conseguimos calcular o valor de a.
—6a—2b=—4 (IV)
8a+2b=-2 (V)

2a=—-6=>a=-3
5) Agora vamos encontrar as outras incégnitas, podemos substituir a em (IV) ou (V)
e encontrar b. Substituindo a = —3 na equagao (IV):
3a+b=2 (IV)
b=2-3a

b=2-3(-3)=2+9=11=>b =11
6) Por ultimo, vamos encontrar o valor de ¢, podemos substituir o valor de a e b em
qualquer equagdo do sistema inicial. Vamos usar (I) para facilitar os calculos:
a+b+c=3 ()
(=3)+114c=3
8+c=3
c=-5
Com isso, resolvemos o sistema linear e a solugdo é (a,b,c) = (—3,11,-5).

Prof. VictorSo

Resolvendo o sistema linear, encontramos a = —3,b = 11 e c = —5:
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f(t) =at*>+ bt +c
f®)=(-3)t>+11t -5
f@t) =-3t>+ 11t -5
A questdo pede o valor de f parat = 2,5. Substituindo esse valor na fun¢do, obtemos:
f(2,5) = -3(2,5)2+11(2,5) = 5
f(2,5) =—-3(6,25) + 27,5 -5
f(2,5) =-18,75+ 22,5
f(2,5) = 3,75
Com isso, encontramos 3,75. O que nos leva a alternativa d.

Gabarito: “d”.
109.(ITA/1991)
Se A = {x € R;|x* + x + 1| < |x* + 2x — 3|} entdo temos:

a) A = |-2,2| U [4, +oof

o4 =[t]
c)A =[-31]

d)A =] —o0,-3]U|[1,+0o]
e) n.d.a.

Comentarios
Vamos analisar a inequagao:
|x* + x+ 1| < |x* + 2x — 3|
O bizu nessa quest3o é perceber que x> + x + 1 > 0,Vx € R ja que seu delta é negativo:
A=12-4-1-1=-3<0
Assim, podemos reescrever:
x4 x+1< x4 2x - 3|
Fatorando o lado direito, obtemos:
X +x+1<|(x—1D(x+3)]

Devemos analisar o sinal de (x — 1)(x + 3) para encontrar os intervalos do mddulo.
Fazendo o estudo do sinal desta fungao:
J \ -
—3

-
!

Para —3 < x < 1, temos:
x*+x4+1<—(x%+2x-3)
2x>+3x—-2<0

Fatorando a expressdo por meio das raizes:
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_ —3+V9+16 -34+5
B 4 T4

x =—-2o0ul/2
1
=>2x2+3x—2=2(x+2)(x—§)

2(x+2)(x—%)£0

Fazendo o estudo do sinal:

> -2<x< >
Esse intervalo estd contido na condigdo inicial de x: | — 3,1].
Parax < —3oux = 1:
x2+x+1<x*4+2x-3
>x =>4
Fazendo a intersec¢ao dos intervalos de x, obtemos:
x =4

Portanto, o conjunto A é dado por:
1
A= [—2,5] U [4,+00[

Gabarito: “a”.

110.(ITA/1988)
Sabendo-se que as solugdes da equagdo x* — |x| — 6 = 0 s3o raizes da equagdo x> —ax + b = 0,

determine os valores de a e b.
Comentarios
Vamos encontrar inicialmente as raizes de x> — [x| — 6 = 0.
Parax = 0:
x*—x—6=0

_1+VI+46 145

X > > =3o0u-—2
Parax = 0, temos x = 3.
Parax < 0:
x>+x—6=0
—1+V1+4-6 -1%45
x = = = —3o0u?2

2 2
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Para x < 0, temos x = —3.
Logo, as raizes s3o x; = 3 e x, = —3. Substituindo esses valores na equacdo x> — ax +

b = 0, obtemos:
x;=323*-a3)+b=0
-3a+b=-9=>3a—-b=9
x,=—-3=(-3) " —a(-3)+b=0

3a+b=-9
Assim, encontramos o sistema:
{ 3a—b=9
3a+b=-9
Subtraindo as duas equacgdes:
6a=0=>a=0

Encontrando o valor de b:
a=0=>30)—-b=9=>b=-9

Portanto, os valores s3o:

Gabarito:a=0eb = —9

111.(ITA/1988)

Sejam a, b e c constantes reais com a # 0 formando, nesta ordem, uma PA e tais que a soma das

raizes da equagdo ax? + bx + ¢ = 0 é —/2. Determine a relagdo valida entre b e c.

Comentarios

Dos dados do enunciado, temos:

a+c
2

(a,b,c) ¢ PA=> b=

X1 + Xy = —\/E
A soma das raizes da equac¢ao é dado por:

—b—\/Z+—b+\/Z_ b

2a 2a a

X1 +x2=

Disso, encontramos:

a
b=aV2
Encontramos b em funcdo de a, vamos colocar ¢ em funcdo de a:

a-+c
b = > =>c=2b—a

c=2\/§a—a=(2\/§—1)a
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Vamos dividir ¢ por b para eliminar o termo a:

c_(22-Na_(2v2-1) (2¥2-1)v2 _4-+2

b av2 V2 V2 V2 2
Portanto, a relacdo entre b e c é dada por:
c _4-2
b 2
oCc_ 42
Gabarito: Pl

112.(ITA/1987)

Considere a fungdo y = f(x) definida por f(x) = x3 — 2x? + 5x, para cada x real. Sobre esta
fungdo, qual das afirmag¢des abaixo é verdadeira?

a) y = f(x) é uma fungao par.

b) y = f(x) é uma fungao impar.

c) f(x) = 0 para todo real x.

d) f(x) < 0 para todo real x.

e) f(x) tem o mesmo sinal de x, para todo real x # 0.

Comentarios
Vamos verificar a paridade de f.
f(x) =x3—2x?+ 5x
f(=x) = (—x)® = 2(—x)? + 5(—x) = —x3 — 2x% — 5x
—f(x) = —x3 + 2x% — 5x
Concluimos que f ndo é nem par nem impar.
Verificando as outras alternativas:
f(x) =x(x*—2x+5)
Vamos estudar o sinal de x? — 2x + 5:
A=4—-4-5=4-20=-16<0
Logo, a equacgao ndo possui raizes reais.
Comoa =1>0,temosquex?—2x+5>0,Vx € R.
Assim, a funcdo x(x? — 2x + 5) possui 0 mesmo sinal de x:
x<0=f(x) <0
x=0=f(x) =0
Desse modo, o gabarito é a letra e.

Gabarito: “e”.
113.(ITA/1987)

Considere x = g(y) a fungdo inversa da seguinte fung¢do:
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. 1 - ~ . .
y = f(x) = x* — x + 1, para cada niimero real x > o Nestas condicdes, a funcdo g é assim

definida:

1, f 3 3
a)gly) = Sty —ppara caday > "
b) g(y) —% /y—i, para cadayzi.

gy) = /y—z, paracaday =
d)g(y) = /y —,paracaday >
e)gly) = % + ’y — %, paracaday >

Comentarios

-[sln -le

N | =

Vamos encontrar a inversa da funcao:
y=x>—x+1
xX>’—x+1—y=0
Encontrando as raizes da equacgao, temos:

_ (D +J(1)2-40-y) 144y -3

2 N 2

Reescrevendo a equacdo:

l\JIr—\
‘<
»-Pw

, .. 1
Como f é definida para x > p temos:

N =
-+
‘<

-[> w
v

N =

-hw

3 ~ . ~ . o
Perceba que — |y — 7S 0. Entdo, a Unica solugdo ocorre para a raiz positiva:

<
+
Sl w
v
o

Resolvendo a inequacao:
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Assim, g é dado por:

3

1
g(y)—§+ Y3

3
Comy = —

Prof. VictorSo

Lembre-se que antes de calcular a inversa de uma fun¢do, devemos verificar se ela é
bijetora. Como a questao é objetiva e as todas as alternativas indicam alguma func¢ao para a

inversa, desconsideramos esse passo para ganhar tempo n

Gabarito: “a”.

a prova.

114.(ITA/1986)

Sejam a, b, c nimeros reais dados com a < 0. Suponha que x; e x, sejam as raizes da fungao y =

. b 2b++b%-4ac
ax’* + bx + cex; < x,.Sejam x3 = —eXy = ——
que:

a)y<0,vxeR x; <x<x3
b)y<0,Vx e R, x; <x< Xy
c)y>0,VxeER x; <x<x4
dy>0VxeR x> x,
e)y<0,vx e R x < x3

Comentarios

Se x1 < x, e x1,X; sdo raizes da equagdo, entao:

\/b —4ac

.X1=

—b +Vb* - 4ac

X2 = 2a

Perceba que x3 é o vértice da pardbola da fun¢do quadratica:

b
2a

Sabemos a localizagao de x1, x5, x3. Vamos localizar

Xy

X4 = —

X4 € menor que X, pois:

Sendo a < 0, temos:

2b++Vb*—4ac _—2b—b*—4ac b
4a B 4a

2a

b? — 4a b? — 4a
0<- 4a - 2a
b b? — 4ac b b? — 4ac
“2a 4a 2a 2a
xXg < Xy
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> 0, temos:

Vb2—-4ac
Como — ”

Portanto x, esta entre x3 e x5.

Esbocando o grafico, lembrando que a < 0:

Com isso, verificamos que x; < x < x4, =y > 0.

Gabarito: “c”.

115.(ITA/1985)

Considere as fungoes: f(x) = x — % eg(x) =x*— idefinidas para todo x real. Entdo, a respeito da
solugdo da inequagdo |(gof)(x)| > (gof)(x), podemos afirmar que:

a) Nenhum valor de x real é solugao.

b) Se x < 3 entdo x é solugdo.

c) Sex > 7/2 entdo x é solugao.

d) Se x > 4 entao x é solugao.

e) Se 3 < x < 4 entdo x é solugao.

Comentarios

Vamos encontrar a fun¢do gof:

49
=x?—-7x+——

4

(90N = 9(f@) =g (x~2) = (x _%)2 =
% =x%—7x+12

Queremos encontrar a solucao de:
|x* = 7x + 12| > x* — 7x + 12

Fatorando:
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[(x =4 (x=3)[ > (x—4)(x—3)

Vamos esbocar os graficos das fungdes:

Yy

|o* — T 4+ 12|
1’—-‘\\

3 4 T
’ — T+ 12

Perceba que a regidao que torna a inequacgao verdadeira é o intervalo de x entre 3 e 4.
Entdo, temos como solucao:

S={x€eR|3<x<4}

Gabarito: “e”.

116.(ITA/1980)
Acurvay = ax? + bx + cpassa pelos pontos (1,1), (2, m) e (n, 2),ondem € R — {2}. Determine

todos os valores reais de m tal que a fun¢dao admita valor minimo.
Comentarios
Para que a fungdo quadratica assuma valor minimo, devemos ter a > 0.
Substituindo os pontos na curva, obtemos as seguintes equacgodes:
AQD)=>1=a+b+c (I)
2Zm)y=>m=4a+2b+c (I
(m2)=2=am?+bm+c (III)
Devemos colocar a em fungao de m. Vamos escalonar o sistema obtido. Fazendo (/1) —
(IDhedDh—():
(IID—ID =2—m=a(m*—4)+b(m—2)
Do enunciado, temos m # 2. Podemos simplificar a equacao:
—(m-2)=am-2)(m+2)+b(m-2)
—1=a(m+2)+b (V)
IHh—-—H>m—-1=3a+0b
Colocando b em funcdo de a e m:

b=m-—1-—3a
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Substituindo b em (IV):
—1=alm+2)+(m—-1-3a)
Colocando a em fungao de m e simplificando:
—1=am+2)+(m—-1)—3a
—1-m+1=a(m+2-3)

Temos que satisfazer a > 0, entdo:

>0

m
a>0>=>
1—m

Vamos fazer a analise do sinal da funcdo, representando todas as raizes no eixo x:

& L .

0 1 €T
Testando o sinal param = —1:

1 _ 1 <0

1-(-1) 2

Como a multiplicidade de cada raiz é 1, temos:
_ + —
& L] -
0 1 £

Queremos valores positivos, entdao, os valores de m que satisfazem a inequacao é dado

por:
m €]0, 1]
Gabarito: m € ]0,1]

117.(ITA/1977)

Considere a fungdo F(x) = |x2 — 1| definida em [21. Se FoF representa a fungao composta de F com

F, analise as afirmagdes abaixo:
(1) (FoF)(x) = x|x* —1
(2) Ndo existe numero real y, tal que (FoF)(y) = y.

, para todo x real.

(3) FoF é uma fungao injetora.

(4) (FoF)(x) = 0, apenas para dois valores reais de x.
O numero de afirmativas VERDADEIRAS é:

a)4

b) 3

c)2

d)1
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e)o

Comentarios
(1) (FoF)(@) = F(F(x)) = F(|x* = 1]) = |]a? - 1° - 1]
Lembrando que vale a propriedade |x* — 1|2 = (x? — 1)2:

2 = 1" — 1] = |x* — 2% + 1= 1| = |a* — 27| = 22[x% — 2|
Logo, a afirmagdo nao condiz com o resultado.
~Falsa
(2) Usando o resultado da afirmagao anterior:
(FoF)(y) = y*|y* - 2|
Queremos encontra y € R, tal que y?|y* — 2| = y.
Sey =0 € R, temos:
0%-]0°-2|=0=0=0
Logo, a afirmacao é falsa.
~Falsa
(3) Vamos verificar se FoF é injetora:
FoF(x) = x?|x? — 2|
FoF(—x) = (—x)?|(=x)? — 2| = x?|x%? — 2| = FoF (x)
Como FoF é par, FoF nao é injetora.
~Falsa
(4) Vamos encontrar a raiz de (FoF)(x) = 0:
x*x*=2|=0
x=0
Ou
¥2—2|=0=x=+2

Logo, temos 3 valores de x que satisfaz a equacao.
~Falsa

Gabarito: “e”.
118.(ITA/1972)

Seja f(x) = x% + px + p uma fungdo real de variavel real. Os valores de p para os quais f(x) = 0

possua raiz dupla positiva sao:

a)0<p<4.
b)p = 4.
c)p=0.
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d) f(x) = 0 ndo pode ter raiz dupla positiva.

e) nenhuma das anteriores.
Comentarios
Para a func¢ao possuir raiz dupla, devemos ter A = 0:
A=p?—4p =0

p(p—4) =0
p=0oup =4
Nesse caso, a raiz dupla é dado por:
b P
X=T= 73
Queremos raiz positiva, entao:
—g >0=>p<0

Com isso, concluimos que nao é possivel ter raiz dupla positiva ja que 0 e 4 sdo os Unicos
possiveis valores para p.

Gabarito: “d”.
119.(IME/2012)
Seja a, b e c nimeros reais e distintos. Ao simplificar a fungdo real, de varidvel real,
Foo) = a’(x—b)(x—c) . b*(x — ¢)(x — a) . c*(x—a)(x—b)
(a—b)(a—rc) (b—c)(b—a) (c—a)(c—Db)
Obtém-se f(x) igual a:

a)x> —(a+ b +c)x+ abc
b) x? + x — abc

c) x?

d) —x2

e) x2 — x + abc

Comentarios
Perceba que f é uma fungdo quadratica. Veja:
a’(x—b)(x—c¢c) b*’(x—c)x—a) c*(x—a)(x—D>b)
@-Da-0 = G-0b-a ' (c-ac-b
Os termos em vermelho sdao expressdes quadraticas e os termos em verde sao numeros

reais. A soma das expressoes quadraticas resulta em uma expressao quadratica. Logo, podemos
escrever:

flx) =

f(x)=ax?*+px+y
Vamos encontrar relagdes para f:
a’(a—b)(a—c) b*(a—-c)la=a) c*(a—a)la—D>b)
@ Do " b-0b-a ' -ak-b

x=a= f(a) =
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f(a) =a?
a’?(b—-b)(b—-c) b*b—c)b—a) c*(b—-a)(b—D>b)

== ) = e T 00 -® T - —b
f(b) = b?

a’(c—=b)(c—c) b*(c—-c)c—a) c?c—a)lc—h)

x=c=>fO = a0 T h-0b-a T oD

fle)=c?
Dessa forma, substituindo x = a, b,c na funcdo f(x) = ax? + Bx + ¥, encontramos o
sistema linear:

aa’+Ba+y=a* ()
ab® + Bb +y = b* (II)
ac® + Bc+y = c? ()
Resolvendo o sistema:
(D — (ID: a(a— b)? + B(a — b) = a? — b*
(D —{UID:ala—c)*+ Fa—c) =a®—c?
Simplificando ambas as equagdes (lembrando (a — b)? = (a + b)(a — b)):

{a(a+b)+,8=a+b (11D
a(a+c)+pL=a+c (IV)

Fazendo (I11) — (IV):
alb—c)=b—-c>a=1
Substituindo a em (I11):
D(a+b)+p=a+b>p=0
Substituindo a, f em (I):
(Da*+ (0a+y=a?=>y=0
Portanto, encontramosa =1, = 0,y = 0. f é dado por:

flx) = x?

TOME
NOTA!
09

.o

Na hora da prova ndo precisariamos realizar todas essas etapas para encontrar a
resposta. Bastaria perceber a relagao:
x=a= f(a) = a?
x =b= f(b) = b?
x=c> f(c) =c?
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| Poderiamos substituir x = a, b, ¢ nas alternativas e encontrar nossa resposta.

Gabarito: “c”.
120.(IME/2007)

Se r; e 1, sdo raizes reais distintas de x> + px + 8 = 0, é correto afirmar que:
a)|ry + 13| > 42

b) |1y + 12| <V2

c)|ril=2e|ry| =2

d)|ri|=3er;| <1

e)ri|<lelry| <2

Comentarios
O enunciado afirma que a equac¢ao possui 2 raizes reais distintas, entdo:
A>0
A=p?>—4-1-8=p>-32>0
p? > 32
= |p| > 42

Vamos analisar as alternativas. Devemos analisar o valor de cada raiz:

—p—(P?=32
2

—p + (7= 32
2

Entre as alternativas, vemos que (a) e (b) analisam a soma das raizes. Vamos soma-las:

1

ry, =

r+ry,=-p
Calculando seu médulo:
|r1 + 12| = |pl
Da condigdo inicial, encontramos |p| > 4+/2. Logo:
|y + 13| > 4\/2

Gabarito: “a”.
121.(IME/2000)

Considere a,b e ¢ numeros reais tais que a < b < c. Prove que a equacdo a seguir possui

exatamente 2 raizes reais x; e x; talquea < x; < b < x; < c.
1 1 1

+ + =0

x—a x—b x-c

Comentarios

Inicialmente, vamos desenvolver a equagao para poder analisa-lo:

111
x—a x—b x—c
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x-bx—-—o+x-a)x—c)+x—a)(x—b) _
(x —a)(x—b)(x—0¢) -

0

Para x # a, b, c, temos:
x—bx—o)+x—a)(x—c)+(x—a)(x—b) =0
Sfx)=@-bkx—-c)+x—a)(x—c)+ (x—a)(x—b)
= f(x) =3x*—-2(a+ b+ c)x+ab + ac+ bc

Queremos provar que essa fungdo possui 2 raizes reais distintastalque a < x; < b < x, <

Sendo x4 e x5, as raizes da equagao, devemos mostrar que o numero b estd entre as raizes.
Vamos usar o teorema a - f(a):

a-fla)<0=2A>0ex; <a<ux,
Fazendo a = b:
a-fl@=3-fb)=3b-a)b-c)
Do enunciado, temos a < b < c. Entdo:
b—a>0eb—c<0=>b-a)b—-¢c)<0
>3- f(b)=3b—a)(b—c) <0
Portanto, o nimero b esta entre as raizes x; e x, e a equagao possui 2 raizes distintas.

Vamos usar novamente o teorema para provar que a e c¢ estdo fora do intervalo entre as
raizes:

3-f(a) =3(a—b)(a—c)
a—b<0ea—-c<0=>(a—-b)la—-c)>0
=3-f(a) >0
3:f(c) =3(c—a)(c—Db)
c—a>0ec—-b>0=>(c—a)lc—b)>0
=3-f(c)>0
~ a,c estao fora do intervalo entre as raizes
Comoa<b<cex; <b<xy temos:
a<x;<b<x,<c

Gabarito: Demonstragao

122.(IME/1989)

Resolva o sistemaparaxey € R:

{73 xy—3./xy =14

x+y=20
Comentarios

O bizu nessa quest3o é fazer a = $/xy. Dessa forma, a primeira equag3o reescrita fica:
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Fatorando a express3o:
—3a®+3a*+4a*—-4=0
—3a?(a—1)+4(@?>-1)=0
(a—1) (—3a2 +4(a+ 1)) =0
(a—1)(-3a*+4a+4)=0

Encontrando as raizes de —3a? + 4a + 4:

—2+4-(=3)(@4) _-2+4_ 5 ou 2

_3 _3 o3

Dessa forma, temos:

:>3(a—1)(a—2)<a+§)=0

Raizes:
2
a, = 1,(12 = 2,a3 = _§

Paraa; = 1:
6 — —
Jxy=1 N { xy=1
x+y=20 x+y=20
Substituindo uma equag¢ao na outra:
1 1

y X x X

x> —20x+1=0
Raizes:
x=104+v100— 1 =10 +v99 = 10 + 3v11
Parax = 10 + 3v/11:

1 1 10 — 3v11

=_= = =10 —3V11
Y S X T 10+3vil 100-9-11 Vi1
Parax = 10 — 3V/11:
11 _10+3\/ﬁ_10+3\/H
Y X T 10—3vit 100+9-11
Para a, = 2:
6 — —
Jxy =2 z{xy—64
x+y=20 +y=20

Substituindo uma equag¢ao na outra:
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Raizes:
Parax = 16:
Para x = 4:

Para az; = —2/3:

x2—=20x4+64=0

x=10++v100—-64=10+6 =16 0u4

_64_,
Y=16

—64—16
y_4_

2

6 —_— —_——

Xy = 3

x+y=20

Ndo existe x,y € R que satisfaz o sistema, pois 6 xy = 0.

Portanto, os pontos (x; y) que satisfazem o sistema sdo:

(10 +3/11;10 — 311)
(10 —3/11;10 + 3Y11)

(16;4)
(4;16)

Prof. VictorSo

Gabarito: (10 + 3/11;10 — 3v/11),(10 — 3v11;10 + 3vV11),(16;4), (4; 16)

123.(IME/1983)

Dada a equagao:

2mx? -2x-3m—-2=0meR

a) Calcule m tal que uma raiz seja nula. Calcule a outra raiz.

b) Mostre que a equacdo tem sempre 2 raizes distintas.

c) Determine m para que uma raiz seja inferior a 1 e a outra superior a 1.

Comentarios

a) Queremos uma raiz nula, entdo vamos substituir x = 0 na equacao:

Para encontrar a outra raiz, substituimos o valor de m na equagao:

2mx?> —2x—-3m—-2=0
—-3m—-2=0
2

>m=——
m=-3
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2)2 2 3( 2) 2=0
3)* T 3 =

4
—§x2—2x+2—2=0

2 2x =0

3% X =
(52+2)=0
x\zx =
=>x,=0 =—=
X1 e x; >

b) Vamos analisar o discriminante da equacao:

A=(-2)2-4-2m-(-3m—2) =4+ 24m? + 16m

2mx® —2x—-3m—-2=0

A=24m? 4+ 16m + 4

Prof. VictorSo

Se queremos que a equacgao tenha 2 raizes distintas, temos que provar que A > 0:

Isso pode ser feito calculando A’ da equacdo de A:

A=16%—4-24-4=256—-384=—-128<0

Como A < 0,temos A > 0,Vm € R.

Portanto, a equacdo 2mx? — 2x — 3m — 2 = 0 tem sempre 2 raizes distintas.

c) Queremos que o nimero 1 esteja entre as raizes. Vamos usar o teorema a * f (a):

a-fla)<0=>A>0ex; <a<ux,

O nosso a € 1, vamos calcular 2m - f(1):

2mx? —2x—-3m—-2=0

a-f(a) =2m(2m—-2—-3m—2) =2m(—-m—4) = -2m(m + 4)

=>-2m(m+4)<0

Analisando o sinal da equacao:

Assim, temos:

m< —4oum>0

Portanto, para esses valores de m, o niumero 1 estara entre as raizes da equagao.

. 2 3 ~
Gabarito: a) m = — Jex=—2 b) Demonstragao ¢cm < —4oum >0

124.(IME/1951)
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Determine todos os valores possiveis da relagao p/h, onde p e h satisfazem as condicdesp > 0, h >

0, de modo que seja real o valor de y dado pela expressao:
y = /p? — 2ph— h?

Comentarios

Dadas as condi¢des do problema, sabemos que

p>Oeh>0:>%>O

Agora, vamos fatorar a expressao:
y =/p? = 2ph — h?
y = /p? — 2ph + h? — 2h?

y = J(p—h)z - (v2n)’
y:\/(p—h—x/ih)(p—mﬁh)

Se queremos que y seja real, a expressao dentro do radical deve ser maior ou igual a zero:
(p—h—+2h)(p—h+y2h) 20

Temos duas possibilidades:

(P
T>1+442
{p h w/ZhZO:{p2h+\/2h:><h Ps14y2
p—h+2h=>0 |p=h—+2h K%21_,/2
(P
{p—h—w/ZhSO {psh+\/2h psl+v2 4
=3 = 4 >-<1-.2
p—h+2h<0 |p<h—2h K%Sl_,/z h

Logo, para y ser real, a relagdo p/h deve pertencer ao conjunto:

%E(—oo,l—ﬁ]u[1+\/§,+oo)

Mas como p/h foi deve ser positivo, devemos ter

%e [1+2,+o)

Gabarito: % €142, +x)

125. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Sejam as fungdes f e g definidas em R por f(x) = x2 —ax e g(x) = —(x* — Bx),em que a e B
sdo numeros reais. Considere que essas fung¢des sao tais que:
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Valor minimo Ponto de Minimo Valor maximo Ponto de maximo

-2 <0 4 >0

Dessa maneira, o valor de f(g(2)) — 8v2 é igual a:
a)8
b) 4
c) 16
d) 25
e) 10
Comentarios

Vamos descobrir as raizes dessas fun¢des do segundo grau, pois o ponto de maximo (ou
minimo) de uma funcdo de segundo grau é a média aritmética entre as suas raizes:
f)=0=>x*—ax=0=>x(x—a)=0=>x=0o0ux=a
O+a «a

= —-_—— = =
T T

A tabela afirma que o ponto de minimo é negativo, portanto:

(04
E<O=>oc<0

Como o coeficiente lider (de x?) em f é positivo, entdo essa fun¢do possui um minimo.
Esse minimo obviamente é:

BIPRONC RER S
=>—%2=—2=>a2=8=> a=-2V2

Agora, calculando as raizes de g:
gx)=0=>-(x?*-px) =0=>x(x—pB)=0=>x=0o0ux=p
Do mesmo modo, o ponto de maximo dessa fungao sera a média aritmética das duas raizes:
0+ B
e =T T2
E dito no enunciado que seu ponto de maximo é positivo, portanto:

§>O:ﬁ>0

Dessa maneira, o seu valor maximo é:
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2
=>%=4=>52=16=>
Assim, pede-se o valor de f(g(Z)) —8V2
g(2)=—(22-4-2)=4
= f(g(2) =f(4) = 4> +2v2 -4 = 16 + 8V2
= f(g(2)) —8V2 =16
Gabarito: C

126.(Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Considere a fungdo real f(x) = 4 + 4x + 2x2. Determine o ponto x que define o valor minimo

global dessa funcgao:
a)o

b) 1

d) -1
e)-2
Comentarios

Completando quadrado na funcao quadratica dada:

f(x)

f(x)=4+4x+2x2:7=2+2x+x2=1+(1+2x+x2)
X
:%)Z”(Hl)zzf(x)=2+2(x+1)2

Perceba que, como (x + 1)? é sempre positivo, independentemente de x, entdo f serd
minima quando esse termo for nulo, pois:

x+1)?220=22x+1)??>20=>2+2(x+1)2>2

Q)
= f(x) =2
A igualdade, obviamente, se da quando x = —1. Isto &, o valor de x tal que essa funcdo é
minima é justamente x = —1
Gabarito: D

127.(Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Considere as fungdes reais f, g e h tais que:

fXO=mx*-(m+1x+(m+1)
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2
g(x) X
h(x) = V2x

Para que a fungdo composta h o g o f(x) tenha dominio D = R, deve-se ter:

d3m+1>0
e)jm > -
3
Comentarios

Vamos analisar qual é a fungdo composta h o g o f(x):
2 B 2
f(x) mx2—(m+Dx+(m+1)

gof=g(f)=

4
mx:—(m+Dx+(m+1)

Shogof =h(g(f(0))=

Assim, para que a fun¢do h o g o f(x) = F(x) tenha o dominio nos reais, é preciso que a
expressao dentro da raiz quadrada seja maior que zero. Assim, vamos calcular m para que isso
acontega:

4
mx:2—(m+Dx+(m+1)

Primeiro, vemos que como a fun¢ao quadratica acima tem que ser maior que 0 para
qualquer x, entdo o coeficiente do termo x? deve ser positivo, a fim de que a parabola tenha
concavidade para cima, portanto m

>S0=>mx?2—-(m+Dx+(m+1)>0

Além disso, vemos que a expressdo ndo pode ter raizes reais (pois ndo pode assumir valores
negativos), o que implica que o A tem de ser menor que zero. Assim:

A=m+1)?—-4m(m+1) =-3m?-2m+1<0
>3m?+2m-1>0=>3m*>-m+3m-1>0=>mBm—-1)+3m—-1>0
>(mMm+1)Bm-1)>0

Veja que o valor serd positivo apenas quando os sinais dos fatores acima forem iguais:
ambos negativos:

< -1 <=
m em 3

Ambos positivos:

m>—-lem>—
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Portanto, o intervalo desejado é:

m<—1oum>§

Entretanto, como queremos m > 0 para que a fungao apenas tenha valores positivos,
entdo o intervalo que nos interessa:

1
m>z e [Bm—1> 0]

Gabarito: B

128. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

a+b=2
a®+ b3 =2k
valores de k pertengam ao conjunto:

Para que o sistema { admita apenas solugdes reais para a, b, é preciso que todos os

a) [0, 1]
b) [1, )
) ;8]
d) [1,9]
e) (=0, —1]
Comentarios
Fatorando a segunda equacdo, que é uma soma de cubos, atentos ao fato de que

a+b3=((@+b)(@*—ab+b*)=2k=2@*—ab+b?)=2k=>a*>—ab+b*>=k
2
Agora, completando quadrado na expressao da esquerda:

a’+2ab+b*—-3ab=k=>(@+b)>?—-3ab=k=>4—-3ab=k=>|ab =——

__I 3
22

Portanto, temos a soma de a + b e o produto ab. Assim, podemos montar uma equacgao
do segundo grau, por soma e produto, que tenham a e b como raizes:

4—k
xz—(a+b)x+ab=0<=)x2—2x+T=0

Para que as raizes a e b sejam reais, basta que o discriminante A seja maior ou igual a O:

A= (-2 —4-1. 22Ky T 1O
B 3 3
Queremos que A > 0:

4k — 16 16 — 4k
A20=>4+TEO=>4ZT=>12216—4k=>4k216—12

=4k >4 = [k > 1]
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Portanto, a Unica alternativa que contém todos os valores de k é a letra b.

Gabarito: B

129. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Examine a fungdo real f(x) = 4x — 5x% quanto a existéncia de valores e pontos de maximos e

minimos. Analise o problema e assinale a alternativa correta:
o s .. 2 4

a) A fungao atinge o valor maximo de 5 o ponto x = =
o .. 4 2

b) A fungdo atinge o valor minimo de — > o ponto x = 5
o .. 2 2

c¢) A funcdo atinge o valor minimo de - o ponto x = =

. (- 4
d) A fungao atinge valor maximo de 5 o ponto x =

Vil 1| N

o L. 4
e) A fungdo atinge valor maximo de - o ponto x =
Comentarios

Pede-se informagcdes sobre maximos ou minimos da funcdo quadratica dada. Vamos
completar quadrado da expressao para chegar a conclusao (pode aplicar x,, também):

f(x) = 4x — 5x% = —(5x? — 4x)
a =/5x

2 4
2ab=4x > 2V5xb=4x > b =—= b2 = =
V5 5

Portanto, subtraindo 4/5 e somando 4/5:

4 4 4 2
x) = — 5x2—4x+—>+—=——(\/§x——)
&) ( 5 5 5 \5
Portanto, como f é 4/5 subtraido de um numero que é sempre positivo,
independentemente de x, pois é uma expressdo ao quadrado, entdo f serd maxima quando:

Vix—2) —0oyExe Lox=l
(57

Para esse valor de x a fungao é:
(2)_4 2 . (2)2_8 o 4 _8 4 4
I5)=*3 5/ 5 25 5 5 5

130. (Estratégia Militares - Prof. Victor So)

2

— =
\5 5

Gabarito: D

Seja ¢ a maior constante real tal que
x% +3y%2 > c- (x* + xy + 4y?)
para todos x, y reais.

Determine o inteiro mais proximo de 2020 - c.
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A) 2041
B) 2027
C) 1347
D) 1321

Comentarios
Vamos fazer x = t - y, assim a inequagao inicial fica
t?+3>c(t*+t+4) > (c—Dt>+ct+(4c—3)<0
para todo t real. Para isto, devemos ter
(c-1)<0>c<1
A=c*—4(c-1)4c-3)<0
Dai, temos que
—15¢*+28c—-12<0

Fazendo o estudo do sinal, encontramos duas raizes ¢c; = 2/3 e c, = 6/5. Assim, temos:
2
c <= (ok)
3
6 ~ V4
c= 3 (ndo convém)
. . . 2 ,
Dessa forma, o maior valor possivel para c é ¢ = 3 Com isso

2
2020c = 2020 '3 ~ 1347

Gabarito: C

131.(Estratégia Militares - Prof. Victor So)

x—E,VxS1

Seja f uma fungdo definida por f(x) = 2 z . Marque a alternativa incorreta sobre f:

——x,Vx>1
2
a) A fungao f é injetora.

b) Para todo x € R a fungdo é crescente

3 1
X+-,Vx<—-
2 2

1+«1+ZLVx>—§

c) A fungdo admite inversa tal que f~1(x) =

d) Asraizesde fsaiox =0ex = 2.
Comentarios

Para analisar a fungdo f vamos construir o seu grafico. Para isso, sabemos que o grafico
sera composto de umareta x — 3/2 parax < 1 e de uma pardbola parax > 1. Entretanto, vamos
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calcular o ponto de vértice da pardbola, para sabermos se nesse intervalo (x > 1) a funcao
2
sy X , . ~
quadratica 5 —xé estritamente crescente ou nao:

__b_ -t
Xy —%——z
2

Portanto, como o ponto de minimo da parabola é x = 1, significa que para x > 1 a fun¢ao
quadratica é crescente, pela prépria definicao de ponto minimo. Também no intervalo anterior
x <1, afungdo (x — g) € uma reta com coeficiente angular positivo, o que implica que também
é crescente. Portanto, a fungdo é estritamente crescente para toda a reta real. Assim, a alternativa
a) e a alternativa b) sdo corretas, uma vez que a injetividade é garantida pelo fato da funcdo ser
sempre crescente. Vejamos o grafico da fungdo f para anular eventuais duvidas:

6

—F

A parte do grafico que esta na area em azul é o grafico da nossa fungao f. Perceba que é
uma reta para x < 1 e uma parabola para x > 1. Portanto, vemos graficamente que a fungao é
crescente e injetora, e que seu conjunto imagem é todo o conjunto dos reais. Isso implica que a
funcao é também sobrejetora, e por isso, admite inversa. Vamos calcular qual é a func¢ao inversa
de f: sabemos que para fazer isso, basta chamarmos o x da expressdode f deydaf leoyda
f dexdaf~t. Assim, na f:

x——,Vx <1
f)=y= X2
——x,Vx>1
S TN x
Assim, na f 1
3V <1 +3V < 1
= —_—— = - j— —_——
XZYTpVY= ATy =T VA= TS
2
Y 2
x=7—y,\7’y>1=>y —2y—2x=0
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Por Bhaskara e sabendo que y > 1 nesse caso:

2+ 4 —4(-2x)

y = > =14++vV1+2x
Portanto, temos a inversa de f:
+ 5 Vx< !
X+ =, x < —=
) = 2 2 1

1++V1+2x, Vx>—§

Portanto, a alternativa c) é verdadeira. Nos resta, portanto, a alternativa d) como falsa, até
porque a raiz de f, na verdade é Unica e é x = 2, como pode-se ver na figura mostrada mais
acima.

Gabarito: D

132.(Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Analise as alternativas:

LSexeR|x}+x+1= O,ent50x2+%+%¢ 0

. m+m+ +m+m<—

lll. Seja a fungdo f: A — B e X e Y dois subconjuntos quaisquer de 4, entdo f(XUY) = f(X) U
F(0).

IV. O inverso de um nuimero irracional sempre é irracional.
Sao corretas:

a) |, apenas.

b) I e lll, apenas.

c)ll elV, apenas.

d) I, lll eV, apenas.

e) l elV, apenas.
Comentarios
I. Vamos analisar primeiramente para quais valores de x a expressao a ser analisada é nula:
x84+ x>+1 x°(x3+1)+1
0 =

2+1+1 0
X —_ —_— = s =
x x® x© x©

Porém, pelo enunciado, x> +x+1 =0 = x3 + 1 = —x. Dai:

x°(—x) +1 1—x°
—_— e 76 =0(*)

Como x € R, o numerador so possui duas raizes reais x = +1:

1-x=0=>10—-xNA+x3)=0=>0—-x) - Q+x+x?)-Q+x)- QA=x+x3)=0

x6
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Veja que os polindmios 1 + x + x? e 1 — x + x* ndo possuem raizes reais e, portanto, s3o
sempre diferentes de 0. Assim, provamos que os Unicos valores que satisfazem (*) sdo
x = +1. Agora, basta vermos se esses valores satisfazem x3 + x + 1 = 0.

(=13 4+ (1) + 1 = —1 # 0,ndo satisfaz
13+ 1+ 1 =3 # 0,ndo satisfaz
Portanto, concluimos que a alternativa é verdadeira.

Il. Veja que do lado esquerdo da desigualdade temos 1010 parcelas de soma. E que o ultimo
termo da soma é dividido por 2020. Ainda, do lado esquerdo da desigualdade temos o valor 1/2.
Assim, vamos usar desigualdades conhecidas para chegar a um resultado conclusivo:

1 1
1011 > 2020
1 1
1012 > 2020
1 1
2019 > 2020
Somando todas as desigualdades acima, obtemos:
1 1 1 1
1011 101zt 2019~ 1997 2020
Somando 1/2020 em ambos os lados:
1 1 1

> 1010 t _1
2020 2

1011 101z~ 1 2019 T 2020
Portanto, a alternativa é falsa.

ll. Denotemos X —Y ={x;,x,, .., XNY ={z,2,,..}eY—X ={y,y,, ..}. Sendo
assim, sabemosque XUY =X -Y)uXnY)u (Y — X).

Logo, sabemos que X UY = {x;,x5, ..., 21, Z3, .-, Y1, V2, --- }. Portanto, pela defini¢do de

funcdo, fF(XUY) = {f(x)), f(x2), e, f(21), f(23), ..., f(¥1), f()2), ... }. Por outro lado,

X ={xy,X3,.e,21,29, .., } €Y ={2,25, ..., Y1, V2, -.. }. Assim:
FQOUFW) ={f(x), f(x2), ., f(20), f(22), .. JU{f (20), [ (22), -, F V), fF (V2), -}
= fQOUf) = {f(x), f(x2), o, f(20), f(22), oo, f 1), [ (V2), -0}
=>fOUf)=fXUY)

Portanto, a afirmativa é verdadeira.

IV. Considere que exista um nimero irracional x (x € Q) tal que%é racional. Sabemos que

a divisdo de dois numeros racionais é racional. Portanto, se dividirmos 1 (racional) por— (racional

por hipdtese), teremos um numero racional:

=x € Q ABSURDO!

RIR| R
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Note que se admitirmos que existe um nimero que nao satisfaz o que a alternativa sugere,

chegaremos em um absurdo. Logo, a alternativa é verdadeira.

Gabarito: D

133.(Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Resolvendo a inequagao:

16x?

2
8x+ 3
(1-4%37)

Para x € R, obtemos como conjunto solucao:

>9

3

a)] -3, +oo[.
b) [, 0].
0)10,2[.

d) 10, +oo].
e)] —oo,0[.

Comentarios

Primeiramente, para que a inequacao seja valida, o denominador da desigualdade precisa

ser diferente de zero e a expressao dentro da raiz ndo pode ser negativa:

8x + 3
- 0oz
Além disso:
8x+3>0 - 3
: —_——
3 - "8
Mas para o caso em que ocorre a igualdade acima, temos:
3 8x+3 16x? 3
X=—g>— =0=> >9=>16x2>9=>x>zoux<——

3
4

3 3 . e : .
Como ~3 > — temos que nao pode existir a igualdade. Assim, até agora, temos:

> > 0
X g €x

Vamos resolver a inequacao:

16x?2 8x+3

>>9=16x*>9(1-
8x+3
(1)
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= 16x2 > (3—VZ24x 1 9) < ||4x| > |3 —vZax 1 9|

Separando em casos:

x>0>[4x>0]>24x>0>24x+9>9>V24x+9>3=>|V24x+9-3>0
= |4x| =4x > [3 —V24x+ 9| =V24x+9 -3
=>4x>V24x+9-3=24x+3>V24x+9=> (4x+3)2>24x+9

= 16x2 4+ 24x + 9 > 24x + 9 = |16x% > 0| (%)

Assim, vemos que a solugao para esse caso é qualquer niumero x > 0, ja que qualquer
numero real satisfaz a desigualdade (*) acima, e nesse caso tratamos apenas reais positivos.

—§<x<o=>e—9<24x<0=>0<24x+9<9=> 0<+v24x+9<3

—4x>3—-V24x+9=>4x+3<V24x+9
= (4x+3)2<24x+9=>16x>+24x+9<24x+9

= [16x% < 0] (++)

A inequacdo acima (x*) é uma incoeréncia, pois qualquer quadrado de nimero real é
positivo. Assim, esse caso nao gera solugdes.

Portanto, o Unico caso que gera solucao é para x > 0, e o conjunto solucdo para esse caso
é o préprio semieixo real positivo x > 0 ou o intervalo ]0, +oo|.

Gabarito: D

134.(Estratégia Militares - Prof. Victor So)

Seja f: [0,%) — R definida por

flx) = L

— < —

4x — 1, 4_x<2

Seja g: (—i,i) — R dada por

+1 1< <0

frlxrg) —g<e
g(x) 1 1
1- -, 0<x<-—
f(x+4> ¥<1a

Sobre a fung¢do g é correto afirmar:
a) E injetora.

b) E sobrejetora.

c) E par.

d) E impar.
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e) Nao é par nem impar.
Comentarios
. . 1 .
Vamos analisar a g. Vemos que ela depende unicamente de f (x + Z)' Vamos analisar

quemé f (x + i) pela defini¢do de f do enunciado:

4( +1) 0<( +1)<1
f(x+1)= *Tg) =\*7T3) %%
4 4( +1) 1 1<( +1)<1
YT a=\P T T3
4( 1 L x<o

o ((er] e
A 1

1
4( +—)—1, 0<x<-
X+ x <y

Assim, veja como ficou facil agora de definir g(x). Pelo dado do enunciado e pela

expressao de f (x + i) deduzida acima, para os devidos intervalos de x, temos:
1 1 1
—75x<0=g0) =f<x+Z)=4(x+Z) =4x+1

0<x<- ()—1—7‘( +—)—1—[4( +—)—1]—1—4

1 N _ — 1 _
sSx<7=2gk X X X
Assim, reescrevendo g(x) em fungdo apenas de x:

1
4x + 1, —Z<x<0
g(x) =

1
1—4x, 0<x<-—
4
. . 11 1
Analisando a paridade de g(x), se pegarmos um x € (_Z’Z) talquex =0 (O <x< Z):

gx)=1-4x=1+4-(—x)
03x<%:—%<(—x}$0=>g(—x)=1+4-(—x)

= g(x) = g(-x)

11 1
Se, por outro lado, pegarmos um x € (_Z’Z) talquex <0 (_Z <x< 0):

gx)=4x+1=1-4(—x)
1 1
2 <*¥<020< (0 < =90 =1-4(x)=gx)
= g(x) = g(-x)
Portanto, a fungdo tal que g(x) = g(—x) para todo seu dominio, podendo ser classificada

de fungao par.

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 197



ﬁ Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

Consequentemente ela ndo é injetora nem muito menos sobrejetora, pois sua imagem nao
é igual ao eixo real.

Gabarito: C

135. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Encontre todas as solugdes reais do sistema de equagdes:
x3+y3 =
x2y +2xy* +y3 =2
Comentarios

Vamos reescrever o sistema na forma:

{(x + )2 —xy+y?) =1

yx+y)?=2
A ideia é dividir as equag¢des, mas antes disso, veja que isso somente é possivel quando o fator
em comum é ndo nulo, ou seja, x # —y:

Gr+y)x* —xy+y*) 1

y(x + y)? -2

Que resulta em:
2(x* —xy+y*) =y(x+y)
Ou ainda:
y2 —=3xy+2x>=0
Vamos usar a ideia de encarar a equagdo em uma das varidveis, digamos y, do que resulta em:
y=xey=2x
Fazendo y = x na primeira equagao:

x+x)(x?—xx+x%) =1

2x3=1=2x=—

V2
Veja que estamos interessados apenas nas solu¢des REAIS do sistema, por isso encontramos o
seguinte par ordenado:

1 1
(%%
Fazendo y = 2x na primeira equagao:
(x+20)(x? —x(2x) + (20)3) =1
(3x)(3x*) =1

93 =1=2>x=

g SN
Sl

Do que segue que:
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Novamente, estamos interessados apenas nas solucdes REAIS do sistema, do que segue como
solucao o par ordenado:

)

Portanto, o conjunto solugao é:
Sv_{(l 1).(1 2)}
3/2’3/2 4 3(9’3(9

Gabarito: 5= {(3_\15%) (%?'Zﬁ) }

136.(Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Suponha que a e B sdo raizes distintas da equagdo 4x% — 4tx — 1 = 0 (t € R). [a, B] é o dominio
da fungdo f(x) = a

;: Encontre o maximo valor de g(t) = max[f(x)] — min[f(x)].
Comentarios

Primeiramente, sejam a < x; < x, < [. Faz sentido, nesse contexto, estudar o comportamento
da fungdo f(x) quando se aumenta os valores do dominio.

Seja h(x) = 4x? — 4tx — 1, do estudo das fun¢des do segundo grau, comoa = 4 > 0, temos que
a fungdo h representa uma pardbola com concavidade para cima, entao para a < x; < x, < f3,
podemos escrever:

h(x;) <0=4x? —4tx; —1<0
h(x,) < 0=4x%? —4tx,—1<0
Portanto,

4(x? +x3) —4t(x; +x,) —2<0

1
xf+x§<t(x1+x2)+z

Da nossa suposicao

X, >x, = (x, — %)% > 0= x% +x2 > 2x,%,

1
= 2x,%, < x2 + x5 < t(x; + x3) +§

Disso, podemos escrever que:
1
2x1%; — tlxy + x5) — 5 < 0 (ineq.1)

Mas
2x2 - t le - t _ (xz - Xl)[t(xl + xz) - 2x1X2 + 2]
x2+1 x2+1 (x2 + 1D)(x2+ 1)

fle) = flxy) =
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(x; — x1)[t(x1 +x3) — 2x1%, + 2]
(2 + D5+ 1)

Observe que se o sinal do lado esquerdo for sempre positivo, podemos afirmar que nossa funcao
é crescente. Ja sabemos que:

=>f(x2)_f(x1) =

(eq.2)

X, —x,>0

X2+ 1,x2+1>0
Da inequacao 1:
1
t(x; + x,) — 2xx, + 7 >0

Mas:

1
t(xy + x,) — 2212, + 2 > t(xq + x5) — 2%, %, + >0

Ou seja, nossa fungdo é estritamente crescente.

Sabemos, das relag¢des de Girard, que:

1
a+,8=tea[)’=—Z

Logo:
g() = méax[f (x)] — min[f ()] = f(B) — f(a)
Usando a equagao 2, temos que

B _(B-a)tla+p) —2ap + 2]
90 = () ~ () =

B -a)tla+B)—2ap + 2]
a+ B2+ (apf)?+1

Como a e f8 s3o raizes distintas da equacdo 4x* — 4tx — 1 = 0, temos:

= g(t) =

x_ZtiJETIZ_t+ t2+1
4 2 2
t VtZ+1 t Ve +1
ShEgtTg T ea= T3
>B—-—a=+t?+1
Além disso:
4a2—4ta—1=0=>a2=ta+%

1
47 -4 —1=0=p=th+

Somando essas equagdes:
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1 1
a+pt=ta+p)+-=t>+=
— ? 2

Substituindo os valores das variaveis na fungdo g, obtemos:

\/m[tz—z(—%)+2]

t2+%+(—%) +1

gt) =

Ou seja:

(Vez+1) (fz + %) _8VtZ+1(2t2 +5)

t) =
9() 24 25 16¢2 + 25
16

8Vt2+1(2t%*+5)

Gabarito: 16t2+25

137.(Estratégia Militares — Prof. Victor So)

No intervalo [1,2], as fungdes f(x) = x> +px+qe g(x) =x+ xiz admitem o mesmo valor de

minimo no mesmo ponto. Qual é o valor maximo de f(x) nesse intervalo?
a)4+1 V2 + 4.
b)4 —2 iF 2 + V4.
c)1— % V2 + V4.
d)4+-32+ V4.

e) Nenhum dos valores acima.
Comentarios

Uma forma de estudar o valor de minimo da fun¢do g(x) é utilizando a desigualdade entre as
médias, veja:

1 X 1 3[xN\ rxy\ /1 3
vt =gyt 3J(§)(z)(x—z):ﬁ

Esse valor de minimo ocorre quando:

x x 1 3
272 @ x= V2
Como /2 € [1,2], podemos afirmar que:
E:
3\/—
f(\/—)———(x/_) VT T4 gmq= VAt
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s . 3 . , , .
Como o minimo valor ocorre para x = V/2 e a concavidade da parabola é para cima, sempre que

x > /2 a funcdo f(x) é crescente.

Logo, nesse intervalo, seu maximo valor é:

F@) =22 = 2324 YA+ e = 4= 2V 4 4E

Gabarito: B

138.(Estratégia Militares - Prof. Victor So)
Resolva a equagdo paramétrica na variavel x € R:
VEHva={1-@x+a)
Comentarios

Vamos estabelecer as condi¢des de existéncia:

x>0
a=>0
1-(x+a)=0

Assim, para a < 0, a equagao nao possui raiz real.
Para a = 0, vamos elevar a equagao ao quadrado:
x+2Vax+a=1—-(x+a)

2vVax =1-2x—2a

Aqui, temos como nova condigao

{ ax =0
1—2x—2a=>=0

Elevando novamente ao quadrado:
4(ax) = 1+ 4x% + 4a® + 2(—2x — 2a + 4ax)
4x? —4x + 8ax —4a+ 1+ 4a* —4ax =0
4x° +4(a—1Dx+4a*>—4a+1=0
Calculando o discriminante:
A=16(a—1)>—4-4-(4a* —4a+1)
A=16(a?—-2a+1—4a*+4a—1) = 16a(-3a + 2)

Fazendo o estudo do sinal:

N

0 2 a
3

Vejaquea < 0Ooua > 2/3,temos A < 0, logo ndo ha solugdo real.

Para0 <a < 2/3:
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4x> +4(a—1x+4a’—4a+1=0
—4(a—1)+16a(-3a+2) 1—a++v2a—3a?
X = =

8 2
Vamos verificar se as raizes satisfazem todas as restricdes do problema:
x=0
x=>0 x>0

<
1-(x+a)=0 = x+a_i=>
x+a<-=-

1-2(x+a)=>0 x+a£§

1—a+\/2a—3a2_

Testando x; = .

1—a+\/2a—3a2>0

2
1—a+V2a — 3a? 1
> +aS§

Como 0 < a < 2/3, temos a primeira desigualdade satisfeita. Para a segunda desigualdade:

l1+a++V2a—3a%? 1
> SE:\/Za—BaZS:_,a
>0 <0

Note que, a Unica forma da desigualdade ser satisfeita é se a = 0. Para esse valor, temos como
solugao:

1
X ==
Testando x, =1_a+2a_3az:
1—a—\/2a—3a2>
2 20 :{\/Za—3azgl—a
1—a—\/2a—3a2+ <1 J2a—3az>a
a —
2 -2

Como o lado direito de ambas desigualdades é positivo, podemos eleva-las ao quadrado:
{2a—3a2 Sa2—2a+1=>{4a2—4a+120=>{(261_1)2 =0
2a — 3a? = a? 402 —2a <0 2a(2a—-1)<0
Da primeira inequacao, temos que ela serd verdadeira para qualquer valor de a. Para a segunda
inequacgao:

1 2 1—a—+V2a—3a?

< < — e =
O_a_2<3 X, >

Portanto, a solucao da equacao é:

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 203



; Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

1
a<00ua>z=>5=®

1—a—\/2a—3a2}

1
=a4=35 { 2

a<00ua>%:>S:(Z)
1—a—\j2a—3a2}

0£a£1$5:{
2 2

Gabarito:

139.(Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Considere a equagdaoem x € R

X

x++/x

\/x+\/§—\/x—\/3_r=m

a) Para que valores do parametro real m a equagdo admite raizes reais?

b) Determine essas raizes.

Comentarios

Analisando os radicais e o denominador, percebemos que x deve ser um numero real

positivo.

Vamos multiplicar o lado esquerdo da equagao pelo conjugado dessa expressao:

(\/x+\/§—\/x—\/§)(‘/x+\/§+‘/x_\/§)= x

Vx +Vx +vVx —Vx x+Vx
G+D)-G-v)_ [
Vx +vVx +Vx —vx x+Vx
2vx _ m/x
Ve +Vx+yx—vx  Jx+x

Assim, temos que o lado esquerdo sempre é positivo, logo

myx

x+\/§

2W=m<\/x+\/§+ x—\/§>

(2 —m) x+\/E=7LL x —x

N——— >0 ——e—
>0 =0

>0=>m>0

Como x > 0, temos:

Temos como condigdo:
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2-m=0=[m<2]

Elevando ao quadrado:
(2 —m)?(x +vx) = m?(x — Vx)
2 —m)*Vx(Vx + 1) = m*Vx(Vx — 1)
2-m?(Vx+1)=m?*(¥Vx—1)
(2 —m)*Vx + (2 = m)? = m?Jx — m?
(4 —4m+m2) +m? = m?Jx — (4 — 4m + m*)Vx
Vx(4m —4) = 2m? — 4m + 4

m? —-2m+2

g - 2(m-1)
Analisando a equacao:
m? —2m+ 2
2m—1)

O numerador sempre é positivo, pois
A=(-2)>-4-1-2=-4<0-m?*-2m+2>0

Logo, o denominador deve ser positivo:

2(m—1) > 0=>[m > 1]

Com isso, elevando ao quadrado, obtemos a raiz da equacao:

_(m2—2m+2)2_1< <)
T T am-nz 0SS

_ (m2—2m+2)2

. X = l<m<2
Gabarito: 4(m-1)2

140. (Estratégia Militares — Prof. Victor So)
Sobre a equacao na varidvel real x,
x+3|+x—1=x+1
Podemos afirmar que
a) ela nao admite solugao real.
b) ela admite 3 raizes reais.
c) a soma de todas as suas solugoes é 2.
d) ela admite apenas 3 solugdes reais.

e) a soma de todas as suas solugdes é 6.

Comentarios

Vamos analisar os intervalos da equagao, fazendo o estudo do sinal das fungdes modulares:

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 205



-5

¥ Estratégia Prof. Victor Sa
Militares
|z — 1] —r+1 E —x+1 E x—1
________ {._______JI._-_-_-_-
|z + 3| —xr—3 E T+ 3 i x+3
o o
-3 1
Parax > 1:
x+3+x—1=x+1:x=-—1= nao convém

Para—3 <x < 1:
x+3—-x+1=x+1:x=3= ndo convém
Parax < —3:
—x—3—-x+1=x+1:x=-1= nao convém
Portanto, a equag¢ao ndo possui solugao real.
Gabarito: A

141.(Estratégia Militares — Prof. Victor So)

Calcule o conjunto de valores reais de a para que a seguinte inequacao seja satisfeita para qualquer
valor real de x:

3a(a+2)x2+3(x+1) > x(9x + 8a)
a)]—3;1(
b) 11; 4(
c)]0; 2]
d)] —o0; =3[ U ]1; +oo]
e)]1,5; 2,786]
Comentarios
Primeiramente, vamos reescrever a inequacao fornecida:
(3a?+6a—9)x*+(B—-8a)x+3>0

Para que a parabola esteja sempre acima do eixo x, basta que o coeficiente do x? seja sempre
positivo e que o discriminante seja sempre negativo, isto é, a equacdao ndo possua raizes reais.

Para satisfazer a primeira condicdo:
3a2+6a—9>0
Que, fazendo o estudo do sinal dessa equac¢ao do segundo grau:
a<-3oua>1
Além disso, o discriminante deve ser sempre negativo, do que temos:
(3—8a)2—4-(Ba?+6a—-9)-3<0
Ou seja:
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28a* —120a+13:9<0
Precisamos encontrar as raizes dessa equacao para fazer o estudo do sinal. Observe:
A=(-120)>—4-28-13-9 =144-100 — 144-13-7 = 144 -100 — 144-91
Ou seja:
A=144-9=>VA=412-3 =436
Disso, temos que as raizes sdo:
120+ 36

= — =1 =2
a e =a ,50ua ,786

Como 28 > 0, temos que a inequacado é satisfeita para:
1,5<a<2,786
Devemos satisfazer, ao mesmo tempo:
a< -—-3oua>1;
1,5 < a < 2,786.
Isto é:
1,5<a<2,786
Gabarito: E

142.(Estratégia Militares — Prof. Victor So)
Considere a inequagao:
6x* —5x3 —7x2 +4x<0

Se (x,y) é um intervalo contido no conjunto solug¢ao dessa inequag¢ao, entao o menor valor possivel
paray — x é:

a) g
b) 2
c)%
d)
e) %
Comentarios

Veja, primeiramente, que para fazer o estudo das solu¢des da inequacao, é preciso fazer o
estudo dos sinais do polindmio a esquerda da desigualdade. Para isso, precisamos saber os valores
das raizes desse polindmio:

6x* —5x3 —7x*+4x=0

Vejaque x = 0 ex = —1 sdo raizes “6bvias” desse polindmio (tenha o costume de analisar
se existem raizes triviais como 1, -1, 0, 2, -2). Assim, vamos fatorar essa expressao:
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= x(6x3 —5x2 —7x+4) =x(6x3—-5x2—-5x—2x—2+6)
=x(6(x®+1) = 5x(x+1) —2(x + 1))
Comox3+1=((x+1x*—x+1):
=x(6(x+1Dx?—x+1)—5x(x+1)—2(x + 1))
=x(x+1)(6x*>—11x + 4)

Calculando as demais raizes por Bhaskara:

11+,/(-11D)%2-4-6-4
26

6x? —1lx+4=0=>x =

4 1
x1=§ex2=§

Portanto, as raizes sdo -1, 0, 1/2 e 4/3. E a inequacao fica:
x(x+1)2x—-1)(Bx—-4) <0

Assim, fazendo o estudo do sinal:

I R
T fuy 0 11 4
I | [y I
_ — 1 + L2t |'3+
T+ 1 T 0 11 14
| . e
20 — 1 pay 0 1 4
‘ 0 1 _ 19 _ 13+
r ) 42— a3t
r(x +1)(20 —1)(3z — 4) T 0 11 T4
| I I— | —
I | |2 |3

Vemos que a expressao do enunciado assume valores negativos apenas para —1 <x < 0
1 4
ou-<x <-.
2 3

Como queremos o menor valor de y — x:

y1—x=0—-(-1)=1

4 1 5
—_ Xy =E—— = = —
Y2 2737575
Portanto como 5/6 <1, o menor valor possivel para y — x é 5/6.

Gabarito: C
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6. CONSIDERACOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final da nossa aula. Vimos tudo que precisamos para resolver as questdes
sobre funcdes, equacgdes e inequacdes do 22 grau e modulares. Na préxima aula, veremos as
outras fungdes que serao cobradas na prova. Tente agregar os métodos de resolugao de exercicios
abordados nessa aula. Ao longo do tempo, aprenderemos novos métodos que podem facilitar a
resolucdo dos exercicios.

Continue estudando e se esforcando!

Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes entre em contato pelo férum de duvidas do
Estratégia ou se preferir:

(@&

&
@ /profvictorso

7. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] lezzi, Gelson. Murakami, Carlos. Fundamentos de matematica elementar, 1: conjuntos,
fungdes. 9. ed. Atual, 2013. 410p.

[2] Morgado, Augusto Cezar de Oliveira. Wagner, Eduardo. Carvalho, Paulo Cezar Pinto. Lima, Elon
Lages. A Matematica do Ensino Médio, v. 1. 11 ed. SBM, 2016. 250p.

8. VERSOES DAS AULAS

Caro aluno! Para garantir que o curso esteja atualizado, sempre que alguma mudanga no conteudo
for necessaria, uma nova versdo da aula serd disponibilizada.

AULA 04 — FUNCOES QUADRATICAS E MODULARES 209



