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Capitulo ) j

O conceito
de matriz

1.1 — MATRIZ

A uma tabela de niimeros, dispostos em linhas e colunas, colocados entre
“colchetes”, damos o nome de matriz. Os nimeros que a constituem sdao seus
elementos.

Exemplos
19)[:' »)[4 [
V3
1 -2 2 6 o2 2
1 4 =3 T
0 3 5 -6 5 -l
1 12

As linhas sdo numeradas de “‘cima para baixo” e as colunas, “‘da esquerda para
a direita”; assim:

1 6 -2 | <« 12 linha
6 7 13 | <« 22linha
0 0 -2 | < 32linha
5 6 1 | <« 42linha
t t 1)
12 23 32

coluna coluna coluna



1.2 — ORDEM DE UMA MATRIZ

A ordem de uma matriz é dada pelo nimero de linhas e o namero de
colunas que a constituem.

Para indici-la, escreve-se em primeiro lugar o niimero de linhas e, em seguida,
o numero de colunas, colocando-se entre esses dois nimeros o sinal X.

No 19 exemplo, acima, a matriz é de ordem 2 X 2 (1é-se: “dois por dois™);
no 29 exemplo, a matriz é de ordem 2 X 3 (lé-se: “dois por trés”); no 3% exemplo, a
matriz ¢ de ordem 3 X 4, e, no 49 exemplo, a matriz é 4 X 2.

Podemos entdo dizer que uma matriz de ordem m X n, ou simplesmente
matriz m X n, € uma tabela de nimeros distribuidos em m linhas e n colunas.
Observe, entdo, que o numero de elementos que a constitiem é m - n.

1.3 — MATRIZ QUADRADA

Matriz quadrada € uma matriz constituida pelo mesmo nimero de linhas e
de colunas.

Se uma matriz quadrada é de ordem n X n, isto ¢, se possui n linhas e n

colunas, diz-se que ela é uma matriz quadrada de ordem n.

Exemplos
19) A matriz A = [3] é quadrada de ordem 1.

1 4
20) A matriz B = [- 2] ¢ quadrada de ordem 2.

| -4
ey 23] -3
39) AmatrizC=| 2 0 5 | € quadrada de ordem 3.
-1 9 14

1.4 — NOTACAO GERAL

Para representarmos a matriz A, m X n, indicamos cada um de seus elementos
com uma letra mindscula afetada de dois indices, que indicam a posigdo ocupada
por esse elemento na matriz.

Assim, um elemento genérico da matriz A serd representado por:

aij’

O primeiro indice, i, indica a linha a que esse elemento pertence, e o
segundo indice, j, a coluna a que esse elemento pertence:

A= |« iésimalinha

j-ésima
coluna

Exemplos
10) Na matriz de ordem 2 X 3:

ay  dp agp
A =
41 4z A3
a;, (1ése: “a@ um um”™) é o elemento que ocupa a 12 linha e a 12 coluna; a,,

(le-se: “a um dois) é o elemento que ocupa a 12 linha e a segunda coluna; a3
(lé-se: “a dois trés”) é o elemento que ocupa a segunda linha e a terceira coluna.

20) Na matriz

8 .
B = 2 3 |, tem-se:
3 -2

a11=8, a,=1, a3 = 2, a=3, a3;=3 e a3 =-2.

Em geral, a matriz A, de ordem m X n, ¢ representada por:

gy a2 A3 A1n
dy dyp A3 dan
A= 431 23 a3 d3n
dmi 4m2 A4m3 ... Amp

ou, com a notagdo abreviada:

A =Hal 4




1.5 — DIAGONAL PRINCIPAL — DIAGONAL SECUNDARIA

Em uma matriz quadrada:
A = [aﬂ]nxn

o conjunto de seus elementos ajj, tais que i = j, chama-se diagonal principal; o

conjunto de seus elementos tais que i +j = n + 1 chama-se diagonal secundéria:

diagonal
principal

r dn 4 ... A p-2 a,’n_, /aln diagotclla'l !
secundana
. az,n_z aa’u? n

~d43n-1 a3

Exercicios Resolvidos

1.1) Seja a matriz:

e i3 17

B 4, -1
A=

3 -2

=2 -5

a) Qual ¢ a sua ordem?
b) Quantos elementos cla possui?

c) Complete: agy=... a3=... a3y =... aj3=...
d) Seajj=0, entdo i=... e j=...
Solugdo

a) A matriz é constituida por 4 linhas e por 3 colunas; sua ordem é 4 X 3.
b) Ela possui 4 « 3 = 12 elementos.

c) ag = 7, 822=4, azxp = 3 e a;z= &

d) Namatriz,a;; =0 e daf, i=2 e j=1.

1.2)

1.3)

Construa a matriz A = [ajj] para a qual ajj = i2 - j.

3X3

Solugio

Observe que a definigdo dada:
: . 2

indica como se obtém um elemento qualquer de A: eleva-se o seu primeiro indice ao

quadrado e desse quadrado subtraimos o seu segundo {ndice; entdo:

ag ajp ap3 12-1 12-2 12-3 0 -1 =2
A= a; axp axg | = 22-1 22-2 22-3 |= 3 2 1
a3y ax axm 32-1 32-2 32-3 il

Construa a matriz A = [aij]‘ x 4 PATAA qual:

itj, se i<j
ajj = 1,sei=j
0,sei>j

Solugio
Observe que na matriz quadrada de ordem 4:

a1 ap a3 ay
ay axp ax ay
a3y ax 43 ay

os elementos para os quais i = j pertencem a diagonal principal, e eles todos sdo iguais a 1;
aqueles para os quais i <j estdo “acima da diagonal principal”, e para calculd-los so-
mamos os seus indices; e, aqueles para os quais i > j estdo “abaixo da diagonal prin-
cipal”, ¢eles todos sdo iguais a zero.

Entdo:

© © o =
©C © = w
O = taie
- - o



Exercicios Propostos 1.6 — ALGUMAS MATRIZES IMPORTANTES

® 1.4) Seja a matriz de ordem m X n: 14) Matriz linha
600 621 ... 517 E a matriz constituida por uma Gnica linha.
i - 407 440 330 A ;
: L TERRR 706 > 850 ";););) I ) A =1 3] b)B=[4 4 -5 2]
a) Quantos clementos ela possui? 2d) Matriz coluna
b) Complete: 4z =... @ma=... din=... amp=.-- 5 ¢

E a matriz constituida por uma tnica coluna.
¢ 1.5) Uma matriz possui 6 clementos. Qual ¢ a sua ordem?

Exemplos
«1.6) Numa matriz quadrada de ordem n quantos clementos ndo pertencem a diagonal - -
principal? . x
s
«1.7) Numa matriz, chamam-se elementos internos aqueles que ndo pertencem a primeira ou a 0
ultima linha ou coluna. Quantos clementos internos possui uma matriz 5 x 67 a) A = 3 b) B =
. 7
3 S TEoraes: =5 B ’ B ) -2 263
1.8) Construa a matriz A [d'-']a » o Para a qual ajj 3i-j2. o
Rl [ : ; 0
«1.9) Construa a matriz A = [ajj ]4 » 4 Paraaqual: o
; S 34) Matriz diagonal
i;se i<}
ajj = {0, sei=j E a matriz quadrada na qual os elementos que ndo pertencem a diagonal prin-
jyose 12> cipal sdo iguais a zero.
+ 1.10) Osimbolo delta de Kroneckeré definido por: Exemplos
' - 7 0 (0 0
2 0
O:-5 19 0O
a) A = 0 -1 b)B =
O 0 0 ©
0
= 0 0 0 8
Construa a matriz A = [aij]”( , Para 4 qual gj = 3i +j2 - &5 B
5 4 FHSOIERGN
ol.11) Scja a matriz quadrada dec ordem n: A = t. Denominase trago da matriz A a 0100
soma ayy +ag +as+. ..+ any doselementos dadiagonal principal de A:indica-se: o) &= O @ "0
AN s 0 0 0

44a)” Matriz identidade

E toda matriz diagonal em que os elementos da diagonal principal sdo
iguais a 1.
par a qual aj = i +jsdetermine tr(A). Serd representada por I

Considere a matriz A = [ajj]

3IX3



Por exemplo: *

0
1 A

| i L=i1.0 0
[

& 0. 1

0

[_10 Is M0 don O
i & 3

0,40 1

Paraa n'latriz idmtikhde-‘fln = [‘ij],. x p tem-se:

Assim:

it

53) Matriz nula
E uma matriz cujos elementos sdo todos iguais a zero. Serd representada

por O
Por exemplo:

0 0 0 O
0 0
0-= o=]0 0 0 o0
0 0
0 0 0O

Se quisermos colocar em evidéncia a sia ordem, escrevemos Om x n- Assim:

Ozx3=ooo
S

63) Matriz transposta ¢
Seja a matriz A. Chama-se matriz trinsposta de A i matriz obtida de A,
trocando-se, “‘ordenadamente” suas linhas por cclunas (ou, o que conduz ao

mesmo resultado: trocando-se suas colunas por linhas).
Indica-se a matriz transposta de A por A'

10

Exemplo

Se A =

S A= [yl ontdo A' = [byl,, , onde
e, S [ paratodoi, 1<i<m
% 7 %i | paratodo,1<j<n

WL

1.7 — IGUALDADE DE MATRIZES

Elementos correspondentes

Sejam as matrizes A ¢ B de mesma ordem m X n. Um elemento a da matriz A
e um elemento b da matriz B dizem-se correspondentes se eles ocuparem a mesma
posigdo nas respectivas matrizes.

Exemplo
Nas matrizes de mesma ordem 2 X 2:

a a b b
5 11 12 ol 4 11 12
41 a2 bay by

os elementos

a;; e by
a;; € by
ay € by
ay e by

sdo correspondentes.
Observe que, na notagao, elementos correspondentes tém indices iguais.

Defini¢do
As matrizes A e B sio iguais, se, ¢ somente se, tém mesma ordem e os
elementos correspondentes s3o iguais; indica-se:

r& =i

11



Entdo:
Aghii]i‘ran., B=[bij1pxq 4
=4 o B <
A=Be{ € ,
e ='Bi~:"r‘fpma,tgﬁoi;1<'i'<m
(™ 7 " | paatodoj, 1<j<n
Exemplos
5 5
W -
113
19) As matrizes A = 2 22|le B= % 4 | sdo iguais, isto €,
2
3. 34 25 1o
i @ \ocnd
A=B
a b - 2. |
20) Se & entdo:a=0,b=2,c=-1¢ d=V2
P Bhe gl le i

No conjunto das matrizes de mesma ordem, a i dade de matrizes define
uma relagdo de equivaléncia; goza, entdo, das seguintes propriedades:

13) reflexiva: para toda matriz A, tem-se A = A.

2a) simétrica: para as matrizes A e B,se A= B entdo B = A.

3%) transitiva: para as matrizes A, B ¢ C, se A = Be B =C,entdo A =C.

Exercicios Resolvidos

x+y a+b Sunieh
1.12) Se - , determine X, y, aeb.
x-y a-b 1
Solucdo

Da defini¢do de igualdade de matrizes, os elementos cormrespondentes devem ser

iguais; entdo:
X £V S5 1+ b =~
X -y 1 1-b=3

Resolvendo os dois sistemas acima (somando e subtraindo as respectivas equacoes)
obtemos: x = 3,y =2, a=1¢e b= -L

12

1.13) Uma matriz quadrada A=[aij]nxn

1<i<n, e para todo j, 1<j< n. Observe que se A ¢é simétrica entdo A = Al e
inversamente.
Determine o nimero b, b € R, para que a matriz:

'3 2b
A=
b2 b

diz-se simétrica quando ajj= aj; para todo i,

seja simétrica.

Solugdo
3 2 ; g i
SeA = entio A" = Le, se A é simétrica, tem-se A = A'; dal:
b2 b 2b b
3-=3 2b = b2
b2 = 2b b=b
As condigdes acima ficam satisfeitas para as raizes da equagdo: b2 = 2b que sdo
b=0 e b=2.

Note que hd duas matrizes que satisfazem a condi¢do imposta:

3@ 3 4
A=
0 0 4 2

1.14) Demonstre que para toda matriz A = [ai.i]mxn tem-se:

@y = A

Solugdo
Se A = [ajj] ., entdo At= [bij]nxm onde bjj = ajj.

t t
A matriz (A") é de ordem mxn; seja entdo @Y = [cij ) 5 ©nde cij = bji-
Entdo, para todo i, 1 <i<m, e para todo j, 1 <j<n,tem-se:

t
@) = Fijlyxn = Biilnxn = Biknxa = 4

Exercicios Propostos

¢ 1.15) Seja a matriz A = [aij]““ para a qual:

aj = 0
ajj = i
ajj = i+j, se 1<i<j<4

Determine A e AL A ¢ simétrica?

13



, determine os niimeros reais a, be c.

sen20 (sen0 + cos 0)% ;— b
® 1.16) Se =
a

cos40 |sen30 + cos30| [
«1.17) Seja D uma matriz diagonal de ordem 3 x3. D é simétrica?

©1.18) Se A= [.ijla g & simétrica, em A hd, no miximo, quantos elementos distintos?

+1.19) Definigdo: a matriz I, de ordem m X n, é uma matriz cujos elementos sdo todos iguais
a 1. Construa, para matrizes 3 X 3: '

o It w1t o ot

1.20) Seja a matriz A = [aij]3 x PATAE qual ajj = (1) + £(j), onde f(x) = x + 1. Construa Al

14

Capitulo

Operacoes
com matrizes
NG S

2.1 — ADIGCAO DE MATRIZES
Defini¢do

Sejam as matrizes A e B, de mesma ordem m X n.
Denomina-se soma de A com B a matriz C, de ordem m X n, cujos elementos
sd0 obtidos somando-se os elementos correspondentes das matrizes A e B. Indica-se:

Exemplo
,"’—@‘\ P i A
2| [0 6| |1#0 246 |1 8
X & 3 4 3+3 5+4| |0 9
Formalmente:

e X% o el ehardicaiOg Wil i PesIos 308 chng

 Scjam as matrizes A= [l © B = Dyl
AmatrizC = A + B étal que: bl

oltan 1y od =D 24 sudull piis tededtit € I i a 28 aid

c’[‘u]mxn mcnsgu-{-b“ ,- T ¢ ‘
nxn | gk dofia, LS gmr el = 98 s

Se as matrizes A e B tém mesma ordem, elas se dizem conformdveis para a
adicdo.

Observe que existe A + B somente se A e B tém mesma ordem, isto €,
se A e B sdo conformdveis para a adi¢do.

15



As matrizes:
2 2 03
A= e B-=
3 4 -1 S

ndo tém mesma ordem; a adigdo de A com B ndo pode ser efetuada.
Diz-se que matrizes de ordens diferentes ndo sdo conformaveis para a adigdo.

Propriedades da adigio de matrizes

12) A adigdo de matrizes é comutativa: para as matrizes A e B, conformaveis
para a adigdo:

A+B=B+A

Demonstracdo
Sejam as matrizes A =[a;] . € B =[b;]  , ,; entdo:
A+B=[aij+bij]mxn = [by + ai.ilmxn =B+A

Observe que a adigdo entre nimeros é comutativa, o que justifica a igual-
dade @ acima.

24) A adigio de matrizes é associativa: para as matrizes A, B e C, confor-
madveis para a adigdo:

Demonstragido

Sejam as matrizes A = [aj] ., B=[bu]n;‘.“ eC= [cij]mxn;entﬁo:
(A+B)+C = laj + byl o * [eigly o =

= [Gay +by) * Cijlyyen = [ajj + (s * ¢y 5 n =
= [aij] + [bij+cij] =A+ (B + C).

mXn mXn
Observe que a adigdo entre mimeros € associativa, o que justifica a igual-

dade (D acima.

16

3a) Existe o elemento neutro.

Dada uma matriz A, existe uma matriz X, conformdvel com A para a
adi¢do, tal que:

ARXi=N
e
Demonstra¢do
Se A=[a;]  x, © X= [xij] , x - da condigdo A + X = A obtemos:
ajj * Xjj = ajj,
e dai, x;; = 0. '

Entdo, X é a matriz nula de ordem m X n, Oy xn:

4a) EXxiste a matriz oposta.

Para toda matriz A, de ordem m X n, existe uma matriz X, conformivel com
A para a adigdo, tal que:

, % i
A+ X=Omxn
Demonstragao
Se A=[a;l, , ¢ X= [Xijl 5 n» 42 condigio A+ X =0 obtemos:
ajj + x5 = 0,
e dai, xj; = - ajj.

Entdo, X é a matriz cujos elementos sdo 0s 0postos dos elementos corres-
pondentes de A;a matriz X, entdo, denomina-se oposta da matriz A, e se indica com:

-A

Observe que se A = [a;;] |, entdo -A= [-aj], 5 oo € QUe:

A+ (-A) = Opxn

Note também que -(-A) = A.

17



Exemplo

3 =l -2 -3 1
SeA={0 7 4| entio-A=| 0 -7 -4
2 Seke< g 4 -3 -3

Defini¢do
Sejam as matrizes A e B, conformdveis para a adiio.
A diferenga de matrizes A - B define-se por:

[2 3] [2 23
A-B = &
§ g5
bfgeca) - dws 1Y e g
5+4(-4) -2+(<2) b ok

UL, e e L 1
- Formalmente: /) = /7 + A ool ol [is]

A equagdo matricial X + A = B. Teorema

Sejam X, A e B matrizes conformdveis para a adi¢do; entdo, vale a equi-
valéncia:

18

Demonstragio
Na equagio X + A = B, somando-se a matriz ~A a ambos os membros,
obtemos sucessivamente:
| (X +A) + (-A) = B + (-A)
X+[A+(CAl=B-A |

X+0=B-A
X=B-A
Entio, X + A=B = X=B-A (D
Inversamente, para X = B - A, a equacdo X + A = B fica satisfeita: s

X+A=(B-A)+A=B+(-A+A)=B+0=B
Entio,X=B-A =X+A=B (@ )
De (D e () vematese: X+ A=Be==X=B-A.

Note entdo que, numa equagdo matricial, uma matriz “pode passar” de um
membro para o outro da equagdo, “‘mudando” o seu sinal.

D ap degiven O
: ?’buhﬁ;’@;‘w, ¥ &4
Exemplo

1 2 ()
SeA = eB= , determinemos a matriz X tal que
3 4 35 =2

X + A = B. Entdo, do teorema acima:
Tt | i 6 -2
X=B-A= - =
. 3 2 3 4 0 -6

2.2 — MULTIPLICAGAO DE UMA MATRIZ POR UM NUMERO REAL

Definicdo ;

Dados uma matriz A, de ordem m X n, e um nﬁmotwrallia,éokodhto de a
por A é uma matriz B, de ordem m X n, obtida multiplicando-se cada elemento de
A por a. Indica-se: )

19



Exemplo ‘ 345 1+2 -5+(-4) 8 3.-9
4048 PR = NN “l2+0 147 6+6 318D

a8 2lsligs0 2.3
ol .13 bl 23 3

0
o
o & &

[3 1 -s] .[5 2 —4] :
b) A-B = 4 -
21 6 0 7 6
345" 1% s Lg Ty~
300  1-T ‘6re 376 0

4 2 4 1.3 0 1
22) SeA=|5 7|,B=|5 -6]{ e C=|1 0], calcule A-B+C.
310 L. =2 g 1

Solugdo

A adigio de matrizes é associativa; ndo hd, entdo, ambigiiidade na notagdo
A - B + C; ela pode ser escrita, por exemplo, (A - B) + C; entdo:

Propriedades
= 4 - ’ ‘ 4 2 4 3 0 1
Se]amAeBm?tnzesdeordemmXneosnumerosreansaeﬁ. A-B+C=(k-Byrchl 15l Paribi i s
Valem as propriedades: 2k i - Tl B

0 -1 il et
=10 13]+]1 Of=]1 "
2-48 =1 3-89

2.3) Determine os nimeros reais X, y, z e j sabendo-se que:

s L

Solugdo
7 [x+3 3+y] l:zx 3]
Exercicios Resolvidos 8+u z-1 e |
( | Entdo x+3=2x 3+y=3
Kb mhad o s i T ‘ 8+u=5 L
) b 5o e e B= LO 5 6_J , determine: edai: x=3, y=0, u=-3 e z=2,
a) A+ B b) A~-B 1. =1l 3 0 0 -1
Solugdo ' 24) SeA=[2 5 -1)e B=|7 11 0] ,caleule:
i el Erew 432] 5 A1 e
oy MB:[ . 6] T fetatie fl a) 5A-B b) 2A + 3B
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2.5)

2.6)

22

Solugiao

1 -1 3 0 0 -1
a) SA-B=5.] 2 S55=Y F =4 9K 0] =
4 3 2 5 -3 4
5 45 18] 116 & = b4 o
=5 30 25 $51.-Fk 7118 0f = 3 14 -5
20 15 dod s -3 4 5 18 6
"3 016
b2a+3B=2.12 5 aa|l+3.l7 1 ol-
2] %
3 3% 0 0 -3 2 -2 3
=14 10 -2)+]21 33 0] =] 25 43 -2
8 6 4 15 -9 12 23 -3 16

Sejam as matrizes A e B, conformaveis para a adigdo; se @ € R, demonstrc que:
a+-(A+B) = a+A +a-B

Solugdo

Se A= [ajjl, . o e B=[b5] xn tem-se A+B=[aj+by] - entio:

@-(A+B) = ofa+bjjly o = [ @+ byl = lom+aby] o=

[aaij]mxn + [abijlmxn =a-A+a-B

—
—
—

SejaJ =] 1 1 1] .Determine a matriz X tal que: -4(X-1I3) = X +.J

—
—
—

Solugdo

As propriedades da adicio de matrizes e da multiplicagdo de uma matriz por
um numero real, possibilitam escrever sucessivamente:

-4(X-13) = X+
~4X +413 = X+]
~4X - X = J-4I3 (veja o Teorema da pdgina 18)
~5X = J-413
1 4

X=-§J+5—-13

Entifio:
I 1. 1 ) B ol )
L1 . 9
x--g- 1 1 A} 3 0 ¥ D
1 1 1 & 0 1
1 1 1 4
i 5 0 0
) 1 1 1 4 X
Blag ~%o¥ +( 0 3 0
1 1 1 4
Bl I L

2.7) Determine as matrizes X e Y sabendo-se que:

Solugdo

wjw w= wn)=

1

wl— nlw o=
1

Somando membro a membro as duas equagdes, resulta:

3 3
X
3. 3
’ 3 3
1
x:- =

edar:

Rl o|w
W wfw

Subtraindo membro a membro as duas equagdes, resulta:

-1 -1
9 e
s |

e dai:

B
B
|

—- -

{ IS |
1

'

ST Y
'

= =

23



2.8) Sejam as matrizes A e B, de mesma ordem m X n. Demonstre que:

A+B=A'+ g

Solucdo

Sejam A = [a] . e B = [bjj] . ; entdo:
Ab = [aij]nx m onde @jj = aj
3 = Bijlym onde B = bj

Seja A+ B = [ci.i]mxn onde cjj = ajj + bjj; entdo:
A+B)' = [Nl onde % = i

Temos sucessivamente:

A+ B = ol * Biikim = (%65 * Bislym = i *+ il =

= leilysem =Dl = A+ B

2.9) Seja a matriz A, quadrada de ordem n. Demonstre que A + Al ¢ simétrica.

Solucdo

Seja B = A + A! ¢ demonstremos que B ¢ simétrica, isto ¢, que B = BL.
(Veja exercicio 1.13.)

De fato,

t
B=a+aY' = aAt+ah = At+Aa = A+Al - B

2.10) Uma matriz quadrada A = [ajj] . | diz-seantisimétrica quando ajj = - ajj para todo i,
1<i<n e para todo j, 1<j<n. Observe que se A é anti-simétrica A' = A e

inversamente.
Exemplo
0 b
A matriz A = {? ¢ | ¢éanti-simétrica.

-b -¢c 0O

Note que os elementos que pertencem a diagonal principal sio todos iguais a
zero, ¢ que os elementos colocados simetricamente em relagdo a didgonal principal sio
opostos.

Determine os nimeros reais a, b, ¢, X, y € z para que a matriz

a 213
A= |x-1 b 2y-4
z 4 c

seja anti-simétrica.

24

Solugdo
Os elementos da diagonal principal devem ser iguais a zero:
a=b=c=0
Os elementos colocados simetricamente em relacdo a diagonal principal sdo opostos:
x-1=-2
z =-(3)
4 = -(2y-4)
Entdio:x = -1, z=3 e y =0
A matriz é:
0 2 -3
A=1]1-2 0 -4
3 4 0
Exercicios Propostos
2.11) Sejam as matrizes:
1w 5 ) 0 0 -1
A=]l2 § -1 B=1 7 315359
4 -3 .2 5 -3 4
Determine:
a) A+ B b) B-A

2.12) Determine os nimeros reais X ¢ y sabendo-se que:

X205 3% 0 -x
:) 3 =[2
A =Yy 10

2.13) Sejam as matrizes:

22" 2 373 3 4 4
A=l 2y 3], B=[30 §le c=f3nst 0
1 0 4 6 9 -1 7 8

a) Determine a matriz A ~ 6B - 2C.
b) Resolva a equacdo matricial:

3 (X+A) = 3[X+X+B)] + C

2.14) Seja A uma matriz e sejam & e B nimeros reais. Demonstre que
@+P-A=a-A+f-A

25



2.15) Determine as matrizes X e Y sabendo-se que:

x+y=[;j]
e

2.16) X e Y sdo matrizes de ordem 3 x 3. Determine-as sabendo-se que:

x+2Y>=[3
M - ¥y

X-Y

2.17) A e B sd@o matrizes quadradas de mesma ordem. Demonstre que:
tr(A+B) = tr(A) + tr(B) (veja exercicio 1.11)

2.18) Sejam a matriz A e & um nimero real. Demonstre que:
@A) = a-at

2.19) Sejam as matrizes A e B, de mesma ordem mx n. Demonstre que:
(A - B)t = Al_pt (use os exercicios 2.8 e 2.18)

2.20) Seja a matriz A, quadrada de ordem n. Demonstre que A+ A& anti-simétrica, (Veja
exercicio 2.10.)

2.3 — MULTIPLICAGAO DE MATRIZES

Requisito para a existéncia do produto de matrizes

Para que o produto de duas matrizes exista, exige-se que os fatores que sio
multiplicados sejam conforméveis para a multiplicagdo isto significa que o primeiro
fator deve possuir tantas colunas quantas sdo as linhas do segundo fator.

Assim, se A é uma matriz de ordem m X n e B é uma matriz de ordem p X k,
o produto A - B s6 existe se n= p. Se n# p, a multiplicagdo de A por B ndo pode
ser efetuada, isto €, o produto A + B ndo existe.

Definicdo
Sejam as matrizes A = [a;j]
multiplicagdo.

O produto de A por B, notado com A -+ B ¢ a matriz de ordem m X P,
C = el p> Para a qual o elemento cjy, que se encontra em sua i-ésima linha e

e B = [bjl conformdveis para a

mxn nXxp’

em sua k-ésima coluna, ¢ obtido multiplicando-se os elementos da i-ésima linha de
A pelos “correspondentes” elementos da k-ésima coluna de B e somando-se os
“produtos parciais™ assim obtidos:

26

n
Cik=aj1'blk+ai3b3k+ai3b3k+f"+ain'bak =Z aljbjk
j=1
Exemplos
matriz A matriz A - B
19) [an  an  ap i A % i 4
azp  ap — a2 B ) e
45 Ay am  am | — e
3 a avei 332
X4 s@o conformaveis ;/4 2

4
Ca2 = az 'blz + a3 +b,, + as, -b:,z + a3 + b,y = Z I;jbj;

j=t
Observe que, para obtermos o elemento c3, da matriz produto, multiplica-

mos os elementos da 32 linha de A pelos “correspondentes” elementos da 22 coluna
de B, somando-se, entdo, os produtos assim obtidos.

1 2 4

3048 “

29) Sejam A = g id |5 e B= 1[4 1 5| ;entdo:
3.0 1

[3/?1
A‘B =
3-9

2%3 2%3

€11 =3.144-442.3=25 Ci2=3.2+4-142:0=10 c¢;3=3-4+4.5+2.1=34
€21 =3.149.4+41.3=42 C1=3.2+9.1+1:0=15 €23=3.4+9.5+].]1=58

Ape |50 #
ol .

27



a5 A
39)
4z 4

(2
Z a,,-bj,
=1

2

=1

2
Z azjbjn
j=1

1
49) Sejam A = [0
[1 1:| [o O:I
A.-B= . =
1 I | [ |
B ¥ A = 4 =
1.-d 0 nod

Z a,5bj

2
Z azjbjz
i=1

; entdo:
1-0+1-1
0-0+1-.1

0-1+0-0
1-1+1-.0

by b12= (@n-butan-by) (au-bptan-by) |
b2 by | (@21-bytazgby) (ax-biptayn-by)

1-0+1.1] [1 1
0-0+1-1( [1 1
0-1+0-1| [o o
1-1+1.1( [1 2

Observe que A - B#B - A, isto é, a multiplicagio de matrizes ndo é uma

operagdo comutativa.

2
50) Sejam A = [0

Calculemos (A - B) - C

- 3 3-1] _
(A.B).C—[I:I- 241 —[1.(_2) 1-1] i

28

],B= 3 |eC=[-2

2:1+1-3+(-1)-2
0:1+(1)+3+2.2

1]

Agora, calculemos A - (B - C)

1 L+ (2)-subid J2 - Pg
BeC =8 s 1l= | 3:4¢2). 3-1|=]-6
2 “Fiei{=2) 2-1| |4 2

2
2 174
A@B-O=]pnf ,|H)6 3=

-4 2

[2.(2) +1-(6) + (1) - (4)
| 0-(2) + (-1)- (-6) + 2-(4)

B
o | 6L
22

Observe que (A-B)-C = A-(B- ()

a b
69) SejamA=|:
¢ d
[a b] [1 0] [a-1+b-0
¢ df |0 1] |c-1+d-0
pl rl Oﬂ Fa b1 _rl-a+0-c
0 I_J c dj L0-a+1-c

Observe que A-I, =1, - A= A

1

2-1+1:3+(-1)-2
0-1+(-1)-3+2-2

1 0
] e a matriz identidade I, = I:O 1] ;entdo:

a-0+b-1 (a b

= =A
c-0+d-1 | ¢ d
1-b+0-d| [a

= =A
O-b+1-d C |

a b Q. 0
79) Sejam A = e a matriz nula O, = ; entdo:
el 0 0

.. A 0; =0, A=0,
Formalizando, entao, a defini¢ao discutida acima:
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Sejam as matrizes A = [agj),, . e B = [by], . .
AmatrizC = A - Bé tal que:

n
C = [Ckl,,, onde Gk = 3 aj-by {"'
- pa

i=1

A-B-= ‘i ajj bjk

ratodoi, 1 <i<m
ra todok,1 <k<p

j=1 m Xp
“
Um resumo para memorizar
j A rax B = C
mXn nXp mXp
L+ 1 4.4
cenformaveis \
s
m
. o }'"
n
\——v—d
p
F ¢
R AT 7 T
p
mXn nxp mxp
. coluna j co‘una j
N 1.0
=16 || < tinha
B A+B
30

Exercicios Propostos

2.21) As matrizes A, B, C e D sdo de ordem 2X 3, 3X4, 1X3 e 2X1, respectivamente. D¢ a
ordem de cada matriz abaixo:

a) A-B b) C-B c) D-(C-B)

1 2 -1 = 2
2.22) Sejam A = G 4] eB-= 4 -3 | ;determine A - B.

X 2 4 -6
2.23) Para as matrizes A = e B = , determine A - B.

2 4 2. 3
=2 S| -2 1
2.24) Se A = 5 Bi= e C= verifique que A*B=A-C.
2 4 3" 2 5 -1
2 b

2 397§ ¥
2.25) a) Se A = eB= ,calcule A + B ¢ B+ A.

3 | ,determine A-B e B - A
2. wil

b) Se A

1}
s -
[
o N
N W
| )
o
o
1
1
L
U
~N

1 -1
2.26) Se A =[ :l , determine a matriz X tal que: A - X = [;.
1 U

Propriedades da multiplicagio de matrizes

12) A multiplicagdo de matrizes ndo € comutativa.

Sejam as matrizes A e B. Se o produto A - B existe, o produto B - A pode
ndo existir. Por exemplo, se A é de ordem SX 2 e B é de ordem 2 X 3, existe
A - B, mas ndo existe B + A (por qué?).

Mas, aten¢@o! mesmo que existam A « B e B - A, pode-se ter A-B#B- A
(veja 0 49 exemplo, acima). ‘

Entdo, para duas matrizes A e B quaisquer, é falso que necessariamente:

A-B=B-A

Quando as matrizes A e B sdo tais que A-B = B A, diz-se que A e B
comutam.
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Observe que uma condi¢do necessdria para que as matrizes A e B comutem é

que sejam quadradas e de mesma ordem. Por exemplo, as matrizes:

a b 1 0
A= el2=
e w9 Lt

comutam, pois A - I; = I+ A (veja o 69 exemplo, acima).

22) A multiplicagdo de matrizes € associativa.
Sejam as matrizes:

A = [l o B = Dojlyxp € € = [erelpXy

Entdo:
(A-B)-C=A-(B-0)

Demonstracdo (opcional)
Da definigao de multiplica¢@o, temos:

n
A-B = [ Z aijbjk]
j=t m Xp

Aplicando novamente a defini¢@o para as matrizes A - Be C:

p n
AeByali=t "y (Z 3ijbjl>’ckx
k=1 \j=! mxq

Multiplicando o fator ¢y, em cada parcela da soma entre parénteses:

& P n
(A-B)-C = Z <Z aijbjk . ck>
mXq

k=1 j=l

Analogamente: -

P
B-C = Z bjk-ck,]
nxq

A-(B-C)

‘™ -

32

e daf: n P
A-(B-C) = Z (Z 3ijbjkckx>
mxgq

j=l k=1

A ordem segundo a qual desenvolvemos as somiatorias, numa soma de um

nimero finito de parcelas, é arbitrdria; entdo:
4 n 2 P
Y (X abikek) = Y | ¥ abkci)
k=1 \j=! j=1 \k=1

e dai a tese: (A-B)-C = A-(B-.C).

33) A multiplicagdo de matrizes € distributiva em relagdo a adigdo.
Sejam as matrizes:

A = laily x s B = Doxjly € € = lokjlyxy
Entéo: WIAAF .
A-BHO) = A-BIA-C

Demonstragdo

A-(B+0) = [ak], « o « [oxj *+ Ckjlax p =

[

= ajk + (bij + ck;j)
" k=1 m X p

(ajk - byj * ajkckj) =

T

-

L mX p

(aikbkj) + (aikcok) .

- mXp

n ;
= Z abyj| + z ajk Ck j
k=1 mXp k=1 mXp

"M

T™M-

= A<B+A.C

A propriedade acima, desde que a conformabilidade esteja respeitada, também

assume a forma:
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' (AtB)-C=A.C+B-C

A demonstragdo ¢ andloga 3 anterior. (Veja exercicio 2.45.)

43) Sejam as matrizes A = [aij]m wq @ B= [bjk]nx peo nimero real a;
entdo:

;ﬁ?-’.ﬁ)'3=¢'@‘m |

Demonstragio

(a'A)'B"[a'aijlan’[bjk]nXp 5 %
[ n 5 n_

=| Y (cmy) - by =l X @ Gib =
| i=1 mxp =1 mxp
2 n ]

= o - Z al]bjk = 0 (A ® B)
Lo e

52) Multiplicagdo pela yarriz identidade.
Seja a matriz A = [aj] . ; entdo:

Al =dge A=A

Demonstragdo
Demonstremos que A - I, = A.
Sendo I, = [8jx]
8), temos:

A-ly = (ol - Bl x, = [zn: (aij5jk):l =
mxp

=

nxn>onde 8jx = Osej#*k e §x = 1sej=k (veja pig.

= [(aj; 81k + app by + 21383 +. .. + ajxdkk t...+ ainsnk)]mx =
=[(ai,-0+ai2-0+ai3-0+...+aik-1+...+ain-0]an =
= [kl = A

A demonstragdo da igualdade I, - A = A ¢ andloga.

63) Multiplicagdo pela matriz nula.
Seja a matriz A, de ordem m X n; entdo:

Qn‘x"m « A= oan
A"*onxlp = Omxp

A demonstragdo é imediata.

Observacoes muito importantes

12) Sejam A e B matrizes conformdveis para a multiplica¢do; da igualdade
A - B =0, ndo podemos concluir que A= 0 ou B=0.

Por exemplo:

1 2 0 0 0 O o Y - Bt ¢
1 1 0«10 0 0]} =] 03200
-1 4 0 1 4 9 0 0 O

Note que o produto das matrizes acima é a matriz nula, mas nenhum dos
fatores o é.

23) Sejam as matrizes A, B e C. Respeitadas as condi¢oes de conformabili-
dade, da igualdade A - B = A - C ou da igualdade B - A = C + A, ndo podemos
concluir que B = C, mesmo que A # 0. Para a multiplicagio de matrizes ndo
vale a lei do cancelamento.

Por exemplo:

o i 748 A
ssA= L g g gw i) 1L ori¥gb=11"1 - ,
-1 4 0 9,5 .2 ¥ 4 1 '
entdo:
3 1
Av B} 2 4= p =€
3 5

Observe que se tem A-B = A-C e B#C.
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Exercicios Resolvidos

2.27) Mostre que para quaisquer a, b, ¢ e d, reais, as matrizes:

2.28)

36

e

comutam.
Solugdo
a b c d ac-bd ad+bc
A+B = . =
-b a -d ¢ -bc-ad -bd+ac
¢ & a b ca-db cb+da
B+-A = . =
-d ¢ -b a ~da-cb -db+ca

Observe que A +B = B+ A, isto é, A e B comutam.

Se A € uma matriz quadrada, de ordem n. Define-se:

A% = I, se A#0
Al = A :
AP* - AP-A,pmqu*

Note que da definicdo tem-se, por exemplo:
A2=A.A
A=A%.A=(A-A)-A

A multiplicacgdo de matrizes ¢ uma operagdo associativa, 0 que nos permite
escrever:

A’=(A-A):A=A-(A:A)
Na pritica, é comum escrever-se:
A= A-A-A
notagdo que ndo gera ambigiiidade, pois a associatividade da multiplicagdo permite que
se determine A3 calculando (A - A) + A ou A - (A - A), alternativas que nos conduzem a

um mesmo resultado.
Analogamente, a associatividade da multiplicacdo permite-nos escrever:

A% = A3.A
A*=(A*A-A)<A=A-(A-A-A)

e, na pratica, sem que se tenha qualquer ambigiiidade, escreve-se:
A*= A-A-A-A

As consideragdes anteriores permitem-nos concluir que para p, inteiroep 22, a
notagdo AP indica um produto de p fatores iguais a A:

AR SR TR
P Wit

p fatores

Para as defini¢des acima, resolva os problemas:

1 -1
a) SeA=[ ],calcule A% A% e A%
i 2

0
b

L

a
b) Dé todas as matrizes A = 0] que satisfazem Ad+A=0.

Solugdo

, 1, sul % Aed
= AsA = .
e 1 2 13

= ]
1:1+¢D-1 1-eD+en-2] [o -3]
Tl TRiaet.  THEDE-2 3 3
5" 3 B o
Aa:Az.A:[ ].[ }
3 3 103

0+1+(-3)+1 01+ (-3)-2 i
TS T e T

-3 -6 | gabes |
A‘=A3.A=‘[ ].[ ]=
6 3 1 2
(-3)+14(6) 1 (-3)+(-1)+(-6) -2 =[-9 -9]
1 @siwa 6o(-1) + 32 9 0

b) Calculemos inicialmente A%

2 0 «} 0 a 0+0+a+b O0-a+a-0 % ab 0
A=h-As s ol 1o ol Lo beti-b Begavao 0. b
3 a ab 0 0ia ab+0+0+b ab-a+0-0 H 0 a
AEATATL o ] he ol f octB ik o-h+an-0f |a* o
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2.29)

38

Entdo:

g 0 a%b 0 a 0 a’b+a
Ad+A = . 4+ S| =
ab? 0 b 0 ab% +b 0

E.sendo A® + A = O, tem-se:.
a’b +a=0 )
> +b=0 @

A equagao @ pode ser escrita: a(ab + 1) = 0 e dai obtemos:
a=0 ou ab = -1

Paraa = 0, em @ , tem-se b = 0, eentdo a solugdo:

. 0 0
= = (0
0 0 &

Agora, observe. que a equagdo ab = -1 ndo € satisfeita para a = 0; entdo,

supondo a # 0, tem-se b = -Tl . Substituindo em (@) :

1 1
a-;i---;—o‘

equagdo que fica satisfeita para todo a, a % 0.
Entdo, a solugdo:

0 la
A= _% 0 ,a ER*

Uma matriz A, quadrada, diz-se involutiva quando A? = I. Uma matriz diagonal, de
ordem 2, é involutiva; determine-a.

Solugdo
a

Se A ¢é diagonal (veja a pagina 9) entio A = [
0

0
" ] e, se A ¢ involutiva

tem-se:

“afirebls I8 1) iee]

Entdo,a? = 1 e b2 = 1, e daf as solugdes:

R NE

) Sejam as matrizes A = [aj] o e B = [bjk]nxp. Demonstre que:

A-+B) = Bt.al

Solucdo

Temos:
Al = [aij]nXm onde @jj = ajj
B! [BjkIPXn onde fjk = byj

n
Seja A + B = [cik]mXp onde cj = Z (ajj = bjk)
J=1
Entdo, a matriz (A B)t ¢ de ordem pXm, e, nela, o elemento cjx ocupa a
i-ésima coluna e a k-ésima linha.
Por outro lado, a matriz B' « A' também ¢ de ordem pXm, e o elemento que
nela igualmente ocupa a i€sima coluna e a k-¢sima linha é dado por:

Zn By - o) = z": ik * aj) = i @jj * bjk) = cik

j=1 j=1 j=1

Fica entdo demonstrada a tese.

1) Use o Método da Inducio Matematica para demonstrar que:

I 1 n
= , para n €N*
0 1 0 1
Teorema 1

Paran = 1 a propriedade é vilida.

Solucdo

Teorema 2

Hipétese: suponhamos que a propriedade é vilida para n = Kk, isto é:
FOREY B T

_0 1 j ¥ [0 1 :l

Tese: demonstremos que a propriedade € vilida para n = k + 1, isto é:

T Lot 1 k+1
0 1 0 1

- 4
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Multiplicando-se, “d direita”, ambos os membros da igualdade da hipétese pela

matriz: 3 6
11 3:A= 3 3
, obtemos:
g L | 12 3
k . [ 5 0
[1 1 11 1k 1 TR L i
[0 1 0 1 0. 3§ Lol 0 5
Utilizando a defini¢do dada no exercicio 2.28 ao primeiro membro da igualdade Entio:
acima e efetuando a multiplicacdo do segundo membro, obtemos: e
rl 1 k+1 140 l+kq 28 15 16
= 2:A%+3.A+5-1=]19 36 15
_0 1 0+0 0+1J 30 19 28

que ¢ a tese.
Note que na passagem acima, onde multiplicamos ambos os membros da igualdade

3 '
pela matriz [O 1} , o fizemos “a direita” no primeiro membro e também “i di-

2.33) Respeitada a conformabilidade para as operagGes, se as matrizes A e B comutam,

demonstre que:

(A+B)* = A?+2-A.B + B?
reita”, no segundo membro. Poderiamos multiplicar ambos os membros “i esquerda”. Solucdo
Mas, ndo poderfamos multiplicar um dos membros “i esquerda” e o outro “a direita”, ¢ 2
pois a multiplicacdo de matrizes nio é comutativa, (A+B)" = (A+B)-(A+B)

2.32) Seja A uma matriz quadrada.

A distributividade da multiplicagdo permite-nos escrever sucessivamente:

3l
Uma matriz polinomial, na matriz A, é uma expressdo da forma: (A+B)z =A-(A+B)+B-(A+B)
(A+B) = A-A+A-B+B-A+B+*B
e 3. & 2
‘o'AF"l:-Ap'l'i-ag-Ap-'zt..i-lpq~A+ap-l (A+B)" = A°+A-B+B-A+B

Como, por hipdtese, A e B comutam,tem-se A + B = B + A, e dai a tese:
(A+B)? = A + 2.A+B + B?
Observe que se A e B ndo comutam: (A+B)z #A2+2.A+B + B

onde 3; ER, 0<i<p.

i L2
ParaA = | 1 3 1 |,determine a matriz polinomial:
4 1 1 2.34) As matrizes A e B sdo quadradas e de mesma ordem n. Demonstre que:

[At-B+1p]'=Bt-A + A
2:A2 +3.A+5.1

Solucio
Solugio [At-B+Ig] = B+It-AY = B +1) A = B'+1,)-A =
[-1 ¥kt Y2 10 6 4 =BleA+l,-A =Bl A+A
AT =iy B s e Lgit e g Note que para a matriz. identidade tem-se £ el
(47172 | cfe 1 1 g1 82510
on 12 8 | 2.35) a) Respeitada a conformabilidade para as matrizes A, B e C, demonstre que:
2-4%= 1 16 22 12 (A-B-O = ct.B' . Al
| 18 16 20 J b) A, matriz quadrada de ordem n, é simétrica; P é uma matrjz de ordem mXn. De-

monstre que a matriz B = Pl e A« P & simétrica.

a1



2.36)
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Solugido

a) A propriedade associativa permite-nos escreyer: A B +C = (A « B) - C.
Entdo, aplicando o resultado do exercicio 2/ 30 obtemos:
A-B-O'=[A-B)-C]'=ct-asB) = ct. B Al = ct.Bt. Al

b) Devemos demonstrar que B! = B; de fato, o item anterior permite-nos escrever:
Bt =@t-a-p)t =pt.At.BY) = Pl.A.P=B

D
Seja a matriz J =
i |

a) Calcule Jz, Ja, 1% e P parap>2, pE2.
b) Toma-se 1 = {MIM = x - I, +y + J; (x;y) € R?}; demonstre que | é estivel

para a multiplicagdo, isto ¢, que o produto de dois elementos (matrizes) de | tam-
bém é elemento de " .

©) A multiplicagdo é comutativa em 1?

A é simétrica

Solucio
5 T i1 11 2 9 1.1
a)J = Je)= . = =D =24]
i 1l 2 .9 fi= 1
B=12.=Qe0e1=2:12=22.2.7) = 2%.]

—
S
|

=1 =22.1=2202=22.2.7)=23.]

As igualdades acima “sugerem” que JP = 2P-1. J: vamos provar esse resultado
usando o Método da Indugdo Matematica.
Teorema 1

O resultado vale parap = 2 (veja acima).

Teorema 2

Hipétese: suponhamos que o resultado é vilido para p = k, isto é:
7% & 3R oy

Tese: demonstremos que o resultado € vilido para p = k + 1, isto é:
LS L

Multiplicando-se, a direita, ambos os membros da hipStese, pela matriz J:

Koy =@k tap g
gkt okt .12

Jk+1 < 2k-—l 4(233)
Jkﬂ 4 (2k—1 02) o3
SR +J, queé a tese.

b) Consideremos as matrizes My ¢ Ma de | ; demonstremos que M * M, € 1. Sejam:
My = x3+ I +y;+J, (xi;y) ER?
My = X201z +y2+0, (x3y) ER?
Entdo: ;
MMy = (xpeIpty s 0) s (Xaelptys0) = (xg+1p) s (xp o Ip) +

I 2

+ (Xplp) e (2 )+ 1D xzeI) + (1D 2D T x1x2°15 +
+x1y2+ laeJ4+yixgeJ e gt yryp e P=xyxg eyt x 1y s J 4y X2 J +yyy2+ 2 =

= x1Xg «Ip + (X1y2 + y1Xa + 2y1y2)J

C A | il i,

= Relp + V. b

=X, +y-1, &y €R?
Dai, M, - M; € 71

¢) Calculando M; » My, obtemos analogamente:
Mz-M; =X+l +7-J
isto €, My « M; = M « M2, e a multiplicacdo é comutativaem ~|.
Observacio:em (1) nés nos utilizamos da seguinte propriedade:

Sejam as matrizes A = [‘ij]mx o B = [ojkl, « p o nimeros reais « e
entdo:

@-A) ~@B-B) = @-f)-(A-B)

De fato,

n
@-A)-@-B) = [a-ajl ., - [B-bk)xp = Z (aajj + B - bjk)

j=t mXp
n
[ Y o8- @y -vyo = (@) -(A-B)
=1 mXp
Exercicios Propostos
2.37) Sejam as matrizes A = [ai_i]3 xg’' B = [bij]zX3 tais que ajj = i-j+2ebj = 2i+j-i.

SejaA+B = [cij]3 g+ determine c3 e cj3.

2.38) Resolva a equagdo matricial:

[T
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2.39)

2.40)

2.41)

2.42)

2.43)

2.44)

2.45)

2.46)

2.47)

2.48)

44

Determine x, x € R, sabendo-se que:

(5 Y | N | -x =l4x Tx
0 150 ) 0 1 0 =1
: G T | X 4x -2x

1, 2 a b
Se as matrizes [3 0] e l: ] comutam, qual a relagdo que “liga” a, b, ce d?

¢i-d
Mostre que:
2 3 4
-1 -1 -1 0 1 0 0 1 0
1 0 = -1 -1 -1 = 0 0 1 =1
0 1 0 0 1 -1 -1 -1
Demonstre que uma matriz A,quadrada, é involutiva se, e somente se,I-A)-(I1+A)=0

(Veja o exercicio 2.29.)

Use 0o Método da Inducgio Matemitica para demonstrar que:

cos® senf |" & cos(nf) sen (nf)
-sen@ cos@ -sen (nf) cos (nf)

L2 2

Paraamatriz A = | 2 1 2 | verifique que: A*-4.A-5.13=0,.
2202

Sejam as matrizes A = [ajj} . . B = [bj] . e C= [cij]nxp.Demonsue que:

(A+B):C=A-C+B-C

A e B sdo matrizes quadradas de ordem n. Demonstre que:
tr(A «B) = tr(B -+ A)

Use o Método da Indugio Matemdtica para demonstrar que, respeitada a conformabi-
lidade:

(Ar-Az-Aze...+Agy-Ap)' = AL . Al -...-A;.A;-Ai,nEZe n>2

n-1

Utilize a defini¢do dada no exercicio 2.28 e demonstre, usando o Método da Inducio
Matemitica, que, para a matriz quadrada A:

APYa - 4P, A0 PEN* e q EN*)

(Use o Método para o inteiro p.)

2.49)

2.50)

2.51)

2.52)

2.53)

A e B comutam. Demonstre que:
A’ - B* = (A-B) - (A+B)

As matrizes A e B sdo simétricas. Mostre que:
a) Al é simétrica. :

b) A% é simétrica.

c) Se A e B comutam, entio A + B é simétrica.

Se A e B sio matrizes quadradas tais que A +B = -B - A dizemos que A e B sio
anticomutativas,

Mostre que as matrizes: A = [: -1] e B= |:i i] sdo anticomutativas
eque (A+B)? = A? + B2,
A, B e C sdo matrizes quadradas de ordem n. Se a matriz C é anti-simétrica, demonstre
que:

@B +3.0'=B.-A-3.C

Sejam as matrizes: A =

DTS
wls wln

Designa-se com | o conjunto das matrizes do tipo a * A+b « B, (a; b) € R%.
a) Verifique que A=A e B?=B.

b) Calcule A*B e B-A.

¢) Mostre queseM; € "1 e My € 71 entio My - M, € 7.

2.4 — A MATRIZ INVERSA

Completaremos, agora, o estudo das operagGes entre matrizes, apresentando a

inversdo de uma matriz quadrada.

Defini¢des

No conjunto dos niimeros reais, para todo a # 0 existe o nimero b, deno-

minado /mverso de a, que satisfaz a condigdo:

a-b=b.a=1

e : = 1
E usual indicarmos o inverso de a por a~' ou o entdo:
- 1
a.a'=1ou a.—=1
a
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Analogamente, coloca-se o problema seguinte: dada uma matriz quadrada A,
existe uma outra matriz B, conformédvel com A para a multiplica¢@o, que satisfaz
a condigdo:

A-B=B-A-=

onde I € a matriz identidade de ordem apropriada?

Se essa matriz existe, diremos que é uma matriz inversa de A, e sera repre-
sentada com A '

Entdo, a deﬁniqio

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz quadrada B, de
ordem n, diz-se uma inversa da matriz A, se e somente se:

A-B=B-A=1,

A matriz quadrada A denomina-se ndo singular se e somente se A possui uma
inversa. Se A ndo possui uma inversa, A denomina-se singular. Diz-se também que,

se a matriz quadrada A possui uma inversa, A é invertivel; se A ndo possui uma
inversa, A é nao invertivel.

Exemplo

1 .22 -2 1
Sejam as matrizes: A = eB-= ; entdo:

3. .4 L

2

>
=]
]
V S
W
L S
IR |
ST
]
N =
1]
| L
O -
~ O
—_
il
ot
~

B-A

n
|
w N
N‘o—- —
—_
38}
e
Il
e
[>T
-0
 SO—
[}
9

5 (3. 4

Observe que A-B = B- A = I,; entdo, B é uma inversa de A, ou A é
invertivel, ou A é ndo singular.
Teorema
“Se a matriz A € invertivel, entdo € iinica a matriz B tal que:
A-B=B-A=1

isto é, se A possui uma inversa, essa inversa € (inica,”

46

Demonstrag¢ao
Admitamos que exista uma matriz H tal que:
A-H=H-A=1
Entdo:
H=1-H= (B-A)-H =
0 que demonstra nossa tese.

Observagdes

B-(A-H) =

. : P piise . )
Dada uma matriz quadrada A, invertivel, de ordem n; a finica matriz, A™},

quadrada de ordem n, tal que:
A-Al=A1T.A=1

é a matriz inversa de A.
Note que A e A~ comutam e que:

(A«i—l)—l = A

Exercicios Resolvidos

2 1
2.54) Seja a matriz A = [
1 1

Solugio

:I . Determine A_l, se existir.

Suponhamos que exista A~'; sua ordem é 2% 2. Entdo: A~! = [

2-atlec 2<b+1-d 1 0
l«atlec 1+b+1-d () F |

Dai:

2a+c =1 2b+d =

gy

atc = b+d =

[}
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Devemos verificar a condigdo: Al.A = I, -1 2 1

a b ¢ 1. 00 0O
-1 -
A-A = 0 1 2f]d e =I3=10 1 0
o5 1 -1 Pl | 12+(-1)+1 1-1+(1)-1 10 : 2
A « A = . = = =l2 1 4 -1 g h 1 0 0 1
-1 2 S 1)e2+2.1 (-1)e1+2-1 01 !
¢« -a+2d+g -b+2e+h -c+2f+i 1 0 0
Entio,defmitivamente,ainversadeAéA’l=[ ] 0+d-2g O+e-2h O0+f-2i|=|0 1 0
-1 2
a+t4d-g b+de~-h  c+4f-i 0 D1
i Dai:
- i i : =t G oas
2.55) Seja a matriz A [0 0].DetermmeA , se existir. —a+2d+g=1 a=-1i2
Solugio i .
d-2g =0 pe==>1{d -
Suponh: ista A™"; A”! e Enti 1
uponhamos que exista g = F. -
po q p d ntao a+4d_g= 0 g = ﬁ
» 11 a b Xl 1
A=Al = . =L = -b+2+h =0 b=-
0 0 c d (L O |
e-2h =1 e==Je= 0
leatlec 1+b+1-d 1 0 ik L g h:-%
O+a+0+c O0<b+0-d 0.1
-c+2f+i =0 c=%
a+c b+d 1 0
p ® . 0 ® f-2i=0 =={r=1
 impossivel cHaf-i=1 i =g
Ndo existe A~ ; entdo a matriz A é singular, ou, ainda, € ndo invertivel.
Entdo,
L
12 p e
A2 1 5 1 1
2.56) SejaamatrizA = | 0 1 -2 [.Determine A%, se existir. AT=L g Vg
4 -1 ' e SR S )
12 2 12

Solugdo pois também A~' « A = I3 (o que deve ser verificado!).

E -1 8 e
Suponhamos que exista A™" ; sua ordem é 3 x 3. Entio: Observe que para invertermos uma matriz A, de ordem n, pelo processo exposto

acima, devemos resolver n sistemas, cada um deles com n equagdes e n incognitas.
E exaustivo!

Hi outros métodos para a inversdo de matrizes, cada um deles com suas vantagens
e desvantagens. No capitulo 5 posterior apresentaremos um dos métodos mais conhecidos.

> o0 o
.y

a
Al=1l4d
g

a8 49



Exercicios Propostos

2.57) Para cada matriz abaixo, determine AL , Se existir:

i | secld tgf 2, .1
a) A= b)A = C) A=
2 3 tgf secf 1
1 b
2
1 2 1
2.58) Seja A = i . Verifique que A~} = g A.
-1

23
2.59) Se AL = |:l 4] , determine A.

2.60) Para cada matriz abaixo, determine A'i, se existir:

01 0 ¥ 1=K T SaP k3
a) A=} 1.0 0 by A=]0 2.3 c) A=| 0 -4
0 0 1 SE B¢ sk 0.:0

2.61) Determine a matriz inversa da matriz quadrada de ordem n:

1. /0840 .5 10
0., 1" 0 wue 'O
I=({0 0 1 0
0 0 0 1

A equagdo matricial A - X = B. Teorema

Seja A uma matriz invertivel; respeitada a conformabilidade, vale a equi-
valéncia:

A:X=Be=X=A"'.B

Demonstracio

Se A ¢ invertivel, existe A™'; entdo, multiplicando-se por A™', ““d esquerda”,
ambos os membros da equagdo A - X = B, obtemos sucessivamente:

Al.(A-X)=A"'.B
(A'-A).X=A"'.B
I-.X=A".B

Xe= At B

50

Entdo, A-X =B — X = A"'.B (D

Inversamente, para X = A~" - B, a equagdo A - X = B fica satisfeita:
A:-X=A-(A'.B)=(A-A")-B=1-B=B
Entio, X = A".B = A-X=B @@

De (D) e () vematese: A-X = B == X = AL+ B

Exercicio Resolvido

2 1 | .
2.62) Sejam as matrizes A = [1 1:|e B = [3 3 ] Resolva a equagdo matricial:
A-X = B.
Solucao

1
-1

I 2 1e1+(-1)+3 1-2+(1)-4
3 4 1)-1+42+3 (-1)-2+2-4

-1
A matriz A é invertivel e Al = [ " ] , (veja o exercicio 2.54).

Entdo:

1 1 -1
X = A" «B = .
-1 2
-2 =2
X =
5 6
Exercicios Propostos

7 4 2 1
2.63) Sejam as matrizes A = |: ]e B= I: l]' Resolva a equagdo matri-

cial: A-X = B.

cosa sena cos 2a
2.64) Sejam as matrizes A = e B= . Resolva a equagdo ma-
-sena cosa sen 2a

tricial A - X = B.

2.65) Seja A uma matriz invertivel; suponha respeitada a conformabilidade, e demonstre que:
X+A =B =>Xu«BsA™l
51



2.66) A, Be C sio matrizes quadradas de ordem n, invertiveis. Resolva as equagSes matriciais:
a) A-X-B=C
b) A- X+ B=
0 (A-X)' =
d) (A+X)' = B
e) A-X)' =B

C

Teorema

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n, invertiveis; entdo A - B ¢
invertivel e:

(A i B)-l .= B-l . A-l

Demonstracao
Temos:
(A-B)-(B'-AY)=A-B-BY):A'=A-I;-A'=A.A"=],
(B'-AY).(A-B)=B'-(A'-A).-B=B'.,-B=B'-B=1I,

Das duas igualdades acima concluimos que A - B ¢ invertivel e sua inversa €
B'.AL

Teorema

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, invertivel; entdo

L0 i

Demonstragao
Temos:
A-A'=AT.A=1],

Entdo, tomando as transpostas das matrizes iguais acima:

A-AH =@t A =T
A-ANY =@ A =1,

(A_l)t' At = At‘ (A-l)t - ln

A defini¢ao de inversa de uma matriz possibilita escrever, da equagdo acima,
que (A = (A"
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Teorema

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, invertivel e o um nimero real
nio nulo; entdo:

(mA)’l‘= ?l"" A'l 4

Demonstragido
Temos:
A-A'=AT.A=1,
Dai: (a-A)-(%-A“)=(—E-A“)-(a-A)=I

A defini¢do de inversa de uma matriz possibilita escrever, da equagdo acima,

—1=L -1
que (o - A) = AT,

Exercicios Resolvidos

2.67) Definicao
Uma matriz quadrada, ndo singular, diz-se ortogonalquando A7 = Al

cos@ -senf

a) Verifique que a matriz A = [ ] é ortogonal.

senf  cosf

b) Se as matrizes, ndo singulares, A e B, sdo orfogonais entdo A + B ¢é matriz ortogonal.
¢) Se a matriz, invertivel, A é ortogonal, entio a matriz A~ éortogonal.

cos@ sen@
e
-senf cos0
¢ cosf senf i t
A" = ,eentio A~ = A" e A é uma matriz ortogonal.
-sen cosf

Solugdo

[cos@ -seno] 43
a) Se A = entdo A

senf  cos@

b) Se A e B sdo ortogonais: Alaat o Bl= B!. Devemos verificar que
(A-B)"' = (A-B)!,isto ¢, que A + B é ortogonal; de fato:

A-B' =B'.a1=B.A = A:B)
c) Temos A= At;seja A~! = M. Devemos verificar que Mt = Mt;de fato:
= sy t i
M- aht= A = @bt = @ahHt = Mt

A é ortogonal
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2.68)

2.69)

2.70)

As matrizes quadradas A, B e C sdo invertiveis. Respeitada a conformabilidade, demons-
tre que:

A BUEY. MRt

Solugdo

A propriedade associativa permite-nos escrever: A +B +C = (A +B) - C.
Entdo, aplicando o Teorema da pagina 52, obtemos:
A-B-O'=[Aa-B)-C]" =Cct-a-B)! =

cr.pt e hysotiptiat

Para as matrizes A, B e C, simplifique:
CoBlea-(eRreB- A @ty B

Solugio

Temos sucessivamente;
C-B'-A-(a'.Bp'.0.(c"'.B)+B
csBleAsAa™BreCc-CY):B-B
c-Bt.1+Bl.1.B-B
c.-Bl.8'.B)-B

c-B'.1.B
c-@B'.B)
Cet

C

A e B sio matrizes taisque A+ B = A e B+ A = B. Verifique que:
a) B'-A' = Al

b) A B = B

c) A= B =1, se A é ndo singular.

Solugdo

a) Bt-At = (A-B)t = A
hipotese

b) At.B' = B-A)! = B

¢) Multiplicando por A 9 esquerda”, ambos os membros da igualdade A < B = A,

tem-se:
A'.Aa-B=A""-A
A-A)-B=1
I-B=1
B=1
Se B = I, na igualdade B + A = B, obtemos A = I

) A e B sdo invertiveis e comutam. Verifique que A~' e B™! também comutam.

Solucido

Se A e B comutam, tem-se A B B-A.
Devemos demonstrar que A~ e B~ comutam, isto é, que y

De fato:
B! = (B1A)'l = (A}B)'l =pl.a?

A e B comutam

a1« Bteat,

8

2) Se A é ndo singular e A+B = A-C, entio B = C.

Solucdo
Se A é ndo singular, existe A~!. Multiplicando-se por A~! ambos os membros da
equagio A + B = A - C, obtemos sucessivamente:
Al-A-B)=A1-A-0
Al.a)-B=@A"-A)-C
[-B=1-C
B=2C

3) Se A ¢ invertivel e A2-3.A+2-1 = 0, verifique que:

T O B
Al =Sl

Solugdo
“Isolando” a matriz I no primeiro membro da equagdo matricial acima:
2.1=-A+3.A

1 2 .3
s R W e

Multiplicando-se, agora, ambos os membros da equacdo por A, obtemos:

1-A7' = (——12—-A2+%-- A)~A"

A7l = (—%-A’)-A‘H(%-A)-A"
a —% -A-(A-A') +%-(A-A')

o[A »

I

3
-1 2 =
Al = #:5pin

-1

P

«A+

A

N|w o
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2.74) As matrizes I + A e I - A sdo invertiveis. Verifique que se B = (I + A) - a-at v
entao B' = (1- AY)™' . 1+ A,
Solugio

B' = [a+A) - a-A)7] = [a-0)7' [ a+a) = [a-a - a+a) =
= (<Al s @t eal = @G-ahre@+ad),

2.75) A matriz quadrada A ¢ invertivel. Para p € N*, demonstre que:

AP = AP

Solucido
Vamos nos utilizar do Método da Indugio Matemaitica.
Teorema 1
Parap = 1 a propriedade ¢ vilida.
Teorema 2
Hipétese: suponhamos que a propriedade ¢ vilida para p = k, isto é:
@b = @
Tese: demonstremos que a propriedade é valida para p = k + 1, isto é:

(Akﬂ)-l - Gk )k+l

“y

Multiplicando-se, “‘a direita”, ambos os membros da igualdade da hipStese pela matriz AL

ab™ AT = (A“)K-A“
SXFE

Aa-a5" = @

(Ak+|)—l i (A-l)k+l

2.76) Suponha que B = P™! . A « P. Mostre que B™ = P71 A™. P param € N*.
Solugdo
Vamos nos utilizar do Método da Inducdo Matemitica.

Teorema 1
Para m = | a propriedade ¢ vilida: B = P™1 « A - P,
Teorema 2
Hipétese: suponhamos que a propriedade ¢ vilida para m = k, isto é:
BX = p-l.ak.p

Tese: demonstremos que a propriedade ¢ vilida param = k + 1, isto é:
Bl<+| 2 it Ak+1 op
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Multiplicando-se, “d direita”, ambos os membros da igualdade da hipotese pela

matriz B:
B.B=@'.Ak.p). B
BK*1 - @l Ak .p). 1. A-P):Jdado
B<*1 = el Ak . @ AP
pk*1 = pt . pk.j.A.P
pk*1 = pt.ak.a.p
gk+t - p-1 . AK*L

Exercicios Propostos

1
2975 Sehi=d 123+ & ,veﬁﬁquequeA“=—'31-(A’-2~A-4-x).
1. 10! 32

2.78) A é uma matriz ndo singular. Se A é simétrica entdo A~} & simétrica. Demonstre!

2.79) Para as matrizes A, Be Q, tem-se: B= Q » A » Q; verifique que: A= Q™' + B - Q.

2.80) A e B sio matrizes invertiveis, dadas. Determine a matriz X:
X=B+ (-B-A)-X

2.81) Para as matrizes P e Q verifique que s¢ pl+Q'<lentioP+Q=P-Q.

2.82) Teorema: Mostre que uma matriz 2X 2:

o)

¢ invertivel se e somente s¢ A = ad -bc 7 0.

Se A # 0, verifique que:

d -b
atn L,
A [—c a]

Observe que o Teorema acima dd um método simples que permite inverter, de

forma ripida, qualquer matriz de ordem 2X 2, A, ndo singular.
Para sc obter a sua inversa A", procede-se da seguinte forma:

i) trocam-se os sinais dos elementos b e ¢
ii) trocam-se as posigoes dos elementosaed

iii) multiplica-se a matriz resultante por 4 ,onde A = ad - bc

A
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2.83) Se A, Be A + B sido invertiveis, assuma que (A'l + B! )~l ¢ invertivel. Entdo, verifique
que:

pi S =
A?'+BhH =A-a+B!.B
2.84) A matriz quadrada K é anti-simétrica. Se as matrizes 1 +K e 1 -K sdo invertiveis, a
matriz B, definida por:
B=(+K)-(I-K)*!

€ ortogonal.

2.85) No conjunto das matrizes de ordem 2 X 2, sejam as matrizes do tipo:

b
Considere o conjunto:
T ={MIM=a-A+8-1, (@ B) € R?}

 URN
A = i ,coma+d=-1¢e ad-bc = -2

a) Verifique que A% = -A+2.Ie deduza que A"l =
de 71?7

b) Demonstre que o produto de dois elementos de ~| ¢ também elemento de ~1.

Ll ik Aoty
3 A+2 I. A7 é elemento
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Exercicios Suplementares

x+y 4 -2 5 4 -2
3 2z, 3 3 2 3
I.1)  Sejam as matrizes A = e B =
0 4 x-y 0 4 -1
-6 z—=t -1 -6 -3 1
Se At = Bt, determine X, y, z e t.
3 -4
1.2)  Sejaa matriz A = . Determine a matriz X, sabendo-se que:
1 2

2:X .-3:A + 15 = 0s.

b SR P g Q.2
I.3)  Sejam as matrizes A = eB= S Determine as matrizes

I "2 6 4
X e Y, de ordem 2X 3, tais que:
2:-X-Y=A
X+3-Y=8B

bec -b? 4
14) SeA = ,entdio A® = Q. Verifique!
c2  -be

: 1n 4
I.5) Determine todas as matrizes que comutam com a matriz A = l: i ] ”
0

1.6) Para cada nimero real & associa-se a matriz:

cos & -sen &
T, = »
o sen@  cos

Verifique que Ty Tg = To, g que T_g = L

1.7)  As matrizes quadradas de ordem n, A e B, comutam. Demonstre que:
a) (A-B)? = A2-2.A-B + B?
b) (A-B)- (A2 + A-B+B?%) = A%-B?
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1.8)

L9)

1.10)

L11)

112)

1.13)

L14)

L15)

L.16)

L17)

A ¢ uma matriz quadrada. Verifique que:

.

a) amatriz =—; < (A + AY ¢ simétrica.
b) a matriz K =% - (A-AY ¢ antisimétrica.

c) Deduza entio que toda matriz quadrada pode ser expressa como a soma de uma
matriz simétrica com uma matriz anti-simétrica.

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n, ndo nulas, tais que A + B = O; dizemos
entdo que A e B sdo divisores de zero.
Mostre que as matrizes:

2 =3 =8 ;=% g Vg
Acsticl 4 Slem=) 1 =3 <5
15230 g T ei3 : 3

sdo divisores de zero.

Seja A uma matriz quadrada. Se A? = A, entdo dizemos que A ¢é idempotente.
Mostre que as matrizes A e B do exercicio anterior sdo idempotentes.

A matriz quadrada C é idempotente e ndo nula. Verifique que as matrizes C e C- I sio
divisores de zero.

Se a matriz A ¢ involutiva mostre que S = % c(I+A)eT =% * (I = A) sdo matri-

zes idempotentes. Verifique entdo que S + T = O.

A, B e C sdo matrizes de ordem nXn tais que: A = B + C,C2 =0eB+«C=C-B.
Mostre que para p, p € N*, tem-se:

AP = BP.[B+ (p + 1)-C]

Determine os reais X, y, z para que a matriz

L. 0 0
SR -
X ¥ .=

seja ortogonal.
Existe alguma matriz inverttvel A, tal que A% = 0?

A, B e Csdo matrizes de ordem n X n, invertfveis. Determine a matriz X:
A+@ ;D= clea

A e B sdo matrizes quadradas de ordem n e A é invertivel. Verifique que:
(A+B)-A™' < (A-B) = (A-B)-A”'- (A+B)

1.18) Sejam Ay, A, A3, ..., Ap—j, A, matrizes de ordem nX n, invertiveis. Utilize o Método

da Indugdo Matematica para demonstrar que:

Ay chgohze. ..o Agey s hg) Y = A e AZY, 6. o AT o AT « AT

1.19) X; e X sdo matrizes de ordem 2X 2. Determine-as:
2 = -1 2
+ Xy + X, =
0 41 3 1
0o 1 2 -3
Xy + X2
3 2 1 1

1.20) Considere o conjunto | de todas as matrizes quadradas de ordem 2 da forma:

n I
1,
l‘\) ~ w
- o w
= s )

10 11

1 41
A =
(3
A g
o

onde & € R*.
a) Mostre que dois elementos de "1, A e Ag, comutam se e somente se & = B.

b) VexiﬁquequeAa-AB + Aﬁ-Aa = (2 -%.__2_).12 i

c) Calcule A; i

d ; 2 _ (@-p)?
) Verifique que (Aa + Aﬁ) = - T <1,

2n n @- /"
e) Mostre que para n € N*: (Ay + AB) = 1) —dn——En—— oI .
f) Verifique que (Aa * Aux)2 = - —;— Iy
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Capitulo

Calculo
de determinantes

3.1 — DEFINICOES

Aqui, vamos descrever como se associa a uma matriz quadrada de ordem
n, A = [ajj], um niimero que se denomina dererminante de A.

Historicamente, os determinantes surgiram no século XVII, com os estudos
sobre a resolugdo de um sistema de equagdes lineares.

Para uma matriz quadrada A, hd um caminho preciso para se calcular o
seu determinante:

19) Se A é uma matriz quadrada de ordem 1:
A = [ay]

o seu determinante € a;
O determinante de A é notado com det A; entdo:

det A = det [an] = au

Exemplo:  det[4] = 4

29) Se A é uma matriz quadrada de ordem 2:

o seu determinante é ayp * a2 —212 * A3g.

A4 a5 Ay =
Para substituir a notagdo det[ ] usa-se a notagdo
a1 A4

qual se utilizam barras verticais “cercando” os elementos de A.
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Entdo:

det A =

ay  ap &
=2 caxn-2a5ay
a2 a2y :

.
i

Observe entdo que det A é o produto dos elementos da diagonal principal de
A menos o produto dos elementos da diagonal secundiria de A.

\

\ /
K 2

/3/ )\\4\
$ ®

39) Se A é uma matriz quadrada de ordem 3:

Exemplo:
=1-.4-2.3=-2

an 2 ap
A=|ay ayn an

a3;1 a3 Az

0 seu determinante é:
Ay vaxn-ax;ta;zeas - azptag.aeay-a13° 220831~ 330 A33~ay5+ 891 * 33

Entdo:

3

an ajp a3 TR 35 190 = TR
a1 ap a3 [=aytaxpcaptagzcagtantajytazgtaz-aj3caxntay-aytancan-ai3taytag
a3 ayp a33

A igualdade acima pode ser memorizada com auxilio de uma regra bastante
prética, denominada Regra de Sarrus; os produtos sio obtidos conforme indica o
esquema:

- ~\
- P ~

/// / 3

12 723 1)

// // /I

2 apn a2 /322/,/323

AR Cag| N e as (asy
« s gzt ay a2 + Ay - 3 7 e

A
(5% ay3 « agp - an
> i

/

~

-
~. dp +dxpn-asg
S &
a3+ dg; * A32 ay ¢ a3 ¢ a3z

——

1+2:243:4.14(-1)+03-32+(-1)-1-3-1-2:0-4=

N ‘\\ N
NON(E1)-0-3
SNe 21.2.2

“\344.1

Exercicios Resolvidos

X -3 x+1' <1
3.1) Se = 8, calcule D =
4 2 6
Solucdo
Da igualdade : = 8 obtemos 2x-12=8 e dai x = 10,
x+1 -1 11 -1
Entdo, D = = =66-(-5) =171
6 5
1 2
3.2) Seja a matriz A = & & . Determine x, x € R, para que: det (A-x+1)=0.
Solucio
I T/ 1 .6 x 0 1-x 2
Mmoo E s al e Ll 4l Mo xlila den
1-x 2 2
Entdo, det(A - x-I) = 4 =(1-x)(1-4)=0.Dai,x=10oux=4.
* 4-x
3.3) Resolva a equagdo: x| -1
2 x -2¢=0
1
Solugdo
Temos:
x 1 -1
2 x =2{=xexel+(-1)e2+1+0°1+(-2)~(-1)*x+0-x+(-2)+1-1+1:2=0
D i 1

Daf: x2+2x-4=0e, entio, V= £1+V5 ;-1-V5 }
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Exercicios Propostos

3.4) Calcule os determinantes:

|-1 4
a)
-5 2

sen @ -cos (&

sen B cos B

c)

3.5) Resolva as equagdes:

3x -1 3

a) ==
x 2x-3 2

) 3 2 senx

C =
2sen’x  senx

3.6) Determine 0, f € R, para

cos?0 - 1

1 X - cosf

X -cos B

admita raizes reais.

3.7) Calcule os determinantes:

1 9.3

)" | 2°%=1" 10

0 13 2

1 -2 1

d (1 -1

2 2
3.8) Calcule:
a) detly

cos ¢
b) |

sen o

tg @
d)

5t

sen x
b)l

cos X

4 sen x
d)

1

que a equagdo em X:

1 0 0
b) |0 2 0
0 0 3
2 -3 -1
e {-1 -5 3
1 1 1
b) det O3x3

a b
39) Se A =l: d]e det A = 3, calcule:
c

a) det(2A)

b) det(A})

-sen &
cos &
1
tga
cos X
=0,0<x<m
sen X
1
=0
cos X
1 =21
¢ ]2 t -1
22

an a2 ap
c) det| O ay ay
0 0 agm

) det(A™!)

3.10) Verifique que det(A * B) = det A - det B para as matrizes:

i =2
A 2850
0. 1

3.11) Resolva as equag3es:

. 3 3%
a4 5 -1|=0
2 -1 5

3.12) Resolva as inequagdes:

X 3%
4 2x

<14

3.2 — MENOR E COFATOR

Defini¢do

3

1je B =

0

1. 3200, 2
3 Ry
2 1 3
3 x -4
b) 2 -1 31|=0
x+10 1. 1
2 x+2 -1
b |1 1 -2[>0
5 -3 X

Seja A uma matriz quadrada, de ordem n, n > 2, e seja aj; um elemento
qualquer de A. O determinante da matriz de ordem n - 1, obtida de A suprimindo-
se sua i-ésima linha e sua j¢ésima coluna chama-se menor do elemento a;;, e

indica-se-o comM;;.

Exemplos

19) Seja a matriz A =] 3

1

1

2.8

-1 2

273
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1
29) Seja a matriz A = ‘ :
3 4

1 "‘iz‘,.-
[3 ‘:] My =|[3]=3
[3 7 4:, Mz] = ’2] = 2
Defini¢do

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, n > 2, e seja aj; um elemento
qualquer de A. O nimero:

Ajj = (D). My

chama-se cofator do elemento ajj.

Exemplos
e s
Seja a matriz A =| 4 § 6
0 2 -1

1
A =(-1)**2. My = (-1)**2. 0

3|_l
L [=1En=-1

2
Ay =(-1)*1 e My, = (-1)2*1. 5

3
: ] =17 =7

-

v N

1 2

i 1
4.5 ‘6_ Az =(-12"3. Mg =(-1)3*3. =1.(-3)=-3
() 4

3.3 — DEFINICAO DE DETERMINANTE

Vimos até aqui a definicdo de determinante para matrizes quadradas de
ordem 1, 2 e 3.

Agora, a partir do conceito de cofator, definiremos determinante para uma
matriz de ordem n, qualquer.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Define-se:

Para n=1: A =[ay] e detA =|ay|=ay

Para n > 2:
ay ;3 23 .. ap ay ap i’a“ : l'xq
e a1 axn axn an2 o St A= 21 ax» A an |
ain 32 33 ann an1 a2 2n3 ann
n
=ay+Ap tap-Aptang-Apt..tagAnp= Z agje Ay
j=1

Entdo, o determinante de uma matriz quadrada de ordemn, n = 2, é a soma
dos produtos dos elementos da primeira linha da matriz pelos respectivos cofatores.

Exemplos

19) =ay -+ Aptan-Ap=
a1 an

=ay« (1) e lagl e (12 ayl =

ay * A -a12dy

an Q5 l

apy 252 23
20)| ay a2 azg |=an-Aptapc Aptagc Ap=

a3 a3 43

4 ap dy; A3
+a- (-1)'*2- +aa(-1)1"%. =

41 A
=ay- (). |

43 432

a3; az; a3  as3
=y » @2+ A33-2y * 233 * Ag3-212* g1 * A33Fayp 31 * A3 F 2337221 * A3~ 2137 231 < A22.

Note que o resultado acima coincide com aquele da definicdo dada ante-
riormente (Regra de Sarrus).
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39)

=2 (-1)1”.

+ 2. (-1

=2:Ap+(-3)- A +2-A+5:-Ay=

Binnideial
A
b 1,3

2 il EayE )
R

Litidy - 1

3.7 T1E8.00. |8

g o1 1 1

=2.(-14)+3 . (-17)+2.(-5)-5.(-18) =1

(S )

49)

—
[

w
o

=2¢At0-Ap+0-A;3+0- A=
\ Ry

—_ W = O
-0 N O
_— W = O

T >,
=2'A1]=2'(—1)1’1' 3 0
P =1

Exercicios Propostos

3.13) Usando a definigdo dada acima, calcule os determinantes das matrizes:

(1
3
a)
2
| 1
3
; 2
C
3
[ 1

72

.33 "4 3
7 -1 0 -1
b)

1 -2 -2
< { QP § -1
-1 0

0 o

4 -1

7 -2 9]

2
5
-7
2

N
Zero

1
2
N
-3

— Gy

-4
3
1
4

3.14) Calcule os determinantes:

a 0 0 0 O
0..5..0,] G 0
a) {0 0 ¢c 0 O b) det Is
0 0 0 4 0
0 0 0 0 &

3.15) Seja a matriz quadrada A = [aijo4 dada por:

24 3 Y
-2 § 1 3

A
v AR O L |
Sy - 15

a) Use a defini¢do e calcule det A.
b) Calcule: ay * Ay +ag +Ag taz Az tag-Ag
c) Calcule: ay*Agy+aj*AptajzAtay Ay

3.4 — TEOREMA DE LAPLACE

: ”sq" s Uina , §m§ﬂ}2& dt%%(!g
“soma dos pro
pelos r;specuvos cofatoxes.

A demonstragdo é mais complexa que instrutiva; ndo a faremos.

Observagdes

12) Para a matriz A = [ajj]ly xn podemos escrever:

€l

paratodop, l<p<n.f

e

23) A escolha da linha (ou coluna) para o cdlculo de um determinante deve
ser adequada: a fila escolhida deve ser aquela que possua mais zeros. Para cada
zero da fila escolhida corresponde um cofator que ndo precisa ser calculado.
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Exemplos

Y 3 =k 2
0 3 Do 2
19) Consideremos a matriz: A =
- 2 14 3
4 1 -3V°2

Utilizando a 22 linha. para a aplicagdo do Teorema de Laplace:
det A =251+ Ay tag - Agy tazsc Agstag - Ay
det A=0- A2|+3 o A22+0 . A23+au' Au

—— ~—

zZero zero

Note que a escolha feita leva-nos ao cilculo de apenas 2 cofatores;se utili-
zéssemos a 12 linha, deverfamos calcular 4 cofatores.

29) Vamos calcular o determinante:

1 2 -3 4
T

| B e dkans
2 .0--2 3

Escolhas apropriadas para o desenvolvimento sfo a 32 linha ou a 22 coluna.
Utilizando, entdo, a 32 linha:

I SR 4
T il . B bms s haaPangs Ao bmaio ik
= = Qa1 * a . dazq* A * =
Ve T 31+ Az tag s Agpptazy s Agztan Ay
2 0 2 3 zero zero
L T S
=(-1)**.3. ]2 L 3+ 03)4 |4 2 1
0 -2 1B 2 0 =2
Agora, utilizamos a 12 coluna para desenvolver o determinante:
2 -3 4
7. SRS
& -2 3
74

3 r
+(~1)!*2.2.

=1 141.2.
) -2 3 -2

: =1:2:9+(=1)+2+(-1)=20

Analogamente, utilizando a 32 linha, calculamos:

firsigo i3
4 20 1
%0 5%

2
=1 1*3.2.
(- "

-3
1

L 2
+(-1)3+3.(-2)' 4 2|=1.2.8+1.(-2),10=_4

Entdo D=1-+3+20+(~1) - (-3) - (-4) =48

Uma aplicagdo do Teorema de Laplace — Matriz triangular
Seja a matriz quadrada de ordem n: A =[ajjlnxn

Se ajj = 0 quando i > j, A denomina-se matriz triangular superior.
Entéo:

Observe que os elementos de A que estdo “abaixo” da diagonal principal
s30 iguais a zero.

Analogamente, se ajj = 0 quando i < j, A denomina-se matriz triangular
inferior:

Se A € uma matriz triangular, o seu determinante é o produto dos elementos
da diagonal principal; isto se verifica desenvolvendo o determinante de A através da
12 linha, se ela for triangular superior, e, através da 12 coluna, se ela for triangular
inferior:
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3.17) Calcule os determinantes:

n {
xmA = aycan-ayp: - "nn anaﬁ

: s i Tl ) (N a3 a; 0
=1
S 1 b -1 1 0 a a O
v ) .1 Blo & s
Note que a matriz diagonal de ordem n: O o Lo
- e 0 @1 - 0 B 0" S0k, af
an 0 0 ode 0
0 = gz 50 w10 3.18) Calcule os determinantes:
0.0 a
- 9 278 0 8,020
1 2 3 -4 2
------------------ 0 1 0 0 0 9 l 0 0 0 0
0 0 0 st Bpin 76 2 0 0 O
= _ alo £ 0 2 1 b)
é triangular (veja item 1.6). TR T < e $oi¥nb 2 90
Em particular, a matriz identidade de ordem n, 1,, que é uma matriz diagonal, § TR 3 3. 9 6.3 0
¢ também triangular. Tem-se: %74 3 01
Fl 0 0 3.19) Verifique que:
0 i :0 & -0
an a X1 1
detIy=detf0 0 1 .. of=1.1-1..1=1 an ap 0 g
e any  ap a1 axp X2 Y2
______ n fatores =lay an 0}=
........ 321 an 1 0 0 l y3
(0 0 0 1 il o 0 o0 1
Entdo, para a matriz identidade de ordem n: 3.20) Dé uma matriz quadrada de ordem 3 cujo determinante € igual a:
det I, =1 el EF ¥ b . b
Mde san A5 I A ¢ > G
$ 3.21) Seja A uma matriz triangular superior; Al ¢ uma matriz triangular?
Exercicios Propostos
3.16) Calcule os determinantes: 3.22) A e B, de mesma ordem, sdo matrizes triangulares superiores. Verifique que A + B é
matriz triangular superior.
3 =}:i P 0 -t 21 ) 4
2 0 0 0 0 1 0 3.23) Calcule o determinante da matriz de ordem n:
a) - S 8 ~ O iD=1-0 = 5
0 Y 0 0 =
1 7 =R 9 2 1 0
0.1 ;0
- A ¢ o s 0 2 5 1 g-0:+0 0
370 0 2 S L ¢ Y Y SR | (RO . o
c) d)
(e - ) 2 0. 2 =1 0 0 0
208 1, 3 3 24 0 0 0 O 04
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3.24) Seja a matriz quadrada de ordem n: : Capitulo 4 w
e Tt e e
w =l g 2y e . Propriedades
0 a3 -t ! 0 0 -
ol s Sewlef #le dos determinantes
........................... 7\ .
0 0 0 0 .. -t 0
L 0 g0, B 5 0y s ['an <t | 4.1 — DETERMINANTE DA MATRIZ TRANSPOSTA

Verifique que det A = D" (t" - a;25a3 ... ap).
P> Propriedade P1

Seja a matriz quadrada A, de ordem n; entdo:

Demonstragao
Vamos nos utilizar do Método da Indugdo Matemitica sobre n:

Teorema 1
Para n = 1 a propriedade ¢ imediata.
Teorema 2

Hipétese: suponhamos que para matrizes de ordem n = p - 1 a propriedade é
vélida.

Tese: demonstremos que a propriedade € vilida para n = p.
Sejam entdo as matrizes:

rau a2 A3 .. alp—‘ _bn biz | iUiap - blp—
az a2 a3 azp bz] bzz bgg e bgp
A=)ay a; apm .. azple A'=[bsy by b .. by
| 31 32 aps app | [ bpr  bpa  bps bpp

Y para todo i, 1 <i<p
onde bjj = all{para todoj, 1 <j<p
Desenvolvendo det A e det A! através da 12 linha:
det A = an- All + e Al!"’an' A13+ voo B alp . Alp
det A'=by« By +byy+Biatbyze Byt + byp « Byp )
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Da definicdo de matriz transposta:
bu=an,bp=2ay,b;z=ay, .., bip =2y,
e, pela hipétese do Teorema 2,
B" = Au, B]z = Ag] % BB = A31, mesy Blp = Apl (observe que sd0 determi-
nantes de matrizes de ordem p - 1).
Agora, substituindo em (I):

det Ab = wye Ay ¥ ay v Ay Vg Ay ¥ F ap, « Ap = det A
(desenvolvimento através da 12 coluna).

Observagoes

12) A importancia da propriedade acima reside no fato de que as proprie-
dades dos determinantes que s@o vilidas para as linhas de uma matriz, também o
$30 para as suas colunas. Entdo, se uma propriedade é demonstrada para as linhas,
poderemos poupar a demonstragio para as colunas, e reciprocamente.

2%)  Atencdo: Por comodidade de linguagem diremos, is vezes, “‘a linha,
a coluna, ... do determinante D”. Quando isto se der, fica estabelecido que se fixou
uma matriz quadrada cujo determinante é D; e a linha, a coluna, ... a que nos
referimos, s30 da matriz fixada.

Exemplos
[a b
1 odemll - modebo 50
jic @ b d
20) 1= 8 9 pligpray
det|4 1 oOf=det|3 1 3]|=-11
3 309 0 1

4.2 — TROCA DE FILAS

P> Propriedade P2

Seja a matriz quadrada A, de ordem n, n > 2._
Seumam&izléobﬁdade&“tmmdo-se”nestaasposnmde
duasqlwwquerlinlmmm) temse:

- detB = -det A

& 34
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Demonstracio

Vamos nos utilizar do Método da Inducdo Matemdtica sobre n, fazendo a
“troca” de duas linhas:

Teorema 1
Demonstremos a propriedade para n = 2.

. an a2 -
Seja A = ;entdo det A = ag - a;-agp- as,
a1 Ay

“Trocando-se” as posigdes das linhas:

A1  dAp )
B= |: ,edai det B=ay -ajp~as-ay=-(ay-as;-a55-35;)=-det A
an a2

Teorema 2

Hipétese: suponhamos que para matrizes de ordem n = p - 1 a propriedade é
vilida, isto é, numa matriz A, de ordem p - 1, trocam-se as posi¢oes de duas linhas
obtendo-se a matriz B e, entdo, det B = ~ det A.

Tese: demonstremos que a propriedade € vdlida para n = p, isto é, numa
matriz A, de ordem p, trocam-se as posi¢es de duas linhas obtendo-se a matriz B,

e entdo, det B = - det A.
Sejam as matrizes A = [ajj] . € B, que se obtém de A “trocando-se”

nesta as posi¢oes de duas linhas.
Em A e em B seja i a ordem de uma linha diferente das duas que foram

trocadas; entdo:

n n
detA:Z ajj+ Ajj e detB = Z ajj » Bjj
=l j=1

Cada cofator Bjj, associado a uma matriz de ordem p - 1, é obtido do
cofator Ajj, “trocando-se” neste as posigdes de duas linhas; por hipétese do
Teorema 2:

Bj = - Ajj

Entdo,

_n n
det B = Z 3 - (- Aj) = - Z ajj + Ajj = -det A
jal jlm1

A demonstragdo é aniloga se em A fizéssemos a troca de duas colunas.
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Exemplos

19 a b
x
P q
4
20) a) dy ajz aq a; ay ajz ag
Sl 0%

4.3 — FILAS IGUAIS

Elementos correspondentes

Seja a matriz A, de ordem m x n. Dadas duas de suas linhas, um elemento de
uma delas e um elemento da outra dizem-se correspondentes se pertencem 4 mesma
coluna.

Por exemplo, na matriz:

os elementos 0, 4, - 1 e a da 22 linha sdo os respectivos correspondentes dos ele-
mentos 5, 7, 9 ¢ 0 da 32 linha.

Diremos que numa matriz A linhas, de ordens diferentes, sio iguais se os
elementos correspondentes nessas linhas sdo iguais.

Por exemplo, na matriz:

g% b ¢
A= & 3.4
& Wb ¢

as 12 e 32 linhas sdo iguais.
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Analogamente definimos elementos correspondentes em colunas e colunas
iguais para uma matriz; por exemplo, na matriz:

B

os elementos 1, 5 e 3 da 12 coluna sdo os respectivos correspondentes dos elementos
3,4 e 7 da 22 coluna; observe que as 12 e 32 colunas sdo iguais.

P Propriedade P3

Seja a matriz quadrada A, de ordem n, n > 2.
Se A possui duas linhas (ou colunas) iguais tem-se:

e
Demonstragio
Em A = [ajj] . suponhamos que a i-ésima e k-ésima linhas sejam iguais,
isto é:

ajj = agj, para todo j, 1 < j<n
“Trocando-se”, entdo, as posi¢Ges dessas duas linhas, obtém-se a matriz B,

tal que:
det B = -det A @

Mas, como as duas linhas “trocadas” sdo iguais, tem-se:
det B = det A (D)

De @e @ conclui-se que:
det A = ~det A

e daf det A = 0.
A demonstragdo € andloga se em A tivermos duas colunas iguais.

a 1 a R L)
® 7 % |=0, | WEEEENA= 0
B 4 X, 9. 3
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4.4 — FILA NULA

Definicao

Seja a matriz A de ordem m x n.
Uma fila de A (linha ou coluna) dizse nula quando os elementos que a

constituem sdo todos iguais a zero.

Por exemplo, na matriz:

< e
[ RS |
a o

a 22 linha é nula.

P>  Propriedade P4

Seja a matriz quadrada A, de ordem n.
SeApossmumaﬁla(hnhaoneoluna)nnh entdo:
s wmield b d gepiRdd | WP zowue

Demonstragio

Desenvolvendo o determinante de A através da fila nula, tem-se a tese.

Exemplos
I 12
Io ol 2 x 0 100
=0 =0
3 4 3.7 O 101
4 y 0 200

4.5 — MULTIPLICACAO DE UMA FILA POR UMA

CONSTANTE

Defini¢cdo

Seja a matriz A de ordem m X n.
“Multiplicar uma fila (linha ou coluna) por um ntimero k” é multiplicar

todos os elementos que a constituem por k.
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Por exemplo, na matriz:

a x y
Lox 34y 7

A= ;
4 Sy
0 =732

g x ¥
B 3 i
| S
0 7 P
p  Propriedade PS5
LR % O S 3
Smmtmwmxmr«m
Seja B a matriz obtida Amllji“ o aca? na linha (ou
coluna) pelo nimero k; entdo: L e ‘?ﬁx
i detB=k detA

Demonstracao

Sejam, entdo, as matrizes:

= - = —
ay a2 a3 ... g a2 a3 ... d
a1 42  A23 ... dg a7 a2 dz3 asn

& ol S2EEE A A R PN G35 R AL Ve it
ay 3Ap  ay ajn kaj, kaj, kaj, kajn
4y Ay Ap3 ann | Lam 3y apy nn |

Observe que a matriz B foi obtida da matriz A multiplicando-se nesta
a i-ésima linha (1 < i < n) pelo niimero k.
Note também que os cofatores dos elementos da i-ésima linha de B sdo
iguais aos cofatores dos elementos correspondentes da i-ésima linha de A.
Entdo, desenvolvendo o determinante de B através de sua i-ésima linha:
det B= k. aj -« Ayt ke ajpp* Apt k'ai3° A‘-3+...+ ke aj * Ain=
= Kajy - Ajtapp - Aptajse At .. Hajn- Al = k- det A
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Para a multiplicagdo de uma coluna de A por um niimero, a demonstragdo ¢ 4.6 — FILAS PROPORCIONAIS

' andloga.
Definicdao
e Seja a matriz A de ordem m X n.
19| t 4 = 1 4 Diremos que duas linhas (ou duas colunas) de A sio proporcionais quando os
B 3 9|=2.08 3 9]= elementos de uma delas sdo ordenadamente iguais aos produtos dos elementos
- P 2 4 7 correspondentes da outra pc?r'mesmo niimero k.
\ Por exemplo, na matriz:
2“em evidéncia”
% 34
1 1 4 1 1 4 A ¢
- =l x y z
= 2.| N - 2. 3 .|
et T \ 2 4 7
N 3 “em evidéncia” a 12 linha e a 32 linha sd@o proporcionais. Note que os elementos da 32 linha sdo
ordenadamente iguais aos elementos correspondentes da 12 linha multiplicados por
2
29) S ka kb ke a B c
keld e fl=]ld e f |=]ld B¢ fl= » Propriedade P6
g .h RS TS g & i
Seja a matriz quadrada A, de ordem n.
& a kb ¢ Se A possui duas linhas (ou duas colunas) proporcionais, entdo:
a :
= e kf = . —k— e Y =
g kh- i
Cnll Demonstracao
30) Sejam as matrizes: Seja a matriz A = [aj] . e suponhamos que, nela, as i-ésima e r-ésima
b linhas sdo proporcionais.
a c
ajj = k+ay, paratodo j, I <j<n
A=|d ¢ fleB=k-A comke R ) . £ '
Entdo:
g h i
a a a3 ... a a a i |
Entio, 1 12 13 an 1 12 13 in
az; A2 QA3 ... agp a1 a2 a3 ... Az
ka kb ke BB kel o vesesseseesnsmsdens] | osp st SR ., .
detB=dat(k: A)=dotihd "o " Wy=|kd ke  Kf|= linhai ‘h 33 33 "‘* " kar, kap, Kkayy ... kap
o o I I T L il O A S Sa MR i BT T B
b s linhar »| ay 22 ‘R{H@W 8y - 8p3: 83 --- 3
=skekekeld e f =k3.detA ........................................
g h i an ap2 aps ann ayy ane an3 app |
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a a a N SR | & 2 . ’
i i 13 in 4.2) a) Seja a matriz quadrada A, de ordem n; k é um nimero real.
a7 Y A3 ... Qazp Entdo:

" det ke AV =KD detd |
o, _ | " e det

.................. 1 2 4
Bii oA %y vi. % b) Sejaamatriz A =|~-1 -2 3
Pl @i
Calcule: det (5 + A) e 5 » det A.
an1 32 ap3 ann
Solugdo
A demonstragdo quando em A duas colunas sdo proporcionais é andloga. a) Seja a matriz:
Exemplo ay  ap a3 ... ay
axn an a3 ... ay
2 a " n
; i 2. . 5 =lan ax azx a3n
detf 2 4 b|=0, pois as 12 e 22 colunas sdo proporcionais.
_§ B an)  3n2 An3 ann
Entdo:
Exercicios Resolvidos
kay ka;p; kajz ... kajg
4.1) a; a; ag kay kay kaz3 ... kay,
Considere a matriz A =|b; b, b3 |, com detA = -4 k+A=|kay kap kasy kasn
P Re T Bl Y% § 00 | e wm¥ o« el A e sllsmaa e el s amanta e
Determine: kan; kany kaps kapp
a3  a; ay az a3
a) det A b) Dy =| b3 by by c) Dy=|by by bj Aplicando a propriedade n vezes”, nas n linhas da matriz k - A:
2 2
c3 € cCi C1 2¢y C3 an a2 313 ... Ay
Solugdo a1 a2 A3 ... W@
a) A propriedade dé-nos: det A' = det A = - 4. det(k+A) =kekek.. kek= 231 iam &R ... Smnle K™ < det A
Y
33 a al @ ) a as un vezes" .................
b) Dy =| b3 bz By |=-|by by b3|=-detA=-(-4) =4 an; an ap3 ann
P3 C2 c; C1, 124 2.C3 b) Temos:
\ trocam-se § 1 2} 4
as posic¢des detA=|-1 -2 3|=98
aj az a3 a) a; aj 7 0: 1
©)-D2=].by:~ cbg.. by = 2+|by by ba|=2.detA =2+(-4)=-8. Entdo:
% 20 2 ¢j ¢ ¢3 det(5 + A) = 5%+ det A = 125 + 98 = 12250

5edetA =5-98=490
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4.3)

4.4)

90

Prove que:
a b ag 1
a? v =1
bc ca ab 1
Solucdo
a )

Na matriz [a> b ¢? , multiplicando-se a 12 coluna por a, a 22 coluna por b e a

bc ca ab

32 coluna por ¢, o seu determinante fica multiplicado por abe; entdo

a b e a’
2 w2 a4 Yl g
8 Diae e K

bc ca ab abc

a? 2% 1

=[v? v 1

£}

trocam-se

as posicdes

Seja a matriz A = _lgij]an;

elemento ajj por ai'j, o € R*. Demonstre que det B = det A.

Solugio

ay  ap apg

32 33
b2 . p?
l’.‘2 C3

3
b abc
abc abc ! Bl |
1 3%%? 1
1 bv® b2 1
1 (cs cz'X 1
trocam-se
as posigoes

a matriz B € obtida de A, multiplicando-se, nesta, cada

« a1n

« A
. azp | entdo:

ann

a a3 . *ain
U el TR a"“-azn
@ 3eay ... ¥ My,

b2 cZ 2 b2
3 ﬁ 4 :3

leay a" *ap o “eag3 i a""-am

- ay 1-apn 0_1'323 .o (Yz—n'agn
= 02°331 Q- axp 1-az * as'" *aszn

Q" Cean; @ Teapy O Teapg 1-apy

Em B, multiplicando-se a 22 coluna por @, a 32 coluna por ¢, ...

coluna por a"'l, tem-se:

ay a a3 2in
Q- ay Q-ap Q- azy . Qecax
detB = 1 — az-agl az-an (12"333 . a2'33n
aso?. .. oo!
-t ™ o
gy 0" ans 0 N engs " eann
an ap ag ain
&) a1 axp axn azn
I Y e
G- .. | az1 axp axp azy (= det A
an1 22 an3 ann

, a n-ésima

4.5) A matriz quadrada A, de ordem n, é anti-simétrica. Se n é {mpar, calcule det. A.

Solugdo

Se A é uma matriz anti-simétrica:

At=-A
Entdo, det A' = det (- A).

Usando a probriedade e o exercicio 4.2a, podemos escrever:

detA = (- )" - det A

Se n é impar:

det A = -det A
2+.detA =0
detA =0

Exercicios Propostos

4.6) T 2g 2h 2i
Se|ld e f|=2 calcule:| d e f
g h i a b i©
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4.7) Determine o valor de m sabendo-se que:

a’d 3abc  3ac  Qias -
-2abd  b’c  6bc|=m-a’bd|-2 2
-acd 4bc®>  -9c? = e
4.8) Mostre que:
a) a az 1§ 1 i
by by bj3 =81_a'28—3 azazb; ajazby ajazbg
€1 €2 ¢C3 a2a3C;  ajazCy; ajaCz

4.9) Prove que:
1 a By
1 B Ya|=
1 7 af

P P —
<X ™ L
L ™R,

4.10) Verifique:

0 a
a 0
b c O

c b s

(-3
o

o
o o
»
~

® o
— e = O
(=
~
T -
~

o
N

»
(N}

(=]

4.11) Se A é uma matriz quadrada de ordem n, n = 2, determine det A sabendo-se que
2 - det A = det (2 - A).

4.12) Calcule, sem desenvolver, o determinante da matriz:
xi-y? x+ Yy X
X-y 1 1
X-y 1 y

4.13) Resolva a equagdo:
0 1 p 3
X X 1 =0

R DT R |
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4.7 — ADICAO DE DETERMINANTES

| 2 Propriedade P7
Sejam as matrizes quadradas de ordem n:

5 N
rau a2 a3 ... A
A1 3Ax» 23 ... a3
ik detara e mdy soni e
by b bz ... bjp [<linhai
| 31 Anz Ang ann |
- e
d12 Ay a3 an
421 A Ay Aq
C= L (&a G 4.\.4-._*" 3 £
4{‘ IR, q e | < linha i
ant  3An2  3An3 anp
an a2 a3 e an
d21 a22 d23 cee az2n

batCii  biatCia Dbis*Cis ... bin*Cip [« linha i

Observe que as matrizes B e C s3o idénticas exceto na i-ésima linha; a matriz
A é idéntica a B e C exceto na sua i-ésima linha, que é obtida somando-se as i-ésimas
linhas de B e C, isto é, somando-se os elementos correspondentes nas i-ésimas linhas
de B e de C. Entao:

Demonstracdo

Os cofatores dos elementos a;; da i-ésima linha da matriz A sdo 0s mesmos
cofatores dos correspondentes elementos, bjj e cjj, das i-ésimas linhas das matrizes
B e C; isto é:

Aij=Bij=Cij,(l<j<n)
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Desenvolvendo o determinante da matriz A através de sua i-ésima linha:
det A =(bj; +ciy) - Ajy +(big+ciz) - Ajp +(bia+ ciz)* Ajat ... + (bintein) - Ajp = a ' "3awd @ a 1 3a a

= (b1 » Aji tbia App+biz+ Ajgt... +bip » Ain) +(Cin * Ajr cig* At ciz» Ajg +... + b 2 3b+4|°=

+ Cin * Ajn) = (bj; « Bjy + by« Bp +bjy - Big+ ... +bjy « Bin)+(cjy « Cj; topp - Cip +

tci3+Cist ... +Cjn+Cip) =det B +det C

Solugdo

3c+6 3
&3¢ 88 c 36\ L&

“proporcionais” “proporcionais’

A propriedade também ¢ vélida para colunas:

4.15) Caicule, sem desenvolver os determinantes, a soma:

an ajz 819 %, b[jﬂ'cuw ... Ay a b .T 2. 2b 2
az a2 A28 - oo b,}‘f‘ (.‘aj ... dgp S=|-1 3 S F (L =37 =5
a3y L EY) 33 s. bhar"CQj ... A3 |= 2d 2 2 d ¢ f
................. Sohugdo
an; Ay apj bpj tcpj ann I R % B e
wljmj FiPETT s il -8 il
ay a2 a3 ... btj <.+ @yp au a2 13 ... € ... ap 24 2 2f d: &%« f
az a2 a3 ... bgj .. QA2p as a2 423 ... C2j ... azp
; a b e a b c
=|a3; azx» ax by asn |*t|am  ajx as c a
) # n a3 sded Boste2sdt -8 -5}w
................ 6 % 3w §
a a a b a a a a c a
ni n2 n3 nj nn ni n2 n3 nj nn il PR S ~ b
coluna j coluna j =2.4|EF RNl |3 SRR - 2.5
Exemplos d e f d 2eif d e
19) |a1+x, y z 3, y 2 Xy- ¥ 2 a b ¢ @
atx; t m|=|a; t m|+|x2 t m =2+]0 0 0| =2.0=0
a3tXx3 n o a3 n o X5, n © 4 e .1
29) X y z LR LS X By
4.16) Calcule, sem desenvolver os determinantes, a soma:
atx; aytx, aztxs|=|a; a, az|t|x; X, X3 & iy i 4~ Rt 5 -12 3
t m n M a t m n s={7 -1 3|+|5 1 -3|+]3 o 8

2 8 6 2 8 6 4 0 6
Exercicios Resolvidos

4.14) P | 3a+2 3
Calcule:|b 2 3b+4 8=
€ 3 3Bex6

=)
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@ 4 3

=|7+5 =-1+1
2 8
4 3 4

=|12 0 O]+
2 .8. 6

Exercicios Propostos

4 5 -12
3-3|+|3 0

6 4 0
§ =12, .3
N
4 0 6

x 1 2x+3
4.17) Verifique que|y 3 2y+9 | =0
z 5 22+15
a -1 d | R
4.18) Verifique que |b 2 e|+|2 4 6|+
-3 f 4
a b ¢ a b+2c 3c
4.19) Seld e f|=-2 calcule:|d e+*2f 3f
A | g h+2i 3i
b 3. P IC
4.20) Se|{3 5 7|=10, calcule: |2 4 6|+
gk U A
4.21) Resolva a equagdo:
1 2 3 0 1 2" 3
0 =1 2 1 Q- -k} 32
x? Brx Mvx 1 | xf 3 . x*
0 2 0 1 0 3 o

c
3
f

a
b

c

o o

o

o N B

e - O

o = B

a-b 1 a D ) -
4.22) a) Verifique que: |lb-c 1 bf=|b 1 ¢
c-a 1 ¢ ¢, Leia
1 a a? a’+bed
b) Verifique que: : bz b:+ e =0
e k c”+dab
1 d d® d+abe

4.23) Seja o conjunto de matrizes do tipo:

aj d g
Aj=|b e hf,1 <j<p
cj £o3.3
Demonstre que:

det(zp: Aj)=p202p (det A)
j=1 =1

4.24) Sejam A ¢ B matrizes quadradas de ordem n. Verifique com um exemplo que

det (A +B) # det A +detB.

4.25) Sejam as matrizes:

a a2’ b b
i bl P n 12
a1 axp by  bxn

Se det (A +B) = det A+ det B, demonstre que:

ay bp
+

by 812| P

an by by axn

4.8 — TEOREMA DE CAUCHY

» Propriedade P8

Seja A uma matriz quadrada de

linha (ou coluna), ¢ igual a zero.

damente, pelos cofatores dos elementos

ikt
56l o

BT

Fm n,n>2
A soma dos produtos dos elementos de ﬁ?:um (ou coluna), ordena-
correspondentes de qualquer outra
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Demonstracdo

Seja, entdo, a matriz:

i py 3py 3p3 ... 3App < linha p

<«linha q

Em A, substituindo a g-ésima linha pela p-ésima linha obtemos a matriz:

—'an a2 23 ... 31;1_1
az a2 a3 ... azp
B = 1 PR < linha p
» e i bqk=apk,l<k<n
apy 2 @3 ... dpp|<linha q
a 4, a eee @&
Lnl n2 n3 nn

Observe que os cofatores dos elementos da g-ésima linha de B s3o ordenada-
mente iguais aos cofatores dos correspondentes elementos da g-ésima linha de A:

Bq1=Aq|,Bq2=Aq2,qu=Aqs»--o,Bqn=Aqn

Desenvolvendo o determinante da matriz B através dos elementos da g-ésima
linha:
det B = bql . Bql+ qu' qu"' bqa' Bq3+ PR bqn . Bqn
det B= apl . Aql+ap2' qu+ap3' Aq3+ vion B apn L Aqn
Note que detB = 0, pois duas de suas linhas sdo iguais (P3). Entdo:
ap‘ . Aql+ap2' qu"' ap3* Aq3+ o +apn . Aqn =0
A demonstragdo é andloga se considerdssemos as colunas de A.

Exemplo
| 7
Seja a matriz: A = 1
2
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Vamos somar os produtos dos elementos da 12 coluna pelos cofatores dos
correspondentes elementos da 22 coluna:

S=ay A tag Ay tag A,

2 3 1 7
Alz - (_1)1+~2 l = -1; Ayp = (-l)2+2 |3 2 | = -19;

30 =2

1 7
A =-13*’| |=13
32 = (-1) > 3
s=1e(-1) +2+(-19) +3.(13) =0

Observacdo
Seja a matriz quadrada A = [a;], de ordem n. Tem-se, entdo:

ngxm A‘“ {o’“p*q

Ou, tem-se ainda:

Observe, entdo, que se em A escolhermos uma linha (ou coluna) e somarmos
os produtos de seus elementos pelos respectivos cofatores (p = q) obteremos
det A — é o Teorema de Laplace; se somarmos os produtos de seus elementos,
ordenadamente, pelos cofatores dos correspondentes elementos de outra linha
(ou outra coluna) obteremos zero — é o Teorema de Cauchy.

Exemplo
' 5
1 2
Considere a matriz A = i
..
-3 -1

Os cofatores dos elementos da 32 coluna sdo:
A3 =-5An=13, As3=-1, Ay3=0
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Somando-se os produtos dos elementos da 32 coluna pelos respectivos.
cofatores:

i g Aig=ay3+ Ajgtag e Apstagse Ajstagse Ay =
i=1
=2 (-5)+1(13)+2.(-1)+(-3) - (0)=1=det A
Somando-se os produtos dos elementos da 12 coluna pelos cofatores dos
correspondentes elementos da 32 coluna:

4
Z ajyr Ajg=ay > Ajstag s Apstag s Ajstag - Ays=
i=1

=2+(-5)+1.(13)+3-(-1)+1.(0)=0

4.9 — ADICAO DE FILAS

Defini¢do

“Adicionar (ou somar) uma linha a outra (ou uma coluna a outra)” em
uma matriz A, significa adicionar os elementos de uma delas ordenadamente aos
elementos correspondentes da outra.

Por exemplo, na matriz:

5
A= 2
2

W O N
- A W
e IR B

adicionando-se a 22 coluna i 42 coluna, obtemos a matriz:

i3 24 B3
B={0 4 7 2+4
3CY 1. 2%1

Combinacdo linear de filas
Seja A uma matriz quadrada de ordem n:
A = lajl,

Nela, consideremos k quaisquer de suas linhas (ou colunas), e designemos com
Ry, R, 23, ..., & as ordens dessas linhas:
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- B
an ajz a3 A1n
anl an2 8Q13 X ann < linha %,
agn agy a3 -:- ag,n | <« linha 2
Y e RN SR A
agy aga  AQ3 ... An| < linha ¢,
a1 APz W3 .- g | « linha @
anl am ans g, ann J

O conjunto de néimeros {Xy, X3, X3, ... , Xy } é uma combinagio linear das k
linhas consideradas quando:
X1=C1°2Q +Coe aqu +cye aQ3| b SO R R anl
X2=Cy+a92%Cye a0+ C3eag 0t ... ok - ag2
X3=Cy* ﬂQl3+02 . 3Q23+C3 . 3Q33+ s X Ck 'an3

Xp=C1°aQn +CzeaQntC3cagnt..toe agyn

Exemplo
LU S
Seja a matriz A =|-1 4 5|, de ordem 3 x3.
. SR S

Nela, consideremos as 12 e 32 linhas; o conjunto de nimeros:

X3 =2+5+3.4=22
X2=2'1+3‘7=23
Xs=2+3+3.2=12

t t
“multiplicador” “multiplicador™
da 12 linha da 32 linha

é uma combinacdo linear das 12 e 32 linhas.
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De forma andloga podemos tratar combinagdo linear para k colunas de uma
matriz; assim, na matriz:

5 3
A=]-1 4 5
4 7 2

consideremos as 22 e 32 colunas; o conjunto de niimeros:

yi=5:1+1.3=8
y2=5+4 +1.5=125
Ya=5:7 +1:2 =37

: %
“multiplicador” “‘multiplicador”
da 22 coluna  da 32 coluna

¢ uma combinagdo linear das 22 e 32 colunas.

Defini¢do
Seja A uma matriz quadrada de ordem n:
A = [ai),
Consideremos uma combinagio linear de k linhas de A:
Xy X30. X5, ocss Xa ]
Se substituirmos a i-ésima linha de A (distinta das k consideradas na combi-
nagdo linear):
31, A, Aj3, ..., Ajp
ordenadamente, pelas somas
aj1 X1, 32 X2, 253+ X3, .., 2 T Xy
diremos que “se adicionou 2 i-ésima linha uma combinagio linear das outras lirihas”.

De forma aniloga definiremos “‘adigdo i j-6sima coluna de A de uma combi-
nagdo linear das outras colunas”.

Exemplos

4 2
19) Seja a matriz A=(2 3
5 7

N O e
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O conjunto de nimeros:
Xp==1-¢ 2+2. 5=8
x2=-1 . 3+2' 7=11
X3==-1+0+2.2=4

¢ uma combinagdo linear das 22 e 32 linhas. Vamos “somar essa combinagdo linear
a 12 linha”; obtemos a matriz:

B=| 2 3
5 7 2
-4 20
20) SejaamatrizA=|4 S5 6
02 %

O conjunto de niimeros:
Yi=2:143+3=11
y2=2-4+3:6=26
y3=2¢0+3o7=21
¢ uma combina¢do linear das 12 e 32 colunas. Vamos “somar essa combinagdo
linear a 22 coluna”; obtemos a matriz:

P>  Propriedade P9

PN s 030 i

Adicionando-se a uma linha (ou coluna) de A uma combinagdo linear

,,,,,,,,,

das outras n- 1 linhas (ou n- lcolunu) obtém-se a matriz B, tal que:
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Demonstra¢do @

. e 1
Seja, entfo, a matriz: an :12 ses 81 k-1 C2°31p 21 ke ... A

a ces 82 k- Cy*a a eee &
an 212 313 ... A k-1 Atk A ker oo 8"1_1 az 2 ... 32k-1 2°%n 2, k+1 2n
+lagy ax ... 83k-1 C2°azxp; A3 ks ... 3|t ..t
421 a2 A3 ... k-1 A4k dzk+1 --. dgp ’ :
A=331 as, ajdn s a* a t e e e s et s st et s sass e e e s s s esesen e
- 3,k+1 a3n
y : Jam  %m ... k-1 ©2'3m dnke «e- 3nn|,
..... B - oo feeanenens zero
_an! any Ang ... an.k_l ank an'k¢1 ann

1
colunak ay 12 ... 31 k-1 Cn‘xm a1 ke oo xm

az a2 ... 32k-1 Cn*dan  A2ksr <o azn
Vamos somar 3 k-ésima coluna de A uma combinagdo linear das demais +..+|a; ap ... 83k-1 cn*asn 8B3ke ... 33n
n -1 colunas; obtemos:

N 8m 8n2 ... 8nk-1 (Cn*%nn Spket $o<TSang
R YR YT N ryve ey sy T Ty YT wAr e pe I zer0
a2 37 ... 32k-1 [A2k*Cytag O Azt . ¥ Ok "2 ko1 +Cke1%82 kart ot Cn a2 |22 Keq e B2p
B =|a3 axn .. a3k-1|a3k*c agyteyrant ..t Ck-1°33 k-1+Ck+1°83 ka1 * ...+ Cn*a3pn (a3 keg - 33n
.......................................................... Entdo: det B = det A.
any 8n2 « 8nk-1|Ank+Cy*an +C2*@no* o +Ok 1 *An k-1 +Cke1 *An ka1 + - +Cn *Ann(an ke1 = nn A demonstragdo é andloga se considerarmos as linhas de A.
A propriedade @ permite-nos escrever: Exemplo
an 412 ... kg 21k a1 k+1 -+« 1 3 6
ay  ap ... k-1 a2k A2ks1 ... 32 Seja a matriz A =|2 3 1|;detA=-55
detB =fa3 azx ... a3k-; 43k Aazks ... a3 |+ 4 ir 2
i n1  3n2 ... Apk-1 Ank  3anks .o Ann A 12 linha vamos somar uma combinagdo linear das 22 e 32 linhas:
ﬂ e
det A

(1+2.243+4) (342343 D) (6+2TP¥D- 12
v ® B= 2 3 1

v
an a2 ... 3 kg C1*dy ap ke ... 31p

' 4 1 2

a1 an ... 8k.3 C1*331 32ks ... 82
*{a:m ax ... agky Ci1*83 a3 ke ... B3p |t

am an2 ... an‘k_l Ci*any ﬂn‘k§1 ««s anp Entio: detB=

104 105



P>  Propriedade P10 — Teorema de Jacobi

Sej:Aununntrizquadndadcordemn.

SeemAnmehmmnmﬁnha(onamwum)ummmhnha
(ou coluna) pmhmte ntﬂtiplmd: poxumnﬁmcm opte ( ‘umnmatnz
B, tal que: g

detB=detA

Demonstra¢dao

Para demonstrarmos este Teorema, basta que na demonstragdo do Teorema
anterior facamos n - 2 das constantes c;, ¢, C3, ... iguais a zero.

Exemplos
19) T a- b -c¥kb
det|]d e fl=det]d e ft+ke
O g h itkh

®_1

Observe que multiplicamos a 22 coluna por k € somamos i 32 coluna.

29) A utilidade do Teorema de Jacobi reside no fato de que podemos
“fazer aparecer” zeros em uma fila de uma matriz, o que facilita o cdlculo do
seu determinante. Por exemplo, vamos calcular o determinante:

X 0 %y 3
S o fea" 1, =k
-1 2 0 2
1 1 -2 1

Inicialmente, vamos multiplicar a 12 coluna por - 2 e som4-la 4 32 coluna e,
ainda, multiplicar a 12 coluna por - 3 e somd-la 4 42 coluna:

.0 2. 3

S g =gl s T
g g altldaes 51
e 1 4 -2
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7 -9 -16
=12 2 5
1 -4 -2

p Propriedade P11

SejaAmmnntmquadndadeordemn.
EmAmhnm(wwmm)émmmm&mm
(ou colunas); entdo: ;

duA»'ifO

Demonstrac¢io

Suponhamos, entdo, que na matriz A a i-¢sima linha é uma combinagdo
linear de k outras linhas; sejam £, 2,, £3, ..., & as ordens dessas linhas. Desen-
volvendo o determinante de A através da i-ésima linha obtemos:

n n
det A = Z ajj- Ajj = Z {(ci-agjteo-agjtes-ag,it .. +ox -anj)-Aij} =
i=1 i=1

n v a & : T
=cye Z ag,j-Ajjtese Z aQ,j+ Ajjtca- z ag,j- Ajjt... toge Z agkj'AijQ
e I=1 i=1 j=1

=Cl'0+C1'0+C3‘0+...+Ck'0=0

Exemplo
1 2 8
O determinante:|3 2 12 |é nulo, pois a 32 coluna é uma combinagdo linear
4 -1 5

das outras (12 coluna multiplicada por 2 somada com a 22 coluna multiplicada por

3).
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Exercicios Resolvidos

1 1 1
4.26) Verifique que: | a b c.}=0

b¥c c¥a "ath

Solucdo
1 1 1 1 1 i @
a b c = a b c =
b+c c+a a+b at+b+c a+b+c a+b+c

1
= (atb+c) |Ja b ¢c| =0

be k¥ bob+o)
4.27) Verifique que: | ca k> ca(c+a)|[=0
ab k> aba+b)

Solucgio

bc k> bo(b+c) abc ak?  abe(b+c)
ca K? ca(c+a) | = % abc bk2 abc(c+a)| =
ab k> ab(a+b) abc ck’ abc(a+b)

2 s a b+c 1 a b+ec
LEMD 1, o cealaklabell b ctals

abc

Lhic +ard 1 :¢2 at+h

¢ M
1 ¥ a+b¢c 1 a

=klabc|1l b a+b+c| =k’abcatb+d)[1 b

@

I ¢ Sa+Bc ¥ ol
=k%abc(a+b+c) - 0=0
1 a a°

4.28) Verifique que:{1 b b3|= a-b) (b-c) (c-a) (a+b+c)
ol
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Solucdo

1 a a° 0 a-b a-b® 0 a-b a-v®
1 b b S § LET v* -lo b-c v
AR Yo qo e of 1% o

0 1 a’+ab+b?

I SRR T | el iy
= (a~- -C =(a- - =
p 1 b’+be+c?

: gl c

= (a=b) (b-c) (b2 +bc+c2~a~ab-b?) = (a=b) (b-c) (c>~a*+bc-ab) =
= (a-b) (b-0) [@%8) (c+a) +b(E=8) ] = (a-b) (b-0) (c-2) (a+b+0)

x2+yz 2 y
4.29) Se ax + by = c, calcule: x? X 0
-c -a =-b
Solucdo
x2 +yz x 'y x2 +y2-x2-y2 x iy 0 x 'y
x? x O0]= x2-x2 x 0)|=]0 x QF=0
=g -a -b -c+ax +ay -a b 0 -a b
eudile )
t & ¢
1 1 1 1
430} Vesif 1 [k+x 1 |
i erifique que: = Xyz
) VOO by o1 ¢ 1y G
1 1 1 1+z
Solucdo
1 1 1 1
1 1%x 1
= =1 sX*y*Z=XyzZ
1 1 1+y )|
1 1 1+z

1
Gt t -4
1 1 1

4.31) Verifique que: [sena senf8 senY |= sen(B-7) +sen(Y - ) + sen(a-f)
cos@ cosf cos?Y
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Solugdo
1 1 1 1 0 0
sen@ senfl sen?Y|=|sena senB-sena senY-sena |-

cos@ cosf cos?Y cos@ cosf-cos@ cosY-cos@

senfB-sen senY-sena

cosf-cosa cosY-cosa|

= (sen B - sen @) (cos Y - cos @) - (sen 7Y - sen @) (cos - cos @) =

= (sen B cos Y~ sen Y cos ) + (sen 7Y cos & - sen @cos ) + (sen accos f~sen fcos @) =
=sen(B- ) +sen(Y - @) + sen(a-f)

14x 2 3
4.32) Resolva a equagdo:| 1 2+x 3 =0
1 2 x+3
Solugio
1+x 2 3 6+x 2 3
1 2+x 3 P=pe¥x 12+x 3 =
1 2 x+3 6+x 2 x+3
—®
1 2 3 3 243
=6+x|1 2+x 3 =6+ |0 x 0|=(6+x-x*
1 2 x+3 0 0 x
A equagdo escreve-se:
6+x%x) -x2=0
e daf, V= {-6;0}.
x-a-b 2x 2x
4.33) Resolva a equagdo:| 2a a-b-x 2a =0
2b 2b b-a-x
Solugdo
x-a-b 2x 2x x+a+b x+a+b x+a+b @
Lg 2a a-b-x 2a = 2a a-b-x 2a Q
a 2b 2b b-a-x 2b 2b b-a-x
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1 1 1 1 0 0
=(x+a+b)+|2a a-b-x 2a =(x+a+b)+[2a -~a-b-x 0 =
2b 2b b-a-x 2b 0 -b-a-~-x
€D— -t
= (x+a+b)®

A equagdo escreve-se:
(x+a+ b)3 =0

edai, V={-a-b}.

a3 3a2 3a 1
2
4.34) Verifique que: g s = (a-1)°
a 2a+1 a+2 1
1 3 3
Solucdo
a®  3a? 38 1 =% B 4 % 1
a? a’+2a 2a+1 1 0 a*+2a 2a+1 1
a 2a+1 a+2 1| | o 2a+1 a+2 1|
1 3 3 1 0 3 3 1
—)
-®
e )
a’+2a 2a+1 1 221" %
=@-13]2a+1 a+2 1 ;j1)=(a-l)3- 2a+1 a+2 1) =
3 Q| 3 3 1 E)
a2-1 a-1 0 a+171490
=@-13%|2a-2 a-1 0| @-D3@n3| 2 1 ol-
3 3 3 {218y
%) Dl ¢
=@-1)5% 5 ll:(a—l)’-(a—l)=(a-l)6
1+a 1 1 1
. i Ll et 1 A O 10 |
4.35) Verifique que: . . oL P e Od( = g*g*d‘)
1 1 1 1+d
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Solugdo
1+a 1 1 1 a 0 0 -d
S T S Y (¢ 7 S8 g S
1 1 sue ke “ihiok says i Tl &
1 1 1 1+d 1 1 1 14d
1~ %4 0 -1 1 00 0
0 1 0 -1 0 10 0
=abed- |0 0 1 ~1 =abed- |0 0 1 0
| T 1 1L 1k TAIT
|75 B etid %3 a bc a i b = c g d il
0 Nl O ot (NS O |
=°"°d'(:*§ c F”)
4.36) Uma matriz A = [aij]an ¢ tal que:
L _Ja, sei=j
3 =1b, se i #j
Determine det A.
Solugdo
a b b . a+(n-1)b b
Y. & by b at(n-1)b a b ... b
detA=|b b a ... b|=]at(n-1)b b a ... b
BOOD IblLiuia atn-1)b b b ... a
EFED D D Ei'D b
LA™ e D 0 a-b 0 ..
far-nyf- [ 1 b 2 obfl = [p+@-np-f0 0 a-b ...
1666, la e 0o 0 o

=la+@-1b]-@a-p)**
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Exercicios Propostos

c a d b
) a c d b 0
. a =
4.37) Verifique que: T
c a b d
a b c dte
a ¢ d etb
b) =0
a d e b+c
a e b c+d
a b-c c-a
4.38) Verifique que:| b-c c~ a-b|=0
- a- b~c
1 1 1
4.39) Verifique que: a) [ cosA cosB cosC (=0
2A 2B 2C
sen sen 7 sen -2—
1 1 1
b | tg’a tg?8 tg’r |=0
sec’a sec?f  sec?¥
a+b+2c a b
4.40) Verifique que: c b+c+2a b =2(a+b+o)’
c a ct+a+2b
1" a? a®
4.41) a) Verifique que: |1 b2 b2 |=(b-a)(c~b)(c-a)(ab+bc+ca)
1 ¢ 3
1 a’
b) Verifique que:|{ 1 b b2 |= (b-a)(c~-a)(c~-b)
1 KA
1 0 a a?
! 0 45 b
4.42) Verifique que: 2 |=(b-d)(@-c)(b+d-a-c)
1 0 ¢ ¢
0 1 4 d




b+c? ab ac
4.43) Verifique que:| ba c+a’  be =4 «a%b%c?
|
ca cb a“+b

4.44) Se a, b e ¢ sdo nimeros reais positivos, calcule:
1

loga logb log W

logb logc Ik 2

og g 08 Be

logc loga Io =

og 4 2 &

4.45) Se x+y=2a, x-y=2b e x+2z=-a, calcule:

2 Ly
x*!1 2b -y
1 -a z

4.46) “Fazendo aparecer” zeros 'em uma fila conveniente, por aplicagdio do Teorema de
Jacobi, verifique que:

. S T T 13 3 =2 18
2. K g 14 4 9 22

a) = =2912 b) o
5 <8372 3t 2 s
8 "3t 5 22 -3
513 7 2 3. i ~i
37 3 5 : o 0.3

) — d) =69
912 8 3 & 1 B
25 37 w1 B 2%

4.47) Calcule o determinante:

1 1 1 1

1 1+sen20° 1 1 N

) 1 § ik i’ 1 (Veja o exercicio 4.31.)
1 1 1 1+sen 80°

4.48) Resolva a equacdo:

1 1 1 1
X x: 2x+l ox
1° X*E 2x#3 ix
1

x*2 2x+§ x
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4.49) Resolva a inequagdo:

1-x 4 1 1
1 2-x 3 1
1 1 3-x 2 il
1 1 1 4-x
4.50) Resolva a equagdo:
1¥x 2 3 4
1 2+x 3 4
¥ g W A
1 2 3 4+x
4.51) Resolva a inequagdo:
1 cos*x sen*x
1 (l+ser|2x)2 sen*x
1 cos*x (1+cos?x)?
4.52) Verifique que:
a’+1 ab ac ad
ba b+l bc bd
a b c*+1 od
da db dc d’+1
4.53) Verifique que:
0 a b ¢
-a 0 1 - 2
& F0 =(a+b+¢)
-c 1 -1 0
4.54) Verifique que:
b+c c+a a+b
by+tcy cytay; ajtby =2+
batcy cptas; aztby

=1

4.55) Seja a matriz quadrada de ordem n:

1
1

1
1

Ll |
-1 0
Agel=1 -1
-1 -1

=a2+b24c2+d%+ 1

a b c
a; by ¢
a3 by

Deduza que det A, = 1.
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4.56) Verifique que:

1 1 1 1
1 1+ay 1 1
1 1 L+ag: i 1 = aj*az*az ... an
1 1 1 1+an
(Veja o exercicio 4.30)
4.57) Verifique que:
1+a, 1 L S4aik 1
1 1+a, 1
1 1 1+a 1 =a1223 ... 4 1+L+—L+ +—1—
3 1 3 - dp a; g e ~m

(Veja o exercicio 4.35)

4.10 — ABAIXAMENTO DA ORDEM DE UM DETERMINANTE

1 a12 a3

a21 d22-321°3)2

d32~a31*a12

dp;  Ap2—ap; 253

Dai, pelo Teorema

d22-321*3y2

d3p—-a3;°a)2
det A =

a3 ... ap

azl azn

a3 a3n

anj ann
0

a23-321* 313

d33-a31°313

Apz-an; *a13

de Laplace:

dz3-421°3;3

a33-a3; a3

0
A2j—321 * )

43j-a31 * Ay

Apj=ang * 21j

A2j-a31 * 4y

A3j-331 * 4y

0
An~a21°31

A3n=3a31*a1

Apn=dn1*a1n

An~az;*ayn

d3p~a3;*dyn

..............................................

Deduziremos agora um mecanismo que permite reduzir o cdlculo de um

g . . ann=-2nj *21q
determinante de uma matriz de ordem n a outro, de uma matriz de ordemn- 1;éa:

dpz-any*a12  An3~an; 213 apj=any * a5
Entdo, a regra:
19) Deve-se ter a,;= |; suprime-se a 12 linha e a 12 coluna.

20) De cada elemento restante em A, subtraimos o produto daqueles

Regra de Chio

Seja, entdo, a matriz de ordem n, n= 2, na qual a,;=1:

—l "IRERPTRCINY 2 N S 7] elementos que se encontram nas “extremidades das perpendiculares’ tragadas, do
: elemento considerado, sobre a 12 linha e sobre a 12 coluna.
a9 oY) 223 oo azj oo a2n : .
A= a3 a3 833 - a3j ... a3 Exemplos
19)
.......................... _1_2.2 2_2.4 1_2.3
| 3 4n2  3p3 ... Apj ... Ann | =| 3-(-3)+2 -3-(-3):4 2-(-3)-3]|=
Aplicamos o Teorema de Jacobi sucessivamente: 5.2.2 2-2.4 4-2.3
1) adicionando a4 22 coluna, a 12 multiplicada por ~a,,
2) adicionando a 32 coluna, a 12 multiplicada por -a;;
................................. - -6 -5
j-1) adicionando a j-ésima coluna, a 12 multiplicada por -2y =l o 9 11
n-1) adicionando d n-ésima coluna, a 12 multiplicada por - a,, -10 -2
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Exercicios Propostos

4.61) Use a Regra de Chid para verificar que:

5

4 20

a) =23
7 38.: 2 =6
10 51 51 0
a2 5
% L

b) =2
1 s =2 -1 o
5 Ha2. 2
5 317 2

c) = 595
3.8 5 5]
2:5 3.7

4.62) Use a Regra de Chid para calcular o determinante:

B oy o
ol i
i K T o
e Sl o

4.63) Use a Regra de Chio para verificar que:
2

. &8 &
1 b b*|[=(a-b)(b-¢)(c-2a)
1 U c2

4.64) Use a Regra de Chio para verificar que:
a oy &
b

c

a b
. =a+(b-a)(c-b)(d-c)

o S. »
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411 - A MATRIZ DE VANDERMONDE

Defini¢do
Toda matriz quadrada de ordem n, n > 2, da forma:
T 1 et 5 b ]
X1 X2 X3 X’ Xn
x3 X3 x3 X} x2
_xl" x3-4 " “xa~1 - 28 >

denomina-se matriz de Vandermonde.

Observe que, por exemplo, a j-ésima coluna é formada pelas poténcias de
mesma base xj, com 0s expoentes variando de 0 a n - 1; os elementos dessa coluna
formam uma progressio geométrica de n termos, cujo 19 elemento é 1 e cuja
razio € Xxj.

Os elementos da 28 linha sdo chamados elementos de base da matriz.

Indica-se o determinante de uma matriz de Vandermonde cujos elementos de

base 530 Xy, X2, X3, «.. ; Xp POI:

Propriedade
O determinante V(X,, X3, X3, ..., Xp) € 0 produto de todas as diferencgas
Xj-Xj, para i > j:
v(xl sx2ax3’ eoe )xn) -
= (X2-X1) (X3-X1) . (Xn=X1) * (X3=X2) (Xa=X2) ... (Xn=X2) ... (Xn=Xp-y), istO €:

Demonstracdo
Vamos nos utilizar do Método da Indugdo Matemdtica sobre n:

Teorema 1
Para n = 2 a propriedade ¢é vilida:
I,
= a2-21
a; 2
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Teorema 2
Hipotese: suponhamos que para matrizes de ordem n=p - 1 a propriedade é
vilida(p-1 = 2).

Tese: demonstremos que a propriedade é vilida para n= p.
Na matriz de ordem p:

W 1 1 o
X1 X2 X3 Xp
r x3 x3 x3 Xp
x,"2 x§‘2 x';" xg_z
L_xl-l xg—l x];-l xg-l—

aplicamos o Teorema de Jacobi sucessivamente:
1) adicionando a linha de ordem p, a de ordem p - 1 multiplicada por - x,
2) adicionando 4 linha de ordem p-1, a de ordem p - 2 multiplicada por
- X3

..................................................

p-2) adicionando & linha de ordem 3, a de ordem 2 multiplicada por - x,

p- 1) adicionando a linha de ordem 2, a de ordem 1 multiplicada por - x,
obtendo:

1 1 1

0 X=X X3-X Xp =X
detV = e 37X p-X1 3

0 X3-X1 X2 X3-X1X3 Xp-X1Xp
0 xB'-x,xP5t xP-loy xP-2 xg ’-x,xg'2

1 1 1
0 X,-X3 X3-X; Hats Xp=Xi
0 Xa(x2-xy) x3(x3=x1) ... Xp(Xp-Xi1)

-2 -2 -2

0 x37(xe-x1) X877 (x3-x1) B2 (xp=xy)

Aplicando o Teorema de Laplace, desenvolvendo o determinante através dos
elementos da 12 coluna, e também a propriedade PS5:
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1 1 oo i
X2 x3 oo Xp
X -X Xa=X wes (Xp=Xg)° (I)
det V = (X2-X1) (X3-X1) - (Xp-X1) x2 W v B
-2 p-2 p-2
\xg x3 ... xpg

determinante, 15, de uma matriz
de Vandermonde de ordem p-1

Pela hipétese do Teorema 2 o determinante D escreve-se:
D = (X3-X3) (X4-X3) ... (Xp = X2) «.. (Xp = Xp_1)
Portanto, substituindo em (I):
det V = (xo-%1) (X3-X;) = (xp-x.)-L(X:«x-Xz)(XrXa) I (xp=X2) - (xp—xpﬁ,

D
que € a tese.
Exercicios Resolvidos
4.65) Calcule o determinante V(2, 3, 5).
Solugao
1 1 1
V(2 395 =| 2 3 5 |=3-2)+(5-2)+(5-3)=6
2 37 3

3-2

Observe a seqiiéncia das diferencas feitas: %
2

X y z t
P 0 2
4.66) Calcule o determinante: 3 y3 ofines

x* y‘ 4 ¢4

Solucdo

X y z t

58 yz 2

<3 y3 Jare@ s

Xt oyt 4 48

®»O OO
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Observe a seqiiéncia das diferencas feitas:

a2 b &
74.67) Calcule o determinante: | d> ¢ 2
ad be cf
Solucgio
ot pried s O |
3 2
2 W Rl o azbzcz- _d!_ o f!'
a b c
ad be of g 9 1
a b c

@S
= —azbzcz(%—%)(—i

1 1

4.68) Calcule o determinante: D =| cosa cosb

cos c

cos2a cos2b cos2c

Solugao
Lembre-se que cos 2 = stza- 1; entdo:

i | 1 1
D= cosa cos b cos ¢

2 cos’a-1 2cos’b-1 2 cos’c-1
1 1 1
=2+ cosa cosb cosc
cos’a cos’b cos’c
Aoz J

~-

V(cos a, cos b, cos c)
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1
cos a

2 cos’a

1 1 1
& gL
‘a b c
C0 &
a b c
(v a4 e £>

a b’ c

1 1

cosb cos ¢

2 cos’b 2 cos’c

= 2 (cos b - cosa) (cos ¢ - cos a) (cos ¢ - cos b)

ixercicios Propostos
4.69) Calcule o determinante V(2, 3.1,85).
4.70) Calcule o determinante:

1 1 * 4 1
log2  log20  log200  log 2000
(log2)? (log 20)> (log 200)> (log 2000)*
(log2)?® (log20)® (log200)° (log 2000)°

4.71) Calcule o determinante:

1 a a’
1 b b’
]l e 2

4.72) O determinante V(Xj, X2, X3, Xp) se anula quando e somente quando 0s Xj

Gi=1,2,3,..,n) ndo sio dois a dois distintos. Demonstre!

4.73) Resolva a equagdo:
1 1 ) (U |
-2 5 -4

x2 B

X 4 25 16

x> -8 125 -64

4.74) Resolva a equagdo:
) S . | 1 7 HE 0 O | 1 1 O | 1
1 0 1 0 L, 0: 1% 0 0o -1 0 -1
+ +

Eankand 7 0 1 1 1 1 2 4 8
1 % 2o 1 &7 ix® x® 1 o 8 x>
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Capitulo

Outros temas
importantes

5.1 — DETERMINANTE DO PRODUTO DE MATRIZES

Teorema de Binet

Sejam A e B matrizes quadradas de mesma ordem; entdo:
det (A - B)=det A - det B

Aceitaremos o teorema sem demonstragdo.

Exemplo

L 2
Sejam as matrizes: A =[3 4] ;det A = -2 )

7 5 » det A-det B=68
B = ;det B= -34
3 -4 4

Temodih <B ¥ 2L L7 2 7+6 2-8 13 -6 . det(A+B) = 68
mos: A +B = . = m
3 4|13 -4 21+12 6-16f (33 -10 et )=

5.2 — COMATRIZ
Defini¢do
Seja a matriz quadrada de ordem n:
A = lajl,
Seja N a matriz definida por:
N = [A;]

onde Ajj é, em A, o cofator do elemento a;;.

nXn

126

Chama-se comatriz de A, e se indica com A*, a matriz transposta de N:

Exemplo
1 0 -1
Seja a matriz: A =| 0 -1 1
-1 2 0
-1 1 0 1 0 -1|
= = - = - = -1 Az = |=-1
A“ | 2 0 I 2 A|2 -1 0 13 |-1 2
0 -1 1 -1 1410
- = - - =—l A = - =-2
Ay = |2 Ol An -1 ¢ - |-l 2
0 -1 1 -1 1 0
- = - = - = - Ay = =-1
As _| _1 1|- 1 Az o I | 1 33 |0 at"

Note que a matriz N é obtida substituindo, em A, cada elemento aj; pelo
seu cofator Ajj:

L =%
N=|-2 -1 -2
L'l -1 -1
Por defini¢do:
4, Sl S
A*=N'=|-1 -1 -1
[~ =2} -1

Propriedade

&juanntnzquadradadeordemmA-[lulnx.
&‘t‘o & ’.A ,c

A RS A=(@tA) T
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A-A*=

an, ana ans

.............

- agn

'O elemento byj, qualquer, da matriz.A <A* é:

bjj = aj,+ Aj; tap- Apt.. +aj, - Ajn = [

det A, se i=j (Laplace)
0, se i #j (Cauchy)

Entao:
[ detA o0 N . 5 :
0 dey A, 28000 o= O
A-A*=[bgl .= © 0 det A 0 |=(detA)-I,
| o 0.7/t det A
Analogamente demonstramos que A*- A =(detA)- I,
Exemplo
1 0 -1
Vimos no exemplo anterior que se A =| 0 -1 1|, entdo:
' | -1 2 0
-2 -2 -1
A*=| -1 -1 -1
-1 -2 -1
A Regra de Sarrus dd-nos det A =.-l.
-1 0 0

Verifica-se facilmente que A- A*=A*.A=| 0 -1 0
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0 0 -1

=detA-1;

1)

1

—

.
D & are
Q W= O
- O ©

5.3 — MATRIZES INVERTIVEIS

Teorema

Demonstracio
12 parte: necessidade
Hipétese: A ¢ invertivel
Tese: det A # 0
Se A ¢ invertivel existe, entdo, a matriz A™' tal que:
A-Al'=1,
Entéo:
det(A-A"") =detl,
O Teorema de Binet dd-nos:
detA-detA™'=1 (D

Entdo, o produto det A - det A™' ¢ diferente de zero (é igual a 1); e dai
det A # 0. E a tese.
Observe que se A é invertivel, de (I):
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23 parte: suficiéncia
Hipotese: det A # 0
Tese: A ¢é invertivel
A propriedade em 5.2 déd-nos:
A-A¥=A*. A=(detA) I,
Sendo det A # 0:

l *) - _l * -
A’(detA“)‘(detA'A & I

A definicdo dada para matriz inversa permite-nos concluir da igualdade
acima que A ¢é invertivel (é a tese), e que:

Exemplo

Retomando o exemplo anterior, concluimos que a matriz:

1 0 -1
A=|10 -1 1
-1 2 0
¢ invertivel, pois det A = -1 0. Além disso:
-2 -2 -1 2 21
A":de:A-A*=:l—l- -1 -1 -1|=|1 1 1
-1 -2 -1 1;.420

Exercicios Resolvidos

a b (I
5.1) SejnmasmattizesA=[ ]e B=[ ]
-b a -d ¢

Use o Teorema de Binet para verificar que:
(a%+b?) « (c*+d?) = (ac - bd)?+ (b + ad)?

Solugiao
Temos: det A = a2+b? e detB = c2+d’

2 a b c d ac-bd ad+bc
“|-b a| |-d c| |-bc-ad -bd+ac
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5.2)

5.3)

Entdo, def(A «B) = (ac - bd)z— (bc+ad) +(-bc-ad) = (ac -bd)2+ (be+ at‘l)2
O Teorema de Binet, det(A - B) = det A - det B, permite-nos escrever:

(@2+b?) (c2+d?) = (ac - bd)*+ (bc + ad)?
Se det A = -4, determine det Al
Solucdo
det A2=det(A + A) =det A ~det A =(-4) - (-4 =16

5 <3 3
Seja a matriz A =|5 6 2
1 0o -3

Determine: a) A* b) det A o A

Solucgdo

Os cofatores dos elementos de A sdo:

6 2 as|3 -2
;e 141 — = (-1 =28
Ay =D \0 _3\- 18 Axp =D |5

=-6

5
Az = (-1)”’| :

5 2
0 Ap= D' 3| =17

-2 1
241
= (<1 =-6
Az = (-1) | 0 _3l ks
Ancs DLy = =10

3 -2
Tk | 243 o
Ay = (-1 |1 0
3 1
" Kag )2 |= -1
=1 =-10 5.2
Az = (1) F* 2|

An An A3z -18 -6 -10
a) A*=|Az An Agn|=| 17 -10 -1
Az Az Asm -6 -2 28

b) det A =ay-Ag+an-Antan-Aszn=1+(-10)+0-(-1+(-3):28=-94

18 6 10

9 94 9

1 17 10 1

-1 P pe. s o g A5
A =ggaA"|"9d 4
6 2 28

9% 94 "%
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5.4)

5.5)

5.6)

A é uma matriz ndo singular, ortogonal. Calcule det A.

Solugao

Se A é ortogonal: A™! = Al (veja exercicio 2.66)

Entdo: det A”! = det A'
1
m = det A

(det A)? = 1
detA = %1

A, de ordem n, é uma matriz ndo singular. Verifique que:
det A* = (det A)"!

Solugio
A propriedade do item 5.2 dé-nos:

A* - A = (detA) + I

Entdo:

det(A* « A) = det[(det A) « I,]

det A*-det A, = (detA)"

teorema de Binet

A ¢é ndo singular: det A #0 e det I = 1;
det A* = (det A)™!

a a
1

Condi¢do para que a matriz A =|a
1. &

Solucio
Deve-se ter det A # 0..

s x 1 2a+1 a 1
detA=|a

det I,

exercicio 4.2

entdo:

1
a | seja invertivel

1 alil

1 a|=|2a+1 1 a| = (a+1)|1 1 a|=-(a+1)(@-1)2

1 a a 2a+1 a a

Entdo, para que A seja invertivel deve-se t:

Exercicios Propostos

5.7

A e B sdo matrizes quadradas de ordem n.
a) EA-B=B-A?
b) E det(A + B) = det(B - A)?

1 a a

1

era:#—z

eaz# 1.

5.8) Se A é nio singular ¢ AZ= A, determine det A.
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5.9) A e B sio matrizes quadradas de mesma ordem. Verifique que:
det(Al + BY) = det(A - BY) = det(A' - B)

5.10) Para as matrizes abaixo, determine A", se existir:

-1 2 -3 " 2 1 -1
2) A=} 2 1 0 b) A=|0 2 1
[ 4 2 5 5 2 -3
1.2 3
c) A=|-1 4 3
ERE
5.11) Para as matrizes abaixo, determine A'l, se existir:
[1° 1 1'} 1 0 1
a) A=|0 1 1 b) A=|0
[0 0 1 pouc
[a 0 o"
c) A=|0 a O ,aF0
0 0 a
5.12) Para as matrizes abaixo, determine AL, se existir:
[1 -a 0 o 1 1 1 1
0 1 -a 0 P 1 1 -1 -1
ik T P Wasly o1 moas
o0 0 0 1 1 -1 -1 -1

5.13) Se A é invertivel ¢ A = A™', calcule det A.
5.14) Sejam as matrizes A e B quadradas de mesma ordem.

a) A e A* comutam?
b) Verifique que (A « B)* = B*+ A*.
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Exercicios Suplementares

IL1) Se as matrizes l:;

IL2) Seja a matriz:

IL.3)

11.4)

ILS)

IL.6)

134

na qual os elementos s@o niimeros reais e a >b >c, com d, e, f nio nulos.

S ¢ o

e

]

o O O

-

Verifique que as raizes da equagdo em x:

Se @, f e 7Y sdo as medidas dos angulos internos de um tridngulo, verifique que:

=2

det(A -xI) = 0
sd0 reais.
ga. .1 1
1 w©gf 1
1 1 tgY
Resolva a inequagdo:
log x2 log x2
log x? 1
2 1

Calcule o determinante:

Calcule o determinante:

X

- N <

1

2
4
5

2
3
5
6

4

00 N W

loga logb |og:T
logb logc log%

logc loga log“l

e[a ﬁ:lcomutam, entdo: il i
0o B a-v
d
e
f
b <

I.7) Resolva a equagdo:
G YT 3 4

1 1 1 1
; g
1-x 1 1 i
1 1 2-x 1
1 1 1 3-x

I.9) Verifique que:
sena sen’a sen3a
sen b senab sen3b| =0

senc senSc sen3c

11.10) Calcule o determinante:

o0 1 32 1 1 1
-1 0 L. 1 1
-1 -1 0 1 1 1
-1 -1 -1 0 11
-1 -1 -1 -1 0 1
-1 -1 -1 -1 -1 0
I1.11) Verifique que:
0 x v % 0 1 1
X 9z ¥y 1 0“2 )’2
¥z D% p E O T
g iyt e 1 yz XX 0

IL.12) Os nimeros 546, 273 e 169 sio divisiveis por 13; verifique que o determinante:

5i, Boon ol
2 7 3
1 6 9

é divisivel por 13, sem desenvolvé-lo.

135



I1.13) Dada a matriz n X n tem para equacdo caracteristica:

x2-3x-2=0
y 0 0 2
Entdo: A°-3-A-2:1=0
; 1.:2 3
A |00 x ¥y 000 Dai I=3°A"-5°A
---------------- Multiplicando-se “‘a direita” por it
000 O0...xy LeTey 3
calcule det A. A == A -=1
. y O 0 0 .0 x 2 2
1.14) Um texto para interpretacio Lo o
Associada a toda matriz quadrada A = [aij] % de ordem n, encontra-se a funcdo: Substituindo A e I vem A ". ) : )
e Use o processo descrito para determinar a inversa da matriz:
an-X aygp .. a1
1 0 ) §
a axn-X ... &
f(x) = det(A-xI) =| oy .y Kel=l 1 -3
................. 5 F g
any an2 «ee Apn-—X
que se denomina func¢do caracteristica de A.

A equagdo:

f(x) = det(A -xI) = 0
que pode expressar-se na forma:
agx" +a;x" '+ ... +ap_ x+ap =0
chama-se equagdo caracteristica de A.

Ache a equagdo caracteristica da matriz:

I 2 -0
K= 2" 12 "2
055203
As n raizes X, X2, X3, ..., Xp da equagdo caracteristica de uma matriz A

recebem o nome de valores proprios de A.
Determine os valores proprios da matriz:

B

Verifique para uma matriz A, de ordem 2 X 2, que a soma dos valores proprios
¢ igual ao traco da matriz.

Teorema de Cayley: “Toda matriz quadrada A satisfaz sua propria equagdo
caracteristica: det(A - xI) = 0”.

Mais exatamente: se na equagdo caracteristica de A, de ordem n, substituimos x
por A e cada nimero aj por aj + I, ela se transforma na equagdo matricial:

age A" +a;c A" 4a, cA+agel=0

também valida.
Verifique o Teorema de Cayley para uma matriz A, de ordem 2 X 2.
Podemos utilizar o Teorema de Cayley para determinar a inversa de uma matriz A,
ndo singular. Por exemplo, a matriz invertivel:

2 4
A =[l l] (det A #0)
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Capitulo \( 7

Generalidades
I\, i

6.1 — EQUACOES LINEARES
Definicdes

A equagdo:

X + 2X2 =5

onde X; e X, s30 incognitas, é um exemplo de equagdo linear a duas incognitas.

Note que os expoentes das incognitas sdo iguais a 1.

A equagdo:

Xl+3X2—X3= 10

é linear, a trés incognitas.

Numa equagdo linear nio aparecem termos da forma 2x; ou 3x,X, ou
-4x§x§; os expoentes das incognitas s3o iguais a 1, e em cada termo da equagdo
aparece no maximo uma incégnita. Uma equag¢do como:

23+ 3% + xix, - %= 6

ndo ¢é linear.
De um modo geral, uma equagdo da forma:

na qual X,, X3, X3, ..., Xp s30 incognitas e aj, a,, a3, ..., ap € b s30 numeros conhe-
cidos, denomina-se equagiio linear a n inchgnitas.
Os numeros a;, a,, a3, ..., a4, denominam-se coeficientes da equagio e b é o
seu termo constante.
Seja a equacdo linear:
X; + 2X, - X3 = -6 (l)
Se em (I) fizermos a substitui¢do:
Xy = l,x,=-2,x,=3
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a sentenca:

1+2:(-2)-3=-6
é verdadeira.
Entdo, diremos que o conjunto de valores: x; = 1, X, =-2¢e x3=3 é uma

solugdo da equagdo.

O conjunto de valores:
X1 =2, % =1,%X3=3
ndo € solugdo da equagdo (I) pois a sentenga:
2+2-1.-3 =<6
¢ falsa.
De um modo geral, o conjunto de valores:

Xp = &y, X3 = &y, X3 = Q3, ..., Xp = Qp
€ uma solugio da equagdo linear:

a;X; + ax; + axxg + ... tapXp = b
se a sentenca:

a0 +a, +taps t ... +aga, =b
é verdadeira.

Se ndo houver dividas quanto a posi¢do da incOgnita na equagdo, essa
solu¢do pode ser representada por:

(@, @, @3y ey )

Situacgdes particulares
Seja a equagdo linear a n incognitas:

agXy ¥ axXy + agxz + ... + agxy =b

19) Se a,=a;=a3=..=ay =b =0, aequagio escreve-se:
0x1+0x2+0x3+...+0xn=0

Entdo, qualquer conjunto de valores (a;, a;, @3, ..., &) € solu¢do da equagdo.

29) Se aj=a;=a3;=..=a,=0 e b+#0, aequacgdo ndo admite solugdes,
pois para qualquer conjunto de valores (a,, ay, a3, ..., ap) a sentenga:
Oa; + 0a; + Oz + ... + Oy = b
é falsa.
Por exemplo, a equag¢do Ox; + Ox; + Ox3 + Ox4 = 6 ndo admite solugBes.
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Exercicios Propostos

6.1) Das equagdes abaixo, diga qual é linear:

a) X|+X2;3=X3 b)x1+71+x3=8 c)-';—X1X2+X3=8
2

6.2) Seja a equagdo linear:
Xp+ 2X2 - 4x3+ Xg=3

a) Verifique se (3, 2, 1, 0) é solugdo da equagdo.
b) Verifique se (4, -2, 1, 3) é solugdo da equagdo.
¢) Determine k para que (4, -2, 1, k) seja solugdo da equagdo.

6.2 — SISTEMA DE EQUACOES LINEARES
Definigoes
Um par de equagbes como:

2X| - 3)(2 =1
5%y + 2x, = 12

denomina-se sistema de 2 equagdes lineares a 2 incognitas.

Note que o par de valores:

X = 2 e X,= 1

satisfaz cada uma das equagdes do sistema; diz-se entdo, que o conjunto de valores
X;=2 e Xp=1 ésolugdo do sistema; o par X; =5 € Xp= 3 satisfaz a primeira
equacgdo do sistema, mas ndo satisfaz a segunda; esse par ndo é solu¢do do sistema.

Generalizando, um sistema de m equacdes lineares a n incognitas pode ser
escrito assim:

a; Xy +apXy tapX; t.. +amXp = A
a Xy t apnXx; t a23X3 + e .mx“* = b2

anX; + apX; +auX; + ..t a;Xy =by
Poalibige Ak o WA

onde X;, X,, X3, ..., Xn $30 as incognitas.

Os nimeros ajjeb;, 1 <i<m e 1<j<n, sdo conhecidos.

O par de indices (i; j) indica que aj; € o coeficiente da incognita xj na
i-ésima equagdo; assim, a3, € o coeficiente de x, na 33 equagdo.

143



O conjunto de valores:
Xy = @y, X3 = 0, X3 = @3, ..., Xp = Qp
¢ uma solugdo do sistema (S) se for solu¢do das m equagdes de (S), isto é, satisfaz
as m equagdes do sistema.

Quando ndo houver possibilidade de confusdo, essa solu¢do pode ser represen-
tada com:

(al: a3, @3, ..., all)

Observacdes ,

12) E comum substituir-se a denominagdo sistema de equagdes lineares,
simplesmente por sistema linear.

23) Resolver um sistema linear é determinar todas as suas solugoes.

Exemplos
O sistema:
2x + 3y + 2z = 14
) 13x+4y + 52=26
Sx -2y +3z=10
admite o conjunto de valores x = 1,y = 2,z =3 como solugdo pois as sentencas:
2«1 +3:-2+2:-3.5:14
3¢1+4:-24+5-3=26
5.1-2:2+4+3-3=10

sdo verdadeiras.
O conjunto de valores x = 22,y = -10, z = 0 nio é solugdo de (S):

2:22+3-(-10)+2-0
3:.22+4.(-100+5-0
5:22-2-(-10) +3-.0

14 (sentencga verdadeira)
26 (sentenca verdadeira)
10 (sentenga falsa!)

Sistemas lineares homogéneos e nio homogéneos

Se num sistema de equagdes lineares os termos constantes das equacOes nido
sdo todos nulos, ele é chamado ndo homogéneo
Por exemplo, o sistema:

2X| + Xy t+ 3X3

$ ) nio sio
4x; X2 X3 “" todos nulos

[}

le; * Xy

é linear, ndo homogéneo.
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Se num sistema de equagdes lineares os termos constantes das equagGes sdo

todos nulos, ele é chamado homogéneo.
Entdo, um sistema de equagdes lineares homogéneo pode ser expresso na

forma:

ap Xy t appX, + apX; + .o agXy '

Ay Xy + apXy + aXa t ...+ anXn
azXy + apX, tagpXgt oot apXy =

Uma solugdo evidente do sistema linear homogéneo é:
X|=0,X2=0,X3=0, ...,xn=0
que se denomina solugdo trivial. Excluindo essa solugdo, e supondo que o sistema
homogéneo admita uma outra solugdo:

(a1, @3, @3, ..., @n)
onde os a; ndo sio todos nulos, tal solugdo denomina-se nio-trivial.

Exercicios Propostos

6.3) Seja o sistema linear:
2%y - Xg- X3=3
(S){ 4x; + 2x3 - x3= 15
4x; + 3x, = 18
Verifique se (3; 2; 1) é solugdo de (S).
6.4) Seja o sistema de equagdes lineares:
2x+ y- z=4
(S)13x -2y +2z2=13
X +2y+52=0

a) Verifique se o conjunto de valores (3; -1; 1) é solugdo de (S).
b) Verifique se o conjunto de valores (3; 1; 2) ¢ solugdo de (S).

6.5) a) Sabendo-se que (6; m; 1) é solugdo do sistema:
Xy - Xp- X3=3
2x; + 2X, - X3=n
2x; + 3x7 - pX3 = 2

determine m, n e p.
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b) Seja o sistema:

X3+ Xp-3x3=k2-1
2x1 ~ 3x2 + Tx3 =0
X1+ X3-2x3=k-1

Determine k para que ele seja homogéneo.

6.3 — EXPRESSAO MATRICIAL DE UM SISTEMA LINEAR

Matrizes associadas a um sistema linear
Dado um sistema (S) de m equagdes lineares a n incognitas:
[

Xy *apX; tapxy +.+ anx, = b,
a1X; *anXy taxnxX; + ..+ ayx, =b,
31Xy + 23Xy +ayXxz + ..+ agx, = by

AmiXy + amaX; + amaX; + .. + agpXp = by
-
podemos associar-lhe as seguintes matrizes:

a) matriz completa

E a matriz cujos elementos s@o os coeficientes das incognitas mais a coluna
dos termos constantes:

B Vger 7]
45, a5 23 .. 3 by
}
. 421 a2 A3 ... Ay :bz
]
[A:B] =1 3, aszx az .. az, :bg
}
.................... ‘.
|
am] am2 am e Amn II b[n_J

b) matriz incompleta ou matriz dos coeficientes
E a matriz constituida pelos coeficientes das incognitas:

— —

411 212 213 ... Ay

421 a2 223 ... Ay
A = a3; a3z as; a3n

4mi 'Amz Amg -+ Amn i
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¢) matriz das incognitas
E a matriz constituida por uma tinica coluna, cujos elementos sio as incogni-
tas do sistema:

E'a
X2

X = X3

[ %

d) matriz dos termos constantes
E a matriz constituida por uma @nica coluna, cujos elementos sdo os termos
constantes do sistema:

— —

by
b,
B = bs

bm

. aud

Exemplo
Seja o sistema linear:

22X+ X3t x3=8
(S) 3%y - X2+X3=8

Xyt 2%, - X3 =1

Estdo associadas ao sistema (S) as seguintes matrizes:

. f2 4" 1 | 8
a) completa: [AiB]=|3 -1 1 i 8
LIl c R« %
[zl 2l 3
b) incompleta: A =| 3 -1 1
[ 112 -
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X1
¢) das incognitas: X =| x,
X3

8

d) dos termos constantes: B =| 8

1

A expressdo matricial

Seja o sistema linear de m equagdes.e n incognitas:

.

apXx; +apXx; tagxy + .0+ appxp = by
a1 Xy t a3X, t ax3Xz t ...t aXy = b,

b3

(S){ azy Xy tapX, *tapsXxz +..+ apX,

Lamlxl tamXy tamXy ot apnXy = by

Se A, X e B sdo, respectivamente, as matrizes incompletas, das incognitas e
dos termos constantes de (S), o sistema pode ser escrito na forma matricial:

Com efeito:
" i T " AN . 7
an A 413 .. Agp N 1 anXp tapNy tapgxzt..otapN
A1 Ay 43 ... A X2 a1Ny t axpNp + axXz t...taxyXp
A X= a3} a3z azz ... d3n o | X3 = | azgxyp +apXx; +azxz+..taxpxp
dmi Am Amy - amn_J Xm Am Xt AmpXp *ama X3t Y appXp
e e — 55 =
P = — -
anx; tapx, t+ajjizx; +..+ AinXp b,
a3 Xy taxpX; taxpx; t ..+ axpX, by
Xy + + Xy FoalE =
Entio: a3 X; +apX; + apX; a3nXn b3
amX; + amaXy + apaxy t+ .+ 4mnXn | me

Da igualdade acima obtém-se o sistema (S) na sua formulagdo usual.
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Exemplo

A formulagdo matricial do sistema:

|
oo

2X;1 + Xt X3 =

~

3X| - B =

4x, + 3x, + Tx3 = 2

e:
2 1 1 X1 8
3 <1 HOFs| G1ETT
4 L SR | X3 2
A X B

Exercicios Propostos

6.6) Seja o sistema:

Xp + 28+ 3x3= 2
3X|-2X2— X3 = S
S
a 3.\] = 5\2"’ 3.‘(3: -4

Xp +4xy+ 6x3= 0

Dé as matrizes associadas ao sistema.

6.7) lormule os sistemas na notagdo matricial:

4x - 4y = 48 5xp+ x3=18 Xp+x3=3
g 2x + y =38 b)< Txp + 4x3=0 & Xp+x3=17
3x; + 13x3 - Txp = 16 X3+ X3 = 20

X1+X2+X3=12

6.8) Um sistema linear (S) tem a seguinte formula¢do matricial:

3412 X1 1
-1 3 5 e X2 1= 0
1 T X3 1

Quais sdo as equagdes que o constituem?
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6.4 — CLASSIFICACAO DE UM SISTEMA LINEAR

Seja (S) um sistema linear.

Segundo o nimero de soluges podemos classifici-lo como segue:

(S) consistente se possui pelo menos uma solugdo.

(S) inconsistente se ndo possui solugdes.

Se (S) é consistente e admite uma e uma s6 solugdo ele é determmado se
(S) é consistente e admite mais do que uma solugdo ele € indeterminado.

sistema (S)
|
| : : i
consistente inconsistente
|
| 1
determinado indeterminado nao
ha
solugdo
mais
solugdo do que
Unica uma
solugdo

6.5 — SISTEMAS DE CRAMER

Defini¢ao

Seja (S) um sistema linear de n equag¢Ges a n incognitas:
r a;1X; tapXx, tagxygt .ot agxy, = b]
21 X1 t 2%y + 23Xz + ..+ AypXy = b,

(S) % ag Xy + azpXy + a33X3 + ..+ a3pXp = by

1 amX; + apX; + apX3 + ... + appXp = by

Se em (S) a matriz incompleta A, quadrada, é tal que det A # 0, (S) diz-se
Sistema de Cramer.

Observe entdo que se (S) é um sistema de Cramer, o nimero de equagdes €
igual ao namero de incognitas e, além disso, o determinante da matriz incompleta
¢ diferente de zero.

180

Exemplo
O sistema:

=2x; + 3% - X3
4
-3

Xy + 2X; - X3

-2X| - Xo t X3

é de Cramer. O nimero de equagdes € igual ao namero de incognitas: trés; e além
disso, o determinante da matriz incompleta:

-2 3 =]
det A = 1 2 -1|=-2
-2 -1 1

é diferente de zero.

Propriedade
Um Sistema de Cramer é consistente e determinado.

Demonstracao
Seja o Sistema de Cramer:
anXy + apxy t ..t agxy = by
a;1X; + 23Xy t ... + ayXp = by
(S)q amx; +azpxy t ...+ a;pXp = by

que na formulagdo matricial escreve-se:

£ -3 - -

a5 Qg2 ... A1n X1 b, W
d21 QA2 ... Ap X2 bz
a3; 433 ... da3p s X3 = b3

L Ay dpz - 4nn i Xa | Lb“_.

_— ™ T
A B

com det A # 0.
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Vamos verificar, entdo, que a equagdo matricial
A-X=B ()

admite solugdo Gnica, o que equivale a demonstrar que (S) admite solug¢do Gnica.

19) (I) admite solugio.
Por hipotese, det A # 0 e entdo existe A™'.
A matriz X = A™' . B ¢ solugdo de (I):

A-X=A-(A"-B)=(A-A).B=1-B=B

29) A solugdo X ¢é unica. R
Suponhamos que (S) admita uma outra solu¢gdo X; entdo:

Regra de Cramer
Para o sistema (S), de Cramer, tem-se entdo:

-

X| = —
A” A2| ...... Anl
X2 bl
Aiqal, Aprhale Anz
: 1.0 W s sisivim s e smsaio- b,
x = ’ = A_l eB=—nvw—.
Xj det A Ay Asi s Ani
.................. bn
A]n Azn ...... AnnJ
[ Xn | .
Dai:
C_ A As ni :
b~y U R IR e i
Seja agora a matriz:
A ap ay i1 bi a4+ din
. e a1 4y a2 i-1 by di+1 a3
B . W o Bnii o Dn ¥aide . "Ban

obtida de A substituindo-se a sua i-ésima coluna pela coluna dos termos constan-

tes de (S).
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Se desenvolvermos det A; através da i-ésima coluna:

detAi = A]i'bl + A;i‘ b: >

Entdo:

Exemplo

+ Ani * by

Retomemos o Sistema de Cramer, do exemplo anterior:

no qual

X2

X3

—2X1 + 3)(2 = X35

() Xy + 2x2 - X3

=2X1 - Xt X3 =
2p ¥ 36 k]
Azllis 25 eL.hire detihi= 22
ZOARME S K
B 3 -
. 2 -1
_ det A, B -1 1 4,
T detA 22 =0
2 E
1 .
-2 i 1
_ det Az o A "6 = 3
T detA =2 T2
-2 3 l
1 2 .
2 -1 .
_detA, oy
T detA =2 T

A tnica solugdo do sistema ¢ (2; 3; 4).

para i =18,k
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Exercicios Propostos

6.9)

6.10)

6.11)

6.12)

6.13)

6.14)

6.15)
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Utilize a Regra de Cramer para resolver os sistemas:

X+ y="6 2x1+ x2=5 ' 3x; +4x, = 16
a) b) c)
3x + 4y = 22 3x; + 2x,= 9 2x; + 3= 11

Utilize a Regra de Cramer para resolver os sistemas:

XxX=-3y~- z=-6 X3 +2x3 + x3 =2 X+2y+2z
a) x+4y + 72 =17 b){ 3x; +6Xx5 - x3=3 c){ 2x -~ 4y + 3z
~x + 6y 6z = 19 51 - X2 -x3=0 3x + 8y - 2z
3X~- y+52=-2
d) 2x+ y-5z2=3
2x #5y ¥ z= 3

Resolva os sistemas abaixo pela Regra de Cramer:

2x + y+2z-3t=0
4x+ y+ z+ t=15
6x- y- z- t=25
4x -2y +3z- t=2

X1+ 22X+ 3x3+ 4x4=0
7xy + 14x5 + 20x3 + 27x4 = 0
Sx; + 10x; + 16x3 + 19x4 = =2
3x; + SXp+ 6x3+ 13x4=5

a) b)

Seja o sistema (S):
x+ay +2z=0

-X tay +3z =0
-2x+ y +az=0

Determine a para que (S) seja um Sistema de Cramer. Resolva-o em seguida.
Use a Regra de Cramer para resolver o sistema:

X~my=7

{ mx+ y=3

Determine m para que o sistema

(m-1)xy + 4%, = 2m
(m+1)x; - 2x, = 1 + 3m

(m € R)

seja de Cramer. Em seguida, resolva-o.

Use a Regra de Cramer para resolver os sistemas:

[}
w

a)

® o x|
+

<o %[
1

SIEN

wouon

NN

2 8. 50
X ¢z
b) l+_3_-_6.._-_1
X Ve iy
Lilecdi
¥ Y%
I NI W
(Sugestao.-;—X,y—Y, z-Z)

6.16) Use a Regra de Cramer para resolver o sistema:
X*+cosQ + y*senQ = Cos
-Xe+senQ +y *cos = senQ

6.17) Use a Regra de Cramer para determinar os reais a, b e ¢ de tal forma que a funcdo
quadratica definida por:

f(x) = ax2 + bx + ¢
satisfaca as condigdes: f(1) = 5, f(3) = 13 e f(=5) = 5.
-1

2 g
] . Determine M~ ¢ use o resultado para resolver o sistema:
-2 3

-Xx + 2y = -7
-2x + 3y = -3

6.19) Determine a matriz inversa da matriz:

6.18) M é a matriz [

1 -1
M=|3 -9
hii55=3:9: 3

Utilize o resultado para resolver o sistema:

]

X=- y+ z
) < 3x -9y + 5z
X -3y + 3z

n

n
- O\
w
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Capitulo i 4

Resolucdo de sistemas
lineares: o escalonamento

Na resolugdo de sistemas lineares, a Regra de Cramer apresenta sérias limita-
¢des: ¢ aplicdvel somente quando o sistema é constituido por igual nimeéro de
equagses e de incognitas, e também exige que o determinante da matriz incompleta
seja diferente de zero.

Além disso, a Regra de Cramer torna-se computacionalmente ineficiente
quando o niimero de equagdes é maior do que 3; por exemplo, na resolugdo de um
sistema linear de 5 equagdes e 5 incognitas, precisamos calcular 6 determinantes
de ordem 5 (!).

Vamos entdo examinar um outro método para a resolugdo e discussdo de um
sistema de equagdes lineares.

7.1 — SISTEMAS EQUIVALENTES

Defini¢do
Dizemos que os sistemas lineares (S;) e (S,) sdo equivalentes quando:
19) (S)) e (S,) sdo consistentes e toda solucdo de (S,) é solugdo de (S,) e,
também, toda solugdo de (S,) é solugdo de (S,); ou quando:
29) (Sy) e (S,) sdo inconsistentes.
Se os sistemas lineares (S;) e (S,) sdo equivalentes, escreve-se:

Observe que:

a) (S) ~ (8), para todo (S)
b) se (81) ~ (S,) entdo (S;) ~ (Sy)
¢) se (S1) ~ (S2) € (S2) ~ (S) entdo (S;) ~ (S3)
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Exemplo
Os sistemas:
X|+X2=s 2X1+ x2=8
S - e (S
(l){xl_xz=l ( ){ 2x, = 4
sdo equivalentes: sdo consistentes, determinados, e apresentam a mesma solugdo

3; 2),

As transformacdes elementares

Dado um sistema linear (S;), obter-se-4 um sistema linear (S,), equivalente a
(S,), se em (S,) fizermos as seguintes transformagodes elementares (te ):

Exemplos
Seja o sistema linear:
2X1 Xy =
)
3x; + 4%, =5

Sao equivalentes ao sistema (S) os seguintes sistemas:

a) (s‘){3x1 + 4X2 =95

2X; - X3 =2

Observe que em (S) trocamos as posi¢des das duas equacSes obtendo (S;);

(Sy) ~ (S) pela tel.
Para indicarmos a transformagdo feita (te 1) em (S), usamos a notagdo:

2xy - X3 =2
®) o
3x; +4x, =

b) (S){ 2%, - X3 =2
7 15x, + 20x, = 25
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Observe que em (S) multiplicamos a 22 equagdo por 5 obtendo (S,);
(S;) ~ (S) pela te2
Para indicarmos a transformagdo feita (te¢ 2) em (S), usamos a notagdo:

2X; - Xp =2
S
(){3X1+4X2=5©

2X; - X 2
o) (Sa){ s
l.IXI +0- Xy = 13

Observe que em (S) multiplicamos a 12 equag@o por 4 e somamos, membro a
membro, a 22 equagdo obtendo (S;); (S3) ~ (S) pela te 3.
Para indicarmos a transformagdo feita (te 3) em (S), usamos a notagdo:

2X; - X2 =12
(S){ }
3X; sh 4X2 =35
Demonstragao
19) Ate!l é imediata.

29) Para a demonstragio da te 2 consideremos o sistema:

p
ayX; tapXy +..+ apX, =b
a1X; t axpXx; + ...t axyXy = b2
(S) ﬁ . -» ....................
8, X1+ ajX, + ..+ aipXp = bj « i-ésima equagdo
anrXy Hiame i oL axn ="by
L
e o sistema:
( a5 Xy t+apX, t..+ apXp =by
a,1X; t+ apnX; + ...+ a;yXp, =b,
(S1) j

amx; t AnpXy t ...t apmpXy = bm

“

obtido de (S) multiplicando-se neste a i-ésima equacdo pelo namero k, k # 0.
Observe que (S) e (S;) diferem apenas nas suas i-ésimas equagdes; portanto €
para elas que a nossa demonstragdo deve se voltar.
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12 parte) Suponhamos que o conjunto de valores (a;, @3, ..., @) € uma
solugdo de (S); demonstremos que também o é de (S)).
Entdo, por hipétese a i-ésima equagdo de (S) dé-nos:
" aj -al+ai2-az+...+am < ap = by
Na i-ésima equagdo de (S,) fazendo a substitui¢do: X; por &, Xz por &, ...,
Xp por an obtemos:
(19 membro) = k- aj, + &y + k-ap 0 + ... ¥ K- aip -0 =
= ka0 +ap0p t ..t apon) =k-bj= (29 membro)
W
b; (hipotese)
0 que prova que a solugdo (ay, @z, .., &n) satisfaz 2 i-ésima equagdo de (S;) e por-
tanto é solugdo de (S;).

23 parte) Suponhamos que o conjunto de valores (ay, @, ..., Gp) € uma
solugdo de (S,); demonstremos que também o é de (S).

Entdo, por hipotese a i-¢ésima equacdo de (S;) dé-nos:
kaj; X, + kaj X, + ... + KajpXp = k - b;
Na i-6sima equagdo de (S) fazendo a substitui¢do: x; por &;, X3 por &, ..,
Xp por an obtemos:

(k #0) k k
(19 membro) = aj a; + A&y + ... t An@n = A0 T A Fiant
k k
£ : + ..+ Kag@n) = * k+ bj = by’
+T( ainln = (kaj, oy + kaj0p. t .. Ainn) =3 i i
e

k - bj (hipbtese)
= (2© membro)

0 que prova que a s;)lugﬁo (ay, @, ..., @p) satisfaz a i-ésima equagdo de (S) e por-
tanto é solugdo de (S).
Fica entdo completada a demonstragao: (Sy) ~ ()

39) A demonstragdo da te 3 serd feita no exercicio 73

Exercicio Resolvido

7.1) Sejam os sistemas:
ax + by =2 X + 2y
S e S
(l){bx+23y=4 2){-x+3y

Determine a e b sabendo-se que (Sp) ~ (Sy).
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Solugdo

No sistema (S,) a matriz incompleta:

4 32
A=
..—l 3]

tem determinante diferente de zero: det A = 5; (Sp) € Sistema de Cramer

Entdo, (0; 2) é solugdo de (Sy); se (S)) ~ (Sy), (0; 2) também é solucdo de (Sy).

Substituindo em (S;) x por 0 e y = 2, obtemos o sistema em a e b:

O0-a+2b=2
O*b+4a =4
6, dai, a=1 e b=1.
Exercicios Propostos
7.2) Os sistemas:
2x -~ y+3z=10 ax + by + cz=-4
SpPy3x-2y- z=22 e X - 2by + 3cz = 8
4x + 3y - 2z = 13 -ax + by + 4cz = -23

sdo equivalentes. Determine a, b e c.

7.3) Demonstre a te 3.

7.2 — SISTEMAS ESCALONADOS

Definigdo
Seja (S) um sistema de equagdes lineares.

Diz-se que (S) é um sistema escalonado, ou ainda, que estd na forma escalona-
da quando:

19) em cada equagdo existe pelo menos um coeficiente ndo nulo
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XO) o nimero de coeficientes nulos, antes do primeiro coeficiente ndo nulo,
cresce da esquerda para a direita, de equagdo para equagao’.

Exemplos

Sdo escalonados, os sistemas:

x+ y+2z2=13 4%, + Xp + X3 - X4 =2
(S1) 27+ 2=4 (S2) X+ X3+ Xg=5
3z=6 2%Xq = 7
) x+ty+2z-t=4
3 z-t=5

Resolucdo
Seja (S) um sistema na forma escalonada; para a sua resolugdo, hd dois tipos

a serem considerados:
19 tipo: em (S) hd tantas equagdes quanto incognitas
a1 X, + a12 X2 4 a413X3 AT ApXp = b]
a2 X2 + a3x3 t+ ... + apXp = bz

(S) 433X3 G s agnXn = b3

Observe que em (S) aj # 0 para todoi, 1 <i<
Além disso, se A é a matriz incompleta de (S) podemos escrever:

ap a2 A3 .. 4m
0 an a3 asn

det A = 0 0 a33 sos dzn = 231422433 ... Apn #0
0“0 O e

Entdo (S) é um Sistema de Cramer; (S) € consistente e determinado.

Para obter-se a solugdo ((nica) de (S) parte-se da n-ésima equagdo, que nos
di o valor de Xp; por substitui¢do nas equagOes anteriores obtemos sucessivamente
os valores de Xp-1, Xn-2, --+» X3, X2, X1.
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Exemplo

Seja o sistema escalonado:

2x+ty- z+ t= 0 (1)

©) Y +32z = t==1 (2)
4z +3t= 7 (3)

2t= 2 (4)

A equagdo (4) dédnos t = 1
’—/
Em (3): 4z+3+1= 7 e daf z= 1
AL SN N o i
Em(2): y+2:1-1=-1 e daf y=2
pliecl
Em (1): 2x-2-1+1= 0 e dai x= 1

A solugdo do sistema (S) é (l;Z; 15-1).

29 tipo: em (S) h4 menos equagdes do que incognitas

anx; + app Xy + a;3x3 S AmXp = bl

(S) azjzx_iz b A2 jo+r1Xjy+1 tina® ASnXeo soby

Observe que em (S) 1 < j, < ... < jm € que os “coeficientes iniciais” a,,,
32j, 5 +ee» Amj, N0 s30 nulos.

Para a resolugdo de (S), neste caso, devemos fazé-lo recair no cdso anterior.

Inicialmente, as incognitas que ndo aparecem “no comego” de nenhuma das
equagdes de (S) — chamadas varidveis livres — devem ser “passadas” para os segun-
dos membros das equagdes.

O “novo” sistema assim obtido, (S'), deve ser considerado como um sisterna
contendo apenas as incognitas que “sobraram” nos primeiros membros das equa-
cOes.

Assim, atribuindo-se a cada varidvel livre dos segundos membros das equagoes,
um determinado valor, teremos um sistema (S') do caso anterior: consistente e
determinado. Resolvendo-o obtemos uma solugdo de (S). Em seguida, atribuindo-se
as varidveis livres um outro conjunto de valores obteremos outra solugdo de (S).
O processo estende-se indefinidamente, e para (S) encontraremos infinitas solugdes:
(S) é consistente e indeterminado.

Por defini¢do, neste segundo caso, o niimero de varidveis livres, n-m, chama-se
grau de indeterminagdo.
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Exemplos
1 Seja o sistema escalonado:

(S){xfy+2z 21 151

y+ z=3" (2)

A tnica incOgnita que ndo aparece “‘no comeco’’ de nenhuma das equagdes
de (S) € z: é a Gnica varidvel livre (observe que o grau de indeterminagdo do sistema
é 1).

“Passando” z para os segundos membros das equacdes:

x+y=2-2z
y=3-'2z

Atribuindo-se a z o valor de a, « € R, obtém-se o sistema:

x+y=2-2a (1)
{ ¥=%-e 0l
consistente e determinado para cada valor particular de a.
Substituindo (2) em (1):
x+3-a=2-2a
x=-1-a

Entdo, as solugdes de (S) sdo os infinitos conjuntos de valores do tipo:
(-1-a; 3 - a; a), onde a € R; (S) é consistente e indeterminado.
Alguns exemplos de solugdo:

a=0:(-1; 3,0
a=1:(=2;2; 1)
a=2:(-3;1;2)

29) Seja o sistema escalonado:
(S){x+2y-22+3t=2 (1)
z-2t=1 (2)
Ha duas varidveis livres: y e t (ndo aparecem ““no comeg¢o” de nenhuma equa-

¢0). O grau de indeterminacao de (S) é 2.
“Passando” y e t para os segundos membros das equagOes:

X -2z=2 -2y -3t
z=1+2t
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Atribuindo-se a y e t, respectivamente, os valores « e f3, reais, obtém# 0 sis-
tema:

Xx-2z2=2-2a-38 (1)

z=1+28 ?2)

consistente ¢ determinado para cada par (a; f).
Substituindo (2) em (1):
x-2(0+28)=2-2a-38
x=4-2a+p
Entdo, as solugdes de (S) sdo os infinitos conjuntos de valores do tipo:

(4 - 2a + B; a; 1 + 28; B), onde (a; B) € [R?; (S) é consistente e indeterminado.
Alguns exemplos de solu¢do:

(@, 8y =.(=2; 1)} (9; =2; 3;"1)
(;8)=(0;0) : (4;0;1;0)

Exercicios Propostos

.7.4) Resolva os sistemas escalonados:

X+2y-32=4
a) y+dz=17 b){x+y-z=2 o) =gy te=4
2z = 2 ytz=1 4y -z=0

7.5) Resolva os sistemas escalonados:

x+y-2z+t=1 X-y+t z+2t=4 x-yv+za¥2t=1
a) Y+ g—t=2 b) y~-2z+5t=2 © Z~ 1t=2
="} z-=t =1
2t = 4
7.6) Seja o sistema:
x - ytz=1
ay +z = 2
az =b

a) Resolva-o para a # 0.
b) Resolva-o para a = b = 0.

7.3 — METODO DE ELIMINACAO DE GAUSS

Para resolvermos um sistema qualquer de equagdes lineares, utilizaremos um
método denominado método de eliminagio de Gauss.
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sse método consiste em transformar um dado sistema linear (S) em um
outro (S,), equivalente a (S), sendo (S;) um sistema escalonado, que é de facil
solugdo
A 'transformagdo de (S) em (S,) faz-se com auxilio das transformagoes ele-
mentares, descritas em 7.1.

Como escalonar um sistema

Para transformarmos um sistema linear (S) em um outro, equivalente e esca-
lonado, seguimos os seguintes passos:

a) Inicialmente, usamos as fransformagoes elementares de modo que a 12 in-
cognita, x,, tenha coeficiente a;; = 1 na 12 equacdo.

b) Depois, para i > 1, substituimos a i-ésima equagao pela soma da mesma com
a primeira equagdo multiplicada por um namero conveniente: o niimero “‘conve-
niente” deve ser tal que se anulem os coeficientes da 12 incognita, em todas as equa-
¢oes (exceto a primeira). Observe que para anularmos o coeficiente da 12 incognita
na i-ésima equacdo, a esta somamos a 12 equagdo previamente multiplicada por
-aj; -

¢) Em seguida, “abandonamos” a 12 equagdo e repetimos o processo acima
para as equacgOes restantes.

Os exercicios que seguem ilustram o procedimento.

Exercicios Resolvidos

7.7) Resolva o sistema:

2X]+X2—2X3=2
S) 4x1-3X2+2X3= 30
Xp+xa+x3=1
Solugdo
2%y + Xz - 2x3 = 2. Ryt BE Kol ,_@ 2
) 4x1-3x2+2X3=3(Z| o~ {4?(1'3"2*2"3:3 =
X1+ Xt X3=l 0. W X2-2X3=2

{x|+ X+ x3=1 {x1+ X+ x3=1
~ 7)(2- 2x3= 26 ~ - X2—4X3=0 o
24 )

(s X2—4X3= -7X2-2X3=26

Xp+ Xt x3=1 Xp+ X+ x3=1
~ X2+4X3=0 ~ { X +4x3=10
- 7X2 S 2)(3 =26 26X3 =26
O sistema foi colocado na forma escalonada; é do 19 tipo: consistente e determi-
nado. A sua tnica solugdo é (4; -4; 1); podemos dizer que o conjunto-solugdo de (S) é:

v = {@; -4; D}
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7.8) Resolva o sistema:

X+ty+z+t=6
S) {2x+y-z+t=5
Xty-z-t=2=2
Solugdo
x+y+z+t=6@ X+y+ z+t=6
S {22x+y-z+t= -y-3z-t=—7 @~
“X+y-z-1t=- s
Xty+ z+t=6 X+y+ z+ t=6
~ y+3z+t=7@ { y+3z+ t=17
2y =4 -6z - 2t = -10

O sistema foi colocaao na forma escalonada; é do 2° tipo: consistente e indeter-
t;:umdo Hi uma s6 varidvel livre: t (ndo aparece no comec¢o de nenhuma equagdo).
ntdo:

6-t

X Ty ¥y
{ y+32z=7-~t
- 6z = -10 + 2t

Atribuindo-se a t o valor @, @ € R, obtém-se o sistema:

X+y+ z=6~0 1)
y+3Zz=7T~-@a 2)
-6z =-10+2a (3)
Em (3): z = 3—-3-0; substituindo em (2) obtemos y =2 eem (1) x -%——23-
Entido, as solupaes de (S) s@o os infinitos conjuntos de valores do tipo:

(-3- %-a 2,3- 3-a;a), onde @ € R:

ve{3de n 3-dudacd

7.9) Resolva o sistema:

X~ FArgi=Q

S {2x+ y- z=17
X+2y-2z2=5
Solugdo
X~ ¥ Z=2§) X=- y+ z=2
® {2x+ y- z=7 X I (:)~
X+2y-2z2=5<«—- 3y-3z2=3
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X=- y+ z=
s Bl
3y - 3z =

Observe que a equagdo (*) foiabandonada; ela ¢ satisfeita para todo par ordenado
(y; 2) € R2 é dispensdvel para a resolugdo do sistema.

Note também que o sistema estd na forma escalonada; é do 29 tipo: consistente e
indeterminado. Ha uma sd varidvel livre: z. Entdo:

X-y=2-2
y=1+z
Atribuindo-se a z o valor & & € R, obtém-se o sistema:
~y=2-a (1)
y=1+a (2
Substituindo (2) em (1): x =3

Entdo:
v={3;1+aa,a€Rr}

7.10) Resolva o sistema:

x+2y-32z=4
x+3y+ z=11
) 32x + 5y -4z =13
2x + 6y + 22 =22
Solugdo
X+2y-3z=4 Xx+2y-3z=4
© | xtIy+ z=11 - y+4z=1 @ N
2x + Sy - 4z = 13+ y+2z2=5<«
2X + 6y + 2z = 22— 2y + 82 =14
x +2y - 3z x+2y-3z-=4
y + 4z x y+4z=17
-2z =-2

= -2z

O sistema estd na forma escalonada; é do 19 tipo: consistente e determinado.
Resolvendo-o:
v={a; % n}

7.11) Resolva o sistema:
X+ 2y-2z+ 3t=2
(S) {2x+ 4y -3z + 4t=5
] 5x + 10y - 8z + 11t = 12
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7.15) Discuta e resolva o sistema: Se a#1, o sistema estd na forma escalonada, é do 19 tipo: consistente e de-

terminado.
X by ayze 4 F 1 a-2
S {2x+ y+ z=5 Em (2): y=a_l,esubsmumdoem(l).x=a_1.
X +2y+22=a Se a =1, a equagdo (2) ndo possui solugdes; o sistema é inconsistente.
Solugdo Resumo
X + + z=4 =3 LEYy 2= -
& ta i 2 } (]) A " @ a # 1: (S) € consistente e determinado, V = {(:—f; ;—Ll-)}
) X+ Iy 437 e ~ Ly - g = o5 = =

a = 1: (S) é inconsistente, V = @

it
-
A
i
1
<
I
~N
n
»
1
A
]

3x +2y + 72

4 X+ty+ z=4

x4+ ytz
Uma solugdo alternativa

e y + %93 ~
R *) Observe que a matriz incompleta A, do sistema (S), é quadrada e que:
Se a = 9, a equagdo (*) é dispensivel para a resolugio do sistema. FEntdo: et Al L a1
{x +y+tge il 1 a
X*E=3 Se a # 1, (S) ¢ um Sistema de Cramer: consistente ¢ determinado:
que é um sistema escalonado do 29 tipo; é consistente e indeterminado. Hi uma Gnica 1
varidvel livre: z. Entdo:
) 2 a a2
X+ty=4-z X a-1  a-1
y=3-z
1 =
Atribuindo-se a z o valor @, @ € R: 1 2
; <1
X+ty=4-a (1) y= T =a-1
y=3-a (2)

S T 2 X 3 . Se a =1, o sistema (S) fica:
Substituindo-s¢ (2) em (1): x = 1. Entdo, as solugdes de (S) sdo os infinitos con-

juntos de valores do tipo: (1; 3 - a; @). {x + yo= 1
(S)

Se a # 9, a equagdo (*) ndo possui solugdes; o sistema é inconsistente. Xy
Resumo z
Entdo, escalonando o sistema:
{a = 9:(S) é consistente e indeterminado, V = {(l; J-a;a),a € R} 4 i oy i
X y = X =
a # 9:(S) ¢ inconsistente (S) {\ oy e B {9&-"‘@ G )
7.16) Discuta e resolva o sistema: A equacio (*) nido possui solugdes; o sistema & inconsistente.
x+ y=1
(S)
X+ ayi='D
7.17) Discuta o sistema:
Solucao
+ - z=1
X P Nk X ¥
® () J2x+3y +az =3
X +ay =
x +ay +3z=2

170 171



Solucdio

X+ y- z=1§ xX+y- z=1
(S) <2x+3y +az =3 ~ y+(a+2)z'=l

Xxvay+ 3z=2 (a-y +4z=1
Xty=-z=1 xt+ty-z=1

~ y+@+2z-=1 ~ yt+t@+2)z=1
(-a2-a+6)z = 2-a ~a+3)a-2 -

Observe a equagdo (*). i

Se a #-3 e a #2 o sistema estd na forma escalonada; é do 19 tipo: consistente e
determinado.

Se a = 2, o sistema escreve-se:

X+y- z=1

y+tdz=1

Esta na forma escalonada e é do 29 tipo: consistente e indeterminado.
Se a = -3, a equagdo (*) escreve-se:

0z=35
e ndo possui solucdes: o sistema € inconsistente.

Resumo

a#-3 e aF2:(S)é consistente e determinado
a 2: (S) é consistente e indeterminado
a = ~3: (S) € inconsistente

Uma solugdo alternativa

Observe que a matriz incompleta A, do sistema (S), é quadrada e que:

1 1 -1
detA=|2 3 a| =-a2-a+6=-(a+3)a-2)
1 a 3

Se a #-3 e a2, (S) é um Sistema de Cramer: consistente ¢ determinado.
Se a = -3 temos:

¥¢ y-‘g=1 xt+ty- z=1 X+ y- z=1
(S) {2x+3y-3z2=3 y- z=
x~-3y+3z=2 -4y + 4z =

A equagdo (*) ndo possui solugdes: o sistema é inconsistente.
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‘Se a =2 temos:

1? X+y- 2z
3 o y + 4z
2 g y + 4z

Para efeito de resolucdo do sistema a equacdo (*) pode ser abandonada: entdo, o sis-
tema estd na forma escalonada e € do 2° tipo: consistente e indeterminado.

X+ y- z
(S) <2x + 3y + 2z

X + 2y + 3z

n

7.18) Discuta o sistema:

ax+ y=b
(S)
X +ay = b?

Solucdo

) ax + y=>b j X +ay = b2 "} X +ay = b2
x + ay = b2 ax + y = b " *)

Fixe sua aten¢do na equagdo (*).

Se a 1 e a7 -1 o sistema estd na forma escalonada, é do 1° tipo: consistente
e determinado.

Se a =1, o sistema escreve-se:

{x-'— y = b2

Se, entdo, b =0 ou b =1, aequagio (*) escreve-se:

Oy =0

dispensdvel para a resolucio do sistema, que é entdo consistente e indeterminado.
Se, entretanto, b 0 e b # 1, a equagdo (*) ndo possui solugdes; o sistema ¢ in-
consistente,

Se a = -1, o sistema escreve-se:

Se, entdo, b = 0 ou b = -1, a equagio (*) escreve-se:
Oy =0

dispensdvel para a resolugio do sistema, que é entdo consistente e indeterminado.
Se, entretanto, b 0 e b # -1, a equagdo (*) ndo possui solugdes; o sistema é in-
consistente,
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Resumo
(-a #1 e aF-1:(S) é consistente. e determinado
b=0 ou b = 1:(S) éconsistente e indeterminado

a=1
4 b#0 e b 1:(S) é inconsistente

U {b =0 ou b =-1:(S) é consistente e indeterminado
L b#0 e b F#-1:(S) é inconsistente

Resolva agora o mesmo problema utilizando-se da Regrade Cramer.
7.19) Discuta o sistema:

x+2y+ z=4
(S) 5x+ay +52=0
X, yt2%wd

Solugdo
x+2y+ z=4 X = y+22=2§5’>

(8) < Sx+ay+5z=b ~ {Sx+ay+5z=0b é? ~
X- y+2z=2 IXx+2y+ Z=4—

~y+2z=2 X-y+2z=2 e

G4y = Semb=10w ~.J . Sy-Spe-d (i) s
] 3/

Sy~52=-2 «———— (S+a)y-52=b-10

{x
-y+2Z=2 X-y+2z-=
2 X
ol 7 AL g ~ y- 2=
G+ay-5z=b-10<— @w‘%@%%&dﬁf ™)
Observe a equagio (*).
Se a 0, o sistema estd na forma escalonada, é do 19 tipo: consistente e deter-

minado.
Se a =0, o sistema escreve-se:
X-y+2z=2
s
y i
-8 ™

Se b =8, a equacio (*) é:

0z =0
dispensdvel para a resolugdo do sistema, que é entdo consistente e indeterminado.

Se, entretanto, b # 8, a equagdo (*) ndo possui solugdes; o sistema é inconsis-
tente.
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Resumo
a #0: (S) é consistente ¢ determinado
b = 8: (S) é consistente e indeterminado
a=0 ¢
b #8: (S) é inconsistente

Uma solugdo alternativa

Observe que a matriz incompleta A, do sistema (S), é quadrada e que:

Sa

-9
@
Lad
>
"
w
®
N N e
I

Se a #0, (S) é um Sistema de Cramer: consistente e determinado.
Se a = 0, o sistema escreve-se:

3x+2y+ z=4
(S) < 5x +52=D0
X- y+2z=2

3x+2y+ z=
(S) <5x+ 52 =

X=- y+ 2z

5x + S2=b) ~

.‘ X- y+2z=2 Gﬂ -3
A

S .

X+ 2yt 254 o—00

X- y+2z= 2- X- y+2z=2
- _ B _ ,_b-10
Sy-5z= b - 10(-5/; y z_—S—EP
Sy - 5z =-2 Sy-52=-2 .

X= y+22=2

- o, b-10
¥ TR

Oy +0z=-b+8 (%)

Se b =8, a equacdo (*) é dispensavel para a resolu¢do do sistema que, entdo, esta na
forma escalonada e é do 29 tipo: consistente e indeterminado. )
Se b #8, a equagdo (*) ndo possui solugdes: o sistema € inconsistente.
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7.4 — SISTEMAS HOMOGENEOS DE EQUAGOES LINEARES

Vimos em 6.2 que um sistema linear homogéneo ¢ aquele em que os termos
constantes sdo todos iguais a zero:

anX; tapXy +apXs + ..t apX, =0
a1Xy +apX; + a3X; t ..+ anXxy =*%x
.......................... &

am1 Xy t amaXy t amaXs t ...+ apmpXn = Q

Vimos também que uma solu¢do evidente do sistema é a solugdo trivial:
X1=0, X=0, X3=0, ..., Xy =.0

Entdo, um sistema linear homogéneo é sempre consistente.

Se o sistema linear homogéneo for determinado possuird uma Gnica solugdo:

a trivial; se for indeterminado, possuird infinitas solugGes: a trivial e outras, distin-
tas da trivial.

Exercfcios Resolvidos

7.20) Resolva o sistema:
x+ y+z=0
S 12x+ y-2z=0

3x + 2y =0
Solucdo
X+ y+e= x+y+ z=0
) {2x+ y-z= L “y-2=0@ ~
3x + 2y = -y=-32=0
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X+y+ z-=

~ y+3z-=

_y-3z=

Observe que a equagdo (*) foi abandonada; ela € satisfeita para todo par ordenado
(y; z) € R?; é dispensdvel para a resolugdo do sistema.

Note também que o sistema esté na forma escalonada; € do 29 tipo: consistente e
indeterminado. H4 uma sé variavel livre: z. Entdo:

X+ty=-2
{ y=-32
Atribuindo-se a z o valor &, @ € R, obtém-se o sistema:
x+y=-a (1)
{ y = =3a (2)
Substituindo (2) em (1): x = 20.
Entdo:

v = {@a; -3a; @), « € R}

Exemplos de solugdes:

a=0:(0; 0;0), a trivial

a = 1: (2; -3; 1), ndo-trivial

a = 2: (4; -6; 2), ndo-trivial

7.21) Resolva o sistema:

3x+2y- z=0
4x - y+3z2=0

X- y- 2=

Solugdo )
3x+2y- z=0 X- y- z=0§
(S) {4x- y+3z=0 ~ q4x - y+32=0 ~
X-y=-2=0 3x+2y- 2=0-=
Xemo Yors® = X Y~ 250 x-y- 2z2=0
7 7 [
~ 3y + 7z = W y+-§z=0’?~ y+?z—0
Sy+2z=0 Sy+ 2z=0 -%9-2=0

O sistema estd na forma escalonada; é do 19 tipo: consistente e determinado;
possui somente a solugdo trivial:

v = {(0; 0; 0)}
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Uma solugdo alternativa

Observe que a matriz incompleta A, do sistema (8), é quadrada e que:

3 2 -1
detA=|4 -1 31=29
1 -1 -1

Entdo, (S) é um Sistema de Cramer: consistente e determinado; e como ¢ homogéneo,
sua Unica solu¢do € a trivial.

7.22) Discuta o sistema:
mx+ y+2z=0
S) {-mx+2y+3z=0

x+¥'y =0
Solugio
mx+ y+2z=0 X+ y =0
(S) < -mx+2y+3z=0 ~ -mx +2y +3z=0 ~
x+ y =0 mx+ y+2z=0
x+y =0 (** X+y =0
3
~ (m+2)y+3z=0 ~ y+m+22=0? ~
G f Uyt =0 (m+1)y+2z=0
it 4 of. — m#-2
~ y+m+22=0

Sm+1 *
m-bzz"0 ®

Observe que estamos supondo m F# -2.
Se m # --;—-, o sistema est4 na forma escalonada e é do 19 tipo: consistente e

determinado (somente a solucdo trivial).

Se m= —% , a equagdo (*) pode ser abandonada; o sistema estd na forma esca-

lonada e é do 29 tipo: consistente e indeterminado (infinitas solugGes: a trivial e outras).
Mas, 0 que acontece com o sistema se m = -2? Veja-o em (**) “antes” da mul-

e Ly
tiplicagdo por k&

X v =0 x+ y =0

32=g:]~ 3y + z=0
3y + 2z 32=0
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O sistema estd na forma escalonada; é do 19 tipo: consistente e determinado
(somente a solugdo trivial).

Resumo
1 Lz 1 3 3 :
b= by Th: (S8) € consistente -e indeterminado; possui somente a solugdo trivial.
§e & (S) é consistente e determinado; possui infinitas solugdes: a trivial e outras,
5 distintas da trivial.

Uma solucdo alternativa

Observe que a matriz incompleta A, do sistema (S), é quadrada e que:

m
det A=| -m =-5Sm-1

1

e
S W N

1 Y A
Se m 9&-3—, (S) é um Sistema de Cramer: consistente e determinado; e como é homo

géneo, sua nica solugdo é a trivial.

1 .
Se m = -— o sistema escreve-se:

5
1
-?x*- y +2z2 =0
) 1
?x+2y+3z=0
X ¥ .y =0
1
it it y +2z2=0 Xy =0
1 1
—5x+2y+3z=0 A -;x+2y+3z=0 ~
3 - =
g A 0 —51—x+ y+2z2=0
x ¥ ¥ =0 Xty =0
5
~ —5y+3z=0 - y+3z=0 ~
5 o 28, &
sy +22=0 Y +t2 =0
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E, o sistema na forma escalonada é do 2° tipo: consistente e indeterminado; além da

trivial, possui infinitas solugGes ndo-triviais.

7.23) Determine o nimero real a para que o sistema:
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x-y+ z=0
S) 42x+ y-3z2=0
Xx+ay-4z=0

admita solugGes distintas da trivial.
Solugio

¥z oy & z=0? X - y+ z=0
(S) ¢2x+ y-32=0 ~ 3y -52=0(3

Xx+ay-4z=0

Gilly S S0

x - y+ z=0 x-y+ z2=0

~ - - e

y-—3-z-.0 ~ y 3z-0
(@+1)y-5z=0

Para que o sistema (S) admita solu¢des distintas da trivial, €le deve ser indetermi-
nado. Para que isto se dé, em sua forma escalonada o sistema deve apresentar menos
equagdes do que incgnitas, isto & deve ser do 29 tipo, (veja pagina 174). Entdo, em
Sa-10

3

(*) fazemos =0, isto é, a=2. Observe que para a=2 aequacio (*) pode ser

abandonada para a resolucdo do sistema. (Veja o problema 7.24.)

Demonstre o seguinte teorema:

Solucdo
Em sua formulagdo matricial seja (S):
A-X=0

12 parte
Hipétese: (S) admite solugdo ndo-trivial, isto é, (S) é indeterminado.
Tese: A ¢é singular, isto é, det A = 0.

De fato, devemos ter det A = 0, pois se det A #0 o sistema seria de Cramer: de-
terminado, contra a hipotese.

22 parte
Hipétese: A é singular, isto é,det A = 0.
Tese: (S) admite solugdo ndo-trivial, isto é, (S) é indeterminado.
(S) é consistente, e pode ser colocado na forma escalonada; ndo pode ser um
sistema escalonado do 19 tipo:
AX=0

pois este é de Cramer, e det A' #0; como A se obtém de A através das transformacdes
elementares também det A # 0, contra a hipétese. Entdo o sistema escalonado é do 29
tipo: indeterminado.

Observe que este resultado facilita a solugdo de um problema como o 7.23.

Exercicios Propostos

7.25) Resolva os sistemas:

3x +4y = 2 4x + 2y =5
a) b)
x-2y=3 6x+3y =1

7.26) Resolva os sistemas:

4x -3y +3z2=0 2x + 3y - 2z =
a)y6x+ y-9z2=9 b)Y x-2y +3z=2
2x - Sy-6z2=5 4x - y+4z =

x+2y+ 3z=3
c)<2x+3y+ 8z=4
3x+2y+172=1

7.27) Resolva os sistemas:

x+2y=3 x+2y+22=2
x- y=2 3x-2y- z=95
Rlaxs yus 2x - Sy + 32 = -4
S5x -4y =1 Xx+4y +6z2z=0
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7.28)

7.29)

7.30)

7.31)

7:32)

7.33)

7.34)
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Resolva os sistemas:
X+ 2% 5 o 3t =3

a)< 2x +4y +4z+3t=9
3x + 6y - z + 8t =10

Resolva os sistemas:
XF ¥4 22 ="0

a)yx+2y+32=0

3x+2y- z=0
-x+ y-32=0
2x+ y+4z=0
Ix+ 2y - 32=0

b)
X=-2y-32=0

Xx+2y-52+4t=0
€)92x-3y+2z2+3t=0
4 -7y + z-6t=0

Discuta e resolva os sistemas:

x+ y=2 x+2y=3
a){x—my=3 b){2x+4y=m

Discuta os sistemas:
X +y+2z=1 x+ y=3
a)<3x-y+2z=3 b)y2x +3y =8
y +kz=-2 X-my=3

Discuta os sistemas:

K i 2l X9 2y -k -
a)y XxX+ky+ z2=1 b){2x+ky+82=3
ey +kz= ]
Discuta os sistemas:
x+ y+ k=2 X -3z=-3
a)y3x +4y + 2z =k b)y2x +ky - z=-2
2Xx+3y- z= Xx+2y+kz= 1
Discuta os sistemas:
x+y- z=0 X + 2%+ 32 = kx
)Y Xy +kz=.0 b)y2x +3y + z = ky
x+y- z=0 Ix+ y+2z=kz

X + Sy + 4z - 13t
b)y3x- y+2z+ S5t
2x + 2y + 3z -

n

7.35)

7.36)

7.37)

7.38)

7.39)

7.40)

7.41)

Determine o niimero real a para que o sistema:
x+tay+z=0
x+ y+z=0
ax+ y+z=0

admita solu¢des distintas da trivial.

Verifique que se a, b e ¢ ndo sdo nulos, o sistema:
b+c)x+(c-ay+(b-az=0

(c-b)x+(ct+tay+(@a-bz=0
b-c)x+(a-cy+@+bz=20
admite somente a solugdo trivial.
Discuta os sistemas:
X- 2y+5z2=35 x+y+ z2=06
a)d2x + ay + z=1 b)s7x +y-3z2=10
5x - 10y -7z=b 4x+y+az=>

Para ab #* 0, discuta o sistema:
a2x.+ay + z=1
ax+ y+bz =1
X + by +b2z=1

Discuta o sistema:
mx+ y+ z=1
X+my+ z=m

X+ y+mz=m

Resolva o sistema:
X+ y+ z=1
ax + by+ cz=4d
aZx + b2y + c2z= d2

sabendo-se que a, b e ¢ sdo distintos dois a dois.

Discuta os sistemas:

) xt yo=l 3x - =0
a
ax + by = ab ax - y=0
b)
ax—2y=%
Xi= 3y =1

!

X + 2my

mx +

2y
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7.42) Discuta o sistema:
xcos-ysenax-z=0
Xsen@ + y cos =1

Xcos@+ysen@ -zcos2a =0

7.43) Para que valores de k o sistema:
x+ty=k
x +y=senk

€ indeterminado? € inconsistente?

7.44) a) Determine os valores de k para que tenha solugdo a equagdo matricial:

2 5 3 X 1
4 10 2)-}lyl=]5
6 -15 =1 z k

b) Resolva a equagdo na condi¢do do item anterior.

7.45) Para que valores de a e de b o sistema:
Xy + 2x, + 3x3= 14
X1+ 4x, + 9x3 = 44
Xy + 8xy + 27x5 = 134

-X1 — 6X3 - 15x3

a
X|—2X2-15X3=b

€ consistente?

7.46) Para que valores de a e de b o sistema:
X1+ Xp+2x3=0
Xp=-2xs+ x3=0
X3+ X+ X3= a
3xy - X+ 2x3=a+b

é consistente e indeterminado?
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Capitulo N T

Outros temas
importantes
NN J

8.1 ~OPERACOES ELEMENTARES SOBRE LINHAS
Definicao
Seja A uma matriz de ordem m X n.

Chamam-se operag¢Oes elementares sobre linhas ( ©9) quaisquer das seguintes
transformacdes feitas sobre as linhas de A:

oe 1: trocarmos as posicdes de duas linhas quaisquer;
oe 2: multiplicarmos todos os elementos de uma linha
~ por um nimero k, k # 0;
oe 3: somarmosa uma linha uma outra, esta previamen-
te multiplicada por um ndimero.

8.2 ~MATRIZES _EQUlVALENTES POR LINHAS
Definicdao
Uma matriz B, de ordem m X n, é equivalente por linhaj matriz A, de ordem

m X n, se B for obtida de A através de uma seqiiéncia finita de operagdes elemen-
tares, feitas sobre as linhas de A. Se B é equivalente por linha a A, indica-se:

B~ A

Observe que:

a) A~ A, para qualquer A
b)se A ~ B entio B ~ A
c)se A~BeB~ Centio A~ C
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Exemplos
Seja a matriz:
a b d
X~y z ¢t

Sd@o equivalentes por linha 4 matriz A, as seguintes matrizes:

a)n=xyzt
AT prmMe

Observe que em A trocamos as posi¢des de duas linhas obtendo B; B~ A
pela oe 1.
Para indicarmos a transformacdo feita (oe 1) em A, usamos a notagdo:

[a b ¢ d]
A £ ::l
X y z t

a b crveg
b)C =
3x 3y 3z 3t

Observe que em A multiplicamos a 22 linha por 3 obtendo C; C ~ A pela

oe 2

Para indicarmos a transformagdo feita (oe2) em A, usamos a notagdo:

b
¢ a eud
> Ghi, Ton - S @
a b d
c)D= ¢
x+2a y+2b z+2¢c t+2d

Observe que em A multiplicamos os elementos da 12 linha por 2 e somamos,
ordenadamente, aos elementos da 22 linha obtendo D; D ~ A pela oe 3.
Para indicarmos a transformagdo feita (oc 3) em A, usamos a notagdo:

[a b ¢ d]?
A=

xsy shzivg
8.3 —MATRIZ ESCALONADA

Definicdo

Seja a matriz A = [ajjlmxn.

Diz-se que A € uma matriz escalonada, ou ainda, que estd na forma escalonada
quando:
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19) em cada uma das k primeiras linhas (1 < k < m) hi pelo menos um ele-
mento ndo nulo; e se k <m as linhas de ordemk + 1, k + 2, ..., m sd0 constituidas
inteiramente por zeros, (s¢ k = m n#o hd linha cujos elementos sdo todos iguais
a zero). :

29) o nimero de zeros que precedem o primeiro elemento ndo nulo nas k
primeiras linhas cresce “da esquerda para a direita, de linha para linha™.

Exemplos
' 1. 3. .4 -7
i3 2 1 k primeiras linhas (k = m)
0 W07 3
[3 2 1
'6"5 4 7 } k primeiras linhas (k <m)
o S —
kB
B 2 7 4
. k primeiras linhas (k <m)
g 3 7
00 L'b"i 8
lo‘oio h(_): < linha nula

As operagdes elementares sobre linhas permitem transformar qualquer matriz
A, ndo nula, em uma outra B, escalonada, e tal que:

A~B

Exemplo

Observe no exemplo abaixo, que os passos executados para a transformagdo
de uma matriz A em uma outra B, escalonada, gnardam uma semelhanga com os
passos descritos para a transformagdo de um sistema (S) em um outro (S'), es-
calonado.

Seja entdo a matriz:
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¥ edeoasd oisd Rt (B disisodg kit hos 6 1 2 3

BT ¥ o9 vl i e Sl | 29) Seja a matriz A=|4 5 6]|; escalonando-a obtemos:
5
= . 7

-1 1 -1 -1 0O 2 0 o0 4 5 9
S I [N Ry NI __l-- 1 1 1 6 1 2. i3
)

~l0o 1 3 1 7?~ o;__l__ 3 1. 7% A=lo 3 =6

0. %52 0o 4 0 0 -2 -10 g ‘0 -6
A matriz acima est4 na forma escalonada; compare as transformagoes feitas, e, portanto p(A) = 2.
com aquelas executadas no escalonamento do sistema do exercicio 7.8; note que
sdo andlogas. 1

1 1
39) Seja a matriz A = [ 2]; escalonando-a obtemos:

2 2 2

Teorema , i - dosd
A =
0 0 0 O

Sejam A: X=B e C-X= Dsnstemashnearescommequaqﬁesen _
incognitas. Se as respectivas matrizes completas: [A Bl e [C | D] sdo equi- % JPrlin g 1.
valentes por linhas entdo os sistemas s30 equivalentes.

Esta analogia permite-nos enunciar o seguinte:

Exercicios Resolvidos

8.1) Determine a caracteristica da matriz:

8.4 — CARACTERISTICA DE UMA MATRIZ

15g O 0;400
3 0 1 0 O
Definigdo A=
0 1 0 o0
Seja A uma matriz ndo nula. 0 0 0 1
Seja A" a matriz escalonada, equivalente por linha 4 matriz A.
O ntmero de linhas ndo nulas da matriz A’ ¢, por defini¢do, a caracteristica Solugdo _
da matriz A; indica-se com: Devemos colocar a matriz na forma escalonada:
p(A) 1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O
0 1 0 0 9~ 01 0 0i1 0 0
Se A=0 definese p(A) = 0. 0100 0000 0 0 011
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

Exemplos
O nimero de linhas ndo nulas na matriz escalonada é 3; entio p(A) =

I 2
Y j matriz = ; escalonando- :
1 s : A [3 4] WS bl 8.2) Discuta, segundo os valores de a, a caracteristica da matriz:

LS |
b1 3
A = e, portanto p(A) = 2. A=|1 a 2
& 1 a2 4
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Solugio
Escalonando a matriz obtemos:

¥ %3 TE U 11 1
1az~0a-11@~01a—11@~
1 a2 .4 0 a2-1 3 0 a2-1 3
%)
a#l1
*)
Observe que admitimos a + 1.
Se, além disso, a # 2: p(A) = 3.
Se a =2, a matriz (*) escreve-se:
1 Fice}
91 1
T
g0 0
e, p(A) = 2.
E qual a caracteristica, se a = 1?
Retomando a matriz (**); “antes” da multiplicagdio por —a—i—'l, temos:
; g VESAS | T P
00 1SQ~ 0 011
¢iCgi i3 0re 9
e, p(A) = 2.
Resumo

a®#l e a#2 p(A) =3
a=2: pA) =2
a=1: pA) =2

8.3) Determine a para que a caracteristica da matriz:

1 JxEpis
A=|2 1 1 5§
3 2 2 «
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Para que p(A) seja 2, deve-se ter a = 9.

Exercicios Propostos

8.4) Determine as caracteristicas das matrizes:

2 <318 [4 3 3 0
* s i 23] |6 1 -9 9
|2 5 -6 5
8.5) Determine as caracteristicas das matrizes:
1 2 Fa~+2. 3
3 -1 3 -1 2
e 4 Y 4 i1 5
. s -4 | 5§ 4 1
8.6) Determine as caracteristicas das matrizes:
4 2 4 1 -3 g #)
Ty S R (S TR | 1.8 3. 2
2 1 -1 0 b -1 6 > 4
| 3 8 -1 4
8.7) Determine as caracteristicas das matrizes:
B & Sk § R B
3 et 2 b) 2759 '3 3
3 0 3 6 | (S S | 2
0 0 0 O _4 2 4 2 6

8.8) Discuta, segundo os valores de a, a caracteristica da matriz:

1 1 1
A={1 -a 1
a -1 -1
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8.9) Discuta, segundos os valores de k, a caracteristica da matriz:

[ 1
A=|2
3

1
2
3

1
2
k

1
2
3

8.10) Discuta, segundo os valores de k, a caracteristica da matriz:

1
A=k
1

0
1
k

-1
3
3

1
0
1

8.11) Discuta, segundo os valores de m e de n, a caracteristica da matriz:

1
A=|1
0

8.12) Determine & para que a caracteristica da matriz:

seja igual a 2.

2
~1
I

m
1
3

2
1

n

85 — TEOREMA DE ROUCHE-CAPELLI

Teorema

Seja um sistema linear de m equagdes e n incognitas:

apXy tapX; +..tagx, =b

421Xy t apX, + ..+ adnXp = bz

)

am Xy t ameXy t ..+ ampXp = by

Consideremos as matrizes incompleta e completa de (S):

aAin

an ag
& a1 a2

Amp Ay
192

an a1z dn
a2 d22 dan
Ami Ay amn

e sej\_m p(A) e p(lA | B]), respectivamente, as suas caracteristicas.
Entdo:

(S) é consistente se e somente se p(A) = p([A { B]).

4
Demonstragdo

Seja (S') o sistema escalonado equivalente a (S) e sejam A’ e [A'} B'] as
matrizes incompleta e completa de (S'); entdo:

A~ A
[A'{ B~ [A{BI]
Suponhamos que (S) é consistente; (S") pode ser de dois tipos:

' ' '
anXxy +apxy;+ ... tagpXy =

I
o

. ayXy + ... + aynXp = bs ajj ¥ 0 para todo i
19 tipo onde :
.................. 1<i<m
anpXp = by
' ’ ' ' ’ . . .
ayXp tapxy  tapxy *..tapXp =by 1 <i1<iz2 <. <jm

by ay Lz 1 ' ' e “os coeficientes ini-
j,Xj, FayjH1Xj+1 F..tayXp = b2 onde S
nulos”

m<n

29 tipo

’ ' ’
amjmXim *2m,jp,+1 N+t -+ AmnXn = bm

Se (8") é do 19 ou do 29 tipo o ntimero de linhas nulasem A’ e em [A' | B']
é 0 mesmo, isto é:
p(A) = p([A | B))
Inversamente, se p(A) = p([A | B]) = n, (S') serd do 19 tipo e (S) sera
consistente e determinado; se p(A) = p([A | B]) < n, (S') sera do 29 tipo e (S)
serd consistente e indeterminado.

Resumo

Considere o sistema linear (S), de m equagdes e n incognitas, que na notagao
matricial escreve-se:

Entdo:

p(AY= p(JA]'B]) = n: 'S'é consistente.e determinado
p(A) = p([A} B]) < n: S é consistente e indeterminado
p(A) < p([A | BD S é inconsistente
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Exercicios Resolvidos Solucdo

' i At
8.13) Classifique, utilizando o Teorema de Rouché-Capelli, o sistema: ; i f i ? ~ |o _: <3 ; -4 @ ~
x+ y+ z=1 4 3 sia4 [0 -1 -3i-4
S) {2x+ y-22=2
4x - 3y + 22 = 30 %1 2} 2 :{_1 2{2
Solugio 0 1 E 4 %"' &F*!:_ _1___3__5_4_
Devemos escalonar a matriz completa de (S) (estaremos escalonando também 0 -1 -3i-4 50 .0 0 3 0

a matriz incompleta):
e O niimero de linhas ndo nulas em A’ é 2; dai p(A) = 2.

1] @ ; S s |

A e Pl 1Y 1i3 O niimero de linhas ndo nulas em [A ! B'] é 2; daf p([A !B]) = 2.
! a = H = 3: 4 i i i
1 4 w7 W0 475 4 l{ 0 e gy 5 0 e Entdo p(A) = p([Ai B)) <n = 3: (S) € consistente ¢ determinado.
4 3 2 .: 30 0 -7 -2 ; 26 0.7/-1+ 2 ; 26 8.16) Discuta, utilizando o Teorema de Rouché-Capelli, o sistema:
1 v i % ~pd
N R (S) {4x -2z =2
— ] _ A
0 0] 26 {2 5,758 ok
segundo os valores de k.
Usando a notagdo do teorema acima, observ’e que: |
19) O nimero de linhas ndo nulas em A’ € 3;dai p(A) = 3. Solugao i
29) O niimero de linhas ndo nulas em [A'] B'] é 3; dai p((A B) =3. [~ P 3! "
Entdo, como p(A) = p([Af BD = n = 3, (S) ¢ consistente e determinado. 0 | ]
1
4 2} 2 ~
]
8.14) Classifique, utilizando o Teorema de Rouché-Capelli, o sistema: -3 2 0 :n 3 -k_J
xX¥ ¥+ z=1
(S) { x+2y +22=2 = i s
x4 ¥ 280 3 2 2 :' 2
|
Solugdo ~10 -4 3 |: o | ~
WA R it R
1 = re |
2 22 ~ i1 ! H ]
| 0'\_____11’ 1 (l g 1] ok
% e ) R0 1 2] 2
1
O nimero de linhas nio nulas em A" é 2; dai p(A) = 2. ~ 0o 1 -3— " -1— ~
O niimero de linhas ndo nulas em [A'| B'] é 3; dai p([A ! B]) = 3. -
Como p(A) < p([A | B, (S) é inconsistente. 3 9
© 2 i3
e . -
8.1 ifique, utili é-Capelli, o sistema: : ‘
Y PTG Wlee v Rt 6 K £ 0 S Observe que se k ¥ 5 o nimero de li’nhas ndo nulas em A’ é 2 e dai p(A) = 2,
X+ y+22=2 e o nimero de linhas ndo nulas em [A'} B'] é 3 e daf p(JA |B]) = 3: (S) é incon-
S) {2x+ y+ 2=0 sistente.

Sek =5, em A’ e em [A'| B'] o niimero de linhasndo nulas é 2 <n = 3: (5)¢é

Ax + 3y Sidsm A consistente e indeterminado.
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Resumo

k # 5: (S) é inconsistente.
k = 5: (S) é consistente e indeterminado

Exercicios Propostos

8.17) Use o Teorema de Rouché-Capelli para classificar os sistemas:

X3+ 22X+ Xg=2 Xy + 2X5 - 3x3-4x4=6
3x;+ x3-2x3=1 b)! X3+ 3x3+ X3-2x4=4
4x; - 3xp - x3=3 2X1+5X2—b(3—5X4=10

2xy + 4xy + 2x3= 4

8.18) Use o Teorema de Rouché-Capelli para classificar os sistemas:

Xp+ Xp+2X3+ Xg4=5 Xg+ Xag+ X3+ Xg=0
a) < 2x; + 33~ X3- 2x4 =2 b)q Xy +3xy+ 2x3+4x4=0
4xy + 5xp + 3x3 =7 2xy + X3- x4 =0

8.19) Use o Teorema de Rouché-Capelli para classificar os sistemas:
X3+ X3+ x3=4 X1+ Xp+ X3=4
2x; + 5Xp - 2x3 = 3 b)< 2xg + 5x5 - 2x3=3

X1+7X2-7X3=5

X;+ X+t X3+ x3=0
X3+ Xy +X3~X4=4
©)

X+ X - X3+ xX4=-4

Xp~-Xp+tx3+xq4=2

8.20) Discuta, utilizando o Teorema de Rouché-Capelli, os sistemas:

2x+3y=4 ax + y=1
a) b)

2x +ay =4 4x +ay = 2a
segundo os valores de a.

8.21) Discuta, utilizando o Teorema de Rouché-Capelli, o sistema:
mx+ y+ z=1
x+my+ z=1
X+ y+mz=-2

segundo os valores de m.
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Exergicios Suplementares

1L.1) quais valores de A o sistema:
x-N=1
4x + \y = 0
2x + 3y = ~ 2\

admite solugdes? Resolvé-lo em seguida para os valores encontrados de A.

II1.2) Discuta, segundo os valores de A,o sistema:
X+ y- z=1
2y + =0
x + 3y =1

II1.3) Determine m para que as duas matrizes:

m 1 -1 m 1 -1 1
0 2 m 0 2 m O
1 23 0 $:.:3. . 851

tenham a mesma caracteristica.

111.4) Determine m para que as duas matrizes:

1 m 1 m O
) R | 1 1 m
m 1 w1y 0

tenham a mesma caracteristica.

IIL.5) Seja (S) um sistema linear homogéneo de m equagGes e n incognitas., Demonstre que se
m<n, isto é, o nimero de incégnitas excede o niimero de equacdes, (S) admite solugdo
ndo-trivial.

I11.6) Mostre que se ad - bc ¥ 0 a matriz I, é equivalente por linha & matriz

2

111.7) Reduza a matriz

1 2 3 i1
M=| 2 k 6 |6
-1 3 k-3:0

a forma escalonada.
Suponha que M é a matriz completa de um sistema linear A « X = B de 3 equa-
¢des e 3 incdgnitas. Discuta-o.
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Processos basicos
de contagem

9.1 — INTRODUGAO

A Anilise Combinatéria tem por finalidade determinar o néimero de possi-
bilidades de ocorrer um dado evento, a quantidade de maneiras de se realizar uma
certa experiéncia, sem, necessariamente, descrever cada uma das possibilidades,
cada uma das maneiras. E, em sintese, um estudo de regras de contagem.

Uma grande variedade de problemas puramente matemiticos, ou que surgem
em diversos setores profissionais, em atividades esportivas ou de lazer, pode ser
resolvida sem que sejam formalizados conceitos algébricos para sua solu¢do, bas-
tando uma contagem direta ou uma simples operagdo aritmética. E muito comum
aparecer esse tipo de problema durante a resolugdo de exercicios mais complicados;
iss0 mostra a necessidade de estarmos familiarizados com os raciocinios (elemen-
tares) exigidos para a sua solugdo. Vamos, entdo, a um treino através de exercicios.

Exercicios Resolvidos

9.1) Quantos anos governou um ditador que tomou o poder em dezembro de 1936 e foi
deposto em dezembro de 19497

Solugdo
19) podemos fazer uma contagem direta: os anos de governo foram
1937, 1938, 1939,...,1949

Temos, entdo, 13 anos de governo
29) observando que 1 936 ndo se inclui nos anos de governo, podemos entender o
problema sob o seguinte enunciado: ‘‘quantos niimeros inteiros hd no intervalo
11936; 1949]2”

A resposta ¢ dada pela diferenca:

1949 -1936 = 13(anos)
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9.2) Determine o nimero de solugdes inteiras da inequacdo (x ~ 36) (x - 49) < 0.
Solugdo

Resolvemos, inicialmente, a inequacdo:

(x-36)(x-49) < 0
} V={x €236 <x < 49}
3.6 4‘9 X
P

2 /d\ - 1

A exemplo do que fizemos no exercicio anterior, o niimero de solugdes inteiras
pode ser obtido por contagem direta (36, 37, 38,..., 49 —> 14 solucdes) ou deter-
minando, por diferenca, quantos nimeros inteiros ha no intervalo [36; 49]; nesse caso,
no entanto, devemos notar que apenas a diferenca 49 ~ 36 ndo fornece o total correto
pois, ao contrdrio do exercicio anterior, o extremo inferior do intervalo (36) estd
incluido entre as solugdes, devendo, por isso, ser acrescentado como um elemento a
mais. Portanto, o niimero de solugdes é dado por

49-36 + 1 = 14 ou ainda: 49-35 = 14
Os diagramas abaixo ilustram as solu¢des dos dois exercicios:

anos de governo

— -
1936 1937 1938 1939 e 1949 1950
T o 3 3 i

——

1949-1936 = 13 anos

solugBes inteiras

—
35 36 37 38 39 49 50
= 3 & ¥ -

49 - 35 = 14 solugdes

9.3) Quantos anos bissextos houve entre 1839 e 1978?

Solucdo

Lembremos que um ano bissexto ¢ representado por um miiltiplo de 4, ou seja,
¢ da forma 4k, onde k € Z. Devemos, entdo, determinar quantos valores pode k
assumir, de modo que

1839 < 4k < 1978

(note que isso nos leva de volta ao exercicio anterior: “‘quantas solugdes inteiras tem a
inequagdo acima?”)
Temos, entdo:
1839 1978
2 <k < 2

45975 < k < 494,50
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solugdes inteiras

459 460 461 v 494 495

+ T T v g T n

= i
494 - 459 = 35 solugdes

Assim, obtemos k = 35, ou seja, houve 35 anos bissextos entre 1839 e 1978.

9.4) Determine a quantidade de miltiplos de 7 existentés entre os 450 primeiros nimeros
naturais.

Solugio
O problema fica resolvido com a seguinte interpretagdo: “quantas vezes 7 ‘cabe’
em 450?”. Uma simples divisdo nos fornece a resposta:

450] 7

30 64
Z

Logo, temos 64 maltiplos de 7 entre os 450 primeiros naturais.

Observacdo — Para um leitor (matematicamente) bem informado, os quatro exer-
cicios acima poderiam ser resolvidos com os conceitos de progressao aritmética pois,
em todos eles, as seqiiéncias de nlmeros que constituem as solugdes sdo progressoes
aritméticas. Por exemplo, no exercicio 3, os anos bissextos (multiplos de 4) entre 1839 ¢
1978 constituem uma PA de razio 4:

1839 < 1840; 1844; 1848;...;1976 < 1978

onde a; = 1840 é o multiplo de 4 imediatamente superior a 1839, e ap = 1976 é o
miltiplo de 4 imediatamente inferior a 1978.
Entdo, o nimero de termos n da progressdo pode ser determinado pela expressio
do termo geral de uma progressio aritmética:
agp =a; +(n-1)+r
Assim:
1976 =1840 + (n-1) - 4,
e daf:
n =35

9.5) Treze times disputam um campeonato de futebol em um @nico turno (isto €, dais
times se defrontam uma Unica vez). Ao vencer uma partida, um time ganha 2 pontos;
a0 empatar, ganha 1 ponto. Pergunta-se:

a) quantas vezes cada time deve jogar?
b) qual o miximo nimero de pontos que um time pode obter?
¢) qual o maior valor possivel para a soma dos pontos de dois times?
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Exercicios Propostos

99.9)  Quantos anos viveu uma pessoa que:

qQ a) nasceu em dezembro de 1910 e morreu em dezembro de 19772
ob) nasceu em janeiro de 1893 e morreu em dezembro de 19497
¢) nasceu em dezembro de 1898 e morreu em janeiro de 1979?

29.10) Sendo ae b nimeros inteiros e a < b, determine a quantidade de elementos inteiros que
hd em cada um dos intervalos seguintes:

a) Ja; b) o) [a; b)
b) [a; b[ d) Ja; b

©9.11) Determine o niimero de solugdes inteiras de cada uma das seguintes inequagdes:

) 2<Vx<il b 4<Vx+3 <1

© 9.12) Quantos anos bissextos houve entre 1589 ¢ 1725?

©9.13) Quantas semanas completas hd em:
a) 1ano? b) 1000 dias?

©9.14) Numa urna hi 500 bolas numeradas de 1 a 500. De quantos modos é possivel retirar
uma bola que tenha um:
a) miltiplo de 2?
b) miltiplo de 3?
c) miltiplo de 11?7

© 9.15) Suponha que, no inicio de um jogo de azar, vocé tenha Cr$ 15,00. A cada jogada, se
vocé vencer, ganha Cr$ 1,00 e, se perder, paga Cr$ 2,00. Ao final de cinco jogadas,
quais os possiveis valores mdximo e minimo do dinheiro que vocé pode ter?

©9.16) No exercicio anterior, suponha que vocé tenha direito a, no mdximo, dez jogadas. Se
vocé nunca vencer, em quantas das dez vocé nio pode participar?

® 9.17) Ainda no exercicio 9.15, admita que apés trés jogadas vocé esteja com os mesmos
Cr$ 15,00 do inicio. Chamando de V e P as jogadas vencida e perdida, respectivamente,
descreva as possiveis ordens em que ocorreram os resultados dessas trés jogadas.

©9.18) Numa gaveta hi 5 pares de abotoaduras. Ndo existem dois pares iguais, mas as pecas
nio sdo diferencidveis pelo tato. Operando no escuro, quantas abotoaduras deve uma
pessoa retirar, no minimo, para ter a certeza de formar:

a) um par? b) dois pares?

¢ 9.19) Uma caixa contém n etiquetas, numeradas de 1 a n. De quantos modos é possivel retirar
trés etiquetas que possuam niimeros consecutivos?

© 9.20) Nas jungdes dos elos de uma corrente foram fixadas n etiquetas, numeradas de 1 an
(uma etiqueta em cada intersecgdo). Quantos elos tem essa corrente?

206

9.2 — DIAGRAMAS DE ARVORE

Um dispositivo muito Gtil na determinagio do ntimero de possibilidades de
um evento € o diagrama de drvore, que consiste na constru¢io de uma figura na
qual cada possibilidade é descrita, obtendo-se, ao final, o total de possibilidades
de ocorréncia do evento.

Vejamos alguns exemplos.

Exercicios Resolvidos

9.21) Dois individuos A e B vdo disputar um torneio de ténis. O primeiro a vencer dois jogos
vencerd o torneio. De quantos modos diferentes poderd desenrolar-se o torneio? Qual o
nimero méaximo de partidas que podem ser realizadas?

Solucdo

Ao final de cada jogo, as possibilidades sio apenas: vencer A ou vencer B; o
diagrama de drvore representa essas hipoteses da seguinte maneira:

A

B
onde o vértice do dngulo representa o infcio de um jogo e as extremidades dos segmentos
representam o final com o respectivo vencedor. Se a figura acima for o diagrama corres-

pondente ao 19 jogo, continuariamos assim: se A venceu o 19, o 20 jogo pode ser ven-
cido por A ou por B; temos, entdo:

mas, devemos pensar na hipotese de B ter vencido o 19 jogo; entdo desenhamos:

A
A

B

A
B

B
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Assim, vamos ramificando a drvore com as hipdteses de vencedor para cada
novo jogo.

Quando parar — O final de um ramo € determinado pelo enunciado do exercicio;
nesse exemplo, o torneio se encerra no momento em que um dos jogadores ganhou a
partida pela segunda vez. Na tltima figura, o diagrama nos mostra as seguintes situagdes:

19 20
JOGO JOGO

A A

A B
-+

B A : N
3%

B B

onde vemos que, na primeira hipStese, A venceu os dois jogos e, na quarta hipétese, B
venceu os dois jogos. Em ambos os casos o torneio se encerra. Para a visualizagdo desse
fato no diagrama, colocaremos uma “moldura” em torno do elemento final.

Com essas considerages, podemos agora construir o diagrama de arvore com-
pleto, acrescentando ao término de cada ramo a leitura daquela possibilidade:

I

] ]

: ]
— | ABA |

a< _.s ABB |

_— i

@—»l BAA |

A | !

< ___>i BAB E

B Il l}
1 1

1 |

_— : BB :

O fipesn i J

Temos, entdo, que o torneio poderd se desenrolar de 6 modos e que o nimero
miximo de partidas é 3 (note que a drvore tem 6 pontos finais e que os ramos
“mais longos” correspondem a 3 jogos).

9.22) Suponha que, no inicio de um jogo, vocé tenha Cr$ 5,00. A cada jogada, se vocé ganhar,

recebe Cr$ 1,00°e, se perder, paga Cr$ 1,00. Ao final de trés jogadas, determine:

a) de quantos modos pode o jogo se desenvolver;
b) as possiveis quantias em dinheiro que vocé terd ao final.

Solugio

a) Para construirmos o diagrama de drvore correspondente aos resultados do jogo,
vamos adotar as letras G e P para representar, respectivamente, as hipdteses: ganhar ¢
perder. (Notemos que o ponto final de cada ramo deve ocorrer apls a terceira

@

jogada.) /
) —— | ecc |
. = GGP
GPG
®H —

GPP

@0 ® @
ccesdr. She BE &

9.23)

Como o diagrama apresenta 8 pontos finais, existem 8 maneiras diferentes do
jogo se desenvolver. (Deve ser observado que o que diferencia, por exemplo, a ocorréncia
GGP da ocorréncia GPG ¢ a ordem dos resultados, ji que, em ambas, o jogador ganhou
duas vezes e perdeu uma.)

b) Para a determinacdo das possiveis quantias finais em dinheiro devemos, para cada
uma das possibilidades, somar ou subtrair Cr$ 1,00 4 quantia inicial (Cr$ 5,00),
ponforme as jogadas apresentem as letras G (ganhar) ou P (perder). Assim, temos:

OCORRENCIA| GGG | GGP | GPG | GPP | PGG | PGP | PPG | PPP
Cr$ 8 6 6 4 6 4 4 2

ou seja, as possiveis quantias (distintas) sdo:
Cr$ 2,00; Cr$4,00; C$6,00; Cr$ 8,00
Quatro pessoas A, B, C e D estdo reunidas para escolher, entre elas, o presidente, o

secretirio e o tesoureiro de um clube, no podendo uma pessoa acumular dois cargos.
Quantas e quais sdo as diretorias que podem ser formadas?

Solucdo

O diagrama de drvore correspondente a esse problema tem trés fases: primeiro, a
escolha do presidente (pode ser A, B, C ou D;isto é, 4 possibilidades); em seguida, a
escolha do secretirio (note-se que, escolhido o presidente, hi apenas 3 possibilidades
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para a escolha do secretirio); finalmente a escolha do tesoureiro (para esse, restardo
apenas 2 possiveis, jd que os outros dois ja foram escolhidos). Assim, temos:

:"FO_SEI’VE@ "i

e |
EB<§:§;‘§CD

\ |

A c<§:§ :g]; ;
- onso== B &B '
e el i

]

e i
]

g

o o S ol

| |
c<s<3:’i ap
B g b g |

- :

e o L )
-D<B<2:§ i |
! '

e e — ]

210

Hd, portanto, 24 possibilidades.de compor a chapa de diretores. (Note-se que a
diretoria ABC, por exemplo, é diferente de BAC, apesar de participarem delas os
mesmos elementos:a ordem designa: 19 — Presidente, 29 — Secretdrio e 39 — Tesoureiro.

Exercicios Propostos

©9.24) Um jogo é realizado lancando-se inicialmente um dado (seis:faces, numeradas de 1 a 6)

«9.25)

+9.26)

©9.27)

+9.28)

9.29)

e, em seguida, uma moeda, sendo cada resultado desse jogo formado, portanto, por
um par ordenado (resultado no dado; resultado na moeda). Descreva, através de uma
drvore de possibilidades, todos os resultados possiveis.

Dados os conjuntos E = {l; §5:65 7} eF= {0; 4; 7}, descreva, através de um diagrama
de drvore, todos os elementos do produto cartesiano E x F.

Com os algarismos 2, 4, 5 ¢ 8 e utilizando um diagrama de drvore, determine quantos
e quais sdo os niimeros de trés algarismos distintos que podem ser formados.

No inicio de um jogo de azar, um individuo tem Cr$ 20,00. A cada jogada, se vencer,
ganha Cr$ 3,00 e, se perder, paga Cr$ 4,00. Ao final de trés jogadas, determine as
possiveis quantias em poder desse jogador e o niimero de maneiras do jogo se desenvolver.

Na linha de controle de qualidade de uma inddstria, um operdrio inspeciona uma
miquina (cuja velocidade de produgdo € de uma peca a cada 15 segundos), sob o
seguinte critério: se a mdquina produzir 3 pegas consecutivas perfeitas, ela é aprovada
(isto €, continua em operagdo); se a maquina produzir 2 pegas defeituosas, ¢ rejeitada
(isto €, pdra de funcionar). Sobre essa mdquina, pergunta-se:

a) de quantos modos pode se desenvolver sua inspe¢do?

b) em quantos desses modos ela é aprovada? e rejeitada?

¢) qual o nimero maximo de pecas que devem ser observadas?
d) qual o tempo maximo de durag¢do da inspegdo?

Um individuo tem oportunidade, num jogo, de langar um dado no mdximo cinco
vezes. Em cada langcamento, ele ganha ou perde Cr$ 20,00. Comegard com Cr$ 20,00 e
parara de jogar antes de completar cinco vezes se ficar sem dinheiro ou se quadruplicar
seu capital inicial (isto é, quando tiver Cr$ 80,00). Determine de quantos modos pode
0 jogo se desenvolver.

9.3 — PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

(REGRA DO PRODUTO)

Neste item vamos formalizar um dos principais conceitos da Andlise Combi-

natéria: a Regra do Produto. Afirmamos, sem exagero, que o entendimento dessa
Regra é fundamental para a resolu¢do da maioria dos problemas que enfrentaremos
nos proximos capitulos.

Consideremos, inicialmente, os seguintes exemplos.
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nado onde o primeiro elemento é o nimero obtido no dado e o segundo
elemento é a face obtida na moeda (cara ou coroa). Quantos resultados
a) Uma sala tem 3 portas de entrada e, nessa sala, hd outras duas portas que sdo possiveis?
ddo para um terraco. De quantos modos uma pessoa pode atingir o
terraco passando pela sala?

Exemplos

|

B SALA

————
TERRAGO

Também aqui é possivel construir um diagrama de drvore; representando as
faces da moeda por C (cara) e K (coroa), temos:

T

[

éworeE evidente que podemos resolver o problema construindo um diagrama de C ; !__(I’_é)_ _'g
1 8 ] e I \
s —~ K—— | (K) |
A 1 o ¢ — I (2,0 |
ot i g babh § < DTl | e
i P = o Ve R
i (- 0 I g e & — 1G] |
B<__ ! ! il a0 K —— ! 3K |
. \2 > 1 (B;2) | o, i (3;K) :
.\\\ 1 % : \ G ey : 4:C |
Sy e | = |68) | gosaeir | (450
Tl il SUl LB ) K (4;K)_JI

L______: e ——

o Existem, portanto, 8 resultados possiveis.

Te_mos, entdo, 6 possibilidades. No entanto, podemos chegar a esse resultado Mas, sem o auxilio da drvore, podemos chegar a0 mesmo nimero: notemos
bem mais rapidamente (e com pouco trabalho) se observarmos que, para cada porta que, para cada nimero obtido no dado é possivel formar dois resultados finais
escolhida para se entrar na sala hd duas possibilidades de se chegar ao terrago; (por exemplo, ocorrendo o nimero 3, os resultados podem ser (3; C) ou (3; K));
assim, como podemos escolher qualquer das trés portas para iniciarmos o percurso, como hd 4 possibilidades para o niimero, entdo hd
temos . .28

3.2=6

possibilidades finais.
possibilidades de completd-lo.

¢) Quatro pessoas A, B, C e D estdo reunidas para escolher, entre elas, o
presidente, o secretdrio e o tesoureiro de um clube, ndo podendo uma
pessoa acumular dois cargos. Quantas diretorias diferentes podem ser
formadas?

b) Um jogo € realizado langando-se um dado de quatro faces e, em seguida,
uma moeda (um dado de quatro faces é um tetraedro, com as faces nume-
radas de 1 a 4 — veja a figura). Cada resultado, portanto, é um par orde-
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No exercicio 9.23, ji construimos o diagrama de drvore correspondente a
esse problema, dando-nos as 24 possibilidades existentes. Esse ¢ um bom exemplo
para percebermos que, a medida que os nimeros e as condigdes do problema
aumentam de dificuldade, o diagrama de drvore se torna trabalhoso em demasia e,
na maioria dos casos que vamos estudar, ele é impraticdvel. Devemos, por isso,
aprimorar o raciocinio que nos leva ao resultado sem utilizarmos tal diagrama.

Nesse exemplo, deve ser observado que,para cada presidente escolhido, hd
trés maneiras de escolher o secretdrio (por exemplo, se A ¢ presidente, o secretirio
pode ser B, C ou D; entdo, como hd quatro possibilidades de escolher o presi-
dente, hd

4.3=12
modos de escolher presidente e secretdrio.
Escolhidos o presidente e o secretdrio, restam apenas duas possibilida-
des de escolha do tesoureiro (por exemplo, se A é presidente e C é secretério, o
tesoureiro pode ser B ou D). Isto quer dizer que, para cada dupla presidente — secre-
tario escolhida, hd 2 modos de se completar a diretoria; como ha 12 dessas
duplas, hd

possibilidades de formacao da chapa de diretores.
A anilise desses trés exemplos nos permitird generalizar uma propriedade
que lhes é comum.

1% observacio: nos trés problemas apresentados, a experiéncia proposta em
cada um ¢ dividida em fases, em etapas, em acontecimentos distintos e ordenados;
veja:

No exemplo a,a experiéncia ir até o terrago passando pela sala se subdivide em

12 fase: entrar na sala
24 fase: passar da sala ao terrago

no exemplo b, a experiéncia langar um dado e uma moeda se subdivide em

12 etapa: langar o dado
24 etapa: langar a moeda

no exemplo c, a experiéncia escolher uma diretoria se subdivide em

19 acontecimento: escolher o presidente
29 acontecimento: escolher o secretdrio
30 acontecimento: escolher o tesoureiro
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Cada fase, etapa, acontecimento em que se divide uma experiéncia pode ser
chamado de evento. Note que um certo evento pode ou ndo depender do evento
que o precedeu: a escolha da porta para se entrar no terrago ndo depende da
porta utilizada para se entrar na sala; a face obtida no langamento da moeda ndo
depende do eventual niimero obtido.com o dado; a escolha do secretdrio depende
do presidente escolhido; a escolha do tesoureiro estd condicionada is escolhas
anteriores.

23 observagdo: nos trés exemplos, o total de possibilidades, o nimero final,
€ 0 produto das possibilidades de cada fase, de cada etapa, de cada acontecimento,
de cada evento; enfim:

no exemplo a

10 evento: 3 possibilidades
20 evento: 2 possibilidades
TOTAL: 3:2 =6

no exemplo b

19 evento:
20 evento:
TOTAL:

no exemplo ¢

19 evento:
20 evento:
39 evento:

TOTAL:

4 possibilidades
2 possibilidades
@ Q=

4 possibilidades
3 possibilidades
2 possibilidades
4.-3:2=24

Podemos, agora, enunciar a Regra do Produto ou o Principio Fundamental

da Contagem.

Principio Fundamental da Contagem

Se um evento A, pode ocorrer de n; modos diferentes e se para cada
um desses n, modos um segundo evento A, pode ocorrer de n, modos
diferentes, entdo o nimero de modos em que esses eventos podem ocorrer
na ordem indicada é:
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Exercicios Resolvidos

9.30)

9.31)

216

Ligand’o as cidades A e B, hd 7 linhas de dnibus e, ligando as cidades B e C ha 6 linhas.
Nio hd ligacdo direta entre A e C. Determine o nimero de modos de se ir de dnibus:

a) de A para C
b) de A a Ce, em seguida, voltar para A

Solugdo
a) para se ir de A para C, deve-se, obrigatoriamente, passar por B.

Temos, entdo, dois eventos distintos:

19 evento: irde Aa B — 7 possibilidades
20 evento: irde BaC —> 6 possibilidades

Logo, pela Regra do Produto, temos um total de:
7.6 =42
modos de se ir de A para C.
b) para se ir de A para C e voltar para A, passa-se por B na ida e na volta; ha, portanto,
quatro fases distintas no percurso:
19 evento: irde Aa B —> 7 possibilidades
20 evento: irde BaC — 6 possibilidades
30 evento: irde CaB — 6 possibilidades
49 evento: irde Ba A —> 7 possibilidades
Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, temos um total de
7-6+6+7 = 1764
modos diferentes de realizar o percurso.

No exercicio anterior, de quantos modos pode-se ir de A a C e voltar para A utilizando,
na volta, linhas de dnibus diferentes das utilizadas na ida?
Solugio

Temos, ainda, 4 fases de percurso; as duas primeiras ndo sofreram alteragdo:

19)irde AaB —> 7 possibilidades
20)irde BaC —> 6 possibilidades

9.32)

As duas ultimas, no entanto, sofrem a restricio de ndo utilizar as linhas de
onibus escolhidas na ida; assim, para se ir de Ca B, temos apenas 5 possibilidades pois a
62 corresponde a linha utilizada na ida, e, para se ir de B a A, temos 6 possibilidades,
pois a 72 corresponde 4 linha usada no percurso de A para B.

30) irde CaB —> 5 possibilidades
49) irde Ba A —> 6 possibilidades
Logo, o total de modos ¢
7+6+5+6 = 1260

Numa cidade, os niimeros de telefones sdo formados de 7 algarismos sendo os 3 primeiros
correspondentes ao prefixo de uma estagdo telefonica:

< L B X

prefixo

Pergunta-se:

a) Quantos telefones existem com o prefixo 258?

b) Em quantos nimeros de telefone com prefixo 258 o primeiro dos quatro altimos
algarismos ndo é zero?

Solucdo

Estando determinado o prefixo (258), devemos notar que a formacgdo de um
niimero completo de telefone se desenvolve em 4 etapas sucessivas: a colocag@do do
primeiro, do segundo, do terceiro e do quarto algarismos restantes:

eventos

s )
19 290 39 49

EEE-O0O00

Temos, para a formagdo, um “estoque” de 10 algarismos (de 0 a 9).

a) Como um niimero de telefone pode ter algarismos repetidos (por exemplo 258-4334),
para o 19 temos 10 possibilidades; para o 29, temos novamente 10 possibilidades —
pois pode haver repeticdo do algarismo usado na primeira posi¢do — , e assim
por diante:

19 20 39 49
EECslEinls

T ~ 1
possibilidades: | 10 10 10 10 |
L - —

Assim, temos um total de
10 -10-10 - 10 = 10% = 10000
telefones (desde 258-0000 até 258-9999).
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b) Como o 19 dos quatro algarismos finais ndo pode ser zero, temos, para esse algarismo,
9 possibilidades (de 1 a 9); jé para o 29, voltamos a ter 10 possibilidades (pois o
zero ja pode ser usado); assim:

19 29 30 49
[IsTs)-0000]
L S

r |
possibilidades: L9 10 10 10!
J

Logo, temos um total de
9-10-+10-10 =-9000:

nameros desses telefones (desde 258-1000 até 258-9999).

9.33) Quantos niimeros de 5 algarismos distintos hd em nosso sistema de numeragio?
Solucio

Temos 5 eventos que completam a experiéncia: escolha do 19 algarismo, escolha
do 29,do 39,do 49 edo 59: '

19 20, 39 ..49.. 59

Nio podemos esquecer que os nimeros nio podem comegar por zero pois, por
exemplo, 05487 = 5487 ndo é um nimero de 5 algarismos. Portanto, temos 9 possi-
bilidades para o 19. Depois de escolhido o primeiro algarismo, ji podemos utilizar o
zero para o 29; no entanto, como queremos algarismos distintos (ndo pode haver
repeti¢do), ndo podemos contar com o algarismo escolhido para a 12 posicdo; assim,
temos novamente 9 possibilidades, agora para o 29 evento.

Para o 39 evento, temos 8 possibilidades (os 10 algarismos do sistema menos o

algarismo usado no primeiro e menos o algarismo usado no segundo). Finalmente, para
049 e 0 59 eventos, temos, respectivamente, 7 e 6 possibilidades.

possibilidades: r9 9 8 7 6\
[ .

Logo, o total de nimeros é
9:9-8+7-6 = 27216
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9.34) Quantos nameros impares, de S algarismos distintos ha em nosso sistema de numeragdo?

9.35)

Solucdo
19 220 30 4

LT 143

Para que o niimero formado seja fmpar, devemos iniciar o problema satisfazendo
essa exigéncia: o algarismo final deve ser fmpar, podendo, portanto, sero 1,0 3,05,0 7
ou 0 9, o que nos dd 5 possibilidades para a escolha do algarismo que pode ocupar a
52 posigdo.

Jé para a 12 casa, temos 8 possibilidades, pois dos 10 algarismos de que dispomos,
ndo podemos utilizar o zero (veja o exercicio anterior) nem o algarismo escolhido para
a 52 casa.

Para a 22, ji podemos utilizar o zero; mas ndo podemos usar os algarismos esco-
lhidos para a 52 e 12 posicdes, o que nos dd, novamente, 8 possibilidades.

Da mesma forma, para a 32 posi¢do temos 7 possibilidades e, para a 42, 6 possi-
bilidades.

19 20 39 49 59

-
possibilidades: | 8 8 7 6 5 )
L

Assim, temos um total de

8:8:7+6+5=13440
nlimeros

Num pais, as placas dos automdveis sio constituidas de duas letras, seguidas de trés
algarismos. Zeros podem aparecer em qualquer posigdo, mas placas com trés zeros sio
excluidas. Se ¢ usado um alfabeto de 26 letras, quantas placas diferentes podem ser
formadas?

Solucio
letras algarismos

L 1 ~rbetyds)

Resolvemos esse problema da seguinte maneira: primeiro calculamos o total de
placas, sem considerar a restrigio dos trés zeros; em seguida, calculamos o niimero de
placas que tém trés zeros; evidentemente, essa quantidade representa as placas que nio
devem ser contadas. Assim, a diferenga entre esses totais nos dara o resultado final.

19) cdlculo do total de placas (sem a restrigdo)

Como o enunciado ndo exige que letras e algarismos sejam distintos, supomos
que pode haver repeti¢do (por exemplo, KK-288)
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Assim, para a primeira letra, hd 26 possibilidades; depois de escolhida a primeira
letra, temos novamente 26 possibilidades para a segunda (pois pode haver repeticio);
escolhida a segunda letra, temos 10 possibilidades para o primeiro algarismo, 10 para o
segundo e 10 para o terceiro; assim:

OO-000
A o Jera

possibilidades: | 2 26 10 10 10}

et e e (T N il

Isso nos dd 26 26 -+ 10 - 10 - 10 = 676 000 placas

290) cdleulo do niimero de placas com trés zeros

Notando que, se as placas devem ter trés zeros, ndo haverd variagdo de algarismos,
devemos apenas calcular as possibilidades de varia¢do das letras (por exemplo, AA-000,
AB-000 etc.). Para a primeira, temos 26 possibilidades; para a segunda, também temos

26 possibilidades:
fixos
12 22 PRL 2
l;l l;l-lF_lEl [o]
possibilidades: ;L:‘_i 736'

Temos, entdo, 26 « 26 = 676 placas com trés zeros.
Finalmente, o niimero de placas que podem ser formadas é

676 000 - 676 = 675 324

9.36) Um saldo de baile tem 6 portas. De quantos modos esse saldo pode estar aberto?
Selugio

Para cada porta, hd apenas duas possibilidades: ou estd aberta ou estd fechada.
portas

Ak

Fi 3 o6

Tyt

r¥-
possibilidades: | 2 2 2 2 2

Entdo, o total de possibilidades para a situa¢do das portas é
2:2+2:2+2+2=2%=64

(note que essas 64 possibilidades descrevem as situagdes: todas abertas, ou todas fechadas,
ou uma aberta e as outras fechadas, e assim por diante )
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9.37)

9.38)

9.39)

Para que o saldo esteja aberto, é necessirio que haja pelo menos uma porta
aberta. Como uma das 64 possibilidades corresponde a fodas as portas fechadas, a
resposta correta €

) 64-1 =63
modos do saldo estar aberto.

De quantos modos podemos pintar 7 casas enfileiradas, dispondo de 4 cores, sendo que
cada casa € pintada de uma s cor e duas casas vizinhas ndo sio pintadas com a mesma
cor?
Solugdo

Para a pintura da primeira casa, podemos escolher qualquer uma das cores dispo-
niveis; temos, entdo, 4 possibilidades.

Para a segunda, temos 3 possibilidades, pois ndo podemos usar a mesma cor da
primeira.

Jd para a terceira casa, também temos 3 possibilidades, pois s6 ndo podemos
utilizar a cor da segunda casa, podendo novamente usar a cor da primeira, ji4 que pri-

meira e terceira ngo sao vizinhas.
Assim, para cada uma das outras quatro casas, temos 3 possibilidades

BROORRD

m——————— o -

3 3

possibilidades: | 4 3 3

Logo, o nimero total de modos de se pintar as casas é
4.3+3+3-.3+3+3= 2916

DispGe-se de 3 livros, 5 cadernos e 8 canetas para se distribuir entre dois estudantes.
Todos os objetos devem ser distribuidos, mas ndo ha necessidade de uma divisio
equinime. De quantos modos isso pode ser feito?
Solugdo

Na distribui¢do dos livros, o primeiro estudante pode receber nenhum, um, dois
ou trés livros (note que, fixada a quantidade que o primeiro recebe, automaticamente
fica fixada a quantidade que o segundo recebe (por exemplo se o primeiro nio recebe
nenhum, o segundo recebe trés, se o primeiro recebe um, o segundo recebe dois). Temos,
entdo,4 possibilidades para os livros (0; 1; 2; 3).

Da mesma forma, dos § cadernos o primeiro pode receber as quantidades 0, 1, 2,
3,4 ou 5, dando, portanto, 6 possibilidades.

Analogamente, temos 9 possibilidades para distribuir as 8 canetas.

Logo, pela regra do produto, o total de modos de efetuarmos a distribuicdo é

4-6-9 = 216
Dispondo-se de 10 bolas, 7 apitos e 12 camisas, de quantos modos estes objetos podem

ser distribufdos entre duas pessoas, de modo que cada uma receba, a0 menos, 3 bolas,
2 apitos e 4 camisas?
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*9.56) De quantos modos podemos preencher um volante de loteria esportiva, se em cada jogo
fazemos um palpite simples? (Um volante de loteria esportiva é uma matriz de 13 linhas
e 3 colunas onde cada linha representa um jogo entre dois times e a primeira coluna
representa a vitéria do primeiro time desse jogo, a segunda coluna representa o empate
e a terceira representa a vitdria do segundo time.)

+9.57) Num quadro de controle eletrénico hd § dispositivos de seguranga enfileirados. Cada um
deles pode estar apagado, estar emitindo luz amarela ou estar emitindo luz vermelha.
Quantos sinais diferentes podem ser emitidos pelo conjunto de dispositivos se pelo menos
um deles estiver aceso?

+9.58) Dispde-se de 7 cores para pintar uma bandeira de 7 faixas. Cada faixa deve ser pintada
com uma s6 cor e, na bandeira, ndo deve haver duas faixas da mesma cor. Quantos
modos hd de se realizar a pintura?

< 9.59) Dispde-se de 6 cores para pintar uma bandeira de 4 faixas. Cada faixa deve ser pintada
de uma s6 cor e duas faixas consecutivas ndo podem ter a mesma cor. De quantos modos
pode ser feita a pintura?

¥9.60) Um cubo de papeldo é desdobrado em torno de uma face, obtendo-se uma cruz formada
por 6 quadrados. Quer-se pintar a frente dessa cruz, cada quadrado de uma cor. Pintado
um quadrado, ndo se pode pintar, em seguida, um quadrado que ndo tenha a0 menos um
ponto em comum com o que se acabou de pintar (isto é, dois quadrados pintados um
apds o outro devem ter, obrigatoriamente, um vértice ou um lado em comum).
Dispondo-se de 5 cores, de quantos modos pode ser pintada a cruz se dois qua-
drados ligados por um vértice ou por um lado ndo podem ter a mesma cor e a pintura
¢ iniciada pela cabega da cruz?

© 9.61) Temos 4 carrinhos, 6 bolas e 2 bonés para distribuir entre duas criangas. Todos os objetos

vio ser distribuidos, mas ndo h4 necessidade de uma distribui¢do equanime. Quantas sio
as maneiras de se fazer a divisdo?

© 9.62) De quantos modos podemos distribuir 10 cigarros, 8 charutos e 6 cachimbos entre duas
pessoas, se cada uma deve receber no minimo trés objetos de cada tipo?

*9.63) Dispde-se de ny objetos Ay, ny objetos A, e ng objetos A3 para distribuir entre duas
pessoas. Todos os objetos devem ser distribuidos, sem necessidade de uma distribui¢do
igual entre as pessoas. De quantos modos isso pode ser feito?

%9.64) Dispde-se de n objetos A e m objetos B para se colocar em duas caixas, de modo que

em cada caixa haja, no minimo,p objetos A e q objetos B (2p < ne2q < m). Determi-
ne o nimero de possibilidades de se fazer a colocagdo.

9.4 — O PROBLEMA DO NUMERO DE SUBCONJUNTOS

Ja é certamente do conhecimento do leitor que, se um conjunto E tem n
elementos, entdo existem 2" subconjuntos de E.

224

Por exemplo, se E = {a;b;c}, hd 2° = 8 subconjuntos:
{a}, {b}, {c}, {a;b}, {a;c}, {b;c}, {a;b5c}, D
O Principio Fundamental da Contagem permite-nos agora provar esse resul-

tado.

Verifiquemos, inicialmente, para o caso do exemplo acima,onde E ={a; b; c}:
seja F um subconjunto qualquer de E; é facil notar que para cada elemento de E
temos apenas duas possibilidades em relagdo ao subconjunto F:ou pertence a F ou
ndo pertence a F; assim

elemento: E E]
Foi R
2

-—= - >
possibilidades: | 2 2
L

Entdo pela regra do produto, temos
2.2.2=22=8
possibilidades.
Note que essas 8 possibilidades descrevem aquelas em que:

® ou os trés elementos pertencem a F, isto ¢ F = {a; b; c}
® ou nenhum elemento pertence a F,isto é, F = ¢
e ou um dos elementos pertence a F e os outros ndo, isto é, F = {a} ou

F = {b} ou F = {c} .
e ou dois dos elementos pertencem a F e o outro ndo, isto é, F = {a; b} ou

F = {a;c} ou F = {b;c}

Logo, essas 8 possibilidades correspondem aos 8 subconjuntos que E possui..

(O leitor notou que esse problema é idéntico ao exercicio do saldo de baile
(36). O que 14 era a possibilidade todas as portas fechadas — que ndo queriamos —
aqui corresponde ao conjunto vazio — que é subconjunto de E.)

Podemos agora generalizar. Se o conjunto E tem n elementos

E = {ay; a5; a3;...;a,}

e F é um subconjunto de E, para cada elemento de E temos duas possibilidades:
pertencer ou nao a F.

elementos: I a; l a; l 5 1 Lave

.4 5. L DS I
possibilidades: 2 2 2 2
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E, pelo principio fundamental, temos:
e Que 2o 02 =
(LUK RENL Y ;

n fatores

possibilidades, que correspondem aos subconjuntos de E.

9.5 — 0 PROBLEMA DO NUMERO DE FUNGOES

Consideremos, de inicio, um problema como exemplo.

Um conjunto E possui dois elementos: E = {a; b} ; e um conjunto F possui Z
elementos: F = {a;B;7}.Quantas fungdes de E em F podem ser construidas?

Devemos nos lembrar do conceito de fungdo: é uma correspondéncia que
associa, a cada elemento de E, um unico elemento de F. Os elementos de F que
estdo associados a algum elemento de E sao chamados imagens da fun¢do. E é o
dominio da fung¢do. F € o contradominio.

Nesse nosso exemplo, dado o pequeno numero de elementos em E e F, po-
demos construir todas as fungoes de E em F através de diagramas de flechas:
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Temos, assim, 9 fungdes.

Podemos, no entanto, chegar a esse resultado sem a constru¢do dos dia-
gramas.

Como se forma uma fungdo?

Note que uma fung¢do € formada tomando cada elemento de E e associando a
ele um elemento de F, isto é, escolhendo, entre os elementos de F, uma imagem
para aquele elemento de E.

Entdo, para o elemento a, temos 3 possibilidades de escolha da imagem: ou a,
ou B, ou 7; para o elemento b, também temos 3 possibilidades, pois nada impede
que b tenha a mesma imagem de a.

elementos de E: lZI b

possibilidades: f 3}

Logo, pela regra do produto, o nimero de possibilidades de a e b escolherem
suas imagens (o que corresponde ao nimero de fungoes) é

3.3=32=9

Tomemos outro exemplo.

Quantas fun¢des de E em F podem ser construidas, se E tem 4 elementos e
F tem S elementos?

Seguindo o raciociniq do exemplo anterior, temos para o primeiro elemento
de E 5 possibilidades de escolha da sua imagem (qualquer um dos elementos de F);
como pode haver repeti¢cdo da imagem, para 0 segundo elemento de E, também
temos 5 possibilidades, o0 mesmo ocorrendo para o terceiro e 0 quarto elementos.

elemen.tos de E: D D I:] D
i) { 4 v

| =t g R s S _- H
possibilidades: 5 5 5 <

L -

Logo, o total de fungdes €

5.5.5.5=5%=625

Podemos, agora, resolver o problema no caso geral:

E e F sdo conjuntos finitos, o primeiro com n elementos e o
segundo com k elementos. Quantas fungoes de E em F podem ser
construidas?
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Uma fung@o estd construida quando todos os elementos de E tém sua
imagem escolhida. -

Para cada elemento de E escolhemos um elemento qualquer de F como
sua imagem.

Entdo, se E = {a,; a,; a3;...;a,} temos:

elementos de E: a; a, az | ... a,
possibilidades { s 1 4
de escolha da g !

k k k k

imagem:

Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero de fungoes ¢é
kekok-... k=
%K—_J

n fatores

isto €, é¢ o nmero de elementos do contradominio elevado ao niimero de elementos
s .
do dominio.

Exemplos

a) Se E tem 10 elementos e F tem 2 elementos, o nimero de fungdes de E em
Fé2'° = 1024.

b) Os conjuntos E e F tém, respectivamente, 3 e 4 elementos. Quantas das
relagdes de E em F ndo sdo fungoes?

Lembremos que uma relagdo é qualquer subconjunto do E X F. Devemos
entdo calcular o numero total de relagoes, e dele subtrair o numero de relagcoes que
s@o fungoes. Obteremos, portanto, o nimero daquelas que nao sdo fungoes:

® nimero de elementosde EX F: n - n, = 3.4 = 12
e nimero de relacdes (subconjuntos): 212 = 4096
® nimero de fungdes: 4° = 64

Logo, temos 4096 - 64 = 4032 relagdes que ndo sao fungoes.

9.6 -0 PROBLEMA DO NUMERO DE DIVISORES
x|
Um problema importante na Teoria dos Nimeros é o da determinagdo da
quantidade de divisores naturais de um niimero natural a.
Consideremos o exemplo: quantos divisores naturais tem o nimero a = 144?
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Nesse caso, ndo é dificil fazer a relagdo: 1; 2; 3:.4;6;8;9;12;.16; 18; 24,
36; 48; 72, 144.

Isso nos d4 os 15 divisores naturais de 144.

Como chegar a esse resultado sem fazer a lista de divisores?

Observemos que decompondo 144 em fatores primos:

144 | 2

PR

72
36
18
9
3
1

144 = 2°. 3

W W NN

se, em seguida, somarmos uma unidade a cada expoente da decomposigdo (4 e 2),
o produto dos resultados dessas somas dd o numero de divisores procurados:
@+1)-+1)=5-3=15
Migica? Casualidade? Nao. Mostraremos em mais dois exemplos que essa € a
regra pratica.

Exemplos o

a) Consideremos o nimero 360 = 98.3%. st

Notemos, inicialmente, que 360 ¢ constituido pelo produto dos fatores
primos 2, 3 e 5, sendo que, na decomposi¢do, o 2 comparece trés vezes, 0 3 com-
parece duas vezes e 0 5 uma sO vez:

360 = (2:2-2)-(3-3)-(5)
Também devemos notar que qualquer divisor de 360 ¢ um produto formado

por alguns desses fatores; por exemplo, os nimeros 1, 2, 3,10, 36 ¢ 120 sao divi-
sores de 360 e podem ser escritos:

}- 293980
2 = 2¥-30.5°
| 3= 99,31 52
10 = 2. 3%: 5
36 = 22+ 3% 5°
120= 2%+ 3. 5!

Sendo assim, os divisores de 360 podem ser representados pela expressao
23 .5
onde:

x pode assumir um dos 4 valores: 0,1,20u3
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y pode assumir um dos 3 valores: 0, 1 ou 2
e z pode assumir um dos 2 valores: 0 ou 1

Com isso, podemos determinar a quantidade de niimeros 2% - 3¥ - 5% ou seja,
o total de divisores naturais de 360. Temos:

divisor: 2 s La¥ ]| 5"

1 V l
possibilidades: L4 3 2 |
L S Nl SR il J

o que nos dd
4.3 .2 = 24 divisores

Confirmando a regra sugerida anteriormente:
360 = 23.32.5!' » (3+1)(2+1)( +1) = 24 divisores

b) Consideremos o nimero natural:
a=2%.58.11"
Qualquer divisor de a pode ser obtido pela expressao
.50
onde x, y e z s@o expoentes naturais tais que

0<x<a (istoé,x pode assumir & + 1 valores)
0<y<§p (istoé,y pode assumir § + 1 valores)
0<z <7 (istoé,z pode assumir ¥ + 1 valores)

e, sendo assim, o total de nimeros 2* - 5¥ . 117 que podem ser formados repre
senta o total de divisores naturais de a. Temos:

divisor: 2% 5Y 11

e - i ———— o —

possibilidades: j atl Bl J¥) i

L oo e s e T i [ i 0 2l

e, portanto, o numero de divisores de a = 2% Sﬁ <1176 igual a

(at)(@+1)(v+1)
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De modo andlogo, poderiamos mostrar a validade da regra para o caso
geral, que enunciamos a seguir:

Seja a um nimero natural (a #0) cuja decomposi¢do em fa,to"r:es:;h)ri-"
mos distintos é: Lo

PRI CHIEEIN: s < on
' S . > aiuie
1 pz 3 Py

O ntimero de divisores naturais de a é dado pelo produto

@+ 1) @+ 1)+ @+ 1) (@, +1)

Exemplos
¢) O nimero de divisores naturais de 12 600 é obtido fatorando-se esse
nimero
12600 =20 32 5% 7
e efetuando-se o produto
BG+1)QR+1)Q2+1)(1+1)=4-3-3-2

Assim, 12 600 tem 72 divisores naturais.

d) O nimero de divisores inteiros de 20 000 = 2%.5% ¢ obtido multipli-
cando-se a quantidade de divisores naturais por 2 (pois, para cada divisor natural
h4 o seu oposto que também ¢ divisor: 2 e -2, 1000 e -1000).

2. (5+1)(4+1) = 60 divisores inteiros.
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‘ BT ) 10.9.8.7.6-5....-1 _ 10!
Capfltulo »'Q o Qi Pr= : ===
s g I RREs 625 aamond 6!
h) 3= (3:2-1)* = (6)* = 36
HE)N=09)=9-8...-3.2.1=362880
Fatorial
J Observagbes
N
13) Consideremos, por exemplo, 0 nimero 6!
6! =6-5:.4.3.2-.1
Como5+4-3.2-1 = 35! podemos escrever
L———vf—_'J
Em muitos dos problemas estudados no capitulo anterior, surgiram, nos 5!
cdlculos, produtos de nimeros naturais consecutivos, tais como Da mesma forma, também podemos escrever
1059 =81 6!=6-5:4.3:2.1 =6-5.4!
6-5-4-3-2-1 = Syl Aol el
7568 sd =325 1 4!
Sendo muito comuns no calculo combinatorio expressoes desse tipo, torna-se Isso nos mostra que, sendo necessdrio, podemos “interromper”” o desenvolvi-
conveniente adotar uma notagdo que simplifique sua representagdo; surge, entdo, a mento de um fatorial antes de atingirmos o nimero 1. Para tanto, basta colocarmos
notagao fatorial. o simbolo de fatorial no nimero “escrito por ltimo”:

Definimos fatorial de um nimero natural n = 2 como sendo o produto de
todos os nimeros naturais de n até 1; representamo-lo com a notag¢do n!. Assim:

n €N
1=n-(=-1) = =1) «ni2)
l_f'.)?,_(iﬂl)' n(n-1)+(n-2)! 5 19
L A= a@=0)@-2)...3:2.1:| "<
Wt @ Exemplos
j) 10! = 10 . 9!
Também definimos, para os casosn =0 e n = 1, os valores : k) 15! = 1514+ 13- 12« 11!
) n+2)! = (+2)(a+1)(m)-(n-1)!(n€EN, n=>1)
1M=1]e|l 00=1 m) (k-1)! = (k-1)-(k-2)! KEN, k>2)
121 12011080 _ -
n)ﬁ——T——IZ-ll-IO—1320
Exemplos
a) 4l =4.3.2.1 =24
b)5!=5-4.3-2-1=120
c) 8 =8:7-6-5-4-3-2.1=40320
d)6+ 33433521 =6l 10.2 — FUNCAO FATORIAL
¥) 75655:4:8:8+1 =7
£ 654 6+5:4+3+-3+1 6 Da definigdo de fatorial é imediato que, dado um niimero natural n, existe e
3:2-1 ! ¢ Ginico 0 nimero n!
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Podemos, entdo, definir uma fungdo f, de N em R, tal que

Essa fungdo é chamada funcio fatorial. Seu dominio é N. Seu grifico é

"

1¢~——$

f(x) = x!'

e |

o i o e i s

i e i Al i b S

Analisando alguns valores (e levando em conta a 12 observagao):

vemos que, para todo nimero natural x = 1, tem-se: .

-

£(0) = 0!
f(1) =
£(2) =
£(3) = 3!
f(4) = 4!

1l =
o1 =

= 1-£(0)

2-£(1)
3-1(2)
4.1(3)

B = x il

Exercicios Resolvidos

10.1) Dctermine o dominio da fun¢do definida por f(x) = (x - 3)!

Solucdo

Da definigdo, sabemos que so existe fatorial de um niimero inteiro ¢ ndo negativo.

Assim, devemos ter

X3 E T . &

Logo.D(f) = {x € Z | x > 3}
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10.2)

10.3)

10.4)

10.5)

10.6)

Determine o dominio da fungdo definida por f(x) = (x +4)!

Solugio
Devemos ter
x+4 €7 ¢ 'x+4>0
Logo, D(f) = {x € Z| x = -4}

Resolva a equacdo x! = 24

Solucio

Uma cquagio do tipo x! = a s6 pode ser resolvida “por tentativas”, isto €,
descobrindo qual é o nimero cujo fatorial vale a. E evidente que, mesmo sendo a um
niimero natural, em muitos casos o conjunto-solu¢io da equagdo serd vazio pois, por
exemplo, como sabemos que 24 = 4! e 6 = 3!, todos os inteiros entre 24 e 6 ndo sdo
valores dc nenhum fatorial. Assim, equagdes como x! = 23, x! = 9ou x! = 13 tém
conjunto-solugio V = ¢.

No nosso caso, fazemos

x! = 4!

Logo,x = 4 e V={4}

Resolva a equagdo (2x +5)! = 720
Solugio

Temos que 720 = 6!

Escrevemos, entao

(2x + 5)! = 6!

cdaf,2x +5 = 6, donde x =%e V= {%}

(Note que ndo importa o fato de termos encontrado uma raiz ndo natural, pois
o que deve ser natural ¢ a expressdo 2x +5.)

(k+1)!

Simplifique a expressao wBo ¢

Solugdo
Para simplificarmos expressoes desse tipo, devemos, sempre, reduzir a ordem do
fatorial maior at¢ o outro fatorial. Assim:

et 1) _ (k+1) (k) (k-1)! _ (k+1)k = k2+k

k- 1) (k- 1)!

o ) = (m-2)
Simplifique a expressao n=3)
Solugao

Como (n - 2)! é o maior dos dois fatoriais da expressdo, fazemos:

n-2)! _ (-2)(n-3)(n-4)! _ i
Lo f o (n-2)(n-3)
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10.7) Simplifique a expressio =S2-DE-D@-DEG-1)(B-2)@-2)(5-2)4-3)(5-3)(5-4) =

@ +1)! - (@ +2)! : =1:2-3-4.1:2:3 .12 1=@)E)@)AY = [ 29 membro |
(n+ 1)! ~— —_— v v
4! 3! 2! 1!
Solugio
n+1)! - @+2)! _(+D! - n+2)-(n+1)! _ a=1 1 1
(n+1)! m+ 1! 10.10) Mostre que T g =~ para todo n € N*. Em seguida, calcule o valor da
Cm+DI[1-+2)] _ _ soma '
= D! =1-n-2=~(n+1)
— 2 3 k-1
10.8) Resolva a equagdo S-ﬁ+3?+T!+...+ X
(n *(’nlz!l)'! nl _ 17n Solucdo
5 12 parte: prova da identidade
plucao
Inicialmente, simplificamos a expressdo do primeiro membro: 19 membro | =2 " o L' o _lf B _n‘_ & sl o
@yl - ol s D@ - sta=1) _ n! n! n! n@-1)! n!
(I'I-l)! (n-1)! 1 1 20
S 9 membro
2 (n-1)![n(n+1)- @] _ R (n-1)! n!
(n-1)!
Resolvemos, entdo, a equagdo 22 parte: cdlculo da soma S
- n: = i;n; — Notemos, inicialmente, que qualquer parcela da soma é uma fragio da forma
n¢ = n == n4 - n = nn- =
n-1
obtendo n = 0 ou n = 17 : n!
A solugdo n = 0, evidentemente, ndo convém (note que para n = 0, surge, no que € o primeiro membro da nossa identidade. Por exemplo, a parcela
denominador, o fatorial de um namero negativo). Logo, V = {17}. 3
Al
10.9) Mostre que o
D ' ' 1 édafonnan—n_,—l,onden=4
1 2 4 5 g n-1,
1 4 9 16 25 |=an-@n-a@y-@y Como mostramos na 12 parte que, para todo n € N*, a fragio —— ¢ jguald
) g 7 ' . 1 1 )
1 8 27 64 125 diferenca (n_—l_)’ ST apliquemos essa decomposi¢do em todas as parcelas da soma
1 16 81 256 625 desejada:
Solugiao Xoi 3 -
Temos, no primeiro membro, um determinante de Vandermonde, cujos elementos 207 1 2 (wamosn = 2)
de basesio 1, 2, 3,4 ¢ §. Entdo: 2 P |
: ; : : ; ?g_=—!—"ﬁ (usamos n = 3)
1 2 3 4 5 4—3!=31T_4i' (usamosn = 4)
19membro | =| 1 4 9 16 25 | =
1 8 27 64 125 k-1 1 1 J
1 16 81 256 625 B CE-D W - esamg s
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Vamos agora somar membro a membro todas essas igualdades. Resulta, no pri-
meiro membro, a soma S desejada. No segundo membro, € ficil observar que quase
todos os termos sdo cancelados, restando somente a primeira parcela da 12 igualdade e a
segunda parcela da Gltima igualdade. Assim:

l 2493 k-1

TRy TR

o e
i

(-
-

w<

Exercicios Propostos

*10.11)

»10.12)

+10,13)

= 10.14)

« 10.15)
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Determine o dominio de cada uma das seguintes fungges f:N >R :

2) £ = (x-1)! 9 £ = &
b) f(x) = (x+5)! d) f(x) = (-x2+1)!

Resolva as seguintes equagdes (n € R):

a) (n+6)! = 120 o nz-—;—n)!=1

b) B3n-2)! = 720
¢) (n2-n)! = 720 e) 2n2+7)! = 100
Escreva os produtos a seguir utilizando a notagdo fatorial:

a) §5¢4:32+1

b) 92876543 2-1

c) 2120+19+...3+2+1

d) (n+2)(n+1)n(n-1)...3+2+1, n €EN e n> 1
e) k-3)(k-4)(k-5)...3+2+1, KEN e k>S5

Escreva os produtos a seguir utilizando a notagdo fatorial:

a) 87+6+5-4 e) nn-1)(n-2), nENe n=3

b) 10:9+8+7+6+5 f) n+1)(n)(n-1)(n-2),nENen=3
c) 21-20-19-18 2 kkk-1)(k-2)...(k-8),kE Nek=9
d) 100-99-+98...51

Escreva, em uma sé expressdo fatorial, os produtos:

a) 10-9!

b) 13-12-11+10!

c) 6!7+8-+9

d) (n+1)en!, n EN

e) k+3)k+2)k+1Dk!, kK EN

) (n-1)(n-2)(n-3), nEN e n =23

g n-p)(n-p~-D, n EN,pENen=p+1
h) m-p+1)(n-p),n EN,p ENen=p

» 10.16) Simplifique e calcule:

a)s—:

12!
D = 91

+ 10.17) Simplifique as expressdes:

n!

a)

b)

o LD k+2)!

(n+3)!
(n+1)!

@n-~2)!

k-~ 1!

¢ 10.18) Simplifique as expressdes:

a)

b)

+10.19) Resolva as equagdes:
a) m+2)! + (n+1)! = 15n!

(n-3)!(n+3)

m-5)!'(n-4)

4n!-3n(n-1)!
n!

b) (n-2)! - 3(n-3)!-

8(n-

4)!

i
) 3rgr

211
D 38

(k-1)!

k-2)!

) &-4)!

(k 2)!

f (n~2)!
m-p-1)!

d)

(m+2)!-(@+1)!
(n+2)n!-n!

m+1)!-(n+1)+(n-1)!

)

4 AT+ @- 1)l

o (2n)! 2n +1)! + (2n + 1) (2n)! (2n n!_
@n+1)!(2n-1) (2n-2)!

*10.20) Mostre que:

L T e T = S S,

W W W W w e

* 10.21) Mostre que:

pt b e

Bk B ook e

W U N e e

A O\ = e e

N e e e e

.10
. 102
. 10°

. 10°

n2-14

=

[} ao
o)
=
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#10.22)

©10.23)

©10.24)

«10.25)
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Mostre que n =n!= (n+1)! - n!,comn € N.
Em seguida, calcule o valor da soma

S= 111+ 2520+ 331 %" Fkeok!

Mostre que (n+2)n! = (n+1)! + n!,comn € .
Em seguida calcule o valor de:

S=3«1!-4.21+5.3'-_  +(k+2)k! onde k ¢ impar.

Suponha que se defina fatorial da seguinte maneira:

Fatorial de um niimero natural n é o niimero f(n) definido por

_{I,sen=0
L pw nef(n-1), se n 2 1

a) Utilizando essa definigdo, calcule fatorial de 1, fatorial de 2, fatorial de 3, fatorial de 4
e fatorial de S.
b) Utilizando essa defini¢do, mostre que

(fatorial den) = f(n) = 1+2+3+4...n

Ainda utilizando a defini¢do do exercicio anterior, mostre que, com a € N,
a) f@a+2)-f@+1) = @+1)-f@a+1) = @+ 1)?-f(@)
b) 2f(a) - (a-1)-fa-1) = fa-1) + f(@), a > 1

Capitulo
Combinag¢oes simples
e arranjos simples

11.1 — INTRODUGCAO E CONCEITOS INICIAIS

Neste capitulo faremos o estudo de dois tipos de agrupamentos que podem
ser formados dispondo-se de um certo nimero de elementos: as combinacoes sim-
ples e os arranjos simples.

A palavra simples signitica que trabalharemos com elementos distintos, isto
é, em cada agrupamento formado ndo haverd repeticdo de elementos. Posterior-
mente estudaremos os agrupamentos com repeti¢ao.

Os conceitos de combinag@o e arranjo sdo muito ficeis. O fundamental — e
cuidaremos disso ainda nesta introdu¢do — é saber distinguir um do outro. Anali-
semos um exemplo esclarecedor:

Com os elementos do conjunto E = {a; b; ¢}, pede-se formar
19) todos os subconjuntos com dois elementos
20) todos os pares ordenados, de elementos distintos

Temos, entdo:

19) subconjuntos com dois elementos:

{a;b}; {a;c}; {b;c}

20) pares ordenados (com elementos distintos):
(a; b); (a;c); (bsc);
(b;a); (c;a); (c;b)
Formamos, assim, com os trés elementos de E, dois tipos de agrupamentos:
subconjuntos e pares ordenados, sendo que estes podem ser considerados subcon-

juntos ordenados de E.
Vamos, agora, responder as seguintes perguntas:

Em que diferem entre si os agrupamentos do primeiro tipo?
Em que diferem entre si os agrupamentos do segundo tipo?
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Vemos, entdo, que ¢ possivel formar uma combinagdo que ndo tem elemento
(existe um sb subconjunto de E que ndo tem elemento algum: o conjunto vazio).
Podemos escrever, portanto:

Q)
no= &
: 0

Nota. O ndmero Ca,o = 1 pode aqui ser interpretado como a resposta i
seguinte pergunta:

“De quantos modos podemos, de um conjunto E de 4 elementos,
nao escolher nenhum elemento?”’

E claro que existe um s6 modo: ndo escolher!

Arranjos — Seja E um conjunto com n elementos; imaginemos que sao for-
mados todos os seus subconjuntos ordenados, incluindo o préprio E, o conjunto &
e 0s subconjuntos com um s6 elemento.

Um arranjo dos n elementos de E, tomados p a p (de classe p) é 1
qualquer subconjunto ordenado de E que tenha p elementos (0 < p <n). |

O nimero de arranjos, dos n elementos, de classe p ¢ indicado por:

An,p

Exemplos

Consideremos o conjunto E = {6; 7; 8; 9}. Com os elementos de E, vamos

formar nimeros de algarismos distintos (note que, quando formamos um namero,
por exemplo 68, estamos tomando um subconjunto ordenado pois, trocada a
ordem, 86, o mimero se modifica). Estaremos, assim, fazendo arranjos com os 4
elementos de E. Entdo:

f) os nimeros de 1 algarismo sdo:
4 6:7:8:;9
Temos, entdo, 4 arranjos de classe 1, e podemos escrever:

As = 4

g) os niimeros de 2 algarismos sdo:

67, 68, 69, 78, 79, 89
76, 86, 96, 87, 97, 98
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Temos, entdo, 12 arranjos de classe 2, e podemos escrever:

Asy = 12

h) os niimeros de 3 algarismos sdo:

678 768 867 967
679 769 869 968
687 78 876 976
689 789 879 978
697 79 896 986
698 798 897 987

Temos, entdo, 24 arranjos de classe 3, e podemos escrever:
Asz =24

i) os nimeros de 4 algarismos sdo:

6789 7689 8679 9678
6798 7698 8697 9687
6879 7869 8769 9768
6897 7896 8796 9786
6978 7968 8967 9867
6987 7986 8976 9876

Temos, entdo, 24 arranjos de classe 4, e podemos escrever:
A4,4 = 24

Observagdo : evidentemente, ndo tem significado formar um nimero com
“zero algarismo”. No entanto, para estender a nogo de arranjo a todos os casos,
devemos incluir o do subconjunto de zero elemento. Entdo, se considerarmos o
conjunto vazio como um subconjunto ordenado que nio tem elementos, temos um
tnico arranjo de classe zero dos 4 elementos de E: @. Portanto, podemos escrever:

A4’o =1

11.3 — ARRANJO OU COMBINACAO?

Através de uma série de exemplos, faremos um treino que nos levard a
sedimentar os conceitos de combinagdo e arranjo, bem como o critério para dife-
rencia-los. .

Nao ¢é ainda nossa preocupagio o cilculo do niimero de combinagées ou de
arranjos; portanto, deixaremos indicadas essas quantidades através das notagdes

Ca,p € An,p.
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Exemplos

19) Consideremos 5 pontos distintos, A, B, C, D e E, dos quais trés quaisquer
nunca estdo alinhados. Com esses pontos, devemos formar

a) segmentos

b) segmentos orientados.

Vejamos de quantos modos isso pode ser feito.

Para a construgdo de um segmento (orientado ou ndo), devemos tomar dois
dos pontos dados; estamos, entdo, em ambos os casos, fazendo agrupamentos de
classe 2.

Vamos verificar, em cada caso, se se trata de arranjos ou de combinagdes.

No caso a, escolhendo 2 pontos, A
por exemplo A e C, formamos um seg-
mento (AC). Trocando a ordem dos pon-

tos, o segmento nd@o se modifica: . *B
€
AC = CA
Assim, os agrupamentos
AB, AC, AD etc. ¥
D C

sdo as combinacdes de classe 2 dos 5 pontos, e o nimero de segmentos que podem
ser formados € o total dessas combinagGes, que representamos por Cs 5.
No caso b, escolhendo, por exem- '

plo, os pontos A e C e formando o seg- A
mento orientado E, ¢ evidente que, ao
trocarmos a ordem dos pontos, temos um
novo segmento orientado C—A: pois uma
das caracteristicas de um segmento orien-
tado ¢é o seu sentido; por isso, como

> —>

AC # CA
¢ um fato tipico dos subconjuntos orde- D c
nados, os agrupamentos

E > *B

—_— —> -
AB, BA, AC, CA etc.
sd0 os arranjos de classe 2 dos 5 pontos, e o nimero de segmentos orientados que

podem ser formados € o total desses arranjos, que representamos por As ;.

29) Numa sala estdo reunidas 8 pessoas.
Determinemos de quantos modos pode ser escolhida:

a) uma comissdo de 3 representantes com poderes iguais;
b) uma diretoria com um presidente, um vice-presidente e um tesoureiro.
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Evidentemente, nos dois casos, estamos trabalhando com agrupamentos de
classe 3.

No caso a, se formarmos uma comissdo com as pessoas A, B e C, a troca da
ordem dos elementos ndo modifica a comissdo, pois os 3 elementos tem os mes-
mos poderes:

{A;B;C} = {A;C; B} = {B;A; C} = {B;C; A} = {C; A;B} = {C; B; A}
L3 Y
uma s comissdo

Estamos, entdo, compondo subconjuntos de 3 elementos, isto €, combina-
coes de classe 3. Assim, o nimero de comissoes possiveis € dado por Cg 3.

No caso b, formada uma diretoria em que A € o presidente, B é o vice-presi-
dente e C é o tesoureiro, ¢ claro que uma troca na posi¢do de apenas dois desses
elementos acarreta modificagdo no grupo, jd que os cargos ocupados tém atribui-
¢oes diferentes; logo,

ABC; ACB; BAC; BCA; CAB; CBA
representam 6 diretorias diferentes.

Uma diretoria é, por isso, um subconjunto ordenado, tratando-se de arranjos
de classe 3. O namero de diretorias possiveis é, entdo, dado por Ag 3.

De modo geral, os problemas que encontraremos podem ser resumidos no
seguinte enunciado:

Dispondo de um conjunto com n elementos, de quantos modos
podemos escolher p elementos distintos desse conjunto?

Os exemplos acima nos mostraram como proceder para identificar o tipo de
agrupamento envolvido nesse problema: arranjo ou combinagdo? Retiramos, como
exemplo, p elementos do conjunto dado, formando um agrupamento.

— se, modificando a ordem dos elementos escolhidos, o agrupa-

mento nio se modificar, trata-se de um problema de combinagdes, e

responderemos Cy

— se, modificando a ordem dos elementos escolhidos, criamos
um novo agrupamento, diferente do inicial, trata-se de um problema

de arranjos, e responderemos A, p.

Exercicios Propostos

Utilizando, para as respostas, as notagdes Cp p ou Ap p, resolva as seguintes
questdes:

» 11.1) Dispondo de 5 pontos distintos, dos quais trés quaisquer nunca estdo alinhados, quantos
tridngulos podem ser formados?
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< 11.2) Dez clubes participam de um campeonato de futebol em um sé turno, isto é, dois times
jogam entre si uma Unica vez. Quantos jogos terd esse campeonato?

©11.3) Dez atletas disputam uma prova olimpica. De quantos modos diferentes o podium (luga-
res diferentes para o 19, 29 e 39 colocados) pode ser ocupado?

©11.4) Com um baralho de 52 cartas (4 naipes de 13 cartas cada) quantos jogos de 3 cartas
quaisquer podem ser feitos? E de 3 cartas de copas?

¢ 11.5) Quantos niimeros de 5 algarismos podem ser formados com os algarismos de 1 a 8?

©11.6) Uma urna contém 10 bolas numeradas de 1 a 10. De quantos modos podem ser retiradas
duas bolas, sorteando-se uma primeira e em seguida uma segunda dentre as 9 restantes?

©11.7) Em uma sala hd 6 cadeiras e 4 pessoas. De quantos modos distintos as pessoas podem
ocupar as cadeiras?

©11.8) Em uma estante, hi 9 lugares vagos. De quantos modos podem 5 livros diferentes ser
colocados na estante?

©11.9) Uma caixa contém n etiquetas numeradas de 1 a n. De quantos modos podem ser
retiradas 5 etiquetas, ndo importando a sua ordem?

= 11.10) Vinte tenistas disputam um torneio regional para se escolher os § que participarao de um

torneio internacional. De quantos modos pode ocorrer essa escolha?
-«
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i W : N\
Calculo do numero

de arranjos e
de combinacoes

Capitulo

12.1 — INTRODUCAO

Entendidos os conceitos, podemos agora nos interessar pelo cdlculo das
quantidades de arranjos e de combinages. Em outras palavras, estudaremos as

regras e formiulas para Ay p € Cy p.

12. 2 —CALCULO DO NUMERO DE ARRANJOS

Consideremos, inicialmente, alguns exemplos.

Exemplos

a) Vamos determinar quantos arranjos de classe 3 podem ser feitos com os
5 elementos do conjunto E = {a;b;c; d; e}, isto é, vamos calcular As 3.
Sabemos que um arranjo de classe 3 é um subconjunto ordenado de 3

elementos:

19 |] 20 |] 39

O nimero de possibilidades de escolher esses trés elementos é o nimero de
arranjos As 3, € a escolha se desenvolve em 3 etapas sucessivas.
Para ,a escolha do 19 elemento, temos 5 possibilidades: ou a, ou b, ou ¢,

ou d, ou e.
Como, nos arranjos simples, nio podemos repetir elementos, para as escolhas

do 29 e 39 temos, respectivamente, 4 e 3 possibilidades.

191]29]1 32
4 4 4
| QR B O S A AR _':
possibilidades: 1 5 4 3
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Entido, pelo Principio Fundamental da Contagem, o total de arranjos é
A5,3= 5.4.3 =060
(Observe que As 3 € igual ao produto de 3 fatores, consecutivos e decrescentes,
iniciados por 5.)

b) Vamos determinar quantos mimeros de telefones podem ser formados
(prefixo de 3 algarismos seguido de outros 4 algarismos) com o prefixo 721,
sendo os algarismos seguintes distintos entre si.

7 2 | =

4 algarismos distintos

E evidente que, ao escolhermos 4 entre os 10 algarismos do nosso sistema de
numeragdo estamos fazendo um arranjo, pois, modificada a ordem dos algarismos,

o namero de telefone se modifica. Por exemplo, m1—2584 =#|721-254ﬂ

Assim, o total de telefones é dado por Ajg 4.
Por outro lado, esse tipo de problema jd é nosso conhecido, do estudo do

Principio Fundamental da Contagem:

EAEIEI N .

4 yoodd

possibilidades: Ll .9 .8 7J

Temos, portanto:
Apas = 10-9-8-7 = 5040
(Observe que Ay 4 € igual ao produto de 4 fatores, consecutivos e decres-

centes, iniciados por 10.)

Esses dois exemplos nos mostram que a formagdo de um arranjo, isto €, de
um subconjunto ordenado, segue exatamente o Principio Fundamental da Con-
tagem: a ocorréncia de eventos sucessivos e ordenados.

19 evento: escolha do 10 elemento do subconjunto
20 evento: escolha do 20 elemento
30 evento: escolha do 39 elemento

e assim por diante.
Podemos, entdo, resolver o caso geral, ou seja, calcular A, p:
Dispondo de um conjunto E com n elementos, quantos arranjos simples de

p elementos podem ser formados? (0 < p < n).
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19 caso: p = 0

Sabemos que existe um unico arranjo de classe zero: o conjunto ¢ (veja a
observa¢ao que precede o item 3.3).
Entdo, temos:

Ano = 1

29 caso: p = 1

Se dos n elementos de E devemos escolher 1, temos n possibilidades, pois
cada elemento de E é um arranjo de classe 1 (veja o exemplo f, no capitulo 3).
Entdo, temos:

An,l“ 3 n

30 caso: p = 2

Devemos escolher p dos n elementos:

— para a escolha do 19, temos n possibilidades

— para a escolha do 29, temos n - 1 possibilidades (pois ndo podemos repetir

elementos)
— para a escolha do 39, temos n - 2 possibilidades

— para a escolha do p9, temos n - (p - 1) possibilidades
19 20 30 490 p?
{ i { i {
R e e
possibilidades: in n-1 n-2 n-3 n-(p-1) E

Portanto, o Principio Fundamental da Contagem dd-nos:

Ay p =n(n-1)(n-2)(n=3)...(n-p+1).

Observe que A4, p € igual a um produto de p fatores, consecutivos e decres-
centes, iniciados por n.
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Exemplos

A3 =.6+5+4= 120
)

3 fatores

Alo,l = 10'9 o= 90
ES

2 fatores

Ags=8-7-6-5-4 = 6720
g e

5 fatores

An,z = n(n - 1)

R e

2 fatores
An+2,3 =S (n+2)(n+ l)n

e ety
3 fatores
A7'o =1
Axa,x =13
Em certas situagdes, é conveniente escrever a expressao do numero de

arranjos utilizando a notagdo fatorial. Por exemplo:

6+5>d:3:9:1 6! 6!
A = . = R i s
62= 65 3-3-2-1 41 (6-2)

8.7.6.5-4=8'7'6'5'4'3’2‘1_8!_ 8!

3.2:1 T3 8-95)

Ag,s

Assim, no caso geral, temos:

App =n(n-1)(n-2)...(n-p+1) =

~AMn-1)(@-2)...(0-p+) -p)(n-p-1)...2.1__ n!
(n-p)(n-p-1)...2-1 T (n-p)

Podemos, entdo, utilizar a formula
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Observagio: devemos notar que a expressdo acima ¢ vilida para os casos
p=0ep=1:

n! n! n! _a(-1) _

Ano ™ @-o) "t ! AT T Tony O ®

Exercicios Resolvidos
12.1) Resolva a equagdo Ap, = 56:
Solucdo
Como Ap 2 = n(n- 1), temos:
n(n-1) = 56 que é o mesmo que n2-n-56 = 0
Resolvendo essa equagio, obtemos:
n=8 ou n=-7

Como n deve ser um nimero natural (representa o niimero de elementos de um
conjunto), n = -7 ndo convém. Assim, S = {8} ’

12.2) Resolva a equa¢do Ap-y1 6 = 30 An_34

Solugdo

: - n! 2
E conveniente, nesse caso, usarmos a expressio Ap,p = —(n—p)' para ndo escre-

ver produtos extensos. Assim, temos:

(-1 _ (a-1)
[m-1)-6]'! @-7)

Ap-1,6 =

A _ (n-3)! 5 (n-3)!
134 " Tm=--4) -

‘

A equagdo, entdo, fica:

G O G
e dai,
. (n=1)! =30¢(n-3)!
(n~1)(n-2)(n-3)! = 30+ (n-3)!
que € o mesmo que n2-3n-28 = 0 cujas rafzes sion = 7 ou n = -4 (ndo convém).
Logo, S = {7}
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12.3)

Mostre que Ay k * Ap-k, p-k = An,pcomk < p < n.

Solugdo
Utilizando a expressdo:

1
Ap,p = —(_n:‘_p)—' , €SCrevemos:

‘ -

"Ta-w-e-0]

n! n!

Exercicios Propostos

©12.4)

0 12.5)

© 12.6)

«12.7)

912.8)

012.9)
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Calcule:

a) A4 b) Ag,3 ) As,6 d) Ap,3
e) An+2,2 f) Ajo,0 g Aq h) Ajysy
Determine as condigdes de existéncia de cada expressdo dada, onde n € Z.

a) Ap 3 b) A3p ©) An+2.4

d) An+s3 €) Azn+10,n+5s f) An-3,3/n

Resolva as equagdes:

a) An+l,2 = 90 b) An_l,z = 110

Resolva as equagdes:
a) Ap 3 = 14A, 2
b) Ap+3,7 = 63 Ap+y s

€) Ap+16 - 55 Apn-1,4 = 7An,5

-

Determine n nas equagdes abaixo. Em seguida, para esses valores de n, determine os

possiveis valores de p.

a) Ap p = 3An-1,p-1
b) An+2,p + 20 AI‘I, p-2 = 10 An+|’p_|

Mostre que:

An+1,p+1

n+1)Ay p-1 +
¢ ) Byt n-p+1

= 2An+1,p

12.3 — CALCULO DO NUMERO DE COMBINACOES

Consideremos, inicialmente, os exemplos.

Exemplos

¢) Vamos determinar quantas combinagGes de classe 3 podem ser feitas com
5 elementos do conjunto E = {a; b;c; d; e}.

Sabemos que existem Cs 3 dessas combinagdes. Tomando, por exemplo, uma
delas:

{a;c;d}

vamos verificar quantos arranjos de classe 3 podem ser formados a partir dela;
para isso, basta escrevermos os elementos a, ¢ e d em todas as ordens possiveis:

Combinagdo Arranjos gerados pela combinag¢do

{a;c;d} | (a;c;d), (a; d;c), (c;;d), (c; d; 2), (d; 3; ¢), (d; ¢; a)

Temos 6 arranjos gerados pela combinagao.

Para concluir que a combinagdo {a; c; d} gera 6 arranjos de classe 3 sem
formar todos eles, basta aplicar a férmula correspondente ao nimero de arranjos
de 3 elementos, tomados 3 a 3:

A33=3:2.1=31=6
Tomada outra combinagdo, evidentemente o resultado se repetira.
Vemos, entdo, que cada combinacido de classe 3 gera 3! = 6 arranjos de

classe 3.
O total de combinagdes de classe 3 (Cs 3) gera o total de arranjos de classe 3

(As,3)-
1 combinagdo — 3! = 6 arranjos
Cs,3 combinagdes —> As 3 arranjos

Dessa proporcionalidade tiramos o total de combinagdes:

A

s % o
1-10

5
Logo, Cs;3 = 3577

De fato, existem 10 combinagdes dos 5 elementos de E, tomados 3 a 3:
{a; b;c}, {a;b;d}, {a; b;e}, {a;c;d}, {a;c;e}
{a; d;e}, {b;c;d}, {b;c;e}, {b;d;e}, {c;d;e}
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d) Vamos determinar de quantos modos podemos escolher, entre 6 pessoas,
uma comissdo de 4 pessoas.

Evidentemente, trata-se de um problema de combinagbes pois, numa comissao
podemos trocar a ordem de seus elementos que ela ndo se modifica.

Assim, o total de comissdes é dado por Cs,a-

Vamos considerar uma dessas comissdes, por exemplo aquela formada pelas
pessoas

XY, W.Z

e calcular quantas diretorias com presidente, vice-presidente, secretdrio e tesoureiro
podem ser formadas a partir dessa comissdo.

Sabemos que a formagdo de uma diretoria corresponde a construir um
arranjo, pois a ordem em que os cargos sdo ocupados ¢ importante.

Assim, como dispomos de 4 elementos X, Y, W e Z, 0 niimero de arranjos que
podem ser formados usando os 4 elementos é:

Aja=4-3-2.1=4!=24
E claro que uma outra comissdo também daria origem a outras 24 diretorias.
Vemos, entdo, que cada comissio gera 4! = 24 diretorias.

Como existem Ceé,4 comissdes e o total de diretorias é As, 4, temos a pro-
porcionalidade:

1 comissio — 4! = 24 diretorias
Cé,4 comissoes —» Ag 4  diretorias

donde tiramos Cs,4 =i§;—4—
_6-5.4.3
ID@, C6,4_ Y o PR | =15
Ora, o fato de nos exemplos ¢ e d termos encontrado que
3 As,s e o A6,4
s “ T4

estd nos sugerindo que o niimero de combinagdes simples, de classe p, ¢ igual ao
niimero de arranjos simples, de classe p, dividido pelo fatorial de p, oy, em outras
palavras:

O nimero de combinagoes simples de p elementos que podem
ser formadas com os n elementos de um conjunto E (0<p <n) é
dado por

“r ()5
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Demonstragio
19) para p = 0

Existe uma tnica combinagdo de classe zero: o conjunto %) (veja o exemplo

: n
e do capitulo anterior). Assim, C,, o = (0> = 1.

- Anp Ao 1
Mas, parap = O,temos—;— e 1
n An,
VR S (0) T o

29) para p > 1
Vamos supor que o conjunto
{x15%X2; X35 .. xp}
seja uma qualquer das C,, , combinagdes dos n elementos de E, tomados p a p.
A partir dessa combinag¢do podemos formar um certo niimero de arranjos de

p elementos; basta para isso escrever os elementos em todas as ordens possiveis.
Como temos p elementos e os arranjos devem usar todos eles, esse nimero é

1 1
Ry _&_ s
Aee “Gopy "o T P
Temos, entdo, que cada combinagdo de classe p gera p! arranjos de classe p.
O total de combinagdes (Cy,, p) gera o total de arranjos (A, p).
1 combinagdo gera p!arranjos
Cp,p combinagBes geram A, p arranjos

Portanto, Cp =%p~
Exemplos
cor =i 818 s
cut - TS

A 10.9
Cuoz = p* =77 =%
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!
Lembrando que A, p = (n?—p)' , a expressao de Cy, , pode ser escrita:

n!
_Anp _ (n - p)! - n!
~E T pl p! p!(n - p)!

Podemos, entdo, recorrer a férmula:

Observagdo: sdo bastante uteis os valores de Cp, p nos casos particulares em
quep=0, p=1 e p=n. Devemos, por isso, conhecé-los:

% n! _n(m-1)! _
Cn,l 1!(n-1)! - (n-1)! e

Assim, Car = ('ll) =n

Exemplos
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Exercicios Resolvidos
12.10) Resolvaa equagdo Cp s = 4Ch-1.4

Solugdo
Utilizando a férmula

n! =
Ca,p = ml— , a equagdo se escreve:

n! o (m-1)!
5'(n-5)! 4!(n-1-4)!
n(n-1)! _ (n-1)!
5+4!(n-5)! 4!(n-5)!

donde % = 4) isto é) n = 20

Logo, S = {20}
12.11) Mostre que ptd Cp.pt1 = Cp p onde n > p.
" n-p > P > P
Solucdo
_ptl 1.2 n! %
“nop CnPH T T DI-@+ D]
4 Pl n! = n! =
“n-p @+Dp!@-p-D! p!(n-p)@-p-1!
;__V______—J
(n - p)!
pla-p)! P
Exercicios Propostos
« 12.12) Calcule:
11 <12>
b ¢) C d)
a) Cio,s ) (3 20,2 4

17 (17) ( 100>
h)
R S ! <o> 9 1 100
©12.13) Resolva as equagdes:

a) Cq,2 +2Cpy = 9
b) 11A5 2 = 3Cn+1,8
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13.2) Quantos subconjuntos de 4 elementos tem o conjunto E = {2; 4;6;7;8; 9}?
Solucdo

Cada subconjunto de 4 elementos é uma combinagdo dos 6 elementos de E,
tomados 4 a 4. Assim, o niimero desses subconjuntos é:

by GaGiadesd
(& = 8o 2% et Rad vy
ol B 5 O 1 s

13.3) Quanto.s jogos foram realizados em um campeonato de futebol, disputado em um sé
turno (isto €, dois times se enfrentaram uma inica vez), do qual participaram 16 times?

Solugdo

) E claro que, por exemplo, o jogo Santos versus Corinthians é o mesmo que
Corinthians versus Santos. Por isso, o niimero de jogos € o total de combinages das
16 equipes formadas duas a duas:

Atg2 _ 1615

2! =2

Ciga = = 120 jogos

13.4) Dez. equipes de basquete vdo disputar um campeonato em trés turnos (isto €, duas
equipes vao jogar entre si trés vezes). Supondo que um mesmo time ganhe os trés turnos,
ndo havendo, por isso, necessidade de nenhum outro jogo, quantas partidas serio
disputadas?

Solugio

A exemplo do exercicio anterior, trata-se de um problema de combinacgGes.
Em cada turno, o niimero de jogos é dado por Cjq 5. Como teremos trés turnos,
o total de jogos sera: ’
10-9

) . Aoz _ =
3 Crap < IRy

13.5) Doze. atletas (4 sul-americanos, 4 africanos e 4 asidticos) disputam uma prova. Serdo
premiados, conforme a classifica¢do, os cinco primeiros colocados. De quantas ma-
neiras pode ser feita a premiagdo?

Solugdo

Se a premiagdo ¢ feita conforme o atleta seja primeiro, segundo, ..., ou quinto
colocado, cada vez que se forma a lista dos 5 primeiros, tem-se um subconjunto orde-
nado.

Logo, o total de maneiras é:
A]z,s.-_‘ 12'11'10'9'8 = 95040

13.6) No exercicio anterior, qual o niimero de maneiras de se fazer a premiagdo, se o tnico
sul-americano classificado é o primeiro colocado?

20 39 49 59

19
Solucdo
o R

atletas de outras origens
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Solucdo
Temos, entdo, 4 possibilidades de escolher o 19 colocado (qualquer dos atletas
sul-americanos). Restam-nos, portanto, 8 atletas para a escolha dos 4 outros premiados,
jd que ndo hd outro sul-americano classificado. Assim, o total de maneiras é, pela
Regra do Produto
4-Aggq=4+8:7-6-5=6720

13.7) Uma equipe de inspegdo tem um chefe, escolhido entre 4 engenheiros e 10 técnicos,
escolhidos entre 15 outros profissionais. De quantas maneiras pode ser composta essa

equipe?

Solugdo
Para a escolha do chefe, temos 4 possibilidades.
Para a escolha dos técnicos, dispomos de 15 elementos para escolher 10; como

esses profissionais tém atribuigSes iguais, cada grupo de técnicos € uma combinagio.
Logo, o nimero de modos de compor a equipe é:

15! _ 15-14-13-12+ 11 +10!

LTt R T o 2 O X R e

4:Cy510 = 4
13.8) Quantos nimeros de 3 algarismos distintos, comecando por algarismo impar, podem ser
formados com os elementos 2, 3, 4, 5,6, 7 ¢ 8?

Solugio
E um problema de arranjos pois, por exemplo, 345 # 534.

IMPAR

Para a escolha do primeiro algarismo, temos 3 possibilidades: os algarismos
. T

Escolhido o primeiro, restam-nos 6 elementos, dos quais devemos escolher 2.

Logo, a quantidade desses nimeros é:

3'A6,2 =3¢6-5=90
13.9) Quantos niimeros, entre 1 000 e 20 000, de algarismos distintos, podem: ser formados
com os algarismos de 1 a 9?
Solugdo

Calculamos, primeiro, a quantidade de nimeros entre 1000 e 10 000, isto é,
nameros de 4 algarismos

1000 < l < 10 000
& o

J

nimero de 4 algarismos
distintos

Como dispomos de 9 elementos para escolher 4, essa quantidade ¢ dada por Ag 4.
Calculamos, agora, a quantidade de nimeros entre 10 000 e 20 000. Devemos
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13.10)

13.11)

13.12)
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notar que sdo numeros de 5 algarismos que, para serem menores que 20 000, devem ter
o 1 como primeiro algarismo:

10000 < | 1 < 20 000

Fixado, entdo, o nimero 1, restam-nos 8 algarismos para escolher os 4 que se
seguirdo ao 1. Temos, entdo, As 4 nameros.
Logo, o total de niimeros é a soma das duas quantidades:

A9,4+ A9,4 =9+8+7+6 +8+7+6-5=4704

Qual o nimero de subconjuntos com 2, 3 ou 4 elementos que tem um conjunto de
9 elementos?

Solugio
O niimero de subconjuntos de 2 elementos é dado por Cy ».
O niimero de subconjuntos de 3 elementos € dado por Cg_ 3.
O niimero de subconjuntos de 4 elementos € dado por Cg_4.
Assim, o total de subconjuntos pedidos é:

" _9+8  9+8:7  9-8-7-6
SR S RO X R el i e e By e e

= 246

Unindo-se os vértices de um octogono regular, formam-se quantos segmentos? Quantas
diagonais tem o octdgono?

C
Solucido D & B
Dispomos de 8 pontos para a es- R
colha de 2. Como a ordem em que uni-
mos os pontos ndo modifica o segmento A
formado, podemos construir € =
Cs,2 =% = 28 segmentos.
. o
& 2 H
G
EB=BE

Notemos, agora, que dos 28 segmentos que podem ser formados, alguns sdo
lados do octégono e outros sdo diagonais. Logo, subtraindo o niimero de lados (que € 8),
obtemos o nimero de diagonais:

Cs2 - 8 = 28-8 = 20 diagonais

E dado um conjunto E, de 10 elementos. Quantos subconjuntos de E ndo sdo conjuntos
de 4 elementos?

Solugdo
E evidente que a solugdo do problema pode ser feita calculando-se o niimero de
subconjuntos de 0, 1, 2, 3, 5, .. . 10 elementos e somando-se todos esses resultados.

13.13)

13.14)

No entanto, é muito mais simples calcular o total de subconjuntos de E e dele
subtrair o nimero de subconjuntos que tém 4 elementos. Teremos, assim, a quantidade
de subconjuntos que ndo sdo de 4 elementos. Entdo:

— o nimero total de subconjuntos de E é o
— o namero de subconjuntos de 4 elementos é dado por Cio0,4-
Portanto, a solugdo é:

2'° - Cro0 = 1024 - 5= 814

Dez pessoas, entre elas José, estdo reunidas para escolher a diretoria de um clube,
formada por um presidente, um vice-presidente, um secretirio e um tesoureiro. Em
quantas das diretorias que podem ser formadas José ndo é o presidente?

Solugao

Calculando, primeiramente, o total de diretorias possiveis e, em seguida, o niimero
de diretorias em que José é presidente, a diferenga entre esses resultados nos da o
nimero de diretorias nas condi¢des do problema.

— O total de diretorias é dado por Ajq, 4.

— Fixado José na presidéncia, os trés outros diretores devem ser escolhidos entre
as 9 pessoas restantes.

P V-P S T

JOSE

O niimero dessas diretorias ¢, entdo, dado'por Ag 3.
Portanto, o niimero de diretorias em que José ndo ¢ presidente é:

A]o,q = Ag’g =10+9+8+7-9+8+7 = 4536
Quantos tridngulos podem ser construidos usando-se,como vértices, os pontos A, B, C,
D, E, F, G, H, I da figura?
A B C D i
s
E F G H I
Solugao

Para a constru¢do de um tridngulo, devemos escolher 3 pontos entre os 9 dados.
Como, por exemplo, o tridngulo ABF é o mesmo tridngulo BFA, trata-se de um problema
de combinacdes. Podemos resolvé-lo de dois modos:

19 modo:

O total de combinagdes dos 9 elementos, tomados 3 a 3, é dado por Cg 3.

Mas, por certo, estdo incluidos nesse total, agrupamentos de 3 pontos que,
absolutamente, ndo determinam tridngulos por serem grupos de pontos que pertencem
a mesma reta, como, por exemplo, ABC, ACD, FGH.
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Devemos, entdo, subtrair desse total, o nimero de falsos tridngulos. Para isso,
basta calcularmos o niimero de combinagdes de classe 3 existentes com os 4 pontos da
reta r e com os 5 pontos da reta s:

— numero de falsos tridngulos em r: Ca,3.

— nimero de falsos triangulos em s: Cs,3-

Portanto, o niimero de tridngulos é:

Grolys 38 4% 3w P olind)
Co3-Cas~Co3 =537 331 "5:8:1

= 70

29 modo:

Os tridngulos que podem ser construidos sio de dois tipos: com um vértice em
r e dois em s ou com um vértice em s e dois em r.

— Numero de tridngulos com um vértice em r e dois em s:
Para a escolha do vértice em r, temos 4 possibilidades (A, B, C, D). Para a escolha
de dois vértices em s, temos Cs, 2 possibilidades.
Assim, o nimero desses triangulos é:
.54
21

4:Cs, = 4 = 40

— Nimero de trigngulos com um vértice em s e dois em t:

Para a escolha do ponto sobre s, temos 5 possibilidades. Para a escolha de dois
pontos sobre r, temos C4 » possibilidades.
Assim, o numero desses tridngulos é:

4.3

241
Logo, o total de tridngulos é:

4'C5,2 * 5'C4'2 =40 + 30 =170

5:Caz =5 = 30

13.15) Com os 7 cardiologistas e 6 neurologistas que trabalham em um hospital, quer-se
formar uma junta médica de 5 elementos. Quantas juntas podem ser formadas se devem
sempre participar 3 cardiologistas e 2 neurologistas?

Solugdo

Temos aqui um problema de combinagbes pois, formada uma junta, ela nio se
modifica quando se altera a ordem de seus elementos. .

E evidente que nio podemos formar os 13 médicos e combind-los 5 a 5: desta
forma estarfamos formando muitas comissdes que ndo satisfazem as condigdes do
problema.

Devemos notar que, para termos certeza de formar juntas com 3 cardiologistas
e 2 neurologistas, precisamos resolver o problema em duas fases: primeiro, escolher os
3 cardiologistas; em seguida, escolher os 2 neurologistas. Sdo, portanto, dois eventos.

19 evento: escolha dos cardiologistas

Dispomos de 7 elementos para escolher 3. O nimero de possibilidades é, entdo,
C; 3.
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20 evento: escolha dos neurologistas

Dispomos de 6 elementos para escolher 2. O ntimero de possibilidades ¢, entdo,

Cs,2-
19 evento 29 evento
c C C N N
4 \
i ka5 S 1
possibilidades: ! Cq3 Ce.2 !
B N e S AP

Finalmente, pelo Principio Fundamental da Contagem, o niimero de juntas é:

L5618 e
Ca,3 - Cs,2 T TS L P 525
13.16) Dispondo de um baralho de 52 cartas (4 naipes com 13 cartas cada), determine
quantos jogos de 5 cartas podem ser formados nas seguintes condigges:
a) 5 cartas quaisquer;
b) jogos com 3 reis e 2 valetes;
¢) jogos com 3 cartas de copas e 2 cartas de ouro;
d) jogos com exatamente 2 ases.

Solugio -

Escolhidas 5 cartas, o jogo formado ndo se modifica quando se altera a ordem
dessas cartas; trata-se, entdo, de combinagdes.

a) O nimero de jogos com 5 cartas quaisquer €:

_ 52:51+50+49 -48 _
Cso,s = 5.4+.3.2.7 - 2598960

b) jogos com 3 reis e 2 valetes; resolvemos o problema em 2 fases:
19 evento: escolha de 3 reis

No baralho, existem 4 reis. O niimero de possibilidades é, entio, Ca,3.

20 evento: escolha de 2 valetes
Também dispomos de 4 valetes. Assim, o niimero de possibilidades é Cs,2.

19 evento 20 evento
R R R v \'
4 V
possibilidades: : Csa Ca2 i
TR P e ) J
Logo, pelo Principio Fundamental, o total de jogos é:
432 el
Co3-Coa =550T TN
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13.17)

268

c) Jogos com 3 cartas de copas e 2 de ouro:
19 evento 29 evento

19 evento: 3 cartas de copas

niimero de possibilidades: Cy3 3

20 evento: 2 cartas de ouro

niimero de possibilidades: Cy3 2

Total de jogos desse tipo:

13-12-11 13 -12
Ci33°Ci32 =—3 5.7 " 3.1 - 22308

d) Jogos com exatamente 2 ases

Iniciamos escolhendo 2 ases; para termos certeza de que ndo ocorrerd outro as
entre as 3 cartas seguintes, para a escolha destas 3 eliminamos os 4 ases do baralho,
restando-nos 48 cartas:

19 evento 29 evento

[afa] [ ] I]

19 evento: escolha de 2 ases
niimero de possibilidades: Cga 2

29 evento: escolha de 3 outras cartas
nimero de possibilidades: Cag 3
Total de jogos com exatamente 2 ases:

4.3 48-47-46
Cq,z'C45’3 = 241 > 3 o 25t = 103776

Dez objetos diferentes devem ser guardados em 3 gavetas A, B e C, sendo 4 objetos em
A, 3em B e 3 em C. De quantas maneiras isso pode ser feito?
Solugdo

Iniciamos pela escolha dos 4 objetos para a gaveta A; em seguida, dos 6 objetos
restantes, escolhemos 3 para a gaveta B, ficando assim, automaticamente escolhidos os
objetos para C: os ultimos 3.
19 evento: escolha para A

namero de possibilidades: Cio,4

20 evento: escolha para B
nimero de possibilidades: Ce 3
Total de maneiras:
Cio0,4*Ce3 = 210 - 20 = 4200

13.18) Trabalham, em uma firma, 8 engenheiros e 6 economistas. Quantas comissdes de 5 desses

profissionais podem ser formadas de modo que em cada comissio haja, no minimo,
3 engenheiros?

Solugdo

Ter no minimo 3 engenheiros significa que as comissdes podem ter exatamente
3 engenheiros, ou 4 engenheiros ou 5 engenheiros, isto é, podemos formar comissdes de
3 tipos:
I. com 3 engenheiros e 2 economistas
I1. com 4 engenheiros e 1 economista
III. com 5 engenheiros

A soma das quantidades de cada um dos tipos nos dard o total de comissdes.

I. comissées com 3 engenheiros e 2 economistas

19 evento 29 evento
lEnglEnglEngj [EooIEcol
4 1
_—_— PSR D R e W A 1
possibilidades: | Cg 3 Ce,2 |
| .

Total dessas comissdes: Cg 3+ Ce 2 = 56 « 15 = 840

I1. comissoes com 4 engenheiros e 1 economista

19 evento 29 evento
Eng | Eng | Eng | Eng Eco
¥ v
possibilidades: | Cg 4 67,
R ——— -

Total dessas comissdes: Cg 4 =6 = 70 «6 = 420

IIl. comissGes com 5 engenheiros

Eng | Eng Eng | Eng Eng

-
possibilidades: | Cg 5 |

Total dessas comissdes: Cg s = 56

Assim, o namero de comissdes com, no minimo, 3 engenheiros é:

Cg3°Ce2 + 6-Cgq + Cg 5 = 840 + 420 + 56 = 1316
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13.19) Considere um baralho de 28 cartas (os 4 naipes, com 7 cartas cada). Quantos jogos de 8
cartas, com, no minimo, 3 cartas de paus, podem ser formados?
Solucgdo

Como no exercicio anterior, temos varios casos a considerar: sio os jogos com
exatamente 3 cartas de paus, com 4, 5, 6 ou 7. Podemos, entretanto, conduzir o pro-
blema por um outro caminho, calculando inicialmente o total de jogos possiveis e,
depois, subtrair desse total as quantidades de jogos com duas cartas de paus, com uma e
também com nenhuma carta de paus. Assim: 4

® Total de jogos de 8 cartas: Cigg = 3108105

® Jogos com duas cartas de paus:

19 evento 20 evento

\ 4
s R R Lo E aR L e S
possibilidades: | Cq, Ca1,6 |
T A i e N N o SRR . A

Total desses jogos: C7.2+Ca1 6 = 1139 544

® Jogos com uma s6 carta de paus:

£
possibilidades: 1 7 Ca1,7 |

Total desses jogos: 7 « C31 7 = 813 960
® Jogos sem nenhuma carta de paus:

Retirando do baralho as 7 cartas de paus, restam-nos 21 cartas para escolher 8:
C21,8 = 203490 jogos

Finalmente, o nimero de jogos com pelo menos 3 cartas de paus é:

Cag8 - C7,2°Ca1,6 - 7°Ca1,7 - C21,8 = 951111

Exercicios Propostos

©13.20) Numa urna hd 20 bolas, sendo 11 brancas, 5 azuis ¢ 4 vermelhas. De quantos modos
podemos retirar: g

a) uma bola

b) duasbolas

¢) duas bolas brancas

d) trés bolas, sendo nenhuma branca
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» 13.22)

» 13.23)

*13.24)

«13.25)

»13.26)

» 13.27)

+13.28)

013.29)

013.30)

13.31)

13.32)

13.33)

Dez estudantes prestam um exame. De quantas maneiras pode ser composta a lista dos
4 primeiros colocados?

Entre 10 conddminos presentes a uma reunido devem ser eleitos 1 sindico e 3 conse-
lheiros. De quantos modos pode se dar a escolha?

Quantos nimeros, de 3 algarismos distintos, maiores que 499, podem ser formados
com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8?

Uma confeitaria produz 8 tipos de doces e dispde de embalagens para 3 quaisquer dos
tipos. Se as embalagens podem ser apresentadas em S cores diferentes, quantas sdo as
alternativas de escolha de um consumidor?

Participam de um torneio de xadrez S russos, 5 americanos e 4 cubanos. De quantos
modos pode ser feita a premiagdo dos 3 primeiros colocados se o Ginico americano
classificado ficar em terceiro lugar?

Numa livraria hd 15 colecdes diferentes de livros, com 6 volumes em cada colegdo.
Um cidad@o quer presentear um amigo com 3 volumes de uma mesma colec¢do. Quantas
a0 as maneiras de escolha?

Dado o conjunto E = {a; b;c;d;e; f; g}, determine em quantos dos seus subconjuntos
de 5 elementos comparecem a e b.

No exercicio anterior, em quantos dos subconjuntos de 5 elementos nio comparecem
a nem b?

Sete pessoas, entre elas José e Eustdquio, estdo reunidas para formar uma chapa com
presidente, secretdrio, segundo-secretdrio e tesoureiro. Determine em quantas das possi-
veis chapas:

a) José é presidente e Eustdquio tesoureiro

b) José ndo é o presidente e Eustdquio ndo ¢ o tesoureiro

No exercicio anterior, em quantas das possiveis chapas pelo menos um deles (José ou
Eustiquio) faz parte da diretoria?

Um deputado quer convocar 5 entre 8 politicos de seu grupo para uma reunido. No
entanto, dois desses politicos tém forte rixa pessoal. De quantos modos pode ser feita a
convocagdo de maneira que ndo compare¢am simultaneamente os dois citados?

Considere um conjunto de 10 elementos e determine o nimero de seus subconjuntos com:

a) 6 elementos
b) 2, 3 ou 4 elementos '
c) qualquer quantidade de elementos, com excegdo daqueles de 2 ou 3 elementos.

Com os algarismos de 1 a 9, quantos nimeros naturais X, de algarismos distintos,
podem ser formados se:

a) 10000 < x < 100000 ¢) 1000 < x < 30000
b) 100 < x < 2000 d) 1000 < x < 25000
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13.40)
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13.44)

13.45)

13.46)
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Considere os vértices de um hexagono regular.

a) Quantas retas ficam por eles determinadas?

b) Quantos tridngulos com vértices nesses 6 pontos podem ser construidos?
Considere os vértices de um decidgono regular.

a) Quantos segmentos podem ser tragados unindo esses vértices?

b) Quantas diagonais tem o decigono?

Deduza, pelo processo combinatério, a expressio Dy, do nimero de diagonais de um
poligono regular de n lados.

Quantos tridangulos podem ser construidos com vértices nos pontos da figura:
A B C D

- s
E E G

Quantos tridngulos podem ser construidos com vértices nos pontos da figura:
A B (o}

D E F

G H |

Sobre os lados de um tridngulo marcam-se 3,4 ¢ 5 pontos, respectivamente, distintos dos
vértices. Determine o niimero de tridngulos que podem ser construidos com vértices nos
pontos marcados.

O corpo docente de uma escola é formado por 4 diretores e 6 livres-docentes. De
quantas maneiras pode ser composta uma banca de exames com 2 diretores e 4 livres-do-
centes?

Trabalham em uma firma 6 engenheiros e 6 arquitetos. Quantas comissdes com 4 enge-
nheiros e 3 arquitetos podem ser formadas?

De quantas maneiras diferentes podemos vestir 2 meninos (de mesmo tamanho) dispondo
de 5 camisas e 4 calgas?

Doze pessoas dispdem, para viajar, de 3 carros: um de 6 lugares, um de 4 lugares e um
de 2 lugares. Determine o niimero de maneiras de distribuir as pessoas nos carros.

De quantos modos podemos distribuir 10 brinquedos entre 4 criangas, de modo que a
primeira receba 3, a segunda 3, a terceira 2 e a quarta 2?

Para um desfile em que 3 modelos se apresentam, um costureiro dispde de 4 vestidos,
6 pares de sapatos e S bolsas, sendo esteticamente possivel formar qualquer conjunto.
De quantas maneiras diferentes pode o costureiro vestir os modelos?

Determine, dando a resposta na notagdo fatorial, de quantos modos uma classe de 25
alunos pode ser separada em 5 grupos de 5 alunos.

13.47) Determine de quantos modos podem n pessoas serem separadas em agrupos de p pessoas

cada, sendo n = ap.

13.48) Quantas comissdes de S pessoas podem ser formadas, dispondo de 10 deputados e 6

senadores, de'modo que, em cada comissdo, haja pelo menos 3 deputados?

13.49) Quantas comissdes de 5 pessoas podem ser formadas, dispondo de 10 deputados e 6

senadores, de modo que, em cada comissdo, haja no minimo 2 senadores?

13.50) De um baralho de 52 cartas sio eliminadas as cartas de 2 a 9, dos 4 naipes. Com as

cartas restantes, determine o nimero de jogos (que podem ser formados)

a) de S cartas quaisquer

b) de S cartas, com 3 ases e dois reis

c) de S cartas, com 3 iguais entre si ¢ outras duas iguais entre si (por exemplo, 3 ases
e dois reis ou 3 damas e 2 ases)

13.51) Ainda nas condi¢des do exercicio anterior, determine o nimero de jogos de 5 cartas com:

a) exatamente dois ases

b) exatamente duas cartas de copas
¢) no minimo trés ases

d) no minimo um ds

¢) no minimo duas cartas de copas

13.2 — 0 PROBLEMA DO NUMERO DE FUNGOES INJETORAS

No item 1.5, vimos como se determina o nimero de fun¢oes de E em F,
sendo E e F dois conjuntos finitos. Nosso problema agora é determinar quantas das
funcoes de E em F sdo injetoras.

Recordemos que uma fungdo f é injetora quando cada elemento do con-
junto-imagem de f é imagem de um unico elemento de E, isto é, dois elementos
diferentes de E, x, e x,, tém imagens diferentes em F: f(x,) # f(x,). Veja o
diagrama de flechas como exemplo:

Entdo, para compreendermos o cilculo do nimero de fungdes injetoras,

comecemos com um exemplo: sejam E ={a; b} e F ={a; ; 7} ; vamos construir to-
das as fungdes injetoras de E em F (lembrando que a e b ndo podem ter a mesma

imagem):
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Temos, entdo, 6 dessas fungdes.

Notemos, agora, que a formagdo dessas fungdes se deu pela escolha em F,
de 2 de seus 3 elementos e, ainda mais, que a ordem dessa escolha foi importante
pois, por exemplo, as duas primeiras fun¢bes usam os mesmos elementos «a e £
de F, mas em ordens diferentes sendo, por isso, fungdes diferentes.

Tudo isso nos diz que ao escolhermos (como imagens) ordenadamente 2 dos
3 elementos de F, estamos formando arranjos. Portanto, o nimero de fungoes
injetoras é
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Vamos, entdo, ao caso geral:
Sendo E e F dois conjuntos finitos, o primeiro com n elementos e, o se-

gundo, com k elementos (k > n), quantas fun¢Ges injetoras de E em F podem ser
formadas?

Solugao
Sabemos que a formagdo de uma fungdo injetora se di escolhendo, sem
repetir, n dos k elementos de F para serem, cada um, imagem dos n elementos de E.
Também sabemos que essa escolha deve ser ordenada pois, se trocarmos a

posi¢do de duas imagens, modificamos a fungao:

Trata-se, entﬁo, de um problema de arranjos dos k elementos de F, to-

mados n a n.
Logo, o numero de fungGes injetoras é:

k!
Mon = Geomt

Exemplos
a) O nimero de fungdes injetoras de E = {a; b;c;d;e} em F = {1;2;3;
4; 8; 12; 24; 36} é:
Ags=8-7-6-5-4= 6720
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b) Os conjuntos E e F tém, respectivamente, 4 e 10 elementos. Quantas
funcdes de E em F ndo sdo injetoras?

0 nimero de fungdes de Eem F ¢ 10% = 10 000

O nimero de fungGes injetorasde Eem Fé Ayp 4=10-9-8 - 7= 5040.

Logo, o nimero de fun¢Ges ndo injetoras é:

104 - A10,4 = 4960

13.3 — O PROBLEMA DO NUMERO DE SUBMATRIZES
E MENORES

Consideremos, como exemplo, a matriz

1 4 7 10
A=1]12 5 8 11
3 6 -9 12

Uma gybmatriz de A é qualquer matriz obtida pela eliminagdo de linhas ou
colunas de A;assim, as matrizes

(s 8]’[1 4 7],[5 8]’
3' 5 8 6 9

sdo algumas das submatrizes de A, respectivamente dos tipos (1 X 2), (2 X 3),
(2X2); (3X3).@( X 2.

Quando uma submatriz é quadrada, o seu determinante ¢ chamado de
menor da matriz A; assim,

10 1
11§ 512
12 3

W N =
[= N ¥, T N
O 00 =

b 10

IS * 2 5 11
s ofs

3 6 12

sao dois dos menores de A.

Notemos que a formagdo de uma submatriz se faz escolhendo um certo
nimero de linhas e, em seguida, um certo nimero de colunas da matriz dada,
mantendo a posi¢do relativa das filas escolhidas, pois se esta posi¢ao for trocada,
a matriz formada nao é submatriz de A:

1 4 7 ) 2 5 '8
sy 5 8 € submatriz de A 1 4 7 ndo € submatriz de A
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Trata-se, entdo, de combinar as linhas e as colunas da matriz dada.
Podemos, por isso, resolver os problemas:

19) Quantas submatrizes do tipo (2 X 3) tem a matriz A (3 X 4)?

Solugao
Temos dois eventos:
10 evento: escolha das linhas
Devemos escolher 2 das 3 linhas de A; o nimero de possibilidades € C3 , = 3.

20 evento: escolha das colunas
Devemos escolher 3 das 4 colunas de A;o nimero de possibilidadesé C4 3= 4.
Logo, o nimero de submatrizes (2 X 3) de A é:

Cs’z' C4'3 =3.4=12

20) Quantos menores de ordem 2 existem na matriz A (3X4)

Solugdo

Como um menor é um determinante de uma submatriz quadrada, o nimero
de menores de ordem 2 é o proprio niimero de submatrizes do tipo (2 X 2); isto nos
diz que devemos repetir a solugdo do 19 problema para o caso em que O numero
de colunas que devem ser escolhidas é igual ao nimero de linhas:

C3'2‘C4’2 =3.6 =18
Logo, existem 18 menores de ordem 2 em A.

No caso geral, temos:
sendo A uma matriz do tipo (m X n),

_ o namero de suas submatrizes do tipo (p X q),p<m e q<n,é:

e TR e W
C Ty poihed
Al ’ L

— o namero de seus menores de ordemr,r <m e r<n, é:

i

Exemplos
a) Sendo A(5 X 7), o niimero de submatrizes (3 X 4) é:
C5,3 . C7,4 = 10-35 = 350
b) Sendo A (4 X 5) o total de menores de A é dado pela soma das quanti-
dades de menores de ordem 1, de ordem 2, de ordem 3 e de ordem 4:
Ca,1°Cs,y + C42-Cs5 2+ Cq 3 Cs,3+ C4,a-Cs54 =
=4.5+6-10+4-10+1-5=125
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Capitulo

Permutacoes
simples

B Y & )

14.1 — DEFINIGAO

Consideremos, por exemplo, o conjunto E = {5; 7; 8}. Sabemos que é
possivel formar, com os elementos de E, arranjos de classe zero, de classe 1, de
classe 2; mas, a classe mdxima que podem ter esses arranjos € 3: sdo os subconjun-
tos ordenados que utilizam todos os 3 elementos de E.

Assim, se com esses elementos, quisermos formar numeros de 3 algarismos
distintos, somos obrigados a usar, na composi¢do de cada mimero, os 3 algarismos
(5,7e8):

578 587 -+ 758; 11785 « 857 - 875

Temos, entdo, 6 arranjos de classe méxima e esse mimero se confirma
pelo cilculo:

Ajs=3.2:1=6

Este exemplo mostra-nos que, quando formamos arranjos de classe méxima
com os elementos de um conjunto, nada mais estamos fazendo que tomar todos
os elementos do conjunto e ir permutando suas posigdes. Podemos, por isso, chamar
tais arranjos de permutagdes. Dai a definigdo:

Permutagbes sio arranjos de classe méxima ou, com maior rigor:

Uma permutagdo dos n elementos de um conjunto E é qualquer arranjo
- de classe n desses elementos. '

O nimero de permutagdes é indicado por:
Py

Da defini¢do, é imediato que P, = Ap n.
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Utilizando a igualdade An,p = (n-—p)' ,

vem ‘ Pﬂ:A“’"-_-'(T-—n)—!:_(i:T.

Logo, o nimero de permutagses é

P, = n!

Assim, no caso do exemplo inicial, temos P; = 3! = 6.

Exemplos
a) O conjunto E = {6; 7; 8; 9} tem 4 elementos. Para formarmos, com eles,
nimeros de 4 algarismos distintos, devemos utilizar todos, Alguns desses nimeros
s§0: 6 789, 8 679, 6 798, 9 768.
A quantidade deles é o total de permutagdes de 4 elementos
Py= 4! = 24

b) Vamos calcular o nimero de anagramas da palavra TRANCO (anagrama é
qualquer palavra, com significado ou ndo, que pode ser formada com as letras da
que foi dada). Alguns dos anagramas sio TARONC, CNRTAO, CRATON,
CONTRA, NRATOC.

Para esse cdlculo, basta determinarmos o total de permutagSes das 6 letras
T,R,AN,C,O:

Pg = 6! = 720

Exercicios Resolvidos

14.1) O horério de uma classe, num certo dia da semana, deve conter 8 aulas, sendo 2 de
Histéria, 2 de Matemitica, 2 de Portugués e 2 de Fisica, todas de assuntos diferentes
(por exemplo, das duas aulas de Histéria, uma é de Historia Geral e outra de Histéria
do Brasil). Determine de quantas maneiras pode ser feito o hordrio desse dia em cada
uma das seguintes condigdes:
a) aulas em qualquer ordem;
b) a primeira e a Gltima aula. de Matemadtica;
c) aprimeira e a Gltima aula de matérias da 4rea de exatas (Fisica ou Matematica).

Solucdo
a) como as 8 aulas sdo diferentes, o total de maneiras de fazer o hordrio é o total de
permutacdes das 8:
Pg = 8! = 40320
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b) como as duas aulas de Matemdtica sio diferentes, vamos chama-las de Ml e M2;
?ara serem a primeira e a Gltima, temos duas possibilidades: M1 a primeira e M2 a
ultima, ou o contrario:

12 8a
Ml M2
12 82
M2 M1

) Para cada uma dessas 2 possibilidades, temos outras 6 aulas para distribuir: o
namero de modos possiveis é Pg.
Logo, o total é

2+Pg = 2-6! = 1440

¢) Em primeiro lugar, determinamos de quantos modos podemos escolher, entre as
aulas M1, M2, F1 e F2, duas para serem a primeira e a tltima:

12 8a

12 o i e e o e

L
R

?\\ e e /
~~ M1, M2, F1,F2 “

E claro que, por exemplo, F2 na 12 e M1 na 82 ¢ diferente de M1 na 12 ¢ F2na
82, Por isso, temos arranjos:

Ag 2 = 4 -3 = 12 possibilidades

Para cada uma dessas possiveis escolhas, temos outras 6 aulas para distribuir.
Isso nos da:

Pg = 6! = 720 possibilidades
Logo, o total de maneiras é:
As2+Pg = 12+720 = 8640

14.2) Considere a palavra VESTIBULAR:

a) quantos sdo seus anagramas?
b) em quantos de seus anagramas as letras B, U, L e A aparecem juntas e nessa ordem?
c) em quantos de seus anagramas as letras B, U, L e A aparecem juntas?

Solugido
a) o numero de anagramas é:
Pio = 10! = 3628 800
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14.3)

b) para obrigarmos as letras B, U, L e A a estarem sempre juntas e nessa ordem, basta
“prendermos as 4 numa caixa”, considerando-as como um sd elemento

VIIEH ST m BULA R

\ J
——

7 elementos

Assim, toda vez que formarmos uma permutagdo desses 7 elementos (a “‘caixa”
e as outras 6 letras), teremos, ao abrir a caixa, um anagrama da palavra VESTIBULAR
em que B, U, L e A estdo juntas e nessa ordem.

Logo, o total desses anagramas é:

P; = 7! = 5040
c) agora, B, U, L e A, estando juntas, podem estar em qualquer ordem.

Entdo, calculamos primeiro o namero de anagramas em que elas estdo juntas e
nessa ordem, isto €, repetimos o item anterior:

Py = 7! = 5040

Em seguida, notamos que para cada um desses 5 040 anagramas podemos “‘abrir a
caixa” e trocar a posi¢do das 4 letras; o niimero de maneiras em que isso pode ser feito é:

Py = 4! =24
Logo, o total de anagramas em que B, U, L e A estdo juntas, mas em qualquer or-
dem, e: Py« Py = 5040 +24 = 120960

Com os algarismos de 1 a 9, sem repeti-los, quantos nimeros de 3 algarismos pares e 2
algarismos impares podem ser formados?

Solucido
Em primeiro lugar, escolhemos os cinco algarismos (3 pares e 2 fmpares) sem
levarmos em consideracdo a ordem de escolha:

— escolha dos pares
Dispomos de 4 elementos (2;4; 6; 8) para escolher 3. O nimero de maneiras ¢:

Cs3'="4

— escolha dos (mpares
Dispomos de 5 elementos (1; 3; 5; 7; 9) para escolher 2. O nimero de maneiras €:
Cs 2 = 10

]

Hi, portanto, C4 3 * Cs 2 modos de escolher.
Notamos, entdo, que, feitas essas escolhas, ainda ndo formamos os niimeros
pedidos, mas apenas subconjuntos com trés pares ¢ dois impares. Por exemplo:

{2:4;6;1;3}, {2;6;8;5; 9}, {4:6;8;1;7}
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Para que cada um desses conjuntos dé origem a niimeros de 5 algarismos, devemos
permutar os 5 elementos:

Ps = 5! = 120
Logo, o total de nimeros é:
Ca3-Cs,2+Ps = 4-10+120 = 4 800

14.4) Em quantos anagramas da palavra COLEGA as consoantes aparecem intercaladas com
as vogais?

Solucdo
Devemos, de inicio, escolher com que tipo de letra comega o anagrama; temos
2, possibilidades: vogal ou consoante
vogal cons. vogal cons. vogal cons.
cons. vogal cons. vogal cons. vogal
Para cada uma dessas possibilidades, temos 3 lugares para distribuir as consoantes.
O nimero de modos é:
P3=3! =6

Em seguida, distribufmos as 3 vogais nas 3 vagas restantes. Nimero de modos:
P3=3!=6
Logo, o total de anagramas é:
2+P3+P3=2+6+6 =172

14.5) Em quantos anagramas da palavra SIDERAL as consoantes estdo em ordem alfabética?
Solucio
A situacio das consoantes nos anagramas deve ser: D a esquerda de L, L a
esquerda de R e R d esquerda de S:
; D dBA o YRS

Devemos, entdo, escolher 4 das 7 posi¢des possiveis e colocar, nessas posi¢des, as
letras D, L, R, S sem modificar a sua ordem. Por isso o nimero de possibilidades dessa
escolha é:

C7,4 = 35

Para cada uma dessas possibilidades, restam 3 vagas para as 3 vogais, € 0
nimero de modos de ocupa-as é:

Py = 3t=6
Logo, o nimero desses anagramas é:
C7‘4'P3= 356 = 210
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14.6) Escrevendo-se em ordem crescente a lista de todos os niimeros de 5 algarismos distintos,
formados com os algarismos 5, 6, 7, 8 e 9, que lugar ocupa o niimero 78 695?

Solucdo
Trata<se de construir a seguinte lista de nimeros:

56 789
56 798
56 879
56 897

78 695

98 675
98 756
98 765
O nosso trabalho é calcular quantos sdo os niimeros que precedem 78 695, isto é,
todos aqueles que:

19) comegam com 5
29) comegam com 6
39) comegam com 75
49) comegam com 76
59) tém 785 no inicio
69) tém 7865 no inicio

19) fixado o 5, temos 6, 7, 8 € 9 para as outras 4 vagas:

5 total destes nimeros: P4 = 4! = 24
20) fixado o 6 temos 5, 7, 8 e 9 para as outras 4 vagas:
6 total destes nimeros: P4 = 4! = 24
39) fixados o 7eo0 5, temos 6, 8 ¢ 9 para as outras 3 vagas:
7/ - total destes nmeros: P3 = 3! = 6
49) fixados o 7 e o 6, temos 5, 8 ¢ 9 para as outras 3 vagas:
[ 7 I 6 I total destes nimeros: P3 = 3! = 6

50) fixados 0 7, 0 8 € 0 5, restam 6 e 9 para as outras 2 vagas:

ITl 8 I 5 l I J total destes nimeros: Py = 2!

69) fixados 0 7, 0 8,0 6 € 0 5, resta apenas o 9 para ocupar a ultima casa:

2

71 8 5l 519 1 s6 nimero
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Somando essas quantidades, vem o total de nimeros que precedem 78 695:
Pa+ P4 +P3+P3+Py+1=24+24+6+6+2+1 = 63

Portanto, nosso nimero é o 649 da lista.

14.7) Com os algarismos 2, 3, 4, 5 ¢ 6 formam-se todos os nimeros de 5 algarismos distintos.
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Determine a soma de todos eles.
Solucdo
Trata-se de formar Ps = 5! = 120 nimeros conforme a tabela:

23 456
23 465
23 546
23 564

e somar todas essas parcelas.

Observe que em cada uma das colunas (coluna das unidades, das dezenas, das
centenas, . . . ) cada algarismo aparece tantas vezes quantas sao as permutacgoes dos demais
algarismos restantes, isto €, 4! = 24 vezes.

Nestas condigdes, a soma de todos os algarismos de cada coluna é:

e
24 vezes

(2+2+.'.+2)j+\(3+3+‘-.+3)J+ @Qtdx... ) & (5.25%,..25) +

24 vezes 24 vezes 24 vezes

+(6+6+...+6) = 24-(2+3+4+5+6) = 480
St i S
24 vezes
Entdo, somando-se as unidades da coluna das unidades, obtemos 480; somando-se

as unidades da coluna das dezenas obtemos 4 800, e assim por diante, de acordo com
0 esquema:

coluna das unidades 480
coluna das dezenas o AR )00 2o aeels 4 800
coluna das centenas 48 000
coluna das milhares 480 000
coluna das dezenas de milhares 4 800 000

5333280

Observagdo
Para o problema resolvido acima hid um artificio que nos fornece o resultado
mais rapidamente. Tomemos o primeiro e o altimo nimeros da lista e fagamos a sua soma:

23 456
65432

88 888

Verifica-se que os demais nimeros da lista também podem ser escolhidos aos
pares, de modo que a soma seja sempre 88 888:

34 265 52436
54 623 36 452
88 888 88 888

Como os 120 nameros formam 60 desses pares, a soma total €

60 - (88 888) = 5333 280.
O aluno nio deve se entusiasmar excessivamente com o artificio; ele s6 resolve o

problema quando os algarismos dados sio consecutivos.

Exercicios Propostos

14.8)

14.9)

14.10)

14.11)

Determine, para cada palavra a seguir, quantos de seus anagramas comegam com a
silaba TO:
a) TEDIO

b) PACOTE
¢) BUTANOL

Determine quantos anagramas da palavra PALMITO:

a) comegam e terminam por vogal;
b) comecam por vogal e terminam por consoante;
¢) apresentam primeiro todas as vogais e, em seguida, as consoantes.

Numa reparticdo, a classificacdo de cada documento confidencial se faz com 8 digitos:

4 letras (A, B, C, D) e 4 algarismos (1, 2, 3, 4), podendo, letras e algarismos serem

misturados (por exemplo 1+A<B -4 - 2+ D+ 3« C). Pergunta-se:

a) quantos documentos podem ser classificados com esse codigo?

b) quantos documentos apresentam classificagio comegando com duas letras, podendo
o digito seguinte ser letra ou nimero?

c) quantos documentos apresentam classificagio comegando com exatamente duas

letras?
d) quantos documentos apresentam classificagdo comegando exatamente com duas letras

e terminando com exatamente dois nimeros?

O horério de uma classe, num certo dia da semana, deve conter 10 aulas, sendo 3 de
Matemitica, (1 de dlgebra, 1 de trigonometria e 1 de geometria), 2 de Fisica (1 de me-
cinica e 1 de termologia), 3 de Portugués (1 de gramética, 1 de literatura, 1 de redagdo)
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e 2 de Historia (geral e do Brasil). Determine o nimero de maneiras de se formar esse
horario com:

a) as 3 aulas de Matematica consecutivas e na ordem descrita acima;
b) as 3 aulas de Matemadtica consecutivas e em qualquer ordem;
c) asaulas de Matematica ndo surgindo consecutivamente.

14.12) No exercicio anterior, quantos modos hé de se fazer o horério, de maneira que as aulas
da drea de exatas (Fisica e Matematica) estejam intercaladas com as da 4rea de humanas
(Historia e Portugués)?

14.13) Ainda no exercff:io 14.11,:de quantos moslc'bsasaulns de ?ortugnés surgem, ndo necessaria- g L S e aRs § & % f'l s i
mente consecutivas, mas na ordem: gramatica antes de literatura e esta antes de redagdo? - :
formar todas as bije¢des de E em F:

14.14) Num sistema de codigos em que sdo usados 5 sinais (+, -, *, = * ) misturados as 7 letras
@, B, 7,8, €, \, W, quantos simbolos diferentes podem ser formados com 3 sinais e 4

letras? >

14.15) Em quantos dos anagramas da palavra PASTICHO
a) asletras P, A e S aparecem juntas e nessa ordem? -

b) as consoantes vém em ordem alfabética?

\

14.16) De quantos modos podem ser colocados em fila 6 homens e 6 mulheres de forma que
nunca fiquem juntas pessoas de mesmo sexo?

14.17) Em quantos dos anagramas da palavra SABUGOL as vogais e as consoantes estdo
intercaladas?

14.18) Relacionando em ordem crescente todos os nimeros obtidos com as permutagdes
simples dos algarismos 4, 5, 6, 7, 8 e 9, que lugar ocupa 687945?

14.19) Determine a soma de todos os nimeros de 5 algarismos distintos formados com
1; 2:3, 4, 5.

14.20) Determine a soma de todos os nimeros de 4 algarismos distintos formados com
2,3, 7,9

14.2 — O PROBLEMA DO NUMERO DE FUNGCOES BIJETORAS

Vamos, primeiramente, recordar: uma fungao € bijetora quando ¢, simultanea-
mente, sobrejetora e injetora. Em termos mais simples, sendo E e F dois con-
juntos finitos, uma fun¢do de E em F € bijetora quando, além de a cada elemento
de E corresponder um unico elemento de F (requisito para ser fungdo), a cada
elemento de F corresponde um tnico elemento de E, isto €, todos elementos de F
sdo imagens cada um uma unica vez. Isso exige que E e F tenham o mesmo nimero

de elementos. Veja o diagrama:
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Temos 6 fungdes bijetoras.

Observando essas fungGes, notamos que todos os elementos de F sio utili- Capitulo ( \
zados, apenas r.nudando, de uma fun¢do para outra, a ordem em que eles sio
tf)mados como unage’m; por exemplo, na primeira as imagens de a; b; ¢ s@o respec- O
tlv:mente ?; B; 7. Jd na segunda, sio B; «; 7. Portanto, mantendo a; b; ¢ nessa - : PermUtagoes
ordem, as fungdes vao se formando pelas permutagdes das i 5.0 ica
nimero delas é dado por: : : S gt “Re repetlgao
P3 =31=6 i J

E imediata a confirmagdo para o caso geral. Assim, sendo E e F conjuntos de
n elementos cada, o nimero de fungdes bijetoras de E em F é:

4 : 15.1 — O CONCEITO
B =at

Imaginemos o problema de formar os anagramas da palavra AZAR. Trocando
a posigdo das letras, de maneira que elas aparecam em ordens diferentes, obtemos:

AZAR, AZRA, AAZR, AARZ, ARZA, ARAZ,
ZAAR, ZARA, ZRAA, RAZA, RAAZ, RZAA

A palagvra AZAR tem 4 letras, mas duas delas sdo iguais; por essa razao, o
nimero de anagramas resultou 12, ao invés dos 24 que seriam obtidos permutan-
do-se 4 elementos diferentes (P, = 4! = 24). As 12 permutagGes que ndo apare-
ceram corresponderiam aquelas encontradas pela troca da posi¢ao das duas letras
iguais, o que € inutil.

O tipo de permutagdo que vimos ao fazer os anagramas deste exemplo € o
que se chama permutagio com repetigdo: permutagdo de um certo numero de
elementos entre os quais hd alguns repetidos.

Onfimero de permutagdes obtidas com a palavra AZAR pode ser indicado por

PP =12

onde o indice inferior (4) dd o nimero total de letras e o superior (2) informa que
duas delas sao iguais.
Assim, o nimero de anagramas da palavra TATARAVO é indicado por
sz; 3)

porque temos 8 letras ao todo, sendo 2 iguaisa T e 3 iguais a A.

15.2 — CALCULO DO NUMERO DE PERMUTACOES COM
REPETICAO

Consideremos, como exemplo, a palavia BATATA.

" o R 332
O ntmero de seus anagramas, ja sabemos, ¢ indicado por Pg "
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Para o cdlculo desse niimero podemos seguir o raciocinio:
Nas 6 vagas de que dispomos

devemos distribuir as 3 letras A, as 2 letras T e a letra B em todas as posi¢oes
possiveis.

Como ndo podemos trocar a posigao de letras iguais, o nimero de maneiras
das letras A ocuparem 3 quaisquer das 6 posi¢des é dado por:Cq 3.,

Para cada uma dessas escolhas, restam 3 vagas para as duas letras T. O nd-
mero de modos delas ocuparem essas vagas é C3,2. Automaticamente, a vaga restante
¢ para a letra B.

O total de maneiras de ser feita a distribuigdo é

6! 3! 6!

Co3*Ca2 = 3537 * 2111 = 3121

Podemos, entdo, escrever que

: 6!
332 —
pg) = 312!

0 que nos dd 60 anagramas.
Vamos, agora, enfrentar o caso geral. Seja um grupo de n elementos

(Ass Avs o8y Re, As, . By DL Ag, Ag,... Ap)
e—— <% 2 Mot I LS

—

n na ny

contendo n; elementos sdo iguaisa A,
n, elementos sdo iguaisa A,
n; elementos sdo iguaisa A,

ng  elementos sdo iguaisa Ay

(portanto,n; + n; + n3 +...+ ng = n).
O nimero de permutagGes desses elementos ¢ indicado por

Pgnl;nz; N3; ... 5Bk

e, para calculd-lo, seguimos o raciocinio:

Dispomos de n vagas para distribuir os elementos A;, A,, A, ..., Ay em
todas as posi¢des possiveis.

Para A, devemos escolher n, das n vagas: temos Cn,n, possibilidades.
_ Restam entdo n - n, vagas para os n, elementos iguais a A,: Cn-ny,n, POsSibi-
idades.
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Restam, entdo, n - Ny - N, vagas para os nj elementos As: Chn-n;-njy, ny POSSi-

bilidades. ‘
E assim sucessivamente, até que restam ng vagas para oS nk elementos Ay:
Cog, ng = 1 possibilidade.

Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, o total de modos de se
fazer a distribuicdo €:
Pf‘nl§n2;n33~--;nk) = Co, oy Cn-my; 1y * C=myy — g, 1+ 1=

n! ’ (n-ny)! . (n-n;-n,y)! - Lo
n!'(n-ny)!  np!(n-ng-ny)! n3!(n - ny-ny-n3)!

n!
nllnz!n3! T e nk!

Temos, assim, a expressio do nimero de permutagdes com repeticao:

np;ng;n3;. .. 0k) = e
By W00 ey et gt

Exercicios Resolvidos

15.1) Quantos anagramas tem a palavra BARBARIDADE?

Solugdo o il e 5
Temos 11 elementos, entre os quais 2 iguais a B, 3 iguais a A, 2 iguaisa Re
iguais a D. O nimero de anagramas é:
:3:2; 11!
2:3:2:2) _ =
P55 = o = 831600

15.2) Um grupo er.n que n elementos sdo iguais a A e 2 elementos sdo iguaisa B tem 21 per-

mutagdes. Determine n.

Solucgido
Se temos n elementos A e 2 elementos B, temos um total de n + 2 elementos.
Portanto,
(n;2) _
P b 21
donde
(n+2)! _— (n+2)(n+1)n! _ 21
n!2! n!2

j ¥ do n=- =5. Como
obtemos, entdo, a equagdo n?+ 3n-40= 0, cujas raizes sao n 8oun=5 C
n = -8 nio convém, nossa resposta € n=3.
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15.3) Em quantos anagramas da palavra BRASILIA as letras iguais a I:

15.4)
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a) aparecem juntas?
b) ndo aparecem juntas?

Solugio

a) Para mantermos as letras I j TPt
juntas, devemos consid p
(prendé-las numa caixa) nsidera-las como um s6 elemento

B R A S I 11 &

7 elementos

O niimero desses anagramas ¢, entdo, o total de per
‘ ; s . mutagdes d
entre os quais dois sdo iguaisa A: o o

1
p? =% = 2520

b) O nimero de anagramas em que II n3o estdo juntas é o total de anagramas de
BRASILIA menos o namero de anagramas em que II estdo juntas.

Como BRASILIA tem 8 letras, 2 iguais a A e 2 iguais a I, temos:

(a;a) - 8L
PS —'2—!2—!——10080

e assim,

%
P32 _ p® - 10080 - 2520 = 7560

O diagrama abaixo representa algumas ruas de uma cidade. De quantos modos uma

pes:oa"pode dirigir-se do ponto A ao ponto B utilizando-se, sempre, dos caminhos mais
curtos?

Solugdo

) aneu-o,. observamos que o cidaddo ndo pode tomar os sentidos oeste e sul, pois
assim a_umentan? seu percurso; portanto seu caminho deve se restringir aos percursos
possiveis determinados pelo retangulo de que A e B sdo vértices.

Notamos, agora, que qualquer que seja o itinerario, ele devera percorrer 4 quar-
teirdes no sentido leste e 3 no sentido norte, dando um total de 7 quarteirdes. Vamos,
como exemplo, descrever 2 percursos possiveis.

L L B i B

g AN L

A A

percurso: NLNLNLL percurso: LNLNLNL

Percebemos que um percurso difere de outro pela posicdo em que as atitudes N
(norte) e L (leste) sdo tomadas.

E facil, entdo, verificar que cada percurso é uma permutacdo de 7 elementos,
sendo 4 iguais a L e 3 iguais a N. Logo, o total de trajetos possiveis é:

faizy  _TE L
By ma

Exercicios Propostos

15.5) Determine o nimero de anagramas de:

a) CARNAVAL
b) COCORECO
c) REPRESENTANTE

15.6) Numa livraria, devem ser colocados numa prateleira 3 exemplares de Dom Casmurro,
2 de O Guarani ¢ 4 de O Crime do Padre Amaro. De quantos modos podem ser
dispostos esses 9 livros? De quantos modos essa disposi¢do apresenta todos os exem-
plares iguais juntos?

15.7) Um grupo de n elementos iguais a A, 1 clemento B ¢ 1 clemento C dd origem a um
total de 72 permutagdes. Detcrmine n.

15.8) Com n clementos iguais a A e 3 iguais a B forma-se um total de 7n +7 permutagocs.
Determine n.

15.9) Em quantos anagramas da palavra COMPETENTE as letras T:

a) estdo juntas?
b) ndo estdo juntas?
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15.10) Seguindo as linhas do diagrama ao lado,
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sempre pelos caminhos mais curtos, de-
termine de quantos modos pode-se ir:

a) de AparaD

b) de A para D, passando por B

c) de A para D, passando por C

d) de A para D, passando por Be C.

Exercicios Suplementares

IV.1)

IV.2)

Iv.3)

1vV.4)

IV.5)

IV.6)

1V.7)

IV.8)

IV.9)

Trés pontos sio dados em um plano, ndo todos sobre uma mesma reta. No plano,
quantas retas podem ser tragadas, sendo cada uma delas eqilidistante dos trés pontos?

Dispomos de tinta para pintura de 6 cores diferentes. Cada face de um cubo é pintada
com uma cor diferente. De quantas formas o cubo pode ser pintado, se duas colo-
ragdes sdo consideradas a mesma quando uma delas pode ser obtida da outra por
rotagdo do cubo?

No diagrama baixo A, B, . . . F indicam ilhas e as linhas que as unem indicam pontes:

JDJ\D)

Um homem, comegando em A, vai de ilha em ilha. Ele péira para almogar quando ndo
é possivel continuar a viajar sem cruzar a mesma ponte duas vezes. Determinar o
niimero de maneiras que ele pode fazer a sua viagem antes de almogar.

Uma camioneta possui nove assentos. De quantas formas podem sentar-se cinco pessoas?

Resolva a equagdo:
(x+4)! + x+2)!

o
3. [&x+3)] 6

Determine os nimeros a, b e c tais que se tenha:
(n+3)!-n! = n!(n3+an2+bn+c)

para n € N.

Demonstre que o produto:
P=@m+1)(n+2)...(@2n)

de n ntmeros inteiros consecutivos é divisivel pelo produto dos n primeiros nimeros
fmpares. Qual é o quociente?

Com n letras distintas a, b, .. ., k, £ quantos mondmios do tipo a4b2cS podem ser
formados?

Considere o conjunto dos nimeros de trés algarismos, formados com trés algarismos
diferentes.

19) Qual é o niimero, N, desses nimeros?
20) Qual é a soma, S, desses niimeros?
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IV.10) Em N, quantos nimeros existem?
Em N, existem quantos nimeros menores do que 10P ¢ cuja soma dos algarismos é 3?

IV.11) Ddo-se n nimeros distintos:

aj, az, a3,...,43n
Designa-se por Ep o conjunto das combinagdes p a p desses n niimeros.

Quantos elementos de E p POSSUCM um nimero determinado a;?

IV.12) Um destacamento de 12 soldados tem de dar cada noite uma guarda de 4 homens.
Durante quantas noites podem formar guardas que difiram pelo menos num soldado?

IV.13) Numa urna hd 10 bolas brancas e 10 bolas pretas.

19) Calcule o nimero, kp, de maneiras para que se possa extrair da urna 10 bolas, das
quais p sdo pretas (0 < p < 10)

10
29) CalculeasomaN = Z kp
p=0

IV.14) Quantos niimeros de 6 algarismos podem ser formados usando-se duas vezes o alga- PARTE v
rismo 1, trés vezes o algarismo 2 e uma vez o algarismo 3?
IV.15) Seja P, o niimero de permutagdes com n elementos distintos. Demonstre que: Ca 0 I’tU/O 76 s Nﬁmeros binomiais
Pp - Ppy = (@-1)Py,
Deduza a igualdade: Capitulo 17 — O tridangulo de Pascal

P, =1+P; + 2Py +...+(n-1)P_ 2 LA X
! : ’ - Capitulo 18 — Bindmio de Newton

IV.16) De todas as permutagGes das 9 letras:

XXX yyy 222

quantas ndo possuem duas letras x, duas letras y e duas letras z juntas?
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Capitulo

Numeros
binomiais

16.1 — INTRODUGAO

Quando, no capitulo 12, fizemos a determinagdo do niimero de combinagGes
simples de n elementos classe p (o < p < n), tendo chegado a expressdo

n n!
E (QWT

s6 tinhamos a intengdo de obter as respostas numéricas dos problemas que envol-
vessem combinagoes.

No entanto, esse namero apresenta propriedades e aplica¢Oes importan-
tissimas, merecendo um estudo especial — objeto deste capitulo — onde ele é deno-
minado niimero binomial.

), mas € evidente que podemos utilizar,

n
A notagdo comumente usada € (
P

também, Cpp.
) n
Devemos observar que sendo ( ) um nimero natural (pois representa niime-

ro de combinagdes), ele possui todas as propriedades dos nimeros naturais.

16.2 — DEFINICAO DE NUMERO BINOMIAL

Sejam n e p dois nimeros inteiros tais que 0 < p < n. Chama-se niimero
binomial, de numerador n e classe p, todo nimero dado pela expressao:.
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Casos particulares— S3o imediatos os seguintes valores:

n\ n n %

@ [0 [0

o 1 f n ¢
Exemplos

(- ()
R

16.3 — SOMA DOS NUMEROS BINOMIAIS DE MESMO
NUMERADOR

]
—

Um primeiro problema interessante é o do cdlculo da soma de todos os nu-

meros binomiais de mesmo numerador.
3

3
Determinemos, como exemplo, o valor de Z ( >
p=0o \P

E um caso bastante simples, pois

5 (-0 ()0
(3)-5()-3(2) - -(2) -1
3 ()-0)+ () () () -s-2

E evidente, no entanto, que o cdlculo de cada nimero binomial, no caso em
que o numerador seja maior que 3, é por demais trabalhoso. Por isso, vamos deter-

onde temos

Portanto,

_ 3
minar o resultado através de uma simples interpretacio da notagao < >
p
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3
Sabemos que ( > ¢ o mesmo que Cj p, ou seja, representa o niimero de com-
p

3
binagdes de 3 elementos tomados p a p. Como combinagdo € subconjunto,( ) éo
' p

nimero de subconjuntos de p elementos que tem um conjunto de 3 elementos.

Por isso,
(5)+ (1)) ()
+ + 4
0 1 2 X3
nada mais é do que o total de subconjuntos de um conjunto de 3 elementos, isto €,

2*=38.
Assim, para o caso geral:

L /n n n n n
Z = + + +4.4
p=0 p 0 1 2 n
damos a mesma interpretagdo: € o total de subconjuntos de um conjunto com n
elementos. Logo:

S0y (D)o

Exemplos

o Qi alabads sz 22

e /8
b) Z( ):2':256
p=o ‘P

Exercicios Propostos
#16.1) Determine n para que exista:
¢ n= n+2
a) (n—3> b) (n-Z)

©16.2) Determine o dominio da fun¢io definida por f(x) = ( ;+:)
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» 16.3) Sendo n € N*, calcule
5 n
0 1

6 n+1l n+2

ks (0) ( ! ) ( l‘)
16 (n+2) (n+3>
16 1 1

e 16.4) Calcule:

TSRS

® 16.5) Calcule:

16.4 — NUMEROS BINOMIAIS COMPLEMENTARES

18 18
Consideremos, por exemplo, os binomiais (13> e ( ¢ ) Eles apresentam
as seguintes particularidades:

19) tém o mesmo numerador (18)
20) a soma das classes é igual ao numerador (13 + 5 =18)

18 18
Por isso, (13) e ( g ) sio chamados binomiais complementares. Temos,

entdo, a defini¢do:

n /i n
Dois nimeros binomiais( ) e ( ; ) sdo complementares se p+q=n
P q ; SR
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Assim, sio complementares os seguintes nimeros:
12 12 n n n n
(ol (P G) e b 052
7 5 0 n 3 n-3
2k + 1 2k +1
Ve () o (o) o) o
P n-p (n=>p), \k-1/ e \k+2

18 18
Propriedade — Consideremos novamente 0s binomiais (13> e <5>

Da defini¢ao, vem:

Bk conenlll s Lo 18
13/ T 131(18-13)! ~ 13!5!
18 L e g
s/ = 3T(185) - 513!

18
) = < s ) Entdo, enunciamos a seguinte propriedade:

18

E evidente que (
13

Dois niimeros binomiais complementares sdo iguais.

n n
De fato, se ( ) e < ) sio complementares, tem-se p + q = n, donde
p q

\

(2) =<“il<l)= (n-q)! [:!-(n-q)]! =

n! ( n)
(n-q)'q! q
Exemplos

o ()i () F
()-(2)

= n - q. Entao:
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2k 2k
b) ( o P , pois (k-1) + (k+1) = 2k. Temos

( 2K > _ (! . ( * ) __ !
k-1 (k-D!(k+1)! k+1 (k+1)!(k-1)!
Agora, se consideramos como ponto de partida uma igualdade do tipo
18 18
( X > B ( 5 )
como exemplo, percebemos que ela é verdadeira nao apenas para o valor x = 13

18
correspondente ao complementar de < - ) mas também para x = 5:
()= s)
x/ \5
(18) (lS)
i A

se dois nimeros binomiais de mesmo numerador sio iguais, entdo ou
eles tém classes iguais, ou sio complementares, e reciprocamente

ey N Ai / “ "i-" ‘éi‘: e "j‘-" :‘\. il o : "« i ,“
L"*’(‘*"“j"& ‘( Al SN =‘é ou ptq=n
\ P 9 i

oi=1s)

Pode-se, entdo, notar que:

Exemplos

25 25
c) = < p=9oup=16
P q
x+tl=12=x=11

20 20
d) ( = > ou
x+1 12 x+1+12=20=>x=17

304

Exercicios Resolvidos

16.6)

16.7)

16.8)

i B ( 18 ) (18)
esolva a equacao =
e x2-1 3

Solugao

Da igualdade de nimeros binoimiais de mesmo numerador vem
x%%1=3 ou-x2-1+3=18
Da primeira equagao: x = 2'ou X = -2
Dasegunda, x=4 ou x = - 4

18
Como, para esses quatro valores encontrados, o binomial( 4 1) estd definido,
X% -

temos: V = {—4; -2; 2; 4}

16x - 2 16x - 2
Resolva a equagao =
6x -1 2% +k

Solugao
Da igualdade de niimeros binomiais de mesmo numerador vem:

6x-1=2x+1 ou 6x-1+2x+1=16x-2

= % s
2 =7

donde obtemos X = 7

Observando que para x = %os binomiais nao estao definidos, temos V = {;—}

nt 1 n+1l
Sendo = ,onde n >k =0, mostre que n € par.
k k+1

Solugdo
Da igualdade dada, vem:
k = k + 1 (impossivel) ou k +k+ 1 =n+1

Logo, temos n = 2k ou seja, n é par.

Exercicios Propostos

©16.9) Dé os nimeros binomiais complementares de:

o(3)  w(l) (]
() () (30
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* 16.10) O determinante

P
U310

=
° n

s Lo el
—
™ w

vale zero. Justifique.

o 16.11) Resolva as equagOes

(15) (15) (26) (26)
3) = ) =

%2 2 7 2x -4 3x-5

x? %2 90x2+ 2
o (ors) - () 8 [ oveerd e

%+ 3 > G o IHT 9x +5
) ( 10) ( 10 )

x+1/  \2x-11

® 16.12) Resolva os sistemas

=

13) Send ( ) -.( ‘) ostre e e f
® 16. endo =
, m tr qu n mpar

® 16.14) Considere os nlimeros binomiais

(S

onde, n, p e q sio nimeros naturais e q # 0.

a) Determine as condi¢Oes para que esses binomiais estejam simultaneamente definidos.

b) Mostre que, se esses binomiais sdo iguais, entao n é par,

n n' .
@16.15) Sendo (31: ) 1) = <2k+ 1), mostre que n é multiplo de 5, sendo k # 2 (k inteiro).
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16,5 — NUMEROS BINOMIAIS CONSECUTIVOS

23 23
Consideremos, por exemplo, os nimeros ( 13) e ( 14). Eles apresentam as

seguintes particularidades:
19) tém o mesmo numerador (23);

20) suas classes sio numeros consecutivos (13 e 14).
23

23
13) e ( 14) sio chamados binomiais consecutivos. Temos, entdo,

Por isso, <

que:

n n

dois nimeros binomiais ( ) e ( ) sio consecutivos se p e q sio ni-
p q

meros consecutivos.

Assim, sdo consecutivos os seguintes binomiais:
(18) (18) (26) (26) (n) ( n ) (n) ( n )
¢ 5 € 3 e ; e
/ 8 16 15 p pt1/'\p p-1
Propriedade 2 — (RELACAO DE FERMAT)

n n
Para dois niimeros binomiais consecutivos ( 3 1) e < ), com p = 0, tem-se:
P P

e

Demonstragao:
o _n-p (®\_n-p, __no! __
22 (") 2% e
n-p n! i~ ;

“GFDpl @-pm-p-D! G@+DIn-(p+ DI~

n
-(.7) - [membeo]
Y
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Exemplos
18
2 (s)
2
» (1cs) )
19

2 (0)-() 5 (D) -

Exercicios Resolvidos

1]
f\
i
0
Y o

-
<%
e d i
-1

1}
°°|:
—
N %
oo F

=)}

16.16) Resolva a equagio (x) =5 (x)
7 6

Solugdo

. X 6\ 5 ‘
Da propriedade 2, vem que (7) = ( ) 2+? . Entdo, a equacdo se escreve:

6

P

6 5
=5 ou seja, x = 29

{29}

X -
7

donde
Logo, V

16.17) Resolva a equagio (x x A8, ¥
10 45 \3

Solugao

. ’ x
Devemos reduzir a classe do niimero (10) para 8; para isso, fazemos duas aplica-

¢Oes sucessivas da propriedade 2:
(X _(x x-9 (X x-8 x-9
10 9 9+1 ~ 8 8+1 : 10

Entdo, a equacdo dada se escreve

X\ x-8 x-9 136 (X
8 9 10y 5. 48 (8)
que, simplificada, resulta em x

830 X = 25 ou x = -8.
Como x = -8 ndo convém, temos V = {25}

2 - 17x —-200 = 0. As raizes dessa tltima equagio

® 16.21) Mostre que

2n 2n
16.18) Mostre que (n + 2) =(n-1) ( >
n+2 n-1

Solugdo

Vamos aplicar a propriedade 2 ao primeiro membro:

e (Zn) +2)(2n)2n_(n+1) (2n ) _—
bk n+2 = n+1/ n+tl1+1 ~ \n+1 4
E evidente que poderiamos ir reduzindo a classe do binomial que encontramos na

expressdao A até chegarmos a classe n - 1 do binomial do segundo membro. Mas, se lem-
brarmos dos binomiais complementares, podemos escrever

<2n> (Zn)

n+1 2
2n 2n

A:( )(n-l):( )(_n-l)
n+l n-1

que é o segundo membro.

Entao,

Exercicios Propostos

916.19) Resolva as equagics

5) <1xo)=3 (;)

# 16.20) Resolva as equagoes

2 (5)-7 ()

2 ()% ()

I 7
16.6 — RELAGAO DE STIFEL

A propriedade 2, que acabamos de estudar, nos dd uma relacdo entre dois
binomiais consecutivos. Vamos, agora, ver como efetuar a soma de dois niumeros
binomiais consecutivos ou, invertendo o sentido de leitura, como decompor um
nimero binomial numa soma de binomiais. E a seguinte a Relagdo de Stifel:
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kY Y nan ]
(P) (pﬂ) 4 (p'rl)
Demonstragio

- () () -(0)+ ()3 -

ptl p p/ P

=<"> 1+0-P | _ n! 1 38 (n+1)!
p ptl| pla-p)! p+1 (p+Din-p)! ~
- (15,) - [2Ememiro |
Exemplos
10 10 11
s (5)+ (6>=<6)
5 (21) 1 (21) ) (22)
11 10/ \11
13 12 12
c)(8>=<8)+<7)
17 16 16
9 (10) B (10) ' (9 )
n-1 n-1 n
) (k-l>+(k—2>=<k-l)
0 (G-t }algi)
m m m-1

Exercicios Resolvidos

1
16.22) Resolva a equacio (O) + (10) = (ll)
5 6 X

Solugao
Da Relagao de Stifel, temos que

Lot e L)
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16.23)

16.24)

11 11
Entdo, a equagdo fica =
6 %

Da igualdade de binomiais de mesmo numerador: x =6 ou x+ 6 =11
Logo, V = {5; 6}

24 24 25
Resolva a equagao 4 ) =
7 16 x2

Solugao

Em primeiro lugar, lembramos da igualdade de binomiais complementares:
24 24
(16) ) (s )
e reescrevemos a equagao como:
(24) (24) (25)
+ =
T 8 x2
Aplicando a Relagao de Stifel ao primeiro membro, vem
(25 (25
8 ) " x’)
donde x2=8 ou 8+ x2=25
edal, x=%*2v2 ou x=i:\/_l—7

25
Como o binomial ( 2) estd definido para esses 4 valores de x,
X

v.= 17, 2V, a2, W)

17 17 18
Resolva a equacao C =
5 X 6

Solugao

Nesse caso é conveniente decompormos, pela Relagao de Stifel, o segundo mem-
bro da equagdo
( 18 ) ( ¥l ) (l 2 )
= +
6 6 5
Podemos, entdo, escrever

(17) (17) (17) (17)
+ = +
5 X 6 >
donde (17> .'<l7 )

X “\6
e daf, X=6 ou x+6=17

Logo, V = {6; 11}
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16.25) Mostre que Capitulo %
<n+2> = <n+l)_ n+p+2<n+l>
P P 1 " P p-= 1 -
- O Triangulo
Da Relagao de Stifel, temos de Pascal

+2
(-0 G5) s =
p p p-1
€ escrevemos
il )+ (10 1) o (2 (701).
p-1 p-1

("”> Sl S <"”> <““) [n-p+2 v 2] | 17.1 — O TRIANGULO DE PASCAL
1 1

-l P p- p =

= (n + 1> ptptl _ oot Os ndmeros binomiais, como vimos, apresentam uma série de propriedades
p=1 p - interessantes.

Vamos, agora, construir uma tabela, com os nimeros binomiais, onde algumas
das propriedades jd conhecidas serdo visualizadas, e outras poderdo ser encontradas.

Essa tabela é formada de modo que, em cada linha, tem-se uma seqiiéncia de
todos os nimeros binomiais de mesmo numerador e classes crescentes e, em cada
coluna, tem-se nimeros binomiais de mesma classe, com numeradores crescentes:

Solugao

Exercicios Propostos

?16.26) Dé o valor verdadeiro (V) ou falso (F):
() ()= (32)
a) + = c)
11 12 12
20 20 21
(gl =) .
8 7 13
216.27) Resolva as equagdes

o 0 )Y e ST ) ) Y
()

(=N =]

N R SN N S RN s N
e
S AN e

e~ A

©16.28) Resolva as equagdes

R Lkt La)

o

o0 Oown O OW ON O

— O\ = N e B ,:-th)

e B o D e w

L ey
©16.29) Resolva a equagao : 4’ S 5 4
102 t a5 24 3 o e
( >=2<100>+ 2(100) ( ) (51 : 6) 6)
51 x-1 50 [ 40 'Q“ L s‘ 6
© 16.30) Mostre que ceeeeeceiees e lauc R T sl
n+1 n-1 n+ p‘ i}
p / <p _ 2> ~— 5 (p 1 ) Essa tabela é conhecida por Triangulo de Pascal.
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Se calcularmos os valores dos nimeros binomiai, o Tridangulo se escreve:

{1 ) el R |
15 L ds e 6

Notamos que:

0
— o primeiro elemento da tabela é 1 = <0 );

— cada nova linha possui um elemento a mais que a linha anterior;

n n
— todas aslinhas comeg¢am e terminam pelo niimero 1 (pois <0> =< >= 1).
n

A primeira questdo que surge ao escrevermos o Tridngulo com os valores dos
nimeros binomiais € como evitar o trabalho de cdlculo desses niimeros pela férmula

!
S—’Tnn—-T)' .Isso é facilmente resolvido com as observagbes acima e com a

Relagdo de Stifel no Triangulo. Jd sabemos que, por exemplo,
DR
+ -
2 3 3
3 3

Notando que 5 e 4 sdo dois termos consecutivos de uma linha do
Triangulo, sua soma é igual ao termo, da linha seguinte, que estd abaixo da segunda

4 3
parcela dessa soma, isto €, <3> estd abaixo de < 3>. Observe esse e outros exem-

plos, todos garantidos pela Relagao de Stifel:

314

+2' 1

A3 .

\3 1.3 .

(
d (:) +<;> 1 4+6 I4|(+1
G G ooy |

Entdo, podemos, a partir dessa observagdo, construir o Tridngulo, linha por
linha, sem langar mo da férmula de cdlculo de niimeros binomiais.
Por exemplo, a partir da altima linha completa acima, temos
4 6 4 1
5 10 10 5
6 15 #0645 6
7 235w e A T 1

—

Ntmeros binomiais complementares - E bastante fécil notar que, em cada
linha do tridngulo, os termos equidistantes dos extremos sio iguais. Por exemplo,

OO0
el I 4

Justificativa imediata: sdo niimeros binomiais complementares.
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Soma dos termos de uma linha — Também ¢ ficil notar que a soma dos ele-
mentos da linha correspondente aos binomiais de numeradores n é 2". Por exemplo

0 R e e~ ot 1|
" =
N i
<o) (1) v

2 2
< ) (1> <2>*'——-ﬂ 1+2+1 =22 el 2001

|

< > (?) <;> (2)—1L1+3+3+1=23 Pt 3.8 1
Esse fato jd é do nosso conhecimento (item 16.3):
R /n n n n
A o W
=R 0 1 n

Outras propriedades — Podemos ainda notar as seguintes propriedades (observe
0 esquema com exemplos):

2
0
3
0

DE COLUNAS DE DIAGONAIS
1 1
1 8
4 1+1
1 &
1 1 2+1
. f W
e B 1+3 3+1
1o 4 1
4 G - !
1’5 @ @& 51 1“s"@ ® s 1
..................... l 6 ls 20 ]5 6 1

17.2 — UMA NOTA HISTORICA

A tabela dos nimeros binomiais é conhecida como Tridn
A tab ' gulo de Pascal por-
que foi Blaise Pascal, matemitico e fil6sofo francés do século XVII, quem pﬁmziro

escreveu um tratado sobre ela: Traité du triangle arithmétique.
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Entretanto, o Triangulo j4 era bem conhecido muito antes de 1653, quando
Pascal pela primeira vez editou seu tratado. Ele j4 aparecera em uma aritmética do
comego do século XVI, cujo autor era Petrus Apianus, astronomo da Universidade
de Ingolstadt. Uma ilustragdo em um livro de 1303, escrito por um matemdtico
chinés, também mostra o Tridngulo, e pesquisas mais recentes encontraram vesti-
gios dela em épocas mais antigas. Omar Khayyam, que era tao bom matemitico
quanto poeta e filésofo, conhecia o Triangulo por volta de 1100, tendo recebido
esse conhecimento provavelmente de fontes chinesas ou indianas, mais antigas.

Uma das inimeras curiosidades contidas no Tridngulo de Pascal ¢ a seqiiéncia
dos mimeros triangulares, que forma a 32 coluna do Tridngulo. Os pimeros:

L3610 1
recebem o nome de triangulares porque indicam os nimeros de elementos de con-

juntos de pontos com os quais se forma uma tabela triangular, como sugere a
ilustragao abaixo:

@
® e 2
Y (X X J
1 3 4
@
& o0
P Y ) 000
P 000 0000
000 0000 00000
0000 00000 000000
10 -4 -

Qualquer um de nés pode estudar o Tridngulo e nele descobrir mais proprie-
dades, mas é improvdvel que elas serdo novas, pois 0 que foi citado aqui nem
sequer arranha a superficie de uma vasta literatura. O préprio Pascal, no seu tratado
a respeito do Tridngulo, disse que estava deixando de publicar muito mais do que
inclufa. “E uma coisa estranha”, exclamou ele, “como o Triangulo é fértil em pro-

priedades!”.
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Capitulo

Binomio
de Newton

18.1 — INTRODUCAO: COMO DESENVOLVER (x + a)"

Entre as aplicagdes dos niimeros binomiais, damos destaque especial ao desen-
volvimento de poténcias do tipo

(x+a" , ne N

conhecidas como Binomios de Newton, onde x e a sdo nimeros quaisquer.
A idéia de como desenvolver essas poténcias pode ser intuida a partir de
alguns casos conhecidos. Por exemplo, sabemos que:

(x+a)=x+a n=1
(x + a)? = x* +2ax + a’ (n=2)
(x + a)® = x3 + 3ax® + 3a% + a° (n =3)
Observando os coeficientes nessas expansdes:
1 [ n=1)
fan® o'k (0 =2)
Py OB 3 (n = 3)

vemos reproduzidas algumas linhas do Tridngulo de Pascal e podemos, portanto
escrever esses coeficientes na notagao binomial (n)
P

Repetindo, entdo, aqueles exemplos, temos:
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(x+a)= <::)>a°x3 + <:: )a'x2 + (;) a’x! + <:;> i

Esses casos particulares sugerem que ao desenvolvermos (x + a)", os coeficien-
tes do desenvolvimento sio (todos) os niimeros binomiais de numerador n; em
cada parcela, arecebe como expoente a classe do binomial e x recebe como expoente
a diferenca entre 0 numerador e a classe do binomial.

Vamos aplicar essa idéia para (x + a)*:

4 4 4 4 4
(x + a)‘=<0>a°x4+ <l>a‘x3+ <2>a2xl + <3>a3xl + <4>a“x°

Substituindo os binomiais pelos seus valores (que podem ser tomados na
linha do numerador 4 do Triangulo de Pascal), temos

(x + 2)* = x* + 4ax® + 62°x” + da’x + at

A exatiddo deste resultado pode ser confirmada efetuando:
(x + a)* = (x + 2)*(x + 2)* = (x* + 2ax + a?) (x® + 2ax + a?) =
= x* + 4ax® + 6a°x* + 4a’x + a°

A partir disto, para o caso geral, temos:

(x + a)" _-_(:) 2" + (:) alxl"-I + (:) "o a s SRR (:) a‘fx". j

Demonstra¢ao
Recorrendo ao Método da Indugdo Matemdtica, demonstramos:

Teorema 1
Para n = 1, jd verificamos que é verdadeira.

Teorema 2
Admitindo que a férmula € verdadeira para n - 1, isto €, que:

-1 -1 -1
(x +2)" = (no ) ok <n1 > o ik <n2 > i

+ <n-1> an—lxo (I)
n-1

Vamos provar que também € para n.
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Sendo (x+2a)" = (x+a)" " '.(x+2a)=(x+a)""!. -1
(x+a) (x+a) = (x+a) X +(x+a)-1. g

1)) 1)

temos:

(x+a)" l.x=

n-1 n- n-=1 <
= < - ) a°x"+< ; ) a‘x""+( 5 > a’x"’2+...+(: :) al~%'-ab

(x+a)l.a=

n- =~ n-1 n-1 n-1
= 1 ,n-1 2, N~2 ot
(0 >ax +< . >ax +< 5 )a’xn 3+...+<n_l>a“x° (1ID)
Somando, membro a membro, (II) e (III), obtemos:
n-1 n-1 n-1
o= (%) e [(50) (270 s
0 0 i bt
n-~1 n-1 - al
LCT) O3 e [(20) (1)) e
1 2 n-2 n-1
+<n-l>a°x'
n-1

n-1 n n-1 n
Lembrando que ( 0 ) = <0> e( >=< ),eaplicandoaRelagiode
n

n-1
Stifel nas expressdes entre colchetes, vem
n
(x+a)"=< )‘o"n“ TVt (M gre-z gy (M) gnge
0 1 2 ok, g
que € a tese do Teorema 2.
Observagoes — Tomemos mais um exemplo:

x+9° =

5 5 5 5 5 5
- a°x5+< )a"+< 2.3, 3.4 4 4.1 5.0
(0> i X 5 a“x 2 a’x 3 X, * g a’x
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5
Notemos que cada termo desse desenvolvimento tem a forma ( >al’x“l’,
P

onde p pode assumir os valores 0, 1, 2, 3, 4, 5. Por isso, podemos escrever, com-

pactamente:
=78
(x +2a) = 2 < >an5-P

p:o p

Também percebemos que o desenvolvimento de (x + a)° tem 6 termos. Entio,
fazemos as observagoes:

12) O desenvolvimento de (x + a)" €

L oatiHle

23) Esse desenvolvimento tem n+ 1 termos

18.2 — DESENVOLVIMENTO DE (x - a)"
Vimos acima que cada parcela do desenvolvimento de (x + a)" tem a forma

n
( >apxn-p
P

No caso de (x - a)", se observarmos que
(x -a)" =[x +(a)"
percebemos que suas parcelas serdo do mesmo tipo que as de (x + )", apenas subs-

tituindo a por (-a). Assim:
n
(yome
P

Mas, como (-a)P = [(~1)a]P = (-1)PaP, temos

< : )(-a)px"'p = 1P (:) aPxn-P

A interpretagio é muito simples: para desenvolvermos (x - a)® usamos o
mesmo processo de (x +a)", precedendo, cada termo, com o sinal + quando p é par .
e - quando p é fmpar (pois (-1)P = 1,se p é par e (<1)P = -1 se p é fmpar).
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E fcios Pro
xercicios Propostos 18.3 — FORMULAS DO TERMO GERAL

V18.5) Desenvolva
Um problema bastante comum € o de se obter um determinado termo do de-

8 (x - a) b) (x + 2)4
0 (x - 2)6 & (xi+ Lys senvolvimento de (x + a)" ou de (x - a)", sem que haja necessidade de se efetuar a
= expansao. :
®18.6) Calcule o valor de: J4 sabemos que em
5 5
a) 25 + 24. 3
(1) 7+<2>2 Lo T (x+a)“=<n>a°x“+<n>a’x""+<n>a2x“‘2+...+<n>a“x°
6 0 1 2 n
b)56—< )55-3+ 4 54.32_  + 36
l 2 e & n n—
cada parcela tem a forma alx? P
P

) T4+ 4733+ 6+72:324+4.7.33+ 34

d) 1015 -5« 4 . 3 . o bie £
e St B o O i e g Notemos que, para p = 0, obtemos o primeiro termo do desenvolvimento;

* 18.7) Calcule vamos: representd-lo por Ty:
Y p

a) : <8>2P 38-pP o o n
Z p T1—<0>JX

=0

-

0 Para p = 1, temos o segundo termo T,:

b) Z<"> 11P . 220-2p g ;.
p=0 P . n

) T2 & alxl'l—l

n 1

9y (-1)P 21P . 11"-P < w
p=o p Para p = 2, temos 0 terceiro termo T;:
) n

d) Z (-nP ( ") 11"-P Ts = < > a*x" 2
p=0 . 2

n 5 s e assim por diante. Vemos, entdo, que 0 nimero que representa a posi¢ao do termo
©) Z =D (p) 1P na expansdo é uma unidade maior que a classe do coeficiente binomial. Por isso
p=0 podemos escrever genericamente que:

* 18.8) Calcule : (™ apuor
n n /n n n ; ‘&’ ﬁt‘é‘% |
(D) () (2) e sz
0 1 2 3 n ‘
Sugestio: idéia do exercicio 18.4

o 18.9) Calcule

Essa expressdo € conhecida como termo geral de (x +a)" pois, como x,ae n
sdo niimeros fixados pelo binémio, para cada valor que dermos a p obteremos uma

determinada parcela do desenvolvimento.

2 n-1
2 4 2 i
" Z <2p>' o b) z ( ) n fmpar Analogamente, para (x - a)"
P p=0 * n
Sugestio: utili s PP o.n BX i i G a2xn-2 _
gestao: utilize os resultados dos exercicios 18.4 ¢ 18.8 (x -a)' = 0 ax - 1 ax ’
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como a unica modificagao € o sinal (-) precedendo os coeficientes binomiais de
classe fmpar, a expressao do termo geral é

1L BIRG 00D 9%, r @ *,'r;;YZ "'_3. 118
Toer S-1P0 )a’ 3
v P #

Exemplos

a) Considere o binémio (x + 2y)'*. Comparando com (x + a)", temos a = 2y
en=d5s.
A expressao do termo geral é, entdo:

15
Tp+| 3 p Qy)P'x'>-P

Para acharmos o 52 termo de seu desenvolvimento, fazemos p + 1 = 5 e
obtemos p = 4:

15 15
ree () o ().t s

b) Considere o binomio (x* - 2x)'%. Comparando com (x - a)", temos x? 110
lugar de x,a = 2x e n = 12.
A expressao do termo geral é:

12 )
L Sl Y i

que pode ser simplificada:

12 12
Tpay = (1P ( >2"x"x2“‘2p =i(=1)P < \ 2Py 24-D
\ p p /

Para obtermos, por exemplo, o 109 termo do desenvolvimento, fazemos
pt+ 1 =10, vindo p =9:

) 12
Tio = (-1)° <9 > 22 53A=9

Logo, Tio = -112 640x!5
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Exercicios Resolvidos

; 1
18.10) Determine o termo em x'© do desenvolvimento de (x - -;)”
Solugao
Devemos, em primeiro lugar, escrever a ;xprcssa'o do termo geral desse bindmio.
Comparando-o com (x — )", temos a =—% e n = 20. Entdo,

n o= 20 1 20—
Tper = (-nP ( P> aPx"P - )P <p> (7)px P

Simplificando-o, temos

20
e Pl ( > x02P
p+1 P

Como queremos o expoente de x igual a 10, fazemos
20-2p =10 donde p=35
Swbstituindo esse valor em Tp +p Vem

< 2 :

18.11) Calcule o rermo independente de x no desenvolvimento de ( \/; 4 —3 )?

Solugao
s 2
Comparando o bindmio dado com (x + a)", temos V' x no lugar de x, a = = e

n = 9. Seu rermo geral, entiao, se escreve:

n 9 &
M =< )a"x""’=< >¢3)"(\/;)"P
P Bl

9 9-3p
Simplificando: Tp“ = ( " >2px *
O termo independente de x é obtido fazendo o expoente de x igual a zcro.
Assim:
3% _0 donde p=3

Substituindo esse valor em Tp”, vem

9=3-3

9
T34 =<}>23x 2, 2672
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18.12) Calcule o termo médio do desenvolvimento de (3x2 - 3 )8
X

Solugao
Usando a férmula do rermo geral de (x - a)n:

n
Tper = (-HP ( >apx"'p

P

onde temos 3x2 no lugar de x, a =l en =8, vem:
X

3% @ -
Tper = (—1)P<p>(;)"<3x’)‘ P
que, simplificado, € igual a
8
T. .. &P <
1
p+ p

Lembremos, agora, que nas expansoes de (x +a)" surgem n + 1 termos; no nosso
caso (n = 8) temos 9 termos e, portanto, o termo médio procurado é o 59:

) 2P . 38-P . L 16-3

19 50 90

Entao, fazemos, na expressao de Tp+l’ pH P24

8 = 53 8
Ts = (-1)“(4)24.3“ Yo gttt <4>2“-34-x“= 362 880x4

18.13) Sabendo que no desenvolvimento de (x + a)n sa0 iguais os coeficientes binomiais do
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62 e 20° termos, determine n.

Solugao
-~ n n-
Na expressao Tp” = ( )apx P vemos que:
P
a) para o 62 termo, p + 1 = 6, temos o coeficiente binomial ( n)

b) para o 209 termo, p + 1 = 20, temos o coeficiente binomial ( " )

~ -~ n n . V7. z
Entao, devemos ter (5 >= <1g>; isto s6 ¢ possivel se forem nimeros binomiais
complementares. Logo,

5+19=n=—n-=24

18.14) Ao elevarmos a expressdo ax + b, a >0, a um expoente n € N*, uma das parcelas encon-

tradas é 26 730 b7x4, Determine a € n.

Solu¢io
O termo geral do desenvolvimento de (ax + b)" ¢ dado por:

n -
Tpar = (p) bP (ax)" P

Para que um desses possiveis termos seja 26 730 b7x4, devemos ter
n - ”

( )bpa“ PP = 26 730 b7x4
P

Dessa igualdade é imediato que

§-=p7= 4®®

(">a“‘P = 26 730 @

P

De@e@ vem n = 11.

Como p = 7 e n = 11, a igualdade @ se escreve:
11 =
<7>a“ 7= 26730

330a% = 26730

donde a% = 81, ou seja,a = £ 3. Como a >0, vem a = 3.

isto é

e ; 3
Quantos fermos racionais surgem no desenvolvimento de ( \/g + \/2_ )87

Solugio

O termo geral desse binémio é
8 s
Tpar =< >(ﬁ)" (V5)%P
p

Esse termo serd um niimero racional quando os radicais forem cancelados, o que
ocorreri quando, simultaneamente, p for par e 8 - p for miltiplo de 3, com 0 <p<s.
Entdo, as possibilidades sdo:

Para p = par: p=0;2:4; 6; 8

Para 8 -p = miltiplo de 3: p=2;5;8

Assim, para ocorrerem ambas as condicdes, tomamos 0s valores comuns, isto €,
a intersec¢ao dos conjuntos {0; 2; 4: 6; 8} e {2:5; 8}

Portanto, p = 2 ou p = 8, 0 que quer dizer que existem dois termos racionais no

desenvolvimento:
8 %
S, T =<2 )(x/?)’ (v5)872 = 1400
8 )
gl Tawi =<8>(\/5)‘ (A/35)% 5 16
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18.16) Calcule o termo em x?! do desenvolvimento de (x2+ x + a)12

Solugao

O trindmio dado pode ser escrito na forma de um bindmio (X + A)" se perce-

bermos que
(x2+ x + a)12 = [x2+ (x + a)]12
e i

X A
O termo geral de (X + A)" ¢

SRR

Obtemos, entdo, um desenvolvimento parcial em que o termo geral se escreve
12
T = ( >(x +a)P § ()2 7P
P
Mas T’ encerra a expressio (x + a)P que se expande através de termos do tipo
P =
<k>nkxp k k=0;1; 2;...; p)

Portanto, a expressio T’ também serd desenvolvida em uma soma de termos cujo

termo geral é
12
%) ( XP)'k e
p k
12
P k

(note que devemos ter 0 Sk <p < 12)

Deste modo, T representa um termo qualquer do desenvolvimento de (x2+ x + a) ‘2.
Como queremos x?!, devemos impor:

ou, simplificando:

24—p—k=21
ou seja, ptk=3
As possiveis duplas (p; k) sdo
R e
p=l;k=2
p =% k'='1
p=3 k=0

Como p 2k, apenas as duas Gltimas duplas nos convém.

O fato de termos encontrado dois pares (p; k) significa que no desenvolvimento de
(x2 + x + a)12 surgem duas parcelas com x2!:

para p = 2 e k = 1, temos
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12\/2 2
T - (2 )<1>a‘x" w1320

para p = 3 e k = 0, temos

12 3
( 2% 7370 205
3 0

No caso de se querer, apds o desenvolvimento, reduzi-los a um unico termo em
x21 teremos:

T

1]

132ax2! + 220x2! = 44 (3a + 5) x2

i

Exercicios Propostos

+18.17) Calcule, dos desenvolvimentos dados,
a) o 62 termo de (x2+ —xl—:,‘)lo

b) o 149 termo de (% - x%)16

+18.18) Calcule, dos desenvolvimentos dados,

1
a) o termo em x8 de (x2+ F)“

b) o termo em x!! de (x2 - 5x)7
¢) o termo em x13 de (Vx - x2)16

+18.19) Calcule o termo independente de x do desenvolvimento de:
3
a) (2x - —)(7)9
b) (xz 5 4 )15
x

c) (x3 + _l)ll
X

©18.20) Calcule o termo médio do desenvolvimento de

) 2 - Vx )2 b (Vx + Ly

¢ 18.21) Sabendo que, no desenvolvimento de (x - a)", sdo iguais os coeficientes binomiais do
139 e 189 termos, determine n

s 18.22) Sabendo que, no desenvolvimento de (2x + a)? sdo iguais os coeficientes de x3 e x7, A
determine a real

©18.23) Ao elevarmos a expressdo ax - b aum expoente n € IN*, uma das parcelas é -28 500b17x3,
Determine a ¢ n (a real)
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218.24) Quantos termos racionais tem o desenvolvimento de (\/4 - \/3 2)22?
Determine a posi¢do desses termos no desenvolvimento

* 18.25) Determine o termo em

a) x16 do desenvolvimento de (x2 + x + 2)10
b) x% do desenvolvimento de (x3 - x2 - 1)16

184 — ALGUMAS APLICACOES DO BINOMIO DE NEWTON

Mostraremos, neste item, algumas das aplicacdes do desenvolvimento de
(x + a)f°

Exercicios Resolvidos

18.26) Aproximagdo usando o Teorema do Bindmio =
Quando‘a é “pequeno” comparado com X, uma primeira aproximagao para (x + a)
¢ dada pelos dois primeiros termos do desenvolvimento binomial, isto é:
x +a)" =x"+nx1.,

Uma segunda e melhor aproximagdo é dada pelos trés primeiros termos do desen-
volvimento binomial, isto é:

(x+a)n = xn+nxn_‘.a +£(“2‘*1)x“".az

e assim sucessivamente...
A aproximagao escolhida em um problema particular é feita no processo de tra-
balho, e depende da exatidao exigida no resultado.

Problema : calcular com aproximacao de 4 casas decimais (0,9935
(0,99)5 = (1 -0,01)S=1 -5+ (0,01) + 10 - (0,01)2 - 10(0,01)3 + 5(0,01)% - (0,01)5 =
= (1 - 0,05 + 0,001 - 0,00001 + 0,00000005 -...) = 0,95099
2 ¢ \ 5
negligenciavel
para aproximagao
de 4 casas decimais
A aproximagdo acima tem 5 casas decimais exatas; para uma aproximagio com 4
casas decimais, abandonamos a 52 casa, obtendo:

0,9510

Observe que ao abandonarmos a 52 casa obtivemos:
0,9509

Mas, o valor 0,9510 ¢ uma melhor aproximacdo para 4 casas decimais (aproximagdo
“por excesso”)
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18.27) Calcule, utilizando o bindmio de Newton, a soma S, dos n primeiros niimeros naturais.
Solucdo
Considerando o desenvolvimento
x+1D2=x24 2x 41

fazemos x assumir, sucessivamente, os valores 1, 2, 3, 4, ..., n. Assim:

x=1: 22=12+2-1+1
x=2: 32=-22+2-2+1
x=3: 42=32+2-.3+1
x;n: (n+ D2=n2+2+n+1

Somando todas essas igualdades, obtemos
m+1)2=12+2-(1+2+3+..+n)+n
Como 0 +1+2+3+..+n =S8, temos
(n+1)2=1+2S8,+n

+1)2-n-1
donde Sn=(n )y -8

que simplificada fornece
) _ n(n +1)

18.28) Calcule a soma
Chn=13+23+33+_ +nd
E dado que 12+ 22+ 32+ + n2-_-n(n—+lé(._2£Ll_)
Solugao

Para o cilculo da soma dos cubos dos n primeiros niimeros naturais (positivos),
consideramos o desenvolvimento de (x + 1)%:

4 4 4 4 4
(x + 1)4=<0>x4+(l)11.x3+(2)1z.x2+(3)13x1+(4)14

Temos, entido:
x+1)%=x¥+4x3+6x2+4x + 1

Fazemos, agora, x assumir sucessivamente os valores 1, 2, 3,..., n. Assim:

e T 24-194+4.1346+12+4-1+1
xi= 22 3928+ 4234+ 622+4-2+1
X=3: 43 =3+ 4:334+6+32+4-3+1
X =n: m+1)*=n*+4-n3+6-n2+4-n+1
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Somando todas essas igualdades, obtemos
m+1)%=1%+4-[13+23+33+__+n3] +6-[12+22+ 32+ __+n2]+
+4+[1+2+3+. . +n]+n
Nessa altima igualdade, temos que:
13+23+33+ _+n3=C, (asoma pedida)

124 224+ 32+ +n2= w (dado do exercicio)

n(n + 1)

1+ 2% 3. +ne 3 (resultado obtido no exercicio anterior)

Podemos, entdo,- escrever:

(m+4=1%40pee-MAIDTD , , 200D,

Donde tiramos

Co = m+1D%-(n+ 1) ~nn+1)2n+1)-2n(n + 1)
L= 4

Simplificando, vem
n2(n + 1)2
4

Observacao : os dois dltimos exercicios resolvidos nos mostram que para o calculo
de somas da forma

Cn=

kekesks 4% eny
podemos utilizar o desenvolvimento do binomio
k+1
x+1)

e nele fazer sucessivamente x = 1, 2, 3, ..., n.
Exercicios Propostos

18.29) Calcule, com aproximagio de 3 casas decimais:
a) (1,042 b) (2,002)8

18.30) Calcule a soma Qp dos quadrados dos n primeiros niimeros naturais.

18.31) Conhecidos os resultados

n(n + 1)

Sa=1+2+3+.. . ¢n= 3

Qn=12+22+32+__+n2= apa.t D0 + 1) 12(2" * 1)
Cp = 13+23+33+...+n3="—2("—}——1—)i
calcule
20 n 19
» NoletrD b) z ®3 - 3p) ©) Z p
p=1 p=1 p=1
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Exercicios Suplementares

v.i1)

v.2)

v.3)

V.4)

Para os inteiros n ¢ p, 0 < p < n, calcule:

()

O inteiro n (n > 2) permanece constante quando p assume todos os valores inteiros de
n
lln.QualéomenorequléomaiorulOlde( )?
P

(G- -6 -
- ORIEE6)

n
19) Escreva o desenvolvimento de (1 + 0" pela férmula do bindmio. Observe que( 2 )

[(2)+(]-

é o coeficiente de x4 Q=01 .9

29) Calcule o coeficiente de x4 (q <n e q <p) no desenvolvimento de cada um dos dois
membros da igualdade:

A+x0"-1+x0P=0+x"P

Deduza a formula:

BIMERIMER o

Fazendo n = p = q na formula acima, deduza que:
n\2 n \2 n\2 KZn)
* .+ =
<0 ( 1 n n
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V.5)

V.6)

V.7

V.8)

v.9)

Seja a um niimero real positivo e n um inteiro positivo.
19) Escreva o desenvolvimento de (1 + a)" segundo as poténcias crescentes de a.
29) Designa-se por up 0 termo desse desenvolvimento que contém aP.

Upsy
Up
3% Qual é o maior termo do desenvolvimento de (1 + a)n? Determinar esse maior termo
sl )“”

50

Calcule

- Para que valores de p tem-se up,; > up?

para os desenvolvimentos de (1 + m) 1000, 4 a+

Determine n para que os coeficientes de x4, x5 e x6 no desenvolvimento de (1 + x)"
estejam em P.A.

A razdo entre o terceiro e o quarto termos no desenvolvimento de (2 + 3x)", segundo

2

e % quando x = l. Determine n.

poténcias crescentes de x, 5

Sabe-se que a, b e n sdo inteiros positivos e que os trés primeiros termos na expansio
binomial de (a + b)n sio 729, 2916 e 4 860 respectivamente. Determine a, b e n.

Desenvolva (c + 2y)5 pela férmula do binémio. Aplique o resultado para calcular (1,02)5
com 4 casas decimais corretas.

V.10) Prove que se x e y sdo inteiros positivos, o nimero (x + y)5 - x5 - y5 é divisivel por 5.

V.11) No desenvolvimento de (1 - 2x + ax2)4 como um polindmio em x, o coeficiente de x3 é

zero. Calcule a, e determine o coeficiente de x4.

V.12) Os trés primeiros termos no desenvolvimento, segundo as poténcias crescentes de x, de

(1+2x +ax?)", n €Z3, sdo: 1 + 2nx + Ax3. Calcule a ¢ A em fungio de n.

V.13) Determine o inteiro positivo p para que os coeficientes de x e de x2 no desenvolvimento

de (1 + x)%P - (1 - x)P sejam iguais.

V.14) O desenvolvimento de (1 + x)!0(1 + ax + bx2), segundo poténcias crescentes de X,
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comega com 1 + x + x2 Determine a e b.

- PARTE VI

Capitulo 19 — Complementos da analise
combinatoria




N
Capitulo oo

Complementos
da anélise combinatéria

19.1 — PERMUTACOES CIRCULARES

O tipo de problema que vamos estudar neste item trata, em sintese, de deter-
minar de quantas maneiras podemos dispor n elementos distintos em torno de um
circulo.

Cada uma dessas maneiras é chamada de uma permutagdo circular dos n ele-
mentos, e indicaremos o total desses agrupamentos por:

PC,

Para melhor entendermos o conceito, vamos imaginar, como exemplo, que
quatro pessoas A, B, C e D vido sentar-se em volta de uma mesa redonda, n@o ha-
vendo lugares preferenciais.

O namero de modos de dispor essas pessoas é indicado, entdo, por PC,.

Inicialmente, devemos compreender o que diferencia as possiveis disposigdes.
Consideremos duas quaisquer: :

O

* =9

E ficil notar que houve, de uma para outra, uma mudanga na posi¢do relativa
das pessoas; por exemplo, em ambas, A e D estdo lado a lado mas, na primeira, D
estd @ esquerda de A e, na segunda, D estd a direita de A.
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Dizemos, aqui, que duas permutagdes circulares sdo diferentes quando a posi-
¢do relativa dos elementos ¢ diferente.

E preciso, entdo, observar que, se a partir de uma das disposi¢des possiveis,
apenas fizermos os elementos girarem em conjunto ao redor do circulo, sem alterar
a posi¢do de uns em relacdo aos outros, todas as distribui¢des assim obtidas sdo equi-
valentes e por isso consideradas como uma tGnica permutagdo circular.

Assim, no caso do nosso exemplo, as seguintes 4 figuras

BCDA

definem 4 permutagSes simples que constituem uma s6 permutagdo circular:

A
ABCD
DABC
CDAB
BCDA
Cc

E evidente que a uma outra disposi¢do qualquer dessas pessoas também corres
pondem 4 permutagdes simples:
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A
ADCB
BADC
D B =l i L
CBAD
DCBA
Cc

Essa observagdo nos leva a estabelecer uma propor¢do: como a uma permuta-
cdo circular de 4 elementos corresponde um grupo de 4 permutagdes simples, temos:

1 (circular) — 4 (simples)
PC4 —— - P4

e dai, que

_li!
4

INE=
1)
(o)

PC4=

De modo andlogo, concluimos que a cada permutagao circular de n elementos
corresponde um grupo de n permutagdes simples. Entdo, temos:

1  (circular) — n (simples)

PC, — Py
Portanto,
P, n! n(n-1)!
Poa=0 =3 =" 2
donde

Exercicios Resolvidos

19.1) De quantas maneiras 8 criangas podem ocupar os 8 lugares de um carrossel?

Solugdo
Tratando-se de dispor as 8 criangas em um circulo, o total de modos ¢é

PCg=(8-~-1)! = 7! = 5040
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19.2) Cinco pessoas (entre elas um casal) devem sentar a uma mesa circular. De quantos
modos pode ser feita a sua disposi¢do, de tal forma que o casal fique sempre junto?

Solugdo

F evidente que para mantermos o casal unido, devemos considera-lo como um sé
elemento e, portanto, calcular o total de permutacdes circulares de 4 elementos.

No entanto, ndo devemos esquecer que, nas distribuigdes circulares, ha diferenca
entre um elemento B estar a esquerda ou a direita de um elemento A, o que nos di
2 possibilidades:

Assim, o total de modos é
2PCa=2(4 - 1)1 =2+3!=2-:6.=12

Exercicios Propostos

19.3) De quantos modos podem 6 criancas se colocarem em roda?

19.4) Das 8 pessoas que devem sentar-se a uma mesa, A ¢ B nunca podem ser vizinhas.
Quantas sao as disposi¢des possiveis?

19.5) Um joalheiro dispde de 4 tipos de pedras preciosas para confeccionar broches (com as
pedras em circulo) e aliangas, usando em cada joia uma pedra de cada tipo. Quantos
broches diferentes ele pode construir? E quantas aliangas?

19.6) Os 8 lugares de um carrossel serdo ocupados por 4 meninos e 4 meninas. Quantas sio as
maneiras de se fazer a ocupagdo de modo que meninos e meninas fiquem intercalados?

19.2 — ARRANJOS COM REPETICAO

Neste item, voltamos a formar, com os elementos de um conjunto E, agrupa-
mentos ordenados, podendo agora permitir que um elemento comparega mais de
uma vez em cada grupo: s3o os arranjos com repeti¢io.
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Pelo fato de ser permitida a repeti¢do, se por exemplo o conjunto E tem 3
elementos, podemos formar arranjos desses elementos tomados 4 a 4, tomados 5 a
5 etc., ou seja, € ficil compreendermos que agora a classe de um arranjo com re-
peti¢cao pode ser até maior que o niimero de elementos de E.

O total de arranjos com repeticdo de n elementos classe k é indicado por

ARp k
Exemplos

a) Consideremos E = {6; 8;9}. Os niimeros de 2 algarismos que podemos for-
mar com esses elementos sao

66 86 96
68 88 98
69 8 99

Temos, entdo, 9 arranjos de 3 elementos tomados 2 a 2, e podemos escrever
AR3,2 =0
A esse resultado também se chega através do Principio Fundamental da Con-

tagem: para a escolha do primeiro algarismo temos 3 possibilidades e, como podemos
repetir, para a escolha do segundo temos 3 possibilidades:

12 22
algarismos:
S I A 1
possibilidades: 9 A
| AR " L =

Entdo, o total desses nimeros é

ARy,/=3-323=9

b) Seja E = {5; 7). Os nameros de 4 algarismos que podemos formar
com esses elementos sdo
5555 8758:1" si18F8 . 7755
55577 ST WIS 7757
5505018352575 /7775
S§T P g YR PSTY - FTITF
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Temos, entdo, 16 arranjos de 2 elementos tomados 4 a 4, e podemos es-

crever
ARg’q =16

Ou, como fizemos no exemplo anterior:

19 2° 32 4°
algarismos:
T ™ e ge
possibilidades: P2 ? 2 2 Jl

ARyq=2-2-2-2=2=16

Se procedermos de modo andlogo para o cdlculo do niimero de arranjos com
repeti¢do de n elementos tomados k a k:

: 6 22 32 k®
elementos:
RIS T T K
possibilidades: B L L n |
ot i o e S e gy s e v o t
Obtemos

ARpg =n-+n-n..n
IR e

k fatores

ou seja

ARq = n*

Observagio. Para os casos em que k = 0 e k = 1, temos
AR“,O = ho = 1
ARn,[ = n' =n

A exemplo do que fizemos nos arranjos simples, consideramos o conjunto
¢ como um arranjo de classe zero e os conjuntos unitdrios como arranjos de classe 1.
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Exercicio Resolvido

19.7) Quantos niimeros de 3 algarismos podem ser formados com os algarismos 0, 3, 4, 5,
8?
Solugdo
Podemos resolver de duas maneiras:

12 modo: (utilizando o conceito de arranjo)
Cada niimero é um arranjo com repeti¢io de 5 elementos classe 3; seu total &,
entdo
ARg3 = 53 = 125

Nesse total, no entanto, estdo incluidos os agrupamentos que comecam com o
zero e que ndo sio numeros de 3 algarismos:

Fixando o zero, temos 5 elementos para ocupar as duas casas restantes, dando-nos
ARs 3 = 52 = 25 agrupamentos
Logo, o total de niimeros é
ARs3 -~ Asz = 125 - 25 = 100

29 modo: (utilizando o Principio Fundamental da Contagem)
Para a escolha do primeiro algarismo temos 4 possibilidades (excluimos o zero);
para cada algarismo seguinte temos S possibilidades:

algarismos:

possibilidades: | 4 5 5 !

Logo, o total de nimeros é
4-5+5=100

Nota — O leitor percebeu, com esse exercicio, que muitos dos problemas do
capitulo 9 referentes ao Principio Fundamental da Contagem podem ser resolvidos
com o conceito de arranjos com repeticdo e, pela propria exposi¢cio desse conceito, que
os problemas de arranjos com repeticao podem, todos, ser resolvidos por aquele Prin-
cipio. Por isso, os exercicios propostos a seguir ndo constituem novidade.
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Exercicios Propostos

19.8) Dispondo de 3 cores, de quantos modos podemos pintar, cada uma de uma sé cor, 5
casas dispostas em fila?

19.9) Cada sinal do Cédigo Morse é formado por pontos e tragos. Determine o nimero de
sinais que podem ser formados com

a) 4 desses dois simbolos
b) até 4 desses dois simbolos

19.10) Quantos s3o os niimeros naturais de 5 algarismos nos quais aparecem algarismos repe-
tidos?

19.11) Num pafis as placas dos automdveis sio constituidas de 2 letras (escolhidas de um alfa-
beto de 26 letras) seguidas de dois algarismos, sendo excluidas as placas que tém dois
zeros e, também, as placas que tém duas letras O. Determine o total de automdveis que
podem ser emplacados nesse pais.

19.3 — COMBINACOES COM REPETIGAO

Quando estudamos as combinagdes simples, aprendemos que elas sao agrupa-
mentos (de elementos distintos) que ndo se modificam quando se altera a ordem de
seus elementos. Por exemplo, sabemos que as combinagdes de classe 3

{7;8; 9}, {8; 7; 9}, {9; 8;'7}

sdo todas iguais.

O conceito de combinagdo com repetigio ndo € diferente: também é um agru-
pamento em que a ordem de seus elementos ndo € considerada; apenas, agora, é
permitida a repeti¢do -de elementos.

Assim, se por exemplo tomarmos o conjunto E = {a;b; c; d}, os agrupa-
mentos

aa
ab bb
ac be cc

ad bd cd dd

sdo as combinagdes (com repeti¢do), de classe 2, dos 4 elementos de E.

E evidente, entdo, que aqui os agrupamentos ab e ba sio iguais, o mesmo
acontecendo com bd e db; e os agrupamentos ab e bd sdo diferentes porque tém
elementos diferentes.
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O namero de combinagdes com repeti¢do dos n elementos de um conjunto
E tomados k a k é indicado por

No exemplo acima, temos n =4, k=2 e CRy; = 10.

Exemplos

a) Consideremos E = {a; b; c}. As combinagbes de classe 3 desses ele-
mentos sao

aaa aab aac
abb abc acc
bbb bbc bee
cce

Temos, entdo, que CRj33 = 10.

b)Seja E = {a; B}. As combina¢des de classe 4 desses elementos sdo

aaao acof aafp afpp BBBB

Temos, entdo, que CR,4 = 5.

Cilculo de CRp i

Para determinarmos o nimero de combinagdes com repeti¢do no caso geral,
consideremos o conjunto

E ={§; a; agf s dal

e vamos convencionar que cada combinagdo de classe k de seus elementos serd sem-
pre escrita de modo que os indices dos elementos fiquem em ordem natural; por
exemplo, a combinagdo de classe k = 6

42352, 433832,
deve ser apresentada na forma
4123434335 ()

Em seguida, trocamos cada elemento da combinagdo pela letra x afetada de
um novo indice, que é obtido somando-se o indice antigo com o nimero de ele-
mentos que precedem o elemento considerado. Por exemplo na combinagio (I),
o elemento a, serd substituido por x4, 0 segundo dos elementos aj serd substituido
por X; essa combinagao passa entdo a

X1X2XqXeX7X10
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Para reforgar, outro exemplo: a combinagdo de classe k = 6
agagagagagay, (I
passa a
X4Xs5X6X9X12Xn, s

Devemos observar que, com esse recurso, cada combinagdo de classe k acaba
tendo todos os seus elementos com indices diferentes.

E fundamental notar, também, que a letra x terd fndice maximo quando o
elemento a, ocupar a Gltima posi¢do da combinagdo. Por exemplo, na combinagio

(II) o elemento ap, ¢ substituido por xp, s; 0 indice n + S é o maior possivel quando
se tem uma combinagdo de classe k = 6.

Qual ¢, entdo, o indice miximo de x no caso de uma combinagdo de classe k
qualquer?

Fazendo a, ser o dltimo dos k elementos da combinagio

8n

=
k elementos

ele deve ser trocado por x com o indice n somado aos k - 1 elementos que o pre-
cedem.

an

Xn+ k-1

Assim, o indice mdximo é n+k-1.

Com tudo isso percebemos que cada combinagdo com repeti¢do de classe k
com os elementos de ;

E = {a,; a; a3; ..., an}
¢ representada por uma combina¢do simples de classe k dos elementos de
F = {xy; Xa; X3 ieee; Xnek~a}
0 que nos leva a concluir que

| CRok = Crokotk

Exemplos
8%
CRs;2 = Caszo12 = Csp =57 =10
. s
CR34 = C344-1,4 = Cea = Co2 =3.—?‘ =15

CRs;s = Cs+s-1,s = Cos = 126

Exercicios Resolvidos

19.12) Podendo escolher entre os sabores horteld, laranja e limdo, de quantos modos uma
crianca pode comprar 5 balas?
Solugdo

Notando que cada grupo de 5 balas é uma combinagdo de elementos repetidos
escolhidos entre os 3 sabores, o total de modos €

CR3s = C3ss-1,5 = C7.5 = 21
19.13) Podendo escolher entre 5 tipos de queijo e 4 marcas de vinho de quantos modos ¢ possi-
vel comprar 2 formas de queijo e 3 garrafas de vinho?
Solugio
O problema se resolve em duas etapas:
19) escolha das formas de queijo

Como se dispde de 5 tipos para escolher 2 (iguais ou ndo), o numero de possibili-
dades é CRs’z = Cs’z =18

29) escolha das garrafas de vinho

Como se dispoe de 4 marcas para escolher 3 garrafas (iguais ou nio) o nimero de
possibilidades é CR4 3= Cg 3= 20.

Finalmente, o niimero de possibilidades de compra de queijo e vinho é

CRs, * CRg 3= 15+ 20 = 300

19.14) Determine o nimero de solugGes inteiras e ndo negativas da equacio

X1+X2+X3=6

Solugdo

E evidente que para se obter uma soma de 3 nimeros inteiros ndo negativos
igual a 6, tais néimeros devem ser escolhidos convenientemente entre os valores 0, 1, 2
3,4, 5, 6. Por exemplo, as trincas

©0;2;4), (2;2;2), 0;0;6)

sdo algumas das solugdes da equagdo.
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Para obtermos todas as solugGes, vamos recorrer a0 seguinte processo: como a
soma deve ser 6, escrevemos 6 vezes o nimero 1:

1 O CTEET B

Como temos 3 incégnitas, separamos a fila acima em 3 grupos. Para isso, preci-
samos de apenas duas barras. Assim, as somas das unidades até a primeira barra, da
primeira até a segunda e da segunda até o fim da fila nos dao valores de x;, x5 € x3que
satisfazem a equag¢do. Por exemplo

X|=3 Xz=2 X3=1

X|+X2+X3=3+2+l=6

Xp=3 x3=3
Xy 0
Xi+Xa+tx3=0+3+3=6
1 1 1 1 1 1
———— - ~— — 5]
x|-2 ‘ x3-4
x,-O

X1+X2+X3=2+0+4=6

Deste modo, se calcularmos o total de maneiras de se colocar as duas barras
nas 7 posi¢des possiveis, teremos o nimero de solugdes da equagdo.

Como sc trata de escolher 2 das 7 posi¢des, ndo havendo modificagio se trocar-
mos as 2 barras entre si, e podendo colocar as 2 na mesma posi¢do, cada escolha é uma
combinagio com repeticdo de 7 elementos tomados 2 a 2. Entio, temos:

8
CR72 = Cg =

57 -
N R 28 solugdes

19.15) Determine o ndmero de solugdes intciras ¢ positivas da cquagdo
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Xp + Xg + X3+ Xg + X5 = 13

Solucio

Nio podemos, agora, aceitar solucdes em que alguma varidvel seja igual a zero;
no entanto, vamos observar que subtraindo uma unidade de cada elemento das solugoes
pedidas, por exemplo

(3;4,1;2;3)—> (230, 13 2)
615 3; 2, )—>> (5 0; 2; 15 0)

(25220045151

obtemos as solugdes inteiras ndo negativas da equagao
X|+X2+X3+X4+X5=8 (49)
Portanto, basta determinar o nimero dessas solugoes da equagdo (1), o que faze-

mos como no exercicio anterior.
Como devemos ter soma 8, escrevemos

Tendo 5 incognitas, precisamos de 4 barras para separar essa fila em S grupos.

Dispomos de 9 posi¢des para colocar 4 barras, podendo haver mais de uma na
mesma posi¢io. Assim, cada escolha é uma combinagdo com repeticao, de classe 4,
de 9 elementos.

Logo, o total de solugdes inteiras e positivas da equagio dada é

12411109

CR9,4=C12,4= 253251 = 495
Exercicios Propostos
19.16) Calcule
a) CRg3 b) CRs7 ¢) CRge
19.17) Verifique que CRpk = CRk4 1, n-1

19.18)

19.19)

Um vendedor de livros quer comprar, para revenda, 5 volumes. O fornecedor dispoe
de virios exemplares de 6 romances e de 6 livros técnicos. Determine o numero de
compras diferentes que pode o vendedor fazer, obtendo:

a) 5 livros quaisquer
b) 3 romances e 2 livros técnicos

Com os elementos do conjunto E = {a; b; ¢; d} formam-se as combinagdes com re-
peticio de classe 5. Quantas delas tem o elemento d? Quantas nio tem o elemento a?
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19.20) Determine o niimero de solugdes inteiras e ndo negativas da equagdo
X1+ X+ X3+ x4=10
19.21) Determine o nimero de solugdes inteiras e positivas da equagio
Xp+Xa+ X3+ Xxq4+ X5+ Xg=15
19.22) Considere a equagio
Xt X+t xg+..+xp=0a

onde ® €EN e a>m. Determine o niimero de solugdes inteiras e

a) ndo negativas
b) positivas
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Exercicios Suplementares

VL1)

VI1.2)

VIL.3)

Vi4)

VLS)

VI.6)

VL.7)

VI1.8)

Quantos sdo os nimeros de 3 algarismos em nosso sistema, em que aparecem algarismos
repetidos?

De quantos modos podemos repartir 17 livros, entre 4 alunos, admitindo que alguns
possam ficar sem livros?

Nas faces de um tetraedro regular de quantas maneiras podemos aplicar 4 cores distin-
tas ou ndo, usando-se 7 cores?

Numa urna existem muitas bolas brancas e vermelhas. Retirando-se 3 bolas sucessiva-
mente, de quantas maneiras pode sair a distribui¢do das cores?

Com os algarismos 3, 4 e 5 quantos nimeros podemos formar tendo no minimo 3 al-
garismos e no maximo 6 algarismos?

Com os algarismos 1, 3, 5 e 7 quantos niimeros de 4 algarismos podemos formar come-
cando com 1 e terminando com o 7?

Quantas palavras diferentes se podem formar, batendo-se 5 vezes ao acaso, em uma das
26 teclas de letras da maquina de escrever?

Escrevendo-se todos os nimeros inteiros de 1 a 1 000, quantas vezes os algarismos (de
zero a nove) foram utilizados?
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Capitulo " r

Nocoes de
probabilidade

20.1 —EXPERIMENTO ALEATORIO — RESULTADOS
EQUIPROVAVEIS

Quando langamos um dado e observamos o niimero obtido na face superior,
sabemos de antemdo que o resultado poderi ser 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. No entanto, nao
podemos garantir que ird ocorrer, por exemplo, o niimero 4; é possivel que ocorra,
como também € possivel ocorrer qualquer outro niimero em jogo. Essa impossibili-
dade de prever o resultado se deve ao que chamamos de acaso.

Formamos, assim, a idéia de experimento aleatério: uma experiéncia que,
embora executada repetidas vezes, em condigOes aparentemente idénticas, pode
apresentar resultados variados, nio sendo possivel a previsdo l6gica de cada resul-
tado.

Os langamentos de dados ou moedas, a distribuigdo das cartas de um baralho,
os sorteios em geral, sdo exemplos de experimentos aleatérios.

Os vdrios resultados desse tipo de experiéncia podem ou ndo ser igualmente
provéveis, isto €, a oportunidade de se obter um determinado resultado pode ser
igual ou diferente da oportunidade de um outro resultado da mesma experiéncia.
Por exemplo, ao langarmos um dado, a chance de ocorrer o namero 4 é igual a de
ocorrer 0 1, 0 2, 0 3,0 5 ou 0 6. Isso ji ndo acontece no seguinte experimento:
em dez etiquetas iguais e enfileiradas, escrevemos a palavra MATEMATICA, uma
letra em cada etiqueta:

-

M A ) E M A T I C A

em seguida, misturamos as dez em uma urna e retiramos uma delas. E ficil per-
ceber que as chances das letras M, A, T, E, I, C ndo s3o todas iguais, pois hd mais
etiquetas com a letra A do que com a letra T, mais com M do que com E etc.

Muitas vezes, o processo de realizagio de um experimento pode tornar seus
resultados equiprovaveis ou ndo. Admita-se, como exemplo, que desejamos escolher
um animal de uma jaula onde hd um elefante, um macaco, um cavalo, um gato sel-
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vagem e uma zebra. Se simplesmente sorteamos o animal entrando na jaula e es-
colhendo aquele ‘que primeiro nos morder, € evidente que o gato terd maior opor-
tunidade de ser escolhido. No entanto, se marcarmos o nome de cada bicho em um
cartdo (cinco cartGes iguais) e sortearmos um, podemos garantir que todos os ani-
mais tém a mesma chance de serem escolhidos, isto €, os resultados da experiéncia
se tornam igualmente provdveis.

Nesta obra, restringiremos nosso estudo aos experimentos aleatdrios de resul-
tados equiproviveis.

20.2 — ESPACO AMOSTRAL — EVENTO

Ao realizarmos um experimento aleat6rio, com a finalidade de observar a
ocorréncia de um determinado tipo de resultado, dois conjuntos traduzem nossa
expectativa: um, formado por todos os resultados possiveis da experiéncia; outro,
formado pelos resultados que desejamos observar. Assim, se num jogo langamos
um dado e nosso sucesso depender da obten¢do de um nimero maior que 4, nos
fixamos no conjunto {1;2;3;4; 5; 6}, que descreve fudo que pode acontecer, e
no conjunto {5; 6}, que descreve o que queremos que acontega. E claro que o se-
gundo conjunto serd, sempre, um subconjunto do primeiro. Adotamos, entdo, as
seguintes defini¢des:

Espago Amostral — Ao conjunto E formado por todos os resultados possiveis
de um experimento aleatério damos o nome de espago amostral.

Em nosso estudo, vamos considerar apenas espacos amostrais finitos e nao
vazios, e indicaremos o niimero de resultados por ng.

Evento — Damos o nome de evento a qualquer subconjunto do espago amos-
tral.

Em termos priticos, o evento é um conjunto formado pelos resultados cuja
ocorréncia desejamos observar, pelos resultados que queremos ver acontecer.

Indicaremos por n, o nimero de elementos de um evento A.

Exemplos
Experimento 1: langar um dado; o resultado é o niimero obtido na face superior.
® espago amostral:
E={1;2;3;,4,56}) ng=6
® alguns eventos:
a) observar a ocorréncia do ntmero 2:
A= {2}; n, =1

b) observar a ocorréncia de nimero par:
B=1{2;4;6}; n =3
c) observar a ocorréncia de nimero maior que 6:
C=¢; nc=0
d) observar a ocorréncia de niimero inteiro:
D={1;2;3;4;5,6} =E; np =6

Experimento 2: langar duas moedas diferentes; o resultado é o par de faces su-
periores.
® espago amostral (¢ = cara; k = coroa):
E = {(c; 0); (c; k); (k; ©); (k; K)}; PE =4
® alguns eventos:
a) ocorréncia de duas caras:
A=1{(c;0}; na=1
b) ocorréncia de no minimo uma cara:

B = {(c; K); (k; ¢); (c; ©)}; ™8 =3
¢) ocorréncia de no miximo uma cara: -
C = {(c; ¥); (k; o) (s W} B¢ =3

Experimento 3: langar dois dados diferentes; o resultado é o par de nimeros
obtidos nas faces superiores.

® espaco amostral:

E = {(1;1); (1;2); (1;3); (1;4); (1;5); (1;6)

(2;1); (2;2); (2;3); (2;4); (2;5); (2;6)

(3;1); (3;2); (3;3); (3;4); (355); (3;6)

. (4;1); (4;2); (453); (4;4); (4;5); (4;6)

(55 1); (55 2); (553); (554); (555); (5:6)
(6:1); (6;2); (6;3); (6;4); (6;5); (6;6)}; ng = 66 =36

® glguns eventos:

a) ocorrer nimeros iguais nos dois dados:
A= {(1;1); (22); (3;3); (4;4); (5;5); (6;6)); Pa = 6
b) ocorrer nimeros de paridades opostas:



B = {(1;2); (1;4); (1;6); ¢) ocorrer exatamente um 4s:
(2;1); (2;3); (2;5);

C = {grupos com 4s e 2 outras cartas}
(3;2); (3;4); (3; 6);

(4;1); (4;3); (4;5); Para a escolha do 4s, temos 4 possibilidades; para a escolha das outras
(5;2); (5;4); (5;6); duas, eliminamos * os ases, restando-nos 48 cartas, o que nos dé
(651); (63); (6; S)};np = 18 Cas» possibilidades

c) ocorrer soma 7:
C = {(1;6); (2;5); (3;4); (4;3); (5;2); (6; 1)};nc = 6
d) ocorrer soma 11:

As #As | #As
) i

i —————— ey

fi ; i |
D = {(5; 6); (6, S)};np = 2 possibilidades: ' 4 Cas,2

Logo, temos ng = 4 « Cagy = 4512
Nota — A seqiiéncia de exemplos acima mostra que, 3 medida que o ni-
mero de elementos envolvidos no experimento vai aumentando, torna-se cada vez
mais dificil escrever o espago amostral enumerando cada um dos resultados possi-
veis. Por isso, utilizamos, em alguns casos, o processo de representar o conjunto
apenas descrevendo o tipo de elementos que ele possui e, para a determinagdo do
nimero de resultados, recorremos aos métodos de contagem da Anilise Combina-
toria. Vejamos alguns exemplos.

Experimento 5: de uma urna com 31 bolas numeradas de 1 a 31, retirar duas e
observar o par de nimeros obtidos.

® espaco amostral:
notando que ao retirarmos duas bolas formamos um par ordenado de
elementos distintos (se uma delas tem o nimero 17, a outra certamente
terd um nimero diferente de 17), temos

E={xy), xENyENII<x<3l e 1<y<3le x#y}
Experimento 4: retirar 3 cartas de um baralho de 52 cartas e observar, indepen- sl gy
dente da ordem, o grupo formado. E 31,
® glguns eventos:
® espaco amostral: o s
a) ocorrer dois nimeros menores ou iguais a 21:

=r
E = {grupos de 3 cartas} A={x;y,xEN,yENI1<x<2l e I<y<2lex#y}

O total de resultados possiveis, isto €, o nimero de elementos E,éo

nimero de combinagdes de 52 elementos tomados 3 a 3: ny = Az = 420
ng = Cs 3 = 22100 b) ocorrer um par com primeiro elemento menor que 12:
: _ e 1 <3le x#y}
® glguns eventos: B={(x;y),xEN,yENI1<x<12 ¢ <y

gt Notando que para o primeiro elemento temos 11 possibilidades e, es-

A = {grupos de 3 ases} colhido este, restam 30 possibilidades para o segundo, temos
Como temos 4 ases no baralho, ng = 11-30 = 330

ny, =C3 =4

b) ocorrer 3 cartas de copas:
B = {grupos de 3 cartas de copas} 20.3 — PROBABILIDADE
Como temos 13 cartas de copas,

Vamos, agora, definir probabilidade de um evento num experimento alea-
ng = C|3,3 = 286

tério de resultados equiproviveis.
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20.2)

20.3)

b) O evento ocorrer numero maior que 4 é representado pelo conjunto B = {5; 6}
Como ng =2, vem

1

P[] = B =z o

(]
o N

Se desejarmos os resultados em porcentagem, multiplicamos os nimeros encon-
trados por 100%. Assim, temos:

a) a probabilidéde de ocorrer nimero primo é —;— + 100% = 50%.

b) a probabilidade de ocorrer niimero maior que 4 é-;— « 100% = 33,33%.

Numa urna hd cem bolas numeradas de 1 a 100. Retirando-se uma bola ao acaso, qual
a probabilidade dela possuir um:

a) multiplo de 3?
b) miltiplo de 7?
Solugio
O espago amostral da experiéncia é
E = {1;2;3;4;..;99; 100} e ng =100

a) O evento ocorrer um multiplo de 3 é A = {3; 6593 5.8 99]’.' Para obtermos ny
basta dividirmos 100 por 3: o quociente é ny.

100 [3

1.133
& alhie 2.
Entdo, como ny = 33, P[A] np = 100
b) O evento ocorrer um miiltiplo de 7 é B = {7 s 143285 ...;98}. Como o quociente da
- 4 S TR
divisio de 100 por 7 é 14, temos ng = 14. Logo, P[B] = ng - 100~ 30

Observagio: Os niimeros ny e ng poderiam, evidentemente, ser obtidos pela expressdo
do termo geral das progressdes aritméticas a;, = a; + (n-1)*r

No langamento de dois dados diferentes, qual a probabilidade de ocorrer:
a) soma 77

b) ao menos um nimero primo?

Solugio

O resultado de um langamento de dois dados é um par ordenado. Dessa forma,
o espago amostral do experimento pode ser assim descrito:

E={x;y),xEN,yEN|1<x<6 ¢ 1<y <6}

Para o cdlculo de ng, temos:

19 dado 29 dado
x y
) 1
possibilidades: b 7 iiaeth ol &

Logo, ng = 66 = 36

a) O evento ocorrer soma 7 é
A = {; 6); 2; 5); 3; 4); 45 3); (55 2); 6; D}

1

Como ny =6, P[A] = 3_66=?'

b) O evento ocorrer ao menos um numero primo é:

B = {(1;2); 1;3); (1;5);
(2;1); (2;2); (2:3);/2;9); (2;5); (2;6);
(3:1);(3;2); (3;3);.(3;4); (3: 5); (3;6);
4:2); (4;3); 4;5);
(5;1); (5;2); (5;3); (5;4); (5;5); (5;6);
(6;2); (6;3); (6;5)}

a3
Como np = 27, P[B] ===

20.4) No exercicio anterior, qual a probabilidade de ndo ocorrer soma 11?
Solucgio

Consideremos o evento ocorrer soma 11: C = {(5; 6); (6; 5)}. Temos

nC_2_l

Observando que o evento ndo ocorrer soma 11 é o complementar de C, vem:
. sdlig 8

l>[c]=1-|>[c]=1-18 i

20.5) A tabela a seguir dd o niimero de maquinas de calcular existentes em um escritorio,
segundo suas caracteristicas. Todas as maquinas estio embaladas em estojos iguais.
Escolhendo um estojo ao acaso, determine a probabilidade dele:

ELETRICAS | MANUAIS a) conter uma maquina nova

b) conter uma maquina manual
NOVAS 45 30 c) ndo conter uma maquina elétrica usada
d) ndo conter uma maquina manual usada
USADAS 15 10 ! .
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Intuitivamente, o leitor domina a idéia de probabilidade: se num jogo de
cara ou coroa nosso sucesso € a ocorréncia de cara, temos a metade das chances de
ganhar e dizemos, inclusive, que nossa probabilidade é de 1 para 2 e, portanto,

- 1 X ; : 7
igual a >3- No entanto € preciso esclarecer que, em duas jogadas, ndo acontecerd

necessariamente uma cara € uma coroa; ¢ possivel que, em por exemplo 10 jogadas,
ocorra 8 vezes coroa, ao que reagimos dizendo:

“Puxa, que azar!” ou

“Ndo é possivel: essa moeda é viciada!!”

O que devemos entender ao avaliar em-%—a probabilidade de obter cara, é que

num nimero muito grande de lancamentos da moeda, a freqiiéncia com que ocorre
cada uma das faces é bastante proxima da metade do nimero de jogadas.
Com essas consideragdes, definimos

Observacoes
12) E evidente que, sendo A um
subconjunto de E, temos
0 <n A " nE
Dividindo essa dupla desigualdade
por ng, vem
0 n n
ol iy W
ﬂE.< ng < ng

Nos casos extremos, temos:

® se P[A] = 0, o evento A = ¢
chama-se evento impossivel ;

ou seja

® se P[A] = 1, o evento A = E chama-se evento certo.

Esses casos podem ser ilustrados pelos eventos dos itens ¢ e d do experi-
mento 1, nos exemplos anteriores.

23)  Probabilidade do evento complementar

Seja A o evento complementar de
A em relagio a E. Percebemos que A
possui', como elementos, todos os resul-
tados descritos no espago amostral com
excegdo daqueles que formam A. Assim,
se calcularmos a probabilidade de A, es-
taremos determinando a probabilidade de
ndo ocorrer o evento A. Como

NA = NE - Ny,
dividindo membro a membro por ng,
vem

ou seja,

o que quer dizer que a probabilidade de ndo ocorrer um certo evento é 1 menos a
probabilidade dele ocorrer. Portanto, se a probabilidade de, por exemplo, retirar-
mos uma bola azul de uma urna é 0,3 (30%), a de ndo retirarmos uma bola dessa
coré1-0,3=0,7 (70%).

Exercicios Resolvidos

20.1) Qual a probabilidade de, no langamento de um dado, obtermos:
a) namero primo?
b) nimero maior que 47

Solugio
O espago amostral do lancamento é:
E = {1; 2: 3:4: Sz 6}. Entio, ng =6

a) O evento ocorrer nimero primo é representado pelo conjunto A = {2; 3¢ 5}. Como
np =3, vem »



20.6)

Solugio
O espago amostral dessa experiéncia é o conjunto E de todas as maquinas.
Assim, vemos na tabela que np = 100.

a) O evento A = {ocorre miquina nova} tem 75 casos favorveis, isto é, np = 75.
Entao, 75 3
Plal = 5 =7
b) o evento B = {ocorre maquina manual} tem 40 casos favoraveis, isto ¢, ng = 40.
Entdo,
40 2
PlBl - 155 = 5
c) seja o evento C = {ocorre maquina elétrica nova}. Como existem 45 maquinas que
& 45 9
1ét = = e
sdo eletricas e novas, temos np 45 e P[C] 100 = 20

Observando que o evento ndo ocorre mdquina elétrica nova é o complementar
de C, vem:

902 I
PIC)=1-Plc]=1-55=5-
d) seja o evento D = {ocorre méaquina manual usada}. Temos np =10 e P[D] =
10 1
T 100 T 10 °

Observando que o evento ndo ocorre mdquina manual usada é o complementar
de D, vem:

P[D]=1-P[D]=1 -

o By
10 - 10

No exercicio anterior, suponha que uma pessoa escolhe um estojo ao acaso e desco-
bre que ele contém uma méquina nova. Qual a probabilidade dessa maquina ser elé-
trica?

Solugdo
Quando recebemos a informagdo de que a maquina é nova, imediatamente elimi-
namos todas as maquinas usadas da experiéncia:

ELETRICAS | MANUAIS

NOVAS 45 30

isto €, restringimos o nosso campo de trabalho as 75 novas. Isso equivale a reduzir o es-
pago amostral ao conjunto E' de maquinas novas, com ngr = 75. Nesse campo, o even-
to F = {miquina elétrica} tem 45 casos favoraveis. Entdo,

B e T

20.7) Numa urna ha 7 bolas azuis e 4 bolas vermelhas. Retirando-se, simultaneamente, duas
bolas, qual a probabilidade de ambas serem azuis?

Solucgdo

Devemos notar que, néssa experiéncia, o espago amostral E ndo é formado pelas
11 bolas consideradas individualmente, pois cada dupla de bolas é que constitui um
resultado. Assim,

¥ = {(todas) duplas de bolas}

e o total de resultados possiveis é, portanto:
ng=Cnz=35
Como o evento desejado ¢

A= {(todas) duplas de bolas azuis}

temos:
nA = C7’2 =21
nA 7,2 21
Logo, Pla]=—A= 2% -
0go l ] nE C",2 5

20.8) Numa urna hi 20 cartdes numerados de 1 a 20. Retirando-se, ao acaso, dois cartdes,

qual a probabilidade de se obter um par de nimeros menores que 12?
Solugio

Como cada resultado é um par ordenado de elementos diferentes, o espaco
amostral E pode ser escrito:

E={xy), xEN,yENI1<x<20 ¢ 1<y<20 e x #y}

Assim, dispondo de 20 elementos para escolher, ordenadamente, 2 distintos,
temos: »

ng = Anz = 380
O evento par de numeros menores que 12 é
A={xy), xEN,yEN 1 <x<12 ¢ 1<y<12 e x #y}

Como dispomos agora de 11 elementos, vem:

nA - A“,z =110
Logo, P[A] =752 = 355 = 33

20.9) Retirando-se, a0 acaso, 4 cartas de um baralho de 52 cartas, determine a probabilidade
de se obter .

a) 4 ases
b) 4 cartas de copas
c) 2 ases e 2 reis
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Solugdo

Como cada resultado é formado por 4 cartas, nosso espago amostral é
E = {(todos) grupos de 4 cartas}
e temos ng = Csg4
a) seja o evento ocorrer 4 ases:
A= {grupo dos 4 ases}
E importante notar que A possui um sé elemento, pois os 4 ases do baralho
formam um tnico grupo de 4 cartas. Assim, se np = 1,

1 1
PA) =
[a] Css 270725

b) o evento B = {(todos) grupos de 4 cartas de copas} é constituido pelo total de
combinagdes das 13 cartas de copas formadas 4 a 4. Assim, ng = Cy34 €

13.12-11-10

_C13'4_ 43:2-1 _ 715
PlB] =G = 515049 = 370755
4-3:2¢1

c) Para calcularmos o numero de elementos do evento C = {(todos) grupos com 2 ases
e 2 reisf, como dispomos de 4 ases e 4 reis, fazemos:

A A R R
4 +
possibilidades: E__C_q; ohot oy _64:2_;
nc = Ca2* Cap
o
Logo, P[C] = C:E; Caz . 522. 511 A 52() .149_ 27(??725
32 1

Exercicios Propostos

#20.10) No langamento de um dado, qual a probabilidade de se obter um nimero cujo dobro é
menor que 10?

» 20.11) Langando-se duas moedas diferentes qual a probabilidade de se obter no minimo uma
cara?

©20.12) Numa urna hi 4 bolas verdes, 6 amarelas e 5 brancas. Retirando-se uma bola ao acaso,
qual a probabilidade dela:

a) ser verde? ¢) ndo ser amarela?
b) ndo ser branca?

#20.13) No langamento de dois dados diferentes, ambos de 4 faces (tetraedros regulares), qual
a probabilidade de se obter
ta) soma 7?7 " 2¢) néimero primo em ambos?
,b) soma menor que 5? . d) ao menos um nimero impar?

20.14) Abrindo-se, ao acaso, um livro de 200 folhas numeradas, apenas na frente, de 1 a 200,
qual a probabilidade de se observar:

a) um multiplo de 11? b) um multiplo de 157

©20.15) Sabe-se que uma pessoa nasceu entre os anos de 1885 e 1979 (excluidos esses anos).
Qual a probabilidade do ano de nascimento ter sido bissexto?

» 20.16) A tabela a seguir di as caracteristicas sangiifneas de SO individuos. Escolhendo-se,
ao acaso, uma dessas pessoas, qual é, em porcentagem, a probabilidade dela:

tipo A | tipoB a) ter sangue tipo A?

4 b) ndo ter sangue com fator RH™?
fator RH 20 15 ¢) ter sangue tipo A com fator RH"?

o d) ndo ter sangue tipo B com fator RH™?
fator RH™ | 10 5 7 ; '

* 20.17) No exercicio anterior, suponha que se escolheu uma pessoa de sangue tipo B. Qual a
probabilidade dela ter fator RH' ?

920.18) Retirando-se, ao acaso, uma carta de um baralho de 52 cartas, descobre-se que é um as.
Qual a probabilidade dele ser de ouros? E de ser de naipe preto?

020.19) Retirou-se uma carta de um baralho de 52 cartas e descobriu-se que ela é de espadas.
Qual a probabilidade de ter sido sorteado:

N, a) um as? b) uma figura? c) uma carta com multiplo de 2?
Q P . } i

20.20) Cada termo do desenvolvimento do bindmio (x + a)n n > 6 € escrito em uma etiqueta

(todas etiquetas iguais). O mesmo se faz com os termos de (y - b)n. As etiquetas sdo

todas colocadas em uma urna e retira-se uma ao acaso. Determine a probabilidade

de ter sido escolhida uma etiqueta com:
n "
a) o termo (6) a6x""6

n
b) um termo cujo coeficiente binomial é (6)

1
¢) um termo cujo coeficiente binomial tenha o valor -6—‘(%1-—6)—'

©20.21) Um professor de Matemidtica diz a seus alunos que, sob certas condigdes, é capaz de
adivinhar um ndmero; e propde o seguinte: um dos alunos deve pensar num nimero
inteiro entre 9 e 50, e subtrair desse nimero a soma de seus dois algarismos (por exem-
plo, se o aluno pensar no 45, ele deve fazer a operagdo 45 - (4 + 5), obtendo o nimero
36). Qual a probabilidade do professor acertar, na primeira tentativa, o namero obtido
pelo aluno apds a operagdo solicitada?
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» 20.22) Numa urna ha 8 bolas azuis, 7 vermelhas e 5 pretas. Retirando-se simultaneamente 3

bolas, qual a probabilidade de:

a) as 3 serem azuis?
b) nenhuma das 3 ser vermelha?

* 20.23) Formam-se todos os anagramas da palavra SALARIO. Escolhendo-se um deles ao

acaso, qual a probabilidade de se obter um anagrama em que as duas letras A ndo estdo
juntas?

© 20.24) De um baralho de 28 cartas (4 naipes com 7 cartas cada) sdo retiradas simultaneamente

§ cartas. Determine a probabilidade de serem obtidas:

c) exatamente 3 cartas de ouros
d) no minimo 4 cartas de ouros

a) S cartas de ouros
b) 3 cartas de ouros e 2 de espadas

© 20.25) Num estoque de 20 camisas, ha 5 com defeito. Escolhendo-se ao acaso 6 camisas, qual a

probabilidade de que exatamente a metade delas seja defeituosa?

0 20.26) Num grupo de 12 profissionais ha 4 gedgrafos, 4 historiadores e 4 cientistas sociais.

Escolhendo-se, ao acaso, uma comissio de 6 pessoas, qual a probabilidade de haver
exatamente 2 de cada profissdo citada?

0 20.27) Duas etiquetas s3o sorteadas de uma caixa com n etiquetas, numeradas de 1 a n. Qual a

probabilidade de que as duas etiquetas escolhidas tenham nimeros consecutivos?
20.28) De uma urna com n etiquetas, numeradas de 1 a n, (n >4), sdo retiradas 3 etiquetas.
Sendo n um niimero impar, qual a probabilidade de serem obtidas 3 etiquetas com niime-

ros impares consecutivos?

20.29) Considere o determinante

X 1 1
D=lLy 2 -1
0 -3 2

Do conjunto {1; 2:3;4;5:65 51} sdo escolhidos dois numeros distintos para
ocuparem, respectivamente, os lugares de x e y em D. Qual a probabilidade de que os
nimeros escolhidos acarretem D = 0?

20.30) Considere o determinante

1
D=4

a

6

[

o N

Do conjunto {l; 2; 35:4; 53:6; 7} sdo escolhidos trés néimeros distintos para ocu-

parem, respectivamente, os lugares de a, b e ¢. Assim, sempre se terd a b, a*ceb# C.

Qual a probabilidade de que os trés niimeros escolhidos acarretem D = 0?
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Capitulo 4

Soma de
probabilidades

Vamos considerar a realizagdo de um experimento aleatério, de espago amos-
tral E, no qual se deseja observar a ocorréncia de um evento A ou de um evento B.

Para melhor nos situarmos, um exemplo: suponhamos que de uma urna com 30 bo-
las, numeradas de 1 a 30, seja extraida uma bola para se verificar a ocorréncia de
um multiplo de 2 ou de um multiplo de 3; estdo assim caracterizados o espago

amostral:

E=1{1;2;3,4,5,6;7;..;30} (ng = 30)
e os eventos ‘

A=1{2;4;6;8; ..; 30} (o, =15)

B = {3; 6;9; 12; ...; 30} (ng = 10)

Quando dizemos “observar a ocorréncia de A ou B estamos nos dispondo a
aceitar, como resultados favordveis, aqueles que correspondam ao sucesso:

19) somente de A (e ndo de B)

29) somente de B (e ndo de A)
39) de A e de B, simultaneamente

Assim, no exemplo acima, admitimos a ocorréncia de um nimero que seja
somente multiplo de 2 (2; 4; 8; 10; 14; 16; 20; 22; 26; 28), somente multiplo de
3(3;9;15;21; 27), e também de um maltiplo simultaneo de 2 e de 3 (6; 12;18;
24; 30), isto é, maltiplo de 6. )

Ora, se representarmos todas essas possibilidades através de diagramas

somente A somente B ; A eB
(maltiplo s6 de 2) (maltiplo s6 de 3) (multiplo de 6)
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fica evidente que observar a ocorréncia de A ou B equivale a observar a ocorréncia
da unido dos dois eventos, isto é, do evento A U B.

of(

AouB
(maltiplo de 2 ou 3)

Sendo assim, para calcularmos a probabilidade de ocorrer A ou B, lembramos
que:
NpAyB = DA * 0g - g
e dividimos ambos os membros dessa igualdade por n:

"AUB _"A , "B _DPAnB
RE. . ®E W ng
Obtemos, desse modo, a expressdo conhecida como regra da soma de proba-
bilidades ou probabilidade da unido:

PI&Q&’T’*‘ P[A] + P[B] - P[ANB]

onde lemos que a probabilidade de ocorrer o evento A ou o evento B é a probabili-
dade de ocorrer A mais a probabilidade de ocorrer B menos a probabilidade de
ocorrer A e B.

No exemplo, temos:

n 15
Babed ssp ) BIBY=CR oy

e, como AN B = {miltiplo de 6} (mnanp=5)P[ANB]= "AnﬂB = % Portanto,
E

a probabilidade de que a bola retirada possua um maltiplo de 2 ou de 3 é:
o6, 10 S' 200 2

PAUBl =35+ 35- 3530 =3

Observagdo — No caso em que AN B = ¢, dizemos que A e B sdo eventos
mutuamente exclusivos, isto é, se um deles ocorrer, o outro certamente nio
ocorrera.
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Nesta situagdo, como npp = 0, € claro que:

~ Como exemplo, consideremos uma lista de 20 diplomatas, dos quais 8 se en-
contram no Brasil, 6 em Angola e os demais em outros paises; escolhendo um dos
nomes ao acaso, a probabilidade de ele ser de um diplomata que se acha no Brasil
(B) ou em Angola (A) é:
8 6 14 7

P(BUA] = P[B] + P[A] = o + o= 5= 10

pois, evidentemente, o evento estar no Brasil e o evento estar em Angola sdo mutua-
mente exclusivos, isto §, ANB=¢ e P[ANB] = 0.

Exercicios Resolvidos

21.1) Numa caixa hia 100 parafusos e 50 porcas, cada uma das pecas embalada de modo a
torna-las indistingiifveis pelo tato. Metade dos parafusos e metade das porcas estdo
enferrujadas. Escolhendo-se uma pega ao acaso, qual a probabilidade de se obter uma
peca enferrujada ou um parafuso?

Solugdo
PERFEITAS ENFERRUJADAS
PARAFUSOS 50 50 100
PORCAS 25 25 50
75 75 g

O espago amostral E do experimento retirada de uma peca tem 150 elementos,
isto é, ng = 150.
Consideremos os eventos

A= {oconer peca enferrujada]’ e
B = {oconer um pmfuso}

Vemos, na tabela, que n, =75 e ng = 100.

Notando que a pega retirada pode ter as caracteristicas tanto do evento A como
do evento B, isto é:

ANB = {ocon'er parafuso enferrujado}
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21.2)

374

ondeny g =50, a probabilidade de ser escolhida uma peca enferrujada ou um parafuso é:

P[aAUB] = P[A] + P[B] - P[ANB] =
259 1081750 11285

=150~ 15, 150 150°. 6

Outro modo:

Podemos, também, resolver o problema utilizando o conceito de probabilidade
do evento complementar

Para tanto, basta entendermos que ocorrer peca enferrujada ou parafuso equivale
a ndo ocorrer porca perfeita.
Assim, se considerarmos o evento

C = {ocorrer porca perfeita}

1
(veja o diagrama), temos no = 25 e P[C] = m—?
Logo, a probabilidade procurada é
PlauBl=p[cl-1-Plc]l=1-1-=3

Numa sala estio reunidas 12 pessoas, entre elas José e Eustaquio. Escolhendo-se, ao
acaso, uma comissdo de 4 pessoas, qual a probabilidade de José ou Eustaquio pertence-
rem a essa comissao?

Solugio

O espago amostral E dessa experiéncia é o conjunto de todas as comissdes de 4

pessoas que podem ser formadas com as 12 participantes da reunidao. Portanto,

ng = Cizg
Considerando o evento A como aquele formado pelas comissdes das quais José
participa, temos
np = Cpy3
pois, fixado José, restam 11 outras pessoas para ocuparem as 3 vagas seguintes.
Considerando o evento B como aquele formado pelas comissdes das quais
Eustaquio participa, temos
ng = Cp 3
pois, fixado Eustiaquio, restam 11 outras pessoas para ocuparem as 3 vagas seguintes.

E evidente que o evento A NB ¢ aquele formado pelas comisses is quais
pertencem, simultaneamente, José e Eustiquio. Fixando ambos, restam 10 pessoas
para ocuparem as outras 2 vagas da comissdo; assim,

: nANB = Cio2
Logo, a probabilidade de se escolher uma comissdo a qual pertencem José ou
Eustaquio é
Pl[AUB] = P[A] + P[B] - P[ANB] =
_Cu3,Cus_Cip _
. " Cna Cna Cia

A7 ey a0
A g 1 e

21.3) Numa caixa ha 30 etiquetas, numeradas de 1 a 30. Retirando-se, simultaneamente,
duas etiquetas, qual a probabilidade de se obter um par de nimeros primos ou um par
de multiplos de 2?

Solugdo

O espaco amostral E dessa experiéncia é o total de pares de niimeros distintos
que podem ser formados com as 30 etiquetas. Portanto,

nE = Am’z
Seja A o evento formado por todos os pares de niimeros primos. Como entre
1 e 30 hd 10 nameros primos (2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29), o total de pares
possiveis é
np = A2
Seja B o evento formado por todos os pares de multiplos de 2. Como entre 1 e 30
ha 15 maltiplos de 2 (2; 4; 6; 8; 10; 12; 14; 16; 18; 20; 22; 24; 26; 28; 30), o total de
pares aumentados com esses nameros €
ng = Agsp
Devemos agora notar que ndo existe um par de nimeros que sejam simultanea-
mente primos e multiplos de 2, pois existe um s6 nimero pnmo milltiplo de 2: o
proprio 2. Assim, A e B sdo eventos mutuamente exclusivos, isto é, ANB = Q e
Pl[ANB]=0
Logo, a probabilidade de ocorrer um par de nimeros primos ou multiplos de 2 é:

P[AUB] = P[A] + P[B] =
A102+ Ax52 = 3 7 = 10

—_— s —

A2 Anz 29 29 29

Exercicios Propostos
©21.4) Numa urna hd 200 bolas numeradas de 1 a 200. Retirando-se, ao acaso, uma bola
qual a probabilidade de se obter:

a) multiplo de 2 ou multiplo de 57 c) multiplo de 23 ou multiplo de 13?

b) miltiplo de 7 ou multiplo de 11?
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©21.5) Numa urna hd 12 bolas brancas, numeradas de 1 a 12, e 18 bolas vermelhas, numeradas
de 13 a 30. Retirando-se a0 acaso uma bola, qual a probabilidade de

a) se obter bola vermelha ou niimero impar?
b) ndo se obter: bola branca ou niimero primo?

#21.6) Numa caixa ha 60 lampadas de 60 W e 100 lampadas de 100 W, todas em embalagens
iguais. Sabe-se que % das limpadas de 60 W e %das de 100 W estdo queimadas. Es-
colhendo-se, ao acaso, ‘duas limpadas, qual a probabilidade de ambas serem de 100 W
ou estarem queimadas?

¢ 21.7) Numa reunido do diretério de um partido estdo presentes 10 mulheres e 15 homens.
Metade das mulheres e % dos homens participaram da fundagdo do partido. Escolhendo-se
3 dessas pessoas ao acaso, qual a probabilidade de que as 3 sejam mulheres ou tenham
participado da fundagdo?

© 21.8) De um baralho de 52 cartas, 2 sdo sorteadas simultaneamente. Qual a probabilidade de
serem:

a) 2 cartas de copas ou 2 cartas vermelhas?
b) 2 cartas de copas ou 2 de ouros?
c) 2 cartas de espadas ou 2 ases?

+21.9) Sejam A e B dois eventos de um mesmo espago amostral, de probabilidades plA] =

=—:— e P[B] =-1% e tais que P[A ﬁB]:—;—. Calculeasprobahiﬁdades dos eventos:
a) AUB
b) AUB
c) ANB
d) ANB

®21.10) Uma estagdo meteoroldgica informa que, para um certo dia, a probabilidade de chover é
60%, a de “‘fazer frio” é 65% e a de chover e fazer frio é de 35%. Determine, para esse
dia, a probabilidade de:

a) chover ou fazer frio
b) ndo chover e ndo fazer frio
© c) chover e ndo fazer frio
AV «. d) ndo chover e fazer frio
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Capitulo

Produto de
probabilidades

V4. J

22.1 — EXEMPLOS INICIAIS

Vamos, agora, considerar experimentos aleatérios cuja realizagdo se desenvolve
em etapas, como por exemplo:

Experimento 1: langar um dado e, em seguida, uma moeda, observando o niimero
e a figura obtida nas faces superiores. Temos:

primeira etapa: langar o dado
segunda etapa: langar a moeda

O espago amostral dessa experiéncia é

E=1{1;C); (1;K); (2;C) (2;K); (3;C); (3;K);
4;C); 4;K); (5;:C); (5;:K); (6; C); (6; K)}

onde C = cara e K = coroa e ng = 12.

Experimento 2: de uma urma com 3 bolas brancas e 2 vermelhas, retirar duas
bolas, uma apés a outra, sem reposi¢do da primeira bola retirada, observando a cor
de cada uma delas. Temos:

primeira etapa: retirar a primeira bola
segunda etapa: retirar a segunda bola

O nimero de elementos do espago amostral E dessa experiéncia pode ser
obtido com o auxilio do Principio Fundamental da Contagem: na retirada da pri-
meira bola, temos 5 possibilidades; na segunda, como ndo hi reposi¢do da bola re-
tirada anteriormente, temos 4 possibilidades. Assim, ng =5-4 =20,

De fato, representando por B,, B,, B; as bolas brancas e por V,e V, as ver-
melhas, o diagrama de drvore da pdgina seguinte fornece todos os resultados possiveis:
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22 RETIRADA
J B, TE {_(Bl;Bz) 1:
B; St I (By;Bs3)
<Vx R | (Bi;Vy) |
v, T A o : (By;V3) :
B, A | (B2;By) |
B, e S l (B,; B3) :.':';
Vit T T <0 o V2 g
vV, ——y I (Ba;V2) | &
B, —Sininl = (B3; By) : 2
B, e ! (B3; By) | a"?
Vi eSS BT I (Bs; Vi) :.8
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22 RETIRADA

E claro que, estando os espagos amostrais construidos, podemos calcular pela
defini¢do as probabilidades de quaisquer eventos dessas experiéncias. Assim, consi-
derando:

® no experimento 1 0 evento A: ocorrer niimero maior que 4 e cara, temos:
A = {(5; ¢); (6; ¢)}

n, = 2 e, portanto, P[A] =:—;= %:%

® no experimento 2 o evento A: ocorrer duas bolas brancas, temos:
A = {(By; B); (By; B3); (B; By); (B2; By); (Bs; By); (B; By}
6 3

A
n, = 6 e, portanto P[A] =¥= il
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No entanto, € possivel chegar a tais resultados sem que os espagos amostrais
sejam construidos, utilizando apenas as etapas que completam o experimento.

22.2 — PROBABILIDADE CONDICIONAL

Exemplo

Consideremos o seguinte experimento. Em uma escola h4 alunos brasileiros
e alemaes, dos quais alguns falam somente a sua lingua de origem, enquanto outros
falam portugués e alemdo. O quadro abaixo dé a distribui¢do dos alunos conforme
essas qualificagGes

52 falam s6 portugués
38 falam as duas linguas

ataiialne 43 falam s6 alemdo
87 falam as duas linguas

brasileiros {

O experimento consiste em sortear um estudante.
O espaco amostral E constitui-se de 220 elementos, que sdo todos os estu-
dantes: np = 220.

Fixemos dois eventos:

A:o estudante sorteado fala as duas linguas

B:o estudante sorteado é alemdo

O evento A é formado pelos 38 brasileiros que falam as duas linguas, junta-
mente com os 87 alemdes também bilingiles: n, = 125.

O evento B € formado por todos os alunos alemaes: ng = 130.

Assim,
_my 125
P[A] = & = 75 56.8%
_bhg _130
P[B] " =500 = 59,1%

A figura seguinte ilustra a situagdo esquematicamente. Note que um evento
ndo exclui o outro,ou seja, AN B # ¢. A intersecdo dos dois eventos € constituida
pelos resultados em que o estudante sorteado fala as duas linguas e é alemdo. Cal-
culemos também a probabilidade deste evento. Temos: n, ~p = 87,
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donde

Fixemos agora um terceiro evento, que de certa forma relaciona os dois an-
teriores:

C: ocorrer no sorteio um estudante alemao, szbendo que o estudante sorteado

fala as duas linguas
ou, em outras palavras:

C: ocorrer o evento B, supondo que ji ocorreu o evento A

Indicaremos este novo evento pela nota¢do C = B/A, que pode ser lida “C é o
evento B condicionado a ocorréncia de A”.

Calculemos a probabilidade deste evento.

O fato de estarmos supondo que ji ocorreu A altera o conjunto dos resultados
possiveis. De fato, jd ndo tem sentido incluir no espago amostral um resultado em
que o estudante so fale portugués ou so fale alemdo. Devemos portanto restringir
o espaco amostral aqueles resultados em que o estudante sorteado fala as duas
linguas. Mas isto corresponde exatamente a considerar o proprio conjunto A
como sendo o novo espaco amostral E; :

nEl = nA = 125

A = E; E

Assim, passam a nos interessar
somente os resultados do evento B
que estejam no conjunto A. Em ou-
tras palavras, so nos interessam os
elementos do conjunto A N B. Por-
tanto,
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nanpg 87
=P =—AYB - _550%
P[C] [B/A] n, 125 69,6%
Da mesma forma, podemos considerar o evento:
D: ocorrer no sorteio um estudante que fala as duas linguas, sabendo que o
estudante sorteado é alemdo
Neste caso, D = A/B, isto é, “D é o evento A condicionado a ocorréncia de
B”. No cdlculo da probabilidade deste evento, o novo espago amostral E, a ser con-
siderado € o préprio conjunto B e temos:

P[D] = P[A/B] = B=-E;
A
Llarip 8 -
T 66.9%
| E
Definicao

Sejam A e B dois eventos (A # ¢) do mesmo espago amostral E.
Chama-se probabilidade de B condicionada a A e se indica por P[B/A] o
nimero dado por :

/ n
P[B/A] = —ACE
2 9% A5 A‘ WS

Exemplos

1) No experimento considerado acima, onde um estudante é sorteado, consi-
dere os eventos:

A: sortear um estudante brasileiro

B: sortear um estudante que fala alemdo.

Vamos calcular P[A], P[B], PI[A N B], P[A/B] e P[B/A]. Temos:

nE =220

n, =naimero de brasileiros = 90

ng =namero de brasileiros que falam alemdo mais 0 nimero de alemaes =
=38 + 130 = 168
nanp = namero de brasileiros que falam alemdo = 38
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: THg
Assim, P[A] = ny - 220 40,9%
ng 168 it
P[B] =330 = 76,4%

2) No experimento que se constitui do langamento de um dado e uma moeda,
sejam os eventos:

A: ocorrer no dado um niimero maior que 1

B: ocorrer um nimero impar no dado e cara na moeda

Calculemos: P[A], P[B], P[A N B], P[A/B] e P[B/Al

Temos ng =12 e

A=1(2;0; (2,k; Bic); 3;k); (4;0; (4:k);
(5;¢); (55k); (65¢); (6;K)}  (ny =10)

B=1{(1¢); 3¢ (5;¢)}  (ng =3)

ANB = {(3;¢c); (5; ) (nanp = 2)
Assim, P[A] =:—: = %:Z_
P(B] ="_"=T3.'2_=‘1t
P[AﬁB]—n:—:B=-12_2=%
PA/B] ="ﬁ%=§
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22.3 — PROBABILIDADE DA INTERSECAO

O conceito de probabilidade condicional examinado no item anterior, encon-
tra sua mais importante aplica¢gdo no calculo da probabilidadeda intersecio de
dois (ou mais) eventos. Basta considerar a dedugdo seguinte, onde A e B sdo eventos
quaisquer (A # ¢) de um mesmo espago amostral' E. Temos:

NANB

_n nB_(T>_ﬂAnBl
P[B/A] = —ADB - = —Fa]

Ny na
("E)

donde

P[A N B] = P[A] - P[B/A]

Exemplo

De uma urna com 13 bolas brancas e 7 vermelhas sdo retiradas duas bolas
sucessivamente, sem reposi¢cdo da primeira. Calculemos a probabilidade de o resul-
tado ser formado por duas bolas brancas. Para isso, consideramos dois eventos:

A sair bola branca na 12 retirada

B: sair bola branca na 22 retirada

E claro que desejamos calcular P[ANB], o que se faz com a férmula
acima. Temos, imediatamente, P[A] = —;% ;

Para obter P[B/A], imaginemos que jd foi retirada a 12 bola e que ela é
branca e calculemos a probabilidade de sair também branca a 22 bola. Ora, nesse
caso a urna passa a conter 12 bolas brancas e 7 vermelhas e temos:

PB/A] = %

k¥ 12
2—0' EE 41,1%

Se desejarmos a probabilidade de ser sorteada bola vermelha na 12 retirada
e bola branca na 22 retirada, teremos:

Assim, P[A NB] = P[A] - P[B/A] =

12 retirada A = sair bola vermelha

b 13 brancas
> 7 vermelhas

PlA] = -210
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22 retirada B = sair bola branca

{ 13 brancas
urna:

6 vermelhas
13
P[B/A] = 5
7213
Portanto, P[A N B] = P[A] - P[B/A] = 3. 179 = 23.9%

Eventos em etapas

O problema de calcular a probabilidade da intersecdo de eventos aparece
freqiientemente quando a realizagdo do experimento se desenvolve em etapas.
Cada etapa € por si s uma experiéncia aleatéria. A probabilidade de um evento
pode ser calculada multiplicando-se as probabilidades dos eventos parciais que cons-
tituem cada etapa. O Gnico cuidado a tomar é calcular a probabilidade de cada
evento parcial supondo que os anteriores jdé ocorreram, isto €, calcular suas pro-
babilidades condicionais.

Exemplos

a) De um baralho sdo retiradas, sucessivamente, duas cartas, sem reposi¢ao
da primeira. A probabilidade de ocorrer duas cartas de espadas pode ser calculada
assim:

12 retirada A = sair carta de espadas

) 13 espadas
haraibo: { 39 outros naipes
13 1
PAl= 3 = ¢
23 retirada B = sair carta de espadas
TN 12 espadas '
39 outros naipes
12 4
P[B/A] =31~
P[A N B] = P[A] - P[B/A] =~ - = = =
4 17 -7
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b) No exemplo ao lado, retiram-se sucessivamente 5 cartas, sem reposigdo. A
probabilidade de ocorrer nas duas primeiras retiradas cartas de ouros e, nas trés
altimas, cartas de copas, pode ser calculada assim:

Retirada 18 G 4 32 42 52
13 ouros 12 ouros 11 ouros 11 ouros 11 ouros
Baralho 13 copas 13 copas 13 copas 12 copas 11 copas
26 outros 26 outros 26 outros 26 outros 26 outros
Evento sair ouros sair ouros sair copas sair copas sair copas
1 13 12 13 12 11
Probabilidade == e T . L S -
: hs5 | P s Ps=50 P4=29 Ps=48

A probabilidade pedida ¢é

1B 12 13 12 11
P=P1'P2'P3'P4'Ps=§§°§l—-§6-Z§-ﬁ§0,09%

Note que, em cada retirada (a partir da 2%) a probabilidade que calculamos
é condicional, pois ao considerarmos o baralho modificado, estamos automatica-
mente supondo que os eventos de etapas anteriores jd ocorreram.

Exercicios Resolvidos

22.1) Numa caixa hd 10 parafusos, 4 dos quais enferrujados. Retirando-se, ao acaso, dois para-
fusos com reposi¢do, qual a probabilidade do primeiro estar enferrujado e o segundo
ndo?

Solucdo
Na primeira retirada, temos o evento
A; = 1parafuso enferrujado}, onde np = 4; a probabilidade desse evento é
A R
Ll T R
Na segunda retirada, como houve reposi¢do, temos novamente 10 parafusos. O
evento dessa retirada é Ap = {parafuso niao enfen'ujado}, onde n g 6. Sua probabili-

5 6 3
dade € pp = 05"
A probabilidade de ocorrerem A; e A, é, entdo

2 3 _ 6
P=p*P2=5°5"35
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22.2)

22.3)
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Um edificio tem 12 andares e 3 apartamentos por andar. Uma pessoa quer encontrar
um parente que mora nesse edificio, mas ndo sabe o andar nem o apartamento que
deve procurar. Se ele escolher ao acaso um andar e, nesse andar, um apartamento, qual
a probabilidade de acertar o local desejado?

Solucao
Temos duas etapas: escolher o andar e, em seguida, um apartamento.
Na primeira temos o evento
Ay = {andar certo},

cuja probabilidade é p; = —i-li- .
Na segunda, temos o evento

Ay = {apartamento certo},

cuja probabilidade é p; = -:1;-

Portanto, a probabilidade de ocorrerem A; e Aj é

otk 1
P=mm=y3°3°3%

De um grupo de 10 homens e 15 mulheres escolhemos, a0 acaso, duas pessoas, uma apos
a outra. Qual a probabilidade de

a) a primeira ser mulher e a segunda homem?
b) que as duas sejam mulheres?

Solucdo
Nos dois casos, quando da primeira escolha, temos 25 pessoas disponiveis;

ja para a segunda, dispomos de 24.

a) A probabilidade do evento Ay = {a primeira é mulher} é P = ;—: = %

Supondo que a primeira é mulher, entre as 24 restantes temos ainda 10 homens.
Portanto, a probabilidade do evento A; = {a segunda € homem} é p2= %: 122'
Logo, a probabilidade de A; e A, é

oy A
273

b) A ocorréncia de duas mulheres se compdem dos eventos

3
ok e

—_—

A; = {a primeira é mulher},

cuja probabilidade é p; = 3 e

5
Az = {a segunda é mulher}
Supondo que a primeira é mulher, entre as 24 restantes temos agora 14 mulheres.

Portanto, p3= %z—: 112—

Logo, a probabilidade de A; e A3 é

© S/ 7
DT PyUPgs g gy

—

22.4) De um baralho de 52 cartas sdo retiradas, sem reposicdo, 3 cartas. Determine a probabi-
lidade de se obter:

a) 3 ases
b) 3 cartas de ouros

Solucio

a) 19 retirada: temos 4 ases em 52 cartas; a probabilidade de se obter um as é

st
M5 13!
29 retirada: supondo que a primeira carta obtida foi um ds,como ndo ha reposi¢ao

temos 3 ases em 51 cartas. A probabilidade de se obter o segundo as é p, =—53T= 117- .

3% retirada: supondo que as duas primeiras cartas foram ases, temos 2 deles em

50 cartas. A probabilidade de se obter o terceiro s é p3 = SLO = 715— s

Logo, a probabilidade de se obter 3 ases é

S A g e Topyis L 0
ot R Bl e e (e v

b) com raciocinio andlogo ao item a, tendo inicialmente 13 cartas de ouros, escreve-

mos:
a 2 . 13 1
19 carta de ouros: - probabilidade p; = T
121 084

2% carta de ouros:  probabilidade p2 =57 = 13

39 carta de ouros: probabilidade pj3 = %(1)—

Logo, a probabilidade de serem obtidas 3 cartas de ouros é

s S SR ¢ e

el o A e

22.5) Numa umna hd 8 bolas azuis, 5 amarelas e 7 vermelhas. Retirando-se, ao acaso, duas
bolas, com reposigdo, qual a probabilidade de resultarem as duas da mesma cor?
Solugio

Como o enunciado ndo especifica a cor, podemos ter a ocorréncia de duas bolas
azuis (evento A) ou duas amarelas (evento B) ou duas vermelhas (evento C).

E evidente que A, B e C sdo eventos mutuamente exclusivos; portanto, a proba-
bilidade pedida serd

p = p[a] + p[B] + P[cC]
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Temos, entdo, notando que ha reposi¢do da primeira:

19)  Para duas bolas azuis (A)

® probabilidade da primeira ser azul: p; =

® probabilidade da segunda ser azul: p; =

Bleo S

4

2
Logo, P[A]=pi-p2=%- 3

w|

29)  Para duas bolas amarelas (B)

® probabilidade da primeira ser amarela: p3 =

e =

® probabilidade da segunda ser amarela: pg =

8lo 8w

1 1
Logo, P[B]=p;3-ps b dk Sl i 4

3%  Para duas bolas vermelhas (C)
® probabilidade da primeira ser vermelha: ps = ol

® probabilidade da segunda ser vermelha: pg = 20

ot
20 ~ 200

Finalmente, a probabilidade de que as duas bolas sejam da mesma cor é:

. N3
16 ~ 400 - 200

Logo, P[C] = ps- pg = 575 .

P=Pla]l + P[B]+P[C]=%+

Exercicios Propostos

¢ 22.6)

e 22.7)

*22.8)
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Langando-se um dado e uma moeda, qual a probabilidade de se obter niimero primo
e coroa?

Numa urna ha 4 bolas pretas, 3 brancas e 8 vermelhas. Retirando-se ao acaso duas bo-
las, com reposi¢do, qual a probabilidade de resultarem:

a) a primeira branca e a segunda vermelha?
b) a primeira preta e a segunda ndo preta?
c) duas vermelhas?

Numa estante ha 20 livros, 6 dos quais faltando paginas. Escolhendo-se ao acaso, sem
reposicdo, dois livros, qual a probabilidade de ocorrerem:

a) um livro perfeito e um defeituoso?
b) dois livros perfeitos?
c¢) dois livros defeituosos?

022.9)

122.10)

© 22.11)

$22.12)

©22.13)

©22.14)

©22.15)

¢ 22.16)

0 22.17)

« 22.18)

Num edificio de 12 andares, com 14 apartamentos por andar, existem 5 andares com
3 apartamentos desocupados cada. Todo o resto do edificio estd ocupado. Esco-
Ihendo-se ao acaso um andar, e nele um apartamento, qual a probabilidade de se chegar
a um apartamento desocupado?

Langando-se um dado 3 vezes, qual a probabilidade de ocorrer nimero menor que
5 nas 3 vezes?

De um grupo de 18 estudantes, 6 fazem Engenharia, 6 Medicina e 6 Economia. Es-
colhendo-se, um apds o outro, 3 estudantes, qual a probabilidade de:

a) todos fazerem Medicina?
b) o primeiro fazer Medicina e os outros dois Engenharia?
¢) o primeiro fazer Medicina, o segundo Engenharia e o terceiro Economia?

De um baralho de 28 cartas (os 4 naipes, com cartas do ds ao 7) sdo retiradas, com re-
posicdo, 4 cartas. Qual a probabilidade de se obter:

a) 4 cartas de paus?
b) 4 cartas vermelhas?
c) 4s, 5,6 e 7 nessa ordem?

Um volante de loteria esportiva é preenchido com 2 palpites duplos, 3 triplos e os
8 restantes simples. Considerando-se apenas o acaso, qual a probabilidade de se acertar
os 13 jogos?

Um volante de loteria esportiva é preenchido com dois palpites triplos, quatro duplos e
quatro simples preenchidos pela logica. Os trés restantes, bem como os duplos, sdo preen-
chidos ao acaso. Se ocorrer a logica, qual a probabilidade de se fazer 13 pontos?

Numa sala ha duas urnas. Na primeira hi 6 bolas brancas e 4 pretas; na outra ha §
brancas, 3 pretas e 4 vermelhas. Escolhe-se uma urna ao acaso e dela retira-se, a0 acaso,
uma bola. Qual a probabilidade dessa bola ser branca?

Numa urna ha 6 bolas brancas, 4 pretas e 5. vermelhas. Retirando-se, ao acaso, sem re-
posigdo, 3 bolas, qual a probabilidade de todas terem a mesma cor?

H4 18 bolas em uma urna, sendo 9 vermelhas e 9 amarelas. Uma pessoa retira uma bola
a0 acaso, e a esconde. Para adivinhar a cor da bola retirada, utilizo a seguinfe estra-
tégia: sorteio uma segunda bola dentre as 17 que restaram na urna; se é vermelha, digo
que a primeira bola retirada é amarela; se é amarela, digo que a primeira é vermelha.
Qual a minha probabilidade de acertar?

Numa caixa ha 4 urnas iguais. Na primeira urna ha 4 anéis de brilhante e 2 de vidro; na
segunda hé 5 anéis de brilhante e 1 de vidro; nasterceira hd 3 anéis de brilhante e 3 de
vidro; na quarta ha 2 de brilhante e 4 de vidro. Escolhe-se uma urna ao acaso e dela
retira-se um anel. Qual a probabilidade dele ser de brilhante?
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Capitulo

Distribuicao
binomial

23.1 — INTRODUCAO

Neste capitulo, vamos considerar exclusivamente as situagdes em que um de-
terminado experimento aleatério é repetido n vezes, sempre em idénticas condi-
¢Oes, de maneira que em cada vez que tal experimento é realizado, a probabilidade
de ocorrer um evento A é sempre a mesma. Situa¢des como:

— langcar uma moeda 6 vezes e, a cada langamento, observar a face superior.
Temos n = 6 e, por exemplo, a probabilidade de ocorrer o evento

A = {cara} é, em cada vez, P[A] = %

— langar um dado 7 vezes e, a cada lancamento, observar a face superior.
Temos n = 7 e, por exemplo, a probabilidade de ocorrer o evento
A = {nimero maior que 2} é, em cada vez, P[A] =%= %

— numa prova com 10 testes (5 alternativas cada, uma s6 correta), um
aluno “‘chuta” todos (isto €, assinala a0 acaso uma alternativa) e observa
se acertou ou errou cada teste.

Temos n = 10 e, a cada “chute”, a probabilidade de acertar (A) é P[A] =é—.

O problema que aqui nos propomos resolver é o de calcular a probabilidade

de ocorrer o evento A em k das n vezes que o experimento se repete (k < n).

Para isso, vamos partir da solugdo de um exemplo:

Analisando seus antecedentes genéticos, um casal descobre que a pro-
babilidade de ter um filho de olhos verdes é:;—

tenda ter 5 filhos, qual a probabilidade de 3 deles terem olhos verdes?
Vemos que, das n = 5 vezes que o fato ter um filho deve se repetir, o evento

A = {filho de olhos verdes}

. Supondo que esse casal pre-
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deve ocorrer trés vezes (k = 3). Portanto, devemos supor que nas outras duas
vezes ndo ocorra filho de olhos verdes, o que representa o evento complementar de
A. .

Para o nascimento de cada filho, temos:

PIAl=1 e PIAl=1-PlAl=1

Vamos, inicialmente, calcular a probabilidade de que os trés primeiros filhos
tenham olhos verdes. Isso corresponde a ocorréncia dos eventos sucessivos:

primeiro filho de olhos verdes (A)
segundo filho de olhos verdes (A)
terceiro filho de olhos verdes (A)
quarto filho de olhos ndo verdes (A)
quinto filho de olhos ndo verdes (A)

Pela regra do produto de probabilidades

1= 29 39 49 52

! 7 I 1
probabilidades: E —;— % N T ry E

temos que a probabilidade V dos trés primeiros terem olhos verdes é
V = P[A] - P[A] - P[A] - P[A] - P[A] = P[AP - P[A] =
. (1) e 3
~\8 8

No entanto, como o problema ndo especifica em que ordem devem' ocorrer
os tipos de olhos verdes temos vérios outros modos de considerar a distribui¢do
desses trés entré os cinco filhos. Eis alguns deles:

1% 20 - 40 59

A A A A A

1? 29 39 49 50

3N



19 29 30 49 59

>l
>
>l
>
>

¢

Notemos que, para cada um desses modos, temos probabilidade de ocorrer
trés filhos de olhos verdes; e ela é sempre igual & probabilidade V dos trés primeiros
terem olhos verdes: P

e (3) ()

Sendo assim, a probabilidade P de ocorrerem trés filhos de olhos verdes
(em qualquer ordem) ¢ igual ao produto de V pelo total de maneiras possiveis de
se distribuir o evento A em 3 das 5 posigdes.

Ora, sabemos que o0 namero de modos de se escolher 3 das 5 posi¢oes é dado por

5
Csa= < : ) . Portanto, temos finalmente:

e R (g) PIA - PIAJ

ou seja,
$\ /TN f1%e - 1715
o g (3)(?) (E) BT

Resolvido o exemplo proposto, onde tinhamos n = 5, k = 3, P[A] =%e

PlA] =%, observemos que a probabilidade obtida
S\[7\3/1)\3
r-(3)(5) )

P- ( ,’:) PIAIX - PIA"*

pode ser escrita

Percebemos, entdo, que esta expressdao corresponde a um dos termos do de-
senvolvimento do Bindmio de Newton

xFay

onde a =P|A] e x =P[A], devendo-se a esse fato a denominagdo distribuicio
binomial de probabilidades.
Vamos, entdo, ao enunciado e resolu¢ao do caso geral
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Demonstracao

Como o evento A deve ter sucesso em k das n vezes, nas n - k vezes restantes
ndo deve ocorrer A ou seja, deve ocorrer 0 evento complementar de A, cuja pro-
babilidade ¢é

P[A] = 1 - P[A]
Suponhamos que A ocorra nas k primeiras tentativas, ou seja, calculemos a
probabilidade dos eventos sucessivos

ocorrer A na primeira tentativa

ocorrer A na segunda tentativa

ocorrer A na k-ésima tentativa
nao ocorrer A na k + 1-ésima tentativa

ndo ocorrer A na n-ésima tentativa

Pela regra do produto de probabilidades

E 2 3 k? k+1)? n?

A A A A A A

I { l 1 l 1
probabilidades: E P[A] P[A] P[A] P[A] P[K] P[A] !

temos que a probabilidade R de ocorrer A nas k primeiras tentativas ¢é

R = P[A] - P[A] - P[A] ... P[A] - P[A] ... PIA]

k vezes n - k vezes

ou seja, R = P[AI¥ . P[/T‘]“'k
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No entanto, A ndo deve ocorrer necessariamente nas k primeiras tentativas,
mas em quaisquer k das n posi¢Bes possiveis. [

Para cada uma das distribuicGes de A e A temos uma probabilidade igual a
R, pois os niimeros de vezes que devem ocorrer A e A §, sempre, k e n - k, res-
pectivamente. Portanto, a probabilidade P de ocorrer k vezes A é igual ao produto
de R pelo total de maneiras de se distribuir o evento A em k das n posicdes.

Como esse total é dado pelo niimero de combinagdes de n elementos tomados

k ak, isto é, Cpx = (E), vem, finalmente

P= Cn’k - R
ou seja,

P= (;) P[A . P[A]™K
Exercicios Resolvidos

23.1) Lancando-se uma moeda 6 vezes, qual a probabilidade de ocorrer 4 vezes cara?
Solucdo
Temos n = 6 e k = 4.
Em cada langamento, a probabilidade de sucesso do evento A = {cara} ¢

P[A] = —;— . Consegiientemente, a probabilidade de nio ocorrer cara é P[A] =

1.1
2icc 2 °
Logo, a probabilidade de ocorrer 4 vezes cara é

e (g) P[AF-P[A] - (2)(%)4(%2 - &

23.2) Num exame de 10 testes (5 alternativas cada, uma sé correta), um aluno “chuta” os
10 testes. Qual a probabilidade dele acertar a metade? (Escreva a resposta em porcen-
tagem.)

Solucdo

=1

Temosn=10ek = 5.
A probabilidade de acertar um teste é P[A] = % e a de ndo acertar é P[A] =
4
=1 -P[a] =5

Logo, a probabilidade de acertar a metade deles é

2 (’50) P[AJ - p[A]10*S =’(15°) (%)5 . (‘;—)5 =~ 0,0264,

portanto 2,64%.

394

23.3)

ando-se um dado 5 vezes, qual a probabilidade de ocorrer o niimero 6 no minimo

3 vezes?
Solugio
Temos n = 5 e, a cada langamento, a probabilidade de ocorrer o evento
' A =16}

= > 5
e P[A] =%, e a de ndo ocorrer o nimero6é P[A] = 1 - P[A] =5"

Como queremos a probabilidade de sucesso de A no minimo 3 vezes, devemos
considerar a ocorréncia do nimero . 6. exatamente 3 vezes, ou 4 vezes ou 5 vezes:

19) probabilidade de ocorrer A 3 vezes (k = 3):

ne(3) () () - Fe

29) probabilidade de ocorrer A 4 vezes (k = 4):
SAAY[S)\ 8
P=14)()\5) "%

39)  probabilidade de ocorrer A 5 vezes (k = 5):

re (3)(E) () -

Logo, a probabilidade de ocorrer A no minimo 3 vezes é
P = P| ¢ P2 + P3
=10X52+52+1 23

66 65 66 1296

n

Exercicios Propostos

23.4)

23.5)

23.6)

Langando-se uma moeda 10 vezes, determine a probabilidade de ocorrer:

a) cara na 82 vez e T
b) cara na 82 vez, sabendo que nas 7 primeiras jogadas ocorrem cara
c) 3 vezes cara

Supondo que um casal pretenda ter 4 filhos, e que nio haja nascimento de gémeos,

qual a probabilidade de 2 dos 4 filhos serem do sexo feminino?

Langando-se um dado 6 vezes, qual a probabilidade de ocorrer

a) 4 vezes o numero 1?

b) 2 vezes nimero primo?

¢) 6 vezes nimero menor que 3?

d) nenhuma vez nimero menor que 3?
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23.7)

23.8)

23.9)

23.10)

396

Um casal sabe que a probabilidade dele ter um filho de cabelos pretos é% Supondo
que o casal pretenda ter 4 filhos, qual a probabilidade dele ter no miximaldois filhos
de cabelos pretos?

Uma prova consta de 10 testes (com 4 alternativas cada, uma so correta). estudante

“chuta” os 10 testes. Qual a probabilidade dele acertar no minimo 7 testes

Numa caixa de controle ha 10 interruptores, cada um comandando um ci
Cada circuito tem probabilidade de 20% de queimar ao ser acionado. A
interruptores, qual a probabilidade de no maximo dois circuitos resultarem queimados?

Numa sala de espetaculos ha 26 lugares mas todos os dias sio vendidos 30 ingressos.
Em cada dia, a probabilidade de cada pessoa (que adquire ingresso), ndo comparecer a
fungdo € 10%. Qual a probabilidade de, num certo dia, a sala ficar com superlotagio
(mais que 26 pessoas)?

Exercici

VIL1

VIL.2

VIL4

VIL.S

VIL6

Suplementares

{4
%

Uma urna contém 10 bolas, indiscerniveis ao tato, numeradas de 0 a 9. Retira-se uma
bola ao acaso. Quais sdo as probabilidades para que a bola tirada porte um niimero divisi-
vel por 2; por 3; por 6?

Duas urnas A e B, semelhantes a urna do paragrafo anterior, sio colocadas lado a lado;
retira-se uma bola de A e depois uma bola de B, e forma-se o nimero cujo algarismo das
dezenas é o namero tirado de A e o algarismo das unidades, o niimero tirado de B.
Qual é a probabilidade para que o niimero assim obtido seja divisivel por 3?

Uma urna contém n bolas, numeradas de 1 a n. Extrai-se uma bola. Qual é a probabi-
lidade para que o nimero nela desenhado:

a) seja divisivel por 6 ou por 9

b) seja divisivel por 6 e por 9

Caso particular: n = 100

Quatro urnas A, B, C e D contém, cada uma, cinco bolas idénticas, numeradas de 1 a 5.
Extrai-se uma bola de cada urna. Qual é a probabilidade P, para que 3 seja 0 maior nime-
ro extraido?

Seja a equagdo do 29 grau:
X2 +px +q =10 (1)

Os coeficientes p e q sdo determinados, respectivamente, por duas jogadas sucessivas de
um dado perfeito, cujas faces sio numeradas de 1 a 6.

Determine as probabilidades dos eventos:

a) a equagdo (1) admite raizes reais distintas

b) a equagdo (1) admite uma raiz dupla

¢) a equagdo (1) ndo admite raizes reais

Uma urna contém n bolas brancas, n + 2 bolas pretas e 4 bolas verdes (n > 0).

Um jogador tira uma bola ao acaso (cada bola tem a mesma probabilidade de ser tirada):

1)  Seela é branca, ele ganha

29)  Seelaé preta, ele perde

39) Seele é verde, ele retira outra bola ao acaso (sem repor a verde): ele ganha se
esta é branca; se ndo, ele perde.

Qual é, em fun¢do de n, a probabilidade P, para que o jogador ganhe?

Dispomos de trés dados A, B e C ndo viciados.

O dado A porta sobre uma face o nimero 3, sobre trés faces o niimero 4 e sobre duas
faces o nimero 5.

O dado B porta sobre duas faces o nimero 4 e sobre quatro faces o numero 2.

O dado C porta sobre cinco faces o nimero 4 e sobre uma face o nimero 2.
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Lancam-se simultaneamente os trés dados. Qual é a probabilidade para obter:
a) trés numeros iguais;

b) o conjunto de nimeros: {2; 4; s};

c) trés numeros cuja soma é S e tal que S > 12.

VII.7 Numa loteria de 6 nimeros, designa-se por P(k) a probabilidade de se tirar o niimero

k 1<k<6). : RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS
Spfew. . M) 2 Pe)T P02 P T Y -

Pratica-se uma Unica tiragem e designa-se com A o evento: “o nimero ﬁrado é maior
ou igual a 4”; seja P(A) a probabilidade de A. §

Determine a e b para que P(A) = 1% 5

Capitulo 1

1.4) a) m.n.
b) ag = 407, ap, = 850, ajp = 517, amp = 1000

1.5) 2X3 ou 3Xx2

16) n2-n
1.7) 12
1.8) [2 1
5 2
% 5
19 [o 1 11
10 2 2
1 20 3
1 230
=
1100 [4 3 3 3
6 10 6 6
9 9 18 9
1.11) 14
1.15) 0 3 45
_.t_|3 05 6
A=A 4 50 7 A é simétrica
56 70
1 3 36
l.l6)a=-2—,b=7,c- 3
1.17) sim
1.18) 6
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Capitulo 2

2y oy -1 2
I
9 0 6

212) y=1 e x =

2.13) a) [-24 -24 -24]

b) -

2.14) Seja A = [aj].

a-A+fB-A-= a[aij] + ﬁ[aij] = [aaij] + [ﬁaij] = [aaij + ﬁaij] =

b)

—
[
—

—
—
—

5506 4
=56l 9
24

T

33

T 17

8

1

= [@ + Bajjl = @+ P [ajl =@+ P - A

2.15) 1 1]
x:
g b
L

2.16)

olw

2
(=¥
(=]
(=}

o M‘-—

0

2.17) Se A = [aij]. Bi= [bij] e A+B-= [Olij], entdo tem-se Qjj = ajj + bij-

tr(A + B)

400

2 Qi =

j=1
tr(A) + tr(B)

<
1l

ST

Njw o

|

o wuin
o ulw o
wlvw o o

(ajj + bjj) = Z

n n
i=1 i=1

O
~
|
coco

n
ajj + Z bjj =
i=1

c oo
(===}

2.18)

2.19)

2.20)

2.21)

2.22)

2:23)

2.25)

2.26)

2:37)

2.38)

2.39)

2.40)

2.42)

Sel A = [ajj] e A= [bjjl, entdo bjj = aji.
Sejam QA = [cij] e (@A)t = [dij]. Entdo
@At = [d] = [cji] = [eaji] = alaji) = alvjj] = aat

Co A -B= A+ (-1)B, temos
(A -B)t = (A + (-1)B)t = At + ((-1)B)t = At + (-1)Bt = At - Bt

Seja B = A - Al. Entdo
Bt:(%-At)t=At_(At)t=At_A=_B

a) 2><!;4 b) 1 x4 ¢ 2 x4
b4 <3
AB:[G 16]
00
8 = [0 0]
a) ,n_ [0 0 4 6 0 2
AB'[OO] I ol SC
1% %1 4 -3
i 66,52

b) _|-3 3 -5 < 2
AB = [10 0 —6]‘ BA ndo existe

Cy =24, Cp3 =13
0o ol
x-[5 4]

3b = 2c = 6(a - d)

Se A ¢ involutiva entdo A2 =1. Portanto
(l-A)(l+A)=12-A2=l-|=0

Inversamente, se (I - A)(I + A) = 0 tem-se 12 - A2 =0 donde A2 =1 e portanto

A ¢ involutiva.



2.43)

2.45),

2.46)

2.47)

402

Teorema 1: Para n =1 a igualdade é evidente.
N & 8 ¥ b o AJ-[6iloxn ¢ A3A%= [gjlpxm
Hipétese: cosO send|K 5 cos(k 0) sen(k 6) A 2 it s i e o e
[-sen 0 cos 0] ~ | -sen(k 0) cos(k 0) djj § <ji = - ajkbki = & ekjlik = 8ij
Tese: [ cosf sen@]k*! _ | cos((k + 1)B) sen((k + 1)0) ASSi”" (A1A7)" = AZA]
-senf cos@ ~ |-sen((k + 1)0) cos((k + 1)8) T 2:
15 Hipéte
cosO sen0]K*! - cosf senf y cos@ senf i worge t t At t At at
|-sen 6 cos 6 ~ |-sen@ cos@ -sen @ cos 0 B (A= Mg Ase...c AR = A" Agy oectAgc Ay o Ay
= q/ Tese
cos @ sen 0] l: cos(k 6) sen(k 0)] f £t t U At . .t
= . = | (AIAZAS'---'A]( ) _Ak 'Ak'...'A3'A2'A|
| -sen 0 cos@ -sen(k ) cos(k 6) : Seja  AjAjAj . ,’_l. Ap = B,l Temos

¢ Voad  ota
_ | cosBcos(k @) - sen 0 sen(kf) cos O sen(k 6) + sen 0 cos(kf) | P s AgrAge. .o Apyy) = (Bt Axsr) = Mgy B
" |=sen 6 cos(k 0) - cos @ sen(k §) -sen 8 sen(k0) + cos O cos(k 0) | ~ = Agy (A1A2A3 ... - AY) =
= Akyy *A) - Ak v oo s A - AS - A}

[ costk + 1)8) sen((k + 1)0)]

|~sen((k + 1)0) * cos((k + 1)0) 248) Teorema 1:  A™d = Al . A9 (por definigdo)

Teorema 2:
s e kgl Kl
Sejam (A + B)C = [dij]mXp’ AC = [eij]me e BC = [fij]mxp Hipétese AX*a - AKX . AQ ‘
Temos Tese Ak+1)+q _ pk+1 . Aq
n a Alk+1)+q _ p1+(k+q) _ A1, pk+q _ A1, (AK.AQ) -

(Al 'Ak) g Aq=Akil . A4

djj = kz (ajk + bjk)ckj = kz (ajkckj + bikekj) =
=1 =1

2.49) (A-B)(A+B) =A%+ AB - BA - B2 =

. i = A2 + AB - AB - B2 = A? - B2
= x 3 < s o= e + fi
k;; ajkCkj & kikckj = ejj ij S o S e reaat e (At)t aa ik
7% b) Se B=A? entio B!=(A?)!=(A")? - A%=B
donde  [dijlm x p = [ejjlmxp + [fijlmxp c) Se C=AB entio C'=(AB)!'=(BA)=AB'=AB=C

ou seja, A + B)C = AC + BC

Sl ’ 252) (A'. Bt +30)! = (A'BHY + 3Ot= BY! - (AH! +3ct =
= BA - 3¢

Sejam AB = [cij] e BA= [dij]. Temos

253) b) A-B=B-A=0

n n n ,-n
Z Cﬁ:t <Z aikbk> =Z<Z bma@: c) Se Mj = a;-A+by+Be My =a;+-A+Db*B
i=1 i=1 \k=1 1=1 \k=1

entdio My Mz = (a;A+by;+B)+-(a;+ A + by+B) =
y ) ag*A-(ag*A+by+B) + bj+B-(ay+A+by+B)
i( bkiaﬂ> = 2 dgk = tr(BA)
k=1 \ i=1 k=1

tr(AB)

a,az-Az + albz'A'B"'azb]°B'A+b1b2'Bz =
ajag* A + ajby O + azb; - O + byby+ B = aA + bB

a = aja; ¢ b= blbz

o
1
St o

Teorema 1: (A;A7)! = Al - A}
Sejam A; = [ajjlmxn € A2 = [bjjlyxp. Sejam também 2.57) a) [3 -1] b) [seca -tgo:] ¢) Ndo existc
A1A; = [ejlmxp, (A4142" = [dlpxms Al = [ejilnxm. -2 1 -tgf  secd
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2.59)

2.60)

2.61)

2.63)

2.64)

2.65)

2.66)

2.78)

2.719)

2.80)

2.81)

2.82)

404

A g
2 b S
A 0 2
1513
o [o 10} b) 1—83- -% -% ¢) Nio existe
& 1 B )
A 2 i .57 o B
5 1
& Vg
Il=1
> i e
9
T2

X = | cos 3a
sen 3a

XA=B = (XA)A-! = BA"!l = X(AA-) = BA~! =
= XI= BA™! = x = BA™!

a) X= A"lc!
b) X= A"I(C - B)

¢) X= A-lBt
d) X=B!-A
e) X=A"lB-!
Seja B = A~!

Bt =(A-)t = (A)-1=A-1=B

Q!'BQ = Q'1(QAQ™HQ = Q'QARQ!Q =
= 1Al = A

X= A"l

P1+Q1=1=PP!+QNHQ="PIQ =

=>PP1Q + PQ71Q = PQ =Q + P = PQ
19) Se A0, entio sendo B = x & Y eme
p € b, A (e TR
1 d -b a b|_ 1]ad-bc 0 N
Al-c a c d|° A 0 ad -bc | ~
1fa o] _[r o] _,
Ajosdy i40 1] 7

donde A é invertivel e A™! = B

BA

2.83)

2.84)

2.85)

§
2’ Se A é invertivel entdo existe a matriz

Ll
z W

tal que AA™! = I, ou seja,
1a b P R o o |
c d z . wil - :]10 1
ax +bz ay +bw| _ |1 O
ex +dz cy +dw] |0 1

x+bz=1 (1) x+dz=
ay +bw =0 (Q2) cy +dw =1 (4)

Fagamos (1) * (4) - (2) - (3). Resulta

(ax + bz)(cy + dw) - (ay + bw)(cx + dz) = 1
donde adxw + bcyz - adyz - bexw = 1

ou ainda (ad - bc)(xw -yz) = 1

donde A=ad - bec ¥ 0.

Sejam X = A" +B~! e Y = A(A + B)"!B. Temos
XY = (A”! + B"1)(A(A + B)"!B)
(A"'A + B1A)(A + B)"!B
a1+ Bla)B 1A + B)!-=
1+ B lA)B A + BB =
(I +Bla)a+Bla)! =1

Assim, X! =Y, ou seja,
(A1 + B! = AA + B)!B

Note em 19 lugar que 1-K e J + K comutam. Entdo

Bl=(@+KA-KM=@-KMH-a+K=W-KY'a+Kt=
=@ -KHY1la+KkhH =+ K)d - K

e assim

BB=(0+KM-KNI+KJI-K!'=0+Kd+KJA-KJIA-K)=

Lol =1
Logo, B! = B! e B é ortogonal.

a) A2+ A-21=[a ¢ 2+ a c]_, 0] -
b d b d 0 1l

_—az+bc+a—2 ac +cd + ¢ ]_
.=

'_ab+bd+b bc +d2 +d -
_—a1+(ad+ 2) +a-2 ca+d)+c B
“|b@a+d) +b (ad +2) +d2+d -2|"

Jaa+ay+a c@a+ray+c]
“|b@a+d)+b da+d) +d B

_-a+a-c+c _ |10 0 -0
“|-b+b -d+d| " |0 O
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Assim, A2 = -A + 2I. Daf vem A2 + A = 2] donde A(%A+%l) =%, logo

A“=%A+—;l. Portanto, A~! € 7], com B=%

i

b) Sejam X = A + ;1 e Y =azA + 8,1 elementos de ~|. Temos

XY = (@A + B D (@A + B2D) =

;A% + (@8, + af1)A + B4Bal =
ajaa(-A + 2I) + @8, + azf)A + B4B,1 =
(@1B2 + azf; - cj@)A + (B4, + 20 09)1 =
aA + BI € 71

Capitulo 3
34) a) 18 b) 1 c) sen(a + f§) d) sec2a = tg2a + 1

1.3 <X I
39 ws={-g;3} ws={3: T}
9 S={xERIx =X ez}

3
d)S:{xGRlx:%

t%nm k €EzZ)}

36) 0 =km, kKELZ

3.7) a) 16 b) 6 0 17 d) 12 e) -32
38) a)l b) 0 ¢) ajjaxpas;

3.9) a) 12 b) 3 ) ;—

3.11) a) S ={-3} b) S ={-10; 2}

312) a) S ={xERI|-1<x<7}
b) S ={xERI-6<x<-4}

3.13) a) 34 b) 256 0 2

3.14) a) abcde b) 1

3.15) a) 16 b) 16 ) 0

3.16) a) 2 b) -2 0 32 d) 59
3.17) a) 3(d - a) b) aj - a3

3.18) a) -2§ b) 16
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3.19) Aplica-se o Teorema de Laplace:

a5 ap X1 Y .
an  ap  Xp

a1 an X2 Y2 3 : 3 an  ap
g = 21 4 3 1=
A i g
0 0

o]

@
[
S
N
o
0 x »

b
c
X

3.22) Se A = [aij], B= [bij] e AB = [c“], com ajj = 0 e bjj = 0 para i < j, entdo para i < j

3.21) Sim

tem-se também cjj = ajk * bkj = 0, pois para 1 Sk <j tem-se byj = 0
k=1
e para j Sk < n tem-se ajx = 0.

3.23) (-1)"*

3.24) detA = (-t)Ay; + ajAj,

-t 0 0 0 0
a3 -t 0 0 0
Ay’ 0 ag -t 0 o0 - (-pn-!
00 0 -t 0
0 0 0 an -t
a3 -t 0 0 0
0 a3 -t O 0
O VA (U S Sl B <)l T AR
0 0 @ 0 -t
0 o0 B ap
Assim,
detA = () (-)™! + ajajazag + ... ap =
detA = () (-t)?! + (-1)™! . a 2723+ ... 2y =
= (‘t)n 3 (-1)“"l ajazaz’* ... *ap =
= (-1 (" - ajazaz ¢ ... * ap)
Capitulo 4
4.6) -4
4.7 -3
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4.8)

4.9)

4.10)

4.11)
4.12)
4.13)

4.17)

4.18)

4.19)

408

Multiplicando a 12 coluna por a;a3, a 22 por a a3 e a 32 por a;a,, obtemos
P po

ay a3 as 1 1 ajazaz ajazaz ajazas
by by by| = ekl o wllil<oe azazb; ajazby ajazbs
€ € ¢C3 aa3Cy ajazCy ajazCs
| | 1 1 1
o v e Mm naasbi aaaby 219y
2 163 152 azazC; ajazCy ajasCy

Multiplicando a 12 linha por a, a 22 por e a 32 por 7, obtemos

a BY a a? afY 1 a a? |1
167&:6(32016’7-&37:[33’1:
1 7Y of Y Y2 afY Y Y1

1 a a2
=|1 B B2
SR B

Multiplicando a 22 linha por bc, a 32 por ac e a 42 por ab, obtemos

0 a b-¢ 0 a b [
a 0 ¢ b| _ 1 abc 0 bez b2c|
b ¢ 0 a|  a%b2c2 |abc ac2 0 a2c|
c b a 0 abc ab?2 a2b o
(13 b | 1
_(abc)ea-b-c |1 c2 b2
5 aZb2¢2 1 ¢2 0 a?
1 b2 a2
detA = 0
zero
S=R
> N SN, g X -1 7 2% x k 3
y 3 2y+9 =ty 3 2vyv1+f y 3 9 =0
z 5 2:+1S g 5 2 z. S5 .18
a -1 d a b ¢ ¢ b a
b 2 el+tfE2 & 6 |3 6 1
cix=3 f d e f f e™d
a B .¢ a b c (I a b ¢
=l=1 2 =31+] 2 4 6 |-11 6 3 =10 0 O =0
e f d e f d e f d e f
-6

4.20)
4.21)

4.22)

4.23)

4.25)

20

s= {0}

a) la-b
b-c¢
c-a

1 a
I b| =
1:¢

b) Multiplicando a 12

1 a a2 a3 +becd a a?
1 b b2 b3+ acd | b b2
1 ¢ ¢2 c3+abd | abed | ¢ 2
1 d d2 d3+abc d d2
a a2 a3 at a
1 | b b2 b3 be 1 |v
Tabed [ c c2 3 4 abed | ¢
d d2 d3 a4 d
1 a a2 a3 a a2 a3 1
_ |1 b2 Il | b, b2 B )
"1 ¢ ¢ 3 c-¢2.¢3 1
1 d d2 d3 d d2 d3 1
1 a a2 a3 1 a a2 al
{1 b b2 b3 1 b b2 b3
Tl1 e 2 3|71 c 2 3
1 d 42 d3 1 d d2 a3
i aj pd pg
n J=1
P
det( Z Aj) = det Z bj pe ph
J=1 j=l
P
¢j pf pi
1=1
P aj d g
= p2 Zdet bj e h
j:l Cj f:1

det(A + B) = det

an ap | .| an bp
ay ap a3 by
a b
= detA +detB + | 11 12
ay; by

ap + by ap +bp
ag + by ap + by

+ | bn
b2y
+ | bn
by

1 .4 a 1 b
1. B e b & ©
1 g€ c a

a3 a%+ abcd
b3 b4+ abed |
3 4 +abed |
d3 d%+ abed
a2 a3 abed

b2 b3 abed |
¢z ¢3 abed |
d2 d3 abcd

= 0

7
iajdg

=1
p

= p2 det z bj e h
j=i

i Gj £ii
T
= p2 i (det Aj)

=1
ap | . pbui b | _
ap bz bz
in | donde, a tese.
an
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437 a) (1) cadb cadb
° acdb_acdb 0
acbd a bd-
a bd 000 0
b)la b ¢ d+e abc b+tc+d+e
ac derblla ¢ d bfec+rd+e,
adeb+tc| |ade brc+dr+el|”
2.¢ . h ¢ctd ae bbt+tct+td+t+e
;lj
1:bec il
Y evid'1l
=a(b+c+ &
a( c+d+e) ldel'o
1 je'1b°r]

4.38) (32 coluna) = (~1) « (12 coluna) + (-1) » (22 coluna)

4.39) a) Como cos x =1 -2 sen? - 2 sen2 % , resulta que (22 linha) = (12 linha) - 2(32 linha)
b) (32 linha) = (12 linha) + (22 linha)

440) |a+b+ 2 a b 2a + 2b + 2¢ a b
c b+c+2a b =| 2b+2c+2a b+c+2a b =
c a c+a+2b 2c+2a+2b a cha+2b
®
1 a b @
=2(a+b+c) |1 b+c+2a b =
1 a c+a+2b ::]
1 0 b
=2a+b+c) |0 a+b+c 0 =2@a+b+c)
0 0 atb+c
4.41) a) a2 a3 1 0
1 b2 b3 | =|1 l)2 b’(b-a) -az b2(b-a) | =
1 ¢ ¢3 l 2 c2(c-a) —a2 c2(c - a)
_ | b2 -a2 b2 -a) b+a b2
B lc’-a2 cz(c-a)|=(b-a)(c-a) c+a c2 -
b+a b2
=(b-a)(c-a) Ly ozl ®
b+a b2
=(b - - -
(b-a)(c-a)(c-b) 1 cED
=(b-a)(c-a)(c-b)[(b+a)(c+b)-b2] =
=(b-2a)(c-a)(c-b)(ab + ac + be)
410

b)|1 a a2 1 0 0
1 b 2| =]1 b-a bo-2)| =
1 ¢, ic? 1 c-a c(c-a)
. |b=a bb-a)| o _ a L ],
" lc-a clc-a) =0 -a)l 3)‘1 | =
= (b-a)(c-a)(c-b)
442)|1 0 a a? T R
0 1 b b2 10 0 b-d b2 -d2 | _
10ce |l 10 ¢ p =
01 d & () [o 1 4 pe
=(a-c)(b-d _
1 a+c
== ey = 8) 1 b+d| =@-0®-d i ;:i .

=(a-c)jb-d(b+d-a-c)

4.43) Multipliquemos a 12 linha por a, a 22 por b e a 32 por c. O determinante fica

) a(b? + c2) a2b aZc b2 + c2 a? a2
= b2a b(c2 + a2?) b2c = b2 c2 +a? b2 0 =
ane c2a c2b c(a? + b2) c2 c? a2 + b2 0
0 -2c2 -2b2 0 c2 b2
= | b2 2 + a2 b2 ==-2 b2 2+ a2 b2 =
o2 2 22 b2 3t a2 + b?
0 ¢z b2
=-2 | b2 a2 0 = -2(-a2b2¢2 - a?b2c2) = 4a2b2¢c2

2 0 a2
4.44) Zero (a 32 coluna é combinagdo linear das duas primeiras)
4.45) Zero
4.47) sen 20° - sen 40° - sen 80°
4.48) S ={1; -1}
449) S={xER|x<0 ou 1<x<2 ou x>7}

4.50) S = {0; -10}
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451) S={xER| x=%+k—2‘", kE2}

4.52) Multiplicando-se a 12 linha por a, a 22 por b,a 32 por ce a 42 por d, 0 determinante fica

a2 +b2+c2+d2+ |

a(a? + 1) a?b alc a3d
1 b2a b(b2 + 1) b2c b2d
abed c2a c2b c(c2 +1) c2d
d2a d2p d2c d@d? +1)
at 4]l - .92 a2 a2
= b2 b2 + 1 b2 b2 K
F] c2 2 cd41l: c? -
d2 dz d2 d2 + 1
1 1 1 1
b2 b2+ 1 b2 b2
= 2 2 2 2
=@ +b2+c2+4d + 1) o2 Q2 c2+1 2
d2 d2 dz2 dz +1
D i
1 0. 06 O
b2 1 0 0
= (G2H B2 24 a2 3
=(@2+b2+c2+4d +*: 1) 620405 . »:0
d 0 0-1
453) | 0 a b ¢
-a 0 1 -1 .
-b -1 0 1 -
-~ 1:: -1 0
-a 0 1
=-(a+b+o -b -1 0
=6 , 4:-"€]

4.54) B#E c+a a+b 2a + 2b + 2¢c
by + ¢ cy+a; a;+b = 2a; +2b; + 2¢4
by + ¢y Cptay; a;+by 282+2b2+2C2

atb+c c+a a+b c

=2 ap+by+cy ¢y tay a;+b; =2 Cy
ag+by+cy cpta, a; +b,y C2

D

c a a+b ¢ & b

3.2 Cy a; a;+b; =2 c; a3 b =2
C; az az+tby C; az by

412

c+a

cy +a;
€z +ap

=-(a+b+c)(-a-b-c)=(a+b+c)2

a+b
a; +by
az + by

at+b
ay +by
a; + by

€
€2

4.55)

4.56)

4.57)

4.62)

4.63)

4.64) :

det Ap =
1 1
; S U Y
1 1
1 1
= ajaz...an

Mesmo raciocinio do exercicio 4.36.

288
1t a2
e g b-a b2-a2 l
lib b c-a c¢2-a?
lic c?
1 E b+a
= (b-a)(c-a) —1—-3—;—*.-3—- =

(b-a)(c-a) | c+a)-(b+a)l =
(b-a)(c-a)(c-b) =
(a-b)(b-c)(c-a)

"

9 | &8 . fap by
a b b b ajb
=@a 1
a b .i¢ @ a b
1
a b ic d alb
b-a b-a b-a
=a| b-a c¢c-a c-a =
b-a c-a d-a
c-b c-b
=20 enlare
l -
walb-al =) H Sy B

= a(b-a)(c-b)(d-c)

1
b b
¢ e
A
a(b-a)
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4.69) 48 5.13) %1

4.70) 12 5.14) a) sim
b) (AB)* = (det(AB)) (AB)-1 = (detA) (detB)B-1A-1 =

4.71) (b-a)(c-a)(c-b) = ((detB)B-1) -+ ((det A) A-1) = B*A*

= 1

15j<i<n

4.72) Como V(xy, X2, X3, ... (xj - x_i) entdo, se V = 0, um dos fatores

Xj = Xj = 0, logo, existem dois elementos x; e X; iguais. Inversamente, se dois elementos

Xq € X[ sdo iguais, a diferenga correspondente xg - X = 0 anula o produto, logo Capitulo 6
V=0
6.1) A equagdo (a)
4.73) s ={-2,5, -4}
6.2) a) sim b) ndo 0 k=7
4.74) s ={1, -1, 2}
6.3) sim
6.4) a) sim b) ndo
65) a9ym=2n=15p =16
Capitulo 5 b}k =l
6.6) O N 1 203
5.7) a) ndo b) sim (Al B] - 3 =2 =1 § A 3 =2 it
o, i [ RT-TRY *13 -5 |3
5.8) detA =1 1 4 6 0 | 1 4 6
5.9) det(A'BY) = det(Al) « det(B!) = detA - detB Xy 2]
det(ABY) = detA - dci(BY) = detA - detB X=|x B |5
det(A'B)= det(A!) -detB = det A - det B X3 -4
0
5100 [-5 4 -3 vfs -1 -3 ¢) nio existe ¥ 3 .
10 -7 6 <5 i 1u-2 67) a4 - o I T b) 0 1]]x 18
| 8 -6 5 10 -1 -4 2 1 | v} " [38 2. 'y Sikelexs 0
= -7 13| xs 16
- ! 1 1 = :
5.11) a) 1 -1 0 | 7 -3 5 & 00 o1 1 0] [x 5
9., .41 N Py 1 D agoa bl ws 7
1 S S | wy T B 5 1 0 1] |x3 20
1 1 1 1 _l | Y| 12
2 7 "3 A
5 . 6.8) 3xyg —4xg +2x3 =1
1 1 -X1 +3x2+5x3=0
512)a) |1 a a2 a3 B3 (050 d5 ol ol
0 1 a a2 ) 1
001 a 0 > 0-35 6.9) a) (2;4) b) (1;3) 0 @; 1)
00 0 1 ;
1
@ M ud 6.10) a) (-1;1;2) b) (l- l-i) 0.2 1; 4 da;3;-2)
L > l 2 L L ® a ’ ’ 4 ’ 2 ’ 4 o ’ b ’ ’
(2 2 2 2 6.11) a) (2;3; 1;3) b) (1; -1; -1; 1)
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€10 s iEX 1l ;“; ©; 0; 0)

7+#3m 3-7m
6.13) (l+m2 : _—1+m2)

- m2
614) m#-3; (“8"‘- 1r4m "')

1+3m’ 2+6m
e W
6.16) (cos 20 sen2@)
1 5
6.17) a=>, b=2, Cmig=
6.18) M1 = | 3 -2 | ; (-15; -11)
2 -1

3 1 13 33
g o " = S d® s O amp—
6-19)M-2 0 2,(2.4,4)

I N

74 34

1. 3

A il )

Capitulo 7

72) a=1,b=2,¢=3
7.3) Podemos demonstrar a (t e 3) utilizando as duas primeiras equagdes do sistema, pois
pela (t e 1) ndo se perde a generalidade. Sejam entdo o sistema

apX;+apXxe+ ... +apXy =by
ag1X) +apXy ...+ ayXy = by

S)
amiX1+amaX2 +. . . ¥ amnXn =bm
e o sistema
anXx; +apXxat...+apXy =by
Sy (kayy +ag1)X; + (kagp +az)xg +. ..+ (kajp + agn)xp = kby + by

am X1 + agpX2 + ... + ampXp = by
obtido de (S) somando-se a 22 equagdo com a 12, sendo esta previamente multiplicada

por k.
(S) e (Sy) somente diferem pela 22 equacdo.
12 parte) Se (@4, 0y, ..., &) ¢é uma solugdo de (S), entdo substituindo estes valores

na 22 equagdo de (S;) obtemos

416

1.4)

1.5)

7.6)

7.25)

7.26)

7.27)

7.28)

1.29)

7.30)

7.31)

(19 membro) = (kajy + az1)y + (Kajp + a)0 + ... + (Kajp + a0y =
=k(an o +apty+...+aply) + (a0 +and + ... +ayy) =
=kby + by = (2° membro)

Logo, toda solugdo de (S) é solugdo de (Sy)

29 parte) Se (o4, 03, . .., 0y) é uma solugdo de (S;), entdo é claro que

(kajy +ag )0y + (kajp + an)ay + ... + (kajy + agy)p = kby + b,

donde

k(sual +apop +...+ 31n01}) + (a1 + any + ... + ax0p) = kby + by
et
by

kb + (ag @ + an0y + ... + axQp) = kby + by

e assim az Q¢ + axn0p + ...+ ayly = b,y

Logo, toda solugdo de (S;) ¢ solugdo de (S)

Portanto, (S) ~ (Sy)

a) (1;3; 1)

g i i
a) (-6) 3 )-3:2)
c) (a;2a+3B+1;2+6; B

b) (1+20;1-0;0) 0 (a; -2a; -80)

b) (%_Za;4-3a;1+a;a)

(a2-ab+2a-b _2a-b b
a2 Yot L8

v (- 15)

o (4i0-3)

) (-1 -T7a; 2+2a;

a) b) (@-1; a; 2)

b) inconsistente

b) inconsistente

a) (1; 1) b) (2; 1; -1)

a) (6 -2a-5p; a; B; 2B-1)
b) inconsistente

19a 53a 79a

) ©;0,00 b (0;0;0 C)(-—:;—;—T;-T:,;—;a)

a) Se m = -1 : inconsistente
Se m # -1 :determinado, S = {__2m o ;—--1 )}
m + 1 m+ 1
b) Se m # 6 : inconsistente
Se m = 6 : indeterminado, S = {(3 - 2a; @), aER}

a) Se k = 1 : inconsistente

. ; " k+1.2_._2__)
Se k #1 .detemunado,S-{(k_1 Bk ki W }

b) Se m #-1 :inconsistente
Se m = -1 : determinado, S = {(1; 2)}
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7.32) a) Se
Se

Se

b) Se
Se

7.33) a) Se

Se
b) Se
Se

Se

7.34) a) Se

b) Se

k = -2 : inconsistente
k = 1 : indeterminado, S = {(a; B; 1 -a-PB), @, BER}
. 2 1 i
k #1 e k #-2: determinado, S = (k+2;k+2;k+2
k = 4 : inconsistente
k # 4 : indeterminado,
s ={(L;§ S+ Dy =g 2 a) aG]R}
k-4 ' k-4 L
k = 3 : indeterminado,
s ={G - 10a; 7a-3; @ , aER}
k # 3 : determinado, S = {(6 + 3k; -4 - 2k; -1) }

k = -5 : inconsistente
k = 2 : indeterminado,

s ={(3a- 32 -zsa;a)_ aGR}

k # -5 e k # 2 : determinado,
gmifE=R Ko 4)
- k+5 k+5'k+5

1 : inconsistente
1 : indeterminado, S = {(0; a; &), a ER}

I|~ﬂ‘

= 6 ou k = ¥V 3 : indeterminado
#6 e k #*V 3 : determinado

7.35) a =1

7.36) Basta

7.37) a)

b)

LR

Sk

7.38) ab =
ab #

7.39) m

3
uon

m #

[ SN

mostrar que detA = 2abc # 0

-4 e b = -7 : indeterminado
-4 e b # -7 : inconsistente
-4 : determinado

-1 e b = 8 : indeterminado
-1 e b # 8 : inconsistente
-1 : determinado

1 : indeterminado p/ a = 1 e inconsistente p/ a # 1
1 : determinado

-2 : inconsistente
1 : indeterminado
-2 e m # 1 : determinado

-a)(c-a) "(b-a-b)’ (c~-a(-Db)

7.40) (:: -dc-d @d-ac-d d-ad- b))

7.41) a) a
a
a
a

418

0 : indeterminado
= 1 : indeterminado
= b # 0 e 1 :inconsistente
# b : determinado

b
b

b) a = 3 : determinado
a # 3 : inconsistente
¢c)m==%1ep =1 : indeterminado
m =*1e p #1 : inconsistente
m # *1 : determinado

7.42) Se sen 2 = 0 : indeterminado
Se sen 2« # 0 : inconsistente

7.43) k = 0 : indeterminado
k # 0 : inconsistente

744) 2) k = 6 b) (”l'%; a;%)

7.45) a =-74 e b =-76

7.46) ndo existem a e b

Capitulo 8
84) a) 2 b) 3
8.5) a) 2 b) 2
8.6) a) 2 b) 3
8.7) a) 2 b) 3
88) a=-1 : pA) =1
aF-1 : pA) =3
89) k=3:pA)=1
k#3 :pA) =2
8.10) p(A) = 3, ¥k
8.11) m =10 e n=%:p(A)=2
m # 10 ounqé%:p(A) =3
8.12) 1
8.17) a) determinado b) indeterminado
8.18) a) inconsistente b) indeterminado
8.19) a) indeterminado b) inconsistente

¢) determinado
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8.20) a) a = 3 : indeterminado
3 : determinado

1 : inconsistente

-2 : indeterminado

Capitulo 9
9.9) a) 67

9.10) a) b-a

9.11) a) 118
9.12) 34
9.13) a) 52

9.14) a) 250

m=/=lem=/= -2 : determinado

b) 57

c)b-a+1l
d b-a-1

b) 278

b) 142

b) 166

b) a = * 2 : inconsistente
a #*2 : determinado

c) 80

c) 45

9.15) Cr$ 20,00 (maximo) e Cr$ 5,00 (minimo)

9.16) em trés jogadas
9.17) VVP; VPV; PVV
9.18) a) 6

9.19) n - 2

9.20) n + 1

9.24) C

é

420

b) 7

135 K)I g 12 resultados

9.25)

9.26)

9.27)

9.28)

9.29)

—_

(%]

A A A

NP0 NHAO NSO NSO

4<5
s<‘;
s<‘;
2<§
5<§
8<§
2<‘;
4<§
8<i
2<‘;
4<§
s<4

AAAA

ey

_—)l(l
== (1;
et 115
==
w0
_>:(5
__,:(7
— (1

—s1 (7

B 7

— | 248
— | 254
— 1258
S
—> | 285
425
428
452
458
482
485
524
528

582

HHHHHHHH

|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|| 548
|
|
|
|
I
|
|
1
|

845

542 |

825 |
842 |

0)1
4):
7|
0]
4)
7!

0)]
HEO N
7);
0),
4!
D!

584 |
824 |

| 8521
— 54

%

>

o

elementos
de E XF

24
niimeros

Hi 8 modos do jogo se desenvolver e as possiveis quantias sio Cr$ 8,00, Cr$ 15,00,
Cr$ 22,00 ou Cr$ 29,00.

a) 13
c) 6 pecas

11

b) aprovada em 4 e rejeitada em 9

d) 90 segundos
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9.40)
9.41)
9.42)
9.43)
9.44)
9.45)
9.46) .

9.47)

9.48)

9.49)
9.50)

9.51)

9.52)

9.53)

3:6-2=36

8:3:3=172

6-4=24

a) 6 +6=36 b)4-4-4=64

5¢5+5=12§

6+5¢+4=120de 3 algarismose 6 +5+4 + 3«2+ 1=720 de 6 algarismos

a) 4-2=8 b)4-2+1-3=24
a) 11«11 =121 b) 10 « 10 = 100

¢) 11 - 10 =110 d) 10 - 9 = 90

a) 7+ 106 = 7 000 000

b) 7-103-9 -8 +7=23528000
c) 7+102.9 - 103 =6 300000
d) 7+102+9-9-8+7=3175200

a) 9000 b) 9:9+8+7=4536
8.8+7+5=2240

a) 23 - 22 - 10%= 5060000
b) 232-10+9-8+7 =2666 160
c) 232.10% = 5290000

(262 + 102 - 262) - 2 = 133 848
—
total sem placas

a restricdo  com dois
zeros

232 - 102 - 102~23‘2+ 1=52212

——t N

total sem  placas placas

as restricdes com com
dois  dois
“0” zevos

(note que o nimero 1 teve que ser somado pois, ao retirarmos as placas com dois

“0” e as placas com dois zeros, a placa foi retirada duas vezes.)

7

9.57) 35 -1 =242

9.58) 7+6+5+4+3+2+1=5040
9.59) 6 « 53 =750

9.60) (5 - 42 +32.2)+2=2880
9.61) 5+7+3=105

962) 5+3+1=15

9.63) (ny +1)(ng + 1) (n3 + 1)

9.64) (n-2p+1)(m-2q+1)

Capitulo 10

10.11) 2) {x€Z|x>1}
b) {xEZ|x>-5}
o {x€z|x>-2}

9.54) 104-10-102+1=9891
9.55) 25 =32

9.56) 313 =1594 323

422

a {-1;0;1}

10.12) a) S={-1} »s={3}
¢ 8={-2;3} d)S={-%;0;%;2}
e) S=0

10.13) a) 5! b9 o 21! d@m+2! e k-3

10.14) a) g—: b) %’!—! ) %—: ) —%90%! e) (n“!_ 5i
D gtls))" & (kk-! 9!

10.15) a) 10! b) 13! 99 @+ e (k+3)
) m-1! g (n-p)! h) (a-p+1D!

10.16) a) 56 b) 1320 o) 165 d) 1330

10.17) a) n2-n b) n2+5n+6 ) k3 +3Kk2+ 2k
&7k e) m H n-p

10.18) a) n2-9
d n-1

b) 1 c)n+1
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10.19) a) S={2} ©v)s=1{7} o s=1{5}

10.20) Multiplicando os elementos da 12 coluna por (-1) e somando-os em todas as outras
colunas, temos:

’

il 1 2%.30% N0 0 0 0 0
131 1L % 20 0 0 0
e :1: 34111 |1 230 00
- =1|34511'123\\4\QO
. & 6, 58t 12 3 SN0
11! 3 45 6 17 12 3 & 858
0 telelelele
Como todos os elementos situados acima da diagonal principal sdo iguais a zero,
temos
D=1¢2¢+3+:4.:.5¢:6=6!
10.21) D é um determinante de Vandermonde cujos elementos de base sdo 1, 2, 3, 4,..., 10

Entdo:.

D=2-1)3-1)@-1)...(10-1)-(3-2)(4-2)...(10-2) - 4-3)(5-3)...
.+.(10-3)...(10-9)

Di=i(l 2% 30,9 9) o (Lo 200 30 0 s 8) 6 (1 ¢ 293 %5, ) 2@ 2) 1 (1)

Como s WO JE0 JIOMNCRL Ji B
1¢2+3.....8=8!
10263 0.0 s
1+2=21

1=1!
Temos
9

D=9! 8 7! ...20 1! = J7 (@)

n=1

10.22)

12 parte
(e
=ne+n!=ne+n'+n!-n!=
=n!(n+1)-n!=(n+l)!-n!=

——
(n+1)!

Outro modo

424

22 parte
A identidade provada acima nos mostra que toda parcela da forma n + n! pode ser
escrita como a diferenca (n + 1)! - n!. Entdo, para cada parcela da soma S, temos:

1. 1= 2. 11 (usamos n = 1)
2¢20=231-21 (usamos n = 2)
@ g5 S0 = 4l 3 (usamos n = 3)

k + k! = (k+1)! -k! (usamos n = k)
LRI N ore TIERITREE F 1)Y=
-

—~—

S

b

Logo, S =(k+1)! -1

10.23) 12 parte

=(n+1)n!+1-n!=(n+l)!+n!=
T

(n+ 1)!
Outro modo

=(n+1)!+n!=(n+l)-n!+n!=

22 parte
A identidade verificada acima nos mostra que qualquer parcela da forma (n + 2)n!

pode ser escrita como sendo a soma (n + 1)! + n!. Aplicando, entdo, a cada parcela
de S (observando que nas parcelas em que n é par devemos trocar o sinal), temos:

3.1!= 21+ 1! (usamos n = 1)
-4 « 2! =-3!-2! (usamos n = 2)
@ 5.3 = 4!+ 3! (usamos n = 3)
-6 - 4! = -5!-4! (usamos n = 4)

(k + 2)k! = (k +1)! + k! (usamos n = k)
(k é impar)

S =(k+I+1!
Logo, S=(k+1)! +1

10.24) a) temos que f(0) = 1. Entdo, fazendo, em fn) =n « f(n-1),

n=1 fl)=1-f0=1-1=1
n=2: f(Q=2-f1)=2-1=2
n=3 f3)=3:.1f2)=3-2=6
n=4: f(4)=4-f3)=4-6=24
24 =120

n=5: f(5)=5-f4)=5-

425



b) a exemplo do que fizemos acima, a defini¢do nos permite escrever as seguintes n 11:6) Kiga

igualdades
f(1) =1 « f(0) 11.7) A¢a
f(2) =2 - (1)
f(3) =3 - f(2) ® 11.8) Ags
f(4) = 4 - £(3)
.............. 11.9) Cps
f(n)=n +f(n-1)
Como ndo hd fator algum nulo, multiplicamos essas n igualdades membro a membro, 11.10) Cao,s
notando que o primeiro membro de uma igualdade é cancelado com um dos fatores
do segundo membro da igualdade seguinte. Esse cancelamento ndo ocorre, evidente-
mente, com f(0) e f(n). Resulta, entdo:
fn)=1-f(0)+234+...om Copitulo 12
Como £(0) = 1, vem 12.4) a) 5040 b) 120 ) 720 d) n3-3n2+ 2n
fm)=1+2-34>...+n e) n2+3n+2 nH 1 g) 7 h) 15
10.25) a) Como f(n) =n + f(n - 1), temos: 12.5) a) n>3
=f(a+2)-f(a+1)= b)) n€{0;1;2;3}
c) n=2
—@+2)-fa+-fa+)=fa+Dla+2-1]= d) n=>-5
e) n=>-5
=la+ 1] fa+ 1) =[22 membro]= @+ D@+ 1) - f) = D n-3
= 2. =39 »
e Ereae 12.6) a) S={9} b s={12}
b) Como a >1, aplicamos, também, f(n) =n + f(n - 1): >
¢ 12.7) a) S={16} b) S=@ o s={11}
128) ay n=3; p=1;2;3
=2a-fa-1)-@-1-fla-1)= b)n=3 e p=2;3;4;5
=fa-1)-[2a-@-D]=la+1]-f@a-1) = oun=4 ¢ p=2;3;4;56
=asfla-1)+1-fla-1)=fa) +f(a-1)=
il o 12.9)
f(a)
. . (n + 1)!
= [ wenied (1% membeo] - - @l
-(n+ D (n=-p+1)! # (n=-p+1)
_ (n+1)n! i (n+ 1)! 2 (n+1)! (n+ 1)! ¥
Capitulo 11 ' T-ptD! m-p+DO-p! T -p+D! (-p+ D!
1 =An+l,p+An+1,p=2An+1,p=
l.l) C5,3
12.12) a) 252 b) 165 ¢) 190 d) 495
11.2) Cyop e) 1 f) 1 g) 17 h) 1
11.3) Az 1213) a) S={3} b s={10}
11.4) Csp3; Ci33 12.14) Cp p = Cn, p+1 pode ser escrita
n! n!
11.5) Asgs pln-p)!  (+Din-p-1D!
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12.15)

1 1
pln-p)n-p-1)! ~ (p+ Dp!n-p-1!

donde n-p=p+1, istoé n=2p+1
Como p é natural, concluise que 2p é par e n = 2p + 1 ¢ impar

(n+ 1! n!

) = - -

19 membro | =2 pln+1-p!  pln-p)
2(n + Dn! n!

Pn+1-p@-p! p-p!

n! 2n + 2 3
pl(n - p)! (5= p+1 -1=Cap

n¥p+l o
Cap (2224 1< [2 memivo]

e dai temos

2n+2-n+p-1 2l
s = ]

Capitulo 13

13.20)
13.21)
13.22)
13.23)
13.24)
13.25)
13.26)
13.27)
13.28)
13.29)
13.30)
13.31)

13.32)

13.33)

428

a) 20 b) Cyo2 = 190 ¢) Cipz =355 d) Co3= 84
Ao = 5040
10 + Co 3 = 840
4+ Aq;=168
5 + Cg3 = 280
5+ Ag = 360
15 + Cg 3 = 300
Cs;3=10
Cy5-Cs3=11
a) Asz =20 b) Aza - As = 820
Ar4-Asa =120

Cg s - Ce3 =36

a) Cio6 =210 b) Cyo2 + Cro3 + Cio4 = 375
€) 210-Cyo2 - Cio,3 = 859

a) Ags
b) Ag3
c) Agga
d) Aggs

15120

Ag3 = 840

2Agq = 6384

Agg +4Aq3 =5 544

+ + + 0

13.34) a) Cep = 15 b) Ce3 = 20
13.35) a) Cyo2 = 45 b) Cio2 - 10 = 35
: n(n - 3)
13.36) Dn=£&£-¢=_ ‘
lados lados
+
diagonais

13.37) 1°© modo: Cy3 - Ca s C3 3 =30

2° modo: 4 - C32+3 C42=30
13.38) Co3 - Ci3 - Ci3 - C33 = 81
13:39) Ci3,3 - C3,3 - C4,3 - Cs’g = 205
13.40) C42 * Coa = 90
13.41) C6’4 . C6’3 = 300
13.42) As2 - Asp = 240
13.43) Ciz6 * Coa = 13 860
13.44) Cyo3 * C7,3 +Ca2= 25200
13.45) As3 * Ag3* As3 = 172 800

28!
13.46) Cs;s * Cao,s * Cis,s * Cr0,5 = (5135
1347) Cn,p * Cn-p,p * Cn-2p, p -~ Cn-(@-2)-p, P
n!

T (pH™
13.48) 12 modo: Cm,3 & Cs,z + C10,4 -6+ CIO,S =.3312

29 modo: Cie,5 - Cio,2 * C6,3 - 10C6’4 - C(,,s =3 312
13.49) Cy6,5 - Cio5 - 6Cyo,4 = 2856
13.50) a) Cyo5 =15 504 b) Ca3-Cap= 24

c) Ca3° Canz *As2 = 480
13.51) a) Caz . C163 =3 360

b) Cs.2 * Cis.3 = 4 550

c) C43‘C|62+C161-430

d) Cyos - Cie,s = 11136

C) Cws—clss-s C|54—5676
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Capitulo 14
14.8) a) P3=6 b) P4 =24

14.9) a) 3+2 «Ps=720
c) Pg'P4=l44

14.10) a) Pg =40320
c) A4,2 *4 +«Ps=5760

14.11) a) Pg =40 320
¢) Py -Pg + P3=3386880

14.12) 2Ps - Ps = 28 800

14.13) Cyo.3 * P7 = 604 800

14.14) Cs3 + C74 + Py = 1764 000
14.15) a) Pg = 720

14.16) 2Pg - P = 1036 800
14.17) P3 - Py = 144

14.18) 3299

14.19) 3999 960

14.20) 279972

Capitulo 15

15.5) a) P§) = 6720
o P45 _ 32432400

15.6) P59 1260, P3=6

) Ps =120

b) 3 -4+ Ps=1440

b) As - Pg = 8640
d) Agz*Ag2+2-2-P,=1152

b) Pg + P3 = 241 920

b) Cgs « P3 = 336

v PP - 1120

15.7) n=17

15.8) n =4

15.9) a) P§) = 60 480 v P32 B - 241920
15.10) a) B{&7 b) %Y . p( 9 o P9 . pP

d) I,(52;3) X P?;’) ’ Psz)

430

Capitulo 16
16.1) a) n€Z, n=3 b) n€EZ, n=2
16.2) D(f) = {0;1;2;3;4}
16.3) D=0
16.4) a) 16 b) 4096 c) 2176
16.5) a) 210-1=1023 b) 210-1-10-1=1012
0 10 100 n
16.9) a) (0) b) (0) 0 61) ) (n _ 1)
n a+ ] 2n - 2
°)(3) 0(2) g)(n-s)
16.10) tem 2 colunas iguais, pois (132) = (l:),
(163) = (173) < 194 ) = ( 154 > (complementares)
16.11) a) S = {3; 210 } v s={7}
9s={-z4} @s={3} 0 S=0

16.12) a) S = {(72; 3); (28;25)} b) S={@;8}
k=k+1 (impossivel)

&
16.13) (n;2) =(l;+f) = ou
k+k+l=n+2

donde n = 2k - 1 = I'mpar

16.14) a) n=p+q e p=q

& & ptq=p-q @
9 (p+a)=(s%a) = {2
PG B4 ptqt+tp-q=n @

de @, vem q =0 que, como q € N*, nio convém;

de@,vem n =2p = patr

k-1=2+1 (1)

1615 (o2} = haidhog) >y 0o iwa b ()

de@, vem k =2, o que ndo convém;
de @ , vem n = 5k que é multiplo de 5.

16.19) a) S=1{39} b) S={14}
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)_

16.20) a) S={15} b) S={20}
B RALpRNDED
16'21),_1—_1@ () (p+1) n(p) (p) p+1
E n-p L+ Dp
'( )[n_p**l] ‘(n-p)' p+1
iy - o(3 ) - ()
(p+1)'(n—p)' = p p+ 170 27 membro
16.26) a) V b) V c) V d V
16.27) a) S = {=; 3} b S={xV11, t5}
16.28) a) S ={5;8} b) S={4;6}
16.29) S = {50; 52}
P _ [k N n-l)_ n ( n _(n—l
n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
3 + + A -
i e e e e R
=(n—l)+2(n-l)=(n—l>n—l-p+l+2(n 1
p p-1 p-1 p p-1
=(n—1>[n p+2]=(n-l)n+p= 2° membro
Pl p-1 p
Capitulo 18
18.5) a) x5 - Sax? + 10a2x3 - 10a3x2 + Sa%x - a$
b) x4 + 8x3 + 24x2 + 32x + 16
c) x6 - 12x5 +60x4- 160x3 + 240x2 - 192x + 64
10 5 1
H AP I et Y T
18.6) a) (2 + 7)5 = 95 = 59 049
b) (5 -3)6 =26 =64
c) (7 + 3)% =104 = 10 000
d) (101 - 1)S = 1005 = 10 000 000 000
18.7) a) (3 + 2)8 = 58 = 390 625

432

b) (11 + 4" = 15"
¢ (11 - 21)0 = (-10)0
d (11 -1t =10"
e) (1 -1)" = (-10)n

)~

18.8) zero

18.9) a) 20!

18.17)

18.18)

18.19)

18.20)

18.21)

18.22)

18.23)
18.24)
18.25)

18.29)

18.30)

18.31)

x5 x5

(10) 1 252
a) = —

b) 2!\-1

b) - ( 16) 23x% = -4 480x%

13

R (1:)x3= 1001 x8

b) Ty = -(;)53)(11 = -4 375x11

¢) ndo existe

) To=~ (2)3326 - 145152

B) Ty e (165)46 = 20 500 480

c) nao existe

& Ty = ( 162)26x=0 = 29 568x®

b) T ( lO) 1 252 Vx

6 = r— R S

5 /x‘s X
n=29
a=2124% %
n=20;, a= '3 25
dois; sétimo e décimo nono termos
a) 1110x16 b) 2060x%
a) 2,176 b) 258,055
Qi & n(n + 1)6(2n +. 1)
a) 2890
b) nn+1)(n2+n-6) nmn+1)n+3)(n-2)
4 i 4

¢) 562666
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Capitulo 19

19.3)

19.4)

19.5)

19.6)
19.8)

19.9)

19.10)
19.11)
19.16)

19.17)

19.18)

19.19)
19.20)
19.21)

19.22)

PC¢ = 120

PCg - 2PC7 = 3 600

PC4 = 6 broches e L(Z:i =3

PCy + Pq = 144
ARj3 5 = 243

a) ARgq4 = 16

b) ARz’l + ARz 2 + ARy 3 + ARz 4 = 30
ARos - ARjos - (Aos - Aga) = 62 784

AR%’Z + ARy 2 - ARz - ARy + 1 = 66 825

a) 120 b) 330

nt k=1
CRn,k=Cn+k—1,k=( K )

CRk+1,n-1 = Ck+n-1,n-1 =(

como os dois binomiais sio complementares, ¢ imediato que CRp,k = CRk+1,n-1

a) CR|2‘5 =4 368
b) CRe 3 * CRe2 = 1176

CR4g4 = 3957 CR3’5 =721
CRyy3 = 286
CRyo5 = 2002

a) CRg+1, m-1 = CRm, a
b) CRg-m+1,m-1 = CRm,a-m

Capitulo 20

2
20.10) 3

3
20.11)74—

4
20.12) a) 15 b)

434

w|w

c)

w|™

n+k-1

1 3 1

2013) 2) b) = PR

W Do © B
: 100

20.15) %—g—

20.16) a) 0,6 = 60% b) 0,7 = 70%
c) 0,4 = 40% d) 0,9 = 90%

20.17) 0,75 = 715%

i .l
20.18)-4‘ o

20.19) @) 15 Wy 9

20.20) a) 2n—1+2— b)

20.21) %

20.22) a) 3184_5 b)

wn

20.23) -

20.24) a)

20.25) m===

20.26)

20.27)

2 3n-3)
228 Cp,3 nn-1)(-2)

20.29)

20.30)

B w

53
7 020
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Capitulo 21
100 40 20 3

21.49)a) 355 * 300 T 200 ~ 5

28 18 2 11
®) 550 * 200 ~ 200

200 - 5
8 {4 ¢ 23
9 350 * 200 - 200
T N
AN * 3030 "3
12'. 10 8 13
W Loyt aw 298 ) S
Cio,2 , Cas2 Casa2 _ 47

21'6)C160,2 Ci02 Cic0,2 106

Ci0,3 , Ci03 Cs.3
21.D) ==+ ——2= = —— =
’ Cys,3  Cass Cas

Ci3pz Cie2 _ Ci32 _ C262 _ 25
hape Cs2,2 ¥ T2 Csm22 Cma2 102
Cizp Cizg _ 2
b) Cs2.2 * Csz2 17
Ci32 Cap _ 14
< Cs22 Y Ta Tl
219 1 -PAUB]=1- 19_0= =
b)l—P[AﬁB]:]-% =i;_

9
c)l-P[AUB]:l-ﬁ- 3

d)P[A]—P[AﬁB]=—§~-_5_=_s_

21.10) a) 0,60 + 0,65 — 0,35 = 0,90 (90%)
b) 1 -0,90 = 0,10 (10%)
¢) 0,60 - 0,35 = 0,25 (25%)
d) 0,65 - 0,35 = 0,30 (30%)

436

Capitulo 22

T TG
2Oy 77
. &3 11 44
RN WMEE MW E s
i § 5 13 9
28 G199 ® 15 " 19~ 19
e .
29 35 ¢ i - %
v % ¥ 4
210 ¢ ¢° ¢~ 7%
$. s
22.11)a)T-l_7..%=%
¥ 58 i 5
31716 " 136
gl. bt 2.5
7177 "8° 68
22.12)21)7._4_.:1‘..%=%g
i &.49.3.49
D523 T" 16
gk o Begdi(apdrc L
77 °°7°7 " 7401
g 3 L ALABTA A
22.13)? ? l l 1'—3—‘—50?0_3_._3_
22.14)1-1-%.%.%.%.1.1.1.1._._.
RN E oy
215 3+ 5+ 7 15 = 0

o
u.l°°

=
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TRal S W
2Nz Fr7 17 1
auh o 8 ot . 4 1 F
bl R v e S il B G T
Capitulo 23
1 1 101 31V _ 15
il s L3 5 9 (5)@) (3) - ms

59 (3)(2) () -7

23.6) a) (i)(%)4(%)2= 1%%
v ()G -&
o () (3) - m
o ()G (3) - 7

s (§)(H' G (NEE GGG
L8 ewn -3 (DG

-k
an §, (OEFQ™ 2%

23.9) 2 ( 11?)(0,2)" (0,8)19°K = 0,6778
k=0

.

23.10) i ( 33)(0,9)" ©,)®k = 04116
k=27

438

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS SUPLEMENTARES

1) x=2, y=3, z=1, t=4

3
1| 4 3
5
-6 3
: Tl g i 2. 144
xRy Tl el T Tk
9 10 s no63
T T ¥

1.4) Basta efetuar o produto AA.
I5) | b+d b
0 d

L6) Tg * Tg =[cosa -sena] [cosﬁ —senﬁ] ,

sen@  cos senf  cosf

cosacosP - senasenff  -senfcosa - sencacosf

-[senacosﬂ+ senBcosa  -sena senf + cosacosﬁ]

_[cosa+ By -sen@+ By _
“lsen@+pB) costa+ B)| T ‘a+B

T.q = cos(-@) -sen(-@) _ cos@ senQ ¥ Tt
sen (-0t) cos(~) | -sen cos@ =l
1.7) Basta efetuar os produtos, lembrando que BA = AB.

18) a) St = 5 (A + AD = 1 (Al + (ADY = Tatrais

1

1 t e
5 (At - A) = K

5 (At - (A% =
c) Basta notar que A =S + K.

b)K'=%(A-At)t=
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1.9) Basta efetuar o produto AB, obtendo a matriz Oj.
1.10) Basta efetuar A2 e B2.
L11)C(C-D=C2-C=C-C=0

1

1.12) S2 =[%(I+A)]2= (I+2A+A3)=%(21+2A)=%(I+A)=S

v—-Al

1 g s XBLW s
T=[30-HP=70-2A+A)=7Q-20)=50-=T
st=[fa+ml[La-ml-Fa-a=za-p=0

ek 2 4 4

1.13) Método da Inducio Matemitica
Teorema 1: (para p = 1)
AP*l = A2 = (B + C)2 = B2 + 2BC + C2 = B(B + 2C) = BP[B + (p + 1)C]
Teorema 2

Hipbtese: BK[B + (x + 1)C]
Tese: BK*1[B + (k + 2)C]

Ak*2 - A . AK*1_ ABK[B + (k + 1)C] = B + OBK[B + x + 1)C] =
@ + O)[BK*! + (k + 1)BKC] =

= BK*2 4 (k + 1)BK*1C + BK*1C + (k + DBKC? =

BK*2 + x + 2)BK*IC + 0 =

= BK*1[B + (k + 2)C]

Ak +1
Ak +2

1

1 1 1
1.14) H4 2 solugdes: 0, —, -—-——) e <0, -—-—,—>
| V2 V2

1.15) Nio
1.16) X = BA™IC1A

1.17) (A + B)A"1(A -B) = (1 + BA™Y) (A - B) =
=A-B+BA'A-BA'B=A-BA!B
(A-BA'(A+B)=(0-BA!)(A+B)=
=A+B-BA'A-BA'B=A-BA"!B

1.18) Teorema 1: (para n = 2):(A;Az)~! = A% A7!
Se X=AjA; e Y =A3'A7!, entdo
XY = AjA2AZ AT! = AGIAT! = AjATT =
donde (A;Az)7! = Az'Aj!
Teorema 2
. A;l . AZ-IAl-l
By A;l A;IA-{I

Hipotese  (AjAgAz-.. .- Ak 1A = ARARL, - ...

Tese (AjAgAz ...~ A= Ap, )7 = ALY AR -

Se B = AjAA3-...
(AjAsA3 - ...

* Ap_ Ay entdo
“Ag c Ap, )7t = BAy, ) = AR, - BT -

= AFL AR o ... o ASTASTATY

L19) X, = [; §] . % [; 'g]

1200 a) Aq-Ag=[ 1 a][ 1 B 1-g B-a
1 1 = P B
=7 -1 —B- -1 F_E 1-71'

AgAq =| 1 B ¥ e 1-% a-p

3 W b AR =1—-11-°‘

B a i B

Se AaAﬁ=AﬁAa entdo 5-&: a—B, donde a:ﬁ;
se « = f entio Aq=Ag e AgAg = AgA, = A}
b) Basta efetuar a soma.
o) Ai=0

d) Note que (Aq+ AR? = AZ+ AgAg+ AgAg + A§=
= AgAB + AgAy =(2 '%'%)12 (_como em b)).

e) Basta elevar a poténcia n o resultado do item d).
f) Basta colocar # = 2& no resultado do item d).

II.1) Se A=|a b e B=|a B entdo
0 ¢ 0o

AB=| aa af+bY e BA =| aa ba+cf
0 Y 0 cY

Assim, af8 + bY = ba + cf8
donde b(@-7) -Ba-c)=0

isto é, ba-c| _ 0
B a-7]"
I1.2) Escrevendo-se
a-x 0 0 d
0 b-x 0 e
et e 0 0 c-x f
d e 3 0

e desenvolvendo o determinante, obtemos
det(A - xI) = d2(b - x)(c - x) +e2(a - x)(c - x) + f2(a - x) (b - x) = F(x)
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A expressio F(x) é um trindmio do 29 grau. Temos

F(a) = d2(b - a)(c - a) >0
F(b) =e2(@a-b)(c-b) <0
F(c) = f2(a-c)(b-c¢c) >0

Assim, a equagdo F(x) = 0 admite duas raizes reais X; e X, tais que

a>xy >b>x3>ec:

11.3) Se a+fB+7 =, entdo tga+tgf+tg?Y =tgatgftg?, assim

tg 1 1
1° 2B b4 = tgatgftgY +1+1 -tgf-tga-tgY =2
1 1532

14 S = {xERI-10<x<-V10 ou V10 <x<10}
I1.5) zero

11.6) zero

IL7) S = {0; ~10}

.8) s = {0, 1, 2}

11.9) Lembrando que sen 3x = 3 senx - 4 sen3x, fica claro que a 32 coluna é combinagio
linear das duas outras.

11.10) 1

I1.11) No determinante da esquerda, multipliquemos a 22 coluna por yz, a 32 por xz e a
42 por xy, obtendo

0 xyz xyz xyz @ 6 1 9 4
1 x 0 xz2 xy? @ 1 0 z2 y2
x2y272 y yz22 0 x2%y ©) Tl1 22 0 x2
z y2z x2z O ©) 1 y2 x2 0
I S 4% 5 4 546 5 4 42
2 7.3 = 2 1 X3 =13 2 7 A
i 69 1 6 169 1 6 13

I1.13) x0 + (-1)f+1lyn

mn A=1, ($;-%) ou >\=-_,(

=)

W
Uiln—l
w|
S~

442

II1.2) A = 1 :indeterminado

W

: inconsistente

A#1 e )\;&-%:determmado

1L3) A #- %—

Ml4) m=0 ou m=-1
IIL.5) Basta notar que p(A) < n, logo (S) é indeterminado.

II1.6) Se ad - bc # 0, entdo um dos elementos a, b, c, d, pelo menos, é diferente de zero.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que d #0. Entéo,

[ :]@ [ 3l [ -
g SRR EHS

7)) el =2 3 1 @ ¥ 3a
2k 6 6 ~ 10 k+450-4 o
k- 3 - k=3 O 0 G kol :]
22 3 q 1 <3 3 1
f ).k 9 ~ 1 K 1
k+4 0 4 -k(k +4) -k
1) k = 0 : sistema indeterminado

S={(3-3a; 1; @), aER}

2) k = -4 : sistema inconsistente
3) k#0 e k # -4 : sistema determinado

¢
oo~

11.8) AAX) = AMAX) =A-0 =0
Iv.1) 3

Iv.2) 30

Iv.3) 11

1v.4) 15120

v.s) {-1}

IV6)a=6, b=11 e c=5
IV.7) o quociente é 21
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IV.8) n(n - 1) (n - 2)

IV.9) N=648 e S = 355680

a0 (P32)

n-1
IV.11) ( p-1 )
IV.12) 495

oy (102 0

1v.13) 19) ( p> 29) 184 756

1V.14) 60

IV.15) Para a 22 igualdade fa¢a na relagio anterior n=1, 2, 3, ..., n e some membro
a membro.

IV.16) 174

(n!)n—l

%0 2t @m-D'P

V.Z)(:) ¢ minimo para p = 1; esse minimo é n

, se n é par; esse maximo ¢

p= zl,senén’mpar;essemiximo

() )

S 8 e Rl )

multiplicando-se membro a membro, vem a tese

V.5) 19) 1+(“)a+...+(;)aP+...+(")a"

1 n
29) Fpa _amn-p) na -1
. —""'p _-—‘p‘l‘l M PE G Y
isto é, se E(x) designa a parte inteira do nimero x:
i na - 1
PSE WrEg

o . _ na-1\
39) o maior termoéppﬂ com p-E( a+1)’

("5 )m: () (5%)° « ()7
V.6) 7; 14
V.7) 16
v.8) 3,26
V.9) (1,02)5 21,1041
V.10) desenvolva (x + y)®

4 112
V.11) a “wyi -§

VI am2( =m), A= -;; at-1)2n-1)

V.i3) s

V.14) -9; 46
VL1) 252
VI1.2) 1140

VL.3) 210

V14) 8
VL5) 1080
VL6) 16

VL7) 17 881 376

VL.8) 2893
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e 0,34

159- 155

VIL.2) a) onde [x] significa “o maior inteiro que ndo supera x”.

O
Caso particular: 50 ° 20

VIL3) P = 3% =0,13

4
54
17 2 17

VI4) 36+ 36 36
n(2n + 9)

VILS) Ga+6)@n +5)

89

V“.6) C) m

2
b)2—7

£
&l

1
VIL.7) e b= 12

0
1
N
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