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sentacao

Este livio € Complemento para o Professor do volume 6, Complexos / Polind-
mios / Equacgdes, da colecao Fundamentos de Matematica Elementar.

Cada volume desta cole¢do tem um complemento para o professor, com 0
objetivo de apresentar a solugao dos exercicios mais complicados do livro e sugerir
sua passagem aos alunos.

E nossa intencao aperfeigoar continuamente os Complementos. Estamos aber-
tos as sugestdes e criticas, que nos devem ser encaminhados através da Editora.

Agradecemos ao professor Nobukazu Kagawa a colaboracéo na redagdo das
solucoes que sao apresentadas neste Complemento.

Os Autores.
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

o)il) — Nimeros complexos

(2o a2 =10 . @R @+ 2N 2=0 _
-8 ~ Pl T - I .
(2 £ 1] v (& —~1)

13. Temos:
(A+i2=2i,(1—-i)2=-2i,(1+i)*=(2)2=—-4e(1—i)=(—2i2=—4,
entao (1 + i)* = (1 — i)A
Se n & um ndmero natural multiplo de 4, ou seja, se n = 4p com p
natural, entao:

(L = (1 g% = [ - gFPe= (=P

(L= =~ 08 =l = e =4

edai(1+i)=(1-ir

Se n € um ndmero natural ndo divisivel por 4, chamemos de p 0
quociente da divisao de n por 4. O resto da divisao pode ser 1 ou 2
ou 3. Examinemos cada caso:

1°)n=4p + 1
@A@+i=@+irrt=@A+i*1L+i)=(1+i)(—4)y

(Le =L — s = {1'— M1 = sl — -2

29)n=4p + 2

L+i=@1+i*2=(1+ i1 +i)2 = 2i(—4)y
(A—i=@—-i#*t2=(1 - i)*1 —i)?=-2i(—4r

3)n=4p+ 3
@A@+i=@+ier3=@+i%L+i2=(-2+2i)(—4)F
A-ip=@A—-r+3=01-0)"1-IiP=(-2 - 2i)(—4p

Portanto a igualdade (1 + i)" = (1 — i)" s6 se verifica quando n é
divisivel por 4.

16. x=a+ib {x+yi=(a—d)+(b+c)i=i(1)

y=c+id — [xi+y=(-b+c)+@+di=2i-1(2)
a=d

de(l)temos:{b_l_C=1
=hFe==1

de(2)temos:{ -

Resolvendo os sistemas de equagdes,temos:a=d=b=21ec=0.
Portanto,x =1 +iey =.

68 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

17. z=(a+ib)(c + id) = (ac — bd) + (ad + bc)i
Im(z) =0 = ad+ bc=0

18. z = (a + bi)* = (a* + b* — 6a%b?) + 4ab(a? — b

Im(z) = 0 = 4ab(a®? — b?) =0(2)

De (ll)vema =0 ou b=0 ou a?>—b?=0.

Se a = 0, de (1) vem b* < 0. (impossivel)

Se b =0, de (1) vem a* < 0. (impossivel)

Se a2 = b2 = k, de (1) vem k2 + k? — 6k? < 0O, que ¢ satisfeita para
todo k.

Conclus3do: devemos tera # 0, b # 0 e a2 = b? ou, resumidamente,
ab # 0ea= =*b.

24, uvelCuw-v2=6eu+v=1-—i
u=a-+ib {u+v=(a+c)+(b+d)i
v=_c+id u+v=u+v=(@-+c)— (b + di
Et~_a+c=1
% b +d=1
UtV uwr-v2 6 uFv_
! v6(—1(u _)V) u+v u+v  u+v uFv
— i .
@ ga-pn >3
1+0\" (1+i)(1+i)]"_(g>"_ .
o (5)=[Ean] =) =0
Portanto, ( 1 t : ) pode assumir os valores i, —i, 1 e —1.
G eyl N3
28. u—x+|yev—2—-|2
(1 B\ . (x @) REL
z—v-u—<2—|2)(x—|y)—(2—T-?+XT|
1 V3

Entdo: Re(z) = ?x — y—2—.

29. z=x+yi e x2+y2#0
u=z+i=22+1=(22+_1)2 (x2+y2+1)x+(x2+y2—1)y
z z z-7Z X2 +y? X2 + y?

Imuy=0 = y=0 ou x2+y>=1

30. z2,,2,€C,z, +z, e 2, z, s30 ambos reais.
z, = a + bi {u=zl+22=(a+c)+(b+d)i
Z, = ¢ + di V=2 +Z,=(ac — bd) + (ad + bc)i

Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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Como
Im(u)y=0 = b=-—d
Im(v) = 0 = ad = —bc e, resolvendo o sistema, temos:

oub =d = 0 e a e c quaisquer
oub=-d#0ea=c
Na 12 solugao, z, e z, sdo reais. Na 22 soluc¢ao, z, € o conjugado de z,.
31 Z=2—xi=(2—xi)(1—2xi)=2—2x2_ 5x
1+ 2xi (L +2xi)(1 —2xi) 1+ 4x2 1+ 4x°
Re(z) =0 = 2—-2x2=0 = x=1oux=-1

32 _A4+2i- @A+Zfe—al)" 2428 "4 ~@

2= o Ta - @2+a)2—a) 4+a " d+a’
Im(z) =0 = a=14

33. z=5+8i ez =1+i
Z, =Xty

u==z-z, = (5x — 8y) + (8 + 5y)i (1)

Im(u) =0 = x=——g—y
Zi Xty Xty .
R 2 + 2 |(2)

Imv) #0 = X #Yy
de (1) e (2) temos: x = y = 0, 0 que é impossivel.

34. z = x + yi, entdo:
Z z=Lutdp= .yt B . B
T~ T @ g 2 T3
2X_1=5:>X=3}=>z=3+2i
2y +1=5 =>y=2
ORI S . -
36. z—x+|yeu—2 i
(1 B) ... _x-yV@ Box+y
z=u-z={5 175 (x —iy) = 5 5 i
Entao
x — yV3
Riz,) =5
Im(z,) = —\E ; L

B8 | Fundamentos de Mateméatica Elementar
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37.

38.

40.

41.

42.

Demonstragao pelo principio da indugao finita.
Paran = 0,temosz’ = 1 = 1 = (2)°.

Suponhamos z° = (z)* com p € N e provemos que z°** = (2)

p—— =) L i2) . = =
Ptl =zp.7 = 7P .Z:(Z)D.Z :(Z)P+1_

A passagem (1) é justificada pelo teorema do item 15 e a (2), pela
hip6tese de indugao.

pt+t1-.

x2 + (a + bi)x + (c + di) = 0 admite uma raiz real.
Seja a a raiz real. Temos:

a’+ (@a+bija+(c+d)=0

(@®>+aa+c)+ (ba+d)i=0 =

o> +an+c=0 d)z ( d) =
—e=| fagl—==)+ =0 =5
:[ba+d=0=>a=—%:>< b b
2
ﬂ%—%+c=0:>adb=d2+b2c.

z=a+ibez=a—-ib

22=7Z = (a+ib)®=(a®—3ab?) + (3a2b — b3)i=a — ib
Entao:

{a3—3ab2:a = ga?—-3b—1) =0

3ab —b*=-b = b(3a2—-Db2+1)=0

eSea=0=b=*x1ez=iouz=-1.

e Seb=0=>a=*x1ez=1 ou z=-1.
*Sea=b=0 = z=0.
Portanto,z=0ouz=iouz=—-iouz=10uz= —1.
22 = j 5 _ b2 3 B

. = Z¢=(a*— b + 2abi = |
Z=a + bi
Entao:

{y—b2=o
2ab = 1 e, resolvendo o sistema, temos:

V2, _\2 2 2
-Sea—T,b——é—eZ—7+l7.
vseal 2, _ 2 2 B

ea= 5 b= 2ez— > |2_

2=1+iV3 5 o ol il L
= B b = 22=(x2—y?) + 2xyi = 1 + V3
Entao:

{x2 -y =1

2xy = V3 e, resolvendo o sistema, temos:

Fundamentos de Matematica Elementar | 6
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.Sex:— —Q __\/E_Jr_ﬁ.
gl Tg EETTHTIg
2;y 282'— 2 I2'
43. ety =1() > y2=x—1 (I

1+x+iy_(1+x)+iy_(1+x)+iy_
1+x—iy @+x—iy (A+x) +iy
_ [ +x2 =y + 201 + xlyi _

(1 + xP2+y?
W[1+2x+ x>+ (- 1]+ 201 + x)yi _
L+2%+ =+ 99
2X(1 + x) + 2(1 + x)yi

1+2x+1 B
C2X(L +x) +2(1 + x)yi
N 2(1 + x) =
=X + iy

II

1+senx+i-cosx_1+senx+i-cosx 1—senx+i-cosx_

1—senx—i-cosXx 1—senx—i-cosx 1—senx+i-cosx

_ [(1 +senx)(1 —senx)+cos*x] —[1+senx+1—senx]-cosx-i _
(1 — sen x)? + cos? x

44. f(x) =

i - cosX
T (1-—senx) e

- HEx )._(senx ) (sen x + 1)i
glx) = (tEx + sec )l =\ 5o5x T Cos x cosx

(1+senx) COSX i _ i‘CoSX — h(x)
cos? x 1 — sen X
Entdo: f(x) = g(x), VX, X # -2— + K.
52, a)z=1+i =z =V2

Entdo: |2 = (V2)° = 2V2.

by z=1—1i =]z =2

Entdo: |24 = (V2)* = 4.

¢) z=(5+ 12i)i = —12 + 5i = |7 = V(-122 + 5 = 13

ou
z, =5+ 12i = |z,| = V5% + 122 =13
z,=i=|z]=1

|2, " 25| = |zy| * |z =13 -1 =13

B | Fundamentos de Matematica Elementar
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d)z,=1+i = |z| =V2
2, =2+ 20 = |z,| =2V2
Z, =4 + 4i = |z, =42
Entdo:

|2, 2, - z5| = |z - |zo] - |2s] = (@)(2\[5)(4‘5) = 16V2.

e)z,=1+i =|z| =2
2,=2-2 =|z| =2V2

Entao:
n|_N2 _1
Z, 22 -

f) z,=5 =|z| =5
2,=3+4i = |z =5

Entdo:
z,|_ 5 _
o |=5=t
57. |zl =w=1e1+zw#0

z=cosa+isena,w=cosfp +isenf
Zz+w=(cosa+isena)+ (cosP +isenp) =
= (cos a + cos B) + i(sen a + sen B) =

a+ B a—f . a+p a—fB
— B + . —
2 cos 5 cos 5 2i sen 5 cos >

_ —B< +B .. a+B)
2 cos 5 cos 5 Jrlsen——2

1+zw=1+ (cosa + isena)cos P + isenB)=
=1+ (cosacos —senasenf)+ilcosacos + senacosB) =
=1 +cos(a+B)+isen(a+p)=

=9 o+ B+2 0‘+B a+f
CcOoSs 5 | SEen 2 COSs 5

B)

—2cos°‘+B(cosa;B+|sen

Entao: E 5
o — o + .
Z+W:2cos 5 (cos—2—+|sen 2) 2
1+ zw
2cosa—+B—(cosM+isen atP ) +
2 2
Portanto, 4w é real.
1+ zw

G Fundamentos de Matematica Elementar | B
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58. z, =p(cos d + isen )
z, =p(cos  + isen )
Entao:

Z,—iz,=p(cosd +isend)—ip(sen d + icos ¢)
=p(cosd +isend)+p(cosd —isend)
= 2pcos ¢

Portanto, z, — i z, é real.

89. Z,=cosati-sena e z,=cosPB+i-senf
zZ,+z,=1 = (cosa+cosB)+i-(sena +senf)=1 =
= (cosat+cosB=1e sena+senf=0) =

1 3
= cos<x=cosB=—2— e sena=—senB=T
1, .3 1 3
Portanto,zl~7+|2 ezz—2—|2.
65. Determinemos as coordenadas de P,, P,, P, e P,, afixos de b, b + z,

b+ z+iz e b + iz, respectivamente:
b=2:(cos30°+i-sen30°)=V3+i= P,=(V3,1)
b+z=(3+p-cos0) +i(Ll+p-send)= P,=(V3+p-cos0,1+p-sen)
b+z+iz=(N3+p-cosd—p-send) +i(l+p-send+p-cosp) =

= P,=(3+p-cosf—p-send,1+p-send+p-cos o)
b+iz=(N3—p-sen@) +i-(1L+p-cosb) =

= P,=(3—p-senh,1+p-cos )

PP, = V(AX)? + (Ay)? = Vp2-cos2 0 +p?-sen?h =p e Mpp, =t 6

Bp. =+ 1
P,P, = V(AX)? + (Ay)? _—_\/(7p -sen 6)2+(p-cos 0)? = pem, =— tg_e
PP, = V(AX)2+ (Ay)2 = V(p-coS 0)*+(p-sen B2 =p e M, = tg o
Dp. 1
A \/EO2 + (Ay)? = \E sen 6)2+(p+cos B)2 =pe myp = — EE

Entao P,P, P;P, € um quadrado.

66. zZ=X+yi,z=x-—yi

é=—i B L S X+yi=-y—Xi =>y=—X

z X—yi

E esta condigdo é satisfeita pelos pontos da reta x = —V, bissetriz
do 2° e 4° quadrantes do plano de Argand-Gauss.

6 | Fundamentos de Matematica Elementar
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67. Z,#X e z,=r(cosa+isena) y
z,#0 e z,=s(cos b + isenb)
Z; r(cosa + isena)

Entdo: — = :
Z, s(cosb + isenb) 0l

- X

Z; r(cosa-cosb+sena-senb)+i(—senb.cosa+ sena-cosb)

Z s(cos? b + sen? b)

=§mmm—m+i%ma—w

- Z ro. g
Entao, 2—1 = i; € uma reta que passa pela origem.
2
69. z-@+i)=1 v
Z=Xx+1iy
Temos:

&=+ Il = |3 1) Iy = 1)
= Vix — 12 +(y — 1)2

Entao:

(x —1)2+(y — 1)? < 1 representa
um circulo de centro (1, 1) e raio 1.

1
70. z=x+yiet=2+3i v4 //A\\

A={zeClz-t=<s1}=
={zeClx-2?2+(y - 3r=<1}
€ um circulo de centro (2, 3) eraio 1
B = {x €C|Im(z) < 3} "l
€ um semiplano situado daretay = 3
para baixo.

A N B representa um semicirculo.

71. z =p(cos 6 + isen 6), 6 fixo. /A

Como p percorre R, z representa uma
semirreta com origem O e formando
angulo 6 com o eixo dos x.

T2, a) z=x+ iy
Entao:

¢
w=1l-=— =
z

3 X + iy

B Fundamentos de Matematica Elementar | 6
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e P iy
- X2 + y2 X2 + y2
u € a parte real e v a parte imaginaria do complexo w.
Entdo:
_ Xty —x
% -y
i |
ik 2 1 1
= 3 = X = X — — — = —X— —_
b) Sey = x, entdo u o2 1 o ev o2 %

Daiu =1 — v, portanto Q = u + ivpercorrearetau =1 — v.
Notemos para encerrar que v # 0O, caso contrarioy = 0 = x e
anula-se z.

73. Seja z = x + yi um ndmero com-
plexo que satisfaz a condicao
|z — 25i| =< 15, entao:

X +(y — 25)i| <15 =
= ¥+ (y— 26 = 225,

YA

Conclui-se que z pode ser qualquer S .

complexo representado por ponto do T

circulo de centro (0, 25) e raio 15 (ver

figura). T/ 0 \Ouim

O complexo que tem o menor argu- 0 > X

mento é representado por T(X, y), pon-
to de tangéncia da reta OT com o circulo. T satisfaz duas condigoes:

OT2 = 252 — 152 = 400 = X2 + y? = 400
T estd na circunferéncia = x2 + (y — 25)? = 225.
Resolvendo o sistema, temos x = 12 ey = 16,entaoz = 12 + 16i.

74. z=p(cos O+ isenb)
Entao:

72 + p2 = p?(cos? 6 — sen? B + 2isen 6 - cos 0) + p* =
= p2 (2 cos? O + 2i sen 0 cos 0) =

= 2p? cos 0 (cos 6 + i sen 6)
z__ _ p (cos 6 + isen 6) _
z2 +p?  2p2cos 0 (cos 6 +isenb)

1 T .
=— = |e#+#—=+k ,kEZ)ereal.
2p0056< g

B8 | Fundamentos de Mateméatica Elementar E
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75.

82.

iz=1ip(cos® +isenb)=p(—sen6 + icosb)

Entao:

p—iz p(l+senBh —icosB) _

p+iz p(l—send+cosh)

_1+sen®—icosh 1—senf —icosb _

~ 1-—sen0+icos® 1-—sen®—icosb

(1 — sen? 0 — cos? 6) — i[(1 + sen 6) cos O + cos 6 (1 — sen 6)]
1—2sen® + sen?6 + cos? 0

2i cos 0
2(1 — sen 6)
» cos 0 m
—Isen6—1<e$2
a) |a+bi|=5 = a2+ b?2=25 (1)
b—a=1(2)

Resolvendo o sistema, temos:
a=3eb=40ua=—-4eb=-3.

Como0 <0 <= = a+bi=23+ 4i.

+ km, k € Z) € imaginario puro.

2

b) (c + di)?2= (c? — d?) + 2icd = -5 — 12j
Entao:
{02 —d2= -5

2cd = —12
Resolvendo o sistema, temos:
c=-2o0uc=2.
Comoc < O,temosquec=—-2ed=3ec+di=-2+ 3i.
Entao:

(@+bi) 1 _1+i=

c + di a+ ci 13i

(3+4i)2‘—2—3i_ 1 3+2i 1-i_
-24+3i —-2-3i 3—-2i 3+2i 13

(=7 +24i)(-2—-3i)) _3+2i 1-i_

4+ 9 9+4 13
_86—-27i 4+ _
B 13 13
_82 28
13 13"
z=V3+i=2(cos = +isen—=

6 6

z"=(\/§+i)":2“(cos£‘61+isenn—g—)

Fundamentos de Matematica Elementar | B
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Entao:
Im(z") = 0 = sen %’ =0

a) z" é real e positivo = =
Re(z") > 0 = cos %” >0

- %T=2kw = n=12k(k=0,1,2,..)

Entao, o menor valor de n para que z" seja real e positivo € n = 0.

b) z' & real e negativo = M) = (2) =
<

Re(z")
sen%"=0 %
= A :?’n=w+2kfn=> n=6(2k+ 1)k=0,1,2,3,...)
005—6E <0

Entdo, o menor valor de n para que z" seja real e negativo € n = 6.

c) z° é imaginrio puro = MZ) # 0

Re(z") = 0
sen%naﬁo .
- = 0 -T 4y kr=> n=3+6kk=0,1,2,..)
nm 6 2
cosF=O

Entdo, o menor valor de n para que z" seja imaginario puro é n = 3.

83. Z = a + bi
a)iz+2Z2+1-i=0=i@a+hbi)+2@—-b)=—1+i =
= (2a—b) + (a—2b)i=—1+i =>{2a—b=—1

a—2b=1
Resolvendo o sistema,temosa=—-1 e b = —1.
Entdo,z = -1 —.
b) z=-1—1i
Entdo, Jz| = V(—1)2 + (=12 =+2e

=2 (+F ) 2o F i

g
temos, portanto: arg z = T

1004 - 57 . 1004'511')
s—T+|sen—T—=

c) 7100 = (\/5)1004 (CO

= 252(cos w + i senm) =
= 2502(_1) =

= _2502

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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89. —\/22 + i—g é uma das raizes quartas de z, entao
V2 va) (@) L BN
(7“7 SRS Lg | =A==

Logo,z=cosm +isenm e

\E=005L22k3+isen’"—+22i(k=0,1)

m . ™ §
Wo = COS — + isen— =i
e 2 2

—cos3—+|sen3—w=—i
2 2 )

Portanto, as raizes quadradas de z sd@o i e —i.

90. —2 é uma das raizes sextas do complexo z; entao
(—2)f =z = z=64 =64(cos 0 +i-sen0).
As raizes sextas de z sao dadas pela formula:

=2-[cos°—+62k—“+i-seno—i;ﬁ] comk € {0, 1, 2, 3, 4, 5.

k=0 = z,=2(cos0O +i-senQ) =2

k=1=>zi=2(cos—+| sen%>=1+i\/§
k=2=>22=2(cos—+| sen%")=—1+i\f§
k=3 = z;=2(cosm+i-senm) = -2

3

k=5 =>z5=2cos—+| sen5—ﬂ)=1—i\/§

k=4 = z4=2<cos——+| senﬂ)=—1—i\/§
( .

Yﬂ4
91, 7=256 = |z =256 e § = 0.

As raizes quartas de z sdo os vértices do

quadrado inscrito na circunferéncia de raio —3 i
Y256 = 4 e centro na origem, tendo uma K
delas argumento O.

-4
92. 2i é uma das raizes sextas do complexo z, entdo:
(2 =z = z=—64 = 64 (cos w + i sen m).
As raizes sextas de z sao dadas pela férmula:
+ 2k . +
Z, = Z[COS % +i-sen L:ﬂ] em que k € um dos naturais
0,.1,2,8, 4, 5,
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k=4 = z,=2(cos——+i-sen

k=5
= B 6

—2(00511—1T+| sen—ll—w)=\/§—i

Portanto, os nlimeros complexos representados pelos outros cinco

vértices do hexdgono sdo: V3 + i, —V3 +i, —V3 —i, —2i e V3 — .
93, z=i+V=8i
Sejau——8|:>p—|—8||—8e6=3—ﬂlT #i
= Sw Sw 3
u—8<cos > + i sen 2)

Yu= 2[003(2 22ﬂ>+ sen 2kﬂ

Entdo: 11
=2iez=i+2i=3i
——\/——lez—l—\/_é—l——

\jé—lez——l-i-\/_—l_\/é

v§\\\\“///€x

94, (z—1+|)4—1:>z—1+|—\/1 =1
V1= cos———e+2kw+isen——e+2kw> vA
4 4
u=1=p=u=1e6=0= -
= \/E=cosk?+isenk7w
Entéo: -
Wo=1=>2z=2—1I
w, =i =>z=1 -2t
- 1-2i
w,=—1=>2z="-lI
Wy=—-i = z=1-2i
95. Sejaz = p - (cos 8 + i - sen B). As raizes 2n-€simas de z sao 0s

nimeros complexos:
. 0 + 2k
7, = 2% (COS 0+ 2k

on +1-sen on

| Fundamentos de Matematica Elementar
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96.

97.

98.

A soma dessas raizes é:

2n—-1 2n—1 2n-1

n . 0 + 2K
> zk=2\/E-( by sos ETEN 4. 7. ). sen 5 ﬂ).
k=0 k=0 2n k=0

Para cada k, atribuido a k,com O < k, < n, existe um k, = k; + n,com
n < k < 2n tal que:

st 2o 0+ 2t nym (e +2k1'n'+w)=_cose + 2Ky
T o =cos|——5—— —an
0 + 2kom 0+ 2(ky+ n)mw <9+2k1w ) 0 + 2Ky
— ) = —_— = n—— -——
sen—_ sen 5n sen|—5 + se on
Entao:
2n—-1
Z COSB+2kfn 2 . 9+2k~n- -0
k=0 2n
(pois as paralelas séo duas a duas opostas)
2n—-1
e dai z z,=0
k=0
Sejaz = a + ib.
Entao:
22 =7
22 = (a + ib)2 = a? — b? + 2abi
zi =(a + ib)i = —b + ai
52 a=0=>b=0oub=-1
b= 3 = a== ﬁ
2ab = a 2 T2
N . V3 1. 3 1,
Entao:z=00uz=—|ouz=7+?|ouz= —7+§| e, por-

tanto, o nimero de pontos é 4.

z=x+1iy;jlz—12=2x e y= 2.

Entao:

2= 12 =|(x—2) +yi? =[x — 17 + P =2x = x2+y2— 4x+ 1 =0
€ uma circunferéncia de centro (2, 0) e raio V3. Comoy = 2 = /3
0 conjunto é vazio.

Sejaz=a + ib.
Entao:
iz+2z+1-i=0=i@+ib)+2@—-ib)+1-i=0
a—b)+@—-"2bi=-14+i =

=>[2a—|o=—1:>

a=-1¢e b=-1 e, portanto,z = —(1 + i).
a— %=1 e, portanto, z (1 +1i)
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99. Z =r(cos 6 + i sen B)
Temos:
|z|= Vr¥(cos2 6 + sen?0)
z2=r2 (cos 20 + i sen 20)
2?2+ 1zl =0 = (?-cos20+r)+i-sen20=0 =
r2cos 20 +r=0
rrsen20 =0
Resolvendo o sistema de equagées, temos: r = 0 ou (sen 26 = O,
cos 20 = —1 e r = 1). Dai vem:
z=0 ou

_ T ieon T = —cos 3T 4. 3T _
z—-<0052+|sen2)—|ouz—cosz+| 2— l.

Portanto, o niimero de solugdes da equagao € 3.
100. z, =X +yi
Zz,+1°+22=0 =@ +1P°=-2 =|z + 1=z} =
= |z +1l=lal= Vx+12+y¥ =V +y¥= 2x+1=0 =
= X = _4
2
Entdo todos os z,, com k € {0, 1, 2, 3, 4}, tém a mesma parte real e
estdo sobre uma reta paralela ao eixo imaginario.

AN — Polindmios

109. A soma dos coeficientes de (4x® — 2x2 — 2x — 1)¥% é
pl) =4 —-2-2—-13%°=(-1)*®=1.

110. f(x) = O paratodo x do conjunto{1,2, 3,4, 5} e f(x) = ax® + bx? + cx + d,
temos:
fl)=a+b+c+d=0
f(2)=8 +4b+2c+d=0
f(3)=27a+9% +3c+d=0
f(4) =64a + 16b +4c+d=0
f(5) = 125a + 26b + 5¢ + d = 0
Resolvendo o sistema, encontramosa=b=c=d =0 = f(6) = 0.

b o o 18 f=@—-2x+b+2x+(3—-¢c)=0
Temos:
a—2=0= a=2
b+2=0= b=-2
3~c=0 = ¢=28.
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112,

113.

114,

116.

317

118.

fx)=@+b-5x2+({o+c—7x+(@a+c)e fx)=0
Temos:

a+b—-5=0

b+¢c—-7=0

at+c=0.

Resolvendo o sistema, temos:a = —-1,b=6¢ec = 1.

Sendof=(mMm-n—2)¢+(M2—n2—-3)x2+(M+n—-3)x+2m-—-5n+1
e se f(x) = 0, temos:

m-n—2=0

m>-—n2—-3=0

m+n—3=0

2m —5n+ 1 =0.

Resolvendo o sistema, temos m = 2 e n = 1 e, portanto:

m2 + n? =22 + 12 = 5,

f(x) = (@ — 1)x2 + bx + ¢, g(x) = 2ax? + 2bx — ¢ e f(x) = g(x). Temos:

a—1=2a = a=-1
b=2b = b=0
c=—c =>¢=0

ax2—bx—5
3+ 7x+c
a=9

—b=21 = b=-21

=3 = ax?2 —bx — 5 =9x? + 21x + 3¢, Vx

—5=3c=>c=—g

3
2 +b5x—8
e g n ek
Entao:
3x2+5x—8=(ax? —10x + b) - k, Vxe C
e dai:

3=ka,b5=—-10ke —8 = kb.
Resolvendo esse sistema,temosa = —-6eb =16 = a+ b = 10

M=)+ =2)x2+p—3)x+8

2x2+ 3x + 4 =k Vel
Entao:

(Mm—=1)+(n—2)x+ (p— 3)x + 8 = 2kx2 + 3kx + 4k, VYx € C
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127.

128.

129.
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e dari:
m—-1=0,n—2=2k,p—3=3k e 8 = 4k.
Resolvendo esse sistema,temosm=1,n=6ep = 9.

f=x3g=x+x,h=x2+x*+ x5,
k=3x®—6x+2x% e

k =af + bg + ch = ax? + b(x2 + x*) + c(x2 + x* + x°)
=cx® + (b +c)x* + (a + b + c)x?
Entdao,c=3,b+c=-6,a+b+c=2
Portanto:a =8;b = —9;¢c = 3.

2 —2x+1=a(x2+x+ 1)+ (bx + ¢c)(x + 1)
=@+bx?+@+b+c)x+(a+c)
Entdo:a + b + ¢ = —2.

22+ 17=(x2+ b2 —(x2—a?)(x2+a?),a>0,b>0

= 2bx? + b? + a*

Entao:

2b=2 = b=1

b?+a*=17 = a=*2.Comoa>0 = a=2e,portanto,a—b=1.

a;p4(X) + axpy(x) + agps(x) = 0
a0 +2x+ 1)+ a,(x2+ 1) +a(x*+2x+2)=0
(@, +a, + a)x2+ 2(a, +az)x +(a, +a, + 2a;) =0
Entao:
a,+ta,+ a;=0
2a, + 2a, = o)
a, +a,+2a;=0
Resolvendo o sistema, temos a, = a, = a; = O e, portanto, p,(x),
P,(X) € ps(X) sdo L.I.

f={x—1P +ix— 3)F=dx— BF =2 =

=@ -2+ +X—-6x+9) —2(x*—4x+4)—-2=
=1+1-2x+(-2-6+8x+(1+9-8-2)=
=0x2+0x+0

=0

f=x2+px+qgeg=x2—(p+ax+pq
f=g = (p=—-p—qe q=pa)
Resolvendo esse sistema, temos:
p=q=0o0u(p=1e q=-2)
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130.

131.

132.

134.

a)ax—1)+bx+c=0 = ax*+bx—a+c=0

Entao:
a=0
b=0

—at+tc=0=a=c=0.
b) ax®*+x)+(b+c)x+c=x2+4x+2 =
ax? +(@a+b+c)x +c=x2+ 4x + 2. Entao:
a=1

c=2

at+tb+c=4=b=1

c) —ax(x+ 1) +bx*—1)+ex+4=x3-2 =
= x3+((b—a)x2+(c—ax—b+4=x3—2. Entdo:
b—a=0=b=a

c—a=0=c=a
4-—b=-2=b=6=>a=c=86.

f=(@+V2-x+1)-v2 -x+1) =

=f=x—V2-x+1) +V2-n(-V2 - x+1) +1-(¢=V2-x+1) =
=xt—V2- e+ +V2 e -2+ V2 x+x2—V2 x+1=
=x*+{V2-vahe+(1-2+1)+ (V2 -V +1=
=x*4+0-2+0*x+0sx+1=

=x*+1=

=8

f=x3+ax+p
g=x'+x2+1+2¢+2x+2¢ - x*=23+3x*+2x + 1

f = g impossivel porque os coeficientes de x® sao distintos e os de
x? também.

f € polindmio quadrado perfeito se existir px + q tal que f = (px + q)2.
Entao:
f=(ax +b)? + (cx +d)? = (a2 + c?)x2 + 2(ab + cd)x + b2 + d2 =
= p?* + 2pax + q?
Entao:
a2+¢2= pz (1)
2(ab + cd) = 2pq (2)
b2 + d2 =q? (3)
(2) = (ab + cd)?* = (pq
= (ab)? + 2abcd + (cd)?
= (ab)? + 2abcd + (cd)? = (ab)? + (ad)? + (bc)? + (cd)?
= (ad)? — 2abced + (bc)2 =0 =
= (ad —bc)2 =0 = ad =bc

)2

(@2 + (b2 + d?) =

Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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135. 4x* —8x+8x2 —4(p+A)x+(p+1)2=(ax2+bx +c)2=
= a%* + 2abx® + (2ac + b?)x2 + 2bcx + ¢2

Entao:

a’=4 = a=1%12
sea=2=b=-2

2ab = —

a 82’{sea=—2=>b=2

sea=2=>c=1
sea=-2=c¢=-1
b~ =2
(p +1) =>{p:0
2bc=—-4p+1) = 2(-2)=—4(p+1) =>p=0
Portanto: p = 0.

2ac+b2=8=>{

136. P(x) € um cubo perfeito se existirem p e q tais que P(x) = (px + q)>.
Temos: P(x) = p3 - x3 + 3p2gx? + 3p - g%k + ¢°.

Entdo:
A =p3(1); B =3p3%q (2); C = 3pg? (3); D = ¢ (4)
(3) B2 _ 9p*q? (1) B2
2 B2 |— 201)2 e e 3 = = —
(2) = (3p2q)? = C 302 3p 3A = C A
(4) B3
(2) = B® =(3p?q)® =27p°q® = 27A?-D = D = S7AT
P c=2 ep=--L
ortanto: C = ﬁ e = _ﬂf

137. k+21)x2+(k—3)x+13=(x+a)y+ (x+b)2=
=2x2 + 2(a + b)x + a2 + b?

Entdo:
k+1=2=>k=1

a=—-3=>b=2
[k—3=2(a+b).—.>a+b=—1}=:~{a=2zpb__3
13 = a2 + b? -

Conclus3o: para k = 1, o trindbmio dado fica 2x2 — 2x + 13, que é
igual a (x — 3)2 + (x + 2)%

138. —6x2 + 36x — 56 = (x — b)® — (x — a)?
= 3(a — b)x2 + 3(b? —a?)x + a*> — b?
Entao:
3a—b)=—6=>a-b=-2 ] _ -
[3(b2—a2)=36=>b2—a2=12 = R=dan =
a® — b3 =-56

Portanto: —6x2 + 36x — 56 = (x — 4)® — (x — 2).

e f=x*+203 —4ax + 4
138, T=¢= g2=(2+2x+22=x"+43+8*+8 +4
0 que é impossivel, pois f ndo tem termo em x2.

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSO0OR

147.

149.

150.

151.

152.

a) P(10) = A = afy = 100a + 10B + vy = 10%a + 10'B + 10%.
Entdo: P(x) = ax? + Bx + vy

b) A=aBy=100a + 10B + vy =

=99+ 1Lja+O+1)B+y=

=99%a+ 9B+ (a+ B+

Portanto, A é divisivel por 3 se, e somente se, a + B + v € mdltiplo
de 3.

f(x) =ax?+ bx+ ¢

f(l)=0=>a+b+c=0 (1)

f(x) = f(x — 1), Vx = ax2 + bx + c = a(x — 1)2 + b(x — 1) + ¢, VX
Entdo ax2+ bx + c=ax2+ (b — 2a)x + (a — b + ¢), Vx
edaivemb=b—-2a(2)ec=a—b + c(3).

De (2) vem a = 0, e o problema é impossivel porque f deveria ser
do 2° grau.

P(x) =ax® + bx?2 + cx + d

P(—x) =a(—x)® + b(—x?+c(—x) +d=—ax®*+ bx? —cx + d
Px)=P(—x) > a=-a=a=0

Entao P(x) nao € do 3¢ grau e, portanto, nenhum polindbmio tem a
propriedade desejada.

o=—1

=1+ a0—1+i(—1)=1—i

,=1+i-a,=1+idl—-)=2+]
33=1+i a2—1+ i(2 + i) = 2i

a,=1+i-a;=1+i2)=-1=a,

Os coeficientes formam uma sequéncia ciclica
1,1-i,2+1i,2i,—-1,1—-1i,2+1i,2i,...), entdo:
Qg =8y =ay=.=a,=2+1.

a) Px)=ax®+bx?+cx +d
Px—1)=ax— 1P +bx—12+cx—1)+d=
=ax®*+(b—3ax*+(c—2b+3ax+(-a+b—-c+d)
Impondo P(x) — P(x — 1) = x2, VX, vem

3ax2 — (2b — 3a)x + (a — b + ¢) = x2, VX

e dar:
3a3=1,-2b+3a=0ea—-b+c=0
1,1 _1
deondevema—3,b 5 C—6.
ot _.,1'_3 32 i
Conclusao.P(x)—Bx +2x +6x+d.
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b) S=124+22+324+ 4+ n2=

= [P(1) = P(0)] + [P(2) — P(1)] + [P(3) — P(2)] + ... + [P(n) — P(n — 1)] =
= P(n)—P(O)=%n3+%n2+%n +d-d=

_2nrP+3n’+n _ n(n+1)2n+1)

B 6 3 6

154. Sejam g o quociente e r o resto da divisdo de f por g, tais que 8g = 4
e dq = 2. Temos:
cqgg+r=f = d(gg+r)=25f
* dr<dg
a) dr=1=8f=2+4=6
b) r=2 = 8f=2+ 4 =6.
Portanto: 8f = 6 nos dois casos.

}:>8f=8q+8g

155. dP(x) = m, 8S(x) = n, n < m, 8R(x) = p. Entao:
OR(Xx) <8S(x) =n = 8R(x) <n — 1.
Portanto: 0 <ps<n — 1.

156. Sejam Q o quociente e R o resto da divisdo de P por B, tais que
oP = pedQ=aq.
Entdo: 8B =8P -8Q=p—q e 3R<3B=p —q.
Portanto: 3R <p —q — 1.

161. f=x*— 3ax3 + (2a — b)x2 + 2bx + (a + 3b)

g=x2—3x+4
0q=0f—03g=2=>qg=mx>+nx+s
r=0

f=0ag = (mx® + nx + s)(x® — 3x + 4)
=mx* + (n — 3m)x® + (4m — 3n + s)x2 + (4n — 3s)x + 4s
Entdoom=1,n—3m=-33,4m—-3n+s=2a—b,4n—3s=2be

4s = a + 3b. 1 93
Resolvendo o sistema, temos: a = 34 eb= 32

162. 0Q=0F—-8G=4-2=2=Q=ax2+bx+c
R=0

F=QG = (ax? + bx + c)(x2 + px + q)

x*+ 1 =ax*+ (ap + b)x* + (aq + bp + ¢)x2 + (bg + cp)x + qc
Entdo:a=1,ap+b=0,aqg+bp+c=0,bg+cp=0eqc=1.
Resolvendo o sistema, temos: q=1ep = +V2,

163. 3Q=08P,—3P,=3-2=1 = QXx)=ax+b
R=0
Pi(X) = Q(x) - P,(x) = (ax + b)(x®2 — x + 1)
X+px2—gx+3=axd+(b—-ax2+(@—-bx+b
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164.

168.

169.

170.

171.

Entdgo:a=1,b—a=p,a—b=—-qgeb=3.
Resolvendo o sistema, temos: p =q = 2.

3Q=08F-8G=3-2=1=0Qx)=ax+b
R=0

F(x) = Q(x) - G(x) = (ax + b)(x*> + 2x + )

X2+ px + q=ax®+ (2a + b)x?2 + (5a + 2b)x + 5b
Entdgo:a=1,2a+b=0,5a+2b=pebb=q.
Resolvendo o sistema, temos: p =1 e q = —10.

OF(x) = 8A(x) —8B(x) =1 = F(x) =ax +b

R=0

A(x) = B(x) - F(x) = (ax + b)(—x? + 5x — 6)

x3 —2x2 — 9x + 18 = —ax® + (ba — b)x? + (bb — 6a)x = 6b
Entdo: —a=1,5a —b=-2,5b —6a =—-9e —6b = 18.
Resolvendo o sistema, temos: a = —1 e b = —3 e portanto:

F(x)=%=ax+b=—x—3.

Pelo método da chave, temos:

2x9 + %2 = 8x XX—-4
—~2%° + 8x 2x+ 1
X2
—X? + 4
4

4

~n. P(X) _
Entao: 2x+1+ e

a(x)
Como 8P = 3, a igualdade é impossivel porque o 1?2 membro tem
grau maior que o 2°.
8P < 3 = P(x) = ax? + bx + c. Temos, entdo:
(Bx+2PX)=38+% —6x—2 +PX) =
= 3ax®+(3b+2a)x*+(3c+2b)x+2c=3x*+(a+ 1)x>+ (b —B)x +¢c — 2
Entdgo:3a=3,3b+2a=a+1,3c+2b=b—-6e2c=c¢c — 2.
Resolvendo o sistema, temos: a = 1,b =0 e c = —2 g, portanto,
P(x) =x2+0-x—2=x%—2 = B(x).

=2 = qg=ax*+bx +c e r=0.Temos:

2x* + 3 + mx> —nx — 3 = (ax? + bx + ¢)(x2 — 2x — 3) =
=ax* + (b —2a)x® + (c — 3a — 2b)x2 + (—3b — 2¢c)x — 3¢
Entéo:a=2,b—-2a=3,c—3a—-2b=m,—-3b—-2c=—-ne
—ah = —&,

Resolvendo o sistema, temos: m = —19 e n = 23.
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172. a) 2% +AXx  +3B|x—3x+9
—2x3+6x2 —18x 2x + 6
6x2 + (A — 18)x + 3B
% 18x — 54
AX + 3B — 54

Entdo, temos: quociente = 2x + 6
resto = Ax + 3B — 54.
b) Para que a divisao seja exata, devemos ter resto nulo.

Entdo:
r=Ax+3B—54=O=>{A_O

B=18
173. 1 a b 20 1 -5 4
-1 5 —4 1a+5
a+5b b—4 20
—(a + 5) Ba + 25 —4a — 20
b + 5a + 21 —4a
Entdo:

—4a=0=a=0
b+5a+21=0 = b= -21 e, portanto:

a+b=-21.

175. 4 -3 m 1] 311
4 2 —2 D ik
-1 m—2 1 2

_1 1

1 2 2

g 8

> 2

Entdo, o resto da divisao de P,(x) por P,(x) independe de x se, e

t —E—Ooum:i
somente se, m — o = 5

177, Temos inicialmente:
A=QB+R (1) e 3BR<3dB (2)
Sejam Q, o quociente e R, o resto da divisdo de A por 2B.
A=Q,2B)+ R, (3) e dR,<d(2B) (4)
De (1) e (2), temos:

A= (%Q)(QB) + R e 3R < 3B = §(2B)
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178.

179.

181.

Portanto, —32‘—Q e R satisfazem as condigdes para serem quociente e

resto, respectivamente, da divisdo de A por 2B.
Entdo, devido a unicidade do quociente e do resto, devemos ter:

1
Q=5QeR, =R

Se x® + px + q é divisivel por x2 + ax + b e x> + rx + s, entao:

X + px + q = (% + ax + b)(mx + n) = mx + (@m + n)x + (bm + an)x + bn,
B +px+q=0+mx+s)(mx+n)+mxe+(m' +n)+(sm'+m’x+sn
Temos, entao:

m=1

Jam+n=0 = a=-n a2
bm +an=p ]=>p—b & (1)
{bn=q=>q=—ab(2)

(m' =1

jrm'+n"=0=r=-n
sm'+rn'=p

sn'=q = q= —sr (4)
de (2) e (4) = s=$(5)
de(1)e(3) > b—-a?=s

=>rb—a?)=ab-r=rb—-ab=ra®?-r =
r@a?— r?) _ _rat+n@—=rn
F—-4 a—r

']:>p=b—a2 (3)

5 ab
_r2 :__r2=>

= b= =-ra+r)

fé um cubo perfeito se existir um polindomio mx + ntal que (mx + n)3=f.
Impondo essa igualdade, temos:

axd + 3bx2+ 3cx + d = m32 + 3m2nx2 + 3mn2x + n3
edaivema=m3b=m?n,c=mn?ed=n3

e este sistema da como solugdo m = Vaen=Yd. Esta solugdo s6
satisfaz as quatro equagoes se:

3 3 5
b =m?n =Ya2d e ¢ = mn? = Yad?, ou seja, b®=a2d e ¢ = ad?.

Sejam q, e g, 0s quocientes das divisoes, respectivamente, de f por h

f=q,-h

g=0yh

Sejam g 0 quociente e r o resto da divisao de:

a) f+rgporh:f+g=qgh+r.Temos:r=f+g—q-h =

= r=q;-h+qg,-h—q-h=(q, + g, — q)h. Portanto, f + g & divisivel
por h.

b) f-gporh:f—-g=qgh+r=r=f-g—qgh =

= r=q;h— q;h — gh = (q, — g, — q)h. Portanto, f — g & divisivel por h.

edegporh:{
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c) f-gporhifg=qgh+r=r=fg—qgh =
= I = (q:h)(9zh) = gh = (g, - ;h — )h,
Portanto, f - g é divisivel por h.

189. Sejamf=4x"+3x""2+1eg=x+ 1.
a) npar = r=f-1)=4(-1)+ 3(-1)"-2+1=8
b) nimpar = r=f(—1)=4(-1)"+3(-1)""2+1=-4-3+1=-6
Portanto: se n par, r = 8; se n impar, n = —6.

190. Para que P(x) seja divisivel por x + a, é necessario que o resto r da di-
visdo seja 0, mas r = P(—a); entdo deve-se ter P(—a) = 0. Conclusao:
—a deve ser raiz de P(x).

197. Sejaf=ax3—2x+1;f(3)=4=>27a—5=4=>a=—;-.

198. 5 0 a b 3 1 | 2
510 a+20 2a+b+40 4a+2b+83|8a+4b + 167|

r

g = bx* + cx® + dx? + ex + 115, entdo:
4a+2b+83 =115 = 4a+2b=32 ¢
r=8a+ 4b + 167 =64 + 167 = 231

199. 2 8 -1 0 16 —4
-8 b 4 e
2 a c d f

A terceira linha é a soma das duas primeiras; entao:

8+ (-8 =a,(-1)+b=¢,0+4=d,16 +e =f.

A segunda linha é obtida multiplicando os elementos 2, a, ¢, d (da
terceira linha) por —4, entao:

a‘(—4)=b,c-(—4)=4ed-(—4) =e.

Dessas sete condigdes resulta:
4

a=O,b=O-(—4)=O,C=_—4=—1,d=4,e=4.(_4)=_16e
f=16 + (—16) = 0.
a+h+e+d+te+T==13

200. P(x) € um determinante de Vandermonde. Entao,
P(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢)(x — d)(a — b)(a — c)(a — d)(b — c)(b — d)
(c — d). O resto da divisao de P(x) por x — b é r = P(b) = 0.

201. Px) = x®— 0,52%~ 1,626 ¢:P{1l) = —1,146

D(x) = x — 1,32 e D(1) = —0,32. Portanto:
P(1) + D(1) = —1,146 — 0,32 = —1,466.
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202.

204.

205.

214.

215.

216.

PX) =a,+ aX + ... + a, X" e a, a, ..., a, formam, nessa ordem,

uma P.G. de razao —21— Entao:
2 n
P(x) = a, + a, -%x + ao(%> o e ao(— - X"

- ao[l ty (g) bt (%”

_ a =2 _(=2¥ —2Y
r—P(—2)—~ao[1+ 5 +(2) +...+(2)]
—gl—1+1—-1+..+1—-1]=a_ -0=0.

f=ax?+bx+c

ca=1=f=x2+bx+c

e fédivisivelporx —1 = f1)=0=1+b+c=0 (1)

» Os restos das divisdes de f por x — 2 e x — 3 sao iguais:
f2)=f3) = 4+2b+c=9+3b+c. (2)

Resolvendo (1) e (2),temos: b = —5 e ¢ = 4. Portanto, f = x> — 5x + 4.

e fé polinbmio do 3% grau = f = ax® + bx? + cx + d.
efseanulaparax=1 = f(1)=0=a+b+c+d=0. (1)
e fdivididoporx + 1,x — 2ex + 2 da restos iguaisa 6 =

= f(—1)=6 => —-at+b—-—c+d=6 (2)

f2)=6 =>8a+4b+2c+d=6 (3)

f(—2) =6 > -8a+4b—-2c+d=6. (4)
Resolvendo o sistema das quatro equagoes,temos:a=b=1;¢c = —4
ed=2.
Portanto, f = x® + x2 — 4x + 2.

f(1) = f(2) = f(—3) = 0 = f & divisivel por (x — 1)(x — 2)(x + 3).
Portanto, r = O.

Sejaf=qg +rg=(x+1)(x—1)(x — 2);f(—1) = 5; f(1) = f(2) = —1.
dr<dg=3=r=ax2+bx+c

f=x+1)x—1)(x —2)-q(x) + (ax* + bx + c), entdo:
f-1)=5=>a—-b+c=5

fl)=-1=>a+b+c=-1

f2)=-1=4a+2b+c=-1.

Resolvendo o sistema, temos:a=c=1eb = -3,

Portanto, r = x2 — 3x + 1.

(x) =ax®+ bx> + cx + d

(-1)=0 = —-a+b—-c+d=0
1)=10 > a+b+c+d=10

(—2)=10 = —8a+4b—-2c+d=10
(—3)=10 = —27a+9b —3c +d =10
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Resolvendo o sistema, temos: a = ¢ = g
D

Portanto: P(x) = = - x3 + 10x2 + 3, X — 5 e o coeficiente de x® é .

2 2

217. f=x*—-2ax>+ (3a+ b)x — 3b,g = x® — (a + 2b)x + 2a;

f-1)=0= —-1-5a—-4b=0
g—1)=0= —-1+3a+2b=0
Resolvendo o sistema, temos: a = 3 e b = —4,

218. f=xP+2a% -9+ acomp,geENep>q
f(—a)=(—ap+2-a%-(—a)p~9+ar
Se p e g sdo impares, temos:
f(—a) = —aP+2-a%-aP~9 + a° = 2a".
Se p e g sao pares, temos:
f(-a)=ar+2-a%-a°~ 9+ a° = 4ar.
Se q é par e p é impar, temos:
f(—a)=—aP—2-a%-aP~ 9+ a? = —2a".
Se p € par e g € impar, temos:

f(—a) =aP — 2-a%-a”~ 9+ aP = 0 (independente de a).

Portanto, p par e g impar € a solugao.

228. Px) =x%° —1;P(1) =1 -1 =0 = Rx) =0
998 zeros

1 0 0 0

b=10,d = -b.

5
2

1 1 1 1
Q(X) =x%8 +x¥" + .. +x+1e QO0)=1
Portanto: R(x) = 0 e Q(0) = 1.

229. Aplicando duas vezes Briot:

- 0 a b 1
1 1 at+1 atb+1=r 1
1 2 at+t3=n

Impondor, =0er, =0, vem:
a+3=0=a=-3
a+b+1=0=b=2.

230. P(2) = 13,P(—2) =5 e P(x) = (x? — 4) - Q(x) + R(x).

Temos: R(x) = ax + b.
P(2) =(22 —4)Q(x) +2a +b = 2a +b =13
P(-2) = [(-2)? +4]QX) —2a +b = —2a+b =5
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E, resolvendo o sistema: a = 2; b = 9; R(x) = 2x + 9.
Portanto: R(1) = 11.

231. 0 quociente Q(x) da divisdo de P(x) por (x — 2 temgrau8Q = 4 — 3 = 1;
portanto, Q(x) = ax + b.
Temos:
P(x) = (x — 2)3(ax + b)
PO)=-8 = —8@-0+b)=—-8=b=1
Pl)=-3 = —-1(@a-1+b)=—-3=>a+b=3=>a=2
Entao:
PX)=(x—2P°2x+1) ePB)=@B3-232-3+1)=7

232. Sejaf=x"—a e g=x2—a?=(x— a)x + a).
Entao:
fla)=a* —a? =0
f(_a) = (_a)2n —_ (_a)2n — a2n i a2n = Q.
Portanto: x2» — a?" é divisivel por x?2 — a2, Vn € N.

234. 6 11 4 K 2 8 ‘—%
4K 16K 16
R R T s e ’ = Tl T |
_ 16K | 16 _ _
r=0= 5 +3—O=>K— 3

238. Seja Q(x) o quociente da divisdo de P(x) por ax — b. Se P(r) = R
temos:
P(x) = Q(x)(ax — b) + R b
Pir)=Q(r(ar—b)+R = ar—-b=0 = r=3

242, fx)=x*+4+4-x-2egX)=x2+3x+2=(x+ 1) + 2).
f-1)=1-4+4+1-2=0
fi—2)=16—-32+16+2~2=0

Entdo f(x) € divisivel por x + 1 e x + 2, portanto & divisivel por g(x).

243. fX)=x—2"+x—-21)—-1egx)=x2—3x+2=(x—1)x—2).
Se f(x) € divisivel por x — 1 e x — 2, f(x) sera divisivel por g(x).
Temos:
ffH=[(1-2"+(1-1)-1=1"+0-1=0
f2)=2-2+2-1)-1=0+1"-1=0
Portanto: (x — 2)>" + (x — 1) — 1 é divisivel por x2 — 3x + 2.
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f=x®+ px + q é divisivel por g = (x — 2)(x + 1), se f for divisivel
porx —2ex+1,isto &, f(2) =0ef(—1) = 0.

Entao:

f2)=0=f2)=8+2p+q=2p+q=-8
f(-1)=0=f-1)=-1-p+q=-p+q=1.

Resolvendo o sistema, temos: p = -3 eq = —2.

Sefamf=ax"+ bx2-t+c(nEN*)eg=x(x + 1)(x — 1).

f & divisivel por g se f é divisivel por (x — 0), (x + 1) e (x — 1), isto é:
fO)=c=0

f(—1)=a—-b+c=0

fl)=a+b+c=0

Resolvendo o sistema de equagodes, temos:a =b =c¢ = 0.

Sejamf =5x8 — 6x°*+ 1 e g = (x — 1)2 Aplicando o algoritmo de
Briot:

5 -6 0 0 0 0 1 1
5 4 -1 A ~1 -1 |p=p| 4
5 4 3 B 1 |o=r,

Temos, entéo: r, =r, = 0 e, portanto, f é divisivel por g e
q=5x*+4x3 4+ 3x2 + 2x + 1.

Sejamf=nx"**—(n+ 1)x"+ 1 e g = (x — 1)2. Aplicando Briot:

n — 1 zeros
n -n—1 0 0 0 0 1 1
n -1 -1 -1 -1 -1 0 1

n n—1 n—-2 n—-3 n-—-4 ...1|O
Temos: r, =r, = 0 e, portanto, f € divisivel por g.

Sejamf=ax"*1 + bx"+ 1 e g = (x — 1)%. Aplicando Briot:

n — 1 zeros
a b 0 0 0 1 1.
a a+b a+b a+b a+b a+b+1|1
a 2a+b 3a+2b 4a+3b .. |a(n +1)+bn

{a+b+1=0
aln+1)+bn=0
a=n

Resolvendo o sistema, temos: {b — i
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250.

255.

256.

fix)=x5—ax*+bx3—bx2+2x — 1

 Para que f(x) seja divisivel por x — 1, devemos ter:
fl)=1-a+b-b+2-1=0=a=2

Para a = 2, temos f(x) = x* — 2x* + bx® — bx2 + 2x — 1.
Vamos dividir f(x) por x — 1 aplicando Briot:

1 g b b 2 -1 | 1
1 -1 b-1 -1 1 | o0 |
entdo f(x) = (x — 1)(x* — x¥+ (b — L)x2 — x + 1).

[N —
g

q,(x)
* Para que q,(x) seja divisivel por x — 1, devemos ter:
g1)=1-1+Mb-1)-1+1=0=b=1
Parab = 1, temos f(x) = (x — 1)(x* — x3 — x + 1).

J

q1V(X)
Vamos dividir g,(x) por x — 1 aplicando Briot:
1 -1 0 1 1 | 1
1 o 0 -1 | o |

entdo q,(x) = (x — 1) — 1) = (x — L)(x — 1)(x® + x + 1).

* Finalmente: f(x) = (x — 1) - q,(x) = (x — 1)3(x®> + x + 1), entdo f(x)
é divisivel por (x — 1)* e, como x2 + x + 1 nao é divisivel por x — 1,
vemm = 3.

Seja P(x) = Q(x)(x + 1)(x — 2) + R(x), com R(x) = ax + b.
*P(-1)=3 = R(-1)=3=>a+b=3
*P2)=3=>R2)=3=2a+b=3

Resolvendo o sistema, vem a = 0 e b = 3; portanto, R(x) = 3.

a) Dados os polinbmios

Az)=a,z"+a,_, "'+ ..+az+a,(a,#0)e

Blz] = B2" + By i ¥ 2 V'F e + beZ ¥ by (b, 0),

existem um unico polindmio Q(z) e um unico polindmio R(z) tais que
Q(z) - B(z) + R(z) = A(z) e 8R(z) < 3B(z) (ou R(z) = 0).

b) A(z) = Q(2) - B(z) + R(z) = Q(z)(z* + 1) + R(2)

O0R(z) <0dB(z) =2 = R(z) =az+ b

Temos:

Al = Q)"+ 1)+ R(i) =Q(i)(—1+ 1) +ai+b=ai+b (1)
A(=i) = Q(=I(=i* + 1] + R(-i) = Q(-i(—1+ 1) —ai+ b =
=ai+b (2
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Resolvendo o sistema de equagdes (1) e (2), temos:

b = Al) +2A(—i) = A(—i)2— AG)
e, portanto: R(z) = A(l) +2A(_i) e A(_')Q— Adi) iz,

257. Sejam g o quociente e r o resto da divisdo de f por
g =(X+2)(x2 + 4) = (x + 2)(x + 2i)(x — 2i). Temos, entado:
or<dg=3 =>r=ax2+bx+c
f=qg +r=q- X+ 2)x + 2i)(x — 2i) + (ax? + bx + ¢)
ft2) =0 =>4a—-2b+c=0
fRi) =2i+1 = —da+c+2bi=2i+1
f(—2i))=—-2i+1 = —4a+c—2bi=-2i+1

Resolvendo o sistema de equacgoes, temos: a = -é—, b=1lea= %;
3

e L2 3
portanto: r = g tx+.

258. P(x) = (x2 — 4)(x*> + 1) + R(x)
SR<2 = R(x)=ax+Db
R2)=9 = P2)=2a+b=9 (1)
P(-1) =0 => P(-1)=-a+b=6
1)e(2) >a=1eb=7eRx) =
Pi®) = %* —3%2 +x + 3.

(2)
x + 7, e, portanto,

CARITULO I
263. 2 -6 4 0 o | 1
2 -4 0 o | o |
Q=2 —4x2=2x3(x—2)=0 = x=0 ou x =2,
Como X, € a maior das raizes, entdox, =2 e 5x§ = 40,

— Equacoes polinomiais

266. Se a e b sdo raizes do polindmio P(x), entdo pelo teorema da decom-
posicao temos:
P(x) =a,x —a)x —b)x —r) ... x —ry),an #0
e, portanto, 8P(x) = 2.

274.  Sendo f(x) = —x3 + 4x*> + 7x — 10, notamos que
fl)=-1+4+7—-10=0.
Entdo f(x) é divisivel por x — 1. Efetuada a divisdo, obtemos:
f(x) = (x — 1)(—x2 + 3x + 10).
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275.

276.

2717.

278.

286.

As raizes da equacdo —x* + 3x + 10 = 0 sdo —2 e 5, entao
—x2+3x+10=—(x+ 2)(x — B).
Finalmente: f(x) = —(x — 1)(x + 2)(x — 5) = (1 — X)(x + 2)(x — 3).

a) 6x2—Bxy + y2=6x2—3xy — 2xy + Y2 =3x(2x —Yy) —y(2x —Yy) =
=(2x = y)(3x —y)

b) x*+ 4 = (x2 + 2i)(x%2 — 2i)
As raizes da equacdo binémia x2+ 2i=0sdao 1 —ie —1+1,
portanto: X2 + 2i=(x— 1 +i)(x + 1 —i).
As raizes da equacgdo bindbmia x2 —2i=0sdo 1 +ie —1 —|,
portanto: x2 —2i=(x—1 —i)(x + 1 +i).
Temos, entao:
X*+4=x—-1+)x+1-dx—-1-x+1+i).

Se p(x) = ax® + bx* + cx® + dx? + ex + f é divisivel por

g.(x) = —2x2 + VBx = —2x(x — %) e por

bo(X) =x2 —x — 2 = (x + 1)(x — 2), entdo p(x) admite como raizes os
ndmeros O, —2£ —1e?2.
A forma fatorada de p(x) sera:

p(x) = a(x — O)( o %) X+ L)(x — 2)(x —r).

Supondo que todos os coeficientes de p(x) sejam reais, entdo r tam-
bém é€ real, pois x — r & o quociente de p(x) por

a(x — O)( — g)(x + 1)(x — 2).

Conclusao: p(x) tem 5 raizes reais.
Seja B = A — xI. Temos:

1 1 1 1 00 1—x 1 1
B=(1 1 1]—-x{0 12 0= 1 1-x 1 |=>
I B 0.8, 3 1 1 1 —x

= det B = —x* + 3x* = —x*(x — 3). Portanto: S = {0, 3}.

Todas as afirmac¢Oes sao verdadeiras.

a) Veritem 39. b) Veritem 41. c) Veritem 87.
Aplicando Briot:

1 weid], 8 —-16 16 2

1 -2 4 -8 0 2

1 0 4 0]
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Temos x* — 4x3 + 8x2 — 16x + 16 = (x — 2)3(x2 + 4).
Recaimos em x? + 4 = 0, cujas raizes sdo x = 2i ou x = —2i.
Portanto: S = {2, 2i, —2i}.

Aplicando Briot sucessivas vezes:

1 —1 -3 5 -2 1
1 0 -3 2 | o 1
1 1 -2 | o0 1
1 2 | 0 1
1 |[3+0

Entdo, x* — x3 — 3x2 + 5x — 2 = (x — 1)3(x + 2). Portanto, 1 € raiz tripla.
Portanto a multiplicidade é 3.

Vamos dividir P(x) por x — 1 utilizando Briot:

—1 -1 1 O
-1 -2 -1 | 0 |
Resulta P(x) = (x — 1)(—x2 — 2x — 1).
Resolvendo —x? — 2x — 1, temos x, = X, = —l e dai x, - x, = 1.

x*—20%2 + 38 = (@*'= 2)(x*— 18)

= (x + V2)x — V2)(x + 3V2)(x — 3V2)
Entao as raizes —3\/5, —\/5, \/5, 32 formam, nessa ordem, uma
P.A. de razdo 2V 2. Portanto, a proposicao correta é c.

x = 2 é raiz dupla de P(x) = —x* + 11x3 — 38x2 + 52x — 245. Apli-
cando Briot:

-1 11  -38 52  -24 | 2
—1 9 -20 12 0 2
—1 7 -6 | 0

Recaimosem —x*+ 7x—6=0 = x=1oux=6.

Como f(x) = log [P(x)] = P(x)>0 =

= —X—2Px—1)x—6)>0=>(x—1)(x—6)<0 e x#¥2 =
= 1<x<2ou2<x<6 e, portanto,
D={x€ER|1<x<6,x# 2}

x = —2 é raiz dupla de 2x® + 7x2 + 4x + K = 0. Aplicando Briot:

2 7 4 K )
2 3 -9 | K4 | =B
2 -1 | 8 = i

n=0=K+4=0=K=-4
Portanto: K = —4,
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294,  Zeroéraizdupladex® +(3a—b)x3+(2b—4)x2+(ab +4)x+a+b=0.
Aplicando Briot:

1 3a—b 2b—4 ab+4| a+b

1 3a—b 2b—4 ab+4| a+b

1 3a-b 2b—4|ab+4 %

——

r

o

o

i at+b=0
n=k=% = ab+4=0
Resolvendo o sistema, temos:a =2eb = —2.

295. A equacdo admite duas, e apenas duas, raizes nulas. Aplicando Briot:

1 -5 4 -3 2 m-—5tn %m—n+2 5-m-:n| 0
1 -84 —-83-2  m=—5bA %m—n+2 5—-—m-n| O
3 4
1 -5 4 -3 2 m-—>5n —5—m—n+2 d
r
5-m-n=0 :
L =R=i -gim—n+2=o
Resolvendo o sistema,temos:m=—-5en=—-1oum = 3 en=3.

Sem = —-5en = —1,aequagdo admite mais que duas raizes nulas.

Portanto: m = % en=3.

296. Zero é raiz de multiplicidade 3 da quagao. Aplicando Briot;:

1 -3 4 12b+—,3— a—3b+13 ab+4 | 0
1. -3 4 12b+% a—3b+13 ab+4 | 0
a —

1 -3 4 12+Z | a-3b+13 4 0
1 -3 4 12b+% v

r.

ab = -4
=T =rK=0 =3 a=3b+13=0

12b+%:o
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Resolvendo o sistema, temos: a = —12; b = 1 e, portanto:

35 =
a+b= —?.
297. 2 é raiz dupla. Aplicando Briot:
5 ! -4 —m 4 + 4m —4m 2
1 -2 -m 2m 0 2
1 -m | 0 2
1 2—m
Entdo: se m = 2, a equacgao algébrica admite 2 como raiz tripla.
Logo, m # 2.

301. Pelas relagdes de Girard, temos:

-ab+bc+ac=i=3
as

«abc=— 20 =4
ds

PoaHTD: = & o= 1 _bctac+tab 3
a b c abc 4

302. Pelas relagdes de Girard, temos:
eab+bc+ac=4
eabc=1
Em que a, b, c sdo raizes da equagao dada.

4 A4 betaetab
Portanto: g + b + e = =4,

303. Pelas relagoes de Girard:

catb+ct+d=o

2
e abcd =1
g T e
E= bed ¥ acd abd abc
c_atbtetd 7
- abcd g

305. Pelas relagdes de Girard:
sr+r+rg+r,=-5
8 Pylty + Pyl + Tl Gy Rl + G = =11
Entao:
P+rR+R+0n=
=(r, + p + I3 4 1,2 = 2(ryfy + Iyl + 140 + ol + 1f, + rafy) =
= (=5)2—2(—11)= 25+ 22 = 47.
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307. <L+M+N+P=—q
*IM+LN+LP+MN+MP+NP=r

e LMNP =1t
Entao: )
2 2 2 P
L M N P L 1 M & N

VMNP T INe T IMP T IVMN ~ Lvne T IMNP T TMNP T IMNP T

n 5 s
= —— + P)2 — + MP + NP)] =
LVINP [(L+M+N > — 2(LM + LN + MN )]

22
= Fl-ap -2 = L2

308. ca+b+c=0
eab+ac+bc=1

eabc =1
Entao:
bc ab _ (bc)? + (ac)® + (ab)? _
e == =
a b c abc
alc [(@b + ac + bc)? — 2abc(a + b + ¢)] =

—%[12 2.1.- O]—1e|og(—+9b3+a—b) log1 = 0.

309. cea+b+c=0
e abc = —20
(@a+b+cPE=
=[(a + b) + c]*=(a + b)® + 3(a + b)?%c + 3(a + b)c2 + ¢ =
=a®+ b?® + ¢ + 3ab(a + b) + 3ac(a + ¢) + 3bc(b + ¢) + 6 abc =
= a3 + b® + ¢ — 3abc — 3abc — 3abc + 6abc =
= a3 + b® + ¢® — 3abc
Portanto: @ + b3 + ¢ = (a + b + ¢)® + 3abc
a+b3+c2=0+3(—20) = -60

310. rh+r+rg=4(1)
rp-rfy-r3=—6 (2)
r, =r, + ry (condicdo do problema) (3)
Substituindo (3)em (1): 2r, =4 = r, = 2.

Portanto: (2) r, - r; = =3; (3) 1, + 13 = 2 e r, e 1, sdo raizes da equa-
gdoy? —2y -3 =0,o0useja,r,=3er, =—1.
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Chequemos com a relagao de Girard ndo utilizada:
b+l +r=6-2-3=1= a_l (confere).

3
Entdo: S = {-1, 2, 3}.

311. rn+rn+r=9 (1)
Fp v Py =12 (2)
r, = 2(r, + r3) (condi¢ao do problema) (3)
Substituindo (3) em (1): 3r, =18 = r, = 6.
Portanto: (2) r, - r; = 2; (3) r, + r; = 3 er, e r, SA0 raizes da equagao
y?—3y+2=0,istoé,r,=1er, =2,

Checando: ryr, +ryr; +rr,=6-1+6-2+1:-2=20= a (confere)
3
Logo: S ={1, 2, 6}.

312. n+rn+r=5 (1)
=iy Ty= —8 (2)
r, = 4(r, + r3) (condi¢cao do problema) (3)
Substituindo (3 )em (1), temos: 5r, =20 = r, = 4.
Portanto: (2) r, - —-2;(3)r, +r;=1er,er,sao raizes da equa-
Gaoy? —y—2 = O istoé,r,=—1er;=2.
Checando: rir, + rrg +tr; = 4(-1) +4 -2 +(-1) -2 =2 =
=8 (confere).
a3

Logo: S = {—1, 2, 4}.

313. a+b+c=2 (1)
abc = —18 (2)
c = —a e a > 0 (condigao do problema) (3)
Substituindo (3) em (1), temos:a + b +(—a) =2 = b = 2.
Substituindo (3) em (2),temos:a-2 - (—a) = —18 = a2 =9,
Como a > 0, temos a = 3 e, entao, ¢c = —3.
Checando:ab+bc+ca=3-2+2(—3)+(—3)3=-9= %(confere).
Conclusao: a + b = 5. 3

314. at+b+c=10 (1)
abc =30 (2)
b=c—aea<b <c(condicao do problema) (3)
Substituindo (3) em (1), temos: ¢ = 5.
Portanto: (2) ab = 6; (1) a + b = 5 e @ e b s&o raizes da equagao
y2—by+6=0,istoé,a=2eb=3.
Checando:ab +bc+ca=2-3+3:5+5-2=31= = (confere).

3
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315.

316.

317.

318.

Entdo:a — b +c = 4.
Obs.: Se a condigao (lll) for imposta de outro modo: ¢ = b — a ou
a = b — ¢, a solugdo encontrada fica incompativel com a < b <c.

a+b+c=-2(1)

abc = 20 (2)

a+c=-1ea<b<c(condigao do problema) (3)

Substituindo (3) em (1), temos: b = —1.

Portanto: (2) ac = —2; (3)a + ¢ = —1 e a e ¢ s&0 raizes da equacao
y2+y—-2=0,istoé,a=—-2ec=1.

Checando: ab + bc +ca=(-2)-(-1)+(-1)-1+1:-(—-2) =

=—-1= % (confere).

3
Logo,a +2b + ¢ = —3.

r+r+r=-—4(1)

rry, + iy + rrg = —11 (2)

r, +r, = —7 (condi¢ao do problema) (3)

Substituindo (3) em (1), temos: r; = 3.

Portanto: (2) r,r, = 10; (3)r, + 1, = —7 e r, e r, S80 raizes de
y2+ 7y +10 =0,isto é,r, = —2er, = —5.

Entdao: S = {—5, —2, 3}.

n+r+r+rn=-4(@1)

Fy*rs* g = =9 (2)

r, = r,e ry; =r, (condi¢céo do problema) (3)

Substituindo (3) em (1) e (2), temos: (1) r, + r3 = —2; (2) r,r; = £3.
Portanto: de (1) e (2), temos que r, e r; sdo raizes da equacao
y2+2yx3 =0,istoé,(r,=1ery; = —3), ou
(n=-1+W2er=-1-12).

Checando com 1y, + Iyl + 10, + Moty + o, + 1r, = % = —2, temos:

S ={-3, 1}. !

r,+r+r;=10 (1)

r,rors = 30 (2)

r, =r, — r; (condi¢géo do problema) (3)

Substituindo (3) em (1), temos: 2r, =10 = r, = 5.

Portanto: (2) r,r; = 6; (1) ry + r; = 5 ery e ry sdo raizes da equagao
y2—5y+6 =0,isto é,r, =2er; = 3.

Checando: r;f, + ity + 1r; =10 + 6 + 15 = 31 = 21

as
Logo: S = {2, 3, 5}.
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319. Lth+hR=<8 (1)
rrrs =36 (2)
ry, = r, r; (condi¢cdo do problema) (3)
Substituindo (3) em (2), temos: r; = 36 = r, = 6.
Portanto:
a) ser, = 6, temos:
(2) ror; =6; (1) r,+r; = —11 e r, e r; S30 raizes da equagao
Y2 +11y +6=0 = r2=i;L§7_—er3=;112+—\/§z
b) ser, = —6, temos:
(2) ror; = —6; (1) r,+r; = 1 er, e ry S0 raizes da equagao
y’—y—6=0,istoé,r,=—-2er, =3.
Checando: ryr, + rry + 13, = —12. A 12 solugéo néo convém.
Logo: S = {-6, —2, 3}.

320. rh+r+rn= 13@ (1)

rifry =2 (2)
r,r, = 1 (condigao do problema) (3)
Substituindo (3) em (2), temos: r; = 2.

Portanto, (1) r, + 1, = £ 3)rr, =1er, er, sao raizes da equagao

?;(

3y2—1Oy+3=0,istoé,r1=%er2=3.
L2 23
Checando: r,r, + ryrg + 136, = 3 +6 +1= 3 (confere). Logo:
u |
s={2.2.3]
26
321. r1+r2+r3+r4=? (1)
32
|’1I’2I’3 + I’1r2r4 + r1r3r4 + I'2I'3r4 — —? (2)

8
Fifolaly = 5 (3)
r.r, = 2 (condi¢é@o do problema) (4)
4
Substituindo (4) em (3), vem: (5) ryr, = -5 (5)

De (2) vem:
- 4 32
Fho(rs + 1) + (ry + el = —5 = 2L )= —5--(r1 +r,)= -

26
Levando em conta que r, + 1, = 5~ (ry + r4), temos:
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4
2(r3+r4)—i(2—6—r3—r4)=—2=> .+ r,=—%. (6)

B\ 5 5 B
As condicoes (5) e (6) mostram que r; e r, Sao raizes da equagao
-2 - —2+2V6
5y2+4y—4=O,istoé,r3=2—52—@er4=———5———.

Temos também r,r, = 2 er, + r, = 6; portanto, r, e r, sdo raizes da
equagaoy? — 6y +2=0,istoé,r, =3 — \/_er2—3+\/_

-2 +
Conclusao: S = {3 N7,3 + 7, —2 = 2\/_ 2 52\/—}

322. i + [y + g =2 - (1)
rr,=2 e r, +r, # 0 (condigao do problema) (2)

(2)
Substituindo (2) em (1), temos: r5(r; +1,) = 0 = r; = 0.
Portanto, a terceira raiz € O (zero).
19

323. r,+r,+r= > (1)

rifrs =7 (2)
r,r, = 1 (condi¢do do problema) (3)
Substituindo (3) em (2), temos: r; = 7.

Portanto: (1) r, + 1, = %; (3) r,r, =1 er, er, sao raizes da equagao
2y2—5y+2=O,istoé,r1=%er2=2.

: _ 7 37
Checando: r;r, + rorg +rgr, =1 + 5 + 14 = 5 (confere).

Assim, a soma das duas maiores raizes € 2 + 7 = 9.

324. o+t hn=E—T ()
Fify + il + rf3 = =6 (2)

% = % (condi¢ao do problema) (3)
2
2
Substituindo (3) em (1) %r_ +ry==7e(2) 3 + 5, = —12,
temos 197 + 70r, — 24 =0 = r, = —4 ou'r, = 169 Ent3io:
a) ser,=—4,decorrer;=3er, = —6
6 148 9 .
b) ser, = 19" decorre ry = g €N = 19 (falso, pois
6 9 -148
fofs =19 19 19 # 72). Portanto, S = {—6, —4, 3}.
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=S ()
N, +nry+ ;=18 (2)

T2
l1fof3 = B (3)

—2—1 0U ry(r, + r3) = 2r,r; (condi¢ao do problema) (4)

r1 —
EA
I M3
Substituindo (4) em (2) r,r; = 6. Entao, (3)r, = 1?2 e(l)r, +r;=25.

De (1) e (2) temos que r, € r, sa0 raizes da equagao
y2—5y+6 =0,istoé,r, =2er, =3 e, portanto:

_[12
SEI

Sejam S, ={r, s,t}e S, = {r, s, u} 0s conjuntos solugao das equagoes
x3 +ax2 + 18 =0 e x® + bx + 12 = 0, respectivamente. Entao:

r+s+t=-a (1) r+s+u=0 (4
rs+st+tr=0 (2) rs+su+ur=hb (5
rst=-18 (3) rsu=-12 (6)

Fazendo (1) — (4), temos: t — u = —a. (7)
'

1
Fazendo (2) — (), temos: (r +s)(t —u)=-b = r+s = —g—. (8)
Fazendo (3) : (6), temos: % = % (9)
Resolvendo o sistema (7) e (9),vemu = —2a et = —3a.
Substituindot = —3aem (1) e (3),vemr +s=2a(10)ers = % (11)
Substituindo (10) e (11) em (2), vem:

g+(—3a)(28)=0=>a3=1=>a=10u _1;"/§ou _1;"5_
Comparando (8) e (10), vem b = 2a2

-1-iW3 _ -1+i3 .
b=2a?=2 ou 5 ou 5 (respectivamente)

rh+r+r=0 (1)

i, +rry+rrm=m (2)

rfr; = —2 (3)

r, = r, (condi¢do do problema) (4)

Substituindo (4) em (1), vem 2r, + r; =0 e dair; = —2r,.
Substituindo em (3), vemr, - 1, - (—=2r,) = —2 e dai r; = 1.
Entao, ha 3 solugoes:
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329.

330.

332.

1n=r=1er,=-2
m=rr,+rt+trn=1—-2-2=-3

2a)r1=r2=_1—;'£3—er3=1—i«/§

m=r1r2+r2r3+r3r1=11%@+(1+i\/§)+(1+i\f§)=

348033, 45)
—1 -3
2

M =rr + Ofy + r3r1=#§‘+ (-1 - iW3) + (-1 - iV3) =

S iS4 _2i3\/§ = %(—1 ~i3)

3#)r,=r= er2=1+i\/§

rnt+tr,+rp=6 (1)

=6 (2)

rr, + rrg +rgrp =11 (3)

r, + ry = 2r, (condicao do problema) (4)

Substituindo (4) em (1), resulta: 3r, = 6 = r, = 2. Temos, ent&o:
(4)r, +r;=4e(2)rr; =3 e, portanto, r, e r; sdo raizes da equacao
y2—4y +3 =0,istoé,r,=1er; =3.

Checando: r,r, + rory + 131, =2 + 6 + 3 = 11 (confere).

S={1,2, 3}

at+tb+c=-6 (1)

ab+bc+ca=11 (2)

abc = —6 (3)

2b =a + ¢, c > a,c > b (condicdo do problema) (4)

Substituindo (4)em (1),vem3b=—-6 = b=—2.Entdoa+c=—4e
ac = 3, logo a e c sao raizes da equagao y*> + 4y + 3 = 0, isto 8,
a=-3ec=-1.

Checando: ab + bc + ca =6 + 2 + 3 = 11 (confere).

Portanto,a + b + 4¢c = —9.

hthth=6 ()

rry, + s + =K (2)

rifof; = —64  (3)

r,rs = t5 (condigdo do problema) (4)

Substituindo (4) em (3): 12 = —64 = r, = —4,

Entdo: (4) ryr; = 16: (1) r; + r; = 10 e r, e r; sdo raizes da equagao
y?—10y + 16 =0, isto é,r, =2 er, = 8.

Temos, entao: (2) K = —24,
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334. n+rn+r+r,=2 (1)
Fify + Mg + 1l + 00 + 01, + 130, =4 (2)
MMl + Myl + ryfsfy + orar, = =6 (3)
rrorf, = —21  (4)
r, = —r, (condicao do problema) (5)
Substituindo (5) e (1), vem r; +r, = 2.
Substituindo(5) em (3), vem 2 (r; + r,) = 6 e dai r; = 3.
Entdo: r, = V3e r,= -3 (ou vice-versa).
De (4) vem rgr, = 7, entdo r, e r, sdo raizes da equagao
Y2—2y+7=0,istoé,r,=1+N6er,=1— V6.
Checando (2): 1y, + (ry + 1) + (ry + r)r, + rary =1y, + 13y =
= —3 + 7 = 4 (confere).

Conclusdo: S = {V3, —V3, 1+ iV6, 1 — iV6}.

335. h+rn+r=a (1)
N +rr+rn=0 (2
M =7y (3)
r, = —r, (condi¢ao do problema) (4)
Substituindo (4) em:
n=oa (1)

=B (2 [ = Ba=y
—ri=v (3

336. B4 tp=8 [1)
rr, + rry +r=—4 (2)
rrr, = —12 (3)
r, = —r, (condi¢cao do problema) (4)
Substituindo (4) em (1), vem ry; = 3.
De (3) vem r,r, = —4, enté@o r, e r, sé@o raizes da equagao y* — 4 = 0,

ouseja,rpL=2er,=—2.
Checando (2): r,r, + rr; + r3r, = —4 — 6 + 6 = —4 (confere).
S ={2, 2,3k

337. r, +r,+r;=-—h (1)
ff, + 1y +hr; =2h +1 (2)
r1r2r3 = _1 (3)
r, = —r, (condigédo do problema) (4)
Substituindo (4) em (1): 1; = —h; (2) =1} = 2hil- 1z
(3)-rirp=-1= —r§=%. Entao, 2h + 1=F =
= 2h2+h—1=0=>h=—1ouh=—;-.
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338.

339.

342.

344,

rh+r+r=a(l)

Mfy + 1y + 1r3 = b (2)

rrrs = ¢ (3)

r, = —r, (condigdo do problema) (4)

Substituindo (4) em:

(L)yry=a

2)ri=0b

(3) —r2-r,=c= —r2 =§. De (2) e (3): b =§ = ab =c.

o+ B+y=prl)

of + By +ya=q (2)

aBy=r (3)

a+B=0 (4

Substituindo (4) em (1), resultay = p e em (2) o3 = Q.

Assim « e B sd0 as raizes da equacdo y2+ q = O, isto &, a = V—q
ep=—V—aq.

Checando (3): a7y = (aB)y = gp, entdo gp = r para que o problema
tenha soluggo S = {N—q, —V—q, p}.

28

l’1+r2+r3+r4=——8—(1)
18
27
I’1r2r3 + r1r2I’4 + r1r3l"4 + r2r3r4 = _? (3)

27 .
Fifolsly = -8 (4)

r, = r, = rz (condi¢gao do problema) (5)

Substituindo (5) em (1), vem 3r, + 1, = % (6)
Substituindo (5) em (2), vem 12 + r,r, = % (7)
Substituindo r, de (6) em (7), resulta
3 1
8r7 —14r, +3=0= r1=§our1=z)=><r4: —1 ou r4=%.

Checando as condigdes (3) e (4), vemos que s6 satisfaz a solugéo

r1=r2=r3=§er4=—1.

n+rnt+trp+r=-2(1)

[ifp + Iyl + 1y + rs + 10, + 151, = p (2)
ol =+ BT =+ Eefaly &+ Bty = = (3)
riforaf, = 2 (4)

rn+r=-1(5 5o
r: i r42= 1 (6)( )](condlgoes do problema)
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346.

347.

348.
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Substituindo (5) em (1), vemr, +r, = —1, entdor, e r, S0 rafzej_da

equagdoy? +y + 1 = 0, ou seja, r, = :1;—'\6e ry = _1+'3

Substituindo (6) em (4), vem r,r, = 2, entdo r, e r, sdo as raizes da
g : -1 -7 -1+ N7

equacao y +y + 2 =0, ou seja, r, =5  Bh=— 5

De (2) vem p = 4.

De (3) vem —q = —3, portanto, q = 3.

n+rn+rp=0 (1)

iy TNl +rrs = =7 (2)

N = —m (3)

r, = 2r, (condi¢a@o do problema) (4)
Substituindo (4) em (1) e (2):

3r,+r;=0 (5)

25+ 3r,:1r,= -7 (6)

De (5) e (6), temos: r, = +1
a)sernn=1=r=2;r,=-3em==6.

b) sern,=—-1=r=-2;r,=3em=—6.
Portantoom=6eS ={1,2, -3}oum=-6e S ={-1, -2, 3}.

n+rn+rpb=0 (1)

i+l +nR=p (2)

rirs = —q (3)

r, = % + r—j; = I3 = I, + 13 (condi¢do do problema) ~ (4)

De (4) e (3), resulta: r, + r; = —q (5)

De (5) e (1), temos: r, =q (6)

De (6) e (3): r,r; = —1 e, portanto,

2 r(rp+r)+r=p=q(-q) +(-1)=p=>-¢*=p+1=0.

hL+hthtn=—p (1)

it Gl ril + Bl R Gl Hagh =g (2)

FyFofs + Fyloly + [4Ff + Fofsfy = =1 (3)

rrrrf, =s (4)

a) ryr, = r,r; (condigdo do problema) (5)

Substituindo (5) em (3) e (4), temos:

Lrlry =+ g # 1s 1) == (6)

(rs)?=s (7) (r)z
=s.

De (1) e (6), resulta: r,r; = %e (rorg)? =

7)
rfsp =r=>rrp? =12 = sp? =r2
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b) r, +r, =r, + rz(condigdo do problema) (8)

Substituindo (8) em (1), temos:
htra=r+rn= ~P Entao:

p2

(2) ryry + rory + (ry + 1)1 + ) = Q=00 +hiz=0q— v

(3) ryry(ry 4 13) + 1ora(ry + 1) = —r =13l + rry =—

y Pr = B i 5
edaiq— T p e finalmente p® — 4pq +
349. L+rn+rn=-2 (1)

f, + 1 +rrs=p (2)

rifors = —8 (3)

r,fs = r2 (condigdo do problema) (4)

2r
p
8r=0.

Substituindo (4) em (3): 3 = —8 = 1, = —2. Ent&o:
(4)yr,rs=4e(1)r, +r;=0er, er;sao raizes da equagao y2+4 =0,

isto &, r, = 2i e r; = —2i. Portanto,
(2) 2i(—2) + 2i(—2i) —2(—2)=p=>p=4e
XB+2x2+px+8=x+2x2+4x+8=0,;S

350. i+ atdn==p (1]
Byby = Bl - Bl + Folg + Mol + Gghy =2 (2]
Fylols & Tylofy + Iirgfy + Fofsf, =1 (3)
rifafsfs = d  (4)
r,t+rp,=1er = % (condi¢ao do problema)

Substituindo (5) nas anteriores, vem:
(r+rpb=—-p-—-1

={—2, 2i, —2i}.

(5)

(4) rsry = ¢

@) rr + () +r) +tn=2=1+(-p-1)1)+qg=2=
=qg=p+2

(BYryrofrs +1)) +(r; + ), =1=1-1+ (-

=>q(p+1)=0=>(p+2)(p+1)=0=>{E

r1|’2r3 + r1r2r4 + r1r3r4 + r2r3r4 = _% (2)
1
Fifolafy = o (3)
rf, = —1 e rr, = —1 (condigdo do problema)
Substituindo (4) em (2) e (3), temos: K

(2) (=215 + (=D + 1y(=1) +1(—1) = ——

1g=1=
—2eq—0
—leqg=1

(4)
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8
—(r1+r2+r3+r4)=m=—%=>k=—8
(3)(—1)(—1)=%=>m=1

Portanto,m =1 e k = —8.

at+tb+c=0 (1)
ab +ac + bc = -3 (2)
abc = —54 (3)

1 1 1

EfMtae, '+ ==

@ W[(ab + ac + bc)? — 2abc(a + b + c)]

— 1 —2\2 _ (— g = —1
i (_54)2 [( 3) 2( 54) 0] T 92,32
Portanto: log (i + é .y 1) = |ogﬁ = —log 22- 32 =

—(21log2 + 4log 3) = —2 log 2 — 4 log 3.

Se a e b sao raizes da equacao x*> — px + B™ = 0, entao:

at+b=p (1)

a-b=B"(2)

Temos:

2) (@-b)- (a b)> = (B™)* - (B")°> =
= aa . ba . bb Bm(a+b) =

= logga® » - b® = log; B™ =

= logga? + logB b? + logga® + loggb® = mp
logg a® + logy b® + logga® + logyb® = mp

Sez,=1+iez,=—1+is&do as raizes do polindbmio f de coeficien-
tes reais, entdo fadmite as raizes 1 +i,1 —i,—1 +ie —1 —|.
Logo, o grau minimo do polindmio é 4.

Se o polinémio de coeficientes reais p possui trés raizes, duas das
quais sdo O e i, entdo o polindmio pode ser expresso:
p=ax—0)x—i)x+i)=ax(x* +1) =ax? +ax (a # 0).

Sel+i,1+i?e2 —isao raizes do polinbmio p de coeficientes
reais, entdo p admite as raizes: 1 +i,1 —i,0,2 —ie 2 +i.
Portanto, o grau do polindmio p € maior ou igual a 5.

Fazendo x? =y, temos:
y24+3y+2=0=y=-1ouy= -2 e, portanto,
XX=—-1=>x=ioux=—i
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362.

363.

364.

365.

366.

¥ = —2 =4 y=i\/§oux=—i\/§
s = {i, —i, W2, —iv2}.

Se 1, 2 e i sdo raizes simples e O é raiz dupla de uma equagao poli-
nomial do 6° grau, entdo essa equagao é:

(x—02x —Dx—2)x—ix+i)=0

x6 —3x5 + 3x* —3x® + 2x2 = 0.

A equacao algébrica x* — ax® + bx2 — cx + d admite 1 como raiz
dupla e i como raiz simples. Entao:
*—ax+bx2—cx+d=x-—-1>*x—i)x+i)=

=¥t = =2 — 2%+ 1

Temos:a=b=c=2ed=1.

Se a equacdo x3 + mx2 + 2x + n = 0 admite 1 + i como raiz, entao
admite 1 — i como raiz. Temos:
B+mx2+2X+n=x—akx—-1—-i)x—-21+1i) =
=58 4 (@ — 2h¢ +{2'— 2@k +' 24
Entao:

m=a-—2

2=2—-2a=>a=0

n = 2ae, portantoom=—-2en =0.

Se a equacao 2x® — bx?2 + ax + b = O admite a raiz 2 + i, entdo
admite 2 — i como raiz. Temos, entao:
233 —bx2+ax+b=kx—m}x—2—-i)x—2+1i) =
= kx3 — k(4 + m)x?2 + k(5 + 4m) — S5km
Entao:
k=2

—k(4+m)=—5=>m:—%

kb +4m)=a=a=—2
—B5km =b =b = 15.

Portanto,a = —2 e b = 15.

Se i é uma das raizes e tem multiplicidade 3, entdo —i também é raiz
tripla. Seja r a sétima raiz. Temos:
XT—x6+3°¢—-3x*+3¢-32+x—1=
=X=nNX—Px+iP=x—-00x+12=
=(xXx—-nNXe+3x*+3x2+1) =

=X =+ 3 —3*+32 -3+ x—r

Portanto,r =1e S = {4, i, —i}.
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Sejam a, b e ¢ as raizes da equagao do terceiro grau com coeficien-
tesreaise,sea=1+2ieb+c=3—-2i,temosb =1 - 2ie
c = (3 —2i) — (1 — 2i) = 2 e, portanto,

S={1+2i,1-2j,2)}.

P(x) = x* + Cx2 + Dx + E (C, D, E reais)
P(x) = Q(x) - Q,(x) + 15 = Q(x)(x® + 2x2 + 4x + 8) + 15
Temos, entao:
grox) =1 = Q(x) =ax + b
PX) = (ax +b)(x® +2x2 + 4x + 8) + 15
= ax* + (2a + b)x® + (4a + 2b)x* + (8a + 4b)x + 8b + 15
a=1
2a+b=0=b=-2
da+2b=C=C=0
8 +4b=D=D=0
8+15=E = E=-1

ePx)=x*+0x2+0x—1=x*—-1.

Como i é raiz de P(X) = 0, entdo —i € raiz de P(x). Temos:
Px) =(x —i)(x +)(x2—1) =0.

As outras raizes sao 1 e —1.

8={1, 1,1, —i}

a) PX)=x*+23+x+1=0
P(1) =5 > 0; P(2) = 51 > 0. P(1) e P(2) ttm mesmo sinal, entdo
a equacao pode ter 4 ou 2 ou nenhuma raiz real no intervalo dado.
Como P(x) >0 em 1 <x < 2, ndo tem raiz que satisfaz 1 <r < 2.
b) PX) =x*—-3x2+x—-4=0
P(1) = =5 < 0; P(2) = 18 > 0. P(1) e P(2) tém sinais contrarios,
entdo a equacgao pode ter um ndmero impar de raizes no interva-
lo dado. Como P(x) é crescente em 1 < x < 2, entdo admite ao
menos uma raiz real que satisfaz 1 <r < 2.
c) Px)=2x* —7x2+4x+4 =0
P(1) =3 > 0; P(2) = 0. Se P(2) = 0, entao 2 €& raiz de P(x) = 0.

Logo, as outras raizes s@o 2 e —%. Como 1 <r < 2, ndo existem
raizes no intervalo dado.

d Px)=x*—-—9x+4=0
P(1) = -5 < 0; P(2) = —6 < 0. P(1) e P(2) ttm mesmo sinal, a
equacao pode ter duas ou nenhuma raiz real no intervalo dado.
Como P(x) < 0 em 1 < x < 2, ndo tem raiz nesse intervalo.
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372.

370.

371.

373.

374.

376.

377.

e) P(x)=x4+%-x3+x+20=0

P(1) = %8— = 0: P(2) = %O > 0. P(1) & P(2) tém mesmo sinal,
entdo a equacao pode ter 4, 2 ou nenhuma raiz no intervalo dado.

Como P(x) > 0 em 1 < x < 2, ndo tem raiz nesse intervalo.
Portanto, a alternativa correta € b.

Pelo teorema de Bolzano: P(—1) >0 e P(2) > 0. P(—1) e P(2) tém
mesmo sinal, entdo existe um ndmero par de raizes reais deP(x) =0
em ]—1, 2[ e, portanto a alternativa correta € a.

Pelo teorema fundamental da &lgebra: a equagdo admite a0 menos
uma raiz complexa z = a + ib, entdo admite z = a — ib com raiz.

Portanto, a outra raiz € real.

x" —1 =0, com n par e n > 5, é uma equagado bindmia. Suas
n raizes sdo as n raizes enéximas de 1, dadas pela férmula

zkzcos—2%+i-sen—%,comk=0,l,2,...,n—1.

n
Para k = 0 temos z, = 1, para k = 5 temos z, = —1 e para 0s
outros n — 2 valores temos z, nao real. ®

Entdo a alternativa a esta correta.

Dividindo x® + 4x? + x — 6 por x — 1, obtemos:

X3+ 4x2+x—6=(x—1)(x*> + bx + 6)

entdo as outras duas raizes sao as raizes de x2 + bx + 6 = 0O, isto
€, —3 e —2; portanto, reais e negativas.

Se —1 éraizde x3+ (m + 1)x*+ (m + 9)x + 9 = 0, entdo as outras
duas raizes de x> + mx + 9 = 0. Temos, entao:
A=2z0=A=m?>-36=0=>(mM-6)(M+6)=0 =

= ms<-—-6oum=6.

P(0) = -1 <0; P(3) = —49 < 0. P(0) e P(3) ttm mesmo sinal, en-
tao P(x) = O pode ter duas ou nenhuma raiz no intervalo dado. Mas
P(x) <O em O <x < 3 e, portanto, ndo existe nenhuma raiz real.

(Cy | y=1x )

1] -3

0 0 _
1 3 '

f(0) = 0 = O é raiz. Portanto: 1 raiz real.
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P(0) = a; P(—2) = a — 14. Para que P(x) = x3 + x2 + 5x + « tenha
a0 menos uma raiz real em ]—2, O[, devemos ter P(—2) - P(0) < 0 =
= oo — 14) <0 e, portanto, 0 < o < 14.

P(2) =6 — k; P(3) =18 — k. Para que y = x3 — 2x2 + 3x — k
tenha um zero entre 2 e 3 é necessério que P(2) - P(3) < 0 =
= (6 — Kk)(18 — k) < O e, portanto, 6 < k < 18.

Para que f(x) = x3 — 2x2 + 3x — k tenha um ou trés zeros entre 1 e
2 é necessario que P(1) - P(2) < 0. Temos, ent3o:

P1)=2 -k P2 =6—-k = P1)-P2)=(2 -k -(6—k) <Oe,
portanto, 2 < k < 6.

Seja P(x) = 2x* + bx3 —bx — 2 = 0. Temos: P(1) = 0 e P(—1) = 0.
Aplicando Briot:

2 b 0 —b -2 1
2 2+b 2+b 2 | o ~1
2 b 2 0

e recaimos em 2x? + bx + 2 = 0, que devera ter duas raizes reais
distintas entre si e distintas de 1 e —1. Entao:
A>0=D0"-16>0=b<—-4o0ub>4
2:124+b1+2#0=>b+—-4

2:- (12 +b:(—-1)+2#0 = b # —4.

Conclusdo:b < —4oub > 4.

Trata-se de um polindmio f = a,x® + a,x? + a,;x + a, de coeficientes
reais (pois tem grafico cartesiano) com uma raiz igual a —2 e outra
igual a 3, entdo nao podera ter a terceira raiz complexa (pois admiti-
ria também a sua conjugada). Alternativas a e ¢ descartadas.

f(0) = a, = —3 = alternativa b € correta.

0 grafico indica um polindmio de coeficientes reais que tem uma raiz
dupla negativa, uma raiz simples igual a zero e uma raiz simples po-
sitiva; entdo o grau do polindmio é no minimo 4. Como o polindmio
tem limite +o para x — + e para X — —o, entdo seu grau é par e
seu coeficiente dominante € positivo; portanto, pode ser do 62 grau.
A alternativa correta é c.

P(—2) = -1eP(-1) =2 = P(—2) - P(—1) <0 = existe pelo me-
nos uma raiz real no intervalo ]—2, —1].

P(—1) =2e P(0) = -4 = P(—1) - P(O) <0 = existe pelo menos
uma raiz real no intervalo ]—1, O[.

P(0) = —4eP(1) = -7 = P(0)-P(1) >0 = existe um nimero par
de raizes reais no intervalo ]O, 1[.
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389.

390.

392.

393.

397.

398.

P(1) = =7 e P(2) > 0 = P(1) - P(2) < 0 = existe pelo menos
uma raiz real no intervalo J1, 2[. Como P é um polinébmio do 5° grau
de coeficientes reais com duas raizes imaginarias, entao P tem trés
raizes reais o, B e ytaisque —2 <a<-1,-1<B<0el <y<2.

0 coeficiente dominante de f = x™ + a,;x"~* + ... + a, = 0 € unita-
rio (a, = 1). Entdo, se f(x) = admite uma raiz racional —2— essa raiz

é necessariamente inteira, pois q = 1. Portanto, f(x) = O ndo admite
raizes reais fraciondrias e as eventuais raizes inteiras sdo os divi-

sores de a,,.

Seja P(x) tal que P(x) = x3 — 9x2 + 23x — 15 = 0. Entao:
qg=1 :E {1, £3, 5, £15}

P(1) =0;P(3) =0

1 -9 23 ~15 1
1 -8 15 | o 3
1 -5 | 0

e recaimos em x — 5 = 0 ou x = 5. Portanto, S = {1, 3, 5}.

Seja P(x) tal que P(x) = x® — 2x2 —x + 2 = 0.
% € {1, 42}
P(1) = 0; P(—1) = 0; P(2) = 0. Entdo, S = {—1, 1, 2}.

Seja P(x) tal que P(x) = x*— 8x*+ 6x2+ 7x — 6 = 0.

P e 1,42, 43, 16}

P(—1) = P(1) = P(2) = P(—3) = 0; P(—2) # 0; P(3) # 0; P(—6) # O
e P(6) # 0. Entdo, S = {—1, 1, 2, —3}.

Se a equagao 4x3 — 3x2 + 4x — 3 = 0 admite i como raiz, entdo —i
é também raiz da equacao. Temos:

43 -3 +4x -3 =QX)(x —x+i)=@x—-3)(x2+1)e p(%) = 0.
Portanto, a equagao admite como raiz um ndmero racional. Alternativa b.

Seja P(x) = 3x3 — 13x2 + 13x — 3 = 0.

P i
q{133}

P(1) = P(—) = P(3) = 0. Entéo, S = {1, %, 3}.

Wi~
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SejaP(x) =153+ 7x2 — 7x + 1 = 0.

P, 1 1.1

E —157i5!i37i1

st gl Y« Y _| 411
P( 1)_P(5)—P(3)—0. Portanto,S—{ 1,5,3}-

Seja P(x) = x> — x* — 82x3 — 281x2 — 279x — 198 = 0.
—2— € {+1,+2,+3,+6,+9, +11, +18, +22, +33, +66, +99, +198}
P(~3) = P(—6) = P(11) = 0. Aplicando Briot:

1 =1 -82 -281 -279 -198 | -3
= -4 -70 -71 _-66 | O 5
- 7100 8005011 s D 11
erecal’mosemx’-'+x+1=ooux=_"1"2"‘/§OUX: = ; 'ﬁe
= . —1+iWN3 -1 -iW3
s —{11, 3,-6,—LF N3 ~1 - }

Seja P(x) = x® + 8x* + 21x2 + 60 = 0.
P(x) >0, Vx,poisx*=0,x*=0ex2=0,
portanto, ndo possui nenhuma raiz inteira.

SejaP(x) =x*+x2—-4x+ 6 =0.
%e {#1,£2,£3, £6}

P(—3) =0 = P(x) = (x + 3)(x* — 2x + 2) = 0 e resolvendo a equagdo
x2—2x+2=0,temosx =1 +ioux =1 —ie, portanto,
S={-3,1+i,1—-i}.

As possiveis raizes racionais da equagéo 5x® — 37x2 + 90x — 72 = 0,
em que todos os coeficientes sao inteiros, sao os ndmeros da forma

%em queq € {1, 1,5, -5} e

p € {17 —11 2) —27 31 _37 47 _41 61 —61 81 —81 9, _9, 12, —12, 18,
—18, 24, —24, 36, —36, 72, —72}

Testando os nuimeros B inteiros, encontramos a raiz x = 2. Aplican-

do Briot, temos:

5 -37 90 -72 | 2

0

5 =27 36

As demais raizes sao raizes de 5x2 — 27x + 36 =0,
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404,

405.

406.

407.

408.

: 12
ou seJa,x=30ux=—5—.
Conclusao: S = [2, 3, 1—52—}

Seja P(x) = x4 — 3x2 — 4 = 0 e, se | é a solu¢do da equagao, entao
—i é também solugcao da equagao. Temos:

X4 —3x2 — 4 =Q(X)(x — i)(x +1i) = (x2 — 4)(x* + 1) e, portanto, as
outras raizes sao reais, isto é,x =2 oux = —2.

Resposta: duas.

(x—a)x—b)=0=8S,={a,bl,aebe
—-2=x+V2)x-V2)=0 = Sz={\/§,—\f§},\/§e—\/§€R.

Entdo, as duas equagdes ndo podem ter raizes comuns.

4(;)—5(;)=5 = 4x% —27x2+23x —30=0
Pl 1,3 44043454 '+}
- e {_4, 5t 5 = o L, E2.+8, FB A6 4 £ 80
P(6) = 0. Aplicando Briot-Ruffini:

4 57 23 -30 | 6
4 -3 5 o |
e recaimos em 4x? — 3x + 5 =Ooux=3+8+72$f\l.

Portanto, S = {6}.

A
K2 =70 = x* + 3¢ — 68x + 140 = 0
x—1,2

% € {1, +2, +4,+5,+7, ..., £140}
P(5) = O. Aplicando Briot:
1 3 68 140 | 5
1 8 -28 | 0
e recaimos na equag@o x2 + 8x — 28 = 0, isto &, x = —4 + 2V 11.
Como x € N, temos que S = {5}.

a) P(x) =(x—%—%)(x —§+—2—>(x - 5) =
=(x2—x+ 1)(x — H)

=x3—-6x2+6x—5=0

b) (n+1)*=(n—2)*+ (n — 1) + n3(condi¢&o do problema), entdo
n®—6n? + 6n — 5 = 0, n inteiro. Usando o item a, n = 5, e, portan-
to, os quatro inteiros consecutivos séo: 3, 4,5 e 6.
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409. Fazendo 2% =y, a equac3o fica:
y* + 14y3 — 96y?2 — 896y + 2048 = 0.
Pesquisando entre os divisores de 2048 as raizes inteiras dessa
equagao, encontramos as raizes 2, 8, —8 e —16. Dai vem:

Vo= D P00 =D 2 Dy et By g

y=8=22%=8 = 2x=3 = x =

y=-8 = 2% = -8 = Ix
y=-16 = 2% = —-16 = Ix.

Conclusao: S = [i 3}

N|w |-

2! g’

410. SejaP(x) =ax"+a,_.,x""*+ ..+ a,=0,a, # 0, uma equagao

polinomial de coeficientes inteiros.
Se P(x) admite como raiz o nimero irracional a + \/_b_, entao admite
a — Vb como raiz.
Chamemos de q =a + Vb e § = a — Vb. Temos que (@)" = q".
Provemos que q = a + Vb = a — Vb & raiz dessa equacao, isto &,
P(q) = 0.
P@) = a,(@)" + a,-.@)" " *+ ... +a,q) +a, =

=aq +a,_,q" L+..+a,q+a=

=a,q +a,_." ' +..+a,q+a=

=aq" +a,_0""t+..+a,0+a =
=ﬁ=6=o

411. Sel,2el - V2 sdo raizes de uma equacao de coeficientes intei-
ros, temos:
x—1)x—2)x—1+V2)x -1 -v2) =0
(x-—3x+2)x*—2x—1)=0
X4 =53 +7x2=-x—-2=0

412. Se 1l + V2 éraizdaequacdo 3x* — 5x3 — 7x2 + 3x + 2, entdo 1 — V2
é também raiz da equacgao. Temos, entao:
3 — B3 — TR +3x+2=00)(x -1 +V2)x—1 —-V2) =
= (3x2 + x — 2)(x2 — 2x — 1)

~ 2
e resolvendo a equagdo 3x2 + x — 2 =0,temos X = —1oux = §e,

portanto, S = [—1, %, 1+ \/—2—, 1 - \/5}
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413. (x—2P=4-x = x* —6x2+ 13x — 12 = 0. Entao:
% € [#1,+2,+3, +4, £6, £12).

P(3) = 0 e dividindo a equagado por x — 3 encontramos o quociente

. 3+iW7  3-i7
—-3x+4=0,o0u seJa,x=—2——oux———2—.
Portanto, S = 3 2 '\F = '\[_}
2 2
W) — Transformacoes
415. —2 —4 2

-] 22 =R

3
3
3 | -16=R,

Portanto, P(x) = 3(x + 2)2 — 16(x + 2) + 22.

416. 1 2 -3 4 -5
2 -1 3 | -2=R,
2 1 | 4=R,
2: |« 8=R,
2 =R,

Portanto,y = 2(x — 1)® + 3(x — 1)? + 4(x — 1) — 2 e o coeficiente
de (x —1)?€éR, = 3.

417. A transformada aditiva é Ry(x + a@)2 + R,(x + a) + R, = 0.
Aplicando Horner-Ruffini:
=& 5 =3 8
—5a—3| 5a?+3a+8=R,

’ 10a—3 =R,

5—&

Para que a equacao seja desprovida do termo do primeiro grau,
devemos ter:

_ e __3
R, =0 = —10a 332 0= 2 10 -
R,=5;R, = 5(—5) e 3(—1—6) + 8= >0 €, portanto,

100y? + 151 = 0.
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420.

422.

423.

425.

426.
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Basta fazer a transformagao multiplicativa y = 2x. Entdo:
3 2
Y)Y (X b &
(L] - a4 + 7%)-2=0
B5y® — 8y?2 + 28y — 16 = 0.
Basta fazer a transformacao multiplicativa y = 4x. Entéo:
b )
(4) (4) ! 2(4) e
y3 — 4y2 + 32y — 192 = 0.
A transformada aditiva é:

Ra(x — 2)® + Ry(x — 2)2 + Ry(x — 2) + R, = 0.
Aplicando Horner-Ruffini:

P g 14 | —1
2 3 7 | 13=R,
2 7 21 =R,

2 |

2 =R,
Portanto, 2y® + 11y? + 21y + 13 = 0.

11 = R,

SejaPyx) =a,"x"+a,_ X"+ ..+a,-x+ a,=0. Sendo em
y = x — h aditiva, temos:

PXy) =R,y +R,_, -y "1+ ..+ Ry+ Ry, =0, entdo para que
P, admita raiz nula, deve-se ter R, = P,(h) = O, ou seja, h é raiz de P,.

P(X)=x—=3x2+4Xx—6=0;P(y)=y*+y—4=0ey=x+ a.
Aplicando Horner-Ruffini, temos:

—a| 1 —3 4 —6
1 -a—-3 a?+3a+4 |-a®-3a2-4a—6=R,
1 —-2a—-3|3a2+6a+4=R,
1| -3a-3=R,
1 %= Ry
portanto,

—a®*—3a?—4a—-6=-4
3a2+6a+4=1
—3a—-3=0

Entao, a relacao de transformacado éy = x — 1.

= a= -1

P(x) = ax® + bx? + cx + d = 0;y = x + k a relagao de transformacgao.
Temos:
Atransformada aditivia é: Ry(x + k)® + Ry(x + k)? + Ry(x + k) + R, = O.
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434.

435.

Aplicando Horner-Ruffini, vem:
—k| a b g d
a b-ak ak®—bk+c |—ak®+bk?—ck+d=R,
a b-—2ak | 3ak? —2bk +¢c =R,
| a | b—3ak=R,
a=R;
Para nao ocorrer o termo do segundo grau, devemos ter:

= . _b
R,=0=b—-3ak=0 = kK 33

—a R =3a[-LY —op[L )y = b2+ 38C
R;=a;R, = 3a(3a) 2b(33) +c= 33

B b\ b \ b _ 2b® — 9abc + 27a%d
Ro = a(sa) * b(é'é‘) C(Sa) #g= 2727 .

Entdo: 27a3%?3 + (27a% — 9ab?)y + (2b® — 9abc + 27a%d) = 0.

48— 21 + 21 -4 =0
2% espécie e grau par = 1 e —1 sao raizes
4 0O -212 O 21 0 -4 | 1
4 4 -17 -17 4 4 | o | -1
4 0 -17 0 4| o0
Recaimos em 4x* — 17x2+ 4 =0
Fazendo x2 = y,vem 4y? — 17y + 4 = 0 e dai

=H=> =4 ou =1
Entéox=i2oux=i—i‘—.

U . 1 _1
Conclusao.S—{i, 1.:2; 2,2, 2}.

ax® — bx* + (3b — 5a)x® — (3b — 5a)x? + bx — a = 0.
Trata-se de uma equacgao de 22 espécie e grau impar = 1 é raiz.
a ~b  3b-5a 5a-3b b —al 1
a a-b 2b-4a a-b a | 0 |
Recaimos emax*+ (@ —b)x*+ (2b —4a)*+(a—b)x +a =0 =

= ax2+ (a — b)x + (2b — 4a) + (a —b)%+ a%=0=>

= a(x2+}1;>+(a —b)(x+%)+(2b—4a)=0=>

—(a — b) + (5a — b)
2a =

= ay+@a—-by+((2b—6a)=0 = y=
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=>y=2ouy=b_23a.
-x+—1l=2=>x2—2x+1=0=>(x—1)2:0=>x=1.
-x+%=b—23a = ax?+(Ba—b)x+a=0=
_, y—b—3atV5a2—6ab +b?
2a
|, —3a+b++V5a2 —6ab + b2 —3a + b — V5a2 — 6ab + b?
S=11 2a ’ 2a '

436. xX3+8ax®*+b—2)x*+da+b+cd+2ax2+(b—2ax—-—1=0

a, = —a,, grau par = 2% espécie, par.
Entao:

8a=—(b— 2a)] 1

b—2=-2a =a=—§;b=3;c=—1
4da+b+c=0

Portanto: x® — 4x®* + x* — x2+4x —1 =0 = 1 e —1 sao raizes
Briot:

1 -4 1 0 -1 4 -1 | 1
1 -3 -2 -2 -3 1| 0 |[-1
1 -4 2 -4 1|0
Recaimosem x*—4x3+ 2x*—4x + 1 =0=

(x2+%)—4(x+%)+2=0=>y2—4y=0=>y=00uy=4.

-x+%=0=>x2+1=0=>x=ii.
-x+%:4=>x2—4x+1=0.—_>x=2i\f§
s={1,-1,i,-i,2 +3,2 - V3}.

437. 22 espécie e grau impar: 1 é raiz.

1 -5 9 -9 5' -1 | 1
1 -4 5 -4 1[0 |

x4—4x3+5x2—4x+1=0=>(x2+%2-)—4(x+%)+5=0=$
=y’ -4y +3=0=y=1ouy=3.

1 1+iV3
Rty ElasRETy
X
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439.

440.

441.

442.

1 3+v5

'x+—x-:3=>x= 5

[1, 1i2i\/_§’ 3i2«/€}.

I+

S =

1% espécie: —1 é raiz.
2 -3 =3 2 |-
2. i—&i--24) 0

2x2—5x+2=0=>x=20ux=—%—
ailie 1
S—{ 1,2,2].

12 espécie: —1 é raiz.
1 ¢t L5 adi]|—t
1 0 1|0
X2+1=0 = x==i

S ={-1,i, —i}.

6x* + 35x3 +62x2 +35x + 6 =0 =

= 6(x2+%)+35<x+%>+62=0 =

= 6y2+35y+5o=o:>y=—13—0 ouy:—%
-x+%:—1?o=>x=—30ux=—%
'X+%=—%=>x=—2oux=—%
s={—%, -2,-%, —3].

a) *+ 22+ 22+z+1=0 =
=><z2+z—j;>+(z+%>+1=0=>y2+y—1=o=>

_ —1+v5
= WET g
1 -1++56 _—(1~V5)ii\/10+2\/5
'Z+—Z-——2 = 7 = 7
PR W Ll _ —(1++V5)+i10-2V5
z = 2 = 8= 4
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b) Convém notar que z° — 1 = (z — 1)(z* + 23 + 22 + z + 1), portanto
asraizesdez* + 22 +z22+z+1 =0sdoasraizesde 25 — 1 = O,
exclusao feita & raiz z = 1. As raizes imaginérias da equacdo bind-
mia z° = 1 sao dadas por

zk=cos2%+i-sen%comke{1,2,3,4}

p ~ ~ 217
€ essas raizes estao em P.G. de razao q = cos 5 +i-sen——

. - . 2
pois os argumentos dos z, estao em P.A. de razdor = £T. ent3o:
Z,,,=2,-qparatodop € {1, 2, 3}.
Nota: Talvez seja interessante notar que:

L 217_(\/5——1)+i-\/10+2\/5
=COS— +i- =
5 5 4
e g 4w —(V54+1)+i-V10-2V5
zz—cos?+|-sen?— 4

6w . 6r _ —(V5+1)—i-v10-2V5

= 4+ - _— =
2 =cos = +1i-sen % 7]

8w . 8r _ (N5 —-1)—i-v10+2V5

Z, = COS — +i-sen— =
4 COS5 I sen5 4

1% espécie: —1 é raiz:

1 =414 1 =4 1 -

1 -5 6 -5 1]
y4—5y3+6y2—5y+1=0=>(y2+y—12)—5(y+%)+6=0
—oXx+4=0= x=4o0ux=1
-y+%=4:>y=2i\/§

1, . _1+iW3
'y+7—1=> ——2
S={—1,2—\/§,2+‘/§, 1—2I\/_§, 1+2I\/§}
1+ x4

_—_.—.1. 4 __ 3 2 + =
T +x° 2 X*=4x3—-6x°—4x+1=0 =

(x2+x—12)—4<x+—;1-)—6=o =y —4y—8=0 = y=2+2V3
-x+—1——2+2\/—=>x—(1+\/§

)+
-x+—i—=2—2\/§=>x=(1—\/§)i-i 2V3-3
={1+V3)+V3+2V3,(1-V3)+iV2Vy3 -3}
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445,

446.

Seja a P.G. (a, aq, ag?, ad®, q*). Devemos ter:
e a+aqg+aqg?+ ag® + aq® = 484
e ag + aqg® = 120

Entao:
1+qg+g®?+gd+qg* _ 484 "
9+ P _1206da'
30g* — 91¢® + 302 - 91q + 30 =0 =
=>3O(q2+—§2—)—91(q+—2—)+30=0=>3Ox2—91x—30=0=>
=>x=i-qoux———3—
3 10
Ol+a-—3=>(q—3ouq 3>=>(a 4 ou a = 324)
1__3
q+q—- 10=>q€ER

P.G. (4, 12, 36, 108, 324) ou (324, 108, 36, 12, 4).

1 Ll o Lo 1. B (PR T Y (VPR

5 X 3x+x 3x+2—0=:>2x+x2 3X+x+1*0=>,
=>3y2—2y=0:>y=00uy=%

-x+%=0:>x=ii

X 3 3
{. . 1+2iV3 1—2i\/3]
S =i, —I, 3 : 3

o) — Raizes mdltiplas e raizes comuns

452.

P(x) = 5x3 +ax* + bx + ¢
a) P(x) + k(x — L)P'(x) + (x2 — 1)P"'(x) =0 =

= 5x3 + ax2 + bx + ¢ + k(x — 1)(15x2 + 2ax + b) +
+(x*—1)-(30x + 2a)=0 =

— (35 + 15)x® + (3a + 2ak — 15k)x? + (b + bk — 2ak — 30)x +
+ (c — bk — 2a) = 0,

temos: 35 + 15k =0 = k = __37-
b) Substituindo k = . nas equagoes abaixo, temos:

3!
e3a+2ak — 15k =0 = a = 21.
eb+ bk —2ak —30=0 = b = 51.
ec—kbh—-—2a=0=c¢c=-77.
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c) P(x) =5x3+ ax2+ bx + ¢ = 5x3 + 21x2 + 51x — 77
)

P(1) =0 = P(x) = (x — 1) - Q(x). Aplicando Briot:
5 21 51 —77|

5 26 77| 0

Entao: Q(x) = 5x2 + 26x + 77 e
P(x) = (x — 1)(5x% + 26x + 77).

P(x) =3x*+12x = 7 = P'(x) = 123 + 12 =
= P'(—1) = 12(—1)® + 12 = O e, portanto,
P'(—1) = 0.

P(x) = (x — a) - P'(x) = P'(x) é quociente da divisdo de P(x) por
X — a = coeficientes dominantes de P(x) e P'(x) sdo iguais (basta
lembrar o dispositivo de Briot). Ent&o:
a,=n-a,edaia,n—1)=0 = n=1.

a,=1leay,=2p — 1 e o polindbmio tem grau par, entdo:
{P(x) =X+ Ay X1+ L+ axr+ax+ (2p— 1)

P'(x) = 2nx>"~* 4 (2n — :L)a2,,_1x2”'2 + ... + 2a,x + a,
a) P(O) = 2p — 1 é um nldmero impar.
b) P(O) = 2p — 1 # 0. Zero nao € raiz de P(x).
c) dP'(x) = 2n — 1 = 8P'(x) & impar.
d) O coeficiente do termo de maior grau do polindbmimo derivado é
2n, logo € par.
e) O valor de P(x), quando x € nimero par, € a soma de parcelas do
tipo ax' com a, inteiro. Essas parcelas séo todas pares, com excecao
da ultima 2p — 1. Entdo a soma é diferente de zero.
Portanto, d € a afirmacao falsa.

fix) =x*—-—3x+8=0.

A equagao tem raizes iguais se aceitar como raiz uma rai de f'(x) =
entdo: f'(x) = 3x2 — 3 =0=x=+1.f(1) # 0; f(—1) # O e, portanto,
a equacgao nao tem raizes iguais.

fix) =xF— 2% -+ 3% — T2 +'8x — 3 =0
f(x) = 5x* — 83 + 9x — 14x + 8
fi2(x) = 20x® — 24x + 18x — 14 (ral’zes: 1,

Y
f9(x) = GOX2 — 48x + 18 (ral‘zes: 4—‘1'6@>

1i\/6_9>
10

f4(x) = 120x — 48 (raiz: %
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 Se existir um nidmero r tal que f(r) = f*(r) = 0, entao r tem mul-

2
tiplicidade 5. Mas f(r) = f(g) # 0.
 Se r for raiz de multiplicidade 4, entdo f(x) = f%(r) = 0. Mas

_[(4+tiN14
f(x) = f(T) # 0.

« Se r for de multiplicidade 3, entao f(r) = fo(r) =
fO(x) =0 = 20x3 — 24x2 + 18x — 14 =0
Pesquisando as raizes, encontramos f(1) = O.
Checando: f9(1) =5—-8+ 9 —-19 + 8 = 0.
Logo, 1 € raiz tripla.

460. f(x) = x3 — 5x2 + 8x — 4 = 0; fY(x) = 3x? — 10x + 8;
fA(x) = 6x — 10; f8x) =6 # 0
Se existir um ndmero r tal que f(r) = f9(r) = fo(r) = 0 e f3(r) # O,

teremos uma raiz tripla. g c
fIx) =0 = 6x—10=0 = x = 3,masf<3)¢0.
4

f(l)(x)=0=>3x2—10x+8=0=>x=2oux:—§

f(2) = 0O, entao 2 é raiz dupla. Aplicando Briot:
1 —5 8 —4 2
1 =3 2. 002
1 -1 |

recaimos em x — 1 = O; portanto, S = {1, 2}.

461. a) f(x) = x* — 12x® + ' 52x2 — 96x + 64 = 0.
fi(x) = 4x3 — 36x2 + 104x — 96

)
f(x) = 12x2 — 72x + 104
3)(x) = 24x — 72; f9x) = 24 # 0. Temos, ent3o:
f&(x) =0 = 24x—-72=0 = x=3,mas f(3) # 0
fAx)=0 = 12x2 - 72x + 104 =0 =
_9+vV3 _(9++3
= X="73 ef 3 # 0.

fx) =0 = 4x3 — 36x2+ 104x — 96 = 0 =
= x=20ux=3o0ux=4
Testando essas raizes em f(x), encontramos f(2) = 0 e f(4) = 0.
Portanto, 2 e 4 sao raizes duplas.
b+ x* -5 - +8x—~4=0
fl)(x) = Bx* + 4x3 — 15x2 — 2x + 8
fo(x) = 20x3 + 12x2 — 30x — 2
fo(x) =0 = 20x® + 12x2 — 30x — 2 = O.
Uma das raizes da equacao f?(x) = 0 é 1.

@ Fundamentos de Matematica Elementar | S



462.

466.

467.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Testando em f(x) e f4(x), temos:
f(1) = 0 e f)(1) = 0, ent&o 1 € raiz tripla. Aplicando Briot-Ruffini:

1 1 -5 -1 8 -4 | 1
1 2 -3 -4 4 0| 1
1 3 0 -4 | O il
1 4 4 0]

recaimos em x> + 4x + 4 = 0 e dai x = —2 com multiplicidade 2 e,
portanto, 1 € raiz tripla e —2 é raiz dupla.

X*—x3—-3x2+ 5x—2=0.

fi(x)=4x*— 3x2—6x+ 5

f2(x) = 12x2 — 6x — 6.

Se a equacdo admite uma raiz de multiplicidade 3, entdo deve existir
um ndmero r tal que f(r) = f(r) = f2(r) = 0 e f(r) # 0. Entao:;

=0 = 12x2—-6x—-6=0 = x=1oux=—1 f(l)=0e

2;
f(—%) # 0. Assim, 1 € raiz tripla. Aplicando Briot:

1 -1 -3 5 —~2 1

1 0 -3 2| of 1

1 1 -2] 0 1

il 2| o
recaimosemx+2=0edaix= —2.
S={1, -2}

X2—3x2—9%+Ar=0

a) Se a equagdo admite uma raiz dupla, entao existe um ndmero r
tal que f(r) = f9(r) = 0 e f(r) # 0. Entao:

fx)=3x2—6x—9=0 = x=3o0oux=—-1e

*f(—1)=0 =5+A=0 = A= -5,

¢ f(3)=0= -27+A=0 = \A=27.

Vamos supor que a equagao f(x) = x* + px?> + q = 0 tenha uma raiz
r tripla. Entdo deveremos ter f(r) = f&(r) = f2(r) = 0 e f(r) # 0.
fit = 4x3 + 2px

fx =120 +2p=0 = ®= —F = x=#]-&
Substituindo esse valor em f(x) = 0 e f®(x) = 0, temos:

4 2
_P _p — 2
NETIAC
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3
4(i / —%) +2p(i / ——%)= 0= p=0.
Portanto, a condicao para a existéncia de uma raiztriplaép=q=0
(absurdo).

468. f(x)=x®+ px+ q= 0; f)(x) = 3x2 + p; fA(x) = 6X; fé)(x) = 6.
Entdo, se existir um ndmero r tal que:
a) f(r) = f4(r) = f2(r) = 0, teremos uma raiz tripla, ou seja:
fax)=0 = 6x=0 = x=0.
f0)=0 = q=0¢e f0)=0 = p=0
b) f(r) = f&(r) = 0 e f?(r) # O, teremos uma raiz dupla, ou seja:

f(x)=0 = 3x*+p= O=>x—+|%e

f(i—\jé—g)=0 (\/_6) p(\13_)+q O:>2|p\/—p——9q

= (2ipV3p)2 = (—9q)? = 4p*+ 27¢2= 0.
Analogamente,

( ﬁ) 0 = 4p*+ 2792=0

469. f(x)=x3— px— q= 0. fA(x)= 3x2— p; fA(x) =
Se existir um ndmero r tal que f(r) = f4(r) = 0 e f(r) # O, teremos
uma raiz dupla. Entao:
fx)=0 = 3x2—p=0 = x—+—@

3
3
f(?)zo =~ (\/?) (ﬁ) q=0 = —2pV3p=9q =
= (—2pV3p)2 = (9q)? = 4p*=27¢% = 4p*— 27¢?= 0.
Analogamente,

( \I—B) 0 = 4p3—27¢%2=0

470. x3—2x2+x+m—1=0.fX) = 3x2— 4x+ 1; fA(x) = 6x — 4.
Se existir um ndmero r tal que f(r) = f8(r) = 0 e f?(r) # 0, teremos
uma raiz dupla. Entao:

fx)=0 = 3x*—-4x+1=0 = x=1oux=%.
e f(1)=0=>m-1=0=>m=1;f(1)=2+#0

. -:l;z — = _2§ 2)1._.
f<3) 0 =2TmM—-23=0=> m= 27,ﬂ(3)_—2;&0_

471. f(x) =x3+ ax2+ 3x+ 1= 0. f¥x) = 3x2 + 2ax + 3;
f)(x) = 6x + 2a; f19(x) = 6 # 0.
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Se existir um ndmero r tal que f(r) = f4(r) = f2(r) = 0 e f3(r) # 0O,
teremos uma raiz tripla, ou seja:

f‘2’(x)=0:>6x+2a=0=>x=—% (1)
f<1>(—%)=0=> —a?+9=0 = a=+3 (2)
-3+3V3

f(—3)=0=>2a3—27a+27=0=>a=30ua= >

3
De (1) e (2), a= 3.

x*— px — q = 0; fO(x) = 4x3 — p; fA(x) = 12x2.
Se existir um ndmero r tal que f(r) = f4(r) = 0 e f&(r) # 0, teremos
uma raiz dupla. Entao:

p

fix)=0 = 43-p=0 = x=§/}.

4 3
f(s/%)=o=>(3/—§-) —p-3 %—q=0=><—3p-3,/%, = (49 =

27p* + 256q° = 0 e, portanto, 27p* + 256¢3 = 0 é a condi¢ado do

problema e x =3 ot é a raiz.

4

f(x) = x4+ mx2+ 8 — 3= 0; f(x) = 4x3 + 2mx + 8;

fA(x) = 12x2 4+ 2m; fO(x) = 24x.

Se existir um ndmero r tal que f(r) = f8(r) = f2(r) = 0 e f(r) # O,
teremos uma raiz tripla. Entao:

) =0 = 12¢+2m=0 = x = |30

6
_J .‘, 3 .,’
. f(1)(j 2 ): 0= 4(i%) + 2mi 2m +8=0 =

= miVém= —-36 = m3= -6 = m= —6.
Analogamente,

Temos: x = %i 5 =+1 e fx)=x*—6x2+8—3=0.

» f(1) =0 e f(—1) # 0. Aplicando Briot:
O -6 8 -3| 1

1
1 i =5 .3 0] 1
1 2 8] 0 1

1 3| 0

recaimos em x + 3 = 0 e dai x = —3 e, portanto,
S={1,-3} e m=—6.
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474. f(x) = x3+ mx — 2 = 0; f8(x) = 3x* + m; f(x) = 6X.
Se existir um ndmero r tal que f(r) = f9(r) = 0 e f?(r) # O, teremos
uma raiz dupla. Entao: J3m

fx)=0 = 3+ m=0 = x==i- gm

3

f(i—\/g——m—>= 0= (i Véj) + mi—\/—g—_m—— 3=0.
(mi\/3—m)2=92 = m=-3 = x=21;f(x)=x3—3x— 2;
f(1) # 0 e f(—1) = 0. Aplicando Briot:
1 Q. =8 =2 | =1
1 -1 -2| o]-1

1 -2| o0
recaimos em x — 2 = 0 ou x = 2. Portanto, S = {—1, 2}.

475. ax"+b=0,a#0,b#0.
Vamos supor que a equagdo admita uma raiz dupla r.
Temos f(x) = 0 e fY(x) = 0. Entao:
e f(x)=0 = nax"~*=0 = x=0, pois a # 0.
¢ f(0)=0 = a-0"+b=0 = b= 0, o que é absurdo, pois b # 0.
Portanto, a equacgdo nao tem raizes mdltiplas.

476. x®—ax+b=0,ab#0.
Seja r a raiz dupla. Entao: f(r) = f4(r) = 0 e f(r) # O.

3
(o (B o e

= 4a3— 27b?= 0 e, portanto, a é positivo.

4717. 3x4 — 8x3 + 6x2+ 24x + k = 0.

Seja r a raiz dupla. Entdo: f(r) = f%(r) = 0. Temos:

fx)=0 = 12x3*—24x2— 12x + 24=0 =

= x(2—1)—20¢—1)=xX-1)(x—2)=0 =

= x=1oux=—-1oux=2.

f(—1) = O (condi¢do do problema) = k—19=0 =

= k=19 e 3x*— 8x3— 6x2 + 24x + 19 = 0. Aplicando Briot:
3 -8 -6 24 19| -1
3 —-11 5 19| ‘0 -4

3 -14 19| 0
recaimos em 3x2 — 14x + 19=O:>x=7i-3ﬂ.

L[+ 22 7 =212
S—[ 11 3 y 3q-

@ Fundamentos de Matematica Elementar | B



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

478. a) Ver item 91, pagina 111.
b) f(x) = 2x3 — sen ax?+ cos®a = 0
f(x) = 6x% — 2 sen ax
Se f tiver uma raiz muiltipla r, entdo f(r) = f(r) = 0
Entao:
fi(x)=0 = 6x2—6senax=0 = x(x—sena)=0 =
= Xx=0o0oux=sena

*f(0)=0 = cox®*a=0 & a=£+k'n,kEZ.

2
*flsena)=0 = —senla+cosla=0 & a=%+k¢r,k€Z.
c) Sea=%+ Kk OUOL=%+ kw, com k € Z, vimos que a equagao

admite uma raiz dupla e, em conequéncia, uma terceira raiz simples.

™ m - P -~
Sea # 5 +kmeo# 7 + kw, com k € Z, a equacgao tera trés
raizes simples.

479. A)z=x—i~iy:>|z|—\lx2+y2 (1)

1 _ x-—ly ’I x2+y

z Iy ety @
1-z=@1-x)-iy=|1-2z=v@1 —x)2+y2 (3)
Temos:

de()e@):(1—xP+y2=x2+y? = x=%.

X2 + y2 Nk

e (1) e (2 foyypr =X+ = y =i
.1 ..43 R E
Portanto.z—§+170uz—2 ==

B) Px)=x*+ax?+bx+c;P'(x)=3x2+2ax+b
* P(x) é divisivel por P'(x):

x2 + ax® + bx + G ‘ 3x2+ 2ax + b
2ax> bx X a
—v3 — = —_ _— —
X 3 3t9
ax? 2bx
+ =2+ c
3
_axx 2a3x = ab
3 9 9
6b + 2a2 9¢c — ab
— 9 T T 9
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(6b —2a¥)x +9c—ab=0 =
{6b—2a2=0=>a2=3b (1)

9c —ab =0 (2)
* P'(x) é divisivel por x — 1:
3 2a b | od
3 2a+3 | 2a+b+3

2a+b+3=0 (3)
De (1), (2) e (3), temos que:a = —3,b =3 ecC = s

480. Seja k; o coeficiente do termo em x*&° ',
Temos:
k, = (sen 1° + cos 1°)(sen 2° + cos 2°) ... (sen i° + cos P
Desta forma, para i = 135, um dos fatores que compoem k; é
sen 135° + cos 135° = 0, ou seja, k; = 0. Entdo os termos que tém
coeficiente ndo nulo vao desde x18 até x180 ~ 134 = x46,
Conclusdo: a multiplicidade de zero como raiz do polindmio € 46.

481.

X+ 6 X _ 3
20 20
X4+ 43 +3x2—4x—4 | x*—2x—5x+6 | 20x*+20x —40 =1,
20x? + 20x — 40 0
£
1
mdc(f, g) = mdc(g, r1)=%r1=x2+x—2
—_— X2 —2x + 4
X 254 %+ 3+ B 2 X*+4x3 + 4x2 — x — 2
— — 13%% + 3 4 10
£
_x
6 36
b Ayt =P =Gx® ~ 132 + I + 10 =1,
19 ,, 19 19
B6., 8. 48,
rI2
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_216X n 180
19 19
19 19 19
il 3 _ 2 2 =
6x 13x? + 3x + 10 36X +12X+18 r,

0

mdc(f, g) = mdc(ry, r,) = =5

= y2
1972 =X + SRt 2

483. f=0—-1P - x+1P=(x—1)2-(x + 1)
g=x+1)x—1)=(x+ 1)x2 - x + 1)x — 1), entdo
mdc(f, g) = (x + 1)(x — 1).

484, Sejam g, e g, 0s quocientes da divisdo, respectivamente, de fe g por
(x — a)®; g e r o quociente e o resto da divisado de f por g. Entdo:
f=aq-x-af;g=0,- x—ap;f=qgg+r=
= r=f-ag=aqyx —a) —qo,(x —ay =

= (x — a)’(q; — qq,) e, portanto, o resto da divisdo de f por g
também € divisivel por (x — a)®.

485, f=5x—2%x — 4)x — 3)*

g =4(x — 2)(x — 4)*x + 1)
mdc(f, g) = (x — 2)(x — 4)2.

486. f=(x2—1P3x+ 1)2=(x — 1)3x + 1)°
g=(x—1)4x + 1)*
mdc(f, g) = (x — 1)3(x + 1)

488. - B x &

20 20

X+A4x3+ 32 —4x—4 | x®*—-2x2—5Bx + 6 20x%2 + 20x — 40

489.

20x? + 20x — 40 0

Entdo, mdc(f, g) = x> + X — 2 e as raizes comuns afe g sdo 1 e —2.
f(3) = 0; f(3) # 0, g(—1) # 0 e f(—1) = 0; portanto, as raizes nao
comuns sao: —1 de fe 3 de g.

f=x3—ax? — b + ab? = (x2 — b)(x — a) = (x + b)(x — b)(x — a)
g=x+Dbx*—axx —a%h = (x2 - a’)(x + b) = (x + a)x — a)x + b)
Temos, entdo: mdc(f, g) = (x — a)(x + b) e, portanto, as raizes co-
muns sao a e —b.
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[ 72

490.

491.

492.

493.

494.

497.

501.

502.

f=xt—1=x2+1)(x+ 1)(x — 1)

g =x(x*+1)
h=xt—x3+x2—x=x(x*+1)(x—1)
Entdo, mdc(f, g, h) = x2 + 1.

Raizes comuns: i e —i (raizes do mdc).

Asraizesde g(x) = x2—3x + 2saole 2.

Impondo que sejam raizes de f(x) = x® — 3x> — 4x + a, temos:
fl)=0=>1-3-44+a=0=a=6
f2)=0=8-12-8+a=0=a=12

Conclusédo: a = 6 oua = 12.

Px)=x"=ax""1+ ..+ a,_,Xx+ a,

QX)=nx""1+ (n —1)a,x""2+ ... + a,_; = P'(x)

Se mdc(P(x), Q(x)) = x — «, entdo « € raiz de P(x) e de Q(x); portanto,
o pode ser raiz dupla de P(x).

Seja f = x4 — 2x13 + x*2e g = x?2 — 1. Entdo:
f=x2x — 1)

g=x+1)(x — 1)

mmc(f, g) = x*2(x — 1)%(x + 1) = x*® — x** — x13 + x*2
mdc(f, g) = x — 1.

XX—-1=(x+1)(x—1)
(x — 1)?
—1=Kx—-1x2+x+ 1)

> @ —h
o

Entao:
mmc(f, g, h) = (x + 1)(x — 1)?(x> + x + 1)
mdc(f, g, h) = x — 1.

2 4 g 1 _ 2+)+aK=1)=1 _ -Byx—~3
x—1 x+1 x*-1 (x —1)x + 1) ox2—-1
1 3% — 3 . e T | 3 2

Er o+ 1 -1 X+3x+2 X+1P x+1 x+1
1+3x+1)—2x+1)  x+2

(x — 1) (x + 1)?

1 1

K= 1Px - 2P ' x— D — 27 0

Multiplicando ambos os membros por (x — 1)3(x — 2)3, temos:
x—1)+x—2)=0

2x—3=0

-
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506.

507.
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X _ a b
x2—1_x—1+(x+1) % #.1)
o X _akx+1)  b(x—1)
Entao: T =] =1
X _(@a+bx+(a—Dhb) at+b=1 .
-1 X2 — 1 a—b=0 ~23°P=73
1 i A +Bx+C=
x—1x+1) x—-1 " x2+1
_(A+Bx*+(C—B)x+ (A—0C) 2l s
= X =10 + 1) . Entao:
A+B=0 '
C-B=0
A-C=1
Resolvendo o sistema de equacgoes, temos: A = %; B=C-= —%.
X __a . B _(@+tBx+(@-a
x+LHx—-1) x+1 x-1 (x+1)(x — 1)
Temos:
at+pB=1 s o - B
{a_B:0=>0L—B—2.
a, b, ¢ sdo raizes da equagao x> — 5x? + 6x = 0, entdo a = O;
b=2ec=3.
B — 5 A B C

x3—5x2+6x_x—0+x—2+x—3=

(A+ B+ C)x* — (5A + 3B + 2C)x + 6A

x® — Bx? + 6x
Temos:
A+B+C=0
[—(5A+3B + 2C) = -5
6A =6

Resolvendo o sistema de equacgoes encontramos: A = 1: B =2 e
C = —3. Portanto, alternativa c.

1 ___A - B +(2A+2B)n+(A—B)
(2n — 1)(2n + 1) 20 — 1 2n+ 1 (2n — 1)(2n + 1)

decorre 2A + 2B = 0 e A — B = 1. Resolvendo esse sistema, vem

A= i eB = —1. Vale, portanto, a identidade:

2 2
1 1 i

2n—-1)2n+1) 2@n-1) 2(2n+1)
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509.

510.

Aplicags”m'
1 1 1 -
= 3 5 (2n—1)(2n+1)
1 _L_L)
( )+(€_1)+( )+(14 L)es
1 )_3_ !
2(2n—1) "~ 2(2n + 1) 2 2(2n + 1)
1
—_— S tende a =
Para n arbitrariamente grande, 2@n + 1) tende a zero e >
f=x—-22+1;g=x3+x—2
f(x) = q(x) - g(x) + r(x)
— 22 +1|x2+x-—2
g8 — X A4 2% X — 3 =q(x)
-3x2+2x+ 1
3+ 3% — 6
Bx =5 = r(x)
Temos:
f(x) _ A B fix) A B
AR TR R T IR A T T T
=>f(x)= A x B _(A+Bx+2A—-B
gy xX=1 _ x+2 N X D
{A+B=5
2A—-B=-5

Resolvendo o sistema: A = 0 e B = 5 e, portanto, o valor de B é 5.

P(x) = a(x — Xp)(X — X,) com X, # X,
Q(x) = a'(x — Xp)(X — Xp) com X, F X,
Pelas relagbes de Girard, temos:

b b'
Xo+ X, =—— € Xg + X, = —
0 1 a 0 2 al
e decorre dair:
b 1
X, = —— =X, € Xy = —— — X,.
1 a 0 2 al 0

Temos, entado:
P(x) = a(x — xo)(x A % iy xo)

Qx) =a'(x — xo)(x + % o xo>

mmc(P, Q) = (x — x0)<x + % + xo)<x < % + xo).
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Vimos no item 89, na pagina 107, que todo polinémio pode ser colo-
cado na forma de um produto de fatores do 1° grau. Entdo vamos es-
crever f e g como produtos de fatores da forma x — r,, em que r, € raiz
do polindmio f com multiplicidade m, e de g com multiplicidade n;:
f=(x = r)™X = 1)™(X = 15)™ ... (X = 1,)™

8= (X = r)"(X = rp)"2(X — rg)" ... (X = rp)

Temos:

mdc(f, g) = (X — ry)s(X — ry)%2(X — r3)™ ... (X — r,)® em que

o; = min{m,, n;}

mmc(f, g) = (x — ry)Pyx — ry)PAx — rg)Ps ... (x — r,)P> em que

B; = max{m, n}

entdo f - g e mdc(f, g) - mmc(f, g) sdo produtos formados por fatores
do tipo (x — r)™* ™, idénticos dois a dois, e portanto iguais.
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