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Elliott Mendelson € autor de um importante livro de 16gica matemética, ainda hoje usado em cursos
avangados de matemdtica e ciéncia da computago do mundo inteiro. Perceber que um pesquisador
e autor deste calibre ¢ capaz de escrever um texto tdo introdutério como o presente livro e tdo apro-
priado para estudantes que estdo comecando um curso superior nas dreas de ciéncias exatas e tec-
noldgicas € uma surpresa e um grande prazer. Muito raramente pessoas de excepcional formagdo, co-
mo o autor, demonstram interesse em escrever livros introdutérios. Comumente 0 ensino que ante-
cede a p6s-graduagio € subestimado, tratado como se exigisse uma carga menor de conhecimento.
Isso € falso. Escrever sobre cdlculo diferencial e integral para alunos que estdo comegando um curso
superior, de forma que os mesmos entendam o contetido sem se deterem em preciosismos, é uma
tarefa que s6 pode ser realizada por alguém que domine amplamente o tema e, ainda assim, consiga
assumir um compromisso de diddtica. Mendelson cumpre esses dois papéis muito bem. O leitor pode
se considerar um privilegiado por ter acesso, em lingua portuguesa, a um texto de tanto valor. Nosso
idioma normalmente € desvalorizado. Muitos livros de excepcional qualidade jamais foram traduzi-
dos e provavelmente jamais o serdo. Mesmo autores que escrevem originalmente em nosso idioma
encontram dificuldades para conseguir publicar suas contribui¢des com o apoio de editoras que con-
tam com eficiente servigo de distribuicdo. E este livro é uma pequena flor que consegue se destacar
neste dificil mercado editorial. Espero que exemplos como este sejam cada vez mais seguidos.
Ao leitor, parabéns pela escolha. ‘
Adonai S. Sant’ Anna
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Prefacio

Esta obra € limitada aquilo que € essencial ao célculo. Ela cuidadosamente desenvolve, passo a passo, 0s principios
de derivagdo e integragdo a partir dos quais todo o célculo € edificado. O livro € adequado tanto para revisdo quan-
to para um curso auto-suficiente de cdlculo elementar.

O autor tem percebido que muitas das dificuldades que os estudantes encontram no cdlculo sio devido a defi-
ciéncias em algebra e cdlculos aritméticos, e que énfase € dada nesses assuntos sempre que necessdrios. Grande es-
forco foi empreendido — especialmente no que se refere a composi¢@o dos problemas resolvidos — para facilitar a
introdugdo do iniciante no célculo. H4 também cerca de 1500 problemas complementares (com uma lista comple-
ta de respostas no final do livro).

Disciplinas de cdlculo em cursos técnicos também podem ser beneficiadas com este livro.

Esta segunda edi¢do apresenta melhoramentos:

1. Um grande ntimero de problemas foi acrescentado pensando-se na disponibilidade de calculadoras grficas.
Tais problemas sio precedidos pela notagdo [CG]. A solugdo desses problemas nfio é necesséria para a com-
preensao do texto, de modo que os estudantes que ndo tém uma calculadora grafica ndo seréio seriamente pre-
judicados (a nio ser que o uso de uma calculadora gréfica facilite sua compreensdo dos conteddos).

2. A abordagem de varios topicos foi expandida:

(a) O Método de Newton € agora assunto de toda uma sec¢do. A disponibilidade de calculadoras torna mui-
to mais fécil lidar com problemas concretos por meio desse método.

(b) Maior atengdo € dada, e mais problemas sdo apresentados, sobre técnicas de aproximacdo numérica pa-
ra integragdo, como a regra trapezoidal, a regra de Simpson e a regra do ponto médio.

(c) A regra da cadeia tem agora uma demonstracdo completa esbogada em um exercicio.
3. A exposicdo foi simplificada em vérios pontos e um niimero substancial de problemas novos foi acrescentado.

O autor deseja agradecer ao editor da primeira edicéo, David Beckwith, ao editor da segunda edicio, Arthur Bi-
derman, e a supervisora editorial, Maureen Walker.

ErrLior MENDELSON
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Capitulo 1

Sistemas de Coordenadas
em uma Reta

1.1

AS COORDENADAS DE UM PONTO

Seja £ uma reta. Escolha um ponto O sobre a reta e chame esse ponto de origem.

® - K4
o

Agora escolha uma dire¢do ao longo de £, digamos, a direg@o da esquerda para a direita no diagrama.

® - &
(0]

Para todo ponto P a direita da origem O, faga a coordenada de P como a distancia entre O e P.
: ¢

&
-

o P

(E evidente que, para especificar uma distancia, é necessério primeiramente estabelecer uma unidade de distincia
arbitrariamente escolhida designando-se o nimero 1 para a distancia entre dois pontos escolhidos.)
No diagrama

=
~
w
=
&

&
4

(0]

£

me
T e
> ¢~
o e~
o X%

a disténcia OA € arbitrada como 1, de modo que a coordenada de A ¢ 1. O ponto B estd duas unidades distante de O;
portanto, B tem coordenada 2. Todo niimero real positivo r € a coordenada de um Gnico ponto de £ a direita da ori-
gem O; a saber, daquele ponto a direita de O cuja distanciaa O € r.

Para todo ponto Q sobre £ a esquerda da origem O,

&-
g

* &
Q (0]

designamos um niimero real negativo como sua coordenada; o nimero — Q0 o negativo da distancia entre Q e O.
Por exemplo, no diagrama

'
1
=
~

-2

14

o

-y }
Te
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1.2

o ponto U € considerado como uma distancia de uma unidade da oncrem 0; portanto, a coordenada de U é -1. O

ponto W tem coordenada — , 0 que significa que a distancia WO & 1. Obviamente, todo nimero real negativo € a
coordenada de um tinico ponto de £ a esquerda da origem.

Para a origem O € designado o niimero 0 como sua coordenada.
Essa correspondéncia de niimeros reais com os pontos da reta #é chamada de sistema de coordenadas sobre .

-3 -5n2 -2 -1
*———o—@ .

o 2 3
*—e - ® k4

Ce=

Escolher uma origem diferente, uma direcdo diferente ao longo da reta ou uma unidade diferente de distincia re-
sultaria em um sistema de coordenadas diferente.

VALOR ABSOLUTO

Para qualquer niimero real b define-se o valor absoluto | b | como a magnitude de b; ou seja,

b se b>0
lbl—{——b se b<0

Em outras palavras, se b € um niimero positivo ou zero, seu valor absoluto | b | €o propno b Mas se b é neganvo B

seu valor absoluto | b | € o0 nimero positivo correspondente —b.

Exemplos

51 5 1 1
131=3 lil"i 01=0  |-2=2 l——’—;

Propriedades do Valor Absoluto

Observe que qualquer niimero r e seu 0posto —r tém 0 mesmo valor absoluto,
Irl=1-rl (1.1)
Um importante caso especial de (/./) resulta escolhendo-se r =u — v e lembrando que —(u —v) = v — u,
lu—v|=|v—u| (1.2)
Se|a|l=|b},entioae bsioo mesmo niimero ou @ ¢ b s3o opostos um do outro,
|lal=|b| implica a= +b (1.3)
Além disso, como | a | € a ou-a, e (-a)’ =d,
| laf? = a? (1.4)
Substituindo a em (/.4) por ab resulta
|ab|? = (ab)* = a’b* = |a*|b* = (|a||b])®
de onde, sendo o valor absoluto niio negativo,

|ab| =|a]|b] (1.5)

Valor Absoluto e Distancia
Considere um sistema de coordenadas sobre uma reta e sejam A, e A, pontos de £ com coordenadas a, e a,. Ento,

lay —a,| = A, 4, = distinciaentre 4, e A, (1.6)
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Exemplos
0 1 2 5
(@) ——t—t—t ¢
(o] A A,
@~y =12-5|=| 3| =3 =114,
-3 -2 -1 0 1 3 4
(» +—t +—t +——if + + — £
Az O A

la,—ay| =14 = (=3)|=14+3|=|7|=T=4/4,

Um caso especial de (/.6) € muito importante. Se a for a coordenada de A, entio

|a| = distinciade 4 dorigem (17

Observe que, para qualquer nimero positivo ¢,

|lu] <c éequivalentea —c<u<c (1.8) -

A
- —,

4 } N4

-C 0 ¢

Exemplo  |u|<3se, esomentese,—3<u<3.
Analogamente, |lul <c¢ éequivalentea —c<u<c 1.9

Exemplo  Para conseguir uma forma mais simples para a condicio | x— 3| < 5, substitua u porx-3em (1.9),
obtendo -5 < x -3 < 5. Somando 3, temos -2 < x < 8. De um ponto de vista geométrico, observe que |x-3]<5¢
equivalente a dizer que a distancia entre o ponto A que tem a coordenada x € o ponto que tem a coordenada 3 & me-
nor que 5.

} t t £

. Segue imediatamente da definigéio de valor absoluto que, para quaisquer dois ndmeros a e b,
—lal<a<|al e —|b] <b<|b]
(De fato, a =| a|ou a=~|a|) Somando as desigualdades, obtemos
(=lal)+(=Ibl)<a+b<|a|+]|b]
~(lal+1bl)<a+b<|al+|b|
e assim, de (1.8),comu=a+bec=|a|+|b|,
la+b|<|al+b| (1.10)

A desigualdade (1.10) € conhecida como a desigualdade triangular. Em (1.10) o sinal < € usado se, ¢ somente se,
a ¢ b tiverem sinais opostos.

Exemplo  |3+(-2)|=|1]=1,mas|3|+|-2]=342=5.
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Problemas Resolvidos

1.1

1.2

1.3

14

1.5

Lembrando que \/1—4 sempre denota a raiz quadrada ndo negativa de u, (a) calcule \/55 - (b) calcule \/(—3)%; ()
Mostre que +/x* = | x|. (d) Por que a formula \/x* = x ndo é sempre verdadeira?

(a) \/? = ﬁ =3.(b) J(=3} = \/5 = 3.(c) De acordo com (1.4), ¥’ =| x [*; logo, uma vez que | x| 20, \/;3 =|x}.
(d) Pelo item (c), \/X—Z =|x|, mas | x| =xé falso quando x < 0. Por exemplo, \/(—3)* = \/§ =3# 3.

Resolva|x+ 3| < 5; ou seja, encontre todos os valores de x para os quais a relagio dada vale.
De (1.8), | x+ 3] <5 se, e somente se, -5 <x+3 < 5. Subtraindo 3, -8 < x < 2.

A

o~ s
d
)

-

}
Y
-8 0 2

Resolva|3x+2|< 1.

De (1.9),|3x+2| < | € equivalente a— | <3x+2 < 1. Subtraindo 2, obtemos a relagio equivalente -3 < 3x < —1I.
Isso € equivalente, ao dividir por 3,a— 1 <x<—-1.

-+

Resolva|5-3x|<2.
De acordo com (/.9), -2 < 5 - 3x < 2. Subtraindo 5, -7 < -3x < -3. Dividindo por -3, }> x> 1.

REVISAO DE ALGEBRA Multiplicar ou dividir ambos os lados de uma desigualdade por um ndmero negativo inverre a desigualda-
de:sea < bec <0,entio ac > be.

Para perceber isso, observe que a < b implicaem b~ a > 0. Logo, (b - a) ¢ <0, j4 que o produto de um nimero positivo por um
ndmero negativo € negativo. Assim, bc - ac < 0, ou be < ac.

’—‘——_—""’A—-—ﬁ—\
4 } +—+
0 1 2 ]
Resolva x+4 <2 (1)
x—3

Néo podemos simplesmente multiplicar ambos os lados por x — 3, pois niio sabemos se x — 3 € positivo ou negativo.

Caso 1: x-3 > 0. Multiplicando (/) por essa quantidade positiva mantém a desigualdade:

x+4<2x—6
4<x—6 [subtraindo x]
10 <x [adicionando 6]

Portanto, se x > 3, (/) vale se, e somente se, x > 10.

Caso 2: x-3 < 0. Multiplicando (/) pof essa quantidade negativa inverte a desigualdade:

xX+4>2x—6
4>x—-6 [subtraindo x]
10> x [adicionando 6]

Portanto, se x < 3, () vale se, ¢ somente se, x < 10. Mas x < 3 implica que x < 10. Logo, quando x < 3, (/) ¢ verdadeira.
Dos casos 1€ 2, (1) vale parax > 10 e parax < 3.

A

I
T

0 3 10

o
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1.6 Resolva (x—2)(x+3) > 0.
Um produto € positivo se, e somente se, ambos os fatores possuem 0 mesmo sinal.

Caso1: x-2>0ex+3>0.Entdo, x > 2 e x > -3. Mas essas siio equivalentes a x > 2 apenas, uma vez que x > 2 im-
plicaemx > -3.

Caso2: x-2<0ex+3<0.Entdo, x <2 e x< -3, que sio equivalentes a x < -3, jd que x < -3 implicaem x < 2.
Portanto, (x - 2)(x +3) > 0 vale quando x > 2 ou x < -3.

A

]
N 4.1

1.7 Resolva|3x-2|>1.
Vamos resolver a negag@o da relagdo dada, | 3x -2 | < 1. De acordo com (1.9),
-1<3x-2<«1
1<3x<3 [somando 2]
F<x<l1 [dividindo por 3]
Logo, asoluggo de | 3x-2 |21 éx<doux21.

— -
|
i

3
]
U 3 i

1.8 Resolva (x - 3)(x - 1)(x+2) > 0.

Os pontos cruciais sio x=3,x=1ex=-2, onde 0 produto € zero. Quando x > 3, os trés fatores sio positivos e o
produto € positivo. Quando passamos da direita para a esquerda, através de x =3, o fator (x —3) muda de positivo para ne-
gativo, e assim o produto serd negativo entre | e 3. Quando passamos da direita para a esquerda através de x = 1, o fator
(x— 1) muda de positivo para negativo, e assim o produto muda novamente de negativo para positivo ao longo do interva-
lodex=-2ax=1. Finalmente, quando passamos da direita para a esquerda através de.x =-2, o fator (x + 2) muda de po-
sitivo para negativo, e assim o produto fica negativo para todo x < -2.

-~ + - + »
: —t s
-2 1 3

Portanto, a solugdo consiste de todos os x tais que x >3 ou -2 < x < 1.

Problemas Complementares

1.9 (a) Para que tipo de niimero u, | u|=~u? (b) Quais valores de x que [3-x|éigualax-3? (c) Paraquais va-
lores de x que | 3~ x| éigual a 3 — x?

110 (a)Resolva|2x+3|=4. (b) Resolva|Sx-7|=1. (c) Resolva o item (a) fazendo o grdfico de y, = | 2x +3 |
e ¥, =4. O mesmo para o item (b).

1.11 Resolva: (@) |x—1]|<1 (h) I3x+5]<4 () Ix+4]>2

@ [2x=5123 () [¥-10]<6 (/) ’§+3 <1
(g) Cheque suas respostas aos itens (a)-(f) graficamente.
112 Calcule: (@) <t @ =1., Y
. alcule: 45 13 (c 3 <
3
(d) 1+;>2 () 1<3-2x<5 (f) 3<2x+1<4

A(g) Cheque suas respostas aos itens (a)-(f) graficamente.
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1.13 Resolva: (@ x(x+2)>0 B x—Dx+4)<0 () x2—6x+5>0

1.14

1.15

1.16

1.17

1.18

1.19

1.20
1.21

1.22

1.23

1.24

@ x2+Tx—8<0 (€ x*<3x+4 (f) x(x— )x +1)>0
@ Cx+Dx=3)x+7)<0

(h) Confira suas respostas aos itens (a)-(g) graficamente.

[Sugestdes: No item (c), fatore; no item (f), use 0 método do Problema 1.8.]

Mostre que se b # 0, entdo

a| |a| -
l_)l =Th . [Sugestdo: Use (1.5)]

Prove que: (a) |d’|=]a’| (b) |a'|=]d’| (c) Generalize os resultados dos itens (a) e (b).

Resolva: (@) |2x=3|=|x+2| (b) |Tx-5|=|3x+4| ()2x-1=|x+7|
(d) Confira suas respostas aos itens (a)-(c) graficamente.

Resolva: (a) | 2x~3| < |x+2|[Sugestio: Considere os trés casos x> 3, —2<x <}, x <-2.]
(b) |3x-2|<|x=1] (© Cheque suas solugdes para os itens (a) e (b) graficamente.

(a) Prove:|a—b|2||a|—|b]| [Sugestdo: Use a desigualdade triangular para provar que |a|<|a-b|+be|b
[<la-bl+]al] ‘
(b) P[’o\/ejla’;'big"'a‘,q}-"b‘ B R R R R LR e PP P PR

Determine se \/ZZ = a? vale para todos os nimeros reais a.
E verdade que /a? < /b? sempre implicaem a < b?

Sejam O, 1, A, B, C, D pontos sobre uma reta, com coordenadas respectivas 0, 1, 4,1, 3 e — 4. Desenhe um diagra-

Sejam A e B pontos com coordenadas a e b. Determine b se: (@) a=7, Bestd a direitade A, e | b—a | =3; (b)) a=
-1, Bestdaesquerdade A,e|b-a|=4;(c)a=-2,b<0,e|b-a|=3.

Prove: (a)a<béequivalenteaa+c<b+ec.

ALGEBRA a<b significa que b - a € positivo. A soma e o produto de dois niimeros positivos siio positivos, o produto de dois
nimeros negativos € positivo e o produto de um nimero positivo com um negativo € negativo.

- . a b
(b) Se0<c,entdoa <béequivalenteaac <bcea - <-—.
c ¢

Demonstre (1.6). [Sugestdo: Considere trés casos: (a) A, e A, sobre 0 eixo positivo x ou na origem; (b) A, e A, no
eixo x negativo ou na origem; (c) A, e A, em lados opostos em relagdo  origem.]




~ Capitulo 2

Sistemas de Coordenadas

em um Plano.

2.1 AS COORDENADAS DE UM PONTO

Estabeleceremos uma correspondéncia entre os pontos de um plano e pares de niimeros reais. Escolha duas retas
perpendiculares no plano da Fig. 2-1. Vamos considerar, para fins de simplicidade, que uma das retas é horizontal
e a outra vertical. A reta horizontal serd chamada de eixo x e a reta vertical de eixo y.

3y |
| P(a, b)
————bp e —T————-————
|
I
k- |
]
|
2k
|
!
1 ’
1 1 1 ] L L IL
-2 -1 O 1 2 3 4 5 a X
-1.- :

Fig. 2-1

A seguir escolha um sistema de coordenadas sobre 0 eixo x e um sobre 0 eixo y. A origem para ambos 0s sis-
temas de coordenadas € assumido como sendo o ponto O, onde os eixos se intersectam. O eixo x é orientado da es-
querda para a direita, o eixo y de baixo para cima. A parte do eixo x com coordenadas positivas € chamado eixo x
positivo, e a parte do eixo y com coordenadas positivas, eixo y positivo.

Tome qualquer ponto P no plano. Considere a reta vertical que passa pelo ponto P, e seja a a coordenada do
ponto onde a reta intersecta o eixo x. Esse nimero a é chamado de coordenada x de P (ou a abscissa de P). Agora
considere a reta horizontal que passa por P, € seja b a coordenada do ponto onde a reta intersecta o eixo y. O nime-

10 b € chamado de coordenada y de P (ou a ordenada de P). Todo ponto tem um tnico par (a,b) de coordenadas as-
sociado ao mesmo.




20 INTRODUGAO A0 CALCULO

Exemplos NaFig. 2-2, as coordenadas de varios pontos estdo indicadas. Limitamo-nos a coordenadas inteiras
somente por simplicidade.

Reciprocamente, todo par (a,b) de nimeros reais € associado com um tnico ponto no plano.

Exemplos No sistema de coordenadas da Fig. 2-3, para encontrar o ponto tendo as coordenadas (3,2), comece na
origem O, mova trés unidades para a direita ¢ entdo duas unidades para cima. Para definir o ponto com coordenadas

(-2,4), comece na origem O, mova duas unidades para a esquerda e entdo quatro unidades para cima. Para encontrar
o ponto com coordenadas (~1,-3), comece na origem, mova uma unidade para a esquerda e entdo trés unidades para

baixo.

Dado um sistema de coordenadas, o plano inteiro, exceto os pontos sobre os eixos coordenados, pode ser divi-
dido em quatro partes iguais chamadas de quadrantes. Todos 0s pontos com ambas as coordenadas positivas formam
o primeiro quadrante, quadrante I, no canto superior direito (ver Fig. 2-4). O quadrante II consiste de todos os pon-
tos com coordenada x negativa e coordenada y positiva; os quadrantes Il e IV sdo também mostrados na Fig. 2-4.

y
’ 249 |
4 ? 4
(-2,3).0 1 e (3.3) T 3
b e (2.2 ° (5,2 ? i 1 v G2
] ('—4, ]) 1 —H ‘ ? 1 4 ¢
(3.0) ) |
0 N S R B W I I NEPU R U N W T T
-4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 s x -2 -1 0 1 2 3 4 L ¢
‘X p— ‘ -[ —
o (-3.-2) 14 (0.-2) i -2
S o (4,-3) (-1,-3) 1 -3
Fig. 2-2 Fig. 2-3
y
n -
(-, +) (+.4)
(-L2)e 2
o e 21

L4 (_3v'“1) -1
-2 e (1,-2
RN 2y
' ‘~ b ¢.-)
Fig. 24

Os pontos que t€m coordenadas da forma (0,b) sdo precisamente 0s pontos sobre o eixo y. Os pontos que tém
coordenadas (a,0) sd0 os pontos sobre 0 €ixo x.

Se um sistema de coordenadas é dado, € comum se referir ao ponto com coordenadas (a,b) simplesmente co-
mo “o ponto (a,b)”. Portanto, pode-se dizer: “O ponto (1,0) pertence ao eixo x”.

2.2 AFORMULA DA DISTANCIA

Sejam P, e P, pontos com coordenadas (x,, y,) e (x,, y,) em um dado sistema de coordenadas (Fig. 2-5). Queremos e
deduzir uma férmula para a distancia P,B .

Seja R o ponto onde a reta vertical que passa por P, intersecta a reta horizontal que passa por P,. Evidentemen-
te, a coordenada x de R € x,, a mesma de P,; e a coordenada y de R € y,, a mesma de P,. Pelo teorema de Pitdgoras,

P.P,)=P,R’ + P, R’
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g Mas se A, e A, sio as projecdes de P, e P, sobre o eixo x, os segmentos P R ¢ A A, sio lados opostos de um retan-
gulo. Logo, PR =A A, .Mas A A, =|x, -x,], de acordo com (1.6). Assim, P\R =] x, - x, |. Da mesma forma,
P,R =]y, -y,| Consegiientemente,

P1P22 =|x; =%, P+ 1y =y P =0x = %) + (g — 1)
donde PP, = \/(xl = X2)* + (y; — o) (2.1)

[Equacdo (2.1) é chamada de férmula da distancia.] O leitor deve verificar que essa férmula também vale quando
P, e P, estdo na mesma reta horizontal ou na mesma reta vertical.

Ay y

2 # Pa(x2, y2) Py(x2, y2)

|
| M(x,y)

d R(xz, y1)

[

|

|

Pi(xy, | ]

N Pi(x;, Yl)I T. (X1, Y1) ' |

| | |

] | | ! ‘

S L | | ]

' | | | |

‘ ' ! [ | I
Xy X3 x P o P >

. Fig. 2-5 Fig. 2-6
Exemplos

(a) Adistanciaentre (3,8)e(7,11)€é

JE=T+B— 1P = /(=4 +(=3?=./16+9=./25=5

(b) Adistanciaentre (4,-3)e (2,7) €

N =2+ 16)2=\/4+100=\/T(')Z
_\/Fz“_\/i-\/'z?ﬁz\/z_s

ALGEBRA  Para quaisquer mimeros positivos u ¢ v, \/u_ = \/1; \/z_) ,jd que (\/1; \/5)2 = (\/1;)2(\/;)2 = uv.

(c) A distancia entre qualquer ponto (a,b) e a origem (0,0) € ./a® + b%.

O,

2.3 AS FORMULAS DE PONTO MEDIO

Novamente considerando dois pontos arbitrarios P,(x,, y,) € P,(x,, ,) deduziremos as coordenadas (x, y) do ponto
médio M do segmento P P, (Fig. 2-6). Sejam A, Be C as projegdes perpendiculares de P, M e P, sobre 0 €ix0 x. As
coordenadas de A, B e C 830 X}, X, X,, respectivamente. Uma vez que as retas P\A, MB e P,C sdo paralelas, as raz0es
P,M/MP, ¢ AB/BC sio iguais. Mas P;M = MP,; logo, AB = BC. Como AB=x—x,e BC=x,—x,
X=Xy =X, —X
2x =x1 + X,
_ Xt X
)

(O mesmo resultado € obtido quando P, estd a esquerda de P,, caso no qual AB =x, —xe BC =x—x,.)

Da mesma forma, y = (y, +y,)/2. Portanto, as coordenadas do ponto médio M sio determinadas pelas formulas do
ponto médio

Gt X Y1ty

> e y= 3 (2.2

Em palavras, as coordenadas do ponto médio sdo as médias das coordenadas das extremidades.




22  INTRODUGAO A0 CALCULO

(a) O ponto médio do segmento que conecta (1,7) e (3,5) é

Exemplos (

(b) O ponto médio entre (=2, 5) e (3,3) é <~22+ 3 , %%) = (%, 4).

Problemas Resolvidos

2.1 Determine se o triingulo com vértices A (=1,2), B (4,7), C (-=3,6) é isésceles.
AB= (-1 - + -1 =S5+ (=5P =/25+ 25 = /50
AC=J[-1— (=3P +2- 6=/ + (4 =S4+ 16 = /20
BC= /44— ()P +(0-6P =P+ 1>=/49+1=/5

Como AB =BC, o tridngulo & isésceles.

2.2 Determine se o tridngulo com vértices A(=5, -3), B (-7, 3), C (2, 6) é um tridngulo retingulo.
Use (2.7) para calcular os quadrados dos lados,
' AB® = (=5+ T2 +(=3-32 =22+ (=6 =4+ 36 =40
BC' =(~7-27+(3—6?=81+9=90 ‘
CACH=(=5— 2P + (=3 — 6P =49 +81 =130

Como AB’+ BC'="AC’, AABC éum triangulo retdngulo com dngulo reto em B.

GEOMETRIA A recfproca do teorema de Pitdgoras é verdadeira também: Se AC’="AB’+ BC" no AABC, entioX ABC é um an-
gulo reto.

2.3 Prove, usando coordenadas, que o ponto médio da hipotenusa de um tridngulo retingulo € eqiiidistante dos trés vértices.

Considere a origem de um sistema de coordenadas localizado no 4ngulo reto C; faga o eixo positivo x conter o lado
CA e o eixo positivo y o lado CB [ver Fig. 2-7(a)].

O vértice A tem coordenadas (b, 0), onde b= CA ; e 0 vértice B tem coordenadas (0, a), onde a = BC . Seja M o pon-
to médio da hipotenusa. Pelas férmulas do ponto médio (2.2), as coordenadas de M sio (b2, al2).

‘ B(0, a)

M(b/2, aj2)
a
e A(b,0)
C(0,0) b
(a) (b)
Fig. 2-7
Mas pelo teorema de Pitdgoras,
7B 7. p2
T2 _ a“+b
2 2

e pela formula da distancia (2.1),
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~\/az-i-b”__\/az+b2

\/Z 2

Logo, MA = MC. [Para uma prova geométrica mais simples, ver Fig. 2-7(b); MD e BC sio paralelos.]

Problemas Complementares

24
2.5

2.6
2.7
2.8

29

2.10
2.11
212

2.13

2.14
2.15

()
2.16

2.17
2.18

Na Fig. 2-8, encontre as coordenadas dos pontos A, B, C, D, E¢ F.

Desenhe um sistema de coordenadas e marque os pontos que tém as seguintes coordenadas: (1, — 1), (4, 4), (- 2,-2),
(3,-3),(0,2),(2,0), (-4, 1).

Determine a distancia entre os pontos: (a) (2,3) e (2, 8); (b) (3, 1) e (3, -4); () (4, ) e (2, 1); (d) (- 3,4) e (5, 4).
Desenhe o tridngulo com vértices A4, 7), B(4, -3) e C(~1, 7) ¢ determine sua 4rea.

Se (-2,-2), (-2, 4) e (3, -2) s@o trés vértices de um retdngulo, encontre o quarto vértice.

- o F
E ¢

Fig. 2-8

Se os pontos (3, 1) e (-1, 0) sdo vértices opostos de um retangulo cujos lados sdo paralelos aos eixos coordenados,
encontre os outros dois vértices.

Se (2,-1), (5, ~1) e (3,2) sdo trés vértices de um paralelogramo, quais sio as possiveis coordenadas do quarto vértice?
Determine as coordenadas de um ponto sobre a reta que passa pelo ponto (2, 4) e paralela ao eixo y.
Obtenha a distancia entre os pontos: (a) (2, 6) € (7, 3); (b) (3, 1) € (0, 2); (¢) (4, ) e (— 4, 3).

Determine se os trés pontos dados sio vértices de um tridngulo isésceles ou de um tridngulo retingulo (ou de am-
bos). Encontre a drea de cada triangulo retangulo.

(a) (_1’ 2)9 (3’ _2)? (7> 6) (b) (49 1)’ (1, 2)’ (3’ 8) ((’) (4’ 1)’ (1» _4)’ ('—43 _1)
Encontre o valor de £ tal que (3, k) € egiiidistante de (1, 2) e (6, 7).

(@) Os trés pOntos A(1,0), B(%.4)e C(7, 8) sio colineares (isto &, pertencem a mesma reta)? [Sugestdo: Se A, B, C
formam um tridngulo, a soma de dois lados, AB + BC, deve ser maior que o terceiro lado, AC. Se Bestd entre A e
Cem umareta, (AB+BC=AC).]

Os trés pontos {%(— 5,-7), B(O,- ) e C(10, 11) sdo colineares?

Determine o ponto médio dos segmentos de reta com as seguintes extremidades: (@) (1,~1) e (7,5); (b) (3, 4) e (1,0);

© (V21 e(53).
Determine o ponto (a,b) tal que (3,5) é o ponto médio do segmento de reta que conecta (a,b) e (1,2).

Prove, pelo uso de coordenadas, que o segmento de reta que conecta os pontos médios de dois lados de um tridn-
gulo tem metade do comprimento do terceiro lado.
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Graficos de Equacoes

Considere a seguinte equagio envolvendo as varidveis x e y:
' 2y—-3x=6 (0

Observe que o ponto (2,6) satisfaz a equacdo; isto €, quando x € substituido pela coordenada x 2 e y € substituido pela
coordenada y 6, o lado esquerdo, 2y — 3x, assume o valor do lado direito, 6. O grdfico de (i) consiste de todos os pon-
tos (a,b) que satisfazem a equacéio quando x € substituido por a e y for substituido por b. Fazemos uma tabela com al-
guns pontos que satisfazem (i) na Fig. 3-1(a), e indicamos esses pontos na Fig. 3-1(b). Parece que todos esses pontos
pertencem a uma reta. De fato, serd mostrado mais tarde que o grafico (i) na verdade é uma reta.

y
9} .
8;—-
.
17+
6 °
x y
I S+
a| 9 &
3| 15/2
) 6 kY o
1 9/2 2+
0 3 )
-1 32 r
-2 0 L1og TR N T N N B
| -3 | -3 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 x
| _1’_
| -4 -3 .
-2
-4
(a) (b)

Fig. 3-1

Em geral, o grdfico de uma equagdo envolvendo x e y como tinicas varidveis consiste de todos os pontos (x,y)
que satisfazem a equagdo.

AT A
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Exemplos

(a) Alguns pontos do grifico de y = x* sdo determinados na Fi g 3-2(a) e mostrados na Fig. 3-2(b). Esses pontos su-
gerem que o gréfico se parece com aquilo que seria obtido preenchendo-se a curva tracejada. Esse grifico € do
tipo conhecido como uma pardbola.

(b) O grafico da equagio xy =1 € chamado de hipérbole. Como mostrado na Fig. 3-3(b), o grifico se divide em

duas partes separadas. Os pontos sobre a hipérbole ficam cada vez mais proximos dos eixos e mais afastados da
origem.

(¢) O grifico da equagdo

ENAS
I
—_

x2+
9

€ uma curva fechada, chamada de elipse (ver Fig, 3-4).

by
| !
Vb
x|y \ sk I
—— \ , I
39 \ B !
2] 4 = ]
...................................... ‘ . 1 ,,‘ ,
0o \ T !
-1 1 \ 4 - /
24 VoL oy
-319 \ !
\ 2 /
\ i/
LN
-3 -2 .10 12 3 x
(a) (b)
Fig. 3-2
by
£ |
H
]
, |
x |y t
|
\
3 1/3 2 _\
2 12 \\
i 1
12 2 1 \\
173 3 -4 -3 -2 -1 \‘,~‘.‘-_-—_
1| 4 I L ! ! ] I 1 -
-1/4 ] -4 ---'---‘.§~‘ 0 1 2 3 x
-1/3 -3 N
& "'l/z “‘2 \ - -1
, -1 -1 \
s -2 | -12 \‘ -
i -3 1-13 \
o \
5 Vs
L}
1
b -4
'
(a) (b)

Fig. 3-3
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+3V5= %15
+iV2 =419
042

-1 +4V2

2| +3V5
=310

310
2
I

(a)

Circulos

Fig. 3-4

Para um ponto P(x, y) estar sobre o circulo de centro C(a, b) e raio.r, a distdncia PC deve ser r (Fig. 3-5)..Mas,.de

- acordo com (2.1),

PC = /(x —a)* +(y — b

A equacgdo canénica, PC 2=/, do circulo com centro (a, b) e raio r é entdo

Para um circulo centrado na origem, (3.7) fica simplesmente

Exemplos

(=@l + (=2 =r

X2y =r2

G.1)

(3.2)

P(x,y)

N

Fig. 3-5

(a) Ocirculo com centro (1, 2) e raio 3 tem a equagio
-1+ -2*=9

(b) O circulo com centro (-1, 4) e raio 6 tem a equagdo

(x+ 1>+ (y — 4)* = 36
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(c) O gréfico da equagio (x-3)* + (y- 7Y = 16 & um circulo com centro 3,y eraio4.
(d) O grifico da equagio £+ y+ 2)2 =1 & um circulo com centro (0, -2) e raio 1.

Algumas vezes a equagdo de um circulo aparecerd em uma forma néo candnica. Por exemplo, a equagio
x*4+y?—6x+2y+6=0 (i)
€ equivalente a

(x=3)+(y+1>=4 (i)

ALGEBRA Use as formulas (u + v)> = > + 2uv + Ve (4= v) = i — 2uv + v} para expandir o lado esquerdo de (iif).

Se uma equago como (ii) € dada, existe um método simples para descobrir a equagdo candnica equivalente da
forma (iif) e portanto encontrar o centro ¢ o raio do circulo. Esse método depende de completar os quadrados; ou
seja, substituir as quantidades x* + Ax e ¥’ +By pelas quantidades iguais

A\ A B\* B?
SR E

Exemplo Vamos determinar o grifico da equagio

XF 4y +4x—-2y+1=0

Completando os quadrados, substitua x* + 4x por (x+2)' —4e ¥ =2y por (y— 1)’ =1

’

Ww

(+2 =4t (—1P—1+1=0
x+2*+(—-17=4

Essa € a equago de um circulo com centro (-2, 1) e raio 2.

Problemas Resolvidos

3.1 Obtenha o gréfico: (a) da equagio x = 2; (b) da equacdo y =-3.

N W W

(@) ~ Os pontos que satisfazem a equagiio x =2 sdo da forma (2, y), onde y pode ser qualquer niimero. Esses pontos for-
mam uma reta vertical [Fig. 3-6(a)].

P

(b) Os pontos que satisfazem y = -3 sdo da forma (x, -3), onde x é qualquer niimero. Esses pontos formam uma reta ho-
rizontal [Fig. 3-6(b)].

e,
W AT

4 4

L]

L]

L

.

. k) o

L]

L ]

. 2k

L

.

. 1

*

1 b4 - >
0 ! 2q X x

. -1
¢ .
. -2k
’{ L]
R : ......“...C.O.'......
- . -

(a) )

Fig. 3-6

3.2 Construa o gréfico da equagio x = y*.

Desenhar vérios pontos sugere a curva mostrada na Fig. 3-7. Essa curva € uma parabola, a qual pode ser obtida do
grifico de y = x* (Fig. 3-2) trocando as coordenadas x e y.




28  INTRODUGAOC A0 CALCULO

W
S
~
o
©
¥

(a) (b)
Fig. 3-7

3.3 Identifique os graficos de:
(@ 3x*+3y2—6x—y+1=0 (b) x*+y*—8x+16y+80=0
() x*+y*+20x—4y+120=0 '
(a)anexro, divida ambos os lados por 3,
1 1
2. 2 _ - =
Coe Xttt = 2x 3y+3 0

Complete os quadrados,
o1 1
(x— 1)2+< ‘g) +z-1-==0

1)2_1 1 1 3 1 12 25

— 2 —— — —1 ==
ou o 1“'( 6§) = T3 73736136 36 3%

Logo, o gréfico € um circulo com centro (1, §) e raio 2.
(b) Complete os quadrados,
(x—4>+(+8*+80—-16-64=0 ou (x—4>+(y+8>=0

Ja que (x — 4)2 20e(y+ 8)2 20, devemos ter x —4 =0 ¢ y + 8 = 0. Portanto, o grafico consiste de um dnico ponto
4,-8).

(¢) Complete os quadrados
(x+10+(y—2*+120-100—4=0 ou (x+107+(y—2P=—16

Essa equacdo néo admite solugéio, uma vez que o lado esquerdo € sempre niio-negativo. Logo, o gréfico consiste de
ponto nenhum ou, como costuma-se dizer, o grafico € o conjunto vazio.

3.4 Deduza a equagio candnica do circulo centrado em C(1,-2) e que passa pelo ponto P(7, 4).

O raio do circulo € a distancia

CP= /(-1 +[4— (2P =/36+36=/T2

Logo, a equagdo candnica & (x - 1)* + (y +2)° =72.

3.5 Obtenha os graficos de: (@) y = x>+ 2;(B) y =x* = 2;(c) y = (x — 2)*; (d) y = (x + 2)%.

(@) Ogrificodey=x"+2¢ conseguido a partir do gréfico de y=x (Fig. 3-2) subindo cada ponto duas unidades na di-
reglo vertical [ver Fig. 3-8(a)].

(b) O gréfico dey=x"-2éobtido a partir do grafico de y = x” descendo cada ponto duas unidades [ver Fig. 3-8(b).

() O grificodey=(x—2)" ¢ conseguido a partir do gréfico de y = x* movendo cada ponto do ultimo duas unidades pa-
ra a direita [ver Fig. 3-8(c)). Para perceber isso, considere que (a, b) pertence a y = (x — 2)2. Entdo b =(a- 2)3. Lo-
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80, 0 ponto (a -2, b) satisfaz y =x"e, portanto, pertence ao grafico de y = x*. Mas (a, b) é obtido movendo-se (a —
2, b) duas unidades para a direita.

(d) Ogrificodey=(x+2) ¢ conseguido a partir do gréfico de y =.x* movento cada ponto duas unidades para a esquer-
da [ver Fig. 3-8(d)]. A argumentacio é a mesma do item (c).

Os itens (c) e (d) podem ser generalizados como se segue. Se ¢ é um niimero positivo, o gréfico da equacio F(x
—¢,y)=0 € obtido do gréfico de F(x, y) =0 movendo-se cada ponto do segundo grafico ¢ unidades para a direita. O
gréfico de F(x +c, y) =0 € obtido do grafico de F(x, y) = 0 movendo-se cada ponto do segundo gréfico ¢ unidades

para a esquerda.
y y
I ' \ 7h !
\‘ / '\ X '
L B o \ o /
Y S \ sk /
\ / \ ]
\ 4 \ i )
5L S \ /
\ 3 ) S S
\2 A =
\ []
1 \ 4 - /
[ A A L1 1 1 1 vy bl o)
-2 -1 0] 1 2 x -3 -2\ of 1/ 2
- N 8
\N| 7/
= jl’
(@) y=x+2 ) y=x-2
Y . . y 1
! ? ' 9~,‘
[} \
\\8" h \ Cl ol
VF ) \ 7—-,
\ ! \ /
\'6 ) \ Srt
\}s ! \ s
\h / \ y
1 o ’ % ;H
\ / \ [
N / \ "3
2F\ / \ /2t
\ / \ /
1 ‘ f J [} P 1
TR B NG/ L1 1NeZ T T S
-to]l 1 2 3 & s x -S -4 -3 -2 —10] 1 2 X
(c) y=(x-2¢ (d) y=(x+2p
Fig. 3-8

3.6 Encontre os gréﬁcos de: (a) x=(y~- 2)% ) x=@u+ 2).

(@) Ogrificodex=(y- 2)" é obtido subindo o grificode x= y2 [Fig. 3-7(b)] duas unidades [ver Fig. 3-9(a)]. O argu-
mento € andlogo aquele do Problema 3.5(c).

(b) O gréfico de x = (y+2)* & obtido descendo o gréfico de x =y’ duas unidades [ver Fig. 3-9(b)].

Esses dois resultados podem ser generalizados da seguinte maneira. Se ¢ € um nimero positivo, o grifico da equa-
€30 F(x, y - ¢) =0 € obtido do grifico de F(x, y) = 0 movendo-se cada ponto do segundo grifico c unidades para cima.O

grafico de F(x, y + ¢) = 0 € obtido do grifico de F(x, y) =0 movendo-se cada ponto do segundo grifico ¢ unidades para
baixo.
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3.7 Determine os gréficos de: (a) y=(x- 3V +2;

(b

-2

) ®)
Fig. 3-9

(b) yx-2)=1.

‘Pelos Problemas 3.5 € 3.6 o gréfico € obtido movendo-se a parabola y = x” trés unidades para a direita e duas unida-

des para cima [ver Fig. 3-10(a)].

Pelo Problema 3.5, o grifico € obtido movendo-se a hipérbole xy = 1 (Fig. 3-3) duas unidades para a direita [ver Fig.
3-10(0)).

by
4 ir
3 . b
2 F
s L1l
L1 > Tt 2 3 4 x
0 1 2 3.4 X
(@ ()]
Fig. 3-10
X2 P Poox?
X 4 : o =L - 7=1L
3.8 Desenhe os grificosde:  (a) T 1 (b) 9 7
2 2 2 2 2

(a)

@)

Se 3" % =1, entdo ? =¥4- +12>1. Assim, _xg_ 2 | e, portanto, | x |>3. Logo, nio existem pontos (x, y) no

gréfico dentro do conjunto infinito -3 < x < 3. Ver Fig. 3-11(b) para um esbogo do grifico, que € uma parabola.

Permutando x e y no item (a), obtemos a hipérbole na Fig. 3-12.
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A

X y
+3 | 0
4 | +3/7~18
+5 | 3%
+6 | +2./3~35

(@) ()

A 4

Problemas Complementares

3.9 Desenhe os grificos das seguintes equacdes:
(@ 3y—x=6 () 3y+x=6 (0 x=-1

1
d y=4 (@ y=x>-1 ) y=-+1

@ y=x () y=-x ) y=x*

(- 1) Confira suas respostas com uma calculadora grafica.

3.10 Em um dinico diagrama, desenhe os graficos de:

1 1
@ y=x* (b) y=2x* (¢) y=3x* d y= 3 x2 @ y= 3 2
¢ cg Conf' ira suas respostas com uma calculadora grifica.

3.11 (a) Desenhe o graﬁco dey= (x~ 1y, (Inclua todos os pontos com x = -2, -1, 0, 1, 2, 3,4.) Como esse gréfico se re-
laciona com o gréfico de y = x*? [CG Confira com uma calculadora grafica.

1
(b) Desenhe o gréfico de y = et Confira com uma calculadora grafica.
x u—
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312

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18
3.19
3.20

(c) Desenhe o grafico de y = (x +1). Como esse grafico esté relacionado com o de y = x*? [CG Confira com uma
calculadora grifica.

(d) Desenhe o grafico de y = -—i~l Confira com uma calculadora grifica.
X

Esboce os graficos das seguintes equagdes. Confira suas respostas com uma calculadora grifica.

(a) %Z-—i--}—);:l (b) 4x*+y*=4 (0 xX*—y*=1
12 __22
@ y=x @ EU L0 oo

4 9

[Sugestdo: Os itens (c) e (f) sdo hipérboles. Faga o item (e) a partir do item (a).]

Obtenha uma equagio cujo gréfico consiste de todos os pontos P(x, y) cujas distancias ao ponto F(0, p) € igual 2
sua distancia PQ da reta horizontal y = — p (p ¢ um nimero positivo fixo). (Ver Fig. 3-13.)

y
P(x. y) {
) F (O, p) :
x
S S R
0 -p
Fig. 3-13

Encontre as equagdes candnicas dos circulos satisfazendo as condigdes dadas:  (a) centro (4, 3), raio |; (b)
centro (-1, 5), raio \/5; (c) centro (0, 2), raio 4;  (d) centro (3, 3), raio 3\/5 ; (e)centro (4, 1) e passa por (2,
3);  (f)centro (1, 2) e passa pela origem.

Identifique os gréficos das seguintes equagdes:

@ x*+y*—12x+20y+15=0 (B) x2+2+30y+29=0

© x*+y*+3x—-2y+4=0 @d 2x*+2y*—x=0

(& X*+y*+2x—2y+2=0 (f) xX*+y* +6x+4y=36

(@) O Problema 3.3 sugere que o gréfico da equacdo x* + ¥ +Dx+ Ey + F =0 € um circulo, um ponto ou o con-
junto vazio. Prove isso.

(b) Obtenha uma condigio para os nimeros D, E e F que € equivalente ao grifico de um circulo. [Sugestdo: Com-
plete os quadrados.]

Determine a equag@o canénica de um circulo que passa pelos seguintes pontos. (a) (3, 8), (9, 6) e (13, =2); (b)
(5,5),0,1) e (0, \/—1_6). [Sugestdo: Escreva a equagdo na forma ndo candnica x* + V' +Dx+ Ey+ F=0e¢entio
substitua os valores de x e y dados pelos trés pontos. Resolva as trés equagdes resultantes isolando D, E e F.]

Para qual ou quais valores de k o circulo (x - k) + (y — 2k)’ passa pelo ponto (1, 1)?
Obtenha as equagdes canénicas dos circulos de raio 3 que sao tangentes a ambas as retas x=4 e y = 6.

Quais sdo as coordenadas do(s) centro(s) do(s) circulo(s) de raio 5 que passa(m) pelos pontos (-1, 7) e (=2, 6)?
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Retas

4.1 COEFICIENTE ANGULAR
Se Py(x;, y,) € Py(x,, y,) sdo dois pontos sobre uma reta £, o niimero m definido pela equacdo

Ya— W

m=-=——

Xy — Xy

€ chamado de coeficiente angular de &. O coeficiente an gular mede a “inclinagiio” de . E a razdo entre a diferen-
¢ay, -y, nas coordenadas y e a diferenca x, — x, nas coordenadas x. Isso & igual 2 raziio RP,/P R naFig.4-1(a).

4y y *

Pi(x3, y2)

Po(x2, y2)

|
R
Py(xy, y1)

Pi(xy, y1)

P4(X4. )’4)

\
"y
—---=--
o |

Ps(x3, y3)

(a) ()]
Fig. 4-1

Observe que o valor m do coeficiente angular ndo depende do par de pontos P,, P, selecionados. Se outro par

Py(x;, y3) € P(x,, y,) for escolhido, o mesmo valor de m & obtido. De fato, na Fig. 4-1(b), 0 AP, P, S € semelhante
a0 AP, P,R.

GEOMETRIA Os angulos em R e S sdo angulos retos, € os ingulos em P, e P, sdo iguais, pois s3o Angulos correspondentes determina-
dos pela reta &£ que intersecta as retas paralelas PR ¢ P;S. Logo, 0 AP, P, S ¢ semelhante a0 AP, P, R porque dois angulos do primeiro
tridngulo so iguais a dois dngulos correspondentes do segundo tridngulo.
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Conseqiientemente, ja que os lados correspondentes de tridngulos semelhantes sdo proporcionais

RP, 5Py 2=y _Ya=Ds

?TR:P3S Xg =Xy X4— X3

ou seja, o coeficiente angular definido por P, e P, € 0 mesmo coeficiente angular definido por Py e P,.

Exemplo  Na Fig. 4-2, o coeficiente angular da reta que conecta os pontos (1,2) € (3,5) €
5-2 3

—-=1
3—-1 2 5

Observe que quando um ponto da reta move-se duas unidades para a direita, move-se trés unidades para cima. Note
também que a ordem na qual os pontos sdo considerados ndo tem influéncia sobre o coeficiente angular:

Em geral,

R 4

/

Fig. 4-2
O coeficiente angular de uma reta pode ser positivo, zero ou negativo. Vejamos o que o sinal do coeficiente an-
gular indica.

(i) Considere uma reta £ que se estende para cima e para a direita. Da Fig. 4-3(a), vemos que y, > y,; 100, y, - y,.
Além disso, x, > x, e, por isso, x, — x, > 0. Portanto,

m=)’2“)’1>0
Xy — X

O coeficiente angular de £ é positivo.

(ii) Considere uma reta £ que se estende para baixo e para a direita. Da Fig. 4-3(b), vemos que y, < y,; logo, y, -
¥, < 0. Mas x, > x,, assim x, — x, > 0. Logo,

m___)’z—)’1<0
Xy — Xy

O coeficiente angular de ¥ ¢é negativo.
(iii) Considere uma reta horizontal £. Da Fig. 4-3(c), y, = y,, portanto, y, - y, = 0. Como x, > x,, x, — x, > 0. Logo,

— 0
m:)’2 }’1= -0
X3 — X1 Xp— Xy

O coeficiente angular de & é zero.

(iv) Considere uma reta vertical £. Da Fig. 4-3(d), y, > y,, de modo que y, -y, > 0. Mas x, = x,, de forma que x, —
- x,; = 0. Portanto, a expressio

V2= W1

X2 — Xy
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ndo € definida. O conceito de coeficiente angular néo é definido para £. (Algumas vezes expressamos essa si-
tuagdo dizendo que o coeficiente angular de £ € infinito.)

 y ¥  y
( Pyxy. y2) Pi(xy, )\

Pi(xi, yy) Pi(xy, y;)
7 i Ky]
(a) (b)
r y y ¥
T Pz(xz, yz) ........................................
€
- > 4
Py(x1. y1) Pi(x2, y2) Py(xy, y1)
x .
(c) (d)
Fig. 4-3

Agora vejamos como o coeficiente angular varia com a “inclinagio” da reta. Primeiro consideremos retas com
coeficientes angulares positivos, passando por um ponto fixo P,(x,, y,). Tal reta é mostrada na Fig. 4-4. Considere
outro ponto, Py(x,, y,), de Z'tal que x, - x, = 1. Entdlo, pela definicio, o coeficiente angular m € igual a distancia RP,.
Mas quando a inclihagﬁo da reta aumenta, RP, cresce indefinidamente [ver Fig. 4-5(a)]. Logo, o coeficiente angu-
lar de Zcresce de 0 (quando £ € horizontal) até + oo (quando Z£¢€ vertical). Por analogia, quando uma reta com coe-

ficiente angular negativo torna-se mais inclinada, o coeficiente angular decresce de 0 (quando a reta € horizontal)
até€ — o (quando a reta € vertical) [ver Fig. 4-5(b)].

}Y

Pz(xb yz)

o
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y Iym=4 Ay
m=-2
m=2
: m=1 m=-1
|
m=i m=-
}
Py | m=0 m=0 P
T
] ]
e L . .
9 / x o \\\ :

(a) ‘ (b)
Fig. 4-5

4.2 EQUAGOES DE UMA RETA

Considere uma reta £ que passa pelo ponto P,(x,, y,) € tem coeficiente angular m [Fig. 4-6(a)). Para qualquer ou-

tro ponto P(x, y) da reta, o coeficiente angular m €, por definicdo, a razdo entre y — y, e x— x,. Logo,

Yy—0 _

x_xl

Por outro lado, se P(x, y) ndo est4 na reta Z [Fig. 4-6(b)], entdo o coeficiente angular (y - y,) da reta (x - x,) é dife-

rente do coeficiente angular m de £, de forma que (4.7) nio vale. A equagdo (4.7) pode se reescrita como

Y=y =mx—x;)

Observe que (4.2) € também satisfeita pelo ponto (x;, y,). Assim, um ponto (x, y) pertence a reta £'se, € somente se,

satisfaz (4.2); isto €, L€ o grafico de (4.2). A equagdo (4.2) é chamada de equagdo ponto-angular da reta .
y y
¥

P(x.y)
P(x.y)

Pi(x1, y1)

*

/ x

(a) (b)
Fig. 4-6

/ 7
7

Exemplos
(@) A equagio ponto-angular da reta que passa pelo ponto (1, 3) com coeficiente angular 5 é

y—=3=5x-1)
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(b) Seja ZLareta que passa pelos pontos (1,4) e (-1, 2). O coeficiente angular de £¢

T Y
I
|
I
|
s

Portanto, duas equagdes ponto-angular de &£ sdo

y—4=x-1 e y—2=x+1

A equagdo (4.2) € equivalente a
Y — Yy =mx —mx, ou y=mx+ (y, — mx,)
Seja b o nlimero y, — mx,. Entdo, a equagio fica
y=mx + b (43)

Quando x =0, (4.3) resulta no valor y = b. Logo, o ponto (0, b) pertence a . Portanto, b é a coordenada y do pon-
toonde Lintersecta o eixo y (ver Fig. 4-7). O niimero b € chamado de intercepto y de %, e (4.3) é chamada de equa-
¢do reduzida de .

©.b)

/ x

Fig. 4-7

Exemplo  Seja Zareta que passa pelos pontos (1,3) e (2, 5). Seu coeficiente angular m é

5-3 2
-—-—:-::2
2—-1 1

Sua equagdo reduzida deve ter a forma y = 2x + b. Uma vez que o ponto (1, 3) pertence a reta &, (1, 3) deve satisfa-
zer a equagdo

3=2(1)+b

Assim,b=1,0quenos ddy=2x+1 como a equagdo reduzida da reta.
Um método alternativo € escrever uma equagio ponto-angular

y=3=2x-1)
donde y—3=2x-2
y=2x+1

4.3 RETAS PARALELAS

Considere que %, e &, sdo retas paralelas, ndo verticais, e sejam P, e P, os pontos onde %, e £, cortam o eixo y
[ver Fig. 4-8(a)]. Assuma que R, est4 uma unidade 2 direita de P\ e R, uma unidade a direita de P,. Sejam Q, e Q,
as interse¢des das retas verticais que passam por R eR,com £ e &, Logo, AP, R, Q, é congruente ao AP, R, Q,.

GEOMETRIA Use o teorema da congruéncia do caso ALA (angulo-lado-angulo). X R, =X R, j4 que ambos os angulos sao retos,
PR =P,R, =1

¥ P, =% P,,uma vez que X P, e X P, s3o formados por pares de retas paralelas.
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4.4

%

(o} % A

%
P, R ? P

P) Rz
1
(@) ®)
Fig. 4-8
Logo, R, =R,0, ¢
' R
coeficiente angular de %, = I—IQI- = —21—‘0'3 = coeficiente angular de %,

Portanto, retas paralelas tém coeficientes angulares iguais.
Reciprocamente, se diferentes retas £, e £, ndo sdo paralelas, entdo seus coeficientes angulares devem ser di-

ferentes. Pois se £, e Z, se encontram no ponto P [ver Fig. 4-8(b)] e seus coeficientes angulares so iguais, entdo
&, e &, deveriam ser a mesma reta. Portanto, provamos que:

Teorema 4.1:  Duas retas distintas sdo paralelas se, e somente se, seus coeficientes angulares sdo iguais.

Exemplo  Determine uma equagdo da reta £ que passa por (3, 2) e ¢ paralela 2 reta que tem equagdo 3x—y=
2. Areta { tem equagdo reduzida y = 3x + 2. Logo, o coeficiente angular de . é 3, ¢ o coeficiente angular da reta pa-
ralela £ também deve ser 3. A equagdo reduzida de £ deve entiio ser da forma y = 3x + b. J& que (3, 2) pertence a &, 2
=3(3) +, ou seja b =-7. Portanto, a equagdo reduzida de £¢é y = 3x - 7. Uma equagio equivalente é 3x~ y=7.

RETAS PERPENDICULARES

Teorema 4.2:  Duas retas ndo-verticais so perpendiculares se, e somente se, 0 produto de seus coeficientes

angulares € —1. Logo, se o coeficiente angular de uma das retas é m, o coeficiente angular da
outra € o inverso reciproco —1/m.

Para uma demonstragdo, ver Problema 4.5.

Problemas Resolvidos

4.1 Obtenha o coeficiente angular da reta que tem a equagdo 5x — 2y = 4. Desenhe a reta e determine se os pontos
(10,23) e (6,12) estdo sobre a mesma.

Isole y na equagio,

5
y—ix—Z
Portanto, temos a equagdo na forma reduzida; o coeficiente angular € e o intercepto y é - 2. A reta passa pelo ponto (0,
—2). Para desenhar a reta, necessitamos de outro ponto sobre a mesma. Substitua x por 2 em (/), obtendo y =3. Logo, (2,
3) € um ponto da reta (ver Fi g. 4-9). (Poderiamos ter determinado outros pontos substituindo valores diferentes de 2 em
- x.) Para testar se (10, 23) estd na reta, substitua x por 10 ¢ y por 23 ¢ veja se a equagio 5x — 2y = 4 vale. Os dois lados sio
iguais; logo (10, 23) pertence 2 reta. Um teste semelhante mostra que (6, 12) ndo est4 sobre a reta.
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4.2 Encontre uma equagio da reta £ que é a mediatriz do segmento que conecta os pontos A(-1, 1) e B(4, 3) (ver
Fig. 4-10).

; £ deve passar pelo ponto médio M do segmento AB. Pela férmula do ponto médio, as coordenadas de M sio (3,2).
O coeficiente angular da reta que conecta A e B é

e

3-1 2
4—(=1) 5
Logo, pelo Teorema 4.2, o coeficiente angular de £ é
15
( 32
A equagdo ponto-angular de £éy-2 =3 (x—-3).
1'%,
= 2.3)
1 1 1 . -
......... x X
/ 0.-2) B
Fig. 4-9 Fig. 4-10

4.3 Determine se os pontos A(-1, 6), B(5,9) e C(7, 10) sdo colineares; isto &, se tais pontos estio sobre a mesma reta.
{ A, B, C serdo colineares se, e somente se, a reta AB é a mesma reta AC, o que € equivalente a dizer que o coeficien-
. te angular de AB € igual ao coeficiente angular de AC.
Os coeficientes angulares de AB e AC sdo
' 9-6

3
"6

5—(=1)

1 10-6
2 ¢ Ty

4 1
g8 2

Logo, A, B, C sdo colineares.

4.4 Prove usando coordenadas que as diagonais de um losango (um paralelogramo cujos lados sio iguais) sdo perpen-
diculares entre si.

Represente o losango como na Fig. 4-11. (Como sabemos que a coordenada x de D € v + u?) Entiio o coeficiente an-
gular da diagonal AD ¢

e g

w—0 w
m, = ————— = ———
"To4u—0 vtu
e o coeficiente angular da diagonal BC é
w—0 w
m2 = =

Logo , w w w?
'y ) mm, = =
v u\v—u) T v i

Ja que ABCD € um losango, AB = AC. Mas AB =u ¢ AC = /v + wZ. Assim,

+wi=u  ou v +wr=u®  ou w? =yt — 2
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4.5

Consegiientemente, mmy = ———s = ———— = —|
v

Demonstre o Teorema 4.2.

Assuma que Z, e &, sdo retas perpendiculares ndo-verticais com respectivos coeficientes angulares m, e m,. Mos-

LrAFERROS QUE MMy =— Jor e o B

Seja £ a reta que passa pela origem O e € paralela a &), e seja %5 a reta que passa pela origem e & paralela a %,
[ver Fig. 4-12(a)]. Como ZF € paralela a &, e %5 € paralela a %, o coeficiente angular de £ é m, e o coeficiente angu-
lar de ZF € m, (pelo Teorema 4.1). Além disso £ ¢ perpendicular a 5 uma vez que &, € perpendicular a %,. Seja R o
ponto de Z¥ com coordenada x 1, e seja Q o ponto de ¥ com coordenada x 1 [ver Fig. 4-12(b)]. A equagio reduzida da
reta de ZF €y =m,x, e assim a coordenada y de R é m, uma vez que sua coordenada x é 1. Analogamente, a coordenada
y de Q € m,. Pela férmula de disténcia,

00 = /(1 — 07+ (m, — 0> = /1 + m?
OR= /(1 =07 + (m, — 0> = /1 + m?
~Q7=\/(1 ——1)2+(m2—m1)2:\/(m2—m1)2

Pelo teorema de Pitdgoras para o tridingulo retdngulo QOR,

Q—Rz _ 5@2 L OR?
(my —m)* = (1 +md) + (1 + m})
m3 —2mym; + m? =2 4+ m? + m’
—2mm, =2
mm, = —1
Reciprocamente, assuma que m,m, =~1, onde m,m, sdo os coeficientes angulares das retas %, e %, Entio £, nio é

paralelaa £,. (Do contrario, pelo Teorema 4.1, m3 =~ 1, 0 que contradiz o fato de que um quadrado nunca € negativo).
Faga Z, intersectar %, no ponto P (ver Fig. 4-13). Seja &, a reta que passa por P ¢ € perpendicular a £,. Se m, € o coefi-

ciente angular de %, entdo, pelo que temos mostrado,

mmy = —1=mm, ou my = m,

Como %, e 2, passam por P e tém o mesmo coeficiente angular, elas devem coincidir. Portanto, &, ¢ perpendicular a &,
&, é perpendicular a &,.

e
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Ly AY

%

{ £3
%
Q@1 my)
/ \ x Q] ! *
tR(l‘ M])
(a) )]
Fig. 4-12
' 5 - 4.6 Mostre que areta y=x forma um angulo de 45° com o eixo positivo x (isto é, ¥ POQ na Fig. 4-14 mede45%). e

' _Seja P o ponto sobre a reta y =x com coordenadas (1, 1). Projete uma perpendicular PQ sobre o eixo positivo x. En-

tao, PQ =1e OQ = 1. Logo, ¥ OPQ = ¥ OQP, ji que eles sdo os angulos da base do tridngulo isésceles QPO. Uma vez
(o que ¥ OQP 90°,

XOPQ + ¥QOP = 180° — ¥OQP = 180° — 90° = 90°
‘ Como¥ OQP =¥ QOP, cada um deles mede 45",

4.7 Esboce o grifico da equagdo | x| +]y|=1

Considere cada quadrante separadamente. No primeiro quadrante, [x| = x e |y| = y. Logo, a equagdo ficax + y = 1;
isto €, y=-x+ 1. Isso resulta na reta com coeficiente angular -1 e intercepto y 1. Essa reta intersecta o eixo x em (1,0).
Portanto, no primeiro quadrante nosso grifico consiste do segmento de reta que conecta (1,0) e (0,1) (ver Fi g. 4-15). No
segundo quadrante, onde x € negativo e y € positivo, | x| =-xe|y|=y, e nossa equagdo fica—x+y=1ouy=x+ 1. Isso
£ * resulta na reta com coeficiente angular 1 e intercepto y 1, que passa pelos pontos (1, 0) e (0, 1). Logo, no segundo qua-
g drante, temos o segmento definido por esses dois pontos. Da mesma forma, no terceiro quadrante, obtemos o segmento
que conecta (-1, 0) e (0, - 1) e, no quarto quadrante, o segmento que liga (0, ~1) e (1, 0).

y - })’
k2]
N P
P(1.1)
P
/7 \ k 7 “ :

Fig. 4-13 ‘ Fig. 4-14
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. n

v

L0 (10 X

0, -0

Fig. 415

Problemas Complementares

4.8

4.9

4.10

4.11
4.12

4.13

4.14

4.15

Obtenha uma equagdo ponto-angular da reta que contém cada um dos seguintes pares de pontos: (@) (2, 5) e (-1, 4);

(b) (1,4 eaorigem; (c) (7, - e (-1,7). -

Determine a equagdo reduzida da reta: (a) que passa pelos pontos (=2, 3) e (4, 8); (b) que tem coeficiente angular 2
e intercepto y — 1; (¢) que conecta os pontos (0, 2) e (3, 0); (d) que passa pelo ponto (1, 4) e € paralela ao eixo x; (e)
que passa por (1, 4) e sobe cinco unidades para cada unidade que cresce em x; (f) que passa por (5, 1) e diminui trés
unidades para cada unidade que cresce em x; (g) que passa por (-1, 4) e € paralela a reta com equagio 3x + 4y = 2;
(h) que passa pela origem e € paralela & reta com equacdo y = 1; (i) que passa por (1, 4) e € perpendicular a reta com
equagdo 5x + 2y = 1; (j) que passa pela origem e € perpendicular 2 reta com equacdo 5x + 2y = 1; (k) que passa por
(4, 3) e € perpendicular a reta com equagdo x = 1; (I) que passa pela origem e bissecta o angulo entre o eixo positi-
VO X € 0 €iX0 positivo y.

Encontre os coeficientes angulares e interceptos y das retas dadas pelas seguintes equacdes. Também encontre as
coordenadas de um ponto diferente de (0, b) em cada reta.

@ y=Sx+4 (B Tx—dy=8 (@ y=2-4 (@ y=2 () I+5-1

W=

Se o ponto (2, k) pertence a reta com coeficiente angular m = 3 que passa pelo ponto (1, 6), determine .
O ponto (-1, -2) pertence & reta que passa pelos pontos (4, 7) e (5, 9)?

(a) Use coeficientes angulares para determinar se os pontos A(4,1), B(7, 3) e C(3, 9) sdo os vértices de um triingu-
lo retangulo. :

(b) Utilize coeficientes angulares para mostrar que A(S, 4), B(-4,2), C(~3,-3) e D(6, - 1) sdo vértices de um
paralelogramo.

(c) Sob quais condig¢des os pontos A(u, v +w), B(v, u + w)e C(w, u + p) estio sobre a mesma reta?

(d) Determine k de modo que os pontos A(7, 5), B(-1, 2) e C(, 0) sejam os vértices de um tridngulo retingulo
com dngulo reto em B.

Determine se as retas dadas sdo paralelas, perpendiculares ou nenhuma das duas.
(@ y=5x—2ey=>5x+3 (by y=x+3ey=2x+3 () 4x—2y=Tel0x—5y=1
(d) 4x—-2y=Te2x+4y=1 (@ Tx+3y=6e3x+7Ty=14

A temperatura normalmente € medida em graus Fahrenheit ou graus Celsius. A relagio entre temperaturas em Fah-
renheit e Celsius € dada por uma equagdo linear. O ponto de congelamento da dgua é 0° Celsius ou 32° Fahrenheit, e
0 ponto de ebuligao da dgua € 100° Celsius ou 212° Fahrenheit. (@) Deduza uma equagio que forneca a temperatura
Fahrenheit y em termos da temperatura Celsius x. (b) Qual € a temperatura que € a mesma em ambas as escalas?
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Para quais valores de k que areta kx + 5y =2k: (a) terd intercepto y 4; (b) terd coeficiente angular 3; (c) passa-
rd pelo ponto (6,1); (d) serd perpendicular 2 reta 2x — 3y=1?

4.17 Um tridngulo tem vértices A(1, 2), B(8, 0), C(5, 3). Encontre equagdes (a) da mediana de A a0 ponto médio do la-

do oposto; (b) da altura de B ao lado oposto; () da mediatriz do lado AB.

4.18 Desenhe areta determinada pela equagdo 4x - 3y = 15. Descubra se os pontos (12, 9) e (6, 3) pertencem a essa reta.

4.19 (a) Prove que qualquer equagio linear ax + yb = c € aequagio de uma reta, assumindo que a e b nio sio zero. [Su-

gestdo: Considere separadamente os casos b # 0 e b =0.]

(b) Demonstre que qualquer reta € o gréfico de uma equagdo linear. [Sugestdo: Considere separadamente o caso
no qual a reta € vertical € 0 caso em que a reta ndo é vertical.]

(c) Proveque duasretasax+b,y=c, eayx+b,y= ¢, 830 paralelas se, € somente se, a,b, = a,b,. (Quando a, # 0 e
b, #0, a dltima condigdo € equivalente a a,/a, = b,/b,.)

4.20 Se areta Ztem a equagio 3x + 2y - 4 =0, prove que um ponto P(x, y) estd acima de & se, e somente se, 3x + 2y —

4>0.

4.21 SearetaMtema equagdo 3x - 2y -4 =0, demonstre que um ponto P(x, y) estd abaixo de ./ se, e somente se, 3x—

2y-4>0.

4.22 (a) Use duas desigualdades para definir o conjunto de todos 0s pontos acima da reta 4x + 3y — 9 = 0 e 2 direita da

reta x = 1. Desenhe um diagrama indicando o conjunto.
b) Use uma calculadora grafica para testar sua resposta ao item ().

4.23 (a) A companhia lider de aluguel de carros, Heart, cobra 30 délares por dia e 15 cents por milha por um carro. A
segunda companhia, Bird, cobra 32 délares por dia e 12 cents por milha para 0 mesmo tipo de carro. Se vocé
espera dirigir x milhas por dia, para quais valores de x custaria menos se alugar o carro da Heart?

b) Resolva o item (@) usando uma calculadora gréfica.
4.24 Represente os grificos das seguintes equagdes: (a) | x [=lyl=1;(6) y=4(x+]| x|y
(©) Use uma calculadora grafica para resolver o item ().
4.25 Demonstre os seguintes teoremas geométricos usando coordenadas.
(a) A figura obtida conectando os pontos médios de lados consecutivos de qualquer quadrildtero é um paralelo-
gramo.
(b) As alturas de qualquer tridngulo se encontram em um ponto comum.
(¢)  Um paralelogramo com diagonais perpendiculares ¢ equildtero (um losango).
(d)  Se duas medianas de um tridngulo sdo iguais, o tridngulo € isésceles.
(¢)  Um angulo inscrito em um semicirculo € um angulo reto. [Sugestdo: Para os itens (a), (b) e (c), escolha siste-
mas de coordenadas como na Fig. 4-16.]
D by b ¥ by
c D C
A B x A B ﬁx
(@) (b) ()

Fig. 4-16



44  InTRODUGHD AQ CALCULO

4.26 Descreva geometricamente as familias das seguintes retas, onde m e b sdo nimeros reais quaisquer:

(@ y=mx+2 () y=3x+b

- 4.27 O intercepto x de uma reta £ € definido como sendo a coordenada x do tinico ponto onde Zintersecta o eixo x. Por-
tanto, € o nimero a tal que (a, 0) pertence a .

(@) Quais retas néo tém intercepto x?
(b) Obtenha os interceptos de (i) 2x— 3y =4, (i) x+ Ty =14, (ii)) 5x - 13y =1, (i) x=3, (v) y= 1.
(¢) Seaeb sdo intercepto x e intercepto y de uma reta, mostre que

x 'y
24221
a+b

¢ uma equacio da reta.

(d) Se (2) € uma equagio de uma reta, mostre que a € o intercepto x € b € o intercepto y.

4.28 No triangulo com vértices A(3, 1), B(2, 7) e C(4, 10) obtenha a equagio reduzida: (a) da altura de A ao lado BC;
(b) damediana de Bao lado AC; (c¢) da mediatriz do lado AB.



Intersecdes de Graficos

A intersegdo de dois graficos consiste dos pontos que os graficos tém em comum. Esses pontos podem ser obtidos
resolvendo simultaneamente as equagdes que determinam os graficos.

Exemplos
(a) Paraencontrara intersecdo das retas Ze 4 determinadas por

£ 4x—3y=15 M 3x+2y=17

multiplique a primeira equagio por 2 ¢ a segunda por 3,

8x — 6y =30
9x + 6y =21
Agora y tem os coeficientes - 6 e 6 nas duas equagdes, ¢ somamos as equagdes para eliminar y,
51
X ou X 17

Da equagio para J, quando x =3, 3(3) + 2y =17. Logo,
9+2y=7 ou 2y=-2 ou y=-—1

Portanto, o tnico ponto de intersecdo € (3, - 1) (ver Fig. 5-1).

r)'

T

» Y

Fig. 5-1




46  INTRODUGAO A0 CALCULO

(b) Encontrar a intersegdo entre a reta & y=2x+ [ e o circulo (x - 1+ (y+ 1)%. Devemos resolver o sistema

y=2x+1
x—12+(@y+1P>=16

A partir de (]), substitua y por 2x + 1 em (2),

x—1)2+@2x+2*=16
(2—=2x+ 1)+ @x*+8x+4) =16
5x* +6x+5=16
5x24+6x—11=0
Gx+11)}x—1)=0

U]
@

Logo,5x+11=00ux-1=0;isto §, x=-11/5=-2,2 oux=1.De (1), quando x=1, y=3; e quando x =~ 2,

2, y=-13, 4. Portanto, existem dois pontos de interse¢o, (1, 3) e (=2,2; —=3,4), como indicado na Fig. 5-2.

(¢) Paraencontrar a intersegdo da reta y = x + 2 com a pardbola y = x’, resolvemos o sistema

y=x+2
y=x

De (4), substitua y por x* em (3)
UK=Y

x?—x—-2=0
x—=2x+1)=0

©)
“

Logo,x-2=00ux+1=0;istoé, x=2oux=-1.De (3) ou (4),quandox =2, y=4; e quando x=~1, y= 1.

Portanto, os pontos de interse¢do sdo (2, 4) e (-1, 1) (ver Fig. 5-3).

) Y Ay

- x=2, y= 4
x=-1
y=1 L
> Ak d 1 1 S |
x /
x=-22
y=-34
Fig. 5-2 Fig. 5-3
Problemas Resolvidos
5.1 Determine a interse¢io das retas
‘ L 3x—3p=1 M: dx+2y=3
Devemos resolver o sistema
Ix—-3y=1
dx +2y=3

Para eliminar y, multiplique a primeira equagéo por 2 e a segunda por 3,

6x — 6y =2
12x + 6y =9
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some as duas equacdes,

=
[

18x =11 ou X =

ol
|

Substitua x por 4} na primeira equagio,

——1=3
3 y
5
=3
6 y
5 —
187
Assim, o ponto de interse¢io & (15, 13).
2 2
5.2 Obtenha aintersegdo dareta £ y=x+ 3 com a elipse 59- + %- =1,
Para resolver o sistema de duas equagdes, substitua y por x + 3 (como dado pela equagdo de %) na equagio da
- elipse,
2 3)2
X, x+3° 1
9 4

Multiplique por 36 para eliminar os denominadores,

4x% + 9(x + 3)* = 36

4x% 4+ 9(x? + 6x + 9) = 36

4x* + 9x? + 54x + 81 = 36
13x2 + 54x + 45 =0

ALGEBRA As solugdes da equagdo quadrética ax’ + bx + ¢ = 0 sio dadas pela formula quadrdtica

—b+ /b* - dac
X = e
2a

De acordo com a formula quadrética,

54+ B A1) —54+ /162340 54+ /576 —54+24
X =

2(13) B 26 26 26
Logo,
—54+24 30 15 15 39 24
B T T B Ak i TR T R T
ou
—54-24 —178

Os dois pontos de intersegdo sdo mostrados na Fig. 5-4.
Observe que poderiamos ter resolvido 13x* + 54x + 45 = 0 fatorando o lado esquerdo,

(13x + 15)(x +3) =0

Contudo, tal fatorizagdo € as vezes dificil de conseguir, sendo que a formula quadrdtica pode ser aplicada automatica-
mente. N
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Ay
4 M
3F /P(z, 3)
-5H ¢ L !

T
>~

i 1 > { »
12 3 x /x 2 \ x
/
/
Fig. 5-4 Fig. 5-5

5.3 Obtenha a distancia perpendicular do ponto P(2, 3) areta & 3y +x=3.

Considere que a perpendicular de P a £ intercepte £ no ponto X (ver Fig. 5-5). Se pudermos determinar as coorde-
nadas de X, entdo a distincia PX pode ser calculada pela férmula da distancia (2.7). Mas X € a intersecdo da reta £ com
areta J que passa por P e & perpendicular a £. A equagio reduzida de ¢

. 1x+1
=73

0 que mostra que o coeficiente angular de £ é —$. Portanto, pelo Teorema 4.2, o coeficiente angular de #é —1/—3 =3,
de modo que uma equagdo ponto-angular de ¢ é

y=3=3x~-2)
Isolando y, obtemos a equag@o reduzida de ./,
y—3=3x—6 ou y=3x-3
Agora, resolva o sistema

L3y+x=3  M:y=3x-3

Da segunda equagdo, substitua y por 3x — 3 na primeira equagio,

33x—=3)+x=3
9 —9+x=3
10x = 12

12 6

=175

Da equagio para /, quando x = ¢,

Logo, o ponto X tem coordenadas (£, $) e

— 6> 3\? 4\ [12\2 16 144 160
PX‘/(Z“E) *(3‘5) =J(§> +(“5‘) NBtE oD
J160 . /16./10 4./10
=TT =T =0,8./10

Use a aproximagdo /10 ~ 3,16 (o simbolo ~ significa “¢ aproximadamente igual a”) para obter

PX ~ 0,8(3,16) ~ 2,53
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Problemas Complementares

54

.

"‘“m“ ‘m i

—)

5.5
5.6

5.7

A

o g
RO i

7

g

S.8

5.9

5.10

¥
5

prrns

o

Encontre as intersegdes dos seguintes pares de gréficos e esboce-os.
(@) Asretas & x-2y=2eJl:3x+4y=6

(b) Asretas L 4x+5y=10eM: 5x+4y=8

() Aretax+y=8eocfrculo(x~—2)2+(y—1)2=25

(d) Aretay=28x~6eapardbolay=2x’

(¢) Aspardbolasy=x"ex=y’

()  Apardbolax=y"e o circulo x* +y'=6

(2) Oscfrcu]osxz-i-yzzl e(xr- 1)2+y2=l

(h) Aretay=x-3eahipérbole xy=4

(®)  Ocirculo de raio 3 centrado na origem e a reta que passa pela origem e tem coeficiente angular %
() Asretas2x—y=1ledx-2y=3

Resolva o problema 5.4, itens (a)-(j), usando uma calculadora grafica.

(a) Usando o método empregado no Problema 5.3, mostre que uma férmula para a distancia do ponto P(x,y)a
reta?: Ax+By+C=0¢ ‘

|Ax, + By, + C|
J/A? + B?

(6) Determine a distancia do ponto (0,3) 4 reta x — 2y=2.

Seja x o niimero de milhdes de libras de carne que os fazendeiros oferecem para venda por semana. Seja y o ntime-

ro de ddlares por libra que compradores estio dispostos a pagar pela carne. Assuma que a equagdo de suprimento
da carne é

y=0,02x + 0,25
isto €, 0,02x + 0,25 é o prego por libra que os fazendeiros estdo dispostos a vender a x milhdes de libras de carne
por semana. Assuma também que a equagdo de demanda para a carne é
y= —0,025x + 2,5
isto €, -0,025x + 2,5 € o prego por libra que os compradores estdo dispostos a pagar por x milhdes de libras de car-

ne. Determine a interse¢@o dos graficos das equagoes de estoque e demanda. Esse ponto (x, y) indica o suprimento
X no qual o prego de venda ¢ igual aquilo que o comprador estd disposto a pagar.

Encontre o centro e o raio do circulo qQue passa pelos pontos A(3, 0), B(0, 3) e C(6, 0). [Sugestdo: O centro € a in-
terse¢do das mediatrizes de dois lados quaisquer do AABC.]

Encontre as equacdes das retas que passam pela origem e que sdo tangentes ao circulo com centro em (3,1) € raio
3. [Sugestdo: Uma tangente a um circulo & perpendicular ao raio no ponto de contato. Por essa razio o teorema de
Pitdgoras pode ser usado para dar uma segunda equagdo para as coordenadas do ponto de contato.]

Encontre as coordenadas do ponto sobre areta y = 2x + 1 que é eqidistante de (0, 0) e (5, -2).




Capitulo 6

Simetria

6.1 SIMETRIA EM RELACAO A UMA RETA

Dois pontos P e Q sdo denominados simétricos em relagdo a uma reta & se P e Q sdo imagens espelhadas relativa-
mente a £. Mais precisamente, o segmento PQ é perpendicular a £ no ponto A tal que PA= QA (ver Fig. 6-1).

Fig. 6-1

(i) Se Q(x.y) € simétrico ao ponto P em relagdo ao eixo y, entdo P € (-x,y) [ver Fig. 6-2(a)].
(ii) Se Q(x,y) € simétrico ao ponto P em relago ao eixo x, entdo P € (x,~y) [ver Fig. 6-2(b)]

P(-x.y) y Q(x, y) Y
- | e P —— 1O y)
h
o x o { x
P(x,-y)
(a) (b)
Fig. 6-2

Um gréfico € denominado simétrico em relagéo a uma reta & se, para qualquer ponto P sobre o grafico, o ponto Q
que € simétrico a P em relagdo a £ pertence também ao gréfico. £ ¢ entdo chamada de eixo de simetria do gréfico.
Ver Fig. 6-3

g. 6-3.
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Fig. 6-3

Considere o grifico de uma equagdo fix, y) = 0. Entdo, de (i) acima, o gréfico € simétrico em relagdo ao eixo y se,
e somente se, flx, y) =0 implica em fi-x, y) = 0. E, de (ii) acima, o grifico ¢ simétrico em relagdo ao eixo x se, e so-
mente se, f(x, y) = 0 implica em flx, ~y) = 0.

Exemplos

(@) Oeixoyéum eixo de simetria da pardbola y = x* [ver Fig. 6-4(a)]. Se y = x*, entiio y=(-x" Oeixo x ndo é um
oo €1X0 de simetria dessa pardbola. Embora (1, 1) esteja sobre a pardbola, (1, - 1) ndo.pertence 2 mesma.

2 2
(b) Acelipse % + y2 =1 [ver Fig. 6-4(b)] tem os eixos x e y como eixos de simetria. Pois se %-& y2 =1, entdo

e s

(=xP _ x? 2 _
7ty =1 e 2 +(-p* =1
C )y Y
it X &_/ X
(a) (b)
Fig. 6-4

6.2 SIMETRIA EM RELAGAO A UM PONTO

Dois pontos P e Q sio ditos simétricos em relagdo a um ponto A se A € o ponto médio do segmento de reta PQ [ver
Fig. 6-5(a)].

O ponto Q simétrico ao ponto P(x, y) em relacdo a origem tem coordenadas (- x, — y). [NaFig. 6-5(b), 0 APOR
€ congruente a0 AQOS. Logo, OR= 0S e RP=50.]

Simetria de um grafico em relagio a um ponto € definida da maneira esperada. Em particular, um gréfico 4¢
dito ser simétrico em relagdo a origem se, sempre que um ponto P pertencer a ¢, o ponto Q simétrico a P em rela-
A ¢d0 a origem também pertence a %, O grafico de uma equagdo flx, y) = 0 € simétrico em relagfo a origem se, € so-
L. mente se, f(x, y) = 0 implica em fi-x, - y) =0.
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y
: P(x.)
X,
//) /’/4 ’
A //’# S -7 R
//’ | B -~ 1o X
Q /'H'/ ! ///
e Q(-x,-y) V-
(a) (b)
Fig. 6-5
Exemplos

(a) A elipse representada na Fig. 6-4(b) & simétrica em relagdo 2 origem porque

2

X 2
jull =1
g T

implica em

2
(4>6)+

(=y=1

(b) A hipérbole xy = 1 (ver Fig. 6-6) € simétrica em relagdo a origem pois, se xy = 1, entdo (- x)(-y) = .
(c) Se y = ax, entdo — y = a(- x). Portanto, qualquer reta que passa pela origem € simétrica em relagdo 2 origem.

Y

3

Fig. 6-6

Problemas Resolvidos

6.1 Determine se a reta y =—x (ver Fig. 6-7) € simétrica em relagfo: (a) ao eixo x; (b) a0 eixo ¥; (¢) a origem.
(a) A reta no € simétrica em relagfo ao eixo x, pois, (- 1, 1) pertence a reta, mas (— 1, - 1), o reflexo de (- 1, 1) no ei-

X0 x, ndo pertence a reta.

(b) A reta ndo € simétrica em relagdo ao eixo y, pois (~1,1) estd na reta, mas (1,1) o reflexo de (~1,1) no eixo y, ndo es-

td nareta.
[ 94
2
(- 1 - (1,1
A 1 i 1 1 —_—
-2 -1 0 1 2 3 x
(-1,-1)e -1
..2 -
Fig. 6-7

Y
Lne &1
x
(-1,-1)e -
Fig. 6-8

(¢) A retaé simétricaem relacgdo 2 origem, de acordo com o exemplo (c) acima.
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6.2 Determine se a pardbola x = y* (ver Fig. 6-8) é simétrica em relagdo: (a) ao eixo x; (b) ao eixo y; (c) & origem
: (a) A pardbola € simétrica em relagio ao eixo x, uma vez que x = y* implica em x = (- v

(b) Nao € simétrica em relagdo ao eixo y, uma vez que (1, 1) pertence a parabola, mas (- 1, 1) nio pertence.

(¢) Nio € simétrica em relagdo & origem, pois (1, 1) esté sobre a pardbola, mas (- 1, - 1) nfo estd.

| 6.3 Mostre que se o grifico de uma equagio fix, y) = 0 é simétrico em relagdio a ambos os eixos x e ¥, entdo € simétri-
, co emrelag@o a origem. (No entanto, a reciproca é falsa, como mostrado no Problema 6.1.)

. Considere que flx, y) = 0; devemos provar que fi- x, — y) = 0. Como f{x,y) = O e 0 grifico € simétrico em relagdo ao
eixo x, flx, ~ y) = 0. Entdo, ji que fix, ~ y) = 0 e o grafico € simétrico em relagio ao eixo ¥, fl=x,—-y) =0.

6.4 Sejam os pontos P e Q simétricos em relagio 4 reta & y=x. Se P tem coordenadas (a, b), mostre que Q tem coor-
denadas (b, a).
Seja Q com coordenadas (u, v) e seja B o ponto de interseciio de &£ com a reta PQ (ver Fig. 6-9). B bissecta PQ; lo-
go suas coordenadas sdo dadas por (2.2) como
(a +u b+v
2 T)

da qual se de&uz, j4 que B estd sobre &,

b+v atw
2 2
b+v=a+u
v—u=a—>b (1
Além disso, as retas perpendiculares PQ e £ tém os respectivos coeficientes angulares
b—v
1
a—u

de modo que, pelo Teorema 4.2,

v+u=a+b (2)

Y

Fig. 6-9

Para resolver (1) e (2) simultaneamente isolando u e v, primeiro some as duas equagdes, resultando 2v =24, ou v = q.
Entéo subtraia (/) de (2), resultando 2u = 2b, ou u = b. Portanto, Q tem coordenadas (b, a).

< 2 ¢ . . . . e . L s
6.5 Se o gréfico de 3x” +xy =5 é refletido no eixo y (isto €, cada ponto do grifico € substituido pelo seu ponto simétri-
.co em relagdo ao eixo y), obtenha uma equagio do novo grifico.

Um p(z)nto (x, y) pertence ao novo grafico se, e somente se, (- x, y) estd sobre o gréfico original; isto &, se, e somente se,
3(=x)"+(-x)y=5. Isso € equivalente a 3x" - xy=5. Observe que a nova equagio é conseguida a partir da antiga equagdo
substituindo x por — x.
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Problemas Complementares

6.6 Determine se os grificos das seguintes equagdes sio simétricos em relagio ao eixo x, a0 €ixo y, 4 origem, ou ne-
nhum desses casos.

@ y=-x 6 y=x © —";—X}l
@ x+y=5 © G=12+7=9 () y=(x—1y
@ 3-miy=4 0 y=21 0 y=(2+17—4
() y=x*-3x>+5 k) y=—x>+7x B y=(x-2°+1

6.7 Obtenha uma equagio da nova curva quando:
(@ Ogrifico dex’-xy+y =1érefletido pelo eixo x.
(b) Ogrificodey’ —xy’ +x* =8 é refletido pelo eixo y.
(¢) Ogrifico de x’— 12x+ 3y =1 é refletido pela origem.
(d) Aretay=3x+1 érefletida pelo eixo y.
(e) O grificode (x~ N+ y2 =1 é refletido pelo eixo x.



7.1 ANOGAO DE UMA FUNGAO

Dizer que uma quantidade y é uma funcdo de alguma outra quantidade x significa, em linguagem comum, que o va-
lor de y depende do valor de x. Por exemplo, o volume V de um cubo é uma fungdo do comprimento s de uma ares-
ta. De fato, a dependéncia de V sobre s pode ser feita precisa através da formula V =5". Tal associagio especifica de
um nimero s’ com um nimero dado s é o que 0s mateméticos usualmente chamam de funco.

Na Fig. 7-1, representamos uma funcdo f como algum tipo de processo no qual um nimero x produz um niime-
ro fix); o nimero x € chamado de argumento de fe onimero f(x) é chamado de valor de fpara o argumento x.

Exemplos

(a) A fungio raiz quadrada associa cada nimero real nio-negativo x com o valor \/;c-; ou seja, o tinico nimero real
ndo-negativo y tal que y* = x.

(b) A fungdo dobro g associa cada nimero real x o valor 2x. Logo, g(3) =6, g(~ 1) =-2, g(:\/i) = 2\/5.
O grdfico de uma fungio f consiste de todos os pontos (x, y) tais que y = f{x). Portanto, o grifico de fé o gréfi-
co da equagdo y = f{x).
Exemplos

(a) Considere a fungdo ftal que flx) = x + | para todo x. O gréfico de f € o conjunto de todos os pontos (x, ¥) tais
quey=x+ 1. Isso € uma reta, com coeficiente angular 1 e intercepto y 1 (ver Fig. 7-2).

£ (b) O grifico da fungdo f tal que flx) = x° para todo x consiste de todos os pontos (x, y) tais quey=x".Issoéa pard-
: bola da Fig. 3-2.

(¢) Considere a fungdo ftal que flx) = x* para todo x. Na Fig. 7-3(a), indicamos alguns poucos pontos no gréfico, o
qual € esbogado na Fig. 7-3(b).

Os ndmeros x para os quais uma fungdo f produz um valor f{x) formam uma colecdo de nimeros, chamada de
dominio de f. Por exemplo, o dominio da fung@o raiz quadrada consiste de todos os ndmeros reais ndo negativos;
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ENTRADA FUNGAO SAIDA
(argumento) (valor)
x flx)
- . f
Fig. 7-1
X y
0 0
112 1/8
1 ]
321 278
2 8
-1/21 ~-1/8
-1 -1
~3/21 -27/8
-2 -8
(a)

Fig. 7-3

w |

a fungdo ndo € definida para argumentos negativos. Por outro lado, o dominio da funcio dobro consiste de todos os

niimeros reais.

Os nimeros que sdo os valores de uma fun¢do formam a imagem da funcéo.

O dominio e a imagem de uma fungio f freqiientemente podem ser determinados com facilidade observando o
gréfico de f. O dominio consiste de todas as coordenadas x de pontos do grifico, e a imagem consiste de todas as
coordenadas y de pontos do grafico.

Exemplos

(@) A imagem da fungdo raiz quadrada consiste de todos os ndmeros reais nio negativos. De fato, para cada nime-
ro real ndio negativo y existe algum nimero real x tal que \/— = y; a saber, o niimero .

(b) A imagem da fungdo dobro consiste de todos os nimeros reais. De fato, para todo nimero real y existe um ni-
mero real x tal que 2x =y, a saber y/2.

(¢) Considere a funggo valor absoluto 4 definida por A(x) = | x|. O dominio consiste de todos os nimeros reais, mas a
imagem € constituida de todos os nimeros reais nio negativos. O grifico é mostrado na Fig.7-4. Quando x 20, y =
| x| é equivalente a y = x, a equagio da reta que passa pela origem e com coeficiente angular 1. Quandox < 0, y =
| x| € equivalente a y = - x, 2 equaciio da reta que passa pela origem e com coeficiente angular —1. A projegdo per-
pendicular de todos os pontos do gréfico sobre o eixo y mostra que a imagem consiste de todos os y tais que y 2 0.

Fig. 7-4

X

(d)  Considere a fungio g definida pela férmula g(x) =+/1 — sempre que essa férmula fizer sentido. Aqui o valor
1 — x € definido somente quando | —x 2 0; isto & somente quando x < 1. Assim, o dominio de g consiste de
todos os nimeros reais x tais que x < 1. E um pouco mais dificil obter a imagem de g. Considere um niimero real
y; ele pertencerd a imagem de g se pudermos determinar algum nimero x tal que y=+/1 — X_ Como /1 — x
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nao pode ser negativo (pela definigdo da funcéo raiz quadrada), devemos limitar nossa atengo ao y ndo-negati-
. 2 2 ~
vo.Massey=./1 —x,entioy’ =1 -x,e, por esse motivo, x =1 - y". De fato, quando x = | — y°, entfio

Vi—x=/1-0=y)= /=y

A imagem de g portanto consiste de todos os nimeros reais ndo-negativos. Isso estd claro a partir do gréfico de
8 [ver Fig. 7-5(b)). O grifico ¢ a metade superior da pardbola x =1 — y’.

by
X y |
! 0
: 1
1| Simia I
=2 | 3~
_3 ) | | | Y
-3 2 - - ) :
(@) .
Fig.7-5 .

(e) Uma fungfio pode ser definida “por casos”. Por exemplo,

x? se x<0
14+x se0<x<1

f(x)={

Aqui o valor f{x) é determinado por duas férmulas diferentes. A primeira férmula se aplica quando x é negativo,
e asegunda quando 0 < x < 1. O dominio consiste de todos os ndmeros x tais que x < 1. A imagem acaba sendo
todos os niimeros reais positivos. Isso pode ser percebido na Fig. 7-6, na quai a projegdo do grafico sobre o ei-
X0 y corresponde a todos os y tais que y > 0.

4

-

Fig. 7-6

Observagdo: Em muitos tratamentos para os fundamentos da matemdtica, uma fungdo € identificada com seu
gréfico. Em outras palavras, uma fungdo € definida como um conjunto f de pares ordenados tal que Sfnido con-
tém dois pares (a, b) e (a, ¢) com b # c. Entio “y=Afx)” significa dizer que “(x, y) pertence a f”. No entanto, es-
se tratamento obscurece a idéia intuitiva de uma fungdo.

7.2 INTERVALOS

Ao se lidar com os dominios e as imagens de fungdes, intervalos de nimeros ocorrem tdo freqiientemente que &
* conveniente introduzir notagfio e terminologia especiais para eles.

Intervalo fechado: [a,b] consiste de todos os nimeros x tais que a < x < b.

Os pontos em negrito sobre aretaem a e b significam que a e b estdo incluidos no intervalo fechado [a,b].

a b

—

—— *—
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Intervalo aberto: (a, b) consiste de todos os niimeros x tais que a < x < b.

Os pontos abertos sobre a reta em a e b indicam que as extremidades a e b ndo estdo incluidas no intervalo aberto
(a,b).

a ) b
0 0
A A

Intervalos semi-abertos: [a, b) consiste de todos os niimeros x tais que a <x < b.

a

b
® O

(a, b] consiste de todos os niimeros x tais que a < x < b.

b

—

O Q-

Exemplo  Considere a fungdo ftal que f(x) = /1 — x?, sempre que essa férmula fizer sentido. O dominio de f
consiste de todos os niimeros x tais que

1-x*>0 ou x*<l ou -1<x<I1
Portanto, o dominio de f€ o intervalo fechado [-1, 1]. Para determinar a imagefn de f, observe que, quando x varia de

~120,x" variade 120, 1 =" variade 0a T ¢ /1 = x* também varia de 0'a 1. Da mesma forma, quando x variade
0al,./1 —x*variade 1 a0. Logo, a imagem de f€ o intervalo fechado [0,1]. Isso € confirmado observando o gra-

y=1-x* ou y=+/1-x

O valor da fungio f corresponde a escolha do sinal + e fornece a metade superior do circulo.
T4

1 &

Fig. 7-7
Algumas vezes lidamos com intervalos que sdo ilimitados de um lado.
[, *0) € constituido de todo x tal que a < x.
a

@

[a, ) é constituido de todo x tal que a < x.

a

O
o

(=0, b] € constituido de todo x tal que x < b.

.ab'

(= o, b) € constituido de todo x tal que x < b.

-~

q>40“
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Exemplo A imagem da fungdo cujo grifico est4 na Fig. 7-6 € (0, o). O dominio da fungiio representada na Fig.
7-5(b) & (= oo, 1].

7.3 FUNCOES PARES E iMPARES

| Uma fungo f € chamada par se, para qualquer x no dominio de Jf, —x estd também no dominio de fe fi-x) = fx).
Exemplos
(@) Sejaf(x)=2x para todo x. Entdo
J(=x)=(=x = x* =f(x)
e assim f'€ par.
(b) Sejaflx)= 3 -57%+2 para todo x. Entdo
f(=%)=3(=x)* = 5(—=x)* + 2= 3x* - 5x2 + 2 = f(x)

Portanto, f¢ par. Mais genericamente, uma fungio que é definida para todo x e envolve somente poténcias pares
de x € uma fungfo par.

(c) Seja}‘(x) =x+1 para todo x. Entdo

e Wi
[SRETI CO I 41
[ it

¢ Mas —x* + 1 ndo éigual ax’ + 1, exceto quando x =0. Logo, fndo € par.

Uma fungdo f é par se, e somente se, o grdfico de f é simétrico em relagdo ao eixo y. Pois a simetria significa

que para qualquer ponto (x, f(x)) sobre o gréfico, o reflexo (- x, f(x)) também est4 no grifico; em outras palavras,
f=x)=fx) (ver Fig. 7-8).

P’ by

(ﬁﬂjyzil\::yéih\tﬂm

(x f(x))

¥

(=x, ~f(x))

Fig.7-8 Fig. 7-9
Uma fungdo f € chamada de fmpar se, para qualquer x no dominio de f, — x est4 também no dominio de fe
fl=x)=~fx).
Exemplos

(@) Sejafix)=x" para todo x. Entiio,
| F=0)=(=%* = —x* = —f(x)
Portanto, fé impar.
(b)  Seja fix) = 4x para todo x. Entdo,
. f=x)=4(—x) = —dx = —f(x)
Logo, f € impar.
(©) Sejaflx)=3x"-2+x para todo x. Entdo,

(=) =3(=%)° = 2A=x) + (=x) = 3(—x) — 2(—x%) — x
= =3+ 20 —x= —(3x° - 23+ x) = —f(x)
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Portanto, f é impar. Mais genericamente, se f(x) é definida como um polinémio que envolve somente poténcias
impares de x (e ndo hd termo constante), entio f{x) é uma fungdo impar.

(d)v A fungdo fix) = X+ 1, que foi mostrada acima como ndo sendo par, também ndo & impar. De fato,
fO=0F+1=1+1=2 mas —f(-1)=—[(—1)P+1]=—[-1+1]1=0

Uma fungdo f é impar se, e somente se, o grdfico de f é simétrico em relagdo a origem. Pois a simetria significa
que para qualquer ponto (x, f{x)) sobre o gréfico, o ponto refletido (- x, - f(x)) também estd no gréfico; isto €,
fl=x) == flx) (ver Fig. 7-9).

7.4 REVISAO DE ALGEBRA: ZEROS DE POLINOMIOS

FuncBes definidas por polindmios so tdo importantes no calculo que € essencial revisar certos fatos basicos que di-
zem respeito a polindmios.

Defini¢do: Para qualquer fungdo f, um zero ou raiz de fé um nimero r tal que f{r) = 0.
Exemplos

(a) 3 éumaraizdo polindmio 2.’ - 4x* - 8x + 6, pois

23)° —4(3)* —8(3) + 6 =2027) —4(9) — 24 + 6 =54 — 36 — 24 + 6 =0

(b) 5éum zerode ¥ oo porque
x+2 ‘

(B -25)—15 25-10-15 0

= 0
542 7 7

Teorema7.1:  Seflxy=ax'+a, X"~ +---+ax+a,éum polindmio com coeficientes inteiros (isto &, os ni-
meros a,, a, ,, ..., d,, a,sdo inteiros), e se r € um inteiro que € uma raiz de f, entdo r deve ser
um divisor do termo constante g,

Exemplo  Pelo Teorema 7.1, qualquer raiz inteira de x* — 2x° - 5x + 6 deve estar entre os divisores de 6, que sdo
*1,+2,% 3 e+ 6. Por substituicio, descobre-se que 1, -2 e 3 sdo raizes.

Teorema 7.2:  Um ndmero r é uma raiz do polindmio
f)=a,x"+a,_x" '+ +ax+a,

se, e somente se, f{x) for divisivel pelo polindmio x — r.
Exemplos

(a) Considere o polindmio f{x) = x* ~ 4x° + 14x - 20. Pelo Teorema 7. 1, qualquer raiz inteira deve ser um divisor de
20;isto é, 21,22, +4,+5,+ 10, ou + 20. Cilculos revelam que 2 é uma raiz. Logo (Teorema 7.2), x — 2 deve
dividir f{x); realizamos a divisdo na Fig. 7-10(a). J4 que fix) = (x = 2)(x’ - 2x + 10), as demais raizes sio obti-
das resolvendo

x> —2x+10=0

Aplicando a férmula quadrética (ver Problema 5.2),

o 2D V(2P —400) 2+ /36 2436 /=1
2 2 2

Portanto, as outras duas raizes de f(x) sdo os nimeros complexos 1 +3./—1 e 1—3./—1.

(b) Determinar as raizes de f(x) = x’ - 5x* + 3x + 9. As raizes inteiras (se existirem) devem ser divisores de 9: £ 1,
+3,£9. 1 nfio é uma raiz, mas - 1 §, Logo, f(x) € divisivel por x + 1 [ver Fig. 7-10(b)]. As outras raizes de f(x)
devem ser as raizes de x° - 6x + 9. Porém, x* — 6x + 9 = (x-3)". Portanto, - 1 e 3 sd0 as raizes de fix); 3 é cha-
mada de raiz dupla porque (x ~ 3)2 ¢ um fator de x* — 5x* + 3x + 9.
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x* —dx? + 14x — 20| x — 2 X —5x24+3x +9{x+ 1
~x3+ 2x2 x2—2x +10 —x3_ x? x}—6x +9
—2x* + 14x - 20 ~6x* +3x+9
2x? — 4x 6x% + 6x
10x — 20 9% +9
—10x + 20 —9%—9
(@) (b)
Fig. 7-10

Teorema 7.3:  (Teorema Fundamental da Algebra): Se raizes repetidas sdo contadas, entdo todo polindmio de
grau n tem exatamente n raizes.

Exemplo  No exemplo (b) acima, o polinémio x° ~ 5x* + 3x + 9 de grau 3 tem duas raizes, — 1 € 3, mas 3 € uma
raiz repetida de multiplicidade 2 e, por essa razdo, é contada duas vezes.

Jé que as raizes complexas de um polinémio com coeficientes reais ocorrem aos pares, a + b,/ —1, o polind-
mio pode ter somente um ndmero par (possivelmente zero) de rafzes complexas. Portanto, um polinomio de grau
impar deve ter pelo menos uma raiz real.

Problemas Resolvidos S

7.1 Encontre 0 domfnio e a imagem da fungdo f tal que f{x) = — x°.

Como - x* é definido para todo nimero real x, 0 dominio de f consiste de todos os nimeros reais. Para determinar a ima-
gem, observe que x* 20 para todo x e, por esse motivo, — x* < para todo x. Todo niimero ndo positivo y aparece como um va-
lor —x* para um argumento adequado x; a saber, para 0 argumentox =/ —J (e também para o argumento x=—./ — ). Por-
tanto, a imagem de f € (- o, 0]. Isso pode ser percebido mais facilmente observando o grafico de y =—x* [ver Fig. 7-11(a)].

4y
b Y
L Ly
* )

i -
| by L -
it 0 1 x

(a) (b)

Fig. 7-11

7.2 Determine o dominio e a imagem da funcio f definida por

x+1 se -1<x<0
X se O0<x<l1

o=

O dominio de f consiste de todo x tal que -1 < x < Oou0<x< 1. Isso corresponde ao intervalo aberto (-1, 1). A

imagem de f € facilmente encontrada a partir do grafico na Fig. 7-11(b), cuja projegdo sobre o eixo y € o intervalo semi-
aberto [0, 1).

7.3 Defina f(x) come o maior inteiro menor ou igual a x; esse valor & usualmente denotado por [x].
Determine o dominio e a imagem, e desenhe o gréfico de f.

Como [x] € definida para todo x, 0 dominio € o conjunto de todos os nimeros reais. A imagem de f consiste de to-
«dos os inteiros. Parte do gréfico € mostrada na Fig. 7-12. Consiste de uma seqiiéncia de intervalos horizontais unitdrios
semi-abertos. (Uma fungdo cujo grifico é formado por segmentos horizontais € chamada de fun¢do degrau.)
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7.4 Considere a fungdo f definida pela férmula

7.5

7.6

2
x“—1
X} =
o) =""
sempre que essa formula fizer sentido. Obtenha o dominio e a imagem e desenhe o grifico de f.
y »4
4+ [ )
Ik G
2 Gmrmn()
1P O
i i i ¢ ~ i I 1 1 —
2 -1 0 1 2 3 4 s x
-1
—0
D) -2
) -3
Fig. 7-12 Fig. 7-13

A férmula faz sentido sempre que o denominador x — 1 no € 0. Logo, o dominio de fé o conjunto de todos os ni-
meros reais diferentes de 1. Mas x* - 1 = (=D (x+1)eassim

x*—1

= 1
1x+

Portanto, o gréfico de f{x) € 0 mesmo de y = x + 1, exceto que o ponto correspondente a.x = | ndo aparece (ver Fig. 7-13).
Portanto, a imagem consiste de todos os niimeros reais, exceto 2.

(a) Mostre que um conjunto de pontos no plano xy é o grifico de alguma fungo de x se, e somente se, 0 conjun-
to intersecta toda reta vertical no maximo em um ponto (teste da reta vertical).

(b) Determine se os conjuntos de pontos indicados na Fig. 7-14 sdo gréficos de funcdes.

(@) Se um conjunto de pontos € o gréfico de uma fungdo f, o conjunto consiste de todos os pontos (x, y), tais que y =
Ji0). Se (x,, u) e (x;, v)) sdo pontos de intersegdo do grafico com a reta vertical x =Xy, entdo u = flx;) e v=flx,). Lo-
80, v =u, € 0s pontos sdo idénticos. Reciprocamente, se um conjunto & de pontos intersecta cada reta vertical no
méximo em um ponto, defina uma fungdo fcomo se segue. Se & intersecta a reta x = x, em algum ponto (x,, w) fa-
¢a fix,) = w. Entdo &f € o gréfico de f,

(6) (i) e (iv) ndo sdo grificos de fungdes, j4 que eles intersectam certas retas verticais em mais de um ponto.

Seja f(x) = x* + 2x — 1 para todo x. Calcule:

@ 1@ B S @ f(-% @ fx+1)
@ f6=1 () feth @) foxrh-feo o LEEDSE

Em cada caso, substituimos os argumentos especificados em todas as ocorréncias de x na férmula para f{x).
@ fO=+2)-1=4+4-1=7
®) f(=)=(-2*+2A-2)—1=4—-4—1=—1
© f(—x) =“(--X)2 +2A-x)—1=x2—-2x—1
@ fr+D)=(x+17+2x+ D)1=+ 2+ D+ 2x+2 -1 =x2 4 4x +2
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R,

P

by by

ah
U

0} (i)
by
[ ]
_____ —
x x
(iii) (iv)
Fig. 7-14

@ fx—D=@x—-1P+2x-)—1=(-2x+1)+2x—2-1=x>-2
() fee+m=(x+h*+2x+h—1=(>+2hx+h?)+2x + 2h — 1
=x2+2hx +2x + W +2h — 1
(g)  Usando o resultado do item (f),
SO+ By = () = (% + 2hx o+ 2x + b2 + 2h — 1) — (x2 + 2x — 1)
=x 4+ 2hx + 22X+ +2h—1—x>—2x + 1
= 2hx + h® + 2h
(h)  Usando o resultado do item (g),

p— 2 ] i
f(x+;£ f(x)=2hx+Z +2h=h(2x+hh~. D i has

1.7 Encontre todas as raizes do polindmio fx) = X —8x +21x-20.

As raizes inteiras (se existirem) devem ser divisores de 20: +1, 12,44, 5, +10, £20. Célculos mostram que 4 € uma
raiz. Assim, x — 4 deve ser um fator de f(x) (ver Fig. 7-15).

Para determinar as raizes de x" — 4x + 5 use a formula quadrdtica

x—"(“4)i’/(“4)2_4(5)—4i*/__4—4i*/z\/*—1—4i2\/"_1‘2+
B 2 2 2 o2 =

J=1

Logo, existem uma raiz real, 4, e duas raizes complexas, 2+ / —1 e 2= /—1.



64  INTRODUGEO A0 CALCULO

x>~ 8x% + 21x — 20 x-4

—x3 4 dx? x2—4x +5
—4x* +21x— 20
4x? — 16x
5x —20
—-5x +20
Fig. 7-15

Problemas Complementares

7.8 Encontre o dominio e a imagem, e desenhe os gréficos, das fungdes determinadas pelas seguintes formulas (para

7.9
7.10

711

7.12

todos 0s argumentos x para os quais as férmulas fazem sentido):

(@) h(x)=4—x2 ®) Gx)=—2/x © Hx)=.4-x2
Jx) = — /4 — x?
@ Um=x*-4 (9 Vix)=|x—1| (f) SOd=[2x]
o w=|3  wow=l g e
) 1 _f x* se x<0 _f3—x para x<1
0 HE) = T2 x? ® J6) = {—xz se x>0 O ‘U(x)”_ {53; -3 para x> 1
x2—4 x se x<2
m )= 0 6 ==— ©) Hm={4sex>2
f@=-1
x| 1-x sex<-—1 x?—9 S £3
@) f(x)=‘x— (@ gx)=42 se —l<x<1l (r) Wx)={x-—3 >
x2+1 se x>1 6 se x=13

© ZW=x-[x @O f0=x

Confira suas respostas ao Problema 7.8, itens (a)-(j), (), (p), (s) € () usando uma calculadora gréfica.

Na Fig. 7-16, determine quais conjuntos de pontos sio graficos de fungdes.

Encontre uma férmula para a fungdo f cujo gréfico consista de todos os pontos (x, y) tais que (a) x'y -2 =0; (b) x =

. i ; () X’ = 2xy+y’ = 0. Em cada caso especifique o dominio de f.
Para cada uma das seguintes fungdes, especifique o dominio e a imagem, usando a notago de intervalo sempre que
possivel. [Sugestdo: Nos itens (a), (b) e (e) use uma calculadora grafica para indicar a solugdo.]

1 1
(@ f (x)=m ®) g(x)= —

— X

© mm={x+1

se —l<x<1
2 sel <x

@ H@={X‘ISEOSXS3 © 6()=|x|—x

x—2 se3<x<4

P
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3/
24

L D—
N

() (b

7.14

7.15

7.16

717

-O- > .
(c) (d)
Fig. 7-16
x2—16 s x4
(@) Sejamfix)=x-4eg(x)=9{ x+4 e X .
k se x=—4

Determine & de modo que fix) = g(x) para todo x.

x?—x

(b) Sejam fe)=

gox) =x—1
Por que estd errado afirmar que fe g sdo a mesma fungio?

Em cada um dos seguintes casos, defina uma fung@o que tem o conjunto dado 9 como seu dominio € o conjunto
dado 2 como sua imagem: (a) D= (0, 1)e Z=(0,2); () D=0, Ne R=[-1,4);(c) D=[0, =) e R={0, 1}; (d)
D= (=o0, 1)U (1, 2) [isto &, (— =, 1) junto com, (1, 2)] e R = (1, o). '

Para cada uma das fungdes no Problema 7.8, determine se o gréfico da fungiio é simétrico em relacdo ao eixo x, a0
eixo y, & origem, ou nenhum desses casos.

Para cada uma das fungdes no Problema 7.8, determine se a fungfio € par, impar ou nem par e nem impar.

(@) Sef¢uma fungio par e f(0) € definida, necessariamente f(0) = 0?

(b) Se f ¢ uma fungdo impar e f(0) é definida, necessariamente f{0) = 0?

(c) Sefix)=x"+kx+1paratodoxese f € uma fungdo par, determine .

@) Sefix)=x'—(k-2)x" +2x para todo x € se f € uma fungdo impar, determine k.
(e) Existe uma fungdo f que € par e impar?
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7.18 Calcule a expressio Iﬁ_}%)___f@ para as seguintes fungdes:

@ f=x"-2x () f@=x+4 (@ fE=x+1
@ f6=1/x @ f@=Vx=5 () f&)=]x]

7.19 Encontre todas as raizes reais dos seguintes polindmios:
(@ x*—10x2+9 (b X*+2x*—16x—-32 (¢) x*—x>—10x*+4x+24
@ x*=2x*+x-2 (g X*+9x*+26x+24 (f) x*=5x—2 (9 x*—4x*—2x+38

i i i i, ot e i,

, . v A . 2 . ~ . .
7.20 Quantas raizes reais pode ter o polindmio ax’ + bx’ + cx + d se os coeficientes a, b, ¢, d sio nimeros reais e a # 07

7.21 (a) Sefix)=(x+3)(x+k)eoresto € 16 quando f{x) é dividido por x - 1, obtenha k.
(b) Sefix)=(x+5)x—k) e oresto € 28 quando f(x) € dividido por x - 2, determine k.

ALGEBRA A divisdo de um polinomio f{x) por outro polindmio g(x) resulta na equagdo o
f(x) = g(x)q(x) + r(x)

na qual g(x) (o0 quociente) € r(x) (0 resto) sdo polindmios, sendo r(x) igual a 0 ou de grau menor que g(x). Em particular, para . ]
g(x) =x - a, temos . -

f6) = (x - @)+ r=(x = Qg +f@

isto €, o resto, quando f(x) é dividido por x - a, é exatamente fla).

7.22 Se os zeros de uma fung@o f(x) sdo 3 e — 4, quais s&o os zeros da fungio g(x) = fx/3)?
7.23 Sefix)=20 +Kx' +Jx -5, ese (2) =3 e fi- 2) =— 37, qual é o valor de K +J?

@ o0 @) 1 (@i —1 (@v) 2 (v) indeterminado

7.24 Expresse o conjunto de solugdes de cada desigualdade abaixo em termos de intervalos:

(@ 2x+3<9 b) Sx+1>6 (¢ 3x+4<5 @d 7x-2>8
() 3<4x—5<7 (f) =1<2x+5<9  (9) |x+1|<2 (h) |3x—4|<5
L 2x=5 ) | ¢!
0 <! () x*<6 (k) (x—3)x+1)<0 ,

7.25 Para quais valores de x que.os graficos de (a) fix) = (x - 1)(x + 2) & (b) fix) = x(x — D)(x + 2) estdo acima do eixo x?
Confira suas respostas por meio de uma calculadora gréfica.

7.26 Prove o Teorema 7.1. [Sugestdo: Resolva f(r) = 0 isolando a,]

7.27 Demonstre o Teorema 7.2. [Sugestdo: Faga uso da ALGEBRA que segue o Problema 7.21.].
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Limites

8.1 INTRODUGAO

Em grande parte, cdlculo € o estudo das taxas nas quais quantidades mudam. Serd necessério ver como o valor f(x)
de uma funcéo f se comporta quando o argumento x se aproxima de um dado nimero. Isso conduz a id€ia de limite.

€ Exemplo  Considere a fungio ftal que

_ | _x*=9
{ 6 ===

sempre que essa férmula fizer sentido. Nesse caso, f ¢ definida para todo x tal que o denominador x — 3 ndo € 0; ou se-
. . 2 . : 2
Jja, parax # 3. O que acontece com o valor f{x} quando x se aproxima de 37 Bem, x° se aproxima de 9, e assim x” -9 se
aproxima de 0; além disso, x — 3 se aproxima de 0. Como ambos, numerador e denominador, se aproximam de 0, ndo
2

< x*—-9

estd claro o que ocorre com .
x—3
No entanto, fatorando o numerador, observamos que
x2—9 (x—3)x+3)

= 3
x—3 x—3 X+

Uma vez que x + 3 inquestionavelmente se aproxima de 6 quando x se aproxima de 3, agora sabemos que nossa fun-
¢ao se aproxima de 6 quando x se aproxima de 3. A maneira tradicional para expressar matematicamente esse fato €
L x*—9

lim
x=3 X —

=6

2 —
Isso se I&: “O limite de * o
x—3
Observe que nio existe problema algum quando x se aproxima de qualquer outro nimero diferente de 3. Por
exemplo, quando x se aproxima de 4, x* -9 seaproximade 7 e x-3 se aproxima de 1. Logo,

quando x tende a 3€6”.

os X—3 1
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8.2 PROPRIEDADES DE LIMITES

No exemplo anterior, assumimos implicitamente certas propriedades 6bvias da nogio de limite. Vamos escrevé-las

abaixo explicitamente.

PROPRIEDADE L.

Iimx=a

x=a
Isso segue diretamente do significado do conceito de limite.
PROPRIEDADE II. Se c € uma constante,

Imec=c

Quando x se aproxima de a, o valor de ¢ permanece c.
PROPRIEDADEIII. Se ¢ € uma constante e f¢é uma fungo,
lim ¢ - f(x) = ¢ - lim f(x)

x—a x—a
Exemplo
limSx=5-limx=5-3=15
x=3 x—3 .
lim—x=lm(-lx=(-D-limx=(=1)-3=-3
x=3 x-3 x-3

PROPRIEDADE IV. Se fe g sdo fungdes,
lim [f(x) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x)

O limite de um produto é o produto dos limites.
Exemplo

limx*=limx -limx=a-q=a?

xX=a x—a X—a

De maneira mais geral, para qualquer inteiro positivo n, lim x* = g,

x-a

PROPRIEDADE V. Sefe g so fungdes,
lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) £ lim g(x)

x—a x=a x—a

O limite de uma soma (diferenga) é a soma (diferenca) dos limites.
' Exemplos
(@) lim (3x? + 5x) = lim 3x2 + lim 5x

x—2 x—2 x=2

=3 lim x> + 5 - lim x = 3(2)* + 5(2) = 22

x=2 x—2

(6) De maneira mais genérica, se f(x) = a,x" + a,_,x"~* + -+ + g, ¢ qualquer fungdo polinomial e k € qual-

quer nimero real, entdo

im f(x) = a,k"+ a,_ k" ' + -+ + ay = f(K)

x-k

PROPRIEDADE V1. Sefe g sdo fungdes e lim g(x) # 0, entiio

x—a

e

ca 9(x)  lim g(x)

x—a

: : i e i e o ]t . i s
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€
gj\, O limite de uma razdo é a razdo dos limites.
i Exemplo

1

| ; 20 -5 Mm@ ) -5 3
e xt2 ImQGx+2 @iz 14

x—4
PROPRIEDADE VII.

lim /f(x) = \/lim f(x)

O limite de uma raiz quadrada é a raiz quadrada do limite.

Exemplo

lim /x*+5=/lim ( + 5) = /9 =3

x-2 x=2

As propriedades IV-VII tém uma estrutura em comum. Cada uma delas nos diz que, se fe/ou g tem um limite quan-
do x tende a a (ver Segdo 8.3), outra fungio relacionada também tem um limite quando x se aproxima de a, e esse li-
B O USSR mite é.dadozpe]a.férmula indicada......... .

8.3 EXISTENCIA OU NAO EXISTENCIA DO LIMITE

Em certos casos, uma fungdo f{x) ndo se aproxima de um limite quando x tende a um niimero particular.
Exemplos
(a) A Figura 8-1(a) indica que

L1
lim -
x=0 X
ndo existe. Quando x tende a 0, a magnitude de 1/x torna-se maior e maior. (Se x> 0, 1/x é positivo e muito
grande quando x se aproxima de 0. Se x < 0, 1/x é negativo e muito “pequenc” quando x se aproxima de 0.)
(b) A Figura 8-1(b) indica que
. x
lim —‘—I
x-»0 X
ndo existe. Quando x > 0, | x|=xe|x|x=1; quandox <0, | x| == xe | x |/x=-1. Portanto, quando x se
aproxima de 0, | x |/x se aproxima de dois valores diferentes, 1 e 1, dependendo se x se aproxima de 0 por
valores positivos ou negativos. Uma vez que no existe um unico limite quando x se aproxima de 0, dizemos

que
. x
lim u
x—=0 x
ndo existe.
s (c) Seja
¢ x? se x<1

f(X)={

x+1 se x>1

Entdo [ver Fig. 8-1(c)], lim f(x) ndo existe. Quando x se aproxima de 1 pela esquerda (isto €, por valores de x <

x-+1

o

y
f

1), flx) se aproxima de 1. Mas quando x tende a 1 pela direita (isto ¢, por valores de x > 1), flx) se aproxima de 2.
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~
w
o8 /

(a) (b) ()
Fig. 8-1

Observe que a existéncia ou ndo de um limite para f{x) quando x — a no depende do valor de f(a), e sequer &
necessdrio que f'seja definida em a. Se lim f(x) = L, entfio L é um nimero para o qual f{x) pode ser tornada arbi-

Xx—a
trariamente proxima, fazendo x suficientemente proximo.de a. O valor de L — ou mesmo.a existéncia de L — € de-
terminado pelo comportamento de f nas proximidades de a, e ndo pelo seu valor em a (se tal valor existir).

Problemas Resolvidos

8.1 Calcule os seguintes limites (se existirem):

(@ lim <y2 ~i) () lim (xz —)-1) © lim “Z:is @ lim [x]

y=2 x=0 u-5s
(@) y'el/ytém limites quando y — 2. Assim, pela Propriedade V,
lim1
i N _s , - 17
lim (}’2——>=llm V-lim-=4-22 -4 __=-
y=2 Y/ oy y2 Y lim y 2 2

(b)  Aqui é necessario proceder indiretamente. A fungdo x* tem um limite quando x — 0. Logo, supondo que o limite in-
dicado exista, a Propriedade V implica que

1
lim [xz — (x2 - -—)] = lim 1
x~0 X, x—0 X

também existe. Mas esse ndo € o caso. [Ver o exemplo (a) na Secdo 8.3.] Assim,
. 1
lim <x2 - —)
x=0 X

2 — —
© lim 2 _ i B2
us U— 5 -5 u—>5

nio existe.

lim@u+ 5 =10
u—5
(d) Quando x tende a 2 pela direita (isto é, com x > 2), [x] permanece igual a 2 (ver Fig. 7-12). Contudo, quando x se

aproxima de 2 pela esquerda (isto €, com x < 2), [x] permanece igual a 1. Logo, ndo existe um niimero tnico para o

qual [x] se aproxima quando x tende a 2. Desse modo, lim [x] nio existe.
x—=2

—— — o—
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8.2 Determine 196_-!-_1;1)_—]1{) para cada uma das seguintes fungGes. (Esse limite serd importante no estudo de cél-

culo diferencial.)

@ f®)=3x-1 () f)=4"-x (o f(x)=;
@ fx+h=3x+h—1=3x+3n—1
f)=3x—1
foe+h—f)=0Cx+3h—1)—Gx—1)=3x+3h—1—3x+1=3h
[+ B —f6)_3h_

3
h h

h) —
Logo lim M =lim3=3
h-0 h h—0

(B) fx+h) = 4(x + h)? — (x + h) = 402 + 2hx + K — x — h
=4x? + 8hx + 4h* —x — h
e LT —

f(x + k) — f(x) = (4x* + 8hx + 4h? — x — h) — (4x* — x)
=4x% 4 8hx +4h® — x —h —4x® + x
= 8hx + 4h® — h = h(8x + 4h — 1)

f+h—fx) hBx+4h—1)

h h

h —
tim ZEP IO e an— )
h-0 h k-0
= lim (8% — 1)+ lim 4h = 8x — 1 + 0 = 8x — 1
h-0 k-0

=8x+4h —1

Logo,

© fo+h=—r

1
f)==
X
S+ ) = ) = —
X - = ———
K x x+h x
ALGEBRA a_c_ad-be
: b d bd
__x—(x+h)_x——x—h_ —h
C (x+Rx (x+hx (x4 h)x
Logo, Je+h—fx) __ —h L ~h 1t
h (x + h)x (x+hmx b (x+hx
€ . h) — -
) e tim LEEN SO = Lt
K0 h no (X + h)x heo X+ h X
ot 1 rt 1
T lim(x+h) x  x x X2
h—-0
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x3—1

8.3 Calcule lim

x=1 x—1

Ambos numerador e denominador tendem a 0 quando x se aproxima de 1. No entanto, uma vez que 1 éuma faiz de
X —1,x—1éumfatorde x’ - 1 (Teorema 7.2). A divisdo de -1 porx— I produz a fatorizagio x' — 1 = (x — 1)(x" + x +

1). Assim, )

3. — 1) 1
fim STl g G XD e 1o3
x—»1 X x-+1 x—1 x—1

[Ver exemplo (b) da Propriedade V na Secfio 8.2.]

84 (a) De uma definigfo precisa do conceito de limite; lim flx)=L.

(b) Usando a definigdo no item (a) prove a Propriedade V de limites:

lim f(x)=L e lim g(x) =K  implica lim [f(x) +g(x)]=L+K

x—a X—a

L+e€

Fig. 8-2

(a) Inwitivamente, lim f(x) = L significa que f{x) pode ser escolhido tdo préximo quanto desejamos de L se x for

x—a
escolhido suficientemente préximo de a.Uma versio matematicamente precisa dessa afirmacao é: Para qualquer ni-
mero real € > 0 existe um nimero real § > 0 tal que

0<|x—a]<d implicaem |f(x)—L|<e

para qualquer x no dominio de f. Lembre que | x—a | < Jsignifica que a distancia entre x e a € menor que &, que
| fx) - L] < esignifica que a distancia entre f{x) e L € menor que €. Assumimos que o dominio de f € tal que con-
tém pelo menos um argumento x a uma distancia de @ menor que & para um &> 0 arbitrdrio. Observe também que
a condigio 0 < [x— a | exclui x= a, o que estd em acordo com a exi géncia de que o valor (se houver) de fla) nio
tem nada a ver com lim f(x).
x—a

Uma versdo pictdrica dessa defini¢ao é mostrada na Fig. 8-2. Nio importa qudo estreita seja uma faixa hori-
zontal (de largura 2€) que pode ser posicionada simetricamente acima e abaixo da reta y =L, existe uma faixa verti-
cal estreita (de largura 26) em torno da reta x = a tal que, para qualquer coordenada x de um ponto nessa faixa exce-
to x =a, 0 ponto correspondente (x, f{x)) pertence 2 faixa horizontal. O nimero 8 depende do nimero € dado; se €
for escolhido cada vez menor, entdo & também pode se tornar cada vez menor.

A versio precisa dada acima para o conceito de limite & chamada de defini¢do em termos de épsilon e delta de-
vido a0 uso tradicional das letras gregas e &

(b) Seja e> 0dado. Entio /2 > O ¢, uma vez que lim f(x) = L, existe um nimero real 8,> 0 tal que

X-*a

0<|x—a|<d, implicaem ]f(x)—-Ll<-2€- )
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para todo x no dominio de f. Da mesma forma, como lim 9(x) = K, existe um nimero &, > 0 tal que

0<|x—al<é, implicaem lg(x)—K[<§ )

para todo x no dominio de g. Seja § 0 menor entre & ¢ 6,. Assuma que 0 < | x—a | < § e que x estd nos dominios de
Jfe g. Pela desigualdade triangular (/.10),

I(f6) +g0d) = (L + K)l = [(f(x) = L) + (9x) = K)| < [ f() — L| + | g(x) — K| &)

Para o niimero x considerado, (1) e (2) mostram que os dois termos do lado direito de (3) sdo, cada um, menores que
€/2. Assim,

!(f(x)+g(x))—~(L+K)l<§+§=e

e temos desse modo estabelecido que lim (f(x) + g(x)) = L + K.

x—a

Problemas Complementares

8.5 Calcule os seguintes limites (se existirem):

(@)
(@)

CD (m)

5u —4 4—w?

lim 7 b) li li
im ® lin S @ Jin s
lim [x] (e) lim |x| (f) lim (7x® — 5x* 4+ 2x — 4)
x-+3/2 x-+0 x—2
X -8 X*—x—12
li h) lim (x — T i
:_{2 x—2 ( ) xl—‘n; & <) /Sl) xl—lzlt x—4
X —xt—x—-15 L 2T+ x—6 L? X3 —13x2 = 27x + 36
lim ———= (k) lim () lim 3
X3 x—3 x-2 x—2 w1 x*+3x—4
Jx+3-/3 5 X+3-2 1 4
lim Y-SV V) jim TP i -
o S0 ST 0 ()

8.6 Calcule w eentio lim w (se existir) para cada uma das seguintes fungdes:

(@)
(@)

h
fW=34+5 ) f0=— @ [=Tr+12
f)=x @ f@=vx () fx)=5x*—2x+4

8.7 Dg demonstragdes rigorosas das seguintes propriedades do conceito de limite:

(@)

limx=a () limc=c (¢ lim f(x) = L para, no maximo, um nimero L

X—a x-=a

8.8 Assumindo que lim f(x) = L e lim g(x) = K , prove rigorosamente que:

(@)
(b)

©
@
(e)
)

x—a —a

lim ¢+ f(x) = ¢+ L, onde c¢ ¢ qualquer niimero.
x—a

im (f(x)* g(x)=L- K.

. flx) L

lim——=—se K #0.

xa 9X) K

lim /f(x) = \/Lse L >0.
Se lim( f(x) — L) = 0, entdo lim f(x) = L.

Se limf(x) = L = lim h(x) e se f(x) < g(x) < h(x) para todo x nas proximidades de 4, entdo lim g(x) = L.
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8.9

8.10

8.11

[Sugestdo: No item (d), para L > 0,

f(x)+f, ] f-L | _1f@-L|
IVF0) = LI = |(/f&) — /L
SR E VR Ty~ ¢ﬁ;+f JI

No item (), se f(x) e h(x) pertencem ao intervalo (L — €, L + €), 0 mesmo deve ocorrer para g(x).]

Em uma demonstragdo, em termos de epsilon e delta, do fato de que lim (2 + 5x) = 17, qual dos seguintes valores
de & é o maior que pode ser usado, dado €? *3

@e 5 ©f @5 ©

coim

x*—1

(a) Calcule lim

x-1

4
. . . b
b) Resolva o item (@) com uma calculadora gréfica fazendo o gréfico de y=
tamento da curva quando x se aproxima de 1.

) x4+ 21~
(a) Determine lim -——X—L—S

x4 x—4

—1 .
1 ¢ avaliando o compor-

x+21-5

b) Resolva o item (a) com uma calculadora gréfica fazendo o gréfico de y = e avaliando o

comportamento da curva quando x se aproxima de 4. x—4

8.12 Obtenha os seguintes limites:

JI+x2-1 x24+3x 42 x3 —3x? x+16—4
lim +—mm—— b lim —————— im ——— Iim Y—bs5—
@ xl_r,?, x ©) x,l,n_]z 3x?—x— 14 © ,,l_l,r; x?—4x +3 @ :.T, x?



Capitulo 9

Limites Especiais

9.1 LIMITES LATERAIS

E comumente ttil considerar o limite de uma fungdo f(x) quando x se aproxima de um dado nimero pela direita ou

pela esquerda.
Exemplos )
(a) Considere a fungio f(x) = {i ; 5

Seu gréfico ¢ dado na Fig. 9-1(a). Quando x se aproxima de 0 pela esquerda, f{x) se aproxima de —1. Quando x
se aproxima de 0 pela direita, f(x) se aproxima de 2. Denotamos esses fatos como:

se x<0
se x>0

lim f(x)= —1 e

x—0~

2

(b) Considere a fungio g(x) = {

x“ se x<1
2 sex>1"

lim f(x)=2

x>0+

Seu grafico € dado na Fig. 9-1(b). Entdo lim g(x) = le lim g(x) = 2.

x—1=

Aly/
3—-.
2

Fig. 9-1

x-1+

' 94

\

(b)
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E claro que Jim f(x) existe se, e somente se, ambos lim f(x) € lim f(x) existeme lim f(x)= lim f(x).

x—a x—at x—a~ x—at x—+a~

9.2 LIMITES INFINITOS: ASSINTOTAS VERTICAIS

Se o valor f{x) de uma fungdo cresce indefinidamente quando x se aproxima de g, entdo lim f(x) ndo existe. Po-
rém, escrevemos x-a

lim f(x) = + o0

x=a

para indicar que f{x) cresce indefinidamente.

Exemplo  Sejaflx) = 1/x" para todo x# 0. O grafico de f¢ mostrado na Fig. 9-2. Quando x se aproxima de 0 por
qualquer lado, 1/%” cresce indefinidamente. Logo,

o1
im ==+

x—0 X
A notagdo lim f(x) = — oo significard que fx) decresce indefinidamente quando x se aproxima de a; isto &,
lim f(x) = —o0 se,esomentese, lim (—f(x))= +o0
x=a x—a .
y
x
Fig. 9-2
Exemplo

baseado no problema anterior.

Algumas vezes f{x) crescera ou decrescer4 indefinidamente quando x se aproxima de a por um lado (x = a”
+.
oux—a). ‘

Exemplos

(@) Sejaflx) = 1/x para todo x # 0. Entdo escrevemos

o1
lim -= 4+
x-0+ X

para indicar que f(x) cresce indefinidamente quando x se aproxima de 0 pela direita [ver Fig. 8-1(a)]. Da mesma
forma, escrevemos

o1
lim —= -0
x=0- X

para expressar o fato que f{x) decresce indefinidamente quando x se aproxima de 0 pela esquerda.
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1
¢ ®) Sejaf)={5 PIrA¥>0
¢! X parax <0
! Entéo (ver Fig. 9-3), lim f(x)= +o0 e lim f(x) =0
x-0+ x—=0~
y
3 -

N Fig. 9-3

Quando fx) tem um limite infinito & medida que x se aproxima de a pela direita e/ou pela esquerda, o gréifico
da fung@o aproxima-se cada vez mais da reta vertical x = a quando x tende a a. Nesse caso, a reta x = a é chamada
de assintota vertical do grifico. Na Fig. 9-4, as retas x = a e x = b sd0 assintotas verticais (se aproximando por um
lado apenas).

Se uma fungdo € expressa como uma razdo, F(x)/G(x), a existéncia de uma assintota vertical x = a & usualmen-
te detectada pelo fato de que G(a) = 0 [exceto quando F(a) também se anula].

| y i r)’
| | ]
| ] |
| | ]
| | sk I
' ' 4 :
] I |
[ [ 3 |
] | 2+ |
| | —_ _————————
1 ] 4 -
T'p | x 0 314 x
| | i
I | |
! | |
| I |
| N i
I I I
I |
] !
Fig. 9-4 Fig. 9-5

x—2

Exemplo  Sejafix)= 3 parax# 3. Entdo x =3 € uma assintota vertical do grafico de f, pois

.o x=2 .ox=2
lim =400 e lim
xo3+ X —3 x—*3"x—3

= —0

Nesse caso, a assintota x = 3 € aproximada por ambos os lados, direjto e esquerdo (ver Fig. 9-5).
x—2

[Observe que, de acordo com a divisio, 3 =1+ 1 3 Portanto, o gréfico de f{x) € obtido pela translacio da
X — X —

hipérbole y = 1/x trés unidades para a direita e uma unidade para cima.]
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9.3 LIMITES NO INFINITO: ASSINTOTAS HORIZONTAIS

Quando x cresce indefinidamente, o valor f{x) de uma fungio f pode se aproximar de um nimero real fixo ¢. Nesse
€aso, eSCrevemos

lim f(x) =

x=+ + 00

ou seja, 0 grafico de f aproxima-se da reta horizontal y = ¢ quando x cresce indefinidamente. Entdo, aretay = ¢ ¢
chamada de assintota horizontal do grifico — mais precisamente, uma assintota horizontal pela direita.

Exemplo Considere a fungio flx) = =— i cujo gréfico € mostrado na Fig. 9-5. Entdo lim f(x) =1 earetay

el x—++w©
=1 € uma assintota horizontal pela direita.

. 4 . . i
Se f{x) se aproxima de um nimero real fixo ¢ quando x decresce indefinidamente’, escrevemos

lim f(x) =

X~ =00

ou seja, o grafico de f fica cada vez mais préximo da reta horizontal y = ¢ quando x decresce indefinidamente. En-
tao, areta y = ¢ € chamada de assintota horizontal pela esquerda

da e pela dnrexta Para a funcdo representada na F]g 9-2,a reta y= 0 (o €ixo x) € uma assintota horizontal tanto pela
esquerda quanto pela direita.

Se uma fungdo f cresce indefinidamente quando seu argumento x cresce indefinidamente, escrevemos

lim f(x) =

x—=+ w0

Exemplos

lim 2x+1)=+0 e lim x* = + 0

x—++ o0 x>+ 0

Se uma fungdo f cresce indefinidamente quando seu argumento x decresce indefinidamente, escrevemos

lim f(x) =

Exemplos

lim x?=4w e lim—x =+

x> =ow x> -

Se uma fungao [ decresce indefinidamente quando seu argumento x cresce indefinidamente, escrevemos
lim f(x)=

x=+

Exemplos

im —2x= -0 ¢ lim (1 -x})= -0

X+ x>+

Se uma fungio f decresce indefinidamente quando seu argumento x decresce indefinidamente, escrevemos
lim f(x) = —o0.

x> =00

Exemplos

lim 2x = — o0 e limx3= -

X+ —® X = ®

foye N . .
| Dizer que x decresce indefinidamente si gnifica que x pode se tornar menor que qualquer nimero negativo. Naturalmente, nesse caso, o valor absoluto | x| cres-
| ce indefinidamente.

.
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Exemplo Considere a fungdo ftal que f{x) = x — [x] para todo x. Para cada inteiro n, quando x cresce de n até n+1, mas
sem incluir o préprio n+ 1, o valor de f{x) aumenta de 0 até 1, excluindo o I. Portanto, o gréfico consiste de uma se-

qiiéncia de segmentos de retas, como mostrado na Fig. 9-6. Entdo. lim f(x) € indefinido, uma vez que o valor f{x) ndo

x-+w
se aproxima de um limite fixo e nem cresce ou decresce indefinidamente. Da mesma forma, lim £() € indefinido.
X~ o0
PY
\ / !
-5 -4 -3 -2 - o 1 2 3 4 s x
Fig. 9-6

Determinando Limites no Infinito de Fun¢ées Racionais

Uma fungdo racional é uma razdo fix)/g(x) entre polindmios fix) e g(x). Por exemplo, 3
sdo fungdes racionais.

Jc:"—5>c+2e x2—5
x+7 4x7 + 3x

REGRA GERAL. Para calcular lim _f(_x)) e lm % , divida o numerador e o denominador pela mais alta
x>+wo X x> = X

poténcia de x no denominador e entfio use o fato de que

im ==0 e lim <=0 (9.1)
x=+wo X x=—o X

para qualquer nimero positivo real r e qualquer constante c.

ExémpIoA
' 1 2 s
—(2 5 4
fim 2%+ 5 i x2(x+ ) i x+x7'
————— m —————— m
- 2_Tx+3 L, 1 N 7 3
+oox X x +w__2_(x2__7x+3) X +w1"-+—‘§'
x X X
lim 2+ h 5
m - m —
. x> +w0 X x~>+cox2 . 0+O __9_0
o T 3 1-0+0 1
lim1- Iim -+ lim -3
x=+ o x>+ X x= 40 X

Portanto, y = 0 € uma assintota horizontal, pela direita, do gréfico dessa fungdio racional.

Observe que exatamente o mesmo célculo se aplica quando + o & substituido por — . Assim, y =0 & também
uma assintota horizontal, pela esquerda, do grafico dessa fungio.

J)

REGRA GERAL A. Se f{x) e g(x) sdo polinémios ¢ o grau de g € maior que o grau de f, entdo lim —(——; =
x=+w X
fim {8 _ !

=0.
x= -0 (%)
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Exemplo B

1 4 2
3% —4x +2 ;3(3x3—4x+2) 3‘J—CE+;5

X X - x++ao

e ¥rre ;-3(7x3+5) * T+

lim 3 — i 4+ lim 2

— — 1 —
e e ¥ X 3-040 3
h 740 7

5
lim 7+ lim =

x-*+w x> 4w X

Observe que exatamente 0 mesmo célculo funciona quando + oo € substituido por — oo,

' . . X
REGRA GERAL B. Se fix) e g(x) sdo polinémios e o grau de g é 0 mesmo graudef, entdo lim g(%) e lim l;:((x-))
x=+ o0 X =00

. . ~ ~ . A 3 . *
$30 iguais & razdo entre os coeficientes dos mondmios de maior graudefeg.

Exemplo C
1 1
a1 el B
im = lim ————— = lim —
- ao3x3+7 x>+ o0 1 s T® 7
x~+ + ;(3)53""7) x +‘ 3__‘_'_3_;3
1
lim 4x* — lim = lim 4x* -0
_irtw x> 4w X —X2to :é lim x? = +
' 7 3+0 3 te
lim 3+ lim —
x—++o0 xo+oo X

REGRA GERAL C. Se fix) e g(x) sdo polindmios e o grau de g € menor que o grau de £, entdo  lim ;fly_c;) = +o00.
x>+wo PX

Oresultado € + o= quando os coeficientes dos mondmios de maior grau de fe g tm o mesmo sinal, e o resultado é — oo
quando os coeficientes dos mondmios de maior grau de fe g tem sinais opostos.

Exemplo D
. 3x —
\ . 3xr-7 . x
fo (@ lm =_lim = lim ~x=—w
X =o 2x+7 X = 24 = X =
X
7
3x% — -
o~ . 3x3 -7 . X . .
i (b) lim = lim = klm __xZ___ + o0
X -0 2x+7 X =00 X -
24~

—3x2 — _
(¢ lim —26————7= lim —— lim -—3x=+oo
xo—m 2X+7 X m o 2

2+
X
7
—3x* — ~
N > Sy B -
(d) lim —m——— lim —-—————x= lim —2—'3’)62:——00
L X - 2 4= x> -
+X

REGRA GERAL D. Sef(x)e 8(x) sdo polindmios e o grau de g é menor que o graude f, entdo lim e, = +o0".

- g(X) T

* . s oA . . P
N.deT.: Isso porque todo polinémio pode ser entendido como uma soma de mondmios,
, ;
A regra geral para determinar se + o ou — oo vale € complexa. Se a, € b, sdo os coeficientes dos mondmios de maior grau de f e g, respectivamente, entiio o li-

L _a . (. -
mite€iguala fim 2 xn-k e 0 sinal correto € o sinal de ab 1)"*
x==-o Yk
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Problemas Resolvidos

9.1

9.3

Calcule os seguintes limites:
(@ lim (5x*—20x* +2x—14) (b)) lim (—=2x3 + 70x + 50x + 5)

x>+ x—+ o0
(¢ lim (7x* — 12x* + 4x - 3) @ lim (7x* + 10x> + 3x + 5)

Se f(x) € um polinémio,

f@=a,x"+a,_x" "' +a,_,x""2+--- +a,x+a,

com a, 0, entdo

X a,_./a a,_,/4a a,/a ay/a,
f(2=1+ n 1/n+ n 22/n+'”+ :'/"ln 0/,,”
a,x p X

Segue de (9.7) que quando x — * oo, fix)/a, x" fica arbitrariamente préximo de 1. Por essa razio, f{x) deve ser ilimitada da

mesma forma como a,x"; isto €,

lim f(x) = lim a,x"

. x-+ o0 x= 1o

Aplicando essa regra aos polindmios dados, temos:

(@ lm5x*=+00 (B lim(=2x%)= -
x-+wo x=+ o
(¢) lim7x*=+0w (4 lim 7x®*= -

REGRA GERALP. Sefix)=ax"+a, ,x""'+...+ax+a,, entdo:
(i) lim f(x) = + o0 e o sinal correto € o sinal de a,.

x>+

(i)  lim f(x) = 400 eo sinal correto é o sinal de a,(- 1)".
X= =0

. x+3 . ox+3
Calcule: (a) lim ; (b) lim .
xo1e X — 1 x=1- X
v . . . 3
Quando x'tende a 1, 0 denominador x - 1 se aproxima de 0, enquanto x + 3 se aproxima de 4. Portanto, X+ cres-
! —

ce indefinidamente.
(@) Quando x tende a 1 pela direita, x — 1 € positivo. Uma vez que x + 3 € positivo quando x estd proximo de 1,

x+3 .o x+3
>0 e lim =40
x—1 g1+ X —

(b) Quando x se aproxima de 1 pela esquerda, x — 1 € negativo, enquanto x + 3 & positivo. Ento,

x+3 . ox+3
<0 e lim
x~1 xm1-X —

= -

A reta x =1 € uma assintota vertical do grafico da fungdo racional (ver Fig. 9-7).

Dada fix) = {‘/x x>0 aleule: (@) lim £(x); (b) lim f(x); (&) lim f(x); (@) lim f(x)

3x+2se x<0 x>0+ x=0- x>+ o0 x= -
) . .1
(a) - lim f(x)= im - = +o0
x40+ x—=0+ X

Logo, areta.x =0 (o eixo y) é uma assintota vertical do gréfico de [ (Fig. 9-8).
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9.4

~
k]
=V

—— v — o — — — oy ot [P o s e o e o e i e s et i
-
-
y
2%

h) lim f(x) = lim (3x + 2) 2
x~+0- x—0-
. .1
() lim f(x)= lim —=0
x=+ o x=+ o0

Logo, areta y = 0 (0 eixo x) € uma assfntota horizontal (pela direita) do gréfico de f.
@ lim f(x)= lim 3x +2)= —o0
xX—*—w

X — 00

2 2 _ sx+2
Caleule: (a) lim zz 0) lim S () lim —— X

Trt @1
X~ o0 x>+ X x>+ X - x-»—oo‘\/x —-3x+1

(a) Aplique a Regra B da Se¢io 9.3:
lim 3x*-5 3
o dXP 45 4
(b) Aplique a Regra A da Sego 9.3:
. 2x=17
lim — i 0

x40 X T

(c) Pela Regra P, desenvolvida no Problema 9.1, 0 denominador se comporta como +/ x? quando x — + eo. Mas
VX =x quando x > 0. Portanto, pela Regra B da Se¢0 9.3,

lim ——————— = lim

x>+ ,/x2—3x+1 x-++w X

(d) Pela Regra P, desenvolvida no Problema 9.1, o denominador se comporta como /X quando x — — co. Mas,
VX =x quando x < 0. Portanto, pela Regra B da Se¢do 9.3,

= "_"5

Sx +2 . 5x+2 5
1

i X2 g B2 s

x»-eol,lxz—3x+1 xs=- X ——'1—

9.5 Determine as assintotas verticais e horizontais do grafico da fungio racional

3x? —5x +2

S8 =7 T5e a1
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As assintotas verticais sdo determinadas pelas raizes do denominador:

6x* —5x+1=0

. Bx— 2x—1)=0

3x—1=0 ou 2x—1=0
3x=1 ou 2x=1

x=% ou x=4%

Como o0 numerador ndo € 0 em x= § oux = 4, | fx) | se aproxima de + « quando x tende a § ou 4, seja de um lado ou
do outro. Portanto, as assintotas verticais siox={ ex=1.
As assintotas horizontais podem ser encontradas pela Regra B da Se¢#0 9.3,

fim 3x2—5x+2_3_1
iote X2 —=5x+1 6 2

Portanto, y = 4 € um assintota horizontal pela direita. Um procedimento semelhante mostra que : lim f(x) = ., e assim

y = % é também uma assintota horizontal pela esquerda. e

Problemas Complementares

9.6 Calcule os seguintes limites:

@ lLm@x"—5x5+3x2+1) (b)) lim (—4x7 + 23x% + x> + 1)

x=+ o x>+

(© lim @2x*—12x*+x—7) @ lim 2x*—12x*+x~-7)

X = X~ =

(@ lim(—x®+2x"—3x>+x) (f) lim (=2x° 4 3x* — 2x3 + x? — 4)

X~ =0 X—+ =

9.7 Calcule os seguintes limites (se existirem):

. Tx—2 se x>2 . .
(@ lmfe)e limf(x),se fo9= 4~ - ® fim e fim X!
xo24 2 Ix+5se x<2 =0t X xmo- X
. 1 1 11 x-1 ‘ .o x+3 . Xx+3
O (i) [weni-p=] @ im Fem 21
x?—5x+6 x?—5x+6 1 1
lim : li li li
@ Im 5 elim—— A T A M
. A . 3x% + x? 3x3 + x2
1 | . 3+ x?
@ lm s—5e lim = B lm om—Te im S5
x?+4x -5 x2+4x—5 23 4+x—5 23 +x-5
i lim ————— ¢ lim ~—x»>-——— j lim ————e¢ lim ———
0 lim = s 0 lim = e im —a
1 Codx—1 [ 4x—1 3x*+2 33 +2
7 (k) lim e Tim () lim e lim
x—~+oo‘\/x2+2 - - \/x2+2 x-’+oo«/x4—2 xX= =00 x4—2
m lim e fim X4 o) fim S g YOS
x4+ \/X3‘+5 x-'—eo«/x3+5 x=++w 3x2_2 X = 3x2_2
) 2x + 5 . 2x+5 4x — 3 4x —3
(0) lim e lim (r) lim e lim
x—~+ao\3/x3+4 x—»—mﬁx3+4 x—*+oo3xz+1 x‘*-oo«slxz‘f'l
x2 =5 x2 -9
fm =5 .
@ lim e 0 lim =3
x*—T7x3 4+ 4
lim ————
(s) lim =3

X =0
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9.8 Encontre quaisquer assintotas verticais e horizontais dos graficos das seguintes fungdes:

- 4
@ fi=x B = © f0=
@ f0)=rmr? © f()= —1—1— ) S = 3

2x2 +3x 5

3x% + 5x x4+ 2x—8

0 IW=TE e = VEE TR 0 =

9.9 Assuma que f¢ uma fungfo definida para todo x. Considere também que, para qualquer nimero real c, existe 4 >0
tal que 0 < | x| < 8 implica que f{x) > c. O que a seguir corresponde a essa situagio?

@ lmf)=+0 () limf®=c () lmfex)=+0 (@ lLmf(x)=0

x>+ x—8 x=0 x—0

9.10 (a) Assuma que fix) 2 0 para argumentos a direita e proximos de a [isto €, existe algum niimero positivo dtal que
a < x < a + §implica em f{x) > 0]. Prove que:
lim f(x) =L implicaem L >0

x—+a+t

b) Assuma  que f(x) 2 0 para argumentos a direita e proxxmos de a. Prove que

lim f(x) = implica em M < 0

(¢) Formule e prove resultados andlogos aos itens (a) e (b) para lim f(x).
x—a~
9.11 Determine as assintotas vertical e horizontal dos graficos das seguintes fungdes com a ajuda de uma calcula-
dora grafica, e entdo use métodos analiticos para verificar suas respostas.
@ 5—3x3 '(b) Jax? + 1 © 14— x|
2 YT ¢
4 +x—1 5—2x 4—x

Jx+16 -4 4x* + 3% + 2x% + x + )12
@ YEHO-E ) i )
X x“+x+1




£,

o AR,

.

oy

Capitulo 10

Continuidade

10.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES

Uma fungdo € intuitivamente concebida como sendo continua quando seu grafico ndo tem interrupcdes ou saltos.
Isso pode ser tornado preciso da seguinte maneira.

Defini¢do: Uma fungdo f€ dita continua em a se as trés condigdes abaixo valem:

() Hm f(x) existe.

(i) f(a)é definida.
(i) lim f(x) = f(a).

Exemplos

(@)

®)

()

@

0 sex=0 R .
1' A fungdo € descontinua (ou seja, niio é continua) em 0. A condicdo (i) € satisfeita:

Seja fix) ={ sex#0

lim f(x) = 1. A condigdo (ii) € satisfeita: f{0) = 0. No entanto, a condicdo (iii) falha: I # 0. Existe uma lacu-

x-0

na no gréfico de f (ver Fig. 10-1) no ponto (0,1). A fungfo é continua em todo ponto diferente de 0.

Seja f(x) = x° para todo x. Essa fun¢@o € continua em todo a, uma vez que lim f(x) = lim x? = a* = f(a). Ob-

Xx—a

serve que ndo existem lacunas ou saltos no grafico de f (ver Fig. 10-2).

A funggo f tal que flx) = [x] para todo x é descontinua para todo inteiro, pois a condigdo (i) ndo é satisfeita (ver
Fig. 7-12). As descontinuidades se mostram como saltos no grafico da fungdo,

A fungdo f tal que flx) =| x |/x para todo x # 0 & descontinua em O [ver Fi g. 8-1(b)]. O lim f(x) ndo existe e f{0)

x—0

ndo € definida. Observe que hd um salto no grafico em x = 0.

Se uma fungdo f ndo € continua em a, entdo f ¢ dita ter uma descontinuidade removivel em a se uma mudanca
apropriada na definigdo de fem a pode tornar a fungfo resultante continua em a.

* N. de T.: Na verdade, quando ndo h4 interrupgGes ou saltos em seu dominio.
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by 4
X ———
|
\ I
T iy
|
|
. L1
0 x a x
Fig. 10-1 Fig. 10-2

Exemplos No exemplo (a) acima, a descontinuidade em x = 0 ¢ removivel, uma vez que se redefinimos f de modo
que f{0) = 1, entdo a fungo resultante seria continua em x = 0. As descontinuidades das funcdes nos exemplos (c) e
(d) acima ndo sdo removiveis.

Uma descontinuidade de uma fungdo fem a é removivel se, e somente se, lim f(x) existe. Nesse caso, o valor
da fungdo em a pode ser mudado para lim f(x).. x~a

x—*a
Uma fungdo f € dita continua em um conjunto A se ¢ continua em cada elemento de A. Se f € continua em ca-
o danidmero de seu dominio, entdo simplesmente dizemos que f'€ continua ou que f € uma fungdo continua.
Exemplos
(a) Toda fungdo polinomial é continua. Isso segue do exemplo (b) da Propriedade V na Segdo 8.2.

(b) Toda a fungdo racional ﬁx_)), onde f'e g s#o polinémios, é continua em todo niimero real, exceto nas raizes
glx
reais (se houverem) de g(x). Isso segue da Propriedade VI na Secdo 8.2.

Existem certas propriedades de continuidade que seguem diretamente das propriedades usuais de limites (Se-
€40 8.2). Assuma f'e g continuas em a. Ento,

(1) Asomaf+geadiferencaf- g sdo continuas em a.

NOTACAO f+g¢ uma fungio, tal que (f + g)(x) =flx) + g(x) para todo x, ou seja, em ambos os dominios de f e g. Analo-
gamente, (- g)(x) = fix) — g(x) para todo x comum ao dominio de fedeg.

(2)  Se c é uma constante, a fungio cfé continua em a.

NOTACAO ¢f é uma fun§5o tal que (¢f)(x) = ¢ - flx) para todo x no dominio de f.

(3) O produto fg € continuo em a e o quociente Jfig € continuo em a desde que g (a) # 0.

NOTACAO fgéuma fungio tal que (fg)(x) = fix) - g(x) para todo x, isto &, em ambos os dominios de fe g. Analogamente,
(f/g)x) = -f% para todo x em ambos os dominios tal que g(x) # 0.
g(x

@) /f(x) écontinuaem a se fla) > 0.

Observagdo: Como f€ continuaem a, a restricao de que fla) > 0 garante que, para x préximo de a, fx)>0
e, por esse motivo, /f (x) € definida.

10.2 CONTINUIDADE LATERAL

Uma fungdo f€ dita-ser continua pela direita de a se satisfaz as condicdes (i)-(iii) para continuidade em a, com lim
x—ra
substituido por lim; isto &, (i) lim f(xexiste; (ii) fla) € definida; (iii) lim fix)=fla). Analogamente, fé continua

x—at x—at x—at

pela esquerda de a se satisfaz as condi¢des de continuidade em a com lim substituido por lim . Note que f € con-

x—a x—=a-~

PR
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tinua em a se, e somente se, € continua tanto pela direita quanto pela esquerda de a, uma vez que lim f(x) existe

x—a

se, e somente se, lim fix)e lim fx)existeme lim f(x) = lim f(x).

x—+at x—a~ x—at x—a

s g

Exemplos
(a) A funcdo fx) = {

lim (x + 1) = 2 = f(1). Por outro lado, f ndo ¢ continua pela esquerda de 1, uma vez que lim f(x) =

1 >1 . :
xHLosexz ¢ continua pela direita de 1 (ver Fig. 10-3). Observe que lim f(x)=
x sex <1 1+

x—+1+ x=1-
lim x = 1 # f(1). Consegiientemente, fndio € continua em 1, como é evidenciado pelo salto em seu gréfico em
x=1-
x=1

(b) A fungdo do exemplo (c) da Secdo 8.3 [ver Fig. 8-1(c)] é continua pela esquerda, mas néo pela direita de 1.
(¢) A fungdo do exemplo (b) da Secdo 9-1 [ver Fig. 9-1(b)] é continua pela direita, mas nio pela esquerda de 1.
(d) A funcio do exemplo (b) da Segdo 9.2 (ver Fig. 9-3) € continua pela esquerda, mas ndo pela direita de 0.

=

~
. |

Fig. 10-3

10.3 CONTINUIDADE EM UM INTERVALO FECHADO

Fregiientemente queremos restringir nossa atengdo a um intervalo fechado [a,b] do dominio de uma fungéo, igno-
rando o comportamento da fungio em quaisquer outros pontos nos quais a mesma possa estar definida.

Definicio: Uma funcdo f€ continua em [a, b] se:

(i) f écontinua em cada ponto do intervalo aberto (a, b).

(i) f é continua pela direita de a.
(i) f € continua pela esquerda de b.

Exemplos

(a) A Fig. 10-4(a) mostra o grifico de uma fungio que ¢ continua em [a,b].

(b) A funcio fix) = {Zx se0 < x Sl
. 1 caso contririo

Note que f ndo € continua nos pontos x =0 e x = 1. Observe também que se redefinimos f de modo que f{1) =1,
entdo a nova fungdo ndo seria continua em [0, 1], uma vez que ndo seria continua pela esquerda de x = 1.

¢ continua em [0, 1] [veja Fig. 10-4(b)].
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a b x 1 X
(a) (b)
Fig. 10-4
Problemas Resolvidos
x2—1
. _ — sex# —1 , .
10.1 Determine os pontos em que a fungio fix) = { x + 1 € continua.
-2 sex = —1

10.2

10.3

10.4

“Parax#= 1, ¢ continua, pois f € 0-quociente entre duas funces continuas com denominador nio nulo. Além dis-

0, parax #~ 1,

1_(x~—1)(x+1)_x_
1 x+1

2 _
0 ="

donde lim f(x)= lim (x — 1) = =2 =f(~1), Portanto, f também € continuaem x =~ 1.

-1 x> =1

Considere a fungo f tal que fix) = x — [x] para todo x (ver o grafico de JfnaFig. 9-6). Encontre os pontos em que f ¢
descontinua. Nesses pontos determine se f¢ continua pela direita ou pela esquerda (ou nenhum dos casos).

Para cada inteiro n, fln) =n—[n]=n-n=0.Paran<x<n+ 1, fix)=x - [x] =x-n. Logo,

lim f(x) = lim (x — n) = 0 = f(n)

x—nt x-nt

Portanto, f ¢ continua pela direita de n. Por outro lado,

limf(x)=lim[x-—(n—-l)]:n—-(n—l)=l¢O=f(n)

x-n —*n

de forma que f ndo € continua pela esquerda de n. Segue que f € descontinua em cada inteiro. Em cada intervalo aberto

(n, n +1), fcoincide com a fungdo continua x — n. Por essa razdo, nio existem outros pontos de descontinuidade além
dos inteiros. :

Para cada fungdo representada na Fig. 10-5, obtenha os pontos de descontinuidade (se houver). Em cada ponto de
descontinuidade, determine se a fungiio ¢ continua pela direita ou pela esquerda (ou nenhum dos casos).

(@)
()

()

(d)
(@)

Defina ftal que fix) = {

Nio existem pontos de descontinuidade (ndo h4 quebras no grafico).

0 ¢ o tinico ponto de descontinuidade. Continuidade pela esquerda vale em 0, uma vez que o valor em 0 € o niimero
aproximado pelos valores tomados 2 esquerda de 0.

1 € 0 tinico ponto de descontinuidade. Em 1 a fungdo ndo € continua nem pela esquerda e nem pela direita, uma vez
que nem o limite a esquerda ou o limite 2 direita sdo iguais a f{1). (De fato, o limite sequer existe.)

Sem pontos de descontinuidade.

0O e 1 sdo pontos de descontinuidade. Continuidade pela esquerda vale em 0, mas nem continuidade pela esquerda
ou pela direita de 1 valem.

X para 0<x <1

. (Ver Fig. 10-6.) f é conti :
2x—2 paa 1<x<2 (Ver Fig. 10-6.) f ¢ continua em

@ 013} 1,21 [0.21?
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(a) Sim, pois f € continua pela direita de 0 e pela esquerda de 1.
(b) Nio, pois fndo € continua pela direita de 1. De fato,

lim f(x)= lim@2x—2)=0#1=f(1)

x-1+ x-1+

(¢) Ndo, pois fndo € continua em x = 1, que pertence a (0,2).

by y

——

(@) ()

|
|
I
0 _x: x 0 ) x
|
|
|
I
() (d) ’ (e)
Fig. 10-5
4y
2 -
1
i -
0 1 2 x

Fig. 10-6
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10.5 Para cada uma das seguintes fungdes, determine os pontos de descontinuidade (se existirem). Para cada ponto de
descontinuidade, determine se é removivel.

x? sex>0 x

@ fix)= {_ ) ®) gx)=

x* sex<0 x—1

2.—.

parax # 1

(a) Nio existem pontos de descontinuidade [ver Fig. 10-7(a)]. Em x=0, f{0) =0¢ lim f(x) = 0.

x—0
(b) A fnica descontinuidade ocorre em x = I, uma vez que g(1) ndo é definida [ver Fig. 10-7(b)]. Essa descontinuidade
-1 (x=1x+1)
x—1 x—1

¢ removivel. Como =x+ 1, lim g{x) = lim (x + 1) = 2.. Assim, se definimos o valor

x=+1 x=1

da fungdo em x =1 como sendo 2, a fungo estendida € continuaem x=1.

1'% 'Y

1 - 1

. /
L L, S
22 4-10_ T / 0 o

2+

=Y

(a) (b)
Fig. 10-7

Problemas Complementares

10.6 Determine os pontos nos quais cada uma das seguintes fungdes € continua. (Desenhe os gréficos das fungdes.) De-
termine se as descontinuidades sio removiveis,

C(x? sex<0 1 0
@ f(X)={z o ®) f(x)={_1 ey @ Sm=Ixl
x> —4 x?—4 x+1 sex>2
@ f@={x+2 T g fm={x72 "2 () f=4x sel<x<2
{0 sex = —2 —4 sex = —2 x—1 sex<1

10.7 Determine os pontos de descontinuidade (se existirem) das fungdes cujos graficos sio mostrados na Fig. 10-8.

10.8 De exemplos simples de fungdes tais que:
(a) fédefinida em [-2, 2], continua em [-1, 1], mas ndo continua em [-2, 2].
(b) g€ definida em [0, 1], continua no intervalo aberto (0, 1), mas ndio continua em [0, 1].
(¢)  hécontinua em todos os pontos exceto x = 0, onde € continua pela direita mas ndo pela esquerda.

10.9 Para cada descontinuidade das seguintes fungdes, determine se € uma descontinuidade removivel:
(@) A fungdio fdo Problema 7.4 (ver Fi g.7-13).
(0) A fungdo fdo exemplo (c) na Segdo 8.3 {ver Fig. 8-1(c)].
(¢) A fungdo f do exemplo (a) na Segiio 9.1 [ver Fig. 9-1(a)].
(d) A fungdo fno exemplo (a) na Segiio 9.2 (ver Fig. 9-3).
(e) Osexemplos nos Problemas 10.3 ¢ 10.4.
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0 / x 0
-1 4 ~

(a) )]
y AY
1
/l\/ \/\L . 1 1 1 1 -
-3 -2 -1 0 1 2 3 0x -1 0 1 2 3 4 X
(0 )
Fig. 10-8
Ix+3

10.10 Seja f definida pela férmula ———— |
x*—3x—4
(a) Obtenha os argumentos x em que /'€ descontinua.

(b) Paracada nimero a no qual f¢ descontinua, determine se lim f(x) existe. Se existe, encontre seu valor.
Xx—a

(¢)  Escrevauma equagio para cada assintota vertical e horizontal do grafico de f.

10.11 Seja fix) = x + (1/x) parax # 0.
(a) Obtenha os pontos de descontinuidade de f,
(b) Determine todas as assintotas verticais e horizontais do gréfico de f.

10.12 Para cada uma das seguintes fungdes determine se é continua no intervalo dado:

sex >0

1
@ f()=[x]em[1,2] ) flx)=19x em [0, 1]
0 sex=0
se0<x<1

| sex>1 em[0,1]  (d) f comonoitem (c)em [1, 2]

O 0=
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x —
10.13 Seafunciofix)=4 x—4 sex #4 ¢ continua, qual € o valor de ¢?
c sex =4
x* — b2
10.14 Sejab#0e seja g afungio tal que g(x) ={ x—p FX %0
0 sex=>b

(a) g(b) existe? (b) lim g(x) existe? (¢) gécontinuaem b?
g x-+b

10.15 (a) Mostre que f¢€ continua:

VA1 /3x+7
f= x—6

) sex=6

sex> —fex#6

AL ? u— vz(\/;*\/’-’)(\/;""ﬁ): u—v

(b) Paraquais valores de & que a seguinte fungfo € continua?

\/7x+2——\/6x+4
fi) = x=2

k sex =2

sex> —%4ex#2

10.16 Determine os pontos de descontinuidade da seguinte fungdo f

169 1 se x éracional
X} = . .
0 sexéirracional

[Sugestdo: Um niimero racional é uma fragdo ordindria p/g, onde p e ¢ sdo inteiros. Lembre da demonstragio de Euclides
de que \/5 ndo pode ser expressa nessa forma; € um nimero irracional, assim como \/f/n, para qualquer inteiro n. Se-
gue que quyuer ndmero racional fixo r pode ser aproximado tanto quanto se queira por meio de ndmeros irracionais da

formar+ ,/2/n. Reciprocamente, qualquer niimero irracional fixo pode ser aproximado tanto quanto se queira por meio
de ntimeros racionais.)

10.17 Use uma calculadora gréfica para encontrar as descontinuidades (se existirem) das seguintes funcdes:

x+4
|x + 4]

x+3 sex<2 x*—1

®) f (X)={ @ fx)=

x? sex>2

@ fto)=

@ fto=

x*—1
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Capftulo 11

O Coeficiente Angular de uma
~ Reta Tangente

g

O coeficiente angular de uma reta tangente a uma curva € familiar no caso de circulos’ [ver Fig. 11-1(a)]. Em cada
ponto P de um circulo existe uma reta £ tal que o circulo toca a reta em P e se localiza em um lado da reta (intei-
ramente em um lado, no caso de um circulo). Para a curva da Fig. 11-1(b), mostrada tracejada, £, € a reta tangen-
teem P, Z, areta tangente em P, e &, areta tangente em P,. Vamos desenvolver uma definigdo que corresponde
a essas idéias intuitivas sobre retas tangentes.

AFig. 11-2(a) mostra o grafico (em curva tracejada) de uma fungo continua f. Lembre que o gréfico consiste
de todos os pontos (x, y) tais que y = f{x). Seja P um ponto do gréfico que tem abscissa x. Entdo, as coordenadas de
Psdo (x, fix)). Considere um ponto Q do grafico que tem abscissa x + h. Q estard proximo de P se, e somente se, i
estiver préximo de O (pois fé uma fungdo continua). Como a coordenada x de Q € x+ h, acoordenada y de Q deve
ser flx + h). Por definicio de coeficiente angular, a reta PQ terd uma inclinagio

S+h)—f(x)  fx+h)—f(x)
C+h—x h

Observe na Fig. 11-2(b) o que ocorre a reta PQ quando Q se move ao longo do grafico na dire¢do de P. Algu-
mas das posicdes de Q foram designadas por 01, Q5. O, . . ., e as retas correspondentes por My, My, M, . ...

/
/ﬁ/ £ 1
/
\\ /
/
\\E/ / $3
(@) (b)

* N. de T.: Neste livro usamos o termo circulo como sindnimo de circunferéncia.
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(a) (b)
Fig. 11-2

Essas retas estdo cada vez mais préximas daquilo que imaginamos como areta J tangente ao gréfico em P.
Logo, o coeficiente angular da reta PQ se aproximar4 do coeficiente angular da reta tangente em.P; ista €, 0.coefi-.........
ciente angular da reta tangente em P serd dado por

} x+h—f(x

po S+ - 1)
h-0 h

O que afirmamos sobre retas tangentes nos leva 2 seguinte definicio precisa.

Defini¢io: Considere uma fungo fcontinua em x. Por reta tangente ao gréfico de fem P(x, f(x)) queremos dizer
a reta que passa por P e tem coeficiente angular

i L6+ 1) = 1)
ok

Problemas Resolvidos

11.1 Considere o gréfico da fungdo f tal que f{x) = x” (a pardbola na Fig. 11-3). Por um ponto P, sobre a pardbola, que
tem abscissa x, faga os cdlculos necessarios para encontrar

i L& B —f(x)

0 h
Temos:
Sx+h) = (x+h? =x%+ 2xh + h?
f=x

fe+h) —fx)=(x*+2xh + h*) — x*> =2xh + h* = h(2x + h)
f(x+h)——f(x)=h(2x+h):2x+h

h h

Portanto,

. + h) — . . .
hmﬂx——m=hm(2x+h)=hm 2x+limh=2x+0=2x
k=0 h—0 h-0 h=0

e o coeficiente angular da reta tangente em P € 2x. Por exemplo, no ponto (2, 4), x=2, e o coeficiente angular da reta tan-
gente € 2x =2(2) =4.
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y 1'%

NS
\\\

P(x, x%)

Fig. 11-3 Fig. 11-4

e 112--Considere o-gréfico da fungdo ftal que fix) =x* (ver Fig. 11-4). Para-um ponto P, sobre o grafico, que tem coorde-

11.3

nadas (x, x°), calcule o valor de .
i L0+ 1) =162
h-0 h

Temos flx+h) = (x+h)’ =x +38h+ 3xk* + K e flx) = x°.

ALGEBRA Para quaisquerx e y
(e + k> = [(x + h)x + B)I(x + h) = (x* + 2xh + h%)(x + h)
= (® + 2xh + h®x) + (x*h + 2xh® + 1Y)
= x>+ 3x%h + 3xh* + 1®

Logo,
SO +h) = f(x) = (x* + 3x%h + 3xh? + h¥) — x*
= 3x?h + 3xh% + B> = h(3x% + 3xh + h?)
- 32 2
fx+h f(x)=h( x* + 3xh + h )=3x2+3xh+h2
h h
e

= lim (3x* + 3xh + h?)
-0
= 3x? 4 3x(0) + 0% = 3x?

im L4109

h—0
Isso mostra que o coeficiente angular da reta tangente em P é 3x°. Por exemplo, o coeficiente angular da reta tangente em
(2,8)63x*=3(2) =3(4) = 12. :

(@) Deduza uma férmula para o coeficiente angular da reta tangente em qualquer ponto do gréfico da funcZio ftal
que flx) = I/x (a hipérbole na Fig. 11-5).

(6)  Encontre a-equagio reduzida da reta tangente ao gréfico de fno ponto (2, 3).

@ Jeth=—e e =1
1_x——(x+h)__x—-x——h_ h

. |
R Ry (c+hx  (+hx  x+hx
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96
y
|
\
\
iFy
\\
2 \ \ 1
\ )
l -
-2 - \
| L1 1 ] - .
il T - 0 12 3 x
‘\\ b
\
-2+
\
\
Fig. 11-5
; - a ¢ ad bc ad-—bc
ALGEBRA e =
b d bd bd bd
Logo,
SatW—f0) ko ko1
h o xthx T (x+hx b (x+ hx
e
lim 1
i LRI 1%
B0 h peo X+ h)x lim (x + h)x
h—-0
_ 1 _ 1 1
© lim(x+h)-limx x-x X2
h—0 h=0
Portanto, o coeficiente angular da reta tangente em (x,1/x) € — 145
(b) Do item (a), o coeficiente angular da reta em (2, $) ¢
11 1
XX 227 T4
Logo, a equagio reduzida da reta tangente & tem a forma
1
y=-7% +b
Como £ passa por (2, 3), a substituigio de x por 2 e y por % resulta
1 1 1 1
§=~Z(2)+b ou 5=—§+b ou b=1
Logo, a equagio de £ ¢
_ ! x4+ 1
=3

114 (a)

®
(©

Encontre uma férmula para o coeficiente angular da reta tangente em qualquer ponto do gréfico da fungio f

tal que f{x) = 3x° ~ 6x + 4.
Encontre a equagfo reduzida da reta tangente no ponto (0, 4) do grifico.
Desenhe o gréfico de fe mostre a reta tangente em (0, 4).
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i (a) Calcule fix + h) substituindo todas as ocorréncias de x na férmula de f(x) por x + h:
k!z

| SO+ =30c+ W2 — 6(c + ) + 4

| =3(x* + 2xh + h%) — 6x — 6h + 4

= 3x% + 6xh + 3h* — 6x — 6h + 4

| fx)=3x>—6x+4

" f(x+h)—f(x)=(3x2+6xh+3h2—6x—6h+4)-(3x2—6x+4)
=3x" + 6xh + 3h% — 6x — 6h + 4 — 3x% + 6x — 4
=6xh+3h2—6h=h(6x+3h—6)

f(x+/;)—f(x)=h(6x+h3h—6)=6x+3h_6

fx+h—f(x)
h

lim

= lim (6x + 3h — 6)
k=0

h-+0
=6x+0-6=6x—6

Portanto, o coeficiente angular da reta tangente em (x, fx)é6x-6.

(b) Doitem (a), 0 coeficiente angular da reta tangente em (0,4) € 6x-6=6(0)~6=0—-6=~6. Logo, a equagio re-

duzida tem a forma y = - 6x + b, Uma vez que a reta passa por (0, 4), o intercepto y b é 4. Portanto, a equagin €. ...
y=-6x+4. :

(¢)  Queremos o grafico de y=3x"-6x+4. Complete o quadrado:

y=3(x2—2x+§)=3<(x—1)2+%)=3(x—1)2+1

O gréfico (ver Fig. 11-6) & obtido movendo o gréfico de y = 3x” uma unidade para a direita [obtendo o grafico de
y=3(x- 1)2] € entdo levantando esse grafico uma unidade para cima.

“ Ar)’

A
|

Fig. 11-6

1L5 A reta normal a uma curva em um ponto P ¢ definida como a reta que passa por P e € perpendicular a reta tangen-

te em P. Obtenha a equagdio reduzida da reta normal 3 pardbola y = x* no ponto (4, 4).
; Pelo Problema 11.1, areta tangente tem coeficiente angular 2(3) = 1. Portanto, pelo Teorema 4.2, o coeficiente
® angular da reta normal é —I, e a equacio reduzida da reta normal terd a forma Yy = - x + b. Quando
x=4,y=x"=? = }, donde
1 1 3
-=—[=)+p =2
2 (2) + ou b y
Portanto, a equagio &
3
Vy=—-x+-
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Problemas Complementares

11.6

11.7
11.8

11.9
11.10
11.11

11.12

11.13

Para cada fungdo f e argumento x = g abaixo, (i) obtenha uma férmula para o coeficiente angular da reta tangente
em um ponto arbitrédrio P(x, f{x)) do grifico de f; (ii) encontre a equagdo reduzida da reta tangente correspondente
ao argumento dado a; (iii) desenhe o grifico de f'e mostre a reta tangente obtida em (ii).

(@) f(x)=2x2+x;a=§ (b) f(x)=§x3+1;a=2

() f)=x>-2x;a=1 (d f(x)=4x2+3;a=-;-

Encontre o(s) ponto(s) do grfico de y=x"no qual areta tangente é paralela a reta y = 6x — 1. [Sugestdo: Use o Teo-
rema4.1.]

Determine o(s) ponto(s) sobre o grifico de y = X no(s) qual(is) a reta tangente € perpendicular a reta 3x + 9y =4.
[Sugestdo: Use o Teorema 4.2.]

Encontre a equagdo reduzida da reta normal ao grafico de y=x’ no ponto em que x = 3.
Em que ponto(s) que a reta normal 4 curva y = x* = 3x+ 5 no ponto (3,5) intersecta a curva?

Em qualquer ponto (x, y) da refa que tem a equagdo reduzida y = mx + b, mostre que a reta tangente 3 mesma € ela
propria. :

Encontre o(s) ponto(s) do grifico de y = x” no(s) qual(is) a reta tangente € uma reta que passa pelo ponto (2, —12).
[Sugestdo: Obtenha uma equago da reta tangente em qualquer ponto (x,, x) e determine o(s) valor(es) de X, para
o(s) qual(is) a reta contém o ponto (2, -12).]

Determine a equagdo reduzida da reta tangente ao grafico de y = \/;C no ponto (4, 2). [Sugestdo: Ver a ALGEBRA no
Problema 10.15.]
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A Derivada

A expressdo para o coeficiente angular da reta tangente

i L6+ B =169
o

determina um nimero que depende de x. Portanto, a expressdo define uma fungdo, chamada de derivada de f.

Definicio: A derivadaf’ de f¢ a fungio definida pela férmula

i L6 1) =19

h=0 h

NOTACAO  Existem outras notagdes tradicionalmente usadas para a derivada:

dy
Dx f(x) € d_)-C_

. . d . .
Quando uma varidvel y representa f{x), a derivada € denotada pory', D,y ou ZIX Usaremos a notagao que for mais conveniente ou ha-
x

bitual em um cada caso.

A derivada € t3o importante em todas as dreas da matematica pura e aplicada que devemos dedicar um grande
esforgo para encontrar férmulas para as derivadas de varios tipos de fungdes. Se o limite na definigdo acima existe,
a fung@o f'€ dita diferencidvel em x, e o processo do cdlculo de f’ é chamado de derivagdo de f.

Exemplos

(a) Sejafix)=3x+ 5 para todo x. Entdo,
: fx+h=3x+h+5=3x+3h+5
Jx+h)~f(X)=0Cx+3h+5—-(Bx+5 =3x+3h+5—-3x—5=3h

Jeth—f6) _3h_

h h 3

Logo, |
fr(x) = lim f(x + }’?—f(x)

h—0

=lim3=3
h=0
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ou, em outra notagdo D,(3x + 5) = 3. Nesse caso, a derivada € independente de x.

(b) Vamos generalizar para o caso da fun¢fio flx) = Ax + B, onde A e B sio constantes. Ento,

f(x+h)~—f(x)_[A(x+h)+B]—(Ax+B):Ax+Ah+B—Ax-—B Ah

h h h h
Assim,
f(x) = lim Je+h 16 _ limA=A4
k-0 h h~0
Portanto, provamos o:

Teorema 12.1: D(Ax+B)=A
~ Fazendo A =0 no Teorema 12.1, obtemos:
Coroldrio 12.2: D (B) = 1;isto €, a derivada de uma fungio constante é 0.
Fazendo A =1 e B =0 no Teorema 12.1, obtemos:
Coroldrio 12.3: D (x)=1

Pelos célculos nos Problemas 11.1, 11.2 e 11.3(a), temos:

Teorema 12.4; i) Dx(xz) =2x
() D(x% =3x?

1 1
(iii) Dx(;) =-=

Precisaremos saber como derivar funges que sdo definidas a partir de operagdes aritméticas sobre fungdes
mais simples. Para esse propdsito, varias regras de derivagio serdo provadas.

REGRA 1. (i) D(f(x)+ g(x)) = D,f(x) + D, g(x)
A derivada de uma soma é a soma das derivadas.
(i) DAf(x) = g(x)) = D, f(x) — D, g(x)
A derivada de uma diferenca é a diferenca das derivadas.
Para as provas de (i) e (ii), ver Problema 12.1(a).

Exemplos
(@) DX + x?) = D(x% + D (x?) = 3x% + 2x

() D,‘(x2 - -)1;) =D (x?) — D"(J]_c): 2x — <— ;13> =2x + —xl—2

REGRA 2. (i) Dc-f(x))=c* D, f(x)
onde ¢ € uma constante.

Para uma demonstragdo, ver Problema 12.1 (b).
Exemplos
(@ D(Tx*)=7+D(x*)=7"2x=14x

(b) D(12x% = 12 D (x%) = 12(3x?) = 36x2

4 1 1 1\ 4
© D,(—.;) _ Dx<(-4) ;)z iy D,,(;) _ ~4(_ F) -2

(@ D.Bx*+5x? + 2x + 4) = D,(3x%) + D(5%) + D,(2x) + D.(4)
=3 D) +5: D) + 2+ D(x) + 0
= 3(3x%) + 5(2x) + 2(1) = 9x2 + 10x + 2
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REGRA 3.  (Derivada do produto) D(f(x) - g(x)) =f(x) * D, g(x) + g(x) - D, f (x)
Para uma prova, ver Problema 13.1.

Exemplos
@ DxY=D(xx)

ALGEBRA uwew =yttt e _u_b =u"b
u
= x> D(x) + x * D(x?) [pela regra do produto}
= x3(1) + x(3x?) = x> + 3x3 = 4x?
(B) Dy(x%) = D,(x* - x)
: =x* D (x) + x - D (x* [pela regra do produto]
= x*(1) + x(4x3) [pelo exemplo (a)]

= x* + 4x* = 5x*
(@ DA+ 0" —x+2) = + %) Dx? — x + 2+ (* —x+2)- Dfx>+x)
=0+ x)2x — 1) + O —x+206x2+1) ..

O leitor pode ter observado um padro nas derivadas das poténcias de x:
Dx)=1=1-x" D(x?=2x D (x%) = 3x2 D (x*) = 4x3 D (x%) = 5x*
Esse padrdo de fato vale para todas as poténcias de x.

REGRA 4. D(x)=ny"""
onde n € qualquer inteiro positivo.

Para uma demonstragdo, ver Problema 12.2.
Exemplos
(@ Dyx%)=9x*
(b) D,(5x'") =5+ D (x!!) = 5(11x1) = 55510
Usando as regras 1, 2 e 4, temos um método ficil para derivar qualquer fungo polinomial.

Exemplo ‘_

3 1 3 1
Dx<§ x> —4x? 4 2x — 5) = Dx(g x3) — D (4x*) + D (2x) — Dx<§) [pela Regra 1]

3 )
=3 D) —4-D(x)+2-Dx)—0 [pela Regra 2 e Corolario 2.2]
3
=5 Bx%) —4-(2x) +2-(1) [pela Regra 4]
= g x?—8x +2

Mais concisamente, temos:

REGRA 5.  Para derivar um polinbmio, troque cada termo ndo constante akx" por ka,X* ' e elimine o termo cons-
tante (se existir).

Exemplos
(@) D,(8x% ~ 2x* + 3x* + 5x + 7) = 40x* — 8x + 6x + 5

4
(b) Dx<3x7+\/§x5—§x2+9x—7t)=21x6+5 2x“—§x+9
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Problemas Resolvidos

12.1 Prove: (a) Regra 1 (i, ii); (b) Regra 2. Assuma que D f{x) e D g(x) sio definidas.
@ DLf(x) + gbx) = lim L&+ E 90+ M) — [(x) + g(4)]

;Ho h
i L0 = Dot + ) — gt
_ ;;; [f(x + f;l) —/0) , g+ h}z - g(x)]
—tim LEER SO w [pela Secdo 8.2, Propriedade V]
= H;of () £ D g(x) M
®) Dfc-f()= ;l.lf; ¢ flx+ ’2 —cf) _ ,]f; [flx +:) f&)]
= M [pela Segio 8.2, Propriedade 111]
—e Zﬁfﬂx)

12.2 Prove aRegra 4, D (¥")=nx" ™, para qualquer inteiro positivon.
J4 sabemos que a Regra 4 vale quandon=1, \ "
D(x)=Dx)=1=1-x"

(Lembre que x° = 1.) Podemos provar a regra por indugdo matemdtica. Isso significa mostrar que se a regra vale para
qualquer inteiro positivo particular k, entdo a regra também deve valer para o préximo inteiro k + 1. Como sabemos que
a regra vale para n = 1, entdo deve valer para todos os inteiros positivos.

Assuma, entdo, que D (x Y=k~ Temos

D(x**D =D (x* - x) [uma vez que x**! = x*« x! = x*¥ - x]
=x*-D(x) + x - D(x" [pela regra do produto]
=xk - 14 x(kx*"1) [pela hipétese de que D,(x¥) = kx*~1]
= x* + k¥ [dquex«x*"! =x!.xk"1 = xA

=(1 + k)x* = (k + 1)x*+D-1
e a demonstragdo por indugdo estd completa.

12.3 Calcule a derivada do polindmio 5x” — 12x° + 4x* — 3% + x - 2.
Pela Regra 5,

D,(5x° — 12x% + 4x° — 3x? 4+ x — 2) = 45x® — 72x5 + 20x* — 6x + 1

12.4 Encontre as equagdes reduzidas das retas tangentes aos graficos das seguintes fungGes nos pontos dados:

(@ fx)=3x*-5x+1lemx=2 () f(x)=x"—12x* + 2x, emx = 1
(@) Para f(x) = 3x? — 5x + 1, Regra 5 nos d4 f'(x) = 6x — 5. Entdo,

fR=62—5=12-5=1
¢ f@O=32-52)+1=3%—-10+1=12-9=3

Portanto, o coeficiente angular da reta tangente ao grifico em (2, 2)) = (2, 3) € f’(2) =7, e temos como equagio
ponto-angular da reta tangente y — 3 = 7(x - 2), da qual

y—=3=Tx-14
y=Tx-11

(b) Paraf(x) = x" — 12x* + 2x, Regra 5 resulta em f "(x) = Tx% — 48x% + 2. Mas

fO=1 —120)+2)=1-124+2= -9
e SO =71 481 + 2=7—48 + 2= —39
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g%,
I

Portanto, o coeficiente angular da reta tangente em x = 1 é - 39, e uma equagdo ponto-angular da reta tangente & y —
(=9)=-39(x~1), donde
+9= -39+ 39
= —39x + 30

12.5 Em qual(is) ponto(s) do grifico de y=x" +4x -3 que areta tangente ao grafico também passa pelo ponto (0,1)?

O coeficiente angular da reta tangente em um ponto (x,, y,) = (x,, X}, + 4x, — 3) do grafico € o valor da derivada dyldx
em x =x, Pela Regra 5,

d d
%=5x4+4 eassim =2 = 5x§ + 4.

X X x=x0

NOTAGAO O valor de uma fungio g em um argumento x = b € algumas vezes denotado por g(x)],_,. Por exemplo, xz[‘= 3= 3Y=9

Areta J tangente ao grifico em (x,, y,) passa por (0, 1) se, e somente se, 7 €areta £ que conecta (x;, ¥,) € (0,
1). Mas isso € verdade se, € somente se, o coeficiente angular mg- de € 0 mesmo coeficiente angular m,, de &.

_ A —=3)—1 x3+4x,—4
xO"O - xO

Mas mgy = Sxf, +4emy, . Portanto, devemos resolver

Xy +4x, — 4

5x§+4= ~
5x3 + 4xo = x3 + 4xy — 4
4x; = —4
x3=—1
Xo=—1

Logo, o ponto pedido do gréfico é

(L (=1 +4(—-1)=3) = (=1, =1 —4 = 3)= (=1, —8)

Problemas Complementares

12.6 Use a definigdo bésica de f’(x) como um limite para calcular as derivadas das seguintes fungdes:
@ SW=2x=5 ) fQ=32-Tx+d () f09=20+3x—1

1
x> +1

X
x+2

@ =% O fO=5— (N 169 = 0 9=

12.7 Use a Regra 5 para calcular as derivadas dos seguintes polindmios:
@ 3x*—4x*+5x—2 (b)) —8x*+./3x%+ 2nx? — 12
(© 3xP=5x10410x (@ 2% +3x2 - x4+ YTx +./5

dBx? — 5x + 1)

1
12.8 (@) Determine Dx(3x7 -3 xs). (b) Encontre 7
X

1 d
() Sey=—x*+ 5x, obtenha 9
2 dx

d(3t7 — 22
(d) Calculeﬂ?t—dz—l-t—).

(e) Seu= ﬁx5 — x*, obtenha D, u.

12.9 Encontre as equagdes reduzidas das retas tangentes aos graficos das seguintes fungdes f nos pontos especificados:
@ f)=x*<5x+2emx=—~1 () f(X)=4x>—Tx% em x=3
© fE)=—-x*+2x2+3,em x=0

12.10 * Especifique todas as retas que satisfazem as seguintes condigdes:
(a) Passa pelo ponto (0, 2) e é tangente a curva y = x* — 12x + 50.
(b) Passa pelo ponto (1, 5) e € tangente & curva y = 3x* + x + 4.
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12.11 Determine a equagdo reduzida da reta normal ao grafico y = X =¥ no ponto onde x=1.
12.12 Obtenha o(s) ponto(s) do grafico de y = . x’ no(s) qual(is) a reta normal passa pelo ponto (4, 1).

12.13 Lembrando a definigdo de derivada, calcule

5__ a5 1 4 g1y
@ imSFP =3y GRS
h=0 h h-0 h

12.14 Uma funcio £, definida para todos os niimeros reais, € tal que: (i) f(1) =2; (ii) 2) = 8, (iii) fu + v) — flu) = kuv - 20
para todo u e v, onde k € alguma constante. Determine f’(x) para x arbitrario.

12.15 Sejafix)=2x"+ /3 x para todo x.

(@) Calcule os valores nio negativos de x para os quais a reta tangente ao gréfico de fem (x, f{x)) é perpendicular A reta
tangente ao gréfico em (- x, f~ x)).

(b) Determine o ponto de intersegio de cada par de retas perpendiculares encontradas no item (a).
12.16 Se areta 4x— 9y =0 € tangente no primeiro quadrante ao grificode y= 4 x’+ ¢, qual é o valor de ¢?
12.17 Para qual valor nZo negativo de b que a reta y = — 2 X+ b é normal ao grifico de y = x* + 17
12,18 Sejafiferencidvel(iso &, existe). Defina uma funo f* pela equagdo

Jx+h—flx=h
h

*(x) = lim

h—0
(@) Calculef () se fo)= X -x {(b) Encontre a relagdo entre f * e aderivada f.

[Sugesmo: f(x+h)—f(x—h)=f(x+h)—f(x)+f(X+12—f(X) onde k= —h.]

h h

12.19 Sejafix)=x"+x*~9x-9.

(@) Determine os zeros de f.

ALGEBRA Sefix) = ax' +a, X'+ 4ax+ dg, onde os a;s sdo inteiros, entdo qualquer raiz inteira & de f(x) deve ser um
divisor do termo constante a,

(b)  Encontre a equagdo reduzida da reta tangente ao grifico de fno ponto onde x = 1.

() Determine um ponto (¥, ¥y) do gréfico de ftal que a reta tangente a0 grafico em (x,, y,) passa pelo ponto (4, -1).
12.20 Sejafix)=3x’ - 115" 15x + 63.

(a) Determine os zeros de f

(b)  Escreva uma equagio da reta normal ao grificode fem x=0.
(c)  Obtenha todos os pontos do grifico de fonde a reta tangente ao grafico é horizontal.

12.21 Definaf’ (x), a derivada pela direita de fem x, como sendo lim

S+ h)—f(x)
B0+ h
S +h)—f(x

h

»ef’(x), aderivada pela esquerda de

fem x, como sendo lim

- Mostre que a derivada f”(x) existe se, e somente se, f(x) e f’(x) existem e
B0~

$30 iguais.

Se 0=f(k) =a,k"+a, k"' 4. + gk + a,, entdo

Go=—(@,k"+a, k""" + - +ak)= —kig, k" +a,_ k"2 + a,).
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1222 Determine se as seguintes fungdes sdo diferencidveis no argumento dado. [Sugestdo: Use o Problema 12.21.]
(@) A funcdo fdo Problema 10.5(a) em x=0.

f (b) él(x)={g3 ::iig,emx:O
A
0 o-f T e
x? sex >3

12.23 Sej = .
ejaf) {Ax -1 sex<3
(a) Encontre o valor de A para o qual f¢ contfnua em x = 3.

(b) Para o valor de A obtido no item (a), f ¢ diferencidvel em x = 37

1
12.24 Use a definigao original para calcular a derivada da funcdo f tal que flx) = \/; R




Mais Sobre a Derivada

13.1 DIFERENCIABILIDADE E CONTINUIDADE
fla+h—fla)
h

Na f6rmula lim
h—0

o 10— 1@

x—a X —a

para a derivada f’(a), podemos fazer x = a + h e reescrever f’(a) como

. Se fé diferencidvel em a, entdo

lim f(x) = lim [f(x) — f(a) + f(a)]

~ lim [/(9) = @] +lim f(@

= lim [ =1@, (x—a)+ f(a)
x+a X4

= limM «lim (x — a) + f(a)

x=ra X —a x—+a

=@ 0+f(a) =f(a)

Portanto, f € continua em a. Isso prova que:
Teorema 13-1:  Se f ¢ diferencidvel em a, entéio fé continua em a.

Exemplo Diferenciabilidade é uma condicdo mais forte que continuidade. Em outras palavras, a reciproca do
Teorema 13.1 ndo € verdadeira. Para perceber isso, considere a fungio valor-absoluto f{x) = |x] (ver Fig. 13-1). fé ob-
viamente continua em x = 0; mas ndo € diferencidvel em x = 0. Isso porque

im LOFR SO B0 oy

h—0+ h h—-0+ h-0+

h) — —h—
fim LOFN SO _ O fim —1= -1
B0~ h hoo- B h—0-

€, portanto, o limite necessério para definir f'(0) ndo existe. (A ponta que ocorre no grafico € um sinal. Onde nio
existir uma tnica reta tangente, ndo pode haver derivada.)
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13.2 OUTRAS REGRAS PARA DERIVADAS

i O Teorema 13.1 nos permitird justificar a Regra 3, a derivada do produto, do Capitulo 12 e ainda estabelecer duas
' regras a mais.

& _ D_(f(x)>: 99 - D, f(x) — f(x) - D, g(x)
"\g(x) [g(x)]*
Para uma demonstragéo, ver Problema 13.2.
Exemplos
x+1) (=2 Dfx+1)—(x+ 1)+ Dfx*~2)
(a) Dx<x2 _ 2) - (xz _ 2)2
=) - (x+D)Rx)  x2—2—2x2—2x
B (x* - 2)? T =22
=xXP=2x=2  xP42x+42
-2  (E-2
1\ x2-D(1)—1-D %) x*0)— 1(2x) 22

A regra do quociente nos permite estender a Regra 4 do Capitulo 12:

REGRA 7. D,(x¥) = kx*~! para qualquer inteiro k (positivo, zero ou negativo).

Para uma demonstrago, ver Problema 13.3.

Exemplos

1 1
22

@ D(—f;) =D = (=1 = (-1)

®) D(xl—z) “Dx )= -2 2

X

Problemas Resolvidos

13.1 Prove a Regra 3 a derivada do produto: Se fe g sdo diferencidveis em x, entdo

D(f(x) - g(x)) = f(x) - D g(x) + g(x) - D,f(x)

Por simples algebrismo,
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SO+ Bgle + b) = f(x)g(x) = f(x + Bglx + B) — g0x)] + g)Lf (x + h) — f(x)]
Logo,

D, ) = tm L8 4 ) 040
h=0
 jigg 2+ WLl + ) — 9] + gILf (x + B) — f(x)]
B0 h
— jigy L&+ Plolx + B) — g(x)] + fim LS+ 1) — ()]
h-0 h h=0 h
gx+h)—gx) . fx+h)—f(x)

= lim f(x + h) - lim + lim g(x) * lim
k-0 k=0 h h-=0 k-0 h

=f09 - D.g(x) + 9(x) - D, f(x)

No iltimo passo, lim f(x + h) = f(x) segue do fato de que fé continua em x, de acordo com o Teorema 13.1.
=0

13.2 Prove aRegra 6, a derivada do quociente: Se fe g sdo diferencidveis em x e se g(x) # 0, entdo

" {f(x)) () - D, f(x) = f(x) - D, g(x)
“\ g(x) [9(x)]?

Se g(x) # 0, entdo 1/g(x) € definida. Além disso, como g é continua em x (pelo Teorema 13.1), g(x + h) # 0 pa-
ra todos os valores suficientemente pequenos de h. Logo 1/g(x + h) € definida para os mesmos valores de /. Podemos en-
tao calcular

1 1
m X R 66 _ gt — glx + h)
h—0 h w0 hg(x)glx + h)

. -1 h) —
= 11.1’13 [g = /i(;g][g(x * }2 g(x)] [algebrismo]

[algebrismo: multiplique numerador e denominador por g(x)g(x + h)]

—lglx) .. g(x +h) = g(x) . .
= lim -1 - [pela Propriedade 1V de limites)
o 9N hr PP
lim [—1/g(x)]
'%f—nm D g(x) [pela Propriedade V1 de limites e pela diferenciabilidade de g]
h=0
—1/g(x) : - -
= ) * D g(x) [pela Propriedade 11 de limites e pela continuidade de g]
L Dol |
T — x X
[oGoP® 7
Provamos, portanto, que -
1 ~1
D (—) =——D g(x (1)
o) ™ oo <

0 que podemos substituir na regra da derivada do produto (demonstrada no Problema 13. 1) para obter

f(x)) ( )
<() Jx)- 70 flx )[g )]2 D.g(x) + )D = f()

_ =)D, 9(x) N 9(x)D, f(x)

[9()J? [9(x)1*
_ 909D, f(x) — f(x)D, g(x)
[9(x)1*

a qual corresponde a regra do quociente, conforme pedido.
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13.3 Prove aRegra 7: D(x*) = kx*~! para qualquer inteiro k.

Quando £ € positivo, essa € simplesmente a Regra 4 (Capitulo 12). Quando k = 0,
DM =D (") =D (1)=0=0-x""=kx*"!

Agora considere k negativo; k = -n, onde 7 € positivo.

ALGEBRA Por definigio,

1
F=xT"==
X
De acordo com (/) do Problema 13.2
7 L
D (") = Dx('x—,,) =W D(x")
Mas (x")* = x?" ¢, pela Regra 4, D,(x") = nx""'. Portanto,
-1
D,(x" == nx" Tl = —pxTDTI o el ek
ALGEBRA Usamos aqui a lei dos expoentes, -
x¢ g -
2o xah
x
. _ x2+x—2
134 Calcule a derivada da fungo ftal que f(x) = ~id e -
Use a regra do quociente e, em seguida, a Regra 5 (Capitulo 12),
D (xz +x— 2) (P + 4D +x —2) — (x* + x — 2)D,(x> + 4)
N x*+4 ) (x* + 4
P A2x + 1) — (2 + x — 2)(3x?)
B (> + 4
_(2x* 4+ %+ 8x + 4) — (3x* + 3x° — 6x?)
a (3 + 4)
_=x* =2+ 6x? +8x + 4
(x* + 4)?

13.5 Determine a equagfio reduzida da reta tangente ao gréfico de y = 1/x> quando x = 4.

O coeficiente angular da reta tangente € a derivada

dy 1 3
—=Dl—]= = 3= -
I x<x3> D (x77) 3x =

Quando x = §,

dy
dx

= —3(16) = —48

33
x=1/2 (%)4 _1%

Logo, a reta tangente tem equagio reduzida y = — 48x + b. Quando x = 3, acoordenada y do ponto sobre o grafico é

3)

Il
)

1
3

[N
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Substituindo y por 8 e xpor § emy = — 48x + b, temos

8=—48)+b ou 8=-24+b ou b=32

Portanto, a equagio é y = — 48x + 32,

Problemas Complementares

13.6 Calcule as derivadas das fungbes definidas pelas seguintes férmulas:

x*—3 x> —x+2
(@ ("0 +2x%° - 3)7x® +20x+ 5  (b) — (0 57
3 k s s 2 4 T+ x® =2 +x -3
@ 3 (&) 8x’—x +5_x+x3 N s
13.7 Determine a equagio reduzida da reta tangente ao gréfico da funcio no ponto indicado:
1 x+2
(a) f(x)=);5,emx=2 ) f(x)=x3__1,emx=—1
. x+2 , SRSV o
13.8 Seja f(x) = > paratodo x # 2. Calculef'(-2) e et ettt ettt s enen s
13.9 Determine os pontos nos quais a fungdo f{x) = |x — 3| € diferencidvel.
13.10 A parébola na Fig. 13-2 € o grifico da funcio f(x) = x* — 4x.
(a) Fagao grificodey = |f(x)]. (b) Em qual(is) ponto(s) que a derivada de |f{x)| ndo existe?
24
- s
=
- 3
- 2
- 1
) 1 1 1 ]
-1 1t 2 3 fas x
-1
_2 r-
_3 =
-4
Fig. 13-2

13.11 Use uma calculadora grafica para determinar as descontinuidades das derivadas das seguintes funcdes:

@ f(x)=x? b) fx)y=4x-2|+3 © f)=2/x—-1

1 1
13.12 Calcule lim = | —— — 1 }.
© o B [(1 + h)? ]
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Capitulo 14

Problemas de
- Maximos e Minimos

14.1 EXTREMOS RELATIVOS

Uma func@o € dita ter um mdximo relativo em x = ¢ se

J) <10

para todo x préximo de c. Mais precisamente, f atinge um mdximo relativo em c se existe & > 0 tal que x—¢| < &
implicaem f(x) < f{(c).

Exemplo Para a fungdo f cujo grifico é mostrado na Fig. 14-1, maximos relativos ocorremem x = ¢; e X = ¢, .

Isso € 6bvio, uma vez que 6 ponto A &€ mais alto que outros pontos em sua vizinhanga no grafico, € o ponto B é mais
alto que outros pontos préximos no grafico.

O termo “relativo” € usado para qualificar “mdximo™ uma vez que o valor de uma fungdo em um maximo relati-
Vo nao € necessariamente o maior valor da fungdo. Desse modo, na Fig. 14-1, o valor : f(c,) em ¢, é menor que

muitos outros valores de f{x); em particular, f(c,) < f(c,). Nesse exemplo o valor f(c,) € o maior da fungio.

Uma fungfo f € dita ter um minimo relativo em x = ¢ se

) 21(9)

para x proximo a c. Na Fig. 14-1, fatinge um minimo relativo em x = d, j4 que o ponto D é o mais baixo entre pon-
tos que estdo proximos no grafico. O valor em um minimo relativo ndo precisa ser o menor valor da fungo; por
exemplo, na Fig. 14-1, o valor fle) € menor que fd).

Por extremo relativo entende-se um méximo relativo ou um minimo relativo. Pontos nos quais existe um extre-
mo relativo possuem a seguinte propriedade especial.




112

INTRODUGAO AO CALCULO

Fig. 14-1

Teorema 14-1:

o

O teorema € intuitivamente ébvio. Se f”(c) existe, entdo h4 uma reta tangente bem definida no ponto do gréfi-

Se ftem um extremo relativo em x = ¢ e se f'(c) existe, entdio f’(c) = 0.

code fonde x = c. Mas em um médximo relativo ou minimo relativo, a reta tangente € horizontal (ver Fig. 14-2)e,

portanto, seu coeficiente angular f”(c) € zero. Para uma demonstragdo rigorosa, ver Problema 14.28.
A reciproca do Teorema 14.1 ndo € vélida. Se f*(c) = 0, entfio f nfio tem necessariamente um extremo relativo
emx=c. A

y B y

Fig. 14-2 Fig. 14-3

Exemplo Considere a fungdo f*(x) = x’. Como fx) =34, f(x) = 0 se, e somente se, x = 0. Mas, de acordo com
o gréfico de fna Fig. 14-3, estd claro que f ndo tem méximo e nem minimo relativo em x = 0.

No Capitulo 23 serd dado um método que freqiientemente nos permitird determinar se um extremo relativo
realmente existe quando f'(c) = 0.

14.2 EXTREMOS ABSOLUTOS

Aplicagdes préticas geralmente exigem que se encontre o méximo absoluto ou 0 minimo absoluto de uma fun-
¢do em um dado conjunto. Seja fuma funcio definida em um conjunto & (e possivelmente em outros pontos
também) e considere que ¢ ¢ elemento de ¢ Entdo f ¢ dita atingir um mdximo absoluto em & no ponto ¢ se

J(%) < f(c)para todo x em &. Analogamente, f¢ dita atingir um minimo absoluto em & no pontod se f(x) > f(d)
paratodoxem &

i i, st b s | o e s i S
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5%

Se o conjunto & é um intervalo fechado [a,b] e se a fungdo f € continua sobre [a,b] (ver Segdo 10.3), entdio te-
mos um teorema de existéncia muito importante (que néo pode ser demonstrado de maneira elementar).

Teorema 14.2  (Teorema do Valor Extremo): ~Qualquer fungdo continua f sobre um intervalo fechado [a,b]
admite um méximo absoluto e um minimo absoluto em [a,b].

Exemplos

(a) Sejafix) =x+ 1 para todo x no intervalo fechado [0,2]. O grafico de fé mostrado na Fig. 14-4(a). Logo, f atin-
ge um maximo absoluto em [0,2] no ponto x = 2; esse valor de maximo absoluto € 3. Além disso, fatinge um
minimo absoluto em x = 0; esse minimo absoluto é 1.

(b)  Sejafix) = 1/x para todo x no intervalo aberto (0,1). O grafico de £ € exibido na Fig. 14-4(b). f ndo tem méximo
absoluto e nem minimo absoluto em (0,1). Se estendermos fpara o intervalo semi-aberto (0,1], entdo hd um mi-
nimo absoluto em x = 1, mas ainda assim nenhum maximo absoluto.

x+1 se —1<x<0
(¢) Seja f(x)=40 sex=0
x—1 se0<x<1

Ver Fig. 14-4(e) para o grifico de f. f ndo admite méximo absoluto e nem minimo absoluto no intervalo fecha-

~do [-L1]. O Tgorema 14.2 ndo se aplica, pois f € descontinua em 0.

Pontos Criticos

Para localizar os extremos absolutos garantidos pelo Teorema 14.2, € itil o seguinte conceito.

» y y
sk
1k
3 6 b~
s k-
s s
.
14 2+ )1
.
1 1 - L1 A1 | p >
0 1 2 x 0 ; l‘ % z 1 x 1 x
. -1
(@) ' (b) (c)
Fig. 14-4
Defini¢do:  Um ponto critico de uma fungdo fé um ndmero ¢ no dominio de fralque f'(c) = 0 ou f’(c) ndo €
definida.
Exemplos

(@) Sejaf(x)= 3 —2x+4. Entdo f’(x) = 6x - 2. Como 6x - 2 € definida para todo x, os tnicos pontos criticos
sdo dados por

6x—2=0
6x =2
x:%:%

Portanto, o tinico ponto critico € 1.
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(b) Sejaf(x) = x'—x’-=5x+3. Logo, f'(x) = 3x° - 2x - 5 e como 3x” - 2x — 5 é definida para todo x, 0s tinicos pon-
tos criticos sdo solugdes de
3¢} —2x—5=0
Bx=5x+1)=0
3x—5=0 ou x+1=0
3x=95 ou x=-1
XxX=3% ou x=—1

Logo, hé dois pontos criticos, — 1 € 3.

x se0<x

(¢) Sejaflx) = . Logo, f(x) = {

Ja sabemos, do exemplo na Secdo 13.1, que f'(0) néo é definida. Logo, 0 € um ponto critico. Como
D,(x) =1e D,(—x) = —1, ndo hd outros pontos criticos.

—x sex<0

Método para Determinar Extremos Absolutos

Seja f uma fungdo continua em um intervalo fechado [a,b]. Considere que hd somente um ndmero finito de pontos
criticos ¢y, ¢y, ..., ¢, de fno interior de [a,b]; ou seja, em (a,b). (Essa hip6tese vale para a maioria das fungdes
encontradas no célculo.) Faca uma tabela de valores de f nesses pontos criticos.e nos extremos a € b, como na Ta-

bela 14-1. Assim, o maior valor da tabela é 0 méximo absoluto de fem [a,b] € 0 menor valor da tabela é 0 minimo
absoluto de fem [a,b]. (Esse resultado é demonstrado no Problema 14.1.)

Tabela 14-1
x f)
¢y fley)
¢y fle))
@ £
a fl@
b fb)

Exemplo Determine os valores méximo e minimo absolutos de
f)=x3=5x* +3x+1

em [0,1] e encontre os argumentos nos quais esses valores sdo obtidos.
A funggo € continua em todos os pontos; em particular, em [0,1]. Como f'(x) = 3x? — 10x + 3 € definida pa-
ra todo x, os tinicos pontos criticos sio solugdes de
3x2—10x +3=0
Bx—1x—-3)=0
3x-1=0 ou x—3=0
3x=1 ou x=3
x=1% ou x=3

Logo, o tnico ponto critico no intervalo aberto (0,1) é 3. Agora construa a Tabela 14-2:

1 1\3 1\? 1 1 5
f<§)=<§> —5(3) +3<§)+1=§7~§+1+1

1 15 14 40

fO)=0"-50+30)+1=1
fO=1 =51 +31)+1=1-5+3+1=0
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O mdximo absoluto ¢ o maior valor da segunda coluna, 29, €€ obtido no ponto x = 4. O minimo absoluto é o me-
nor valor, 0, e é conseguidoem x = 1,

Tabela 14-2
x f)
1/3 40/27
0 1
1 0

Problemas Resolvidos

14.1 Justifique o método via tabela para localizar o maximo e o minimo absolutos de uma fungo em um intervalo fe-
chado.

Pelo teorema do valor extremo (Teorema 14.2), uma fungio f continua em [a,b] deve ter um maximo absoluto e um
minimo absoluto em [a,5]. Seja p um ponto no qual o valor absoluto ocorre.

Caso 1: _péum dos pontos de fronteira, a ou b. Entdo Sp) serd um dos.valores de nossa tabela. De fato, serd o maior va-

P ..

lor da tabela, uma vez que f(p) € 0o méximo absoluto de fem [a,b].
Caso 2: p ndo é um ponto de fronteira e f’(p) ndo € definida. Entdo p é um ponto critico e serd um dos niimeros
€1 €25 --.,.¢, €m nossa lista. Logo, fp) aparece como um valor da tabela e serd o maior de todos os valores tabelados.

Caso 3:  p ndo € um ponto de fronteira e J7(p) € definida. Como p é o maximo absoluto de fem[ab], f(p) > f(x) para

todo x préximo de p. Desse modo, ftem um méximo relativo em p e oTeorema 14.1 garante que f*(p) = 0. Mas entio pé
um ponto critico e a conclusio segue como no Caso 2.

e e

Um argumento muito parecido mostra que o método conduz a0 minimo absoluto.

14.2 Determine 0 méximo e o minimo absolutos de cada fungdo no intervalo dado:

x> +3

93 5.2 _ _ -
@ flx)=2x>—5x%+4x -1 em[-1,2] ®) f(x) ——

em [0,3]

(@) Como f'(x)= 6x*— 10x + 4, os pontos criticos sdo solugdes de

6x2—10x +4 =0
3x2-5x+2=0
Bx—2x—1)=0
3x-2=0 ou x—1=0
3x=2 ou x=1
x=% ou x=1

Assim, 0s pontos criticos s30 2 e 1, ambos em (~1,2). Agora faga a Tabela 14-3:

f<g)_2<g>3_5<g)2+4<g) (-6 20,8 16 60 7 2 1
3/ °\3 3 3 21 93 T Ty T Ty

SO =200 =501 +41)~1=2-5+4—1=0
JE)=2=1P = 5(—12 + 4~1) = 1= —2—-5-4_ 1= —12
SO =22 -527+42)—1=16—-20+8~1=3

Dessa maneira, o maximo absoluto & 3, conseguido em x = 2, e 0 minimo absoluto é —12, obtido em x = —1.
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Tabela 14-3
x f)
2/3 1/27
1 0
-1 — 12 minimo
2 3 méaximo

)= (x + DD (x* + 3) — (x2 + 3)D,(x + 1) _ (x + 1)2x%) — (x% + 3)1)

(x+1)? (x+1)?
_2x2+2x~x2—3_x2+2x—-3
- (x+ 1) T (x+ 1)?
f'(x) ndo é definida quando (x + 1)* = 0; ou seja, quando x = 1. No entanto, como —1 ndo estd em (0,3), os iini-

Cos pontos criticos que precisam ser considerados sdo os zeros de x?2 + 2x — 3 em (0,3):

x*+2x—3=0
x+3)x—-1)=0
e Yoo B Qe g o b ()
x=-3 ou x=1

Logo, 1 € o tnico ponto critico em (0,3).
Agora faga a Tabela 14-4:

=37 =7 =372
_O+3 3
0= 0r1 17
3+3 943 12
fp=Brt3_9+3 12,

Assim, o mdximo absoluto, obtido em 0 e 3, € 3; e 0 minimo absoluto, conseguidoem [, € 2.

Tabela 14-4

x f)

1 2 minimo
3 médximo

3 3 méximo

14.3 Entre todos os pares de nimeros reais positivos u e v cuja soma é 10, qual corresponde a0 maior produto uv?
Seja P =uy.Comou+v=10,v=10-ue assim,

P =u(10 — u) = 10u — u?

Aqui, 0 < u < 10. Mas como PseriaOem u=0e yu = 10, e claramente 0 ndo € o maximo absoluto de P, podemos esten-
der o dominio de P para o intervalo fechado [0,10]. Assim, devemos encontrar 0 maximo absoluto de P = 10u — 42 no

intervalo fechado [0,10]. A derivada dP/du = 10 - 2u se anula somente em « = 5 € esse ponto critico deve levar ao maxi-

mo. Logo, o0 maximo absoluto é P(5)=5(10-5)=5(5)=25,0 que se consegue a partirde u = 5. Quandou = 5, v = 10
~u=10-5=35,

3 2 (2 2 (g — )2
ALGEBRA O célculo ndo era realmente necessario nesse problema, pois P = o) 2 ) = 10 iu ) ,que

€ maior quando 1~ v = 0, ou seja, quando u = v. Entdo, 0=y + p = 2y e, assim, u = 5.
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144 Uma caixa aberta deve ser feita a partir de um pedago retangular de cartolina que mede 8 pés por 3 pés, cortando-
se quatro quadrados iguais dos cantos e dobrando-se as abas (ver Fig. 14-5). Qual comprimento do lado de um qua-
drado que permitird fazer a caixa com o maior volume?

x x
x x X x !
______________ -
o j
| | 3
x ! 'y
X x X x &
x x
- 8 >
Fig. 14-5

Seja x o lado do quadrado que € removido de cada canto. O volume V = lwh, onde /, w e h siio comprimento, largu-
ra e altura da caixa. Mas / = 8 —2x,w =3~ 2xe h = x, ou seja

V(x) = (8 = 2x)(3 — 2x)x = (4x% — 22x + 24)x = 4x> — 22x% + 24x

A largura w deve ser positiva. Logo,

3-2x>0 ou 3>2x ou 3>x

Além disso, x > 0. Mas também podemos admitir os valores x = 0 e x = 3, que tornam o volume V=0e que, por es-

se motivo, ndo podem resultar no volume méaximo. Portanto, temos que maximizar V(x) no intervalo [0, 3]. Como

av
— = 12x* — 44x + 24
dx

0s pontos criticos sdo as solucdes de

12x2 —44x + 24 =0
32— 11x+6=0

Bx—2x—3)=0
3x—2=0 ou x-3=0
3x=2 ou x=3
x=% ou x=3

O tinico ponto criticoem (0, 3) ¢ $. Logo, o volume é maior quando x = 2.

14.5 Um fabricante vende cada um de seus televisores por $85. O custo C (em reais) da fabricagio e venda de x televi-
sores por semana é
C = 1500 + 10x + 0,005x?
Se no méximo 10 000 televisores podem ser produzidos por semana, quantos deveriam ser fabricados e vendidos
para maximizar o lucro semanal?

Para x televisores por semana, o total da renda é 85x. O lucro € a renda menos o custo,

P = 85x — (1500 + 10x + 0,005x2) = 75x — 1500 — 0,005x>
Desejamos maximizar P no intervalo [0,10 000] uma vez que a producdo €, no maximo, 10 000.

dp
—=75-0,01x
dx
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e o ponto critico € a solugdo de

75— 0,01x = 0
0,01x =75
75
= 7500
* =001

Agora construimos a Tabela 14-5;

P(7500) = 75(7500) — 1500 — 0,0005(7500)*
= 562500 — 1500 — 0,0005(56 250 000)
= 561000 — 281250 = 279750
P(0) = 75(0) — 1500 — 0,0005(0)> = — 1500

P(10000) = 75(10000) — 1500 — 0,0005(10 000)>
= 750000 — 1500 — 0,0005(100 000 000)
= 748 500 — 500000 = 248 500

Portanto, o lucro méximo € alcangado quando 7 500 televisores sdo produzidos e vendidos por semana.

Tabela 14-5
................ ‘ B T
7500 279750
0 —1500
10000 248 500

14.6 Um pomar tem um rendimento médio de 25 metros ciibicos por drvore quando existem no méaximo 40 drvores
por acre. Quando hd mais de 40 drvores por acre, o rendimento médio diminui § metro cibico por drvore pa-
ra cada drvore que excede aquelas 40. Determine o nimero de drvores por acre que dardo o maior rendimento
por acre.

Seja x o ndmero de drvores por acre e flx) o rendimento total em metros ctbicos por acre. Quando

0 < x <40, f(x) = 25x. Se x> 40, o nimero de metros ctibicos produzido por cada arvore € 25 — 4(x — 40). [Aqui x

—40 € o némero de drvores que excede 40, e §(x — 40) € a correspondente queda de metros ctibicos por drvore.] Logo,
para x > 40, f{x) & dada por

<25—%(x—-40))x=(25—%x+20>x=(45—-%x)x=—§(90—x)

25x se 0 <x <40

Assi _
ssim J) ;(90~—x) se x > 40

f(x) € continua em todos os pontos, uma vez que 25x = g (90 — x) quando x = 40. Obviamente, f(x) < 0 quando x > 90.
Logo, podemos restringir a atengdo para o intervalo [0,90].

Para 0 < x < 40, fix) = 25x e f’(x) = 25. Portanto, niio existem pontos criticos no intervalo aberto (0,40). Para 40 <
x <90,

2
f(x)=)‘zc(90—x)=45x—x? e f’(x):45—.x

Portanto, x = 45 € um ponto critico. Além disso, 40 € também um ponto critico pois f(40) ndo existe. Ndo temos que ve-

rificar esse fato; uma vez que néo hd mal algum em acrescentar 40 [ou qualquer outro nimero em (0,90)] na lista em que
calculamos f(x).




CapiTuLo 14 * PROBLEMAS DE MAXIMOS E MiNIMOS 119

Agora construimos a Tabela 14-6:

45 2025

45
f3) == (90~ 45) = = (43) = = = 10125

£(40) = 25(40) = 1000
£(0)=250) =0

90 90
f(00) = =- (90— 90) = = (0) = 0

O rendimento maximo por acre € conseguido quando existem 45 drvores por acre.

{ Tabela 14-6
¢ x fx)
45 1012,5
40 1000
0 0
%0 0

Problemas Complementares

14.7 Determine o médximo e o minimo absolutos das seguintes fungdes nos intervalos indicados:

(@ fix)=-4x+ 5S5em[-2,3] b fio= 2x% — 7x — 10 em [-1,3]
(€©) fy=x>+2x*+x—1em[-1,1] @ fix)=4x>—8x*+1em[-1,1]
(@& fy=x*—2x>—x>—4dx+3 em[04] N fx)= i): i 2 em [-5,-3]

€. x2 3

8 ﬂx)=]g+; em [1,4] ) fix)= T2 om [-1,1]

1
x*—=x para0<x<l1

(0 fn= em [0,2]

x2+x—§ paral <x <2

14.8 Um fazendeiro deseja cercar um campo retangular. Se cercar na dire¢do norte-sul custa $3 por metro, e cercar leste-oeste
custa $2 por metro, quais sdo as dimensdes do campo de drea maxima que pode ser cercado com $600?

14.9 Um fazendeiro deve cercar um terreno retangular ao longo de um rio que corre em linha reta. Se o fazendeiro tem 120
metros de cerca, € o lado do terreno ao longo do rio ndo tem que ser cercado, quais sdo as dimensdes do terreno cercado
com maior drea?

14.10 A distancia de dnibus entre Nova York e Boston € 225 milhas. O motorista de 6nibus recebe $12,50 por hora; outros cus-

tos da viagem a uma velocidade constante de x milhas por hora somam 90 + 0,5x centavos por milha. As velocidades mi-
- nima e mdxima permitidas na rota do onibus sdo 40 e 55 milhas por hora. Em qual velocidade constante o onibus deveria
o ser conduzido para minimizar o custo total?

14.11 Uma companhia aérea estd planejando um vdo para o qual estd se considerando um prego entre $150 e $300 por pessoa.
A empresa aérea estima que o niimero de passageiros que far o voo serd de 20 - 0,5x, dependendo do prego em x reais
que serd cobrado. Qual prego maximizard a renda da companhia?

14.12  Suponha que uma empresa possa vender x rédios por semana se cobrar 100 — 0, 1x reais por radio. Seu custo de produgio
€ de 30x+ 5000 reais quando x radios sdo produzidos por semana. Quantos ridios deveriam ser produzidos para maximi-
zar o lucro e qual serd o preco de venda de cada radio?




120 INTRODUGAO AO CALCULO

14.13  Uma caixa com base quadrada e lados verticais deve ser construida com 150 cm quadrados de cartolina. Quais dimensdes
fornecerdo o maior volume se: (a) a caixa tiver tampa; (b) a caixa for aberta em cima?

14.14  Um fazendeiro deseja cercar um campo retangular e também dividi-lo a0 meio com outra cerca (AB na Fig. 14-6). A cer-
ca externa custa $2 por metro e a cerca do meio custa $3 por metro. Se o fazendeiro tem $840 para gastar, quais dimen-
s0es maximizardo a drea total?

14.15 Em um frete aéreo o prego por passageiro € de $250 para qualquer nimero de passageiros até 100. O vdo serd cance-
lado se houver menos de 50 passageiros. No entanto, para cada passageiro que exceder 100, o preco por passagem se-
rd diminuido em $1. O nlimero maximo de passageiros que pode voar € 225. Qual o nimero de passageiros resultard
em renda maxima?

A
¢
o 8] 8]
w

o] o] o]
U‘i(),—’—-—0=0==ﬂﬁ=0

B e~

Fig.14-6 Fig.14-7 ... e

14.16 Entre todos os pares x, y de niimeros nio negativos cuja soma € 100, obtenha os seguintes pares: (@) aqueles cuja a soma
dos quadrados x? + y* é um minimo; (b) aqueles cuja soma dos quadrados x* + y* é um maximo; (c) aqueles cuja so- |

ma dos cubos x> + y* & um minimo.

14.17 Um complexo esportivo serd construido na forma de um campo retangular com duas dreas semicirculares iguais em cada
extremo (ver Fig. 14-7). Se a borda do complexo inteiro deve ser uma pista de corrida de 1256 metros de comprimento,
quais deveriam ser as dimensdes do complexo de modo que a drea do campo retangular seja maxima?

14.18  Um cabo de comprimento L € cortado em dois pedagos. Com o primeiro pedago € feito o contorno de um circulo e com o b
segundo um quadrado. Onde dever4 ser cortado o cabo de modo que a drea total do circulo mais a do quadrado seja: (a)
um méximo; (b) um minimo?

GEOMETRIA A drea de um circulo com raio r é 72, e comprimento é 27r.

14.19  Um fio de comprimento L € cortado em dois pedagos. Com o primeiro pedaco € feito um quadrado e com o segundo um
tridngulo equildtero. Onde o fio devers ser cortado de modo que a drea total do quadrado e do tridngulo seja a maior pos-
sivel? :

2
s
GEOMETRIA A érea de um tidngulo equildtero de lado s ¢ \/5 T

14.20 Uma companhia tem um lucro de $40 em cada aparelho de TV que faz quando produz no maximo 1000 aparelhos. Se

o lucro por item diminui 5 centavos para cada aparelho de TV acima de 1000, qual nivel de produgio maximiza o lu-
cro total?

14.21 Determine o raio e a altura do cilindro circular reto de maior volume que pode ser inscrito em um cone circular reto que
tem um raio de 3 m e altura de 5 m (ver Fig. 14-8).

GEOMETRIA O volume de um cilindro circular reto de raio r e altura h é mr2h, Pela proporcionalidade dos lados de tridngu-

los semelhantes (na Fig. 14-8), S——j = —5-
r
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14.22

14.23
T solver o problemi equivalente de maximizagdo do quadrado da drea.]

14.24

14.25

14.26

14.27

14.28

14.29

14.30

A
/
| | Lo |
P R p—x | p—x
| h 2 [ 2
]
\ x
3
Fig. 14-8 Fig. 14-9 Fig. 14-10

Determine a altura / ¢ o raio r do cilindro circular reto de maior volume que pode ser inscrito em uma esfera de raio a.
[Sugestdo:  Ver Fig. 14-9. O teorema de Pitdgoras relaciona h/2 e r, ¢ delimita os possiveis valores para cada.]

Entre todos os tridngulos isosceles com um perimetro fixado P qual tem a maior drea? [Sugestdo:  Ver Fig. 14-10 e re-

2 2
Obtenha o(s) ponto(s) da elipse ;—5 + :Vg_ = 1 que € (sd0): (a) o(s) mais préximo(s) do ponto (1,0); (b) o(s) mais distan-
te(s) do ponto (1,0). [Sugestdo: E mais ficil encontrar os extremos do quadrado da distancia de (1,0) a (x,y). Observe
que —5 < x < 5 para pontos (x,y) da elipse.]

Uma piscina retangular deve ser construida de tal modo qQue as margens norte e sul tenham comprimento miltiplo inteiro

de 6 m e as margens leste e oeste, comprimento miltiplo inteiro de 10 m. Se a 4rea total disponivel € de 6000 m” quadra-
dos, quais so as dimensdes da maior drea possivel da piscina?

Um fazendeiro deve cercar dois terrenos. Um deve ser um retdngulo cujo comprimento é o dobro da largura, e 0 outro de-
ve ser um quadrado. O retangulo deve ter pelo menos 882 metros quadrados e 0 quadrado deve medir pelo menos 400 me-
tros quadrados. Existem 680 metros de cerca disponivel. :

(@) Sexéalargura do campo retangular, quais s30 0s possiveis valores maximo e minimo de x?
(b) Qual é a maior 4rea total possivel?

Custa para uma companhia 0,1x? + 4x + 3 reais para produzir x toneladas de ouro. Se mais de 10 toneladas siio produzi-

das, a necessidade de maior mio de obra aumenta o custo em 2(x - 10) reais. Se o prego por tonelada € $9, independente-
mente do nivel de produgio, e se a capacidade maxima de produgdo € de 20 toneladas, qual produgdo maximiza o lucro?

c+h)—f(c
Demonstre o Teorema 14.1. [Sugestdo: Considere o caso de um minimo relativo em x = ¢. Entdo _f_(_____}_l)__fQ >0

. .. c+h)—f(c . .. .
para h suficientemente pequeno e positivo, e LT)—f(——) < 0 para h negativo e suficientemente pequeno em magni-

tude. Como f*(c) existe f*(c) = lim -]:(—CM >0¢ f(c)= lim &%);@ <0]

h~0+ h h0-

Um retangulo € inscrito em um tridngulo issceles com base de 9 polegadas e altura de 6 polegadas. Determine as dimen-
sdes do retangulo de drea maxima se um lado do retangulo estd sobre a base do tridngulo.

Um jardim retangular deve corresponder a uma drea de 200 metros quadrados. Uma cerca se faz necesséria apenas em trés
lados, uma vez que um lado far4 divisa com um muro de uma construgdo. O comprimento e a largura do jardim devem
medir pelo menos-5 metros cada.

(@) Quais dimensdes minimizario a quantia total de cerca necessdria? Qual serd o minimo de cerca?
(b)  Quais dimensdes maximizario a quantia total de cerca, e qual serd 0 méximo de cerca?
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14.31

14.32

14.33

14.34

14.35

14.36

. 2x -3
Seja f(x) = Pt

(@) Determine os valores maximos e minimos de fem [1,10].
(b) O teorema do valor-extremo se aplica a fem [-10,10]? Por qué?

Determine o(s) ponto(s) da curva y = \/ 6x* + 8x* + 11x% + 9 que é (sd0) mais préximo(s) da origem.

Calcule a menor distincia entre pontos da curva y = . /x% + 3x + 2 eaorigem.
p y g

Determine as dimensdes do retangulo de drea maxima que pode ser inscrito em um tridngulo retdngulo cujos lados sio 3,
4 ¢ 5 se um lado do retdngulo estd sobre o lado do tridngulo de comprimento 3 € o outro lado est4 sobre 0 lado do tridn-
gulo de comprimento 4,

Encontre os extremos relativos de f(x) = x* + 2x2 — 5x — 2 de duas formas:

(a) Trace o grifico de f para obter o méximo relativo e o minimo relativo diretamente.
(b) Trace o gréfico de f” para encontrar os pontos criticos de f.

Determine os extremos relativos de f(x) = x> — 3x% + 4x — 1 em (=5,3)..



Capitulo 15

A Regra da Cadeia

15.1 FUNGCOES COMPOSTAS

Existem ainda muitas fungGes cujas derivadas nio sabemos calcular: por exemplo,

0 VF—x+2 () Sx+4 () (< +3x— 1)

No caso (iii) poderfamos, certamente, multiplicar x2 4 3x — 1 por ela propria 22 vezes e entdo derivar o polind-
mio resultante. Mas sem um computador, isso seria extremamente 4rduo.

As trés fungdes acima tém a caracteristica comum de serem combinagdes de fun¢bes mais simples:
(i) /x>—x+2 ¢ o resultado de comecar com a fungdo f(x) =x*— x + 2 e entdo aplicar a fungfio
g(x) = \/x ao resultado. Assim,

x*—x +2 = g(f(x))

€ (i) Jx +4 €oresultado de comegar com a fungéio F(x) = x + 4 e entio aplicar a fungio G(x) = \3/—32 Por-
¢ tanto,

Jx + 4= G(F(x))

(ii)) (x* +3x —1)*> € o resultado de comegar com a funcio H(x) = x* + 3x — 1 e entdo aplicar a funciio

K(x) = x23. Logo,

(x* + 3x — 1) = K(H(x))
Fungdes que sdo escritas juntas dessa forma a partir de fungdes mais simples sdo ditas fungdes compostas.

Deﬁqigﬁo: Sefe g sao fungdes quaisquer, entdo a composicdo g o f defe g éafungio tal que

(g °)x) = g(f(x))
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O “processo” de composigdo € diagramado na Fig. 15-1.

X P ) . 8/ (%))
Fig. 15-1

Exemplos
(@) Sejamflx)=x-1e g(x) = x2. Entio,

(g °N)0) = g(f(x) = glx — 1) = (x — 1)?

Por outro lado, v
(f° )% = flgle) = f(x?) = x* — 1
Pog'tanto, fog e gef nio sio necessariamente a mesma funcdo (e geralmente elas ndo sio a mesma).
(b) Sejam f(x)=x*+ 2x e g(x) = \/x. Entio,
(@ 2109 = g6 = g% + 29 = FTH
(/2 9)0) = f(g0)) =F (/%) = (/3P + 2/%) = x + 2/x

Novamente, g o f e fo g sio diferentes.

Uma fungdo composta g o f € definida apenas para aqueles x em que f{x) € definida e g(f(x)) é definida. Em
outras palavras, o dominio de g o f consiste daqueles x no dominio de fpara os quais f{x) esté no dominio de g.

Teorema 15-1: A composigio de fungdes continuas € uma fungdo continua. Se f€ continua em a e g € continua
em fla), entdo g o f € continua em a.

Para uma demonstragdo, ver Problema 15.25.

15.2 DERIVAGCAO DE FUNQ_C)ES COMPOSTAS

Primeiro vamos tratar de um importante caso especial. A fungdo [f(x)]" é a composigio g o f defcom a funcéo

g(x) = x". Temos:

Teorema 15-2  (Regra da Cadeia para Poténcias): Seja f diferencidvel e seja n qualquer inteiro. Entdo,

DA(SC)) = n(f(x))"~ ' D(f(x)) (15.1)

Exemplos

@ Dy(* —5)°) = 3(x* - 5)*D (x* — 5) = 3(x? — 5)%(2x) = 6x(x* — 5)?

(B) D(x* —2x* +3x — 1)7) = 7(x® — 2x% + 3x — 1°D,(x® — 2x% + 3x — 1)
" =T7(e* — 2x% + 3x — 1)%(3x? — 4x + 3)

9] D"(@}%?)—i) =D ((3x - 5% = —4(3x — 5)7°D3x - 5)

4
3)= 12

Bx —5)° T Bx -5
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Teorema 15-3 (Regra da Cadeia). Assuma que f € diferencidvel em x e que g € diferencidvel em f{x). Entdo

a composi¢do g o f € diferencidvel em x e sua derivada (g o f) € dada por

(92 f)(0) = g(fNS () (15.2)
isto €,
D (g(f(x)) = g'(f(x)D, f(x)
A prova do Teorema 15.3 € ardilosa; ver Problema 15.27. A regra da cadeia para poténcias (Teorema 15.2) se-

gue da regra da cadeia (Teorema 15.3) quando g(x) = x".

Aplicag0es da regra da cadeia geral serdo adiadas até os proximos capitulos. Antes de abandond-la, no entan-
to, devemos indicar uma notago intuitiva. Se escrevermos y = g(f(x)) e u = fx), entdo y = g(u) e (15.2) podem ser
expressas na forma

= 15.3
dx dudx (15.3)

como se derivadas fossem fragdes (o que néo € verdade) e assim a regra da cadeia seria uma identidade obtida a par—

brar da regra da cadeia, deve ser mantido em mente que y no lado esquerdo de (15.3) corresponde a uma determi-
nada fungdo de x [a saber, (g o f)(x)], enquanto o lado direito se refere a uma fungdo diferente emtermos de u [a
saber, g(u)].
Exemplo Usando (/5.3) para refazer o exemplo anterior (), temos
y=0Bx~5"*=u"*
onde u = 3x - 5. Logo,

ﬁ’z_éz@_ -5 _E____IZ___.
(—au™)3) = oS

‘Derivagado de Poténcias Racionais

Queremos ser capazes de derivar a fungdo f(x) = x", onde r € um niimero racional. O caso especial de r inteiro ja
foi contemplado na Regra 7 do Capitulo13.

ALGEBRA  Um niimero racional r é aquele que pode ser representado na forma r = n/k, onde n e k sdo inteiros, com & positivo. Por

definicéo,
a* — ( \,/5)"
exceto quando « € negativo e k € par {caso no qual a raiz k-ésima de ¢ n5§ € definida). Por exemplo,
(8 = (J8) =2 =
(3225 = (/322 = ()2 —%
(=270 = (/=27 = (- 3)* = 81

(—4)7/8 nao € definida

-hl'—‘

Observe que

(W/ay = /o

sempre que ambos os lados sdo definidos. De fato,

(YD = (Yo = ()" = (Yay = a"




126  InTRODUGAO AO CALCULO

0 que mostra que (\’/;)" ¢ araiz k-ésima de a”. Na pratica somos livres para escolher qual notagio para a™* ¢ mais conveniente. Des-

se modo, (i) 642> & mais facil de calcular como

(3/64)* = (4> = 16

JS(64)% = 3/4096

do que como

mas (ii) (\/§)2’ * ¢ mais fcil de calcular como

S =8 =2
(VB

As leis usuais para expoentes valem para expoentes racionais:

do que como

(1) ar.as=ar+s
ar .

) —=g"s

@ Z=a

B @r=a° ‘ .

4) (ab)y =a'd’

onde r ¢ s sd0 nlimeros racionais quaisquer.

Teorema 15-4:  Para qualquer nimero racional r, D (x") = rx" ",
Para uma demonstragdo, ver Problema 15.6.

Exemplos
(a) Dx(\/J_c) =D, (x!?) = % x W2 -

3 3 3
(b) D, (x*% =3 X112 — 3 \/} © D(x¥*)= z_ U4 31 2

O Teorema 15.4, em parceria com a regra da cadeia (Teorema 15.3), nos permite estender a regra da cadeia pa-
ra poténcias (Teorema 15.2) de. modo a incluir expoentes racionais.

Coroldrio 15-5:  Se f ¢ diferenciavel e r é um nimero racional,

D)) = r(fx)y ™D, f(x)

Exemplos

1
(@ DJ/x*=3x+1)=Dy(x* = 3x + )"?) = 3 (> =3x+1)""2D (x2 — 3x + 1)
1 2x -3

Qx—)=—ur 2
2 2/ =3x + 1

1
2 = 3x + DV

() DB~ 1= 3 (2% - 14D,(3 - 1

5 15
=237 (69 = —5’—‘ a1

1 _ 1 _ —yn_ 1 -
(C) Dx(m) - Dx((-]x + 2)1/3) - Dx((7x + 2) 1/3) - 3 (7)6 + 2) 4/3Dx(7x + 2)
1 1

7
— 3 ()= —
3(Tx +2)*° 3/ 7x + 2)*
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Problemas Resolvidos
53 15.1 Para cada par de fungdes fe g, encontre formulas para g o f e f o g, € determine os dominios de gofefog
g @ gx)=/x ef)=x+1 B gx)=x2efix)y=x-1
¢ @ @ /)9 = 90 () = gl + ) = \fx+ 1

Como /x + 1 € definida se, ¢ somente se, x > —1, 0 dominio de ¢ of é[—1, 00).

(fo %) =fg0) =f (/) = /x + 1
Como /x + 1 € definida se, e somente se, x > 0, o dominio de fogé[0, ).

(b (g 2 /)x) = g(f (X)) = glx — 1) = (x - 1)?
(fo 9)) =flglx) = f(x?) = x* — 1

Ambas as composicdes sdo polindmios e assim o dominio de cada uma € o conjunto de todos os niimeros reais.
152 Calcule asderivadasde: e
(@ (c*—3x% +5x— 2)3 b JIx*—-2x*+5 (¢) m
A regra da cadeia para poténcias é usada em cada caso.
@ Dy(x* = 3x* + 5x — 2)*) = 3(x* — 3x? + 5x — 2)*D,(x* — 3x% + 5x — 2)
=3(x* — 3x% + 5x — 2)*(4x® — 6x + 5)
1
(b) D(/7x* — 2x* + 5) = D(Tx* — 2x* + 5)'/%) = 3 (7x® = 2x% + 5) 12D (7x3 — 2x% + 5)
1 21x — 4
7 (21x? — 4x) = __._x(_x__)__
) 2/7x3 = 2% +5

1
20 —2x2 + 5
1
(©) Dx<——~—-—> =D ((5x% + 4)7%) = —3(5x2 + 4) 4D (5x* + 4)

(5x* + 4
-3 30x
TG T TGy

N,
P R L Y

15.3 Encontre a derivada da fungdo f(x) = /1 + /(x + 1) = [1 + (x + 1)'/2]*/2,

Pela regra da cadeia para poténcias, empregada duas vezes,

716 =3 (L G+ D)0 (0 4 (x4 1))

- % (1 + (x + 1)) UZG (x+ 1)" 12D (x + 1))

% (1 + (x + 1)12)V2(x 4 1) 1%(1)

R
i

{1+ x+ D" x + 1)} 12

1
3

1 1 1 1
U+ e+ D"+ DI 74 f0+ Jar D + D)
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154 Encontre os extremos absolutos de f(x) = x./1 — x* em [0,1].

D (x/1—x*) = xDx(\/ 1—x%)+ \/ 1 —x?D (x) [pela derivada do produto]
=xD (1 —xH'"?) + /1 — x?

= x(—;— (t=x*»""p (1 — x2)> + /1 —x2

_x 1 / 2 X 2

—'2-(1—:‘;7)7/5(—2)6)-}‘ 1—x*= 1-x2+ 1—x

::~x2+(l—xl)__1——2x2 (byg+b=atbc>
¢

J=x2 -

O Tado direito ndo € definido quando o denominador & 0; ou seja, quando x2 = 1. Logo, 1 e -1 sdo pontos criticos. O la-
do direito € 0 quando o numerador € 0; ou seja, quando

-

[pela regra da cadeia para poténcias]

2x%2=1 ou x*=1 ou x=+./1
2 Vi

Assim, f e —\/§ s0 igualmente pontos criticos. O tnico ponto critico em (0,1) é \/;

ALGEBRA \/g=\/§=§z0707

e D =Vi/1-1=1/i=14

Nos pontos de fronteira, f{0) = f(1) = 0. Portanto, 4 ¢ o0 méximo absoluto (conseguidoem x = \/§) e 0 € o miimo ab-
soluto (conseguidoemx=0ex = 1).

15.5 Um espido em um submarino S, distante 6 quildmetros de uma praia retilinea, deve atingir um ponto B na praia, que
estd 9 quildmetros adiante de um ponto A que € a projegio ortogonal de S na praia (ver Fig. 15-2). O espido deve
remar em um barco até um determinado ponto C na praia e entio percorrer o resto do caminho a pé até B. Se ele re-
ma a 4 km/h e caminha a 5 km/h, em qual ponto C ele deve parar o barco para alcancar B o mais rdpido possivel?

S

b e

>
o
-~}

Fig. 15-2
Seja x = AC; entdo BC =9 — x. Pelo teorema de Pitagoras,

SC*=(6+x* ou SC=./36+x

O tempo dispendido remando ¢, portanto,

T /36 +x?
=YX

2 [horas]

€ 0 tempo gasto andando serd T, = (9 — x)/5 [horas]. O tempo total T(x) € dado pela férmula

36+x2+9—x
4 5

Tx)=T,+T,=
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Devemos minimizar T(x) no intervalo [0,9], uma vez que x pode variar de 0 (em A) até 9 (em B),

o o (36 + xz)‘”) <9 f)
T(X)~Dx(“"~—;1—-— + Dx g— 5

11 1

15 (36 +x%)712 - D (36 + x?) -3 [pela regra da cadeia para poténcias]
1

T8

1 29— x 1
— i x 1
(36 + x%)'? 5 4/36+x 5

Os tnicos pontos criticos sio solugdes de

x 1__
4/36+x2 5
X __1
4/36+ 2 5

5x=4,/36 + x>  [produto cruzado]

25x* = 16(36 + x%)  [eleva ambos os lados a0 quadrado]
25x% = 576 + 16x2

92 = 576
x? = 64
x=+8

O dnico ponto critico em (0,9) é 8. Calculando os valores para 0 método via tabela,

./368298«/11015127
T@8) = +®) to=— o= o=
5 5475 2510
./360290./69693933
T(0) = Y20 s=itsTsticn
5 T3573%57ts
T(g)_1/36+(9 +9—9_1/36+8 ./11 \/'1/ _3
== —=

geramos a Tabela 15-1. O minimo absoluto & conseguido em x = 8; 0 espido deveria parar o barco 8 quildmetros adiante

do ponto A.

Tabela 15-1

X T (x)

8 27m"m
m fnimo

33
10

92\/1_3"

S————————

ALGEBRA  T(9) > T(8); pois, assumindo o contrério,

3 27
-J13<—
4 —10
36 .
J13< o [multiplica por £]

1296

13< 00 = 12,96 [elevando ao quadrado]

0'que € falso.




T
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15.6 Prove o Teorema 15.4: D (x") = rx"~! para qualquer nimero racional r.

Seja r = n/k, onde n € um inteiro e k um inteiro positivo. Que x"* & diferencidvel nio ¢ ficil provar; ver Problema
15.26. Assumindo isso, vamos agora deduzir a férmula para a derivada. Seja

S0 = =
Entio, como (f(x)) = x",
DA/ () = D7) = mx"™!
Mas, pelo Teorema 15.2, D ((f(x))") = k(f(x))* " *f'(x). Logo,

k(FGNE () = mxn ™

e isolando f’(x), obtemos

, nx"_l n xrk'l
1= KPP k (e
xrk—l ‘
=7 xrk—r = rxr_l B PSS

Problemas Complementares

15.7 Para cada par de fungdes f(x) e g(x), encontre férmulas para (fo g)x) e (g o f)x).
@ fO=rp a0 =3x () f)=2 42500 =% (O S09=2—x + 4 g9 =

@ [=2 00 =% @ f)=1,g)=1 () £69 = o) = x* 4

15.8 Para cada par de fungdes fe g encontre o conjunto de solugdes da equagio (f o g)(x) = (g o F)x).

g(x) = 3x (©) f(x)=2x,g(x)= ;—i—l

@ flx)=x° g(x)=x (b) f(X)=x+1,

@ fx)=x’ glx)=

1 2
1@ =g =

x x* -3

15.9 Expresse cada uma das seguintes funcdes como a composi¢do (g o f)(x) de duas fungdes mais simples. [As fungdes f{x)

e g(x) obviamente ndo serdo tinicas.]

@@=+ B 6-¥ @ VTR @

15.10 Encontre as derivadas das seguintes funcdes:

@ (=22 +Tx=3* (b (7+3%)° © @x-3°?
@ @x*+5)7° @ @x*=3x+5 () Cfi)a

x?—2)\? 4
i o : 3
© <2x2 " 1) 0 s ) JT+x
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15.11 Calcule as derivadas das seguintes fungdes:

@ 23 ®) (1 -3 (g \/x:—ﬁ
d (x*—4x2+ 21 (¢ N x+?2 (f) 8x3* 4 4xtl* — x~ 113

Jx—1
() ax 37 CINERNGT

332/3
o VimJars o LT

+1

X
15.12 Determine a equacio reduzida da reta tangente ao grifico de y = 2 no ponto (2, 4).

15.13 Determine a equagio reduzida da reta normal i curva y=+/x*+16 no ponto (3,5).

x+2
x—=2

15.14 Sejam g(x)=x* —4 e f(x) =

(b) Mostre que a regra da cadeia fornece a mesma resposta para (g o f)(x) como foi determinada no item (a).

15.15 Encontre os extremos absolutos das seguintes fungdes nos intervalos dados:

@ fix)=

x
14+ x2

em [-1,1] (b)  f(x)=(x—2)%x + 3)’ em [-4,3]

© f)=5-4x em[-1,1] (d f(x)=-§x-x2’3em[0,8]
(&)  f(x)=x*> —éxm em [-1,1]

15.16 Duas cidades, P e Q, estdo localizadas a duas e trés milhas, respectivamente, de uma ferrovia, como mostrado na Fig.
15-3. Qual ponto R sobre a ferrovia deveria ser escolhido para uma nova estagdo a fim de minimizar a soma das distan-
cias de P e ( & estacio, se a distincia entre A e B € de quatro milhas?

- 4 —

Fig. 15-3

15.17 Considere que Fe G sdo fungdes diferencidveis tais que F{x) = - G(x) e G{x) = - F(x). Se H(x) = (F(x))* — (G(x))? en-
contre uma férmula para H(x).

‘ 1518 Sey=x*-2¢ z= 3x + 5, entdo y pode ser considerada como uma fungdo de z. Expresse dy/dz em termos de x.
15.19 Seja F uma funcio diferencidvel e seja G(x) = F{x). Expresse D,(F(x%) em termos de G e x.

1520 Se g(x) = x"3(x — 1)*/%, encontre o dominio de 2.

TN PP gie, o, 7 i

e

(@) Determine uma frmula para (g o fYx) eentdocaleule (o fy(x)



132

INTRODUGAO AO CALCULO

15.21
15.22

15.23

15.24

15.25

Seja fuma fungdo impar (Segdo 7.3) diferencidvel. Encontre a relagdo entre f'(- x) e f*(x).
Sejam F e G fungdes diferencidveis tais que

F@)=5 F@3)=13 FO)=2
GB)=7T GB3)=6 GMN=0

Se H(x) = F(G(x)), encontre H13).

Seja F(x) =./1 + 3x.

(a) Encontre o dominio e a imagem de F.

(b) Encontre a equagdo reduzida da reta tangente ao grifico de Fem x = 5.

(¢) Encontre as coordenadas do(s) ponto(s) sobre o gréfico de F tal(is) que a reta normal no(s) mesmo(s) € paralela
aretadx + 3y=1.

Determine as dimensdes do retdngulo de maior drea que pode ser inscrito em um semicirculo de raio 1 se um lado do re-
tdngulo esta sobre o didmetro.

Prove o Teorema 15.1: Se f € continua em a e g é continua em f(a), prove que g  f € continua em a. [Sugestdo: Pa-

ra & > 0 arbitrdrio, seja 6, > 0 tal que |g(u) - g(fa))| < € sempre que |u — f(a)] < &,. Entdo escolha & > 0 tal que

. f(x).—f(a}] < &, sempre que|x-d| <38.]

15.26

15.27

Prove que x"* € diferencidvel. [Sugestdo: Basta mostrar que f(x) = x'/ (k > 1) é diferencidvel.] Proceda da seguinte
maneira:

(1)  Por simples multiplicagdo, estabeleca que

=t =@-bd ' +a W4 +abk? +bY)
ou

a=b 1

a*—b AT b BT

(2) Substitua a = (x + h)** e b = x'** no passo (1):

(x + h)l/k'_ X1k 1
h - (x + h)(k-l)/k + (x + h)(k-l)/kxl/k 4ot (x+ h)l/kx(k-Z)/k + x— 1k

(3) Faga h— 0 nopasso (2).

Demonstre a regra da cadeia (Teorema 15.3): (g  f)(x) = g'(f(x))f"(x), onde f¢ diferencidvel em x e g & diferencidvel

em f(x). [Sugestdo: Seja H = g o f. Sejamy = fix) e K = flix + h) - f(xj. Seja ainda G(t) = w —g'(y) para

t # 0. Como lim G(2) = 0, faga G(0) = 0. Logo, g(y + 1) - g(y) = «(G(1) + 2’ (y) vale para todo . Quando t = K,

[ad]

90 + K) — 90) = K(G(K) + ¢'(y))
9 G + B) — g(f (x)) = K(G(K) + ¢'(»)

Logo,
H(x +h) —H(x) K ,
== % (609 + 90)
K By —
Mas fim & — lim .f_(.’.‘.tz)_ﬂ — /(9. Como lim K = 0, lim G(K) = 0.
h-0 h—0 h-0 h-0

Portanto, H'(x) = g'()f'(x) = ¢'(f(x))f'(x).]

T s
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Capl'tulo 16

Derivacdo Implicita

Uma fungio € geralmente definida explicitamente por meio de uma férmula.
Exemplos

xP—1 sex>1
= y2 —_— =3 = -
@ fO=x"=-x+2 0 [D=yx () [ {l—x ©xel
No entanto, as vezes o valor y = f(x) ndo € dado por uma férmula direta.

Exemplos

(@) Aequagio y* —x =

0 implicitamente determina y como uma fungdo de x. Nesse caso, podemos isolar y expli-
citamente,

V=x ou y=3/x

(0) Aequagdo y® + 12y + 48y — 8x + 64 = 0 €& satisfeita quando y = 2\3/; -

4, mas nfo € ficil encontrar es-
sa solugdo. Em casos mais complicados, serd impossivel encontrar uma férmul

a para y em termos de x.
() Aequagio x* + y* = 1 implicitamente determina duas fungdes de x,

y={1-x* e y=_/1—x

A questdo sobre quantas fungdes uma equa
plicada para ser abordada aqui. Devemos nos li
determinadas implicitamente por equagoes.

¢do determina e sobre as propriedades dessas fun¢des é muito com-
mitar a aprender um método para encontrar as derivadas de fungdes

Exemplo Encontremos a derivada de uma fungdo y determinada pela equagio x2 + y?
rada uma fungio de x,
derivada, '

=4, Como y é conside-
os dois lados da equagiio representam a mesma fungdo de x e, assim, devem ter a mesma
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D(x* +y?*) = D (4)
2x+4+2yD,y =0  [pelaregra da cadeia para poténcias]

2yD,y = —2x
2x_ X
TR

Portanto, D, y foi obtida em termos de x e y. As vezes essa € toda a informagio que podemos precisar. Por exemplo,

se queremos conhecer o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de x? 4+ y? = 4 no ponto (ﬁ, 1), entdo es-
se coeficiente angular € a derivada

ny=_

O processo pelo qual D, y foi calculada, sem primeiramente isolar y, € chamado de derivagdo implicita.

Observe que a equagao dada poderia, nesse caso, ser resolvida como

y=+./4—x>
e, a partir disso, poderia ser usada a regra da cadeia para poténcias,
D.y=D(+(4 - x*)!?) = £3(4 — x)7'1D,(4 - x?)
X

et (-29 =+ =
4—-x* F f4-x?

Problemas Resolvidos

16.1 Considere a curva 3x? — xy + 4y% = 141.

(@) Encontre uma férmula em termos de x e y para o coeficiente angular da reta tangente em qualquer ponto (x,y)
da curva.

(b) Escreva a equagio reduzida da reta tangente a curva no ponto (1, 6).

(c) Encontre as coordenadas de todos os outros pontos sobre a curva nos quais o coeficiente angular da reta tan-
gente € o0 mesmo da reta tangente em (1, 6).

(a) Podemos considerar que y € alguma fungdo de x tal que 3x? — xy + 4y* = 141. Logo,

D (3x% — xy + 4y?) = D,(141)
6x — D,(xy) + D,(4y*) =0

dy dy
6x —{x—4y- 8y ==
X (xdx+y 1>+ y 0

dx
dy dy
—xdx+8ydx-y——6x

d
(~x+8y)—-z=y—6x
dx

dy y—6x

dx 8y—x

que é o coeficiente angular da reta tangente em (x, y).

(b) O coeficiente angular da reta tangente em (1, 6) € obtido pela substitui¢do de x por | e de y por 6 no resultado do
item (a). Logo, o coeficiente angular é

6-6(1) 6-6 0 o
86)—1 48—1 47

¢aequacdo reduzidaéy=b = 6.
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(¢)  Se(x,y) € um ponto sobre a curva onde a reta tangente tem coeficiente angular 0, entdo,

y—6x

I ou y—6x=0 ou y=6x

Substitua y por 6x na equacio da curva,

3x2 — x(6x) + 4(6%)° = 141
3x? — 6x% + 144x* = 141

141x% = 141
xt=1
x=+1

Portanto, (- 1,- 6) € outro ponto no qual o coeficiente angular da reta tangente € zero.

16.2 Se y = f(x) € uma fungio que satisfaz a equagiio x>y* — 2x + y* = 36, encontre uma formula para a derivada

dyldx.

D (x*y* — 2x + y*) = D (36)
D (x*y%) — 2D (x) + D(y*) = 0

DY+ YD~ 21) + 3y 2 = 0
dy dy
N2y == ) +y263xH) =2+ 3y 2 =0
x(ydx>+y(X) +3y
dy
3 32_=2__3 2,2
(2x%y + y)dx X7y

dy 2-3x%°
dx ~ 2x%y + 3y?

163 Se y = fx) € uma fungho diferencidvel satisfazendo a equagio x*y* — 5xy* — 4y = 4 e se f(3) = 2, determine o

coeficiente angular da reta tangente ao gréfico de fno ponto (3, 2).

D,(x*y* — 5xy* — 4y) = D(4)
X*3y*y) + y2(2x) — 5(x2yy) + y2) ~ 4y =0
3x%y%y + 2xy> — 10xyy' — 52 — 4y =0

Substitua x por 3 e y por 2,

108y’ + 48 — 60y’ — 20 — 4y’ = 0
44y +28=0

Desse modo, o coeficiente angular da reta tangente em (3, 2) & ——,77.

Problemas Complementares

164 (a) Encontre uma férmula para o coeficiente angular da reta tangente a curva x* — xy + y* = 12 em qualquer ponto

(x.y). Além disso, encontre as coordenadas de todos os pontos na curva onde a reta tangente &: (b) horizontal; (c) vertical.

16.5 Considere a hipérbole 5x* — 2y? = 130.

(a) Determine uma férmula para o coeficiente angular da reta tangente a essa hipérbole em (x,y).
(b)  Para qual(is) valor(es) de k que a reta x — 3y + k = 0 serd normal & hipérbole no ponto de intersecio?
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16.6 Calcule y' por derivagdo implicita.

2x +y 11
2 2=25 b 3‘—‘ -— —-._—_1
@ x*+y (b) x %y © 7y
@ Vx+y=1 @ £-y=2y () (x—1P=2"
x>y X+y
— =1 3 . 2 _
@ 5+73 ) y+xy’=2x (i) x p—

16.7 Use derivagdo implicita para encontrar a equagdo reduzida da reta tangente no ponto indicado.

? 3
(@ y*—xy=2em(32) (b) % +y*=1em (2, %)

© -0*+y=xy+Tem(12) (@ x*—y =Txyem42)
(& 4! +98=2x*—)*em(32) () 4x°—xy—2=1em(l,1)

3

) T_y{:xem(l,—]) () 2y=xy’+2x*=3em(1,-1)

16.8 Use derivagdo implicita para encontrar a equagdo reduzida da reta normal no ponto indicado.

@ yx+2y=x*em(2,1) ) 2yt —xt=2em(2])

(© yJ/x-— x\/; =12 em (9,16) (d x*+y*=25em(34)

16.9 Use derivagdo implicita para encontrar o coeficiente angular da reta tangente ao grifico de y = /1 — /T —x em

X = 5. [Sugestdo: Elimine as raizes elevando ao quadrado duas vezes.]
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Capitulo 17

O Teorema do Valor Médio e o

Sinal da Derivada

17.1 TEOREMA DE ROLLE E O TEOREMA DO VALOR MEDIO

Consideremos uma fungdo f que € continua sobre um intervalo fechado [a,b] e diferencidvel em todos os pontos do
intervalo aberto (a, b). Suponhamos também que fla) = fib) = 0. Gréficos de alguns exemplos de funcdes desse ti-
po sdo exibidos na Fig. 17-1. Parece claro que sempre deve haver algum ponto entre x=a € x = b no qual a reta tan-
gente € horizontal e, portanto, onde a derivada de f € 0.

34 4 M

(a) b) (c)
Fig. 17-1

Teorema 17-1  (Teorema de Rolle): Se fé continua em um intervalo fechado [a,b], diferencidvel no intervalo
aberto (g, b) e se fla) = fb) = 0, entéo existe pelo menos um ponto ¢ em (a, b) tal que f'(c) = 0.
Ver Problema 17.6 para a demonstraco.

O teorema de Rolle nos permite demonstrar o seguinte teorema bésico (que € também chamado de lei do valor
médio para derivadas).

Teorema 17-2  (Teorema do Valor Médio): Seja f continua no intervalo fechado [a, b] e diferencidvel no inter-
yalo aberto (a, b). Entdo existe um ponto ¢ no intervalo aberto (a, b) tal que

f(b) — fla)

ro===L

Para uma demonstrago, ver Problema 17.7.
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Exemplo Em termos gréficos, o teorema do valor médio estabelece que em al gum ponto ao longo de um arco de
uma curva, a reta tangente € paralela a reta que conecta o ponto inicial € o ponto final do arco. Isso pode ser visto na
Fig. 17-2, onde hd trés pontos (¢, c, e ¢;) entre a e b nos quais o coeficiente angular f*(c) da reta tangente ao grafico é

igual ao coeficiente angular da reta AB, f—%ﬂ .
—a

Fig. 17-2

17.2 O SINAL DA DERIVADA

Uma fungo f€ dita crescente em um conjunto &/ se, para quaisquer u e vem o, u < v implica que flu) < fiv). Ana-
logamente, f € decrescente em um conjunto & se, para quaisquer u e v em o, u < v implica que flu) > f(v).

Naturalmente, em um dado conjunto, uma fungdo nio é necessariamente crescente ou decrescente (ver Fig.
17-3).

D4 "

(a) Crescente (b) Decrescente (¢) Mista
Fig. 17-3

Teorema 17-3  Sef’(x) > 0 para todo x no intervalo aberto (a, b), entdo f € crescente em (a, b). Se f'(x) < 0 pa-
ratodo x em (a, b), entdo f € decrescente em (a, b).
Para a demonstragdo, ver Problema 17.8. A reciproca do Teorema 17.3 nio vale. De fato, a fungdo f(x) = x ¢
diferencidvel e crescente em (-1, 1) — e em toda a reta — mas f’(x) = 3x' ézeroem x=0 [ver Fig. 7-3(b)].
A préxima propriedade importante de fungdes continuas ser4 freqiientemente qtil.

Teorema 17-4  (Teorema do Valor Intermedidrio): Seja fuma fungdo contfnua em um intervalo fechado [a,
_b] com fla) # fb). Entdo qualquer nimero entre fla) e fib) € o valor de f para algum ponto en-
“trea0eb.

Apesar do Teorema 17.4 no ser elementar, seu enunciado € intuitivamente 6bvio, A funcéo ndo poderia “sal-
tar” um valor intermedidrio a menos que existisse uma quebra no grafico; ou seja, a menos que a funcio fosse des-
continua. Como ilustrado na Fig. 17-4, uma funco f que satisfaz o Teorema 17.4 pode também assumir valores que
ndo estdo entre fla) e f(b). Provamos no Problema 17.9:
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£ a b x
% Fig. 17-4
Coroldrio 17-5 Sef¢é uma fungdo continua com dominio [a, b], entdo a imagem de £ ¢ um intervalo fechado ou
um ponto .
Problemas Resolvidos

17.1 Verifique 0 téorema de Rolle para f(x) = ¥ =35> = x ¥ 316 intervalo [1, 3].
[ € diferencidvel em todos os pontos e, portanto, é também continua. Além disso,

fO=(1P =31 —T+3=1=3-1+3=0
fB)=0P-303F-3+3=27—-27-3+3=0

de modo que todas as hipéteses do teorema de Rolle sdo sansfenas Deve, portanto, haver algum c em (1,3) no qual f(c) =0.

Mas, pela férmula quadritica, as raizes de f'(x) = 3x° - 6x - 1 =0 sdo
,, Nz 62—-4(3)(—1) 6+./36+12 6+./8 6+./16./3

6+4\/_ 3\/-

e

Considere araizc =1+ %\/5 Como +/3,<3

L

1<1+3ﬁ<1+ B)=1+2=3
Portanto, cestd em (1, 3) e f’kc)z().

17.2 Verifique o teorema do valor médio para f(x) = x* - 6x° — 4x + 30 no intervalo [4, 6].
[fédiferencidvel e, portanto, continua em todo x.

f(6) =(6)* — 6(6)* — 4(6) + 30 =216 —216 — 24 + 30 =6
f@) =(4)°—6(4)* —4(4) +30=64 —96 — 16 + 30 = —18
logo,

SO —f@4) 6—(-19) _4_12
6-4  6—4 2

Devemos, portanto, encontrar algum ¢ em (4, 6) tal que f”(c) = 12.
Mas, f'(x) = 3x° = 12x - 4 de forma que ¢ serd uma solugdo de

3x2—12x—4=12  ou 3%~ 12x—16=0
Pela férmula quadritica,
12+«/144—4(3)(—1) 12+1/144+19 124 .,/336
2(3) - 6

12+ff 12+4f_2+2\/—

* N.deT: Alguns autores se referem a pontos como intervalos fechados degenerados, ou seja, da forma [a, a].




140  INTRODUGAO AC CALCULO

17.3

174

17.5

17.6

Escolhac=2+ %,/21. Como4 < /21 <5,
8 —
3=
Assim, cestiem (4, 6) e f'(c)=12.

2 2 2
4<2+ 2+§(4)<2+§ﬁ<2+§(5)<2+4=6

Determine quando a fungéio flx) = x* — 6x*+ 9x + 2 € crescente e quando € decrescente e esboce seu gréfico.
Temos f'(x) = - 12x+9= S(x2 —4x+3)=3(x~1) (x-3). Os pontos cruciais sdo 1 ¢ 3 [ver Fig. 17-5(a)].
(i) Quando x < 1, ambos (x - 1) e (x - 3) sio negativos e assim f’(x) > 0 em (= oo, 1).
(ii) Quando x se move de (- oo, 1) para (1, 3), o fator (x - 1) muda de negativo para positivo, mas (x — 3) permanece ne-
gativo. Logo, f'(x) < 0 em (1, 3).
(iif) Quando x se move de (1, 3) para (3, o), (x — 3) muda de negativo para positivo, mas (x — 1) se mantém positivo. Lo- -
80,f'(x) > 0 em (3, o).

Assim, pelo Teorema 17.3, f € crescente para x < 1, decrescente para 1 < x < 3 e crescente para x > 3. Observe que
f)=6,f3)=3, lim fl)=+we lim fix)=-o .Umesbogo aproximado do gréfico € exibido na Fig. 17-5(b).

x>+ X =0

@ ®)
Fig. 17-5

Verifique o teorema de Rolle para fx) = 2x°* - 8%’ + 6x* —x* + 65’ = 11x + 6 em [1,3].
S € diferencidvel em todos os pontos e
f)=2-8+6-1+6—-11+6=0
f(3)=1458 — 1944 + 486 —27 + 54 —33 + 6 =0

E dificil determinar um valor de xem (1, 3) no qual
fx)=12x° —40x* + 24x> = 3x2 + 12x — 11 =0

No entanto, f*(x) € ela propria uma fungio continua tal que
f()=12-40+24-3+12—11=—-6<0
f(3)=2916 — 3240 + 648 — 27 + 36 — 11 = 322> 0

Logo, o teorema do valor intermedidrio nos garante que deve existir algum niimero c entre 1 € 3 no qual f'(c) = 0.

Mostre que f(x) = 2x’ + x — 4 = 0 admite exatamente uma solugdo real.

Como fi0)=-4efi2)=16+2~4=14, o teorema do valor intermedidrio garante que ftemum zeroentre 0 e 2 o
qual denotamos por x;,.

Comof'(x)=6x"+1>0, Jix) € crescente em todo o seu domfnio (Teorema 17.3). Portanto, quando x > x,, flx) > 0;
€ quando x < x,, f{x) < 0. Em outras palavras, ndo existe outro zero além de X,
Prove o teorema de Rolle (Teorema 17.1).

Caso I:  fix)=0 para todo x em [a, b]. Entdo f'(x)=0 para todo x em (a, b), uma vez que a derivada de uma fun¢do cons-
tante € 0.

Caso 2:  f(x) > 0 para algum x em (a, b). Logo, pelo teorema do valor extremo (Teorema 14.2), existe um maximo abso-
luto de fem [a, b] e deve ser positivo [j4 que fix) > 0 para algum x em (a, b)]. Como fla) = fib) = 0, 0 méximo € atingido
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em algum ponto ¢ no intervalo aberto (a,b). Desse modo, 0 maximo absoluto é também um maximo relativo e, pelo Teo-
rema 14.1, f'(c) =0.

Caso 3:  fix) <0 paraalgum xem (a, b). Seja g(x) =~ f{x). Entio, pelo Caso 2, 8'(c) =0 para algum ¢ em (a, b). Conse-
glientemente, f'(c)=-g'(c)=0.

17.7 Prove o teorema do valor médio (Teorema 17.2).

Seja
o) =)~ L0y
Entido g € continua sobre [a, b] e diferencidvel em (a, b). Além disso,
o0 =10~ L0 oy s -0 -5 -0
o) =6)- L0010 = 1) - () 1100~ 10

=f(b) = f(b) +f(a) - f(a) = 0

Pelo teorema.de. Rolle, aplicado em g, existe c.em (a,b).tal que g'(c) = 0. Mas,

90 =r - L0
—
logo,
0=g9 =10 -0 o - LOI@

17.8 Demonstre o Teorema 17.3

Considere que f'(x) > 0 para todo x em (a, b) e que a < 1t < p < b. Devemos mostrar que flur) < flv). Pelo teorema
do valor médio, aplicado a f'no intervalo fechado [u, v], existe um néimero ¢ em (u, v) tal que
o SO =) .
fO==—="" ou [0 —f@)=f(o—u)
Mas f(c) > 0 e v ~ u > 0; logo, f(v) — f(e) > 0, flu) < flv).

O caso f'(x) < 0 analisado de maneira semelhante.

17.9 Prove o Coroldrio 17.5.

Pelo teorema do valor extremo, ftem um valor méximo absoluto fid) em algum argumento d em [a, b} € um valor
minimo absoluto fic) em algum argumento c em [a, b). Se fic) = fld) =k, entdio f € constante em [a, b] e sua imagem ¢ for-
mada apenas pelo ponto k. Se (c) # fid), entdo o teorema do valor intermedidrio, aplicado ao subintervalo fechado delimi-
tado por d e c, garante que fassume qualquer valor entre f(c) e fid). A imagem de f € entdo o intervalo fechado [f(c), fid)]
(que inclui os valores assumidos naquela parte de [a, b] que estd fora do subintervalo).

Problemas Complementares

17.10 Determine se as hipéteses do teorema de Rolle valem para cada fungiio f e, se for o caso, verifique a conclusio do

teorema.
@ f0)=x*=2x=3em[-1,3] (5 f()=x*—xem[0,1]
© f)=9x>—4dxem[-2, 2 @ fy=x*-3x2+x+1em[1, 1+ \/5]
2. X -2t - 5x 46 sex # 1
@ f0="2"Cr2y ) f@= x 1 em [~2, 3]
x—1 —6 sex =1

x? se0<x<1

em [0, 2
2—x seI<xs2cm[’ ]

@ f()=x"*—2x'""em [0, 8] (h) f(x)= {
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17.11

17.12

17.13

17.14

17.15

17.16

17.17

17.18

17.19

17.20

Verifique que as hipéteses do teorema do valor médio valem para cada fungio fno intervalo dado e encontre um va-
lor ¢ satisfazendo a concluséo do teorema.

(@ f(x)=2x+3em [1,4] () f(x)=3x2—5x+1em [2, 5]
© S&)=%" em [0, 16] @ 0 =22 em 11,3)
© S0=yB-Fen[-34] () 09 =—em[0,2]

Determine onde a funco f € crescente e onde ¢ decrescente. Entdo esboce o grafico de f.

(@ fx)=3x+1 b)) fX=-2x4+2 () fx)=x*—4dx+7
@ S=1-4xx @ fO=VI=% () f=50 7
(9 f)=x>-9*+15x-3 (B f(x)=x+-)1; () fx)=x>—12x+20

Seja f uma fungdo diferencidvel tal que f"(x) # 0 para todo x no intervalo aberto (a, b). Prove que existe no méximo
um zero de f(x) em (a, b). [Sugestdo: Suponha, por absurdo’, que ¢ e d sio dois zeros de f, coma<c<d<be apli-
que o teorema de Rolle no intervalo [c, d].]

Considere o polindmio f{x) = S 2o A B b e e e
(a) Mostre que ftem um zeroentre O e 1.
(b) Mostre que f admite apenas um zero real. [Sugestdo: Use o Problema 17.13.]

Considere que f € continua sobre [0,1] e assuma que f(0) = S(1). Qual(is) das seguintes sentencas deve(m) ser ver-
dadeira(s)?

(a) Seftem um méximo absoluto em ¢ pertencente a (0, 1), entiio fe)=0.

() f'existeem (0, 1),

{(¢) f'(c)=0 para algum cem (0, 1).

(d) lim fix) =fic) para todo ¢ em (0, 1).

x—rc

(e)  ftem um méximo absoluto em algum ponto ¢ de (0,1).

Seja fe g fungdes diferencidveis.
(a) Sefla)=g(a)efib) = g(b), onde a < b, mostre que f’(c) = g'(c) para algum c em (a, b).
(&) Sefla)zgl@yef'(x) > 8 '(x) para todo x, mostre que f(x) > g(x) para todo x > a.

(¢)  Sef’(x)> g'(x) para todo x, mostre que os grificos de f¢ g se interceptam no méximo uma vez. [Sugestdo: em ca-
da parte, aplique o teorema apropriado para a fungio h(x) = f{x) — g(x).]

Seja f uma fungdo diferencidvel em um intervalo aberto (,b).
(a) Sefé€crescente em (a, b), prove que f'(x) > 0 para todo .x em (a, b).
. h)—f(x
[Sugestdo: Use lim ﬁﬁ——%—& e 0 Problema 9.10(a).]
h=0+

(b)  Se f€decrescente em (a, b), prove que f/(x) 20 para todo x em (a, b).

O teorema do valor médio prevé a existéncia de qual ponto do graficode y = \‘/;c entre (27, 3) e (125, 5)?
(Teorema de Rolle gencralizado) Assuma que f € continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b). Se fla) = f(b), prove
que existe um ponto ¢ em (a, b) tal que f'(c) = 0. [Sugestdo: Aplique o teorema de Rolle para g(x) = f(x) - f(a).]

Sejamfix) =x" - 45’ +4xe g(x) =1 para todo x.

(@) Encontre a intercessdo dos grificos de feg.

(b) Determine os zeros de f.

(¢) Se 0 dominio de /¢ restrito ao intervalo fechado [0, 3], qual seria a imagem de f?

* N.deT: Supor algo por absurdo significa supor uma hipétese que mais tarde se verificara conduzir a uma contradiciio.
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17.21

17.22
17.23

17.24

17.25

17.26

Prove que 8x’ - 6x* — 2x + | tem um zero entre O ¢ 1. [Sugestdo: Aplique o teorema de Rolle para a fungo
' -2 -5t x]

Mostre que x’ + 2x - 5= 0 tem exatamente uma raiz real.
Prove que a equagdo x* + x = | tem pelo menos uma solugdo no intervalo [0, 1].

s 2 < s
Encontre um ponto do grifico de y =x"+x+3, entre x= | e x =2, onde a reta tangente € paralela a reta que conec-
ta(1,5)e(2,9).

(@) Mostre que fix) = X’ + 5~ 1 tem exatamente um zero real.
b) Localize o zero real de x° + 5 — | com aproximaco de uma casa decimal.

. . . . ~ 4 2 2
(@) Use uma calculadora gréfica para estimar os intervalos nos quais a fungio f(x) = x" — 3x” + x — 4 é cres-
cente € 0s intervalos nos quais € decrescente.

(b) O mesmo que foi pedido no item (), mas para a fungdio flx) = X =28 +x-2.



Capitulo 18

Movimento Retilineo e Velocidade
Instantanea

Movimento retilineo é o movimento ao longo de uma linha reta. Considere, por exemplo, um automével moven-
do-se a0 longo de uma estrada reta. Podemos imaginar um sistema de coordenadas colocado sobre a reta conten-
do a estrada (ver Fig. 18-1). (Em muitas auto-estradas existe na verdade um sistema de coordenadas com marca-
dores ao longo da beira da estrada indicando a distdncia de um extremo da estrada.) Se s designa a coordenada
do automével e ¢ denota tempo, entdo o movimento do automével é dado expressando s, sua posi¢do, como uma
fungiio de . s = f{¥).

i
-
(
~
\
-
=
-
~
“w
-3
“

Fig. 18-1

O velocimetro indica qudo rapido o automével estd se movendo. Como a leitura do velocimetro geralmente va-
ria bastante, & claro que o velocimetro indica a rapidez com que o carro estd se movendo no momento em que € li-
do. Vamos analisar essa no¢io para encontrar o conceito matematico que esté por trds disso.

Se o automével se move de acordo com a equacio s = fr), sua posi¢do no instante 1 € f{r), e no instante 1 + h,
muito proximo de't, sua posicdo € fir + h). A distancia' entre sua posi¢do no instante 7 e sua posi¢ao em 7+ h é f{r +
h) - f(t) (que pode ser negativa). O tempo decorrido entre 7 e £ + h & h. Logo, a velocidade média durante esse inter-
valo de tempo é

fe+h)—f)
h

(Velocidade média = deslocamento + tempo.) Mas quando o tempo decorrido / se aproxima de 0, a velocidade mé-
dia se aproxima daquilo que intuitivamente imaginamos como a velocidade instantdnea v no instante t. Portanto,

g LR =10

B0 h

Em outras palavras, a velocidade instantdnea v € a derivada f7(7).

Mais precisamente, o deslocamento, uma vez que pode ser positivo, negativo ou zero.
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Exemplos
(a) A altura s de uma coluna de dgua € observada seguindo a lei s =f{r) = 3¢ + 2. Portanto, a velocidade instantinea
v no topo € f(1) = 3.

(b) A posigio s de um automével ao longo de uma rodovia é dada por s = f{r) = * - 2. Logo, sua velocidade instan-
tinea é v =f'() =2t - 2. No instante ¢ = 3, sua velocidade v 62(3) -2 =4.

O sinal da velocidade instantanea v indica a diregdo na qual o objeto esta se movendo. Se v = ds/dr > 0 em um
intervalo de tempo, o Teorema 17.3 nos diz que s € crescente naquele intervalo. Portanto, se o €ixo s € horizontal e
direcionado para a direita, como na Fig. 18-2(a), entdo o objeto estd se movendo para a direita; mas se 0 eixo s &
vertical e dirigido para cima, como na Fig. 18-2(b), entdo o objeto estd se movendo para cima.

) §

(a) (b)
Fig. 18-2

Por outro lado, se v = ds/dt < 0 em um intervalo de tempo, entdo s deve ser decrescente naquele intervalo. Na Fig.
18-2(a), 0 objeto estaria se movendo para a esquerda (na diregdo decrescente de s); na Fig. 18-2(b), o objeto esta-
ria se movendo para baixo.

Uma conseqiiéncia desses fatos & que em um instante t quando um objeto movendo-se continuamente muda a
diregdo, sua velocidade instantdnea v deve ser 0. Pois se v fosse, digamos, positiva em 1, seria positiva em um pe-
queno intervalo de tempo em torno de #; 0 objeto estaria portanto se movendo na mesma direcio um pouco antes e
um pouco depois de 7. Ou, em outros termos, uma mudanga na dire¢do significa um extremo relativo de s, que por
sua vez implica (Teorema 14.1) em ds/dt = 0.

Exemplo Um objeto se move a0 longo de uma reta como indicado na Fig. 18-3(a). Na forma de funcfio,
s=f(t)=(t +2)* [s em metros, ¢ em segundos]
como representado na Fig. 18-3(b). A velocidade instantanea do objeto é
’ v=["t) =2(t+2) [metros por segundo]

Parar+2<0our<-2,v ¢negativae o objeto estd se movendo para a esquerda; parar+2>0our>-2,v éposi-
tiva e o objeto estd se movendo para a direita. O objeto muda de direcio em 1 = -2, € nessc instante v = 0. [Observe
que f{r) tem um minimo relativoem 1= - 2.]

¥
P
4 —_— - ] I e
e e T N S 20 t
t=—05 t=0 t=1
' (a) (®)

Fig. 18-3



146  InTRODUGCAO AO CALCULO

Queda Livre

Considere um objeto que foi arremessado na vertical para cima ou para baixo, ou foi largado do repouso, e que so-
fre apenas a atra¢do gravitacional da Terra. O conseqiiente movimento retilineo € chamado de queda livre.

Consideremos um sisterna de coordenadas sobre a reta vertical ao longo da qual o objeto se move, tal que o ei-
xo s € orientado para cima, a partir da Terra, com s = 0 localizado na superficie da Terra (Fig. 18-4).

s

terra 7777777777708 77777777777

Fig. 18-4
Entdo a equacdo de queda livre é
SZSO+Uot‘"16t2 ' (18.1)

“onde s € medido em pés e r em segundosz. Aqui s, € v, sdo, respectivamente, a posicio (altura) e a velocidade do™
objeto no instante ¢ = 0. A velocidade instantinea p € obtida derivando (/8.1),

ds
v= i vy — 32t (18.2)

Exemplos

(a) Em =0, uma pedra € solta a partir do repouso do alto de um prédio de 256 pés de altura. Quando e com qual
velocidade que ela atinge o solo?
Com s5,=256¢ v,=0,(18.]) ficas =256 - 167" € 0 momento em que atinge o solo € dado pela solugio de

0 = 256 — 16t2
1612 = 256
t2=16

1= +4 segundos

Jé que estamos assumindo que o movimento ocorre quando ¢ 2 0, a dnica solucio € r = 4 segundos.
A equagdo da velocidade (/8.2) € v = 321 e, assim, para 1 = 4,

v = —32(4) = — 128 pés por segundo

o sinal negativo indica que a pedra move-se para baixo quando atinge o solo.

ALGEBRA X pés por segundo= 60x pés por minutos
= 60(60x) pés por hora
3600x .
=280 mithas por hora
15 .
=% x milhas por hora

Por exemplo, 128 pés por segundo = 43 (128) = 87:% milhas por hora.

(b)  Um foguete € disparado verticalmente do solo com uma velocidade inicial de 96 pés por segundo. Quando o fo-
guete atinge sua altura mdxima e qual € essa altura maxima?
Com s,=0e v, =96, (/8.1) e (18.2) ficam

s=96t — 16t e v=j—f=96——32t

" Sea posi¢do ¢ medida em metros, a equagdo ficas s = s, +v,f ~ 4,9¢
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Em um valor maximo, ou ponto de retorno, v = 0. Assim,

0=96 — 32t
32t =96
t=3

Portanto, leva 3 segundos para o foguete atingir sua altura maxima, que ¢
s = 96(3) — 16(3)* = 288 — 16(9) = 288 — 144 = 144 pés

(¢) Quando o foguete do item (a) atinge o solo?
Basta fazer s = 0 na equagio de queda livre (/8.7),

0 =96t — 1612
0=6t—1t> [divida por 16]
0 =16 — 1)

da qual 1=0 ou r=6. Logo, o foguete atinge o solo novamente depois de 6 segundos.
Observe que o foguete subiu em 3 segundos até sua altura mdxima, e entdo levou mais 3 segundos para cair
de volta a0 solo. Em geral, o voo para cima do ponto P ao ponto Q levard exatamente 0 mesmo tempo que 0

v00 para baixo de Q a P. Além disso, o foguete retornard com a mesma velocidade (em magnitude) que tinha
a0 deixar o solo.

Problemas Resolvidos

18.1 Uma pedra € arremessada para baixo do alto de uma torre de 80 pés. Se a velocidade inicial & de 64 pés por segun-
do, quanto tempo leva para atingir o solo e com que velocidade atinge o solo?

Aqui s, =80 e vy =~ 64. (O sinal negativo para v, indica que o objeto est4 se movendo para baixo.) Logo,
ds
5=280— 64t — 162 e v=;1—t=—64~32t

A pedra atinge o solo quando s =0,

0= 80 — 64z — 1617
0=1r*+4t—5  [divida por —16]

O=(+5)(~—1)
t+5= 0 ou t—-1=0
t=~—5 ou t=1

Como o tempo de queda deve ser positivo, 1= 1 segundo. A velocidade v quando a pedra atinge o solo €
o(1) = —64 — 32(1) = —64 — 32 = —96 pés por segundo
De acordo com (18.3), 96 pés por segundo = ;—;— (96) = 65 g milhas por hora.
18.2 Um foguete, € disparado em linha reta para cima a partir do solo e alcanga uma altura de 256 pés depois de 2 se-

gundos. Qual era sua velocidade inicial, qual ser4 sua altura méxima e quando alcangard sua altura mdxima?
Como s5,=0,

ds
s=uvyt — 16¢2 =—=p, — 32t
o € v dt Ugy
Quando r=2, 5 =256,

256 = vy(2) — 16(2)?

256 = 2v, — 64
320 = 2,
160 = v,

A velocidade inicial foi de 160 pés por segundo, de modo que

s = 160t — 16> e v="160 — 32t
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Para determinar 0 momento quando a altura mdxima € atingida, faga v =0,

0 =160 — 32¢
32t = 160
t = 5 segundos

Para encontrar a altura méxima, substitua = 5 na férmula para s,

s = 160(5) — 16(5)* = 800 — 16(25) = 800 — 400 = 400 pés

18.3 Um carro se move ao longo de uma estrada reta de acordo com a equagio

s=f(t)=2t3 -3t — 12t
Descreva seu movimento indicando quando e onde o carro estd se movendo para a direita e quando e onde estd se moven-
do para a esquerda. Quando o carro estd em repouso?
Temos v = f'(t) = 61> — 6t — 12 = 6(> — t — 2) = 6(t — 2)(t + 1). Os pontos chaves sio r=2 ¢ r=-1 (ver Fig.
18-5).

Fig. 18-5

....(1)..Quando.t ».2,1=2 e1.4.1 sd0 positivos. Assim, v > 0 e 0 carro estd se movendo para a direita.
(i) Quando 7 se move de (2, o), em =2, para (- 1, 2), o sinal de t — 2 muda, mas o sinal de  + | permanece 0 mesmo.
Logo, v muda de positivo para negativo. Portanto, para — 1 < 7 < 2, 0 carro est se movendo para a esquerda.

(i) Quandorse moveem r=— Ide (- 1,2) para (-, — 1) 0 sinal de 1 + 1 muda mas o sinal de 1 -2 permanece 0 mes-
mo. Logo, v muda do negativo para positivo. Assim, o carro estd se movendo para a direita quanto r < — 1.

Quandot=-1,
s=2A=1P =3(-1)?—12(-1)= -2-34+12=7
Quandor=2
s=202P =32 -12Q2) =16 —12—24 = —20
Portanto, o carro se move para a direita até, em r = -1, alcancar s = 7, onde muda a direcdo e se move para a esquerda até,

em 7 =2, alcangar s =- 20, onde muda de direcio novamente e mantém o movimento para a direita sempre (ver Fig. 18-6).

e e > e re ctie e @@ s o e e - = —-'-»’—--n——-—) (=1
(-——-——-‘_— ———————— eomeffes oo e cem
=2
e e o s et e e e < o e ] e v e, Y o
| 1 | -
-20 0 7 s
Fig. 18-6

O carro nunca esta em repouso. Faz sentido falar sobre o carro estar em repouso somente quando a posicio do carro é
constante durante um intervalo do tempo (ndo apenas em um dnico ponto). Em tal caso, a velocidade seria zero em um in-
tervalo todo.

Problemas Complementares

18.4 (a) Seumobjeto € largado a partir do repouso de uma dada altura, mostre que, apds # segundos, percorreu 161 pés
(assumindo que ndo tenha ainda atingido o solo).

(b) Quantos segundos leva o objeto no item (a) para cair: (i) 1 pé; (ii) 16 pés; (iit) 64 pés; (iv) 100 pés?

- 18.5 Uma pedra € largada em um pogo que tem 256 pés de profundidade. Quando baterd no fundo do pogo?
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. 18.6

18.7

g

18.8

18.9

18.10

o,

18.11

18.12

18.13

18.14

18.15

18.16

Assumindo que um andar de um prédio tem 10 pés, com qual velocidade, em milhas por hora, que um objeto aban-
donado do alto do quadragésimo andar atinge o solo?

Um foguete € langado em linha reta para cima com uma velocidade inicial de 128 pés por segundo.

(a) Quanto viajou em 1 segundo? Em 2 segundos? (b) Quando atinge sua altura maxima? (c) Qual € a sua altura mdxima?
(d) Quando atinge o solo? () Qual é sua velocidade quando atinge 0 solo?

Uma rocha € lancada para baixo de uma altura de 480 pés com uma velocidade inicial de 16 pés por segundo.

(a) Quanto tempo leva para atingir o solo? (b) Com qual velocidade que atinge o solo? (¢) Quanto tempo demora até a pe-
dra se mover com uma velocidade de 112 pés por segundo? (d) Quanto tempo demora a pedra para percorrer uma distin-
ciade 60 pés?

Um automével se move ao longo de uma rodovia reta, com sua posi¢do dada por s = 126 - 187 + 91 - % [s em mi-

Ihas, t em horas].

(a) Descreva o movimento do carro: quando estd se movendo para a direita, quando se move para a esquerda ¢ onde e
quando muda de dire¢éo.

(b) Qual adistancia percorridaem 1 horader=0ar=17

A posigio de um objeto se movendo sobre uma reta € dada pela formula s = (7 - 1yt -5).

(a) Quando o objeto estd se movendo para a direita? (b) Quando estd se movendo pard a esqierda? (¢) Quando muda de
direao? (d) Quando estd em repouso? (¢) Qual a maior distancia percorrida para a esquerda a partir da origem?

Uma particula se move a0 longo de uma reta de modo que sua posi¢do s (em milhas) no instante 7 (¢m horas) € da-
da por s = (4t 1)(t 1Y’

(a) Quando a particula estd se movendo para a direita? (b) Quando a particula estd se movendo para a esquerda? (¢) Quan-

do muda de diregio? (d) Quando a particula estd se movendo para a esquerda, qual € a velocidade instantdnea maxima
(em valor absoluto) que atinge?

Uma particula se move ao longo do eixo x de acordo com a equagio x = 107 — 27. Qual € a disténcia fotal percorri-
da pela particulaentre t=0e ¢ =3?

Um foguete foi lancado para cima a partir do solo. Qual deve ter sido a sua velocidade inicial se retornou para a Ter-
raem 20 segundos?

Duas particulas se movem ao longo do eixo x. Suas posicdes f{f) e g(t) sdo dadas por f(r) = 6 - re HOE £~ A4z

(a) Quando elas t2m a mesma posi¢io? (b) Quando tém a mesma velocidade? (¢) Quando elas t€m a mesma posicao, es-
tdo se movendo na mesma dire¢o?

Uma pedra € largada e atinge 0 solo com uma velocidade de — 49 metros por segundo. (@) Quanto tempo levou pa-
ra cair? (b) Determine a altura da qual foi abandonada.

Uma bola € lancada verticalmente para cima do alto de uma torre de 96 pés. Dois segundos depois, a velocidade da
bola & 16 pés por segundo. Determine: (@) a altura méxima que a bola atinge; (b) A velocidade da bola quando atin-
ge o solo.



Capitulo 19

Taxa de Variacao Instantanea

Uma quantidade y pode estar relacionada com outra quantidade x por uma fungdo £ y = f(x). Uma varia¢io no va-
lor de x geralmente induz uma correspondente variagdo no valor de y.

Exemplo  Seja x o comprimento do lado de um cubo, e seja y o volume do cubo. Entdo y = x*. No caso em que o
lado tem comprimento x = 2 unidades, considere uma pequena variagdo Ax no comprimento.

NOTAGAO  Ax (leia-se “delta x”) & o simbolo tradicional em cdlculo para uma pequena variagdo em x. Ax € considerado como um (ini-
co simbolo, e ndo um produto de A com x. Nos capitulos anteriores, o papel de Ax fregiientemente foi assumido pelo simbolo /.

O novo volume serd (2 + Ax)* e assim a variagdo no valor do volume € (2 + Ax)® — 23. Essa variacio em y #
denotada tradicionalmente por Ay,

Ay =2+ Axp — 23

Mas o caminho natural para comparar a variagio Ay de y com a variagio Ax de x ¢ calcular a razdo Ay/Ax. Es
sa razdo depende naturalmente de Ax, mas se fizermos Ax se aproximar de 0, entdo o limite de Ay/Ax definir4 a ra-
xa de variagdo instantdnea de y em relagio a x, quando x = 2. Temos (ALGEBRA, Problema 11.2)

Ay = 2 + Ax)* — 22 = [(2)* + 3(2%(Ax)' + 3(2)'(Ax)* + (Ax)*] — 23
= 12Ax + 6(Ax)* + (Ax)® = (Ax)(12 + 6Ax + (Ax)?)

A
=12 + 6Ax + (Ax)?

Y
Logo, -
£ Ax

A
e lim =L = lim (12 + 6Ax + (A%)?) = 12

Ax=0 BX  Axap

Logo, quando o lado € 2, a taxa de variagdo do volume em relagdo ao lado € 12. Isso significa que, para lado: -
proximos a 2, a variagdo Ay do volume ¢ aproximadamente 12 vezes a varia¢do Ax do lado (ja que Ay/Ax é proxi
mo de 12). Vamos examinar alguns poucos casos numeéricos. ’

Se Ax=0,1, o novo lado x + Ax € 2,1 e 0novo volume é (2,1)3=9,261.Assim, Ay=9261-8=1261e
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Se Ax = 0,01, 0 novo lado x + Ax ¢ 2,01 e 0 novo volume ¢ (2,01)’ = 8,120601. Assim, Ay = 8,120601 -8 =
0,120601 e

Ay 0,120601
~ = =12,
Ax 0,01 0601
Se Ax = 0,001, um célculo andlogo resulta em
= _ 12006001

Vamos estender o resultado do exemplo acima de y = x’ para uma fungdio arbitraria diferencidvel y = fix). Con-
sidere uma pequena variagio Ax no valor do argumento x. O novo valor do argumento é entdo x + Ax, e 0 novo va-
lor de y serd fix + Ax). Logo, a variacio Ay no valor da fungao é

Ay = flx + Ax) - fix)
A razo entre a variacio no valor da funcfio e a variagdo no argumento €

Ay flx+Ax) —f(x)
Ax Ax

A taxa de variagdo instantdnea de y em relagdo a x é definida como

lim él = lim e+ A);) —/® = f"(x)

ax—0 DX Axnp A

A taxa de variagdo instantdnea é determinada pela derivada. Segue que, para Ax préximo a 0, Ay/Ax serd proximo
de f’(x), de modo que

Ay .zf'(x) Ax (19.1)

Problemas Resolvidos

19.1 O lucro semanal P, em d6lares, de uma corporagdo é determinado pelo nimero x de rédios produzidos por semana,
de acordo com a férmula

P =75x —0,03x% — 15000

(@) Determine a taxa na qual o lucro muda quando o nivel de produg@o x é 1000 rédios por semana. (b) Obtenha
a variag@o no lucro semanal quando o nivel de produg@io x aumenta para 1001 radios por semana.
(@) A taxa de variagdo do lucro P em relagdo ao nivel de producio x & dP/dx = 75 - 0,06x. Quando x = 1000,

— =175 - 0,06(1000) = 75 — 60 = 15 délares por ridio

(b) Em economia, a taxa de variagdo do lucro em relago ao nivel de produgio é chamada de lucro marginal. De acor-
do com (79.1), o lucro marginal é uma medida aproximada de como o lucro mudard quando o nivel de produgio
cresce de uma unidade. No presente caso, temos

P(1000) = 75(1000) — 0,03(1000)* — 15000
= 75000 — 30000 — 15000 = 30000
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P(1001) = 75(1001) — 0,03(1001)* — 15000
= 75075 — 30060,03 — 15000 = 30014,97
AP = P(1001) — P(1000) = 14,97 délares por semana

que € muito préximo do lucro marginal de 15 délares calculado no item (a).

19.2 O volume V de uma esfera de raio r € dado pela férmula V = 4m”/3. (a) Com qual velocidade que o volume varia
em relagdo ao raio quando o raio é de 10 milimetros? (b) Qual & a variago no volume quando o raio varia de 10 pa-
ra 10,1 milimetros?

dr : 3 | 2
- = - = — = 4np?
(a) » D,<3 nr ) 3 n(3r%) nr

Quando r = 10,

1%
— = 4n(10)? = 400m ~ 400(3,14) = 1256

40007
3

4
(b) . V(10) = 3 n(10)® =

41212040

4 4
V(0,1) =5 7(10,1) = 3 7(1030,308) =

4121,204n  4000%
LAY & 3 3

3,14
- g (4121,204 — 4000) =§ (121,204) ~ == (121,209)

= 126,86 milimetros ctibicos
A variagdo prevista em (/9.1) e no item (a) € de

av . .
AV o Ar = 1256(0,1) = 125,6 milimetros ciibicos
r

19.3 Um tanque de 6leo estd sendo enchido. O volume V do 6leo, em galdes, apds t minutos € dado por
V =15+ 2t

Quéo rdpido cresce o volume quando existe 10 galdes de Gleo no tanque? [Sugestdo: Para responder a questdo
“quao répido?” vocé sempre deve determinar a derivada em relagéo a tempo.)

Quando ha 10 galdes no tanque,
1,52 + 2t =10 ou 1,5 + 2t — 10
Resolvendo pela formula quadritica,

_ T2 /A-415(-10) 244+ 60 —2+./64 —2+438 10
= — 3 =

2(L,5) 3

Como 1 deve ser positivo, ¢ = 2 minutos. A taxa em que o volume do 6leo cresce &

14
= D15 +2f) =3t 4+ 2

Logo, no instante ¢ = 2 minutos quando V = 10 galdes,

vV
T 3(2) + 2 = 6 + 2 = 8 galdes por minuto
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Problemas Complementares

194

19.5

19.6

19.7

19.8

19.9

19.10

F e N N

O custo C, em délares por dia, de produgio de x televisores por dia é dado pela férmula

C = 7000 + 50x — 0,05x>

Determine a taxa de variagdo de C em relagio a x (chamado de custo marginal) quando 200 televisores sio produzidos
por dia.

O lucro P, em délares por dia, resultante da confecgio de x unidades didrias de um antibiético, &
P = 5x +0,02x* — 120
Determine o lucro marginal quando o nivel de produgdo x € 50 unidades por dia.
Obtenha a taxa na qual a 4rea da superficie de um cubo de lado x varia em relagdo a x quando x = 2 pés.
O mimero de quilometros que uma espagonave estd da Terra € dado pela férmula
E = 30z + 0,005¢*

onde ¢ € medido em segundos. Quéo répido muda a distancia quando a espagonave estd a 35 000 quilometros da Terra?

Quando um tanque de gasolina estd sendo esvaziado, o nimero G de galdes que sobram apés ¢ segundo € dado por

G=3(15-1)

(@) Com que rapidez que a gasolina estd sendo retirada apés 12 segundos?

(b) Qual a taxa média com que a gasolina est4 sendo drenada do tanque durante os primeiros 12 segundos? [Sugestdo:
A taxa média € a quantia total retirada dividida pelo tempo durante o qual foi drenada.]

Se y = 3x’, encontre: (a) a taxa média na qual y muda em relagio a x no intervalo [1,2]; (b) a taxa instantanea de variagio
de y em relagio a x quando x = 1.

Se y = flx) € uma fungdo tal que f'(x) # O para qualquer x, encontre os valores de y nos quais a taxa de crescimento de
y4 em relagdo a x € 32 vezes a de y em relagdo a x.
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Taxas Relacionadas

A maioria das quantidades encontradas em ciéncia ou no dia-a-dia varia com o tempo. Se duas determinadas quan-
tidades estdo relacionadas por uma equagdo e se conhecemos a taxa na qual uma delas muda entdo, pela diferencia-
¢do da equacdio em relacdo ao tempo, podemos determinar a taxa na qual a outra quantidade muda.

Exemplos

(@) Um homem de 1,80 m esté correndo e se afastando da base de um poste que tem 4,50 m de altura (ver Fig. 20-1).
Se ele se move a uma taxa de 5,4 metros por segundo, com que velocidade que o comprimento de sua sombra
estd mudando?

Seja x a distincia do homem a base A do poste e seja y o comprimento da sombra do homem.

/A
/ o
/
/
/
7/
/
//
, y, 4,50
N
/ I
/7 ’ 1,80
, k
/ - l
/7
& & y \
S - y M ¥ e A
Fig. 20-1
GEOMETRIA  Dois tridngulos
X
A
B C
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sd0 semelhantes se seus angulos sdo iguais dois adois: X A = ¥X, ¥ B= &Y, ¥C= xZ. (Para essa condigdo valer, basta
que dois dngulos de um tridngulo sejam iguais a dois angulos do outro.) Tridngulos semelhantes t&m lados correspondentes em razio
constante:

Na Fig. 20-1, ASMN e ASAL sio semelhantes, logo

SM NM
"_—.—_--‘—‘—_.—_Avl ou y 2‘6" (1)
SA LA y+x 15
que € a relag@o procurada entre x e y. Nesse caso é conveniente resolver (/) isolando y em termos de x,
y 2
y+x 5
S5y=2y+2x
3y =2x
2
== 2
A derivagdo de (2) em relagdio a £ nos d4
dy 2dx
2_ZX 3
d 3dt ¢

Mas como o homem est4 se afastando de A  taxa de 5,4 m/s, x est4 crescendo a essa taxa. Logo,

d—x=5,4m/s e Q:

2
" =3 (5,4)=3,6 m/s

ou seja, a sombra estd aumentando  taxa de 3,6 metros por segundo.

(b) Um cubo de gelo estd derretendo. A aresta s do cubo estd diminuindo 2 taxa constante de duas polegadas por minu-
to. Qual a taxa de decrescimento do volume V?

ComoV = s3,
v dis®) , ds I da cadei tenci
—— = —— 35—
Ereai 7 [pela regra da cadeia para poténcias]
O fato de que s estd decrescendo a taxa de duas polegadas por minuto se traduz na expressdo matemdtica
ds
2=
dt
av
Portanto, = 3s%(—2) = —6s?

Assim, apesar de s estar decrescendo a uma taxa constante, V estd decrescendo a uma taxa proporcional ao quadra-
do de s. Por exemplo, quando s = 3 polegadas, V decresce a uma taxa de 54 polegadas ciibicas por minuto.

(c)  Dois pequenos avides comegam a voar a partir de um ponto comum A a0 mesmo tempo. Um voa para leste a uma
velocidade de 300 km/h e o outro voa para o sul a 400 km/h. ApGs duas horas, com qual velocidade que a distancia
entre eles estd mudando?

Observe a Fig. 20-2. Temos que dx/dr = 300 e dyldt = 400 e queremos determinar o valor de du/dt em t = 2 ho-
ras. A relagdo necessdria entre u, x e y ¢ dada pelo teorema de Pitdgoras,

2 2 2
[ Uw=x+y

d@’)  d(x* + y?)
d 4t
du_dx) | dp)

o 24X ay)
i a ta

Logo,

[pela regra da cadeia para poténcia
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B

d dx .

2 E:zxz X [pela regra da cadeia para poténcia] {

du  dx dy A
e x—4y2= 4 ‘

u— xdt+ydt 300x + 400y @ |

X i

s - o

|

A

: u i

N

i

!

Agora devemos encontrar x, y e u ap6s 2 horas, Como x € crescente 4 taxa constante de 300 km/h e 1 é medido a par-

tir do inicio do vdo, x = 300t (distancia = velocidade x tempo, quando velocidade € constante). Analogamente, y = P

400¢t. Logo, em ¢ = 2,
x=3002) =600 y=400(2) = 800

e u? = (600) + (800)> = 360000 + 640 000 = 1000000

u = 1000
Substituindo em (4), {3

d
1000 —': = 300(600) + 400(300) = 180000 + 320000 = 500000

d
du 500000
7= 1000 - 500 km/h

Problemas Resolvidos

20.1 Ar estd vazando de um baldo esférico 2 taxa de 3 polegadas ctibicas por minuto. Quando o raio € de 5 polegadas,
com qual velocidade que o raio est4 diminuindo?

Como o ar estd vazando a taxa de 3 polegadas ctibicas por minuto, o volume do baldo esta diminuindo 2 taxa de dV/dr =
-3. Mas o volume de uma esfera de raio r é V = $7r3. Assim,

v d (4 4 dr’) 4 dr dr
—3:——:— — 3 == e —— s — 2—— = 2——.
Tl (3 nr) 3 T 37: 3r 4nr T

Portanto,

Substituindo r = 5,

3
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e ™

N

Logo, quando o raio € de 5 polegadas, o raio estd decrescendo a aproximadamente 0,01 polegada por minuto.

20.2 Uma escada de 13 pés de comprimento est apoiada em uma parede vertical (ver Fig. 20-3). Se a base da escada es-
td escorregando e se afastando da parede a taxa de 2 pés por segundo, com que rapidez estd o topo da escada cain-
do quando a base da escada estd a 5 pés da parede?

H

— b ¢
Fig. 20-3

Seja x a disténcia da base da escada a parede, € seja y a distancia do topo da escada ao chdo. Como a base da escada
estd se afastando da base da parede a 2 pés por segundo, dx/dt = 2. Queremos calcular dyldt quando x = 5 pés. Mas, de
acordo com o teorema de Pitdgoras,

B3P =x*+y* 1)
Derivagio disso, como no exemplo (c), nos d
dx dy dy
0 xdr+ydt x+ydt @

Mas quando x = 5, (/) implica em

y=J(13} = (5 = /169 = 25 = . /144 = 12

de modo que (2) fica
dy
0=25+12—=
)+ 12
dy 25 5
- 12 6

Portanto, o topo da escada esté caindo ao longo da parede (dy/dt<0) a 5/6 pés por segundo quando a base da escada estd
a5 pés da parede.

20.3  Um copo de papel com formato de cone (ver Fig. 20-4) estd sendo preenchido com 4gua a taxa de 3 centimetros ci-
bicos por segundo. A altura do copo € de 10 cm e o raio da base € de 5 cm. Quéo répido sobe o nivel da 4gua quan-
do o nivel é de 4 cm?

No instante 7 (em segundos), quando a profundidade da dgua € h, 0 volume da dgua no copo é dado pela férmula

=12 ¢ . . .
V' = 3nr’h, onde r € o raio da superficie no alto. Mas, por tridngulos semelhantes na Fi g. 20-4,

: 1 (h\ 1 (R x
V=— — = — — — 3
3”(2) h=3 <4)h 2t
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€, pelaregra da cadeia para poténcias,

v _mdk) = 3h2£i-’—1 _(ﬂi)d_h
dt 12 at 12 dt) \ 4 ) dt

10
Y
Substituindo dV/dt = 3 e h = 4, obtemos
- 716\ dh
\4/)a
dn 3 3
— = — ~ 0,24 centimetros por segundo

dt - 4n T 4(3,14)

Desse modo, no instante em que o nivel da 4gua é 4 cm, o nivel est4 subindo a aproximadamente 0,24 centimetros por se-
gundo. .

20.4 Um navio B se move para o oeste em diregio a um ponto fixo A a uma velocidade de 12 nés (milhas maritimas por
hora). No momento em que o navio B est4 a 72 milhas maritimas de A, o navio C passa por A, indo para o sul a 10
nds. A que taxa varia a distancia entre os navios duas horas apés o navio C passar por A?

A Figura 20-5 mostra a situagéo no instante t > 0. Em 7 = 0, 0 navio C estava em A. Como

ut =x? 4 y? 0]
temos, como no exemplo (c),
du dx dy
e it —=_12 0 2
udt xdt+ydt 12x + 10y 2
uma vez que x estd diminuindo a 12 n6s e y estd aumentando a 10 nés. Em 1 = 2, temos (jd que distincia = velocidade X
tempo)
y=10x2=20
N—-x=12x2=24
x=72-24=48
A X <+—— B
ol
y u

Fig. 20-5
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¢, de acordo com (/)

u= /(48 + (207 = \/2304 + 400 = , /2704 = 52

Substitui¢do em (2) nos leva a

d
52 ?1? = —12(48) + 10020) = —576 + 200 = —376

0 que mostra que, apds duas horas, a distdncia entre 0s navios B e C estd diminuindo 3 taxa de 7,23 noés.

Problemas Complementares

20.5

20.6

20.7

20.8

20.9

20.10

20.11

20.12

O topo de uma escada de 25 pés, encostada em uma parede vertical, escorrega para baixo a uma velocidade de 1 pé por
minuto. Com qual velocidade que a base da escada estd escorregando sobre o chdo quando o topo da mesma esta a 7 pés
do solo?

Um tanque cilindrico com raio de 10 pés est4 sendo preenchido com trigo & taxa de 314 pés ciibicos.por minuto. Com que....................

velocidade est a profundidade do trigo aumentando? [Sugestdo: O volume de um cilindro & nr’h, onde r € seu raio e h
sua altura.]

Uma garota com 5 pés de altura caminha em diregdo a um poste de 20 pés a taxa de 6 pés por segundo. Qual é a veloci-
dade da ponta de sua sombra (projetada pela Iampada do poste)?

Um foguete € disparado verticalmente para cima com uma velocidade inicial de 400 pés por segundo. Sua altitude s ap6s
t segundos é s = 400 — 167, Quio ripido aumenta a disténcia entre o foguete e um observador que estd no chdo a uma

distancia de 1800 pés da plataforma de langamento, quando o foguete ainda estd subindo e estd 2400 pés acima do solo
(ver Fig. 20-6)?

1800
Fig. 20-6

Um pequeno funil no formato de um cone est4 sendo esvaziado de um fluido 2 taxa de 12 milimetros ciibicos por segun-
do. A altura do funil é 20 milimetros e o raio da base & 4 milimetros. Com qual velocidade que estd caindo o nivel do flui-
do quando o mesmo € de 5 milimetros acima do vértice do cone? [Lembre que o volume de um cone é inr?h)

Um baldo estd sendo inflado bombeando-se ar i taxa de duas polegadas ciibicas por segundo. Quanto estd aumentando o
didmetro do baldo quando o raio € de meia polegada?
Petr6leo de um pogo sem tampa no oceano esta Jorrando na forma de uma pelicula circular na superficie da dgua. Se o raio

do circulo estd aumentando A taxa de 2 metros por minuto, quanto aumenta a drea da pelicula de petréleo quando o raio
atinge 100 metros?

O comprimento de um retangulo com drea constante de 800 milimetros quadrados est4 crescendo 2 taxa de 4 milimetros
por segundo. () Qual a largura do retdngulo quando a mesma est4 diminuindo  taxa de 0,5 milimetro por segundo? (b)
Qual a taxa de variagdo da diagonal do retdngulo quando a largura € de 20 milimetros?
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20.13

20.14

20.15
20.16
20.17

20.18

20.19

20.20

Uma particula se move sobre a hipérbole x’~1 8y’ =9 de tal forma que sua coordenada y aumenta a uma taxa constante de
nove unidades por segundo. Quanto varia sua coordenada x quando x = 9?

Um objeto se move ao longo do grifico de y = f(x). Em um certo ponto, a inclinago da curva (ou seja, o coeficiente an-
gular da reta tangente a curva) € § ¢ a abscissa (coordenada x) do objeto estd dimunindo 2 taxa de trés unidades por se-

gundo. Nesse ponto, qual a taxa de variagdo da ordenada (coordenada y)? [Sugestdo: y = fix) e x € uma fungdo de 1. Lo-
80, y € uma fungdo composta de 1, que pode ser derivada pela regra da cadeia.]

Se o raio de uma esfera estd aumentando 2 taxa constante de 3 milimetros por segundo, qudo répido estd mudando o vo-
z . v 2\ . 1z
lume quando a drea da superficie (47tr°) é 10 milimetros quadrados?

Qual € o raio de um circulo em expansdo em um instante quando a taxa de variagio de sua drea é numericamente igual ao
dobro da taxa de variagdo de seu raio?

Uma particula se move ao longo da curva y = 2x’ - 3x’+ 4. Em um certo momento, quando x = 2, a coordenada x da par-
ticula estd aumentando 2 taxa de 0,5 unidade por segundo. Qual a velocidade de sua coordenada y naquele momento?

Um avido voando paralelamente ao solo a uma altitude de 4 km passa sobre uma estagdo de radar R (ver Fig. 20-7). Pou-
co tempo depois, o radar revela que o avido estd a 5 km de distancia e que a distincia entre o avido e a estacdo estd au-
mentando a uma taxa de 300 km por hora. Naquele instante, qual a velocidade horizontal do avizo?

Um barco passa por uma béia fixa as 09:00 hs da manhi, navegando para oeste a 3 milhas por hora. Outro barco passa pe-
la mesma béia as 10:00 hs da manhd, indo para o norte a 5 milhas por hora. Qual a taxa de variagdo da distincia entre os

~~barcos as11:30'hs da'manha? :

Agua estd vertendo para dentro de um cone invertido a taxa de 3,14 metros ctibicos por minuto. A altura do cone € 10 me-
tros e o raio de sua base € 5 metros. Com qual velocidade que o nivel da dgua estd subindo quando a dgua estd com uma
profundidade de 7,5 metros no cone?

1

|

{

|

i

1

\

|

|

|
E

/ doca

&
AN

20.21

20.22

20.23

20.24

20.25

2026

K

Fig. 20-7 Fig. 20-8

; 2 . o .
Uma particula se move a0 longo da curva y = $x°+ 2x. Em qual(is) ponto(s) da curva que a taxa de variagdo da abscisa e
da ordenada é a mesma?

Um barco estd sendo puxado para uma doca, por uma corda que passa por um anel na proa (ver Fig. 20-8). A doca € 8 pés
mais alta que o anel da proa. Qual a velocidade de aproximagao do barco para a doca quando o comprimento da corda en-
tre a doca e o barco € de 10 pés, se a corda estd sendo puxada a 3 pés por segundo?

Uma garota estd empinando uma pipa a uma altura de 120 pés. O vento estd afastando a pipa da garota a uma velocidade
horizontal de 10 pés por segundo. Com que velocidade que o corddo deve ser solto quando a pipa estd a 150 pés da garota?

A base de uma escada de 17 pés esté sobre o solo € 0 topo estd encostado em uma parede vertical. Se a base é empurrada
em diregdo a parede 2 taxa de 3 pés por segundo, com qual velocidade que o topo sobe pela parede quando a base da es-
cadaestd a 15 pés da base da parede?

Em um dado momento, uma pessoa estd a 5 milhas ao norte de um cruzamento e esté caminhando diretamente (em linha
reta) para o cruzamento a uma taxa constante de 3 milhas por hora. No mesmo momento, uma segunda pessoa estd a uma
milha a leste do cruzamento e se afasta desse cruzamento a duas milhas por hora. Qual a taxa de variago da distincia en-
tre as duas pessoas uma hora depois? Interprete sua resposta.

Um objeto esta se movendo ao longo do gréfico de y = 3x - x’ e sua coordenada x estd variando A taxa de duas unidades
por segundo. Quanto varia o coeficiente angular da reta tangente ao grafico quando x = - 1?7
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Aproxumagao por Diferenciais;
- Método de Newton

No Capitulo 19, obtemos uma relagéo aproximada entre a variagdo
Ay =f(x + Ax) — f(x)

em uma func@o diferenciavel f e a variacdo Ax no argumento de f. Por conveniéncia, repetimos (/9.7) aqui e o cha-
mamos de principio de aproximacdo, ‘

Ay ~f'(x) Ax @L.1)

21.1 ESTIMANDO O VALOR DE UMA FUNGAO

Muitos problemas praticos envolvem a determinacgdo de um valor f{c) de alguma fungdo. Um cdlculo direto de fic)
pode ser dificil ou, muito freqiientemente, impossivel. No entanto, considere que um argumento x préximo de ¢
(quanto mais préximo, melhor), pode ser encontrado de modo que f(x) e f’(x) podem ser calculados com exatiddo.
Se fizermos Ax = ¢ — x, entdo ¢ = x + Ax e o principio de aproximagdo (2/.7) nos leva a

fx + Ax) — f(x) ~ f'(x) Ax
f(©) = f(x) ~ f(x) Ax
f@)~f(x)+[f(x) Ax (21.2)

Exemplo Vamos estimar /9,2. Aqui f € a fungfio raiz quadrada e ¢ = 9,2. Se escolhermos x = 9, entdo Ax = 9, 2
-9 =0,2."Ambos f{x) e f’(x) podem ser calculados facilmente,

f)=1/5=3
f’(X)—_-D( 1/2)_%x“1/2__1___—__1__—_1_—_1.

2/x 25 200 6

€ (21.2) implicaem

V9.2 =f( 92)~3+ (02) 3+4+0,0333...=3,0333...

O verdadeiro valor de /9,2, com precisdo de quatro casas decimais, & 3,0331.
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"
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21.2 O DIFERENCIAL
O produto do lado direito de (21.1) € dito o diferencial de fe € denotado por df.

Definicdo: Seja fuma funcdo diferencidvel. Entdo, para um dado argumento x e incremento Ax, o diferencial df
de f € definido por

df = f'(x) Ax

Observe que df depende de duas quantidades, x e Ax. Apesar de Ax ser geralmente assumido como pequeno, isso
ndo € explicitamente exigido na defini¢do. No entanto, se Ax € pequeno, entdo a idéia do principio de aproximacdo € que
flx+ Ax) — f(x) ~ df (21.3)

Exemplo Uma representagio grafica dessa dltima forma do principio de aproximagéo ¢ dada na Fig. 21-1. A reta
& é tangente ao grifico de fem P; seu coeficiente angular €, portanto, f’(x). Mas entdo

i e SN N BT ARG, R, GG e i

M3
I
&g

fx)= ou RT =f'(x) Ax=df

Agora esté claro que, para Ax muito pequeno, RT ~ RQ ; ou seja,

Se o valor de uma fungo f ¢ dado por uma férmula, digamos, f(x) = x*+ 2x™, vamos considerar que o diferen-
cial df pode também ser escrito como

dx* + 2x7 ) =df = f'(x) Ax = (2x — 6x %) Ax

S USSP P e

Em particular, se fix) = x, devemos escrever

dx=df=f'(x) Ax =1+ Ax = Ax

?
i
{
X

Como dx = Ax, a defini¢do do diferencial df pode ser reescrita como

df = f'(x) dx

Assumindo que dx = Ax # 0,, podemos dividir ambos os lados por dx, obtendo o resultado

af

f'x) =5

Se fazemos y = f(x), isso pode explicar a notagdo tradicional dy/dx para a derivada.
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e 21.3 METODO DE NEWTON
; Digamos que estamos tentando encontrar uma solugéo para a equagéio
i fx)=0 (214)
e 7
Ly 4y

S ——

y

X
bl X X
0 / /x, X0 x 0 / 0

(@) )
£ . Fig. 21-2

T e digamos também que sabemos que x, estd préxima de uma solugio. Se tracamos a retad tangente ao gréfico de f
no ponto com abscissa x,, entdo J geralmente ird intersectar o eixo x em um ponto cuja abscissa x, estd mais pro-
xima da solugdo de (21.4) que x, (ver Fig. 21-2).

Uma equagio da reta tangente J ¢
Y =S xo) = f'(xolx — o)
Se T intersecta o eixo x no ponto x,, entio
0 — f(xo) = f'(xo)x; — Xo)
Se f'(x,) #0,
Sxo)

~ f'(xo)
f (xo)

T

X4 — Xo =

Se repetimos 0 mesmo procedimento, mas dessa vez comegando com x, no lugar de x,, obtemos um valor x,
que deve estar ainda mais proximo da solugio de (21.4),

_ . _Jx)
=T G

Se continuamos a aplicar tal procedimento, a seqiiéncia resultante de nimeros Xos X1 Xay ooy X,y ... € determina-
da pela férmula

Xnt+1 =X, .!;(le

- 215

" Fx) -
Esse processo para encontrar aproximagdes cada vez melhores para uma solucdo da equagdo f{x) = 0 é conhe-

cido como método de Newton. Nao € sempre garantido que os niimeros gerados pelo método de Newton se aproxi-

mardo de uma solugdo de f{x) = 0. Algumas dificuldades que podem surgir serdo discutidas nos problemas que se
seguem.
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Exemplo Se queremos aproximar \/Z deverfamos tentar encontrar uma solugéo aproximada de x* ~ 2 = 0. Aqui
f(x)=x"=2.Logo, f'(x) = 2x e (21.5) fica

Xp=2 2q—(-2 x2+2
2x, 2x, T

Xnyp = Xy —

(@1.6)

n

. . -~ (3 e * ~
Se consideramos a primeira aproximagdo como sendo 1 (j4 que sabemos que \/E, esti entre 1 € 2) , entdo obtemos
por sucessivas substitui¢es de n por 0, 1, 2,... em (21.6),

1+2
=—T2_15
(L5*+2 225+2 425
- - =222 X 1,416 666 667
*2 =T 05) 3 3 6

. (1416666 667)° + 2
7 2(1,416 666 667)
o (L414215686)" + 2
47 2(1,414215 686)
o (1414213562 + 2

o 21414213562)

~ 1,414215686

~ 1,414213562

~ 1,414213562

Como nossas aproximagdes para x, € x, s30 iguais, todos os futuros valores serdo os mesmos e assim conseguimos a melhor

aproximagao com nove casas decimais, dentro da éépacidade de nossa calculadora. Desse modo, \/5 ~ 1,414213 562.

Problemas Resolvidos

21.1 Usando o principio de aproximagio, estime o valor de /62 .
Fazendo f(x) = \/; e ¢ =62, escolhemos x = 64 (o quadrado perfeito mais proximo de 62). Logo,

Ax=c—x=62—-64= -2

S =/64=38

€ (21.2) implica em

1 7
\/6_2~8+Tg(—2)=8~ =75="7875

Na verdade, /62 = 7,8740 ....

21.2 Use o principio de aproximagdo para estimar o valor de %/33.
Seja f(x) = /x,c=33ex=32.Logo,Ax=c-x=1,f(x) = /32 =2, e

f’(x)=Dx(x1/5)=%x“4/5— 1 1 m__l___l___ 1

1
RS 3¢ S2° 516 80°

Assim, de acordo com (21.2),

1
SB=fl~2+ g5 1) = 20125

* N.deT: Isso ¢ garantido pelo teorema do valor intermedirio.

P . # s - . .
Os célculos exigidos pelo método de Newton sio comumente muito cansativos

: > para serem feitos a mao. Uma calculadora, preferencialmente uma calculado-
ra programavel, deveria ser usada.
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Como o valor verdadeiro é 2,0123..., a aproximagao estd correta em trés casas decimais.

21.3 A medigéo do lado de uma sala quadrada resulta em 18,5 pés. Logo, a drea é A = (18,5)'=342,25 pés quadrados.
Se o instrumento de medigdo admite uma margem de erro de no méximo 0,05 pés, estime o erro maximo possivel
para a drea.

A férmula para a drea é A = x’, onde x € 0 lado da sala. Logo, dA/dx = 2x. Faga x = 18,5 e considere que 18,5 + Axéo
verdadeiro comprimento do lado da sala. Por hipétese, | Ax|<0,05. 0 principio de aproximagio nos leva a

dA

dx
A(18,5 + Ax) — 342,25 ~ 2(18,5) Ax

|4(18,5 + Ax) — 342,25| ~ |37 Ax| < 37(0,05) = 1,85

Alx + Ax) — A(x) ¥ — Ax

Portanto, o erro na 4rea deveria ser no maximo 1,85 pés quadrados, o que coloca a drea como sendo (342,25 + 1,85)
pés quadrados. Ver Problema 21.13.

214 Use o método de Newton para encontrar a solugdo positiva de

x*+x-3=0
Faga f(x) = x* + x — 3 .Logo, f'(x) =4x%+ 1. Como A1) =-1¢ef(2) = 15, o teorema do valor intermedi4rio nos
diz que existe uma solugo entre 1 e 2. [O intervalo (1,2) ocorre como sugestio ao se representar graficamente f por meio
de uma calculadora grifica.] Como f'(x) > 0 parax >0, fé crescente para x > ( e, portanto, existe exatamente uma solu-
¢do real positiva. Comece com X, = 1. A equagio (21.5) fica

x,‘,‘+x,,——3_4x,‘,‘+x,,—(x:+x,,-—3)_3x:+3
4xi4+1 4x3 + 1 Taxd+1

Xpt1 =Xy —

Cilculos sucessivos nos levam a x; =12, x, =1,165419616, X3 =1,164037269, x, =1,164035141 e Xg =
1,164035141. Logo, a solugio aproximada é x = 1,164 035 141.

21.5 Mostre que se o método de Newton é aplicado na equagiio x> = 0 com X =1, o resultado € uma seqiiéncia di-
vergente de valores (a qual certamente nio converge para araiz 0).

1
Seja f(x) = x'3. Portanto, f'(x) =5 e (21.5) fica

X113
T T g e = 2
Logo, x; = —2,x, =4,x; = —8, ¢ em geral, x, = (=2)".

Observagdo:  Se estamos buscando uma sol ugdo r de uma equagiio fx) = 0, entiio pode-se provar que uma condigio su-
ficiente para que 0 método de Newton resulte em uma seqiiéncia que converge para r € que

) f(x)
Lf(x)7?

para todo x em um intervalo em torno de r que inclua x,. No entanto, essa nio é uma condigdo necessdria.

<1

Problemas Complementares

‘ 21.6 Use o principio de aproximago para estimar as seguintes quantidades:
@ V51 &) VB @ B @ @3 (g @y
N J2 @ S0 S5 ) o

81
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217

21.8

219

21.10

21.11

2112

21.13
2114

21.15

21.16

21.17

21.18

21.19

21.20

A medig@o do lado de um contéiner ciibico dé 8,14 centimetros, com um erro possivel de 0,005 centimetros no maximo.

- Estime o erro mdximo possivel no valor de V = (8,14)’ = 539,35314 centimetros ciibicos para o volume do contéiner.

Deseja-se cobrir um tanque esférico de 20 pés (240 polegadas) de didmetro com uma demo de tinta de 0, 1 polegada de
espessura. Use o principio de aproximago para estimar quantos gales de tinta serdo necessdrios. ((V = $nrd e 1 galdo
corresponde a aproximadamente 231 polegadas cibicas.)

Um cilindro de ago s6lido tem um raio de 2,5 centimetros e uma altura de 10 centimetros. Uma capa justa devers ser fei-
ta para estender o raio para 2,6 centimetros. Encontre a quantia de ago necessaria para a capa: (@) pelo uso do principio de
aproximagio; (b) por meio de um c4lculo exato.

Se o lado de um cubo € medido com um erro de no méximo 3%, estime o erro percentual maximo no volume do cubo. (Se
AQ € o erro na medigdo de uma quantidade Q, entdo JAQ/Q| X 100% € o erro percentual.)

Considere, contrariando um fato, que a Terra é uma esfera perfeita com um raio de 4000 milhas. O volume de gelo nos
Pélos Norte e Sul € estimado em aproximadamente 8 000 000 de milhas cbicas. Se esse gelo fosse derretido e a dgua re-
sultante fosse uniformemente distribuida ao redor do globo, qual seria aproximadamente a profundidade da dgua a mais
em cada ponto da Terra?

(a) Seja x*. Quando x = 4 e dx = 2, determine o valor de dy.
(b) Seja y =2x,/1+ x*.Quando x = 0 e.dx = 3, encontre o valor de dy.

Prove a itil férmula de aproximago (1 + u)" = 1 + ru, onde r € qualquer expoente racional e Ju| € pequeno se compara-

do com 1. [Sugestdo: Aplique o principio de aproximagio em f(x) = x', fazendo x = 1 € Ax = u.]

Use 0 método de Newton para determinar aproximadamente as seguintes quantidades:

@ Y2 0 © I3 @ I

(@) Mostre que o método de Newton para encontrar \/E resulta na equacéo

1 c
Xn+1 =§(xn +;)

para a seqiiéncia de valores aproximados.

(b) Use o item (a) para estimar \/3 pelo método de Newton,

Use o método de Newton para solugdes aproximadas das seguintes equagGes:

(@@ xX*-x—1=0 ) ¥*+x-1=0 () x*-2x*+05=0 (4 x*+2x—4=0
@ x*-3x2+3=0 (f) X*—x+3=0 (9 x*-2x—1=0

3,2 L . . .
Mostre que x” + x” - 10 = 0 tem uma Gnica raizem (1,2) e aproxime essa raiz pelo método de Newton, com x, =2,

Mostre que x° + 5x — 7 = 0 tem uma tnica solugdo em (1,2) e aproxime essa raiz pelo método de Newton.

Explique porque o método de Newton néo funciona nos seguintes casos:
(@) Resolvax’—6x"+ 12x~7 com Xy =2.
(b) Resolvax’—3x+x—1=0com x,=1.

VX=1 parax>1
(¢} Resolvaf(x)=0,onde f(x) ={ : iara c< 80> 1 (digamos, x =1 + b, b > 0).
-J1=x




Derivadas de Ordem Superior

A derivada f* de uma fungdo f € ela mesma uma fungdo, a qual pode ser diferencidvel. Se f” € diferenciavel, sua de-
rivada serd denotada por f”. A derivada de f”, se existir, & denotada por f” e assim por diante.
Definicdo: f"(x) = D (f'(x))

J"(x) = D(f"(x))

SOx) = Dy(f"(x))

Chamamos f” de derivada primeira de f, f” de derivada segunda de fe " de derivada terceira de f.
Se a ordem n excede 3, escrevemos f* para a derivada n-ésima de f

Exemplos ‘

(@) Sef(x)=3x"-7x"+5x"+2x — 1, entiio,

S(x)=12x* = 21x2 + 10x + 2
f1(x) = 36x* — 42x + 10
1) = T2x — 42
90 =72
f®=0 para n>5

() Se f(x) =4x3 — 5x* + x + 4, entiio,
2

3
S0 =3 %" = 10x + 1

') =3x—10
% =3
f®(x)=0 para n>4

E claro que se f € polinomial de grau k, entdo a derivada n-ésima £ sera 0 para todo n > k.
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(¢) Se f(x)=1=x‘1,em§o,
x

f)=—x"2= ";lz‘
frx)=2x"3 =-xz3-
f = 6t = -
fO(x) = 24x73 =§

Nesse caso a derivada n-ésima jamais serd a fungdo constante 0.

Notacao Alternativa
Derivada primeira: fx)=D, f(x)= % = % =D y=y
Derivada segunda: f"x)=D2f(x) = ggg = 327}2) =Dly=y"
Derivada terceira: f"x)=D3f(x) = gjc—]; = % =D3y=y"
Derivada n-ésima: FO%%) = D" f(x) = g;—{ = Z—:c)-; =Dly=ym

Derivacéo Implicita de Ordem Superior
Exemplo  Sejay = f{x) uma fungdo diferencidvel satisfazendo a equacio
x4+ y?=9
(Sabemos que y = /9 — x* ou y = —,/9 — x?; seus graficos sio exibidos na Fig. 22-1.)
Determinemos uma férmula para a derivada segunda y”, onde y se refere a uma das duas fungoes.

Di(x* + y*) = D,9)
2x+2yy' =0  [D,y*=2yy pela regra da cadeia de poténcias]
x+yy=0

A seguir, derive ambos os lados de (/) em relagdo a x,

D (x + yy) = D,(0)
1+yD(y)+yD,y=0
L+yy"+y-y=0
L+yy" + () =0

Resolva (/) isolando y’em termos de x e y,

Substitua y{por —(x/y)em (2),

1+ x—z———O
y

¥ +y +x*=0  [multiplicado por y*]
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AY

@ y=v9-x

B y=-J9-x2
Fig. 22-1

Isolando y",

, x* 4 2

v

A partir de (0), podemos substituir x* + y por 9,

yll . 9

¥

Aceleracao

Considere um objeto que se move ao longo de um eixo coordenado de acordo com a equagio s = f{1), onde s é a
coordenada do objeto e 7 € tempo. De acordo com o Capitulo 18, a velocidade do objeto é dada por

ds
= —=f t
v="=10
A taxa de variagdo da velocidade € chamada de aceleragdo a.
dv d*
Definicdo: a= d_lt) = EES =f"(t)
Exemplos

(@) Paraum objeto em queda livre, s = s, + vyt — 16, onde 5, medido em pés, € positivo na dire¢io para cimae t é

medido em segundos. Lembre que s, ¢ v, denotam posigo e velocidade iniciais; ou seja, os valores de s e v
quando ¢ = 0. Logo,

dv
a—zt'—- -32

Assim, a velocidade diminui 32 pés por segundo a cada segundo. Outra forma de expressar isso € dizer que a
aceleragﬁo (para baixo) devido a gravidade € de 32 pés por segundo por segundo, o que se abrevia por 32
pés/seg”.

(b) Um objeto se move ao longo de uma linha reta de acordo com a equagio s =2r' =3 +1—1 . Logo,
ds
v=—=062—6t+ 1
dt

dv
a—"a=12t—-6

Nesse caso, a acelerag@io nio € constante. Observe que @ > 0 quando 12t 6 > 0, ou ¢ > 1. Isso implica (pelo
Teorema 17.3) que a velocidade € crescente para t > 1.
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Problemas Resolvidos

22.1 Descreva todas as derivadas (primeira, segunda etc) das seguintes funcdes:

@ fW=gx=Sx—x ) 9=
@ f=x*=5  f)=3" [')=6x [Ox)=6 [O(x)=0paran>5
by fx= b+ I)DE‘;_:;;?"(x + 1 [pela regra do quociente]
) A -x1) x+1-x 1 _
TR T GAIE mapr et
fx)= —=2x+1)"3D(x + 1) [pela regra da cadeia para poténcias]
)= =2
= —2x+1)7°(1) RIPFRIE
m —_ -4 _ +6
£ =~ ) =
: —24
196 = = 2= =4+ 17 =
n. _ —(n+1 _('"1)"_1"!
SO = =2(=3)—4)(=5) -~ (=n)(x + 1) .‘ ’—W

ALGEBRA (-1)""'ser4 1 quando n for fmpar e —1 quando n for par.
meiros » inteiros positivos.

n! representa o produto 1 X2 X 3 X... X n dos pri-

22.2 Calcule y”se

V—xy=1

Derivagdo de (0), usando a regra da cadeia para poténcias em Djy3 e aregra do produto em D (xy), nos dd

3% —(xy +y) =
3%y —xy —y=
By —x)y —y=
Em seguida derive (/),
Gy =D,y +yD,3y* —x)—y =0
Gy* = x)y" + y(6yy — 1)~y =0
Gy =Xy + y(6yy —1)—1)=0
By? ~x)y" + y(6yy —=2)=0
Agora resolva (1), isolando y',
7 —_— y
Y 3y?—x
Finalmente, substitua em (2) eisole y",
6y?
3 2 __ ” + y . =
By* = x)y W —x <3yz_x 2) 0
N 6y2
32 — X3y + (312 — Y  (3y2 — _ =
(By* = x)°y" + Gy Vg B 93— 2)=0

0
0
0
0 0
[pela regra do produto]
[pela regra da cadeia para poténcia]
[fator y']

@

[multiplicado por (3y* — x)?]
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Gy —xPy +y- (6> -23y* —x) =0 [a(g - c) =b-— ca]

(By* — )%y + y(6y* — 6y* +2x) =0
By =% +2xy=0

. —2xy
GRS
22.3 Sey € uma fungfo de x tal que
x*—2xy+y3 =38 (0)

e tal que y = 2 quando x = 2 [observe que esses valores satisfazem (0)], determine os valores de y'e y” quando x = 2.
Proceda como no Problema 22.2.

-2y +y*=8
Dx* = 2xy + y%) = D(8)
3x? = 2xy +y) + 3%y =0

D (3x* — 2xy’ — 2y + 3y*y) = D(0)
6x —2(xy" +y) = 2y + 30%y" + yQ2yy) =0
6x — 2xy" =2y — 2y + 3y*y" + 6y(y)* =0 @

Substitua x por 2 ¢ y por 2 em (/),
12-4y —~4412y=0 ou 8y +8=0 ou y = —1
Substitua x por 2, y por 2 e y' por -1 em (2),

28
12—-4y"+24+2+12)"+12=0 ou 8y"+28=0 ou y”=——§-=—

N

224 Sejas=r-97+24ta posigdo s no instante ¢ de um objeto que move sobre uma reta. (a) Encontre a velocidade e
a aceleragdo. (b) Determine quando a velocidade € positiva e quando é negativa. (c) Verifique quando a aceleragio
€ positiva e quando é negativa. (d) Descreva 0 movimento do objeto.

d B
@ v=;j‘—;=‘3t2— 181 + 24 = 3(2 — 6t + 8) = 3(t — 2)(t — 4)

dv
=—=60-18=6(t—-3
T ¢=3) .
(b) vépositivaquandot-2>0er-4>0ouquandor-2<0et~4<0;ou seja, quando
t>2et>4 out<et<4

oque € equivalentear>4our< 2. v=0seesomentese,t=2our=4. Logo, v <0 quando2 <t < 4.

(¢) a>0quandot>3ea<0quandor< 3.

(d)  Assumindo que s cresce para a direita, velocidade positiva indica movimento para a direita e velocidade negativa in-
dica movimento para a esquerda. O objeto se move para a direita até, no instante ¢ = 2, se encontrar em s = 20, on-

de ele inverte a diregdo. Move-se entiio para a esquerda até€, em 1 = 4, se encontrar em s = 16, onde novamente in-
verte a direcdo. Em seguida ele volta a se mover para a direita (ver Fig. 22-2).

Y 16 20 s

y
v -
i
F-.
f"
v
Moy

- e v el
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Problemas Complementares

22.5 Encontre a derivada segunda D’ das seguintes fungdes y:

22.6

227

228

229

22.10

22.11

22.12

2213

22.14

22.15

@ y=x—§ () y=mx—Tx © y=x+5 @ y=3x-1

@ y=3FHT (D=4 6P 0 y=gT

Use derivago implicita para encontrar a derivada segunda y" nos seguintes casos:

@ x*+y’=1 () ¥*~y’=1 () ©®=p*=1 @ xy+y’=1

Se \/)_c + \/)—) = 1, calcule y": (a) explicitamente isolando y e entdo derivando duas vezes; (b) por derivagio implicita.

(¢) Qual, entre os métodos (a) e (b), é 0 mais simples?
Calcule todas as derivadas (primeira, segunda etc.) de y:
1
@ y=4x*-2x*+1 (b) y=2x2+x—l+; © y=4x

x+1 © _ 1
-1 UIrEsEs

@ y= " y=3

Determine a velocidade no primeiro instante em que a aceleragdo € 0 se a equagdo do movimento €:

@ s=2=5t+7 () s=2=3t+2 (¢) s=t*—4P+62—4t+3

No ponto (1,2) da curva x* — xy + y'= 3, encontre a taxa de vari agdo em relagdo a x do coeficiente angular da reta tangen-
te a curva.

Sex’+ 2xy + 3y’ =2, encontre os valores de dyldx e d’yldx’ quandoy = 1.

143Kx—=2)+(x—2)? sex<2

,onde L e K sdio constantes.
Lx + K sex>2

Seja f(x) = {

(a) Seflx) € diferencidvel em x = 2, calcule L ¢ K. (b) Uma vez determinados L e K no item (a), f”(x) é continua para
todo x? ’

Seja h(x) = flx)g(x) e considere que fe g tém derivadas de todas as ordens. (a) Encontre férmulas para h''(x), h""'(x) e
h“(x). (b) Obtenha uma férmula geral para h"(x).

Seja H(x) = fix)/g(x), onde fe g tém derivadas primeira e segunda. Encontre uma férmula para H'(x).

A altura s de um objeto em queda livre na Lua € aproximadamente dada por $ =S¢+ Ugl — 512, onde's € medido em
pés e r em segundos. (a) Qual € a aceleracio devido & gravidade na Lua? (b) Se um objeto ¢ arremessado para cima a par-

tir da superficie da Lua com uma velocidade inicial de 54 pés por segundo, qual € a altitude mdxima que ele alcangari e
quando alcangard aquela altitude?

il




Capitulo 23

T W

- Aplicagoes da Derivada Segunda

% TR

23.1 CONCAVIDADE

Se uma curva tem a forma de uma xicara ou parte de uma xicara (como as curvas na Fig. 23-1), dizemos que
ela € concava para cima. Uma descri¢io matemética dessa nogdo pode ser dada. Uma curva é concava para ci-
ma se a curva estd acima da reta tangente a qualquer ponto da curva. Assim, na Fig. 23-1(a) a curva est4 acima
de todas as trés retas tangentes.

®) ()

Fig.23-1 Concavidade para cima.

Uma curva € dita ser cdncava para baixo se tem a forma de uma tampa ou parte de uma tampa (ver Fig. 23-2).

Em termos matematicos, uma curva € concava para baixo se estd abaixo da reta tangente em um ponto arbitrario da
curva [ver Fig. 23-2(a)].
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(a) (b) (c)
Fig. 23-2 Concavidade para baixo.

Uma curva pode, naturalmente, ser formada por partes de diferentes concavidades. A curva na Fig. 23-3 € con-
cava para baixo de A a B, cdncava para cima de B a C, concava para baixo de C a D e concava para cimade D a E.
Um ponto da curva no qual a concavidade muda é chamado de ponto de inflexdo. B, C ¢ D sio pontos de inflexdo
na Fig. 23-3.

Fig. 23-3

Da Fig. 23-1 percebemos que se nos movemos da esquerda para direita ao longo da curva que € concava para
cima, o coeficiente angular da reta tangente aumenta. O coeficiente angular se torna menos negativo ou mais posi-
tivo. Reciprocamente, se a reta tangente tem essa propriedade, a curva deve ser cdncava para cima. Mas, para uma
curva y = f(x), a reta tangente certamente terd essa propriedade se f”(x)>0, uma vez que, nesse caso, o Teorema
17.3 implica que o coeficiente angular f*(x) da reta tangente serd uma fungio crescente. Usando um argumento se-
melhante, percebemos que se f”(x)<0, o coeficiente angular da reta tangente € decrescente e, da Fig. 23-2 vemos
que acurva y = f(x) € concava para baixo. Isso nos leva ao:

Teorema 23.1:  Se f”(x) > 0-para todo x em (a,b), entdo o gréfico de f € concavo para cimaentre x = a e x = b.
Se f”(x) < 0 para todo x em (a,b), entdo o gréfico de S € concavo para baixoentre x =ae x = b.

Para uma demonstragéo rigorosa do Teorema 23.1 ver Problema 23.17.

Corolario 23.2:  Se o grifico de ftem um ponto de inflexdo em x = c e f” existe e é continua em x = c, entdo

f(e)=0.

De fato, se f”(c)# 0, entdo f”(c) > 0 ou f7(c) <0.Sef"(c) > 0, entdo f”(x) > 0 para todo x em algum interva-
lo aberto que contém c, e o grifico seria concavo para cima em tal intervalo, contrariando a hip6tese de que existe

um ponto de inflexdo em x = c. Conseguimos uma contradi¢éo semelhante se f(c) < 0, pois nesse caso, 0 gréfico
seria cdncavo para baixo em um intervalo aberto contendo c.

Exemplos

(@) Considere o grafico de y = x3 [ver Fig. 23-4(a)]. Aqui ¥’ = 3x? e y" = 6x. Como y">0quandox>0e

¥" <0 quando x < 0, a curva é cdncava para cima quando x > 0 e concava para baixo quando x < 0. Hi um
ponto de inflexdo na origem, onde a concavidade muda. Esse € o dnico possivel ponto de inflexdo, pois se
y" = 6x.= 0, entio x deve ser 0.

by Sef’(c)=0,0 gréifico de fndo precisa necessariamente ter um ponto de inflexdo em x = ¢. Por exemplo, o
gréfico de f(x) = x* [ver Fig. 23-4(b)] tem um minimo relativo, nio um ponto de inflexdo, em x = 0, onde
o= 12x2 = (.

g
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-1k

(a) (b)
Fig. 23-4

232" TESTE PARA EXTREMOS RELATIVOS

Ja sabemos, do Capitulo 14, que a condigdo J'(c) = 0 € necesséria mas ndo suficiente para que uma fungdo diferen-
cidvel f tenha um méxiimo ou minimo relativo em x = c. Precisamos de alguma informagZo adicional que nos dir4
se uma fungdo realmente tem um extremo relativo em um ponto onde sua derivada € nula.

Teorema 23-3  (Teste da Derivada Segunda para Extremos Relativos): Sef’(c)=0e f7(c) <0, entdo fadmi-
te um méximo relativo em c. Se f'(c) = O e f”(c) >0, entdo f tem um minimo relativo em c.

Demonstragdo: Se f*(c) = 0, a reta tangente ao grafico de f € horizontal em x = c. Se, além disso, f”(c) < 0, en-
» tdo, de acordo com o Teorema 23.1', 0 grafico de f € céncavo para baixo nas proximidades de x = c. Assim, proxi-
mo de x = c, o grifico de f deve estar abaixo da reta horizontal que passa por (cf(c)); f tem, portanto, um maximo
' relativo em x = ¢ [ver Fig. 23-5(a)]. Um argumento semelhante nos leva a um minimo absoluto quando f(c)>0
L [ver Fig. 23-5(b)].

(@) (b)
Fig. 23-5

Exemplo  Considere a fungio f(x) = 2x® + x — 4x + 2. Logo,
J(x) =6x* +2x — 4 =2(3x* + x — 2) =203x - 2)(x + 1)
Assim, sef’(x) =0,entdo3x~2=00ux+ 1=0; 0u seja, x =% oux=-1.Masf”(x) = 12x + 2. Portanto,

f=D)=12A-)+2=-12+2=-10<0
fB=12+2=8+2=10>0

1 . < 2. . . .
Para usarmos o Teorema 23.1 devemos assumir quef” é continua em ¢ e que existe em um intervalo aberto em torno de c. No entanto, um argumento mais ela-
borado pode evitar tal hipétese.
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-15)

a“

Fig. 23-6

" Como f7(-1) <0, ftem um maximo relativo em x = — | com
f(=)=2=1P + (=1  —4(=1)+2=-2+1+4+2=5

Como f"(3) > 0, ftem um minimo relativo em x = %, com

2 2\3 2\?2 2 16 4 8 16 12 72 54 10
f(3)=2(§) ”(‘3‘) "4<§)+2=§7+§"§+2‘§7+5§—§7+§7"ﬁ

O gréfico de f € exibido na Fig. 23-6. Mas como

f”x)=12x+2=12(x+é)=12[xn(_.é>]

f”(x)>0quando x > —$, ef”(x) <0 quando x < —$. Logo, a curva é concava paracima quando X > —% ¢

cbncava para baixo em x < —%. Desse modo, deve haver um ponto de inflexdo /, onde x = —1.
A partir do Problema 9.1 sabemos que

im f(x)= lim 2x*=+400 e lim f(x)= lim 2x*= -0

X+ 0 x—=+ + 0 X= = Eadad-]

Assim, a curva se move para cima indefinidamente para a direita e para baixo indefinidamente para a esquerda.

O teste da derivada segunda nio nos diz nada quandof'(c)=0ef

“(c) = 0. Isso se mostra com os exemplos na
Fig. 23-7, onde em cada caso 0 =f"0)=0.

Para distinguir entre os quatro casos exibidos na Fig. 23-7, considere o sinal da derivada f’ imediatamente 2
esquerda e imediatamente 2 direita do ponto critico. Lembrando que o sinal da derivada € o sinal do coeficiente

angular da reta tangente, temos as quatro combinagdes mostradas na Fig. 23-8. Elas nos levam diretamente ao
Teorema 23 4.

. . Sy
s i, -~ o2 " i s e

P gr
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fx)=x>
Sx)=x*
(0] 0]
(a) Ponto de inflexdoem O (b) Minimo relativo em O
3
o o
f(x)=—x3 f(x)=—x“
¢ (c) Ponto de inflexdoem O (d) Méximo relativo em O
Fig. 23-7

(@ {++} b {--}

(C) {_7"'} (d) {+’ .—}
Fig. 23-8
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Teorema 23-4  (Teste da Derivada Primeira para Extremos Relativos): Considere que f'(c) = 0.

{- +} Sef’é€negativa a esquerda de c e positiva  direita de c, entdo f tem um minimo rela-
tivoemc.

{+,~} Sef’épositiva a esquerda de c e negativa a direita de c, entdo f tem um mdximo rela-
tivo em c.

{+,+} Sef’tem o mesmo sinal & esquerda e 2 direita de c, entdo f tem um ponto de inflexdo
{--} emec

23.3 ESBOCO DE GRAFICOS

Agora estamos preparados para esbogar os graficos de uma grande variedade de fungdes. As caracteristicas mais
importantes de tais graficos sdo:

(i) Extremos relativos (se existirem)

(ii) Pontos de inflexdo (se existirem)

(iii) Concavidade

(iv) Assintotas-verticais e horizontais (se existirem)
(v) Comportamento quando x tende a + 00 e — 0

O procedimento foi ilustrado com a fungdo f(x) = 2x3 + x? — 4x + 2 na Secdo 23.2. Um exemplo a mais
segue abaixo.

Exemplo Esboce o gréfico da fungio racional
X
X) = ——0
/&) xt+1
Primeiramente, a fungdo € impar [isto §, f{- x) = — {x)], de forma que basta representd-la graficamente para x
positivo. O gréfico € entdo completado por reflexdo na origem (ver Segio 7.3).

Calcule as primeiras duas derivadas de f

X2+ DD, (x) = xD (x> +1) x*+1—x(2x) 1—x2

o + 1)2 T Rty

2 2 2 2 2 2

0= b, g — o 1P );x)z -0+
(4 DA=20 — (1 — xD)[2(x* + 1)2x)]
h (2 + 1)
_ oA 1421 -x)]  =2x3—x)  2x(x — /3)x + /)
N o+ 1)7* ToE1p o2 + 1)°

="

Como 1 — x? = (1 — x)(1 + x), f'(x) f'(x) tem uma Gnica raiz positiva, x = I, naqual f"(1) = [-2(2)]/2)® =
—1%. Logo, pelo teste da derivada segunda, f tem um médximo relativo em x = 1. O valor mdximo é f(1) = 4.

Se examinamos a férmula para f”(x),

o 2X(x = /3)x + . /3)
/9 = 2+ 1P

notamos que f”'(x) > 0 quando x > \/5 equef”(x) <Oquando 0 < x < \/?; Pelo Teorema 23.1, o grifico de f ¢

cOncavo para cimaem x > \/5 e concavo para baixoem 0 < x < \/5 Portanto, hd um ponto de inflexio / em

X = \/-3-, onde a concavidade muda.
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Agora calcule

1/x 0
i = li = l e T e T 0
Jm S = im = M s T Tro

0 que mostra que o €ixo x positivo é uma assintota horizontal 2 direita.
O grafico, com sua extensdo ao eixo x negativo (tracejada), € esbogado na Fig. 23-9. Observe como a concavi-

dade de um tipo se reflete em concavidade de outro tipo. Assim, hd um ponto de inflexio em x = —./3 e outro
ponto de inflexdo em x = 0. O valor f(1) = § é 0o mdximo absoluto de fe f (—1) = — 1 é o minimo absoluto.
A y

Problemas Resolvidos

23.1 Esboce o grifico de flx) = x — 1/x.

A fungfio € impar. Logo, podemos primeiro esbogar o grafico para x > 0 ¢, em seguida, refletir na ori gem para obter
ogrificoemx < 0.

As derivadas primeira e segunda sdo

1
f’(x) = Dx(x - x_l) =1- (—l)x_2 =1 + -;i-
" 2 3 2
f(x)=Dx(1+x )=—2x =—;§.
Como f'(x) = 1+ (1/x%) > 0, f& uma fungdo crescente. Além disso, para x > 0, 0 gréfico de € cOncavo para bai-

X0, uma vez que f"(x) = —(2/x*) < 0 quando x > 0. A reta y = x mostra ser uma assintota, pois

lim [x—-f(x)]= lim l=0

x>+ x=*+ow

Como

lim f(x)= lim< _1)= lim (_1)= —0
x=0+ x=0+ X x=0+ X

o grafico de ftem o eixo y negativo como uma assintota vertical.

Observe que x = 0, onde f niio € definida, € o tinico ponto critico. O gréfico € esbogado, para todo x, na Fig. 23-10.
Apesar da concayidade mudar em x = 0, ndo hé ponto de inflexdo nessa ordenada, pois f0) ndo € definida.
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>

Fig.23-10 , Fig. 23-11

23.2 Esboce o gréficode f(x) = x* — x3 + 4x + 2.

A derivada primeira é f'(x) = x* — 3x + 4. Podemos determinar que ~1 é uma raiz de x3 — 3x2 + 4.

ALGEBRA Aose procurar por raizes de um polindmio, primeiro tente os fatores inteiros da constante. Nesse caso, os fatores
dedsio +1, +2, +4.

Assim (Teorema 7.2), f'(x) € divisivel por x + 1. A divisdo resulta em
X} =3x +4=(x + 1)x2 —dx + 4) = (x + 1)x — 22 5
Logo, os pontos criticos sdox = — 1 e x = 2. Mas
(%) = 3x* — 6x = 3x(x — 2)

Logo, (- 1) = 3(-1)(- I—;) = 9. Assim, pelo teste da derivada segunda, f tem um minimo relativoem x = —1.
~ Comof”(2) = 3(2)(2-2) = 0, fazemos o teste da derivada primeiraemx = 2.

) =(x+ x -2

Em ambos os lados de x = 2, f'(x) > 0, jique x + 1 > 0e (x — 2)* > 0. Esse é 0 caso {+,+}. H4 um ponto de inflexdo
em (2,6). Além disso ,f”(x) muda de sinal em x = 0, de modo que existe um ponto de inflexfo também em (0,2). Como

1
lim f(x)= lim -x*= 4w

x=t o x>t oo

0 grafico sobe indefinidamente pela esquerda e pela direita. O grafico é exibido na Fig. 23-11.

23.3 Esboce o gréfico de f(x) = x* — 8x2.

Como a fungfo € par, restringimos a atengfio para x > 0.

f(x)=4x> — 16x = 4x(x* — 4) = dx(x — 2)(x + 2)

F1) = 12x2 — 16 = 4(3x* — 4) = 12(x2 - ;) = 12<x + \%)(x - \—;_3-)
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Os pontos criticos ndo-negativos sio x = 0 e x = 2. Testando,

x f(x) /)
0 0 | —16 maximo relativo
2 —16 32 minimo relativo
2 80 )
+ 7 5 0 ponto de inflexdo
3

Observando o sinal de f”(x), vemos que o grafico serd concavo para baixo em 0 < x < 2/\/5 e cOncavo para cima em

x> 2/\/5. Como lim f(x)= + o0, o gréfico sobe 2 direita indefinidamente.

x—+ o

O grifico € esbogado na Fig. 23-12. Observe que, no conjunto de todos os niimeros reais, f tem um minimo absolu-
tode ~16 em x = +2, mas nenhum valor de méximo absoluto.

by

2+

-16
(-2,-16) (2.-16)

Fig. 23-12

Problemas Complementares

23.4 Determine os intervalos nos quais os gréficos das seguintes fungdes sio concavos para cima e os intervalos onde eles sio
cdncavos para baixo. Encontre todos os pontos de inflexo. Verifique suas solugBes em uma calculadora gréfica,

@ fX)=x2—x+12 ) fx)=x*+18x3+ 120x2 + x + 1

X
© fO=x>+15x*+6x+1 (d) f(x)=5———1 (&) f(x)=5x*—x°
n x —
23.5 Encontre os pontos criticos das seguintes fungdes e determine se eles correspondem a madximos relativos, minimos rela-
tivos, pontos de inflexdo ou nenhum desses casos. Verifique suas solu¢des em uma calculadora grifica.

@ f(x)=8—3x+x ) f(x)=x*—18x* +9
2 2

X X
-7 © f(x)=x—2—+—1

© f)=x*~5x2-8x+3 (@ f(x)=

X
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23.6 Esboce os graficos das seguintes fungdes, exibindo extremos (relativos ou absolutos), pontos de inflexio, assintotas ¢
comportamento no infinito. Verifique suas solugdes com uma calculadora grifica.

@ fO)=(6-1> ) f)=x"-22—dx+3 () f(x)=x(x—2)?

@ fE)=x*+4x* (9 f(x)=3x"—20x N f)=3x-1
2 __ P
O =2l 0 =5 () fiy=""1

23.7 Se, paratodo x, f'(x) > O e f”(x) < 0, qual(is) das curvas na Fig. 23-13 poderia ser parte do grafico de f?

/\ ™

(a) e ©

/ /

(d) (e)
Fig. 23-13

23.8 Em qual(is), entre os cinco pontos indicados no grafico da Fig. 23-14, que y'e y" tém 0 mesmo sinal?

y

Fig. 23-14

23.9 Seja f(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0. (a) Quantos extremos relativos que ftem? (b) Quantos pontos de inflexdo exis-
tem no gréfico de f? (c) Qual € o tipo de curva do grafico de f?

23.10 Sejaf continua para todo x, com um médximo relativo em (-1 ,4) € um minimo relativo em (3,-2). Qual(is) das seguintes
afirmagdes deve(m) ser verdadeira(s)? (a) O grafico de ftem um ponto de inflexdo em algum x no intervalo (-1 3. () O
gréfico de ftem uma assintota vertical. (¢) O gréfico de ftem uma assintota horizontal. (d)f'(3) = 0. (e) O grifico de ftem

uma reta tangente horizontal em x = —1. (f) O gréfico de fintersecta ambos os eixos x e . (g) ftem um méximo absoluto
no conjunto dos nimeros reais.
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23.11

23.12

23.13

23.14

23.15

23.16

23.17

23.18

23.19

Se f(x) = x> + 3x? + k tem trés raizes reais distintas, quais sao as limitagdes sobre k? [Sugestdo: Esboce o gréfico de

f usandof” e f”. Em quantos pontos que o gréfico de f corta o eixo x?]

Esboce o gréfico de uma fungio continua f tal que:
(@) f)=-2,f(1)=0,f"(x) > 0 para todo x
by f2)=3,f"(2)=0,f"(x) < 0 para todo x

() A =1Lf"(x)<0parax>1,f"(x)>0parax< 1, lim Sx)= 400, lim f(x)= -0

x=+o X 00
(d) ﬂO)=0,f"(x)<0parax>0,f"(x)>0parax<0, lim f(x)=1, lim f(x)= —1
x=+ o X 00
(&) AO0)=1,f"(x)<Opara x #0, lim f'(x)= + oo, lim fx)=—o0
x—=0+ x-0- '
(N A0)=0,f"(x)>0parax<0,f”(x) <Oparax>0, lim S x) =400, lim f(x) = +o0
x>0~ x=0+

(8 A0 =1,f"(x)<0se x#0, lim f(x)=0, lim f(X)= -

x-+0+ x=0-

Seja fix) = x|x — 1| para x pertencente a [-1 »2]. (a) Para quais valores de x que f¢ continua? (by Em quais valores de x que

+ f¢é diferencidvel? Calcule f"(x). [Sugestdo: " Analise separadamente os casos x >1 e x <'1.] (¢) Onde que fé uma fungdo

crescente? (d) Calcule f”(x). (¢) Onde que o gréfico de f ¢ concavo para cima e onde € concavo para baixo? (f) Esboce o
gréficode f.

Dadas as fungdes fe g tais que, para todo x, (i) @) — (fX)? = 1; (i) f'(x) = (g(x))?; (i) £”(x) e g”(x) existem, (iv)
8(x) < 0e(v)R0) = 0, mostre que: (a) g'(x) = fix)g(x); (b) & tem um mdximo relativo em x = 0; (¢) ftem um ponto de in-
flexdoemx = 0.

Para qual valor de k que X — kx™* terd um méaximo relativo em x = — 22

Seja f(x) = x* + Ax> + Bx® + Cx + D. Considere que o grifico de y = flx) € simétrico em relagdo ao eixo y, tem um

méximo relativo em (0,1) ¢ um minimo absoluto em (k,-3). Encontre A, B, C e D, bem como 0o(s) possivel(is) valor(es)
para k.

Prove o Teorema 23.1. [Sugestdo: Considere que f”(x) >0 em (a,b) e seja c um ponto de (a,b). A equagio da reta tan-
genteemx = c' €y = f'(c)(x ~ ¢) + fic). Deve ser mostrado que fix) > f'(c)(x — ¢) + flc). Mas o teorema do valor médio
nos diz que

JO) =1 x ~ o) + f(c)
onde x* estd entre x e c e como f7(x) >0em (a,b), f € crescente.)
D€ uma demonstragio rigorosa parao teste da derivéda segunda (Teorema 23.3). [Sugestdo: Assuma f©)y=0ef"(c)

7 h —_— (4 7, — 7
< 0. Como f”(c) <0, lim Iﬁ—h)—f—@ < 0. Logo, existe & > 0 tal que para [4] < §, ﬂci-};)—f—(i) <0, e co-

=0

mo f(c) = 0, f'(c + h) < 0 para h > 0 e f'(c + h) > 0 para h < 0. Pelo teorema do valor médio, se |h| < §,

fle+h)—fle)
h

=f'(c + h,)paraalgum ¢ 4 h, entre c e c + h. Portanto, [hy| < [h|, eseh>0ouh <0, podemos in-

ferir que flc + h) - fic) < 0; ou seja, flc + h) < fic). Assim, ftem um maximo relativo em ¢. O caso no qual f”’(c) > 0 se
reduz ao primeiro caso se trabalharmos com 1

. 3(x?—1)
Considere f(x) = 213

(a) Encontre todos os intervalos abertos onde fé crescente. (b) Encontre todos os pontos criticos e determine se eles cor-
respondem a médximos relativos, minimos relativos ou nenhum desses casos. (¢) Descreva a concavidade do gréfico

de fe encontre todos os pontos de inflexio (se houver algum). (d) Esboce o grifico de J- Mostre quaisquer assinto-
tas horizontal ou vertical.
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2320 No grifico de y = f{x) na Fig. 23-15: (a) encontre todos os x tais que f’(x) > 0; (b) encontre todos os x tais que f/(x) > 0.

(3;1,5)

(4;0,75)

=V

e s e o [) i - - ——————— o — - ————_——

Fig. 23-15




Capitulo 24

, Mais Problemas de
| Maximos e Minimos

Até agora temos sidos capazes de encontrar os mdximos e minimos absolutos de fungdes diferencidveis apenas em
intervalos fechados (ver Segdo 14.2). O resultado a seguir freqiientemente nos capacita a lidar com casos nos quais
a fungdo € definida em um intervalo semi-aberto, aberto, infinito ou mesmo no conjunto de todos os nlimeros reais.

Lembre-se que, em geral, ndo hd qualquer garantia de que uma fun¢do tem algum méximo absoluto ou minimo ab-
soluto em tais dominios.

Teorema 24.1:  Seja fuma fungdo continua em um intervalo &, com um tnico extremo relativo em .%. Entio es-
' se extremo relativo € também um extremo absoluto em .%.

Argumento intuitivo: Observe a Fig. 24-1. Suponha que f tem um méximo relativo em ¢ e nenhum outro extremo
+ relativo no interior de $. Considere outro nimero qualquer d em 4. A curva desce em am-
bos os lados de c. Logo, se o valor f{d) fosse maior que f{c) entdo, em algum ponto u entre ¢
e d, a curva deveria mudar de dirego e subir. Mas entiio Jfteria um minimo relativo em u,
contrariando nossa hipétese. O resultado para um minimo relativo segue pela aplicagdo do
mesmo resultado em —f,
Para uma demonstragdo rigorosa, ver Problema 24.20

J ’

/

/
/\ /
& /
{ \ Y

y \Nes

4§ L ] L,
{ c u d

Fig. 24-1
Exemplos .

(a) Encontre a menor distincia do ponto P(1, 0) a pardbola x = y:' [ver Fig. 24-2(a)].
A disténcia de um ponto arbitrdrio O(x, y) da pardbola ao ponto P(1, 0) ¢, de acordo com (2.1)

u=/(x—1)* +y?
=J/x=1)*+x [ =xatQ]

=\/x2—2x+1+x=\/x2—x+1

]
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Q)

Mas minimizar u & equivalente a minimizar u” = F(x) = x* - x + 1 no intervalo [0, + o) (0 valor de x estd restrito -
pelo fato de que x =y’ > 0).

Fx)=2x-1 Fiix)=2
O dnico ponto critico € a solugdo de
Flx)=2x—-1=0 ou x=1%

Mas F"'(3). Logo, pelo teste da derivada segunda, a funcdio F tem um minimo relativo em x = % . O Teorema

24.1 implica que esse é um minimo absoluto. Quando x = %,

y2=x=

AR

Assim, os pontos da pardbola mais préximos de (1, 0) sdo (3, \/5/2) e

e y==

A2 2
\/‘
@&, —ﬁ/z).

Uma caixa aberta (ou seja, uma caixa sem tampa) deve ser feita com uma base quadrada [ver Fig. 24-2(b)] e se
exige que tenha um volume de 48 polegadas ctibicas. O fundo da caixa custa 3 centavos por polegada quadra-
da, enquanto as paredes laterais custam 2 centavos por polegada quadrada. Encontre as dimensdes que minimi-
zarﬁo o custo da caixa.

" Seja x 0 lado do quadrado do fundo e seja & a altura. Entéo o custo do fundo € 3%’ ¢ o custo de cada uma
das quatro laterais € 2xh, dando um custo total de

N -

C = 3x% + 4(2xh) = 3x? + 8xh

O volume é V=48 = x’h. Logo, h = 48/x" e
48 384
C=3x*+ 8X<F> =3x% + —);" =3x? + 384x ™!

que deve ser minimizada em (0, + ). Mas

dacC _ 384
™ = 6x — 384x "% = 6x ——;2-

€ assim os pontos criticos s3o solugdes de

384

6x —-;2—=0
384
6x=—;5-
x* =64
x=4
Mas
d*c
—(2— —(—2)384x ‘3—6+7~6-8—>0

para todos os x positivos; em particular, para x = 4. Pelo teste da derivada segunda, C tem um minimo relativo
em x =4. Mas como 4 € o tinico ponto critico positivo e C ¢ continua em (0, + o), 0 Teorema 24.1 nos diz que
C tem um minimo absoluto em x = 4. Quando x = 4,

Assim, o lado da base deveria ser de 4 polegadas e a altura de 3 polegadas.
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4
2
-7 Q(x. ) :
1 /
/ [ h
/ |
& > I
P(1,0) X |
i Ju—
7
// X
_2 -
X
(a) )]
Fig. 24-2
Problemas Resolvidos

24.1 Um fazendeiro deve cercar um terreno retangular com um dos lados ao longo de um riacho; nenhuma cerca € ne-

e cessariamaquele tado. Se-a-drea deve ser-de 1800 metros quadrados e a cerca custa $2 por metro; quais as dimen-

sOes que minimizario o custo?

C=2x+2y) =2x + 4y

Mas 1800 = xy, ou x = 1800/y, de modo que

18
c=2<—y—-0°>+4y=-3iy@+4y=3600y-‘+4y

X

Queremos minimizar C(y) para y > 0. Assim, procuramos por pontos criticos positivos

36
- y(’)0+4=0
3600
4=?"‘
y2=§£@=900
4
y=+30

d? d - _, 7200
Mas _d—y? = E (=3600y"" +4)=7200y ' = 7, que € positivo em y = +30. Logo, pelo teste da derivada segunda, C

admite um minimo relativo em y = 30. Como ¥ =30 € o tinico ponto critico positivo, nio pode haver outro extremo rela-
+tivo no intervalo (0. + eo), Portanto, C tem um minimo absoluto em y = 30, pelo Teorema 24.1. Quando y = 30 metros,
1800 1800

X =— == 60 metros
y 30 metros



188  InTRODUCAO AO CALCULO

242 Sec,, ¢y, ..., c,sdo os resultados de n medigdes de uma quantidade desconhecida, um método para estimar o va-
lor de tal quantidade € determinar o nimero x que minimiza a fungfio

f=x—c)l+x—c)+ - +(x—c)

Esse método € chamado de principio dos minimos quadrados. Encontre o valor de x determinado pelo principio dos mi-
nimos quadrados.

J)=2x—c)+2x—c)+ - +2x—c,)
Para encontrar os pontos criticos,

Ax—c)+2x—c)+ - +2x—¢)=0
x—c)+x—c)+-+(x—c)=0
nx—(c+e+ 0 +c)=0
nx=c;+c¢,++g,
cG+cy+m+e,
- n
Quandof”(x)=2+2+...+2=2n> 0, temos, pelo teste da derivada segunda, um minimo relativo de f no tinico ponto

critico. Pelo Teorema 24. 1 esse minimo relativo é também um minimo absoluto no comunto de todos os niimeros reais x.
Assim, o principio dos minimos quadrados estipula a média das n medigdes.

2
243 Sejafix)= 4x —13 para 0 <x< 1. Encontre os extremos absolutos, se existirem, de fem [0, 1).
x fo—

oy _ = DDAx? —3) — (@x® = 3)D(x — 1) (x — 1)(8x) — (4x* — 3)1)

fx)= -1 B (x =12
_8x2—-8x—4x2+3_4x2—8x+3“_(2x——3)(2x—1)

B (x—1)? k=) (x—1p

Para encontrar os pontos criticos, faga f'(x) =0,

2x-3)2x -1
(x =17

2x=3)2x—-1)=0
2x—3=0 ou 2x—-1=0

=3 =1
X=3% ou X =3

=0

Portanto, o éinico ponto critico em [0, 1) é x = 1.
Usemos o teste da derivada primeira (Teorema 23.4),

@x—-3)2x—1) 2Ax—3)-2x—3) _ 4x—3Hx—13)

J69= (x—1? k=1 (x—1p

Para x imediatamente 2 esquerda de % L X - % <ex-— % <0e,assim, f'(x) > 0. Para x imediatamente  direita de % L X— % >
Oex~ 3 <Oe,assim, f’(x) < 0. Portanto, temos 0 caso {+,-} e ftem um méximo relativo em x = %. (O teste da derivada

segunda poderia ter sido usado no lugar desse.) A fung@o fnfio tem nenhum minimo absoluto em [0, 1). Seu grificotemare-

4x? -3

tax =1 como assintota vertical, uma vez que i f(x) = lim = — oo (ver Fig. 24-3).’
1

x—1- x=1- X

2 7

" Ob ad
serveque

1
=4(x + 1)+x~—_1 —> —coquandox —> 17,
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Fig. 24-3

Problemas Complementares

244

24.5
24.6
24.7

24.8
249

24.10

24.11

24.12

Um terreno retangular deve ser cercado de modo que a drea resultante seja de 100 metros quadrados. Determine as
dimensges desse terreno (se houver solugéo) para que o perfmetro seja:  (a) um médximo; (b) um minimo.

Encontre os pontos na pardbola 2x = y* mais préximos ao ponto (1, 0).
Encontre os pontos da hipérbole x* — y* = 2 mais préximos do ponto (0, 1).

Uma caixa fechada com uma base quadrada deve ter 252 pés ciibicos. O fundo custa $ 5 por pé quadrado, a tampa cus-
ta $ 2 o pé quadrado e as laterais custam $ 3 por cada pé quadrado. Determine as dimensdes que minimizardo o custo.

2
- . - X
Encontre 0 mdximo e 0 minimo absolutos (se existirem) de fy=

* 24 no intervalo [0, 2).

Uma determinada pégina deve conter 60 centimetros quadrados de material impresso. Devem haver margens de 5
centimetros em cada lado e margens de 3 centimetros em baixo e no topo. Qual o tamanho das linhas impressas pa-
ra minimizar a quantia de papel usado?

Um fazendeiro deseja cercar um terreno retangular de 10 000 pés quadrados. As cercas norte-sul custardo $ 1,50 por pé
enquanto as cercas leste-oeste custardo $ 6,00 cada pé. Determine as dimensdes do terreno que minimizario o custo.

: 1
(@) Esboce 0 grafico de =

(b) Encontre o ponto do grafico onde a reta tangente tem o maior coeficiente angular.

(a) Determine as dimensdes da lata cilindrica fechada [ver Fig. 24-4(a)] que terd uma capacidade de k unidades
de volume e terd usado a menor quantia de material. Encontre a razdo entre a altura & e o raio r da base e do
topo. (O volume é V = mr’h, ¢ a 4rea lateral € S = 27rh.)

(b) Seabase e o topo da lata devem ser cortados a partir de pedagos quadrados de metal e o resto desses quadra-
dos € desperdigado [ver Fig. 24-4(b)], encontre as dimensdes que minimizardo a quantia de material usado e
determine a razdo entre a altura e o raio.

(a) )
Fig. 24-4
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Ay
B(0, y) ¢
(1.3
s
o A(x,0) x
Fig. 24-5 Fig. 24-6
24.13 Um copo em forma de cone e com paredes finas deve suportar 367 polegadas ctibicas de égua quando cheio. Quais

24.14
24.15

dimens®es minimizardo a quantia de material necessdria para o copo? (O volume é V = Lar *h e 4rea da superficie
€ A = mrs; ver Fig. 24-5.)

(a) Encontre os extremos absolutos em [0, + o] de f{x) = W (b) Esboce o gréfico de f.

Uma lixeira retangular, aberta no topo, deve conter um volume de 128 metros ctibicos. Se a base for um quadrado,

a um custo de $ 2 por metro quadrado, ¢ as laterais custam $ 0,50 cada nmetros quadrado, quais dimensdes minimi-

24.16

24.17

24.18
24.19

24.20

24.21

24.22

zardo o custo?

O prego de venda P de um item € 100 - 0,02x délares, sendo que x denota o nimero de itens produzidos diariamen-
te. Se o custo C para produznr e vender x itens € 40x + 15 000 délares por dia, quantos itens deveriam ser produzi-
dos e vendidos a fim de maximizar o lucro?

Considere todas as retas que passam pelo ponto (1, 3) e que interceptam o eixo x positivo em A(x, 0) € 0 eixo y po-
sitivo em B(0, y) (ver Fig. 24-6). Encontre a reta que torna a 4rea do ABOA minima.

Considere a fungéo fix) = % X+ k . (@) Para qual valor de k que fterd um minimo em x = -2?
X

Encontre os pontos do grafico de 3x” + 10xy + 3y* = 9 mais préximos da origem. [Sugestdo: Minimize x* + )7, fa-
zendo uso de derivagdo implicita.]

Preencha as lacunas na seguinte demonstragdo do Teorema 24.1. Considere que f¢ continua em um intervalo %. As-
suma que ftem um maximo relativo em ¢ pertencente a .%, mas nenhum outro extremo relativo em . Devemos pro-
var que ftem um méximo absoluto em $ no ponto c¢. Suponha, por absurdo, que d # ¢ é um ponto em % com fic) < _
fld). No intervalo fechado # com pontos de fronteira ¢ e d, fadmite um minimo absoluto em algum ponto u. Como
f tem um méximo relativo em ¢, u € diferente de c e, portanto, flu) < fic). Logo, u # d. Portanto, u estd no interior
de # e assim f tem um minimo relativo em u # c.

Prove o seguinte teorema, semelhante ao Teorema 24.1: Se o grifico de fé concavo para cima (para baixo) em um -
intervalo 4, entdo qualquer minimo (m4ximo) relativo de fem .$ é um mfnimo (mdximo) absoluto em %. [Suges-
tdo: Considere a relago entre o gréfico de fe a reta tangente no extremo relativo.)

Encontre os extremos absolutos (se existirem) de f{x) = P 1 x"” em 1,1}




Capitulo 25

Medida de Angulos

25.1 COMPRIMENTO DE ARCO E MEDIDA EM RADIANOS

A Figura 25-1(a) ilustra o sistema tradicional de medida de angulos. Uma rotagio completa é dividida em 360 par-
tes iguais e a medida assinalada para cada parte chama-se um grau. Em matemdtica e ciéncia moderna € interessan-
te definir uma unidade diferente para medida de angulos.

Defini¢do: Considere um circulo com um raio de uma unidade [ver Fig. 25-1(b)]. Seja C o centro e sejam CA e
CB dois raios com os quais o arco interceptado AB do circulo tem comprimento 1. Logo, o angulo
central ACB € considerado como tendo uma unidade de medida, um radiano.

Seja X o ntimero de graus em ¥ ACB de medida 1 radiano. Entfo, a razdo entre X e 360° (uma volta completa)
¢ igual a raziio entre AB e a circunferéncia inteira 277, Como AB =1,

X 10180
360 2= T2t on
Assim, 1 radiano = 180 graus (25.1
n

Se consideramos 7 como sendo aproximadamente 3, 14, entdo 1 radiano ¢ aproximadamente igual a 57,3 graus. Se
multiplicamos (25.7) por /180, temos

n .
1 grau = 180 radianos (25.2)

A

Fig. 25-1
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Exemplo Determinemos a medida em radianos de alguns angulos “notdveis” dados em graus. Claramente, 0 4n-
gulo nulo € 0 em qualquer medida. Para um angulo de 30°, (25.2) nos d4

30° = 30(1% radianos) =g radianos

Para um angulo de 45°,

45° = 45(1-18% radianos) =7Zr radianos

e assim por diante, de modo a gerar a Tabela 25-1. Essa tabela deveria ser memorizada pelo estudante, o qual fre-
qiientemente lidard com graus e radianos.

Tabela 25-1
Graus Radianos

0 0

4

30 -

- 6
n

45 -
4

T

60 -

3

A

90 -

2

180 .1
n
270 —
2

360 2n

Considere agora um circulo de raio r e centro O (ver Fig. 25-2). Considere que ¥ DOE tem 0 radianos e seja s
o comprimento do arco DE. A razdo entre 6 o ntimero 27 de radianos de uma volta completa € igual a razio en-
tre s € a circunferéncia completa 27r, /27 = s/27r. Logo,

s=rl - (25.3)
nos da a relagdo basica entre o comprimento de arco, o raio e a medida em radianos do angulo central.
D
s
1) E
Fig. 25-2

25.2 ANGULOS DIRECIONADOS

Angulos podem ser classificados como positivos ou negativos, de acordo com a direcio da rotacdo que os gera. Na
Fig. 25-3(a), observamos que o angulo direcionado AOB é considerado positivo quando € obtido da rotagdo da fle-
cha OA em diregio a flecha OB no sentido anti-hordrio. Por outro lado, o &ngulo direcionado AOB na Fig. 25-3(b)
¢ considerado negativo se é gerado a partir de uma rotagdo da flecha OA na diregdo da flecha OB no sentido hori-
rio. Alguns exemplos de angulos direcionados e suas medidas em radianos sdo exibidos na Fig. 25-4.
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(a) (b)
Fig. 25-3

n .
m 7 radianos 27 radianos

45 radianos g— radianos 7 radianos (270°) (360°)
(45°) (90°) (180°)
" — 7 radianos
(- 360°)
- 45 radianos - ZE radianos - 3_21t radianos _27 radianos
(- 45°) (-90° (-270° (- 360°)
Fig. 25-4

Alguns angulos direcionados correspondentes a mais que uma volta completa sdo mostrados na Fig. 25-5. E
dbvio que angulos direcionados cujas medidas em radianos diferem por um miltiplo inteiro de 27 (por exemplo, o

primeiro e o tltimo angulo na Fig. 25-5) representam configuragdes idénticas de duas flechas. Dizemos que tais an-
gulos “tém os mesmos lados”.

& @

+14 volta +14 volta —13 volia

+2} voltas
ou ou ou ou
+ % radianos + 3m radianos +—]—;—1—t radianos + 9776 radianos
Fig. 25-5
Problemas Resolvidos
25.1 Expresse em radianos um angulo de: () 72°: (b) 150°.
Use (25.2).-
2-3
(@@ 72°= 72(1—3—0 radianos) =3 32 (m radianos) = gsfradianos
{ 150 5300 5
(b) 150°=— 7= —-(———) =2 radianos

180~ 6(30) 6
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25.2 Expresse em graus um angulo de: (@) 5a/2 radianos; (b) 0,3 radianos; (c) 3 radianos. 3
Use (25.1).

5 (180 5 y

(@) %radianos =1—-72t (—n— graus) = x 180° = 75° 1

03
) 03n radianos:—n—’-’ x 180° = 54°

3 540\°
() 3 radianos=-— x 180° = (_7—:—) ~ 172°
T

Jique =~ 3,14"

25.3 (@) Emum circulo de raio com 5 centimetros, qual comprimento de arco ao longo da circunferéncia € intercepta-
do por um 4ngulo central de /3 radianos?

(b) Emum circulo de raio de 12 pés, qual comprimento de arco ao longo da circunferéncia € intersectado por um
angulo central de 30°?

Use (25.3):s=r0.

(@) s=5% g = %E centimetros

(b) O éngulo central deve ser convertido para medida em radianos. Pela Tabela 25-1,

30° = % radianos e, portanto; s = 1'2-x%'-—=-21r-pés R

254 O ponteiro de minutos de um antigo relégio de uma torre mede 5 pés de comprimento. Quanto tempo se passa
quando a ponta percorre um arco de 188,4 polegadas?

Na férmula 8 = s/r, s e r devem ser expressos na mesma unidade de comprimento. Escolhendo pés, temos s =
188,4/12=15,7 pés e r=5 pés. Logo,

i
0= -1—53— = 3,14 radianos

Isso se aproxima bastante de 7 radianos, que corresponde a meia-volta, ou 30 minutos de tempo.
25.5 Quais angulos (positivos) entre 0 e 277 radianos tém os mesmos lados de angulos com as seguintes medidas? ¢
o . o T .
(a) 7 radianos (b) 390 (c) — 5 radianos (d) - 3r radianos

9n 1 7
a — 2 - In= 2n + -—
@ : 7 ( * 4) 2
Logo, 9774 radianos determina uma rotagéo completa em sentido anti-hordrio (27 radianos) mais uma rotago de /4
radianos (45°) em sentido anti-horério [ver Fig. 25-6(a)]. O “angulo reduzido™; ou seja, o dngulo com medida em
[0,27) e que tem os mesmos lados do angulo dado &, portanto, 7/4 radianos.

(b) 390°=360° + 30° = (27 radianos) + (/6 radianos) [ver Fig. 25-6(b)]. O angulo reduzido é /6 radianos (ou 30°).

(¢)  Uma rotagdo em sentido horério de 7/2 radianos (90°) € equivalente a uma rotagio em sentido anti-horério de 27 -
72 = 37/2 radianos [ver Fig. 25-6(c)]. Logo, o dngulo reduzido é 3/2 radianos.

(d) Somando um miltiplo adequado de 277 ao angulo dado, temos ~37 + 47 = +7 radianos; ou seja, uma rotagiio em sen-

tido hordrio de 37 radianos ¢ equivalente a uma rotagio em sentido anti-hordrio de 7 radianos [ver Fi g.25-6(d)]. O
angulo reduzido é 7 radianos.

// : 7T TN
\ // \\
YN
N
(a) (b) (c) d)
: Fig. 25-6

* N.deT.: Apenascomo curiosidade, uma aproximagado melhor para & ¢ 3,14159265358979323846.)
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Problemas Complementares

. 25.6 Converta as seguintes medidas de &ngulos de graus para radianos: (a) 36° (b) 15% (c) 2% (d) 90/m)°;
(e) 144°,

..

B
St

25.7 Converta as seguintes medidas de dngulos de radianos para graus: (a) 2 radianos; (b) 7/5 radianos; (o) Tn/12
radianos; (d) 57/4 radianos; (e) 77/6 radianos.

s,

25.8 Seum inseto percorre uma distancia de 37 centimetros ao longo de um arco circular e se esse arco compreende um
angulo central de 45°, qual € o raio do circulo?

25.9 Em cada um dos seguintes casos, a partir da informagio sobre duas das quantidades s (arco interceptado), r (raio)
e 6 (angulo central), encontre a terceira quantidade. (Se apenas um niimero ¢ dado para 6, assuma que se trata do
nimero de radianos) (a) r = 10, 8= 7/5; (b) (equagdo), s = 11121;(c) r=1,s=4; (d) r=2, s = 3: (e)r=3,6=
90°; (f) 6=180°, s=6,28318; (g) r= 10, 8= 120°.

25.10 Se um éngulo central de um circulo de raio r mede 6 radianos, determine a 4rea A do setor do circulo definido pe-
lo &ngulo central (ver Fig. 25-7). [Sugestdo: A 4rea do circulo inteiro & 7]

— ——

Fig. 25-7

25.11 Faga representagdes graficas das rotagoes que determinam angulos que medem:  (a) 405°; (b) 117/4 radianos; (c)
T7/2 radianos; (d) - 60°; (e) — /6 radianos; (f) - 572 radianos.

25.12 Reduza cada ngulo do Problema 25.11 ao intervalo de 0 a 27 radianos.

55,




Capitulo 26

Funcoes Seno e Co-seno

26.1 DEFINIGAO GERAL

As fungdes trigonométricas fundamentais, seno e co-seno, terao um importante papel no célculo. Essas fungdes
serdo agora definidas para todos os nimeros reais.

Definicio: Coloque uma flecha 04 de comprimento unitdrio de forma que seu ponto inicial O € a origem de um
sisterna de coordenadas e seu ponto terminal A € o ponto (1,0) do eixo x (ver Fig. 26-1). Para qualquer
nimero 6 dado, rotacione 04 em torno do ponto O por um ngulo que mede 6 radianos. Seja OB a
posicio final da flecha ap6s a rotagdo. Logo: (i) a coordenada x de B € definida como o co-seno de 6,
denotado por cos 6, (ii) a coordenada y de B ¢ definida como sendo o seno de 6, denotado por sen 6.
Assim, B = (cos 0, sen 6).

B(cos 6, sen ) ~

Fig. 26-1
Exempl&s

(@) Seja O= /2. Se rotacionamos OA 2 radianos no sentido anti-horério, a posigéo final B é (0, 1) [ver Fig. 26-
2(a)]. Logo,

cosg=0 sen%:l
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(b) Seja 8= . Se rotacionamos OA 7 radianos no sentido anti-hordrio, a posigio final B € (-1,0) [ver Fig. 26-
2(b)]. Portanto,

p cosm=—1 senm =0
) Y y )Y
/; i "L‘
" : B ".\\\ //"‘ ‘\\ /// >
. \ / \ / \\
1 \ / \ / 3n
{‘Wi z \ / \ / 3 \\
2 \ 7
( M A B (N A { D a4
0 1 x 1 o 1 x \ \Jo 1 x
\
\ 1
N
N y
~-4B
(a) (%) ()
- Fig. 26-2

[ver Fig. 26-2(c)]. Logo,
3n

cos—i-=0 sen%=——l

(d) Seja @=0.Se OA é rotacionado em 0 radianos, a posicdo final ainda é (1, 0). Portanto,
cos 0=1 sin0=0

(e) Seja 6um dngulo agudo (0 < 8 < 1/2) do tridngulo retdngulo DEF e seja AOBG um tridngulo semelhante com
hipotenusa I (ver Fig. 26-3). Por proporcionalidade, BG =b/ce OG = alc. Assim, por definigdo, cos O=alc,
sen 6= b/c. Isso estd em acordo com as definigdes tradicionais:

cateto adjacente cateto oposto
08 0 = ——— sen @ = T —
hipotenusa hipotenusa
% cateto
£ oposto, b B;(cos @, sen 8)
C N
- N
L 1 \
b \
¢ ¢ \
'S \
0
— - -
D cateto F o a ¢ A(1,0) X
adjacente, a ¢
Fig. 26-3

Consegqiientemente, podemos fazer uso dos valores das funges para 6= n/6, /4 e 7/3 da trignometria do
ensino médio. Os resultados s&o reunidos na Tabela 26-1, a qual deve ser memorizada.

(c) Seja 6=3n/2. Logo, a posicio final B, apés uma rotagio de 372 radianos no sentido antizhordrio; & (0= 1) oo
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Tabela 26-1
9

radianos graus cos @ | sen@

0 0 1 0

/6 30 | V32| 12
n/4 45 | S22 | S22
/3 60 12 | 3

/2 90 0 1

n 180 ~1 0

{ 3n/2 270 0 ~1

A definigdo acima implica que os sinais de cos 6 e sen 8 sdo determinados pelo quadrante no qual B est4.
No primeiro quadrante; cos 6> 0 e sen § > 0. No segundo quiadranite, cos'6'< 0°¢'§én'8'5 0. No terceiro quad-
rante, cos 6 < 0 e sen 8 < 0. No quarto quadrante, cos 6> 0 e sen 8 < 0 (ver Fig. 26-4).

- +
(cos 6, sen )

+ +
(cos 6, sen 8)

(cos 6, sen 6)

26.2 PROPRIEDADES

(cos 6, sen 8)
+ —

Fig. 26-4

Listamos os seguintes teoremas, os quais fornecem as propriedades mais importantes das fungdes seno e co-seno.

Teorema 26.1:  sen® 6+ cos’ 6= 1.

Demonstragdo: Na Fig. 26-1 o comprimento de OB ¢ dado por (2.1),

1=/(cos & — 0)> + (sen 6 — 0)2= J(cos 8)? + (sen )2

Elevando ao quadrado ambos os lados e usando as notages convencionais (sen 75)2 =sen’ Qe (cos ())2 nos da o Teo-

rema 26.1.

Coroldrio: 1-sen’8=cos’ @¢ 1 - cos’ §=sen’

0
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Ckad

Exemplo  Seja §a medida em radianos de um angulo agudo tal que 8= 3. Pelo Teorema 26.1,

3 2
<§> +cos? =1

9 2
§§+C°s 0=1

{ a : el 4
Como 8¢ um angulo agudo, cos 6¢€ positivo; %.

Jd vimos (Capitulo 25) que dois angulos que diferem por um multiplo inteiro de 27 radianos (360°) tém os mes-
mos lados. Isso nos d4 o:

Teorema 26.2:  As funcdes seno e co-seno sio periddicas, de periodo 27; ou seja, para todo 6,
cos (0 + 2m) = cos 0 sen (0 + 2%) = sen 6
(Mais que isso, 27 € 0 menor nimero positivo com essa propriedade.)

Tendo em vista o Teorema 26.2, basta conhecer os valores de cos fe sen Opara0< 6< 2.

Exemplos

Tn n 1 \/‘5
(a) sen—3- = sen (21: + 3-) = seng =

(b) cos Sm = cos (3n + 27) = cos 3m = cos (m+2r)=cosm=—1

3
(€) cos 390° = cos (30° + 360°) = cos 30° = —\2[
(d) sen 405° = sen (45° + 360°) = sen 45°=\—§—5

Teorema 26.3: cos 0é uma funcdo par e sen 6 ¢ uma fungfio impar.
A demonstrago € 6bvia se observarmos a Fig. 26-5. Os pontos B’e B tém as mesmas coordenadas x,
cos (—6) = cos
mas suas coordenadas y diferem no sinal,
sen (—f) = —sen 6
Por causa do Teorema 26.3, agora precisamos conhecer os valores de cos §e sen O apenas para0 <9< .

Considere qualquer pont A(x, y) diferente da origem O, como na Fig. 26-6. Seja r sua distancia da origeme 6

a medida em radianos do angulo que a reta OA forma com o eixo x positivo. Chamamos r ¢ 6 de coordenadas po-
lares do ponto A.
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A(x.y)

Fig. 26-5 Fig. 26-6

x=rcos y=rsenf

Para a demonstracdo, ver Problema 26.2.

Teorema 26.5  (Leidos Co-senos): Em qualquer triangulo ABC (ver Fig. 26-7),
¢*=a®+ b* —2ab cos §

Para uma demonstragdo, ver Problema 26.3. Observe que o teorema de Pitdgoras surge como o caso particular
em que 6= 1/2. ‘

A

o
o

— e —— e — — — —
L

0
o
+]
a

Fig. 26-7

Exemplo  Encontre o dngulo 8 no tridngulo da Fig. 26-8.
Isolando cos @ na lei dos co-senos,

@+ - 5P+ Q- (/19 25+4-19

1
6= - 1
oo 2ab 260 20 2

Entiio, da Tabela 26-1, 6= /3.

W w e e

U s e e e K el
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L

Teorema 26.6  (Férmulas de Somae Diferenca):

(@) cos (u+ v)=cos ucos v—senusen v
(b) cos (u— v) = cos u cos v + sen u sen v
(c) sen (u+ v) =sen u cos v+ cos u sen v
(d) sen (u — v) =sen u cos v — cos u sen v

Se qualquer uma dessas quatro férmulas for provada, as outras trés podem ser obtidas como corolédrios. Uma
demonstragdo para a férmula do co-seno da diferenga ¢ esbogada no Problema 26.14.

Exemplos

ks

T n
(a) cosl—2-=cos<§— ) s—cos—+sen§senz

) ()

) cos 135° = cos (90° + 45°) = cos 90° cos 45° — sen 90° sen 45
=o(F)-0(5)--¢
n

(0 s Tn nn+ = se 7[cs“+cosnse "
en—— = g¢e _— n 0S — - sen —
€ 5 12 12 12

= (1)(‘/5 : ) + (0)(sen E) [por exemplo (a)]
NN
=Y

Substituindo u = /2 ¢ v = @ nas férmulas de diferencas do Teorema 26.6 nos d4

cos(—§—0>=cosgcos9+sen~27£sen9=0-c0s0+1-sen0=sen0

sen<§—9)=sengcos9-cos§sen6=1-cos@—()-sen 0 =cos @

Logo, temos:

4 7I . . a .
Teorema 26.7: cos (5 — ) =sen fe sen (5 - 9) = 0s 6; isto €, o seno de um angulo € o co-seno de seu

complemento.,

Também temos as importantes férmulas de dngulo duplo:

Teorema 26.8: cos20=cos” 6—sen’ 0=2cos’ f— | = 1-2sen’ e sen 20=2 sen 6 cos 6.
Para cos 26, observe que:

(i) cos 20 =cos (6 + 6) = cos 6 cos 6 — sen O sen 0 [pelo Teorema 26.6(a)]

(ii) = cos? § — sen® 6
= cos? § — (1 — cos? 6) [pelo Teorema 26.1]
=2cos? 0 —1 ,
= (1 — sen® ) — sen? @ [por (ii) e pelo Teorema 26.1]
=1—2sen? 0
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Para sen 26

sen 26 = sen (6 + 0) = sen 0 cos @ + cos @ sen 6 [pelo Teorema 26.6(c)]
=2 sen 6 cos 6

Do Teorema 26.8, temos:

Teorema 26.9: (Férmulas de Meio Angulo):

6 1+cosb
2 2_~-THMBY
(@) cos > 5
0 1-—cosb
22 _27%00
(b) sen 3 5

De fato, substitua 6 por 6/2 no Teorema 26.8:

0 4 6 14cosd
(@) cos 6 = cos (2 . 5) =2 cos? 3~ 1. Logo, cos? 3= —
4 6 1—cosf
() cos@=cos|2-=-)=1—2sen?=. Logo, sen? =~ = ‘
2 2 2
s Exemplos : e
(@) sen 120° =sen (2 x 60°) = 2 sen 60° cos 60°
AN EANNE
2 A2 2
) COSETE—CS 2)(-1-[— “COSZE Sean
OO ) R T
(A (Yt 3 1
2 2) Ta71T T2
14+cost 1 + V3
© cos® = =cos? (£ x )= 6_ 2
= 2 +4\/§ [multiplique numerador e denominador por 2]

TESTANDO Anteriormente provamos a partir do Teorema 26.6 que

Ji+ 6

COSn-
12 4

Logo, tendo em vista a identidade (1 + 1)’ =’ + 2up + v’

cos? T W2+ A0 + (/O _ 2+ 2/D/DL/3) + 6
12 4? 16
8443 24+./3
16 4
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Problemas Resolvidos

26.1 Calcule: (a) cos (w8); (b) cos 210 (c) sen 135°% (d) cos 17°.

26.2

(@)

®)

()

@

Pelo Teorema 26.9,

n V2
1 - 14—
. le _ +cos4~ +2_21‘-\/5
RT3 T T T T3

Logo, como 7/8 & um angulo agudo,
cos ¥ 24,/
8 2
Escrevendo 210° = 180 + 30°, temos, pelo Teorema 26.6,
cos 210° = cos (180° + 30°) = cos 180° cos 30° — sen 180° sen 30°

el

2 2

Usando o valor anteriormente calculado 135° = — \/5/ 2, temos, pelo Teorema 26.1,

sen? 135° = 1 — cos? 135° = 1 ~<~%) —1-2=2

Logo, 135° estd no segundo quadrante,

sen 135° = +\/§=£

2

17° ndo pode ser expresso em termos de angulos mais familiares (tais como 307, 45°, 60°) de modo a permitir a apli-
cagdo de qualquer uma de nossas férmulas. Devemos, entdo, usar a tabela de co-senos no Apéndice D, a qual d4

0,9563 para o valor de 17°. Essa € uma aproximagio correta em quatro casas decimais.

Prove o Teorema 26.4.

Observe a Fig. 26-9. Seja D o pé da perpendicular tragada de A a0 eixo x. Seja F o ponto sobre o raio OA a uma

. unidade de distancia da origem. Entdo, F = (cos 6, sen 6). Se E € o pé da perpendicular de F ao eixo x, temos

NG
sen 135°=+\£=—‘2£

Mas, AADO € sernelhante ao AFEQ (pelo critério AA), logo

OE = cos 0 FE=sen @

‘Portanto, x = rcos f e y = rsen 0. Quando A(x, y) estd em um dos outros quadrantes, a demonstragdo pode ser re-
duzida ao caso em que A(x, y) esté no primeiro quadrante. A prova fica ficil quando A(x, y) estd sobre o eixo x ou sobre o
eixo y.

Y
Alx, y)

=\




A
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26.3 Prove o Teorema 26.5. 1
Na Fig. 26-7 estabelega um sistema de coordenadas com C como origem e B sobre 0 eixo positivo x. Logo, B tem { 1
coordenadas (a, 0). Sejam (x, y) as coordenadas de A. Pelo Teorema 26.4, ;

-

x=bcos @ y=>bsenf |

Pela formula de distancia (2.7), i
==+ -0 =/x—a +

o

Logo, ,  y .

¢ =(x—a)* + y* = (b cos 6 — a)* + (b sen O

ALGEBRA (P—- Q) =P*-2PQ + Q*

= b? cos? § — 2ab cos 8 + a® + b2 sen? @
= a® + b*(cos® 0 + sen® 6) — 2ab cos §
=a®+ b*—2abcos

26.4 Obtenha as seguintes identidades:

sen 9_~ 1 —cos 20
cos §  sen20

(@ (senf—cosf)P=1-sen20 (b)

N (a) Pela ALGEBRA do Problema 26.3,>
(sen 6 — cos 6)* = sen? 6 — 2 sen 6 cos 0 + cos? §
=1~2senfcos [pelo Teorema 26.1]

=1—sen 20 [pelo Teorema 26.8]
1 —cos20 1— (cos® 6 — sen® 6)
- 3
sen 20 2 sen 8 cos 0 [pelo Teorema 26.8]
__sen® 0 +sen” §

T 2 senfcos @ [pelo Teorema 26.1]

_ (2sen f)sen 6) sen 6
"~ (2sen f)(cos 8) cos 6

26.5 Sabendo-se que 6 estd no quarto quadrante e que cos 6 = %, encontre: (a) cos 26; (&) sen 6, (c) cos (6/2); (d)
sen (6/2).

(a) Pelo Teorema 26.8,

: 2
c0320=2c0520——1=2<-32-> _1=2(f>,1=§_2=_£

(b) Pelo Teorema 26.1,
' 2\? 4 5
20:1—- 20:1-——— :l——-—::-
sen cos (3) 3535

Logo, como sen §¢ negativo para 8 no quarto quadrante, sen 6= - \/5‘/3‘
(c) Pelo Teorema 26.9,

COSZ§_1+cosf)~ 1+(2/3) 3+2 5
2 2 2 "6 %
Como @estd no quarto quadrante, 372 < 9 < 21, portanto,
3n < 0 <
4 =3°"

Assim, 6/2 esta no segundo quadrante e c0s(6/2) € negativo. Logo,
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cos = = 5
2 6
(d) PeloTeorema 26.9,
Senzl’_)_l—cosﬂ_l—%_ﬁ&—z_l
27 2 2 6 6

Do item (c), 6/2 estd no segundo quadrante. Logo, sen (6/2) & positivo. Assim, sen /2 = 1/. f = \/6/6.

26.6 Seja AABC um tridngulo qualquer. Usando a notacao na Fig. 26-10, prove que

sen 4 senB sen C

a b

(Aqui, sen A é o seno do ¥ CAB, valendo de forma andloga para sen Be sen C.)

lei dos senos

Seja D o pé da perpendicular de A ao lado BC. Seja h = AD . Entio,
sen B==— = ou h=csen B

1 1 1
dreado AABC = 3 (base x altura) =3 ah = 2 ac sen B

(Verifique que isso estd igualmente correto quando & B é obtuso.) Analogamente,
1 1
drea = 7 be sen A4 drea =3 ab sen C
Logo,

1 1 1
Eac sen B=§bc sen A =§ab sen C

e divisdo por 4 abc nos d4 a lei dos senos.
A
|
(o ' h b
|
d
D

a C
Fig. 26-10

Problemas Complementares

26.7 Calcule: (a) sen (47/3); (b) cos (117/6); (c) sen 240°; (d) cos 315° (e) sen 75°% (f) sen 15°; (g) sen (117/12):

’

(k) cos 71°; (i) sen 12°.

26.8 Se 6éagudoe cos = 3, calcule: (@) sen 8, (b) sen 26; (c) cos 26; (d) cos (612); (e) sen (6/2).

26.9 Se 6 estd no terceiro quadrante e sen 6=~ £, calcule: (a) cos 6 (b) sen 26; (c) cos 26; (d) cos (8/2); (e) sen

(6/2).

26.10 No AABC, AB=5, AC =7 ¢ BC =6. Calcule cos B.
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26.11 NaFig. 26-11, D € um ponto sobre o lado BC do AABC tal que AB =2, AD =5, BD =4¢ DC =3. Calcule AC .

[Sugestdo: Use a lei dos co-senos duas vezes.]

26.12 Prove as seguintes identidades:

1+ cos 20  cos 0
sen20  sen
(c) (sen 8+ cos 6> =14 sen 20 (4 cos* 0 —sen* 6 =cos? @ —sen? 8

(@) cos? 50 = (1 —sen 501 + sen 56)  (b)

by

Fig. 26-11 Fig. 26-12

26.13 Para cada um dos seguintes itens, prove que se trata de uma identidade ou d& um exemplo que mostra que € falso:
sen 0 cos 0 1

(@) sen 48 =4 sen 6 cos § )] T o0 sond = wond

@ sen® 0
() sen*B+cos*=1 @ —Ccl)s+ Csc?: 5 = cos 0 —cos? 0
cos 8 sen 6 2 3 3
= 2sen— 0 —~ 6 = sen 30
© sen @ cos @ sen 26 () 2 sen 2 c08 2 sen

26.14 Preencha todos os detalhes da seguinte demonstragdo da identidade
h €os (4 — v) = cos u CoS v + sen u sen v
Considere o caso no qual 0 < v <u < v+ 7 (ver Fig. 26-12). pela Iei dos co-senos,
BC? = 1% 4+ 12 — 2(1)1) cos £ BOC
(cos u — cos v)* + (sen u — sen v)* = 2 — 2 cos (u — v)

cos® u — 2 cos u cos v + cos? v+ sen® u — 2 sen u sen v + sen® v = 2 — 2 cos (u — v)
(cos® u + sen? u) + (cos? v + sen® v) — 2(cos u cos v + sen u sen v) = 2 — 2 cos (u — v)
1+ 1 —2(cos u cos v + sen u sen v) = 2 — 2 cos (u — v)
COS U COS v+ sen u sen v = cos (U — v)
Verifique que todos os outros casos podem ser obtidos a partir do caso aqui considerado.

26.15 Prove as seguir{tes identidades:

(a) cos (0 + ;—t) =—senf (b sen(@ + g) = cos 0

() cos(m+8)=—cos b (d sen(n+6) = —sen @

W m #

i
o
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26.16

26.17

ki4 s \/5
(© seng—cosg—T

N

i1 7 1
Mostre que:  (a) senz = cos (b) sen~6- = Cos 3

Wi

n
4
[Sugestdo: (a) Considere um tridngulo retangulo isésceles AOGB com angulo reto em G e sejamb=0G =BG e c=O0B.
b b?

2 2 2 2 n 1 2
Entdo, ¢"=b"+ b’ = 20", Logo, senz-g = (Z) = = = 5 . Desse modo, sen Z = ﬁ = —\é—-’ . {b) Considere um tridngulo

_ 1 n
equildtero AABC de lado 1 e seja AD a altura de A ao ponto médio D de BC. Entdo, BD = 7 Como £ ABD mede 3 ra-

di T B3] o eorema 267, sen Fmcos (F—F) —aos . ¢ 2 s =
1anos,cos3-_A_B—1—2. elo Teorema 26.7, sen 6——cos 37 % =C 3.(c)sen 3= ~c093—- -
1 3 n \/5 7 .4

Z—Z.Logo, sen 355 ecos ¢ =sen 3 pelo Teorema 26.7.]

Deduza os outros itens do Teorema 26.6 a partir do item (a), 0 qual foi provado no Problema 26.14. [Sugestdo:

4
Primeiramente note que cos 77 0 ) = sen @ segue do item (a). A férmula para cos (u + v) € conseqiiéncia da apli-

-cagdo do item (a) em ¢os (i <(~v)) & do uso das identidades cos (—v) =cos ve sen (-v) =—sen v. A férmula para sen

(u + v) segue da aplicagdo do item (a) em cos ( g - u) — v ] e, entdo, a férmula para sen (u — v) segue da férmu-

la para sen (u + v), substituindo v por—v.]




Capitulo 27

Graficos e Derivadas das
Funcoes Seno e Co-seno

27.1 GRAFICOS
Observemos primeiro que cos x € sen x sdo funcdes continuas. Isso significa que, para qualquer x = @ fixo,

lim cos (0 + h) =cos §  lim sen (0 + h) = sen 0
h—0 B0

como fica 6bvio a partir da Fig. 27-1. De fato, quando 4 tende a 0, o ponto C se aproxima do ponto B. Portanto, a
coordenada x (o co-seno) de C se aproxima da coordenada x de B ¢ a coordenada y (o seno) de C se aproxima da

coordenada y de B.
Tabela 27-1
X cos x sen x
0 1 0
n ﬁ ~ 087 1
6 2 2
2 2
m V2 071 V2 0.71
4 2 2
1
- - £ ~ 0,87
3 2 2
il 0 1
2
2 1
= - V3 0,87
3 2 2
3n 2 \/5
2 ——2*~ —-0,71 —2—~0,71
-SE 3 0,87 1
6 2 T 2
7 -1 0

e w W e W

AR s s, s st iR s - PN

s we G R sad
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Agora podemos esbogar os gréficos de y=cosxey=senux. A Tabela27-1 contém os valores de cos x e sen x
para os valores notdveis de x entre 0 e T/2; esses valores sio obtidos da Tabela 26-1. Estdo também listados os va-
lores para 2rt/3 (120°), 3n/4 (135°) € 5n/6 (150°). Esses sdo conseguidos a partir das férmulas (ver Problema 26.15)

cos (0+§)= —sen 0 e sen<9+g>=cos 0

)
L (cos (u+ h), sen (u+ h))

- C
7 AN
// N\ (cos y, sen u)
/ 1 h \
/ B\
/ u \
| ; -
\ 1 |
\ /
\ /
. \ /
N\ /
N v
\\ \‘.’// .
Fig. 27-1

O grafico de y = cos x € esbocado na Fi g 27-2(a). Para argumentos entre —t ¢ 0, usamos a identidade cos (=0 =
cos x (Teorema 26.3). Fora do intervalo [-m, %), a curva se repete de acordo com o Teorema 26.2.

4

4
4
y 4
ala
[
"
N\
N\
N\
\
\
\’
/
/
/
4
/
v

1 “ -
\\ -n -_’2‘. 0 _2_ 5". ‘_;l n // %l 2n %ﬂ \\ x
AN 4 N
~ rd
So ak -
(a) y=cos x
V
o s -
’ ~ P ~
AN 7 ~No
N //
I \: I Ll i 1 y'd
I - non oz K K /
-3 n \\ -2 0 2z 2z x L 2 P x
N //
A gk P

(b) y=senx

Fig.27-2
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O gréfico de y = sen x [ver Fig. 27-2(b)] € feito do mesmo modo. Note que esse gréfico € o resultado de trans-
ladar o gréfico de y = cos x para a direita 7/2 unidades. Isso pode ser verificado observando que

T
COos X_E = §€n X

Os gréficos de y = cos x € y = sen x t&m a forma de ondas repetidas, sendo que cada onda completa se estende
por um intervalo de comprimento 27 (o periodo). O comprimento e a altura das ondas podem ser modificados pe-
la multiplicagdo do argumento e da imagem da funco, respectivamente, por constantes.

Exemplos

(@) y=cos 3x. O gréfico dessa fungao estd esbogado na Fig. 27-3. Como
2n
cos 3 x+~3— = ¢0s (3x + 27) = cos 3x

a fungdo € de perfodo p = 2n/3. Logo, o comprimento de cada onda é 21/3. O niimero de ondas sobre um inter-
valo de comprimento 2 (correspondente a uma revolugdo completa do raio que determina o dngulo x) € 3. Es-
se niimero € chamado de fregiiéncia de cos 3x. Em geral,

pf = (comprimento de cada onda) x (nimero de ondas em um intervalo de comprimento 27) = 21

. £ASSIM
2n
f==
P

Para uma constante qualquer b > 0, a fungdo cos bx (ou sen bx) tem freqiiéncia b e perfodo 21t/b.
Ay

1
8

"3

X
Z\_’/'
_l -

I 1
z -

\/_

win

<_

iy
L]

*
2

Bl
*lF
wie

z.\/c\/zn\/ x

Fig. 27-3

(b) y=2senx. O grifico dessa fungdo (ver Fig. 27-4) é obtido a partir do gréfico de y = sen x (ver Fig. 27-2) pela
multiplicagdo de cada ordenada por 2. O perfodo (comprimento de onda) e a freqiiéncia da fungdo 2 sen x sdo

os mesmos da fungdo sen x: p = 27, f = 1. Mas a amplitude, a altura maxima de cada onda, de 2 sen x é 2, ou 0
dobro da amplitude de sen x.

NOTA A oscilagdo total de uma fungio seno ou co-seno, que € a distdncia vertical entre o ponto mais alto € o ponto
mais baixo, € duas vezes a amplitude.
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Para uma constante arbitréria A, a fungdo A sen x (ou A cos x) tem amplitude A].

(c) Concatenando os exemplos (a) e (b) acima, percebemos -que as fungGes. A sen bx e A cos bx (b > 0) tém perfodo
2n/b, freqiiéncia b e amplitude JA|. A Figura 27-5 corresponde ao grifico de y = 1,5 sen 4x.

NANN
AVAVAVAT

Fig. 27-5

|
B
[e=l
oola
=
s-.

27.2 DERIVADAS

9 —
Lema27-1: (q) lim %— =1, () mi=9_,

6-0 6-0
(a) Paraa demonstragio, ver Problema 27.4.

. l—cos¥8 I—cos@ 1+cos® . 1—cos?f
(b) Iim = lim . = lim
90 0=0 0 l+cos® 4., 0(1+ cos 0)
— lim sen? @ iy P 6  sen#
o001 +cos®) ,0 0 1+cosd
- lim sen 0' lim sen 6 ~1- 0 ~0

90 g 80 1+cosf 1+
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Teorema 27.2: D.(sen x) = cos x e Dcos x) = —sen x.

Para a demonstrac@o, ver Problema 27.5.

Exemplos
(a) Calcule D {sen 2x). A funcdo sen 2x € composta. Se f(x) = 2x e g(x) = sen x, entdio sen 2x = g(f(x)). A regra da
cadeia (/5.2) nos da
D,(9(f(x)) = g'(f(x)) - D(f(x))
ou

D (sen 2x) = (cos 2x) * D,(2x) = (cos 2x) » 2 = 2 cos 2x
(b) Calcule D,(cos* x). A fungio cos* X & composta. Se fix) = cos x e g(x) = x*, entdo
cos* x = (cos x)* = g(f(x))

Portanto,

D,(cos* x) = D,((cos x)*) = 4{cos x)* + D (cos x)
: = 4(cos x)  (—sen x)
= —4 cos® x sen x

[pela regra da cadeia para poténcias]

Problemas Resolvidos

£

27.1 Determine o perfodo, a freqiiéncia e a amplitude de:

X
(@) 4 sen-2—

¢ esboce seus gréficos.

() % cos 3x

(a) Paradsen $x = A sen bx, afreqiiénciaé f=b = 1, o perfodo é p= 2_n = 21_7‘ = 4n e aamplitude € A = 4. O gré-
2

fico esta esbogado na Fig. 27-6(a).

2 2
(b) Para 3 cos 3x = A cos bx, a freqiiénciafé b = 3, 0 perfodo é p = —l—? = ~37E e a amplitude € 4 = . O gréfico €

esbogado na Fig. 27-6(b).

A

%
P r
'
A
~
[ -
A
£
g
A
y
m[‘)/

I
=V

Fig. 27-6

lmmch e, A oRews G owes

O
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27.2 Encontre todas as solugdes das equagdes:
1
(@ cosx=0 (b senx =3

(@) Para—p<yx< 7, observagdo da Fig. 27-2(a) mostra que as tnicas solugdes de cos x = 0 sdo

SRR

X=—= e x=

Como 21 € o periodo de cos x, as solugdes de cos x = 0 sdo conseguidas somando-se miiltiplos inteiros arbitrérios
de2na-n/2emns2,

n n T n
— = =~ (4n — = ==(4n+1
2+21m 2(4n ) e 2+27m 2(n-i-)

Juntos, 4n — 1 e 4n + 1 variam sobre todos os inteiros impares e assim as solugdes de cos x = 0 sio todos os multi-
plos impares de 7/2,

x=(2k + 1)§ k=0, +1, +2,.. ]

(b) AFig.27-2(b) mostra que, para ~n/2 < x < 3m/2, as tnicas solucdes s3o x = /6 e x = 51/6. Logo, todas as solu-
¢Oes sdo

5
%+27m e -61-z+27m

onde n=0, +1, +2,....

27.3 Calcule as derivadas de:
(@ 3sens5x (b)) 4 coséf () sen’x (d) cos? g
(@) D,(3 sen 5x) = 3D,(sen 5x)

= J(cos 5x)D,(5x) [pela regra da cadeia e pelo Teorema 27.2]
= 3(cos 5x)(5) = 15 cos 5x

x x
®) Dx(4 cos -2-) - 4Dx<cos 5)

= 4( —sen g)D"(g) [pela regra da cadeia e pelo Teorema 27.2]

x\/1 X
—3 -—4 —— — [ r— —
(sen 2)( 2) 2 sen 3

(©) D,(sen® x) = D, ((sen x)?)
= (2 sen x)D, (sen x) [pela regra da cadeia para poténcias]
=2 sen x cos x [pelo Teorema 27.2]
= sen 2x [pelo Teorema 26.8]

(d) Dx(cos3 ;) = Dx(<cos 325)3)

x\? x
=3[ cos 5) Dx<cos —) [pela regra da cadeia para poténcias]

. 2 X X X .
.={3cos* = )| —(sen 3 D, 3 [pela regra da cadeia e pelo Teorema 27.2]

—(300525) —-l-senx = 3coszxs X
2\ T27Mg) T T 08 sens
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274 Prove oLema 27.1. : i

Considere o caso no qual 8 > 0. Usando a notagdo da Fig. 27-7, T

area (AOBC) < érea (setor OBA) < drea (AODA) (1 A

P - Comasets v i, m——

Mas . e .

drea (AOBC) = - (OC)(BC) =

cos 0 sen 6

drea (setor OBA) = Zi x (drea do circulo)
T

6 ., 8
—5;{)((7[1 )-—E

Além disso, como AOBC e AODA séo semelhantes (pelo critério AA),

DA 04 DA 1 — senf
=== o0u ——=— ou 4 =——
BC 0C sen 8 cos 0 cos
1 — _— 1/(senf
4 D = - = = | ———
drea (AODA) 5 (DA)O0A) 5 (cos 5 )

e (/) fica, ap6s dividir pela quantia positiva 4 sen 6,

s 6 < < : | [
co —

sen 8 cos )

que € equivalente a : .

sen 1 1

€08 f < — < — 2 I
6 cosd @ o
ALGEBRA * Se a e b stio nimeros positivos, entio §
1 1

a<b se,esomentese, —>-—
a b

Em (2), faga @ tender a 0 pela direita. Ambos cos 8¢ 1/(cos 6) se aproximam de 1. Portanto, pelo Problema 8.8(f),

lim 27
im — 1 €]




CapituLo 27 ¢ GRAFICOS E DERIVADAS DAS FUNCOES SENO E Co-seno 215

B 6
sen (—6)_sen 6. Logo, (3) implica que lim 2o’ — 1, que,
— [} 6-0- o

Mas, pelo Teorema 26.3, sen(-6) = —sen Qe, portanto,

. . senf
Jjuntamente com (3), nos leva a lim — = 1.

-0

27.5 Prove o Teorema 27.2

(a)  Vamos primeiro provar que D,(sen x) = cos x. Pelo Teorema 26.6(c), sen (x + h) = senxcos h + cos x sen h, e

assim
sen (x + h) — sen X_sen x cos h + cos x sen h — sen x
h - h
_cos x sen h + sen x (cos h — 1)
- h
sen h 1—cosh
= oS X P —sen x P
Portanto,
D_(sen x) = lim sen (x + :) —sen x
h=0
' snh L gos ff
= lim cos x — — lim sen x———
h=0 h—=0
1—cosh

. senh )
= co$ X lim —— — sen x lim
h-0 h-0 h

=cosx*1—senx-0 [pelo Lema 27.1]
= COS X

(b) Pelo Teorema 26.7, cos x = sen (;_z - x) € sen X = Cos (g - x). Logo, pela regra da cadeia,

D (cos x) = Dx(sen G - )) = COS (g - x) *(—1)= —sen x

27.6 Esboce o gréfico da fungiio f(x) = sen x — sen? x.

Por conta de sen x, f{x) tem 21 como um periodo. Logo, precisamos esbogar somente o grafico para 0 < x < 27

S(x) = cos x — 2 sen x cos x = cos x — sen 2x
S"(x) = —sen x — (cos 2x)D, (2x) = —sen x — 2 cos 2x

Para encontrar os pontos criticos, resolva f'x)=0.

cos X —2sen x cos x =0
{cos x)(1 —2sen x) =0

cos x =10 ou 1—-2senx=0

1

cos x =0 ou senx:i
. n 3n . n5
:—-’——- 0 :—.’_._
272 *T8s

onde o Problema 27.2(b) foi usado. Aplicago do teste da derivada segunda (Teorema 23.3) em cada ponto critico forne-
ce o resultado exibido na Tabela 27-2. O grifico ¢ esbogado na Fig. 27-8.
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=]
ENERN

% jér n '_‘;_f 2 X
_) p—
-2 -
Fig. 27-8
Tabela 27-2
x | f(x) /'x)
d 1 -3- maximo relativo
61 4 2 _
T . .
3 0 1 minimo relativo
on 1 -1— maéximo relativo
61 4 2
§2£ -2 3 minimo relativo

27.7 Encontre os extremos absolutos da fungio f{x) = 2 sen x - cos 2x no intervalo fechado [0, 7.

Para essa fungéio simples € desnecessrio recorrer ao método via tabela da Seg@io 14.2. Basta observar que as fun-
¢Ges seno e co-seno tem valor de maximo absoluto 1. Logo, se existe um argumento x em [0, ] tal que

=2+ -(-1)=3

esse argumento deve representar um mdximo absoluto (em qualquer intervalo). Obviamente, hd um e apenas um argumen-
to desse tipo, x = /2. ' '

Por outro lado, como sen x > 0 em [0, 7], os argumentos x = 0 e x = T minimizam sen x e, 20 MeSMo tempo, ma-
ximizam cos 2x. Logo,

RO)=fm) = 2(0) - (+1) = -1

é o valor minimo absoluto em [0, 7).

Problemas Complementares

278 Encontre o periodo, a fregiiéncia e a amplitude de cada fungdo e esboce seu grifico.

4x 1
(@) cos 3 (b) zsen 3x

27.9 Encontre o perfodo, a fregiiéncia e a amplitude de:

(@) 2 se:n—;E () —cos2x (¢) 5 senéz)—c (d) cos (—4x)

[Sugestdo: No item (d) a fungio € par.]




CapituLo 27 * GRAFICOS E DERIVADAS DAS FUNGOES SENO E Co-seno 217

27.10 Encontre todas as solugdes das seguintes equagdes:

(@ senx=0 (b) cosx=1 {c) senx=1 (d) cosx=—1
1 2 3
(&) senx= —1 N cosx=5 (9) senx=% (h) cosx=-\g-——
27.11 Encontre as derivadas das seguintes fungdes:
(@) 4 sen®x () senx+2cosx (c) xsenx (d) x? cos 2x
1—
(€) = 0] ____)_ngos_x (9) 5 sen 3x cos x (h) cos? 2x !
X
(i) cos (2x? - 3) (j) sen® (5x +4) (k) fcos 2x (I) sen® (sen? x)
27.12 Calcule os seguintes limites:
sen x cos x — 1 sen 2x x+1
. ’ . I
@ il_r,r(]) 3x © :.T, 2x @ xl_,n(l, sen 3x @ xl_r.r; cos X
sen 4x sen’ x sen x? cos 3x
. 4 . . Wi
@ hf:, o 0 hf; e © m . (h) o s
) i X sen4x— senzx' l‘.senztx_4) ,,,,, . 2 — X COS X. L e
A

27.13 Esboce os grificos das seguintes fungdes:
(@) f(x)=sen? x (b) glx)=senx+cosx (c) f(x)=3senx —sen® x
(d) h(x)=cos x —cos*x  (e) g(x)=]sen x| (H fx)=senx+x

9) flx)=sen (x—1)
(h) Verifique suas respostas aos itens (a)-(g) em uma calculadora grafica.

27.14 Determine os extremos absolutos de cada fungdo no intervalo dado:
(@) sen x4+ x em [0, 2] (b) senx—cosxem[0,7] (c) cos®x + sen xem [0, ]

1
(d) 2 sen x + sen 2x em [0, 27] (e) |cos x —-i— em [0, 27] 1) Ex —sen x em [0, 2n]

(9) 3 senx— 4 cos x em [0, 2n]

LY 27.15 (a) Mostre que f{x) = A cos x + B sen x tem periodo 2 e amplitude /A2 + B [Sugestdo: Claramente, flx+2m) =
. Sfx). Note que 4 e B < 1. Logo, existe ¢ tal que 4 e

. | —| <L \ que. sen ¢ =————— € Cos @ =
L JA* + B? JA* + B? A*+ B?

B
— — 2 2
\/‘T—E' Mostre que f(x) = \/A* + B*sen (x + ¢)].

€ A*+B

(b)  Encontre a amplitude e o perfodo de: (i) 3 cos x — 4 sen x; (i) 5 sen 2x + 12 cos 2x; (ili) 2 cos x + \/5 sen x.

. n i1 n 1
sen(z+ h)—-senz cos <§+h>—§
27.16 Calcule: (@) lim p ¢ lim ———

h—0 B0 h

[Sugestdo: Recorde a definigdo de derivada.]

27.17 Para qual valor de A que 2sen Ax tem perfodo 27

27.18 Encontre uma equagfio da reta tangente ao grafico de y = sen’ x no ponto onde x = 1/3.
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27.19

27.20

2721

27.22

27.23

27.24

2725

27.26

27.27

Encontre uma equagéo da reta normal & curva y = 1+ cos x no ponto (1/3,3/2).

Determine o menor inteiro positivo n tal que D%(cos x) = cos x.
Seja f{x) = sen x + sen |x]. (a) Esboce o grafico de f. (b) f € continua em 0? (c) f ¢ diferencidvel em x = 0?

Determine o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de:
(@) y=x+cos(xy)em(0,1); (b) sen(xy)=yem (W/2,1).
[Sugestdo:  Use derivagdo implicita.]

Use derivagdo implicita para encontrar y":

(a)cosy = x (b) sen (xy) =y

(@) Umaescada de 26 pés de comprimento estd apoiada contra uma parede vertical (ver Fig. 27-9). Se a base A da esca-

da se afasta da base da parede a taxa de 3 pés por segundo, qual a taxa de variagao do angulo fentre a escada e o so-
lo quando a base da escada estd a 10 pés da base da parede?

(b)  Um avido decola a uma velocidade de 400 quildmetros por hora ao longo de uma reta que forma um ingulo de 60°
com o solo. Quanto aumenta a altitude do avido?

(@) Um homem em um ponto P da praia de um lago circular comv ranodeumamxlha (ver Fig. 27-10) deseja alcangar o

ponto Q da praia diametralmente oposto a P. Ele pode remar a 1,5 milhas por hora e caminhar a 3 milhas por hora.

Em qual dngulo 6 (0 < 6 < 7/2) em relagdo ao didmetro PQ que ele deveria remar para minimizar o tempo exigi-

do para alcangar 07 (Quando 6 = 0, ele rema por todo o caminho; quando 6= /2, ele caminha por todo o caminho.)
(b) Refaca o item (a) considerando que o homem pode remar uma canoa a 4 milhas por hora.

Fig. 27-9 Fig. 27-10
(a)  Encontre os extremos absolutos de f{x) = x - sen x em [0,r/2].
(b) A partir do item (a), prove que sen x < x para todo x positivo.

() Vc?riﬁque em uma calculadora grifica que cos x < %—x <lpara x #0e —(n/2) < x < (n/2).

) 3 sen x parax<m/4 . .
Determine se a fungio f(x) = € continua em x = /4. A fungéo é diferencidvel em x = n/4?

Cos x para x > n/4

ORI TSUASEE) ST AR G A0 S S SR, (LSl WV S R A . Gy
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27.28 (a)

(b
2729 (a)

27.30 (a)

2731
271.32

A hipotenusa de um tridngulo retangulo é de exatamente 20 polegadas e um dos angulos agudos foi medido co-
mo 30°, com um erro possivel de 2°. Use diferenciais para estimar o erro no célculo do lado adjacente ao 4ngu-
lo medido.

Use diferenciais para estimar cos 31°.
Calcule as primeiras quatro derivadas de sen x. (b) Calcule a 70° derivada de sen x.

Mostre que existe uma tnica solugdo para x> — cos x = 0 no intervalo [0,1]. (b) Use o método de Newton
para estimar a solugdo do item (a).

Aproxime 1 usando o método de Newton para encontrar uma solugdo para | + cos x = 0.

Use o método de Newton para encontrar a tinica solugio positiva de sen x = x/2.




Capitulo 28

A Funcao Tangente e
Outras Fungoes Trigonométricas

SIS A A G P S SIS TR VRFG T G IS

Além das fungdes seno e co-seno, hd outras quatro fungdes trigonométricas importantes, todas podendo ser expres-
sas em termos de sen x € cos x.

Definicoes: Funcdo tangente

¢ sen x
g =
cos X
Funcdo cotangente
S X 1
cotg x = =
senx  tgx
Funcdo secante .
sec x =
COS X
Funcdo co-secante
CSC X = ~———
sen x

Exemplo Calculemos e coloquemos na Tabela 28-1 alguns dos valores de tg x.

sen0 0
=-=0
cos0 1

E_sen(n/6)__L/2___lﬁ_ 1./3 3
3

tg 0=

cos ( n/6 \/_/2 /3 75_

w

7 _sen 7:/3)__&___\/3

3 cos(n/3) 172

FR
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Note que tg (m/2) ndo € definida, uma vez que sen (1/2) = 1 e cos (n/2) = 0. Além disso

. . X . .
lim tgx= Ilim =4+ € lim tgx= lim
x=(n/2)~ x-(nf2)+ COS X x-n+/2 x-n+/2 COS X

= -0

pois cos x > 0 para x imediatamente 2 esquerda de 71/2 e cos x < 0 para x imediatamente & direita de /2.

Tabela 28-1
b tg x
0 0
z V3 0,58
6 377
¥4
7 1
g S~1n

Teorema 28.1:  As funges tangente e cotangente sdo funcdes impares que sdo periddicas, de periodo T.
Que elas sdo impares segue do teorema 26.3,

sen (—x) —sen X

tg (—x) = = = —t
g(=x) cos (—x) cosx X
cotg (—x) = L ! = —cotg x
& B tg(—x) —tgx §
A periodicidade de perfodo 1t segue dos Problemas 26.15(c) e (d),
te (x + ) = sen (x +m) —senx_tgx

cos(x +7) —cosx

Teorema 28.2 ~ (Derivadas) :

T

D.(tg x) = sec? x
D,(cotg x) = —csck
D.(sec x) = tg x sec x
D,(csc x) = —cotg x csc x

Para as demonstragdes, ver Problema 28.1.

Exemplo Do Teorema 28.2 ¢ da regra da cadeia para poténcias,

Di(tg x) = D, ((sec x)?)= (2 sec x)D, (sec x)
= 2(sec x)(tg x sec x) = 2 tg x sec? x

Mas em (0,n/2), tg x > 0 (j4 que ambos sen x e cos x sdo positivos), o que implica em D(tg x). Logo, (teorema 23.1),

o grifico de y = tg x é cOncavo para cima em (0,n/2). Sabendo disso, podemos facilmente esbocar o gréfico em
(0,m/2) e, portanto, em toda a reta (ver Fi g. 28-1).

nEeoOe
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b —— s — s e ——— — —— ——

S S S v b

Teorema 28.3  (Identidades):

Demonstragio:  Divida sen® x + cos® x = 1 por cos? x ou sen? x.

Defini¢cbes Tradicionais

Como no caso de sen Be cos 6, as fungdes trigonométricas suplementares foram originalmente definidas apenas pa-
raum angulo agudo de um tridingulo retdngulo. Observando a Fig. 26-3, temos

Problemas Resolvidos

!

S E N .
<
ola L

AP
wia

—— . st i i s e e g . . v e o D P e e s e e e e —— —— — . s e e

Fig. 28-1

ul"g’

e i T

tg? x + 1 = sec® x e cotg? x + 1 = csc? x.

_ cateto oposto
= cateto adjacente
cotg 0=
cateto oposto
_ hipotenusa
~ cateto adjacente
0= hipotenusa
cateto oposto

__ cateto adjacente

28.1 Prove o Teorema 28.2.

D,(tg x) = Dx(s"“ ")

cos x
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_ (cos x)D (sen x) — (sen x)D, (cos x)

[pela regra do quociente]

(cos x)?
_ {cos x)(cos x) —z(sen x)}(—sen x) [pelo Teorema 27.2]
cos® x
2 2
_L8 X +Zsen X 12 [pelo Teorema 26.1}
cos® x cos® x
=sec? x
-1
D,(cotg x) = D,((tg )™ 1) = W D.(tg x) [pela regra da cadeia para poténcias]
=1 1 -1
" (tgx)? (cos x)®  (tg x cos x)?
=1 o x = sen x
~ (sen x)? B = os x

= —csc? x
Derivando a primeira identidade do Teorema 28.3,

2(tg x)(sec’x) = 2(sec x)D, (sec x) }

e dividindo tudo por 2(sec x), que jamais € zero, nos d

D, (sec x) =tg x sec x

Analogamente, derivagdo da segunda identidade do Teorema 28.3 nos d4

D (csc x) = —cotg x csc x

28.2 Faca o grifico de csc x.

Como csc x = 1/(sen x), essa fungdo €, assim como sen x, periédica com periodo 27 e impar. Logo, precisamos fazer
o gréfico apenas para 0 < x < . Mas

1 _1_
2 sen(mf2) 1

Quando x diminui de /2 para 0, sen x cai de | para 0. Logo, csc x aumenta de 1 para + %, De forma semelhante, quando
x aumenta de 7t/2 para 7, sen x decresce de | para 0 e csc x aumenta de 1 para + . De fato, como sen ((/2) + u) = sen
((r/2) — u), o gréfico serd simétrico em relagdo a reta x = m/2 (ver Fig. 28-2).

y

e —— - — — — . —

5
() of
PSTY
it -
o R
&3

T

[

~
- e o e e e Y
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28.3 Prove aidentidade tg (u — v) =

tgu—tgvo
L+tgutgo

sen(u —v)  sen u COS v — COS U Sen v
tg(u—o) = ( ) = [pelo Teorema 26.6)
€OS (U —v)  COS U COS v+ $en u sen v

senu  senv

cosu cosv . )
= — [divida numerador e denominador por cos u cos v)
14 sen-u sen v

COS U COS v
_ tgu—tgv
B l+tgutgo

28.4 Calcule: (a) D,(3 tg* x); (b) D, (sec x tg x).

285

28.6

(@) D, (3 tg® x) = 3D, (tg* x) = 3(2 tg x)D, (tg x) [pela regra da cadeia para poténcias)
=6 tg x sec’ x
(b)  D.(sec x tg x) = (sec x)D, (tg x) + (tg x)D, (sec x) [pelo regra do produto}

= (sec x)(sec? x) + (tg x)(tg x sec x) [pelo Teorema 28.2]

= (sec x)(sec? x + tg? x)
= (sec x)(sec? x + tg? X)

= (sec x)(tg? x + 1 + tg? x)

=(secx)2tg? x + 1)

[pelo Teorefna 28.3]

Um farol H, a uma milha de distincia de uma praia reta, tem um facho que gira no sentido anti-horério (como vis-
to acima) a taxa de seis revolugdes por minuto. Qual a velocidade do ponto P onde o facho de luz atinge a praia?

Seja A o ponto na praia oposto a H e seja x a distdncia AP (ver Fig. 28-3). Devemos determinar dx/dt. Seja 6a me-
dida de < PHA. Como o facho faz seis revolugdes (de 27 ra-
dianos) por minuto,

i 127 radianos por minuto

Mas

X i
tg = Sex [jéque tg = cateto oposto ]

cateto adjacente

Logo,

d
.‘.g = D|(tg 0) = Dy(tg 0) %f— [pela regra da cadeia]

= (sec? 6)(12m) = (\/x* + 1)(12n) [jé que sec § = M—]
e

cateto adjacent
= 12n(x% + 1)

Por exemplo, quando P estd a uma milha de A, a luz se move ao longo da praia a 24n milhas por minuto (aproximadamen-
te 4522 milhas por hora).

O angulo de inclinagdo de uma reta nio vertical #¢ definida como o menor angulo ¢ em sentido anti-hordrio que
areta forma com o eixo x positivo (ver Fig. 28-4). Mostre que tg a=m, onde m € o coeficiente angular de .

Assumindo uma reta paralela, sempre podemos considerar que £ passa pela origem (ver Fig. 28-5). % intercepta o
circulo unitdrio com centro na origem no ponto P (cos 0, sen c). Pela definicdo de coeficiente angular,
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Fig. 28-3

Fig. 28-4

28.7 Determine o angulo no qual as retas £;: y = 2x+ 1 e £,: y = -3x + 5 se interceptam.

Sejam ; e @, os éngulos de inclinagdo de ¥, e ¥, (ver Fig. 28-6) e sejam m, € m, os coeficientes angulares de %, e
&, De acordo com o Problema 28.6, tg o= m, =~ 2 e tg ay=m,=~3. 0, - 0, é 0 Angulo de intersecdo. Mas

t —t
tg (e, —o)=—0o2 8%

[pelo Problema 28.3]
L+tga;tga,
- My —my ... S elo Problema 28.6]
1 +mm,
_ -3-2 _ =5 -5

T1+ (=30 =6 5!

y
£
= T~ P(cos« sen )
/ AN
/ 1 \
/ \
[ wolAs )
\ s | TTTmmememe—
\\ / x
\ /
N /
~-4 //

Fig. 28-5
Comotg (o, — o)) = 1,

n
a — oy = 1 radianos = 45°
Em geral, dado tg (0, — ), 0 valor de o, — o, pode ser estimado a partir da tabela no Apéndice D.

Deve ser observado que, em certos casos, 0 método acima conduzird ao maior an gulo de intersecdo.

Problemas Complementares

28.8 Esboce os graficos de: (a) sec x; (b) cotg x.

289 Prove aidentidade tg (u + v) =_ti“_+£_l_’__.
l—tgutgo

28.10 Calcule: (a) D;‘<2 tg g — 5) (b) Dftgx—secx) () D, (cotg® x)

(d) D,(cotg 4x + 3x)

() D,(sec? 3x)
(9) Dilesc /%)

(f)  Dyfesc 3x - 5))
(h)  D{Jtg x)
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28.11 Calcule y' por derivagdo implicita:
(@ tg(xy)=y (b) sec? y+csc? x =3
(© tg2@y+1)=3senx (@ y=tg(x+y

28.12 Encontre uma equago da reta tangente & curva y = tg x no ponto (r/3, \/5).

28.13 Encontre uma equagio da reta normal a curva y = 3 sec’x no ponto (1/6,4).

Cotgx Ltgd 2 . sen 3x
214 Caloule: 0) lim gx ®) lim gx3 © lim =

28.15 Um foguete estd subindo verticalmente a partir do solo a uma velocidade de 1000 quilémetros por hora. Um observador
a 2 quilometros da plataforma de langamento est4 fotografando o foguete (ver Fig. 28-7). Quao rdpido estd mudando o an-
gulo 8 da cdmera em relagdo ao solo quando o foguete estd a 1,5 quildmetro de altitude?

P
//
//
//
il y
/,/
//
vl
Y
2
Fig. 28-7

28.16 Determine o angulo de intersegdo entre as retas £:y =x-3e $p:y = -5x + 4.
28.17 Encontre o dngulo de intersegdo entre as retas tangentes is curvas xy = 1 € y=x" no ponto de intersecio (1,1).

28.18 Encontre o angulo de intersegdo entre as retas tangentes as curvas y = cos x € y = sen 2x no ponto de interse¢io (m/6, \/5/2),

28.19 Encontre uma equagio da reta tangente  curva 1 + 16x’y = tg (x — 2y) no ponto (1/4,0).

28.20 Determine os maximos e minimos relativos, pontos de inflexdo e assintotas verticais dos graficos das seguintes fungdes
em [0,z]:
(a) flry=2x-tgx
(b)) fixy=tgx-4x

28.21 Determine os intervalos onde a fungdo f{x) = tg x — sen x é crescente.

28.22 Use o método de Newton para aproximar solugdes das seguintes equagdes:
(a) secx=4em][0,n/2];
(b) tgx—x=0emin3n/2];
(¢) tgx=1lxem(0O,m).




Capitulo 29

| Antiderivadas

29.1 DEFINICAO E NOTAGAO

Defini¢io: Uma antiderivada de uma fungdo f € uma fungio cuja derivada ¢ f.

Exemplos

(a) x* é uma antiderivada de 2x,ja que D_Y(xz) =2x.

b) x*/4 ¢ uma antiderivada de X', uma vez que D‘\,(x4/4) =x

(¢) 3x'-4x’+5 é uma antiderivada de 9x° -8x, pois D_‘.(3x3 -4+ 5)=9x" - 8x.
(d) x’+3 éuma antiderivada de 2x, ja que D.‘,(x2 +3)=2x.

() senx € uma antiderivada de cos x, uma vez que D (sen x) = cos x.

Os exemplos () e (d) mostram que uma funcdo pode ter mais que uma antiderivada. Isso é verdadeiro para to-
das as fungdes. Se g(x) é uma antiderivada de fx), entdo g(x) + C também € uma antiderivada de f{(x), sendo que C
€ uma constante qualquer. O motivo é que D (C), donde

Dy(g(x) + C) = D (g(x))
Vamos determinar a relago entre duas antiderivadas de uma funco.
Teorema 29.1:  Se F'(x) = 0 para todo x em um intervalo .%, entio F (x) € uma constante em %,

A hip6tese de que F'(x) = 0 nos diz que o grafico de F sempre tem uma tangente horizontal. E 6bvio entdo que

o gréfico de F deve ser uma reta horizontal; ou seja, F(x) é uma constante. Para uma demonstracdo rigorosa, ver
Problema 29 4.

Coroldrio 29.2: Se g'(x) = h'(x) para todo x em um intervalo .%, entdo ha uma constante C tal que g(x) = h(x) +
C para todo x em 4.

De fato,
D, (g(x) — h(x)) = g'(x) — K(x) = 0

donde, pelo Teorema 29.1, g(x) — h(x) = C ou g(x) = h(x) + C.

* N.de T.: Desde que as fungdes sejam diferencidveis.
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De acordo com o Coroldrio 29.2, quaisquer duas antiderivadas de uma dada fungdo diferem apenas por uma
constante. Assim, se conhecemos uma antiderivada de uma fungdo, conhecemos todas.

NOTACAO [ f(x) dx se refere a qualquer antiderivada de f. Logo,

Dx(f Jx) dX> =f(%)

OUTRA TERMINOLOGIA  As vezes o termo integral indefinida é usado no lu gar de antiderivada e o processo de determinar an-
tiderivadas € chamado de integrac@o. Na expressio { f(x) dx, f(x) é chamada de integrando. O motivo para essa nomenclatura ficard
claro no Capitulo 31.

Exemplos

3
(a) sz dx = i;— + C.Como D,(x3/3) = x2, sabemos que x'/3 é uma antiderivada de x°. Pelo Corolério 29.2,

qualquer outra antiderivada de x° é da forma (x'/3) + C, onde C é uma constante.

() Jcosxdx=senx+C

.
() |senxdx= —~cosx+C

r

(@ |sec’xdx=tgx+C

r

@ |0dx=C

r

() |1dx=x+C

29.2 REGRAS PARA ANTIDERIVADAS

As regras para derivadas — em particular, a regra da soma-ou-diferenca e a regra da cadeia — implicam em regras
correspondentes para antiderivadas.

REGRA 1. fa dx = ax + C para qualquer constante a.
Exemplo

J3dx=3x+C

r+1

r+1

REGRA 2. fx’ dx = + C para qualquer niimero racional r diferente de —1.

NOTA A antiderivada de x ™' ser4 estudada no Capitulo 34.

A Regra 2 segue do Teorema 15.4, segundo o qual

xr+ 1
Dx"*Y=(r+1Dx ou Dx( ) =x
r-+1
Exemplos
3/2

(@) J\/;dx=Jx”2 dx=£3—+C=§x3/2+C
2

* N.deT.: Qutro termo usual para designar uma antiderivada ¢ primitiva.
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a x? 1 1
(b) f—-dX“‘J 3dX“j+C:——§X 2+C——5——2+C

REGRA 3. faf (x)dx=a f f(x) dx para qualquer constante a.

Isso segue de Dx(a . j f(x) dx) =q- Dx< f(x) dx) = af(x).

Exemplo

REGRA 4. (i) ﬁf () + g(x)] dx = f fl) dx + fg(X) dx

(BT &
A ]

L
NG

T f [F09) — g)] dx = f 1) dx—fg(x) dx

Pois Dx< f(x) dx + Jg(x) dx) = Dx( fx) dx) + Dx< j g(x) dx) =f(x) + g(x).

Exemplo
3 4
f(x2+x3)dX=Jx2 dx+fx3dx=%+3;—+ C

. : . P - 3 4 ~ <, P
Observe que determinamos uma antiderivada especifica, x'/3 + x'/4, e entdo somamos a constante “arbitriria” C.

Asregras 1 a4 nos permitem calcular a antiderivada de qualquer polin6mio.

1 x\ 1 /x5 ¥\ x?
5 4 2 - dx =31 -1 -~ | i - C
Exe'"”’°f<3x 2 =Y dx 3(6) z<5)+7(3)+2 e

6 5 2
=-);——1%+;x3+); -3x+C
A regra a seguir se mostrard extremamente titil.
) . . _ (g™
REGRA S. (Férmula Rdpidal) | (g(x))g'(x) dx = YR +C
r

A regra da cadeia para poténcias implica que

r+1 1 1
<(gfxi) 1 ) = 71 D00 =+ D) g () = (909 ()

0 que nos leva a férmula rapida I.

Exemplos

1, 8
(a) f<x+5)xdx ‘8-(5 +5)+C

1 _ 532
© () f,/zx—sdx=5f(2x-5)1/2(2)dx=%Q"__3.§)_+C=§(2x_5)s/z+C
2
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REGRA 6. (Método da Substituicdo) Adiando a formulagdo geral e justificativa para o Problema 29.18, ilustra-
mos o método por trés exemplos.

(i) Calcule j' x? cos x3 dx. Seja x* = u. Logo, pela Segdo 21.3, o diferencial de u é dado por
1

du=D(x>dx=3x*dx ou x?dx= 3 du

Agora substitua x* por ue $du por x* dx,

1 1
szcosx3dx=f%cosudu=gjcosudu=%senu+C=§senx3+C

(i) Calcule | (x* + 3x — 5)%2x + 3) dx. Faga u = x* + 3x —5 e du = (2x + 3)dx. Logo,

4
- J(x2+3x——5)3(2x+3)dx=J‘u3du=%{—+C=%(x2+3x~5)"'+C

(iii) Calcule | sen® x cos x dx. Fagau = sen x. Assim, du = cos x dx e

. s s
u sen® x
fsenzxcosxdx=Ju2du=—+C= +C

3 3

Observe que a férmula rdpida I (Regra 5) € um caso especial da Regra 6, correspondendo 2 substitui¢do u =
g(x). A beleza da férmula rdpida I € que, quando aplicével, nos permite evitar o incomodo de usar o processo de
substitui¢do.

Problemas Resolvidos

29.1 Calcule as seguintes antiderivadas:
(@) J(’ x — 5x%) dx (b) J‘(4x+~/x5-2) dx

(0 J\(x2 —sec? x)dx  (d) ‘[Z_xs_-jﬁ dx

(@) j(y; — 5x%) dx = j (x*3 = 5x?) dx

X x3
=—§;——5 3 +C [pelas regras 2 e 4]
_3 432 3
—4x 3x +C
2 1/2
) J(4x;+\/§—2)dx=f(4x+x5’2—2)dx=4<£2->+x7—2x+c
2z

2
=2x2+7x7/2——2x+C

3

(¢) | (x* —sec? x) dx = sz dx — Jsecz x dx = %— —tgx+C

2/x + 3x2 2
) J-——~dx=f<——+ 3x) dx =2 Jx‘”z dx+3jx dx  [pelasregras 1 e 4]
X \/—X—

xl/Z 2 3
=2—1-+3§2—+C=4ﬁ+-2-x2+c
z
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29.2 Determine as seguintes antiderivadas:

(@) f(2x3 —x)"6x*— 1) dx (b fﬁ/ 5x —1xdx

(@) Note que Dy(2x* — x) = 6x* — 1. Portanto, pela férmula rapida I,

f @x® — x)*6x2 — 1) dx = % 23 =) +C

AT gy

(b) Observe que D,(5x* — 1) = 10x. Entio, pela Regra 1,

1
J‘«’/sz ~1xdx= f(sz ~ DB xdx = 1% f(sz - 113 10x dx

1 (5x% — 1)*3 '
=1 g_x_T..)_ +C [pela férmula rdpida I]
z ,

=4—36(5x2—1)4/3+c=j—6(s/5x2—14+c

3
o= e 3 2 _ 1)4
40,/(Sx N*+C

(Para manipulagdo de poténcias racionais, rever a Segdo 15.2.)

s
i

29.3 Use o método da substituigdo para calcular:

@ f seil/;xdx () J xsec Bx—1)dx (o) J X2 /x + 2 dx

(@) Seja u=/x.Logo,

ST g,

e

1 1
du=D[(/x)dx =D (x"}) dx == x 12 dx = —— dx
v 2 2./x

Assim,

fseil/_xdxrsZ senudu=——2005u+C=—ZCos\/)_c+C
, x
(b) Fagau=3x"—1.Entdo, du = 6x dx e

fxsec2(3x2~I)dx=éfsec2udu:é—tgu+C=%tg(3x2——l)+C
(¢) Facau=x+2. Logo, du = dxe x = u—2. Assim,
fxzm dx = J(u 2 fudu= J'(u2 —4u + 4u'’? dy
= f(us/z — 4’2 4 4" du  [pela wu' = u*e]

2 8 8 2 8 8
2,2 5/2 3/2 == 7/2 5/2 312
7u 5u +3u +C 7(x-t-2) 5(x+2) +3(x+2) +C

A substituigio u = ,/x + 2 também funcionaria.
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294

29.5

29.6

Demonstre o Teorema 29.1.

Sejam a e b dois mimeros quaisquer em .%. Pelo teorema do valor médio (Teorema 17.2), hd um némero c entre a e b
e, portanto, em .%, tal que

Mas, por hipétese, F'(c) = 0; logo, F(b) — F(a) = 0 ou F(a) = F(b).

Um foguete € disparado verticalmente para cima com uma velocidade inicial de 256 pés por segundo. (a) Quando
que ele alcanga sua altitude maxima? (b) Qual a sua altitude mdxima? () Quando retorna ao solo? (d) Qual € a sua
velocidade ao atingir o solo?

Em problemas de queda livre, v = { a dt e 5 = [ v dt pois, por defini¢do, a = dv/dt e v = ds/dt. Como a = =32
pés por segundo por segundo (quando € para cima o valor € positivo),

=J—32 dt= =32t +C,

2

t
= J(—szx +C)di=(=32) 5+ Cit +Cy = — 1612+ Cyt + €,

nas quais os valores de C, e C, sdo determinados pelas condigGes iniciais do problema No presente caso, sdo dadas por

S0y = 256es(0) 0.Logo256=0+C,e0= 0+0+ C,, de modo que

b= —32t + 256 (1

s = — 162 + 256t @)

(a) Paraaaltitude méxima, ds/dt = v = -32t + 256 = 0. Portanto,

256
t= 3 8 segundos

quando a altura médxima ¢ alcangada.
(b) Substituindo =8 em (2),

s(8) = —16(8)% + 256(8) = — 1024 + 2048 = 1024 pés
(¢) Fazendos=0em(2),.

—16t% + 256t = 0
—16t(t — 16) =0
t=0 ou t=16

O foguete deixa o soloemt = 0 e retornaem ¢ = 16.

(d) Substituindo 1 = 16 em (J), v (16) = ~32(16) + 256 pés por segundo. A velocidade € a magnitude desse valor, 256
pés por segundo.

Determine uma equagfo da curva que passa pelo ponto (2,3) e tem coeficiente angular 3x" — 2x + 5 em cada ponto
(x.y).
0 coeﬁciqnte angular € dado pela derivada. Logo,

dy
= =3x3-2x+5
dx

Assim,

=f(3x3—-2x+5)dx=§x4-x2+5x+c
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Como (2,3) estd sobre a curva,
3
=Z(2)“—(2)2+5(2)+C=12—-4+10+C=18+C

Logo,C=~15¢

y=3x*—-x2+5x—15

Problemas Complementares

29.7 Encontre as seguintes antiderivadas:

r r )
(@ | @x*—5x*+3x 4 1)dx (b) <5 - L) dx (©) 2\“/; dx
Y v \/; v
r r r
@ |5 dx (e) % dx (f) |2 =1 /xdx
r . r 2 _ r
© (% - —1§> dx B [ ZZF 0 ) [Genx+5cosx)dx
PR A x ..... X o \/)—( v
r r r
() | (7 sec* x — sec x tg x) dx (k) s x+3xHdx () | x/3xdx
L (g2 [t 422
(m) J seex dx (n) “ tg® x dx (0) “ x(x* + 2)% dx

[Sugestio: Use o Teorema 28.3 no item (n).]

29.8 Calcule as seguintes antiderivadas usando a Regra 5 ou a Regra 6. [No item (m), a # 0.]

~

(@) U,/7x+4dx ) d\/;——ldx (© d(3x-5)“dx

r R .
(d) | sen (3x — 1) dx © |sec?Zdx 0 [ Jx i
J J 2 J \/;
@ |@=2cde B |2 F5dx () | ———dx
) Y JJ/x+1
r " .

=

O |SF=2xlde () |*+ )P dx () | —— dx
I, J o, «/1 + sz

[ [ cos 3x f ,
(m) dx ax + b dx (n) | sen? 3 (0) “'«/l—xx dx
r : " F 1
O Je-9xa @ [@-mwya g |0,
J J ]
i 3
(s) = sec? = dx

29.9 Um foguete ¢ langado verticalmente para cima a partir de uma torre com 240 pés de altura e com uma velocidade inicial
de 224 pés por segundo. (a) Quando atingir4 sua altura maxima? (b) Qual serd sua altura mdxima? (c) Quando atingird o
solo? (d) Com qual velocidade que atingir4 o solo?

29.10 (Movimento Retilineo, Capitulo 18) Uma particula se move ao longo do eixo x com aceleragio a = 2t - 3 pés por segun-
do por segundo. No instante ¢ = 0 estd na origem e se movendo com uma velocidade de 4 pés por segundo na diregéo po-
sitiva. (a) Encontre uma férmula para sua velocidade v em termos de . (b) Encontre uma férmula para sua posigiio x em
termos de 1. (c) Quando e onde que a particula muda de diregio? (d) Em quais instantes que a particula se move para a es-
querda?

29.11 Refaga o Problema 29.10 se a = * — % pés por segundo por segundo.

29.12° Um foguete disparado para cima verticalmente a partir do solo atinge o chio 10 segundos depois. (a) Qual era sua velo-
cidade inicial? (b) Qual altura atingiu?
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29.13

29.14

29.15

29.16

29.17

29.18

Um motorista usa os freios em um carro que se move a 45 milhas por hora em uma estrada retilinea e os freios provocam
uma desaceleragdo constante de 22 pés por segundo por segundo. (a) Em quantos segundos que o carro ird parar? (b)
Quantos pés o carro terd percorrido apés 0 momento em que os freios foram aplicados? [Sugestdo: Considere a origem
no ponto onde os freios foram incialmente usados e faga ¢ = 0 nesse ponto. Observe que velocidade e desaceleragio estio
expressos em diferentes unidades de distincia e tempo; mude a velocidade para pés por segundo.]

Uma particula que se move sobre uma reta tem aceleragio a = 5 - 3t e sua velocidade € 7 no instante 7 = 2. Se s(f) é a dis-
tincia a partir da origem no instante #, calcule s(2) — s(1).

(a) Encontre a equagdo de uma curva que passa pelo ponto (3,2) e que tem inclinagio 2x* — 5 no ponto (x.y).

(b)  Encontre a equagdo de uma curva que passa pelo ponto (0,1) e tem inclinagio 12x + 1 no ponto (x,y).

Uma bola rola por uma reta, com uma velocidade inicial de 10 pés por segundo. Atrito faz com que a velocidade diminua
a uma taxa constante de 4 pés por segundo por segundo até a bola parar. Até onde a bola rolard? [Sugestdo: a = -4 e
vo = 10-]

Uma particula se move sobre o eixo x com aceleragdo a(f) = 2t - 2 para 0 <t < 3. A velocidade inicial v, em 1= 0 € 0. (a)
Determine a velocidade v (¢). (b) Quando que v (£) < 07 (c) Quando que a particula muda de dire¢do? () Encontre o des-
locamento entre t = 0 e t = 3. (Deslocamento é a mudanga resultante na posigdo.) (e) Determine a disténcia total percor-
ridadet=0atr=3.

Justifique a seguinte forma para o método da substituigio (Regra 6):

onde g(x) € substituido por u na integragdo da direita. A “substitui¢do” seria aplicada no lado esquerdo fazendo u = g(x)
€ du = g'(x)dx. [Sugestdo: Pela regra da cadeia,

DX(J o du) = D..(J f) du) * (dufdx) = f (u)du/dx) = f(g(x))g'(x)]




Capitulo 30

A Integral Definida

30.1 NOTAGAO SIGMA

A letra grega maitiscula Z ¢ usada em matemética para denotar adicOes repetidas.

Exemplos

99
@ Yi=1+4+2+34---499

i=1
ou seja, a soma dos primeiros 99 inteiros positivos.
6
b) YQRi—1)=14+3+5+7+94+11
i=1 ‘
ou seja, a soma dos primeiros 6 inteiros positivos fmpares.
5 _ 5
(c) Z3i=6+9+12+15=3(2+3+4+5)=3Zi
i=2 . i

i=2

15
)] Zj2=12+22+32+'°'+152=1+4+9+...+225

Jj=1

5
() Y senjm=senm+ sen 2n + sen 31 + sen 4n + sen Sx
j=1

Em geral, dada uma fungio f definida sobre os inteiros e dados inteiroske n > k,

=

SO =0 +fk+1)+ - +f(n)

i=k

1l

30.2 AREA SOB UMA CURVA

Seja fuma fungdo tal que f(x) = 0 para todo x no intervalo fechado [a,b]. Entio seu grifico € uma curva que se

encontra sobre ou acima do eixo x (ver Fig. 30-1). Temos uma idéia intuitiva da drea A da regido # abaixo da cur-

va, acima do eixo x e entre as retas verticais * = aex = b. Determinemos um procedimento para calcular o valor da
drea A. ‘
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Selecione pontos xy, X, ..., X, em [a,b] (ver Fig. 30-2). Faca x, = a e x, = b,
A=Xp <X <Xy <+ <X,_;<X,=Db

Esses dividem [a,b] em n sub-intervalos [x,, x;], [Xy, x,], ..., [X,-1, X,]. Considere que 0s comprimen-

tos desses sub-intervalos sdo A,x, A, x, ..., A, x, onde
Aix=x— x4

Desenhe retas verticais x = x; do eixo x até o gréfico, dividindo assim a regidio % em n tiras. Se A; Aé aidrea
da i-ésima tira, entdo

a b x
Fig. 30-1
y
\P'M
N

A4 1A, 4] A4 AA} -+ A A

Ax JAx| Asx A,x
Xo X1 X2 X3 Xp-1 Xn X
a b
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Aproxime a drea A; A como se segue. Escolha qualquer ponto x¥ no i-ésimo sub-intervalo [x;_, x;] e desenhe o

£ segmento de reta vertical do ponto x¥ até o gréfico (veja as linhas tracejadas no Fig. 30-3); o comprimento desse
£ segmento € f(x¥). O retdngulo com base A;x e altura f(x}) tem drea f(x¥) A;x, que é aproximadamente a drea

A; A da i-ésima tira. Assim, a drea total A sob a curva é aproximadamente a soma

f(x*) Ax =) Ayx +f(x3) Ayx + - +f(x¥) A, x (30.1H

IIM: .

A aproximagdo fica cada vez melhor se dividimos o intervalo [a,b] em cada vez mais sub-intervalos e se faze-
mos os comprimentos desses sub-intervalos cada vez menores. Se sucessivas aproximagdes tendem a um nimero
i especifico, entdo esse nimero ¢ denotado por

b
J f(x) dx

e € chamado de integral definida de f de a a b. Tal ntimero ndo existe para todas as fungdes f, mas existe, por exem-
plo, quando a func@o f € continua em [a,b).

y
//
T 4
- 7(!
B i
Pl I NI
A
d |
At
’ | |
¢ A\ /:' 1] ! I bpn!
T
{ |
" e ] ]
Fo Pl | NI
1o 1] | EEEE
L1 1 1.1 1 | il 1 -
'ax’ixi x; xi x; b X
Fig. 30-3

Exemplo  Aproximar a integral definida por meio de um nimero n pequeno de dreas retangulares geralmente nio

1
dé bons resultados numéricos. Para ver isso, considere a funcio f(x) = x? em [0,1]. Logo f x? dx éadreasoba
o

pardbola y = x*, acima do eixo x, entre x = 0 e x = 1. Divida [0,1] em n = 10 sub-intervalos iguais dados pelos pontos

0,1,0,2, ..., 0,9 (ver Fig. 30-4). Assim, cada A, x € igual a 1/10. No i-ésimo sub-intervalo, escolha xF como sendo
o extremo esquerdo (i - 1)/10. Logo,

»‘12 N n - : 0 i—1 2 1 10 (i__l)z 1
Jiaes S naa=1 (5 ()= £ % (%)

l
= Z (i—17  [peloexemplo (c) acima]

1
= 44 ...
To0p @ 1+ 4+ +81) = 7 (285) = 0285

OOO
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A integral defi

30.3

Como serd demonstrado no Problema 30.2, o valor exato é

1
szdx=
o

Logo, a aproximagao acima néo € muito boa. Em termos da Fig. 30-4, h4 muito espago ndo considerado entre a cur-
va ¢ 0s topos dos retangulos.

=0333...

(RSN

>
X

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 !

Fig. 30-4

Mas, para uma funcio f arbitraria (nfo necessariamente ndo-negativa) em [a,b] uma soma da forma (30.7) po-
de ser definida sem qualquer referéncia ao grafico de £ ou a nogdo de 4rea. O procedimento preciso em termos de
épsilon e delta, como no Problema 8.4(a), pode ser usado para determinar se essa soma tende a um valor limite

quando n se aproxima de oo e quando o maior dos comprimentos A;x tende a 0. Se isso ocorre, f € dita ser inte-

gravel em [a,b] e o limite é chamado de integral definida de f em [a,b] e é denotado por'

b
f f(x) dx

Na préxima secao deveremos estabelecer diversas propriedades da integral definida, omitindo qualquer prova
que dependa da defini¢do precisa e preferindo a visdo intuitiva da integral definida como uma 4rea [quando

fx) = 0].

PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA

Teorema 30.1:  Se f ¢ continua em [a,b], entio féintegravel em [a,b)].

b b
Teorema 30.2: f of(x)dx =c j f(x) dx para qualquer constante c.

Obviamente, os limites gozam dessas relagdes uma vez que suas respectivas aproximagdes por somas também
satisfazem as mesmas [exemplo (c) acima].

nida € também chamada de integral de Riemann de fem [a,b] e as somas (30.1) sio ditas somas de Riemann de fem [a,b).
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Exemplo Suponha que f(x) < 0 paratodo x em [a,b]. O gréfico de f— bem como sua imagem espelhada, o grafi-
co de -f - é exibido na Fig. 30-5. Como —f(x) > 0,

Jb——f(x)dx= drea B

y=-f(x)

y=f(x)

Mas, por simetria, drea B = drea A; e, pelo Teorema 30.2, com ¢ = —1,

b b
J —f(x) dx = —~f f(x) dx

Segue-se que

b
j f(x) dx = - (drea A)

Em outras palavras, a integral definida de uma fungo ndo positiva € o negativo da érea acima do grafico da
funcdo e abaixo do eixo x.

Teorema 30.3:  Se fe g sio integraveis em [a,b], entdo também sdo f+gef-ge
b b b
, J (f() % g(x)) dx = f f(x) dx j g(x) dx
Novamente, essa propriedade é consegiiéncia da correspondente propriedade das somas aproximadas,
Y [PO) £ 001 = Y. P() + Y Q0)
i=1 i=1 i=1
Teorema 30.4: Sea<c<bese € integrdvel em [a,c] e em [c,b], entdio f ¢ integravel em [a,b] e

be(x) dx = fcf(x) dx + Jb f(x) dx

Para f(x) > 0, o teorema é 6bvio: a 4rea sob o gréfico de a a b deve ser a soma das dreasde aacedecab.

Exemplo O Teorema 30.4 nos leva a uma interpretagio geométrica para integral definida quandb o grificode f
tem o aspecto mostrado na Fig. 30-6. Aqui,

b c1 €2 c3 c4
J“f(x)dx=I Sx) dx+f fx) dx+J f(x)dx+f f(x)dx+fbf(x) dx
=A1*A2+A3:A4+A5 ’ ’ )

Ou seja, a integral definida pode ser considerada uma 4rea total, na qual as dreas acima do eixo x sdo consideradas
como positivas e drea abaixo do eixo x sdo consideradas negativas.
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Assim, podemos inferir da Fig. 27-2(b) que

2n
f sen x dx =0
o

pois a drea positiva de 0 a 7 é cancelada pela drea negativa de  a 2.

y

AN N A

a a A, c2 [3) A, Cs b x

Fig. 30-6

Limites de Integracao Arbitrérios

Ao se definir {} f(x) dx, assumimos que 68 limites de iiitégragdo a e b sio tais que a < b. Estendemos adefinigio

Ccomo se¢ segue:
() J5f(x)dx=0.

() Sea>b,faca 5 f(x) dx = — f3 f(x) dx (sendo que a integral definida a direita recai no caso da definicdo ori-
ginal).

Sob o ponto de vista dessa defini¢do estendida, a permuta dos limites de integragdo em qualquer integral defi-

nida inverte o sinal da integral. Além disso, as equagdes dos Teoremas 30.2, 30.3 ¢ 30.4 agora valem para limites
arbitrarios de integra¢do a, b e c.

Problemas Resolvidos

b
30.1 Mostre que j ldx=b-a.

a

Para qualquer sub-divisiio a = X, <X, <X, < ++ < Xp—1 <X, = b de [a,b], a soma aproximada (30.7) é

1

feHAx=Y Ax  [jaquefix) =1 paratodo x]
=1 i=1

13

=(x1—x0)+(x2—x1)+(x3—-x2)+~--+(x,,—x,,_1)=x,,—-x0=b—a

b
jldx=b~—a

Para uma demonstrag@o intuitiva alternativa, observe que [

primento b - a ¢ altura 1, uma vez que o gréfico da fun
(ver Fig. 30-7).

Como toda soma aproximada € igual a b — a,

1 dx €igual & drea de um retangulo com base de com-
¢do constante | €aretay = 1. Essadreaé (b-a)(1)=b-a

e e dgn. Gtk dkh
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Ay

Fig. 30-7
1
30.2 Calcule f x? dx. [Oleitor pode considerar a formula 12 422 4 -+« 4 p2 = ﬁ(fi—l)g—'il_) a qual foi estabele-
0

cida no Problema 30.12(a,ii).]

Divida o intervalo [0,1] em n partes iguais, como indicado na Fig. 30-8, fazendo cada A;x = 1/n. No i-ésimo sub-

intervalo [(i - 1)/n,i/n], seja x¥ oextremo direito i/n. Logo, (30.7) fica

n n '21 1 n'2
.Zf(x?‘)/l:x=2 - ;=;5_Zl

1

_lnn+12n+1) 1 n+1> 2n+1>
Tl 6 6\ n n

1 1 1
*50+3@+9

b ¥

2y
E 08

Fig. 30-8

Podemos tornar a subdivisdo cada vez mais fina, fazendo n tender a infinito. Logo,

! 1 1 1 1 1
2 dx = lim = Z -)== =
J(;x X nlﬁ6(l+n>(2+n) 6(1)(2) 3

Esse tipo de cdlculo direto de uma integral definida é possivel somente para as mais simples fungdes f{x). Um mé-
todo muito mais abrangente sera explicado no Capitulo 31.

30.3 Sejam f(x) e g(x) integréveis em [a,b].
(@) Sef(x)> 0 em [a,b], mostre que

fbf(x) dx >0
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(b) Sef(x) < g(x) em [a,b), mostre que -

(©)

(@)

(b

Problemas Complementares

r f(x)dx < fbg(x) dx

Se m < f(x) < M em [a,b], mostre que

b
m(b~a)sj f(x)dx < M(b — a)
a
A integral definida, sendo a 4rea sob o grafico de £, ndo pode ser negativa. Mais rigorosamente, toda soma aproxi-

mada (30.7) € nao-negativa, uma vez que f(x¥) > 0 e A,x > 0. Logo (como mostrado no Problema 9.10), o valor
limite das somas aproximadas também € ndo-negativo.

Como g(x) — f(x) > 0 em [a,b]

b
f (gx) =f(x) dx =0 [por(a)]

b
f g(x) dx — r f(x)dx>0 [pelo Teorema 30.3]

J g(x) dx > j f(x)dx

b

jbm dx < N flx}dx < f M dx [por (b)]

a a

b *b b
m f ldx< | f(x)dx<M f 1dx  [pelo Teorema 30.2]

f(x)dx < M(b — a) [pelo Teorema 30.1]

30.4 Calcule:

(a) fwx ®) JIszdx (©) Jl(x2+4)dx.
2 0 0

[Sugestdo:

Use os Problemas 30.1 e 30.2.]

s _
30.5 Paraa fungdo frepresentada graficamente na Fig. 30-9, expresse J J(x) dx em termos das dreas A,, 4,, A,.
o

94

A;

A] s X
As

Fig. 30-9
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b 2
30.6 (a) Mostre que J x dx = % Vocé pode assumir a férmula 1 + 2 +4n=
0

1
nn +1) demonstrada no Problema

30.12(a). Verifique seu resultado usando a formula usual para drea de um triangulo. [Sugestdo: Divida o interva-
1o [0,b] em 7 sub-intervalos iguais e escolha x} = ib/n, o extremo direito do j-ésimo sub-intervalo.]

2 2

b
(b) Mostre que f Xdx = . [Sugestdo: Use (a) e 0 Teorema 30.4.]

3
(¢) Calcule f S5x dx. [Sugestdo: Use o Teorema 30.2 e b).}
1

30.7 Mostre que a equagio do Teorema 304,

i

fcf(x) dx+fbf(x) dx=jbf(x) dx

g

vale para quaisquer niimeros a, b, c, tais que as duas integrais definidas 3 esquerda podem ser definidas no sentido esten-
dido. [Sugestdo: Considere todos os seis arranjos entre diferentes a, bca<b<ca<c< bb<a<c,b<c< a,c<
@< b, ¢ <b < a Também considere os casos nos quais dois dos niimeros so iguais ou todos 0s trés 530 iguais.]

2
30.8 Proveque 1 < j x3dx < 8. [Sugestdo: Use o Problema 30.3(c).]
1

30.9 (a) Caicule f zm dx usando uma férmula da geometria. [Sugestdo: Qual curva representa o grafico de
o
y=4-x7]
(b) A partir do item (a) mostre que 0 < 7 < 4. (Estimativas muito melhores para T s3o conseguidas desse modo.)
30.10 Calcule:

3 4 5 jn S [1 1
@ Y@i-1) (¢ k20(3k2+4) (0 Z sen—6- (d) Z f <—) se f(x)=;

i n

i=1

30.11 Sefé€ continua em [a,b], f (x)=0emablefix)>0 para algum x em [a,b], prove que

fbf(x)dx>0

[Sugestdo: Por continuidade, f{x) > K > 0 em algum intervalo fechado dentro de [a,b]. Use o Teorema 30.4 e o Proble-
ma 30.3(c).]

30.12 (@) Use indugdo matemética (ver Problema 12.2) para provar que:

2 _ nn+ 1)2n + 1)

. 1
(i) 1+2+~-+n=n(n2+) () 1P+224...4p

6
(b) Observando os casos em quen =1,2,3,4,5, procure adivinhar uma férmula para 1> + 23 4 ... 4 p3 e entdo
demonstre-a por indu¢do matematica. [Sugestdo: Compare os valores da férmula (i) no item (@) paran =1, 2,

3,4,5)]
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30.13 Se o grifico de fentre x = 1 e x = 5 é como o mostrado na Fig. 30-10, calcule ﬁ f(x) dx.

Fig. 30-10

30.14 Sejafix)=3x+ 1para 0 < x < 1. Se o intervalo [0,1] é dividido em cinco sub-intervalos de mesmo comprimento, qual
€ a menor soma de Riemann (30.7) correspondente?




O Teorema Fundamental
~do Calculo

31.1 CALCULO DA INTEGRAL DEFINIDA

Desenvolvemos aqui um método simples para calcular

b
J f(x) dx

um método baseado em uma profunda e surpreendente conexdo entre derivacdo e integragdo. Essa conexdo,
descoberta por Isaac Newton e Gottfried von Leibniz, os inventores simultineos do célculo, € expressa da se-
guinte forma:

Teorema 31.1: ,‘ Seja f continua em [a,b]. Logo, para todo x em [a,b],

f " £ty de

D(f £ dt) e

Uma demonstragdo pode ser encontrada no Problema 31.5.

Agora, para o cdlculo da integral definida, seja F(x) = | f(x) dx alguma antiderivada de f(x) (para x em

€ uma funco de x tal que

[a,b]). De acordo com o Teorema 31.1, a fungdo J f(t) dt também é uma antiderivada de f(x). Logo, pelo Co-

rolario 29.2,
J f®)dt=F(x)+ C
para‘alguma constante C. Quando x = g,

0=rf(t)dt=F(a)+C ou  C=—F)
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Assim, quando x = b,

be(t) dt = F(b) — F(a)

e desse modo provamos o:

Teorema 31.2  (Teorema Fundamental do Cdlculo): ~ Seja fcontinua em [a,b] e seja F(x) = [ f(x) dx. Logo,

Ibf(X) dx = F(b) — F(a)

NOTACAO A diferenca F(b) — F(a) serd freqiientemente denotada por F(x)]2, e o teorema fundamental do cdlculo pode ser rees-
crito como -

b b
f f0) dx = jf ) dX]

Exemplos

1

.......{a)... Lembre-se do complicado cdlculo de.. J x?.dx.=.%.no Problema 30.2. Se, em contrapartida, escolhermos.a-an-- Lo

0

tiderivada x'/3 e aplicarmos o teorema fundamental do célculo,

1 x3 1 13 03 1
Zd = — IS e e ——
Lx * 3]0 37373

(b) Determinemos a drea A sob um arco da curva y = sen x; digamos, o arcode x = 0 a x = . Com j sen x dx =

—c0s X + /5 o teorema fundamental do célculo nos d4

A=Jnsenxdx=(—cosx+\/§):|n=(——cosn+\/§)—(~COSO+\/§)
0 0
=[-(-D+/S1-(-1+ 5 =1+1+/5- 5=2

Observe que os termos com ﬁ se cancelaram no cdlculo de A. Grosseiramente falando, usamos a antideriva-

da “mais simples” (fio caso, —cos x) para empregar no teorema fundamental do célculo.

31.2 VALOR MEDIO DE UMA FUNGAO
O valor médio ou a média entre dois nimeros a, € a, ¢

al+az
2

Para n nimeros ay, a,, ..., a,, o valor médio &

a+a,+-+a,
n

Agora considere a fungdo f definida em um intervalo [a,b]. Como f pode assumir infinitos valores, ndo pode-
mos usar diretamente a defini¢do acima para falar sobre a média de todos os valores de /- No entanto, vamos divi-
dir o intervalo [a,b] em n sub-intervalos iguais, sendo que cada um tem comprimento

b—a

n

Ax =




. -
TP T T LT T e
ﬁ@f% T i S| besend i E i i

CapituLo 31 « O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALcuto 247

Escolha um ponto arbitrdrio x¥ no i-ésimo sub-intervalo. Logo, a média dos n nimeros f(x¥), f (x3), ..., f(x*) é
X+ ++fx 12
i=1

Se n € grande, esse valor deveria ser uma boa aproximagio da idéia intuitiva de “valor médio de fem [a,b]”. Mas,

foxt) = —

i=1 b—a;

" ' 11
* Z=
Z 1 f(x¥) Ax [uma vez que Pl Ax]

i

S |
1=

b
Quando n tende a infinito, a soma 2 direita se aproxima de f f(x) dx (pela defini¢do da integral definida), e so-
mos levados a: “

b
Definicdo: O valor médio de fem [a,b] é 5 ! f f(x) dx.
— a la

Exemplos

e {at)....O.valor médio V de sen x em [0,n]

1
n—0

V=

" 1
f sen x dx ==(2)  [pelo exemplo (b) acima]
A n

[0

=-x 0,64
T

(b) O valor médio Vde x* em [0,1]¢

1 1 1
V:—Jﬁdx: x3 dx
1_0 [s) 0

Mas | x* dx = x*/4. Logo, pelo teorema fundamental do célculo,

Com o valor médio de uma fungo definido desse modo, temos o it

Teorema 31.3  (Teorema do Valor Médio para Integrais) Se uma funcdo £ € continua em [a,b], entdo assume
seu valor médio em [a,b]; ou seja,

1 b |
T f f() dx =10

para algum c tal que a < ¢ < b.

Para a demonstragdo, ver Problema 31.4. Observe que, em contraste, a média de um conjunto finito de nime-
108 4y, a3, ..., a, em geral ndo coincide com qualquer um dos a,

31.3 MUDANGCA DE VARIAVEL EM UMA INTEGRAL DEFINIDA

Para calcular uma integral definida pelo teorema fundamental do calculo, uma antiderivada [ f(x) dx se faz neces-
_ sdria. Foi visto no Capitulo 29 que a substitui¢do por uma nova varidvel u pode ser itil para encontrar [ f(x) dx.

Quando a substituico € feita também na integral definida, os limites de integragdo a e b devem ser substituidos pe-
los valores correspondentes relativamente a .
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Exemplos Calculemos

1
J 5x + 4 dx
0

Fagau = 5x + 4; logo, du = 5 dx. Considere os limites de integragdo: quando x = 0, u = 4; quando x = 1, u = 9. Por-
tanto,

9

! ® ~1 1{° 1/2
J'«/5x+4dx=J.\/—1;—du=~J‘u”zdu=§<§u3/2)]
(] : 4

=207 - ) = 2 (B - (/B

4

1
2 o 2 2 38
—E D)= @ -y =)=

Ver o Problema 31.6 para uma justificativa desse procedimento.

Problemas Resolvidos

31.1 Calcule adrea A sob a pardbola y = x% + 2x e acimado eixo x, entre x=0e x = 1.

Como x? + 2x > 0 para x > 0, sabemos que o gréfico de y = x* + 2x estd sobre ou acima do eixo x, entre x =
Oex = 1.Logo, a 4rea é dada pela integral definida

1
J (x* + 2x) dx
0

Usando o teorema fundamental,
! x3 1 13 03 1 4
A= 242)dx ={ =+ x? =l=+1?)-|=4+0)==4+1=-
J;(x-%-x)x <3+x)]0 <3+ ) <3+ ) 3-{- 3

a+2n
31.2 Calcule f sen x dx. (Compare com o exemplo que segue o Teorema 30.4, onde a = 0.)

Pelo teorema fundamental,

a+2n a+2n
sen x dx = —cos x] =0
la B

a

uma vez que a fungéo co-seno tem periodo 21.

31.3 Calcule o valor médio V de \/; em [0,4]. Para qual x em [0,4] que o valor ocorre (conforme garantido pelo Teo-

rema 31.3)?
2 4
V—~———J'\/_dx~-J. 1’zdx——<§x )]
1 8 4
= 43/2 03/2 3 — o e
 ( f P-0=c )= =3
Esse valor médio, %, é o valor de \/§ quando x = (3)* = 4% Observe que 0 < 1¢ < 4.

31.4 Prove o teorema do valor médio para integrais (Teorema 31 3).
b
Escreva V= —1—— J. f(x) dx
. b—a/,

Sejam m e M os valores minimo e méximo de fem[a,b]. (A existéncia de m e M € garantida pelo Teorema 14.2.) Logo,
m < f(x) < M paratodo x em [a,b], de modo que o Problema 30.3(c) nos d4
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m(b—a)sfbf(x)dst(b—a) ou m<sV<M

Mas ento, pelo teorema do valor intermediario (Teorema 17.4), o valor V € assumido por fem algum ponto de [a,b]

31.5 Demonstre o Teorema 31.1.

»

Excreva o= | £ d
Ento, gx + ) — g(x) = diﬁhf(t) dt — j Crwdr
= " f(e) at + o f@) dt - r f@ydt  [pelo Teorema 30.4]
-[“roa

Pelo teorema do valor médio para integrais, a dltima integral € igual a hf(x*) para algum x* entre xe x + . Portanto,

*

g +h) —g(x) _

€
D,( f 1) dr) = D,(gx) = lim LN =90
a h—0 h h—=0

Mas quando h— 0, x + h - x, e, assim, x* — x (Jj4 que x* estd entre x e x + h). Como f € continua,

lim f(x*) = f(x)

k=0
€ a demonstragao estd completa.

b N
31.6 (Mudanga de Varidveis) Considere f f(x) dx. Sejax = g(u), de forma que quando x varia de a a b, u aumenta

ou diminui de ¢ para d. [Ver Fig. 31-1; com efeito, descartamos 8'(u) = 0 em [c,d].] Mostre que

J fx) dx =f f(gw)g'(u) du

[O lado direito € obtido substiuindo x por g(u) e dx por g'(u) du e mudando os limites de integragdo a e b por ¢ e dl]

p 4
bl
. = 8

Fig. 31-1
Faca

F(x)=jf(x)dx ou  Flx)=f(x)
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A regra da cadeia nos d4

D(F(gw)) = F'(g(u)g'(w) = f (g(u))g' (1)
Logo,

ff (9(u)g'(u) du = F(g(u))

Pelo teorema fundamental,

d

j flgw)g'() du = F (g(u))] = Flg(d)) — F(g(c)

c

= F(b) — F(a) = .r £(x) dx

1

31.7 Calcule f X%+ 1x dx.

0

1
r
K
§
E
i
)
%
A

Vamos determinar a antiderivada de \/x? + 1 x fazendo a substituigio u = x2 + 1. Logo, du =2xdx, e

1 1 1432
_ J.Q/xz+1xdx=Jﬁ§du=§Jul/2du=zL

3t |
3 e e
2

1 1 '
u?? =§(x2 +1)%2 =§(,/x2 + 1)

(OSSR

Assim, pelo teorema fundamental,

f./xz + dex=~;~(./x2+ 1 3]:=§((\/12+ 1)? - (/0> + 1))
t 1
=3P - D) =3/2-1)

ALGEBRA W=/ V2=22 ¢ (JSIP=1=1

Método Alternativo:  Faga a mesma substituicio acima, mas diretamente na integral definida, mudando adequadamente
0s limites de integragio. Quandox =0, x =0, u =02+ 1 =1; quandox = 1, x = Lu=1%241=2 Assim,apri-
meira linha do cdlculo acima nos leva a

2 A 1

JIM)C dx = % Jzu”z dul = —;— ﬁ]z = % u3’2]2
o 1
: 1
WP -WD)=50/2- )

318 (a) Seféuma fungdo par (Segdo 7.3), mostre que, para qualquer a > 0,
a a
J fx)dx=2 J f(x) dx
-a 0
(b) Sefé uma fungdo fmpar (Segdo 7.3), mostre que, para qualquer a > 0,

r f(x)dx =0

Se u = -x, entdo du = —dx. Logo, para qualquer fungio integravel f{x),

0 0 0 a
f f(x)dx=J J(—u)(—du) = —f f(—u) du=f fl=u) du
-a a a 0
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NOTACAO Mudar o nome da varidvel em uma integral definida nio afeta o valor da integral:

jbg(x) dx = rg(t) dt = jbg(()) af =---

Assim, mudando de u para x,

0 a
J f(x) dx=J f(=x)dx )
~-a 0

e assim
r f(x)dx = [* fx) dx + Ja f(x) dx [pelo Teorema 30.4]
-a J-a 0

(*a

=| f(—x)dx+ jaf(x) dx  [deacordo com (1)]
JO 0

= a( fx)+ f(—x)) dx [pelo Teorema 30.3]
o

(a) Para uma fung@o par, f(x) + fl-x) = 2f(x), donde,

J ‘ f(x) dx = Jazf(x) dx =2 f ") dx
-a 0

0

r f(x)dx=roax=ordx=o
e A A

NOTACAO Normalmente se escreve

b )
f dx  nolugarde J 1dx

319 (@) Seja f(x) =0 em [a,b] e considere [a,b] dividido em n partes iguais, de comprimento Ax = (b - a)/n, por
meio de pontos Xy, X,, ..., X,_ [ver Fig. 31-2(a)]. Prove que

j f(x)dx~ A-zx- ( fla)+ Zni fx)y+f (b)> regra trapezoidal
a i=1

(b) Use aregra trapezoidal, com n = 10, para estimar
1
f x*dx (=0333..)
o
(@) A drea da faixa sobre o intervalo [x,_,, x,] € aproximadamente a 4rea do trapezéide ABCD na Fig. 31-2(b), que €

A
5 L) + £

GEOMETRIA A drea de um trapezéide de altura & e bases beb,é

1
'2’ h(bl + bz)
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onde consideramos x, = a, X, = b. A drea sob a curva € entdo aproximada pela soma das 4reas dos trapézios,

b
f fx) dx ~ 'A-zf {(f(xo) +F(e0)) + (f60) + (e + -+ + (f(xa- 1) + S ()}

-5 (r0+2F 0 +509)

(@) ' &)

(b) Pelaregra trapezoidal, comn = 10,a =0, b = I, Ax = 1/10, x; = i/10,

lxzdval 02+2§ i2+12 —1 2 iiz—;l ......... .
o ~20 ;=1 100 =2 100 &

1 (2
= — — - v ! , .
0 ( 1 (285) + 1) [usando aritmética ou o Problema 30.12(a, i)]

285 1
=—q4 —=0(,2 X = 0,33
1000+20 0,285 + 0,050 = 0,335

sendo que o valor exato € 0,333....]

Problemas Complementares

3110 Use o teorema fundamental para calcular as seguintes integrais definidas:

3 . /4 /3
(a) Bx*=2x+1)dx (b f cos x dx () J. sec? x dx
-1 0

0

@ fmxm dx (e ‘r (——2— - x) dx  (f) J‘la/x2 —6x+9dx
1 b \/x 0

3111 Calcule as dreas sob os graficos das seguintes fungdes, acima do eixo x e entre os dois valores indicados de x, a ¢ b. [No
item (g), a drea abaixo do eixo x € negativa.]

(@ f(x)=sen x <a=g-,b=§) ) fH)=x*+4x @=0b=3)
© 10 =ﬁ @=1b=8) @ f0=VEFT @=0b=2)

@ fE®)=x*-3x (@=3,b=5 (/) f(x)=sen®x cosx (a=0,b=§)
@) fB)=x*x*-2) (@=1b=2) (h) f(x)=dx—x? (@=0,b=3)

1 . >
Quando ftem umaac!envada segunda continua, pode ser demonstrado que 0 erro ao se aproximar f S(x) dx pela regra trapezoidal é no maximo (b — a)/12n?)
M, onde M € o méximo de |f “(x){em [a,b] e n é 0 nlimero de sub-intervalos. a
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3112 Calcule as seguintes integrais definidas:

fr/2 E.d 1
(a) cos x sen x dx ) J tg x sec? x dx ) V3x2=2x+3(3x — 1) dx
Jo 0 J=1
/2 2 5
@ senx+1cosxdx (e x4+ 2xtdx ) | /x> —4x%dx
Jo -1 J2
15 5 5 d 1 X 8 X d
3 —_— h — ] ——
@ LyrtEe f(22+1)3 " R T
2 -2 1 0
0 | 1x=1]dx * f X+ O | x+2/x53dx
Jv-1 v=2
rs
m | Vx*—4x%dx () I sec? 2x tg® 2x dx
J2 0
[Sugestdo:  Aplique o Teorema 30.4 ao item .1
31.13 Calcule o valor médio de cada uma das fungdes no intervalo dado:
@ fx)=3/x em[0,1] (®) fix) = sec® x em [0, %‘]
A€) - fx)y=x% —2x — 1 em [-2,3] (d) fix)=sen x + cos x em [0,7]

31.14 Verifique o teorema do valor médio para integrais nos seguintes casos:
(@ fix)=x+2em[1,2]
() fix)=xem][0,1]
(€© f)=x+5em[03]

31.15 Calcule usando a técnica de mudanga de varidvel:

3 /2
(@) f V2x+3x%dx  (b) I sen® x cos x dx
1/2 0

31.16 Usando apenas raciocinio geométrico, calcule o valor médio de f¥) =/2x — x* em [0,2). [Sugestdo: Sey= fx),

entdo (x — 1)* + y? = 1. Desenhe o gréfico.]

31.17 Se, em um periodo de tempo T, um objeto se move ao longo do eixo x de X, ax,, calcule sua velocidade média. [Su-

gestdo: fvdt=x]

31.18 Calcule:

(a) Dx( x./5 + Tt? dt) (b) Dx( f x
2

X

[Sugestdo: No item (c), use o Problema 31.8(a).]

3
31.19 Calcule f x? sen x dx.

-3

sen3tdt) (©) Dx( 3/t“+1dt)

. 3x2 u
31.20 (a) Calcule D,;(J JE+1 dt). [Sugestdo: Com u = 3x%, a regra da cadeia nos d4 Dx< JE+1 dt) =
1

( N dt) » € 0 Teorema 31.1 se aplica ao lado direito.]

h{x)
(b)  Encontre uma férmula para D ( f(2) av).

®

3x 1
(¢) Determine D,,( J Jt dt) e D,(f (tis + 1> dt).
0 S5x
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b 2
31.21 Isole b: fx"" dx = -
1

5
31.22 Se f Slx— k) dx =1, calcule
3

[Sugestdo: Fagax=u-k.]

1
3123 Sefix)= Sen X para x < O, calcule f(x) dx.
3x> parax >0’ —xf2

31.24 Sabendo-se que 2x2 — § = J f(¢) dt, determine: (a) uma férmula para f(x); (b) o valor de a.

dt

31.25 Defina H(x) = f :
L L+

...................... (a) Calcule H(1)

(b) Calcule H'(1)

“(c) " Mostre que H(4) — H(2) < —i—

3126 Se o valor médio de fix) = x> + bx — 2 em [0,2] é 4, calcule b.

1 2+h
31.27 Calcule lim (; f Yx?+2 dx).
2

h=0

e e me e wenms e . A G W B AR MK M S MR W M M

31.28 Se g € continua, quais das seguintes integrais sdo i guais?

b b+ 1 b~a
(a) j gx)dx (b j gx—1)dx (¢ f glx + a) dx
a a+1 (]

31.29 A regido acima do eixoxe sobacurvay = senx, entre x = O e x = 7, € dividida em duas partes pelaretax = c. A drea da
parte esquerda € § da drea da parte direita. Calcule c.

31.30 Encontre o(s) valor(es) de k para o(s) qual(is)

2 2 :
J'x*dx=J‘(2——x)"dx
o o

31.31 A velocidade v de um objeto que se move sobre o eixo x & cos 3r. Estd na origem em ¢ = 0. (a) Encontre uma férmula pa-
ra a posi¢io x em qualquer instante . (b) Calcule a média da posi¢do no intervalo 0 <t < m/3. (c) Para quais valores de

t em [0,n/3] que o objeto se move para a direita? (d) Quais sdo as coordenadas x méxima e minima do objeto?

31.32 Um objeto se move em uma linha reta com velocidade v = 3¢ — 1, onde v € medida em metros por segundo. Quanto o ob-

jeto se desloca no periodo de 0 < ¢ < 2 segundos? [Sugestdo: Aplique o teorema fundamental do calculo.]

31.33 Calcule:

YA 2n nn
(@ lim -{sen—+sen==+ . 4 sen—
n n

n-+o 1 n

S k)i 2 (I 2o Y, o™ r
(b) Jim {sec (4n>+sec (24n)+ + sec ((n 1)4n +2 ™
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31.34

31.35

31.36

n
(Regra do Ponto Médio) Em uma soma de Riemann (30.1), Y. f(x¥) A;x, seescolhemos x}* como o ponto médio do
i=1
i-€simo sub-intervalo, entdio a soma resultante € dita ser conseguida pela regra do ponto médio. Use essa regra para esti-

1
mar J x? dx, usando uma divisdo em cinco sub-intervalos i guais e compare com o resultado exato obtido pelo teorema
0

fundamental.

(Regra de Simpson) ~ Se dividimos [a,b] em n sub-intervalos iguais por meio dos pontos a = x,, Xy, X,, ..., e n € par,

b
entdo a aproximagdo para j S (%) dx dada por

b—
—gq (f0xo) + 4 (x1) + 2 (x2) + 4 (x3) + 2 (xg) + -~ + 4f (%, 1) + f(x,)

¢ dita ser conseguida pela regra de Simpson. Com excegio do primeiro e do tltimo termos, os coeficientes consistem de
4s e 2s alternados. (A idéia por trés disso € usar pardbolas como arcos que se aproximam da curva no lugar de segmentos
n

de reta, como na regra trapezoidal.)’ Aplique a regra de Simpson para aproximar j sen x dx, comn = 4 e compare o re-
' (

sultado com a resposta exata obtido pelo teorema fundamental........... ...

1

Considere a integral J. x* dx.
o

(a) Use aregra trapezoidal [Problema 31.9(a)], com n = 10, para aproximar a integral e compare o resultado com a res-
posta exata obtida pelo teorema fundamental. [Sugestdo: O leitor pode assumir a férmula 13 +23 + -+ + 3 =

(n(n + 1)/2)*.]
® Estime a integral pela regra do ponto médio com n = 10.
(©) Estime a integral pela regra de Simpson com 7 = 10.

2 . . . . e . . . =
Em geral a regra de Simpson & mais precisa que a regra do ponto médio ou a regra trapezoidal. Se ftem uma derivada quarta continua em [a,b], entdo o er-

b
r0 a0 aproximar J J(x) dx pelaregra de Simpson €, no maximo, (b — a)*/180n*)M,,, onde M, €omiximo de | f™®(x)] em [a,b] e n é 0 niimero de sub-

intervalos.)




AplicagOes de Integracao |:

Area e Comprimento de Arco

32.1 AREA ENTRE UMA CURVA E O EIXO y

Ja aprendemos como encontrar a 4rea de uma regido como a mostrada na Fig. 32-1. Agora vejamos o que acontece
quando x e y s30 permutados.

Exemplos

(@) Ograficode x=y*+ 1 éuma parabola com seu “nariz” em (1,0) e tendo o eixo positivo x como seu eixo de

simetria (ver Fig. 32-2). Considere a regido % consistindo de todos os pontos 2 esquerda desse grafico, i direi-

tadoeixoyeentre y = -1 e y = 2. Se aplicamos o raciocinio usado para calcular a drea de uma regido como

aquela mostrada na Fig. 32-1, mas com x e y permutados, devemos integrar “ao longo do eixo y”. Logo, a drea
de Z ¢ dada pela integral definida

2
J 0>+ 1)dy
-1
O teorema fundamental nos d4 ‘
2 3 2 3 3
y 2 (—1)
24 Ddy=|= =|—+2])- -
L(y thd (3”)]-, (3*) ( 7 Tl 1))
8 1 9
_(§+2)—(—§—1>-—§+ =3+4+3=6

(b) Encontre a drea da regido acima da reta y = x — 3 no primeiro quadrante ¢ abaixo dareta y = 4 (a regido
sombreada da Fig. 32-3). Considerando x como uma fung@o de y, ou seja, x = y + 3, podemos expressar a

drea como
4 y2 4
f (y+3)dy=<—-+3y)]
o 2

0
42 0? 16
=(7+3(4))—(?+3(0))=?+ 12=20

Verifique esse resultado calculando a 4rea do trapezéide OBCD pela férmula geométrica dada no Problema 31.9.
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})’

Fig. 32-1 Fig. 32-2

v

-3

Fig. 32-3 Fig. 32-4

32.2 AREA ENTRE DUAS CURVAS

Considere que 0 < g(x) < f(x) paraxem [a,b]. Determinemos a 4rea A da regido # que consiste de todos os pon-

tos entre os graficosde y = g(x) e y = fix)eentre x = ae x = b. Como pode ser visto na Fig.32-4,Aé adreasoba
curva superior y = f{x) menos a drea sob a curva inferior ¥ = g(x); ou seja,

b b b
4= f f() dx — J 9(x) dx = f (f(0) = g(x)) dx (32.1)

Exemplo A Fig. 32-5 mostra a regido # sob a reta y=

$X + 2, acima da pardbola y = x?, e entre o eixo ye
x = 1. Sua drea¢
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A férmula (32.1) ainda € valida quando a condicdo sobre as duas fungdes € enfraquecida para
9(x) <f(x)

ou seja, quando as duas curvas ocorrem parcial ou totalmente abaixo do eixo x, como na Fig. 32-6. Ver Problema
32.3 para uma demonstra¢éo dessa afirmagao.

Outra aplicacdo de (32.1) € determinar a drea de uma regido delimitada por duas curvas.

POl

Exemplo Calcule a 4rea da regido delimitada pela pardbola y = x? e pelaretay = x + 2 (ver Fig. 32-7).

Os limites de integragio a e b em (32.7) devem ser as coordenadas x dos pontos de intersegiio P e Q, respectiva-
mente. Esses sdo determinados resolvendo simultaneamente as equagdes das curvas y = x* e y = x + 2. Logo,

xX?=x+2 ou x*—-x-2=0 ou (x—2(x+1)=0
donde,x =a=-lex=>b=2. Assim,

2 x2 x3 2
A= [(x+2)—x2]dx=<—+2x~—)]
. 2 3)1,

(Z B[ gy W
—<2+xa—3)—< S A )

=Y

L f

Y

A T

%
5
i
g
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32.3 COMPRIMENTO DE ARCO

Considere uma funcio f diferencigvel (ndo apenas continua) em um intervalo fechado [a,b]. O grifico de fé uma
curva que conecta (a,f(a)) e (b,f(b)). Devemos encontrar uma férmula para o comprimento L dessa curva.

Divida [a,b] em n partes iguais, cada uma com comprimento Ax. Para cada ponto x, nessa sub-divisio corres-
ponde o ponto Py(x;, f(x;) na curva (ver Fig. 32-8). Para n grande, a soma PoP +PP, 4+ +P, P =
Yi-1 P,_P; dos comprimentos dos segmentos de reta P;_, P; é uma aproximagio do comprimento da curva.

Mas, pela férmula de distancia @.0n,

P Pi=/(x;— x,_ ) + (f0e) = f (- y))?
Noentanto, x; — x;_, = Ax; além disso, pelo teorema do valor médio (Teorema 17.2),
SO) = fxim1) = (6 = x_ ) f(xF) = (B0 f(x)

paraalgum x} em (x;_,, x;). Logo,

e PiiPi= P+ AP = S+ ( )} Ax)?
=1+ () VO = T+ (F)E Ax

PoPi= 3 T GG0P

(¢}
'Ma

L]

i=1

4y : Pt

Fig. 32-8

A soma a direita se aproxima da integral definida

f./l + (f(x)? dxsz 1+ () dx

Logo, fazendo n — oo, temos

: b
L= f NI+ ) dx  formula de comprimento de arco (32.2)
a
Exemplo Determine o comprimento do arco do gréfico de y=x%%de(l,1)a4,83).
Temos

3 9

e 2 1/2 LY
y=3x e () 7"
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Logo, pela férmula de comprimento de arco,
4
[ 9
L= 14-x4d
J; + 3 X dx
. 9 9 4
Seja u=1+2x du=zdx dx=§du

Quandox =1, 4 = 43; quando x = 4, u = 10. Assim,
35 9d

\/' du=- f W gy = (% u3/2>]w
13/4 9 13/4 9\3 13/4
8 13\2) 8 J13)?
<S4

(10 —-1-3—>=—17(80\/‘- 13,/13)

sendo que, no pendltimo passo, usamos a identidade (\/2)3 = (\/E)Z(\/E) = c\/z.

Problemas Resolvidos

32.1 Calcule a drea A da regido a esquerda da pardbola x = — y? + 4 e A direita do eixo y.

A regido € mostrada na Fig. 32-9. Observe que a paribola corta o eixo y em y = +2. (Faga x = 0 na equaciio da
curva.) Logo,

2 2
=| (=y*+4dy=2 j (—y*+4)dy  [pelo Problema 31.8(a)]
-2 0

A4 Lw)-(¢ )
RENEEE R

32.2 Calcule a drea da regido entre as curvas y = x> e y = 2x, entrex = O e x = 1 (ver Fig. 32-10).
Para0 <x <1,

2x—x3=x(2~x2)=x(\/§+x)(\/§-—x)20

uma vez que todos os trés fatores sdo nao—neganvos Logo, y = x* ¢ a curva mais baixa e y = 2x é a curva mais alta. De
acordo com (32.7),

1 4 1 14 04 1 3
= 2 —x3 = 2_-_’(_ == 2 _ |- 2 =] — -
, B (" 4)] (’ 7) <° 4) 7aTa

U N

=

Fig. 32-9 Fig. 32-10

- e W W w

- g :\m,m?ﬂ%ﬁ . % o~ r g

D e me

ot

e
o
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b
323 Prove que a férmula para a drea 4 = J (f(x) — g(x)) dx vale sempre que 9(x) < f(x) em [a,b].
a

Sejam < 0 o minimo absoluto de g em[a,b] [ver Fig. 32-1 1(@)]. (Se m > 0, ambas as curvas estdo sobre ou acima

do eixo x e esse caso j é conhecido.) “Levante” ambas as curvas |m| unidades; os novos gréficos, mostrados na Fi g. 32-
11(b), estdo sobre ou acima do eixo x e delimitam a mesma 4rea dos gréficos originais. Assim, de acordo com 32.1),

b
A=f {6 +1m) — (gx) + |mD} dx

b b
= f (fx) — g(x) + 0) dx = f (f(0) — g(x)) dx

y=£(x) + (m)

@ ®
Fig. 32-11

324 Determine a 4rea A entre as pardbolas y=x’-ley=—(x*- 1).

Y

Da simetria da Fig. 32-12 est4 claro que A serd igual a quatro vezes a 4rea da regido sombreada

1 1 x3 1
A=4f —(x2—1)dx=4f(1~x2)dx=4 x——-]
0 0 3 0
13 03 2\ 8
=4(<1*?>_(0“3-))=4(§)=5

32.5 Encontre a drea entre a pardbola x = y? e areta ¥ =3x~-2 (ver Fig. 32-13).

Encontre os pontos de interse¢do. x = yrey=3x-2 implicam em

y=37%-2
3P —y-2=0
BGy+2p-1)=0
Iy+2=0 ou y—1=0

2
3

y=-—= ou y=1
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A\

=—(2-1)

-2

Fig. 32-12 Fig. 32-13

Note que ndo podemos achar a drea integrando “ao longo do eixo x” (a menos que consideremos a regido como duas par-
tes). Integraqao ao longo do eixo y se faz necesséria (a qual requer apenas as ordenadas dos pontos de intersegéo),

1 1
y+2 y 2 :
Aqui a curva “superior” é

€ aretay = 3x - 2. Tinhamos que resolver essa equagdo isolando x em termos de y, obtendo x =
(y + 2)/3. Calculando pelo teorema fundamental,

A‘(yl i”?)] (§+§“§) (§<§>+§(_§)_§_(_§>3>
:g +3)- (33 §‘1‘)=%‘(§§I‘§+8)=%_<:£_2)

22 81+44 125

81 162 162

3
32.6 Calculeocomprlmentodacurvay—i+§1—dex_lax 2
x
_x3+1x_1 , Xt lxz__x2 1
=% T2 V=9 T T
Logo,
x* 1 1
/2__________‘ _—
(’V)m4 2+x"'
x* 11 (x2 1)\
T+ (P ==tt—=(=+—
OV =gt (2+2x2>
x 1 X1
1 Z=___ — e v—2
VIFOY =7 Haa=g+3>

Assim, a férmula de comprimento de arco nos d4

(5-9-¢-)-

e 0 L e el e ik e e

oy
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Problemas Complementares

32.7 Esboce o grifico e encontre a drea: (a) da regido a esquerda da pardbola x = 2y, a direita do eixo y e entre y=ley=3;

(b) da regidio acima dareta y = 3x - 2, no primeiro quadrante e abaixo da reta y=4;(c)daregidoentreacurva y = x> ¢
asretasy=-xey=1.

32.8 Esboce as seguintes regides e encontre suas reas:
(a) Aregido entre as curvas y = x2 e y=x3
(b) A regido entre a pardbola y = 4x% e aretay = 6x - 2.
(¢) Aregido entre as curvas y = \/J_C, y=lex=4.

(d) Aregido sob acurva \/; + \/; = 1 e no primeiro quadrante.
(e) Aregido entre as curvas y = senx,y = cos x, x = O e x = /4.

() Aregido entre a pardbola x = — ytearetay=x+6.
(§) A regido entre a pardbola y = x2 -.x —6earetay=—4.
() "A'regido entre as curvas ¥ = /X 6 7 = x°.
(i)  Aregido no primeiro quadrant.e entre as curvas dy+3x=Tey=x"2
G) A regido delimitada pelas pardbolas y = x* e y = —x2 + 6x.
(k) A regido delimitada pela pardbola x = y? + 2 e pelareta y = x - 8.
() A regido delimitada pelas pardbolas y = x2 — x e y=x-x%
(m) A regido no primeiro quadrante delimitada pelas curvas y=x%ey=x*
(n) Aregidoentreacurva y = x> easretasy = —xe y=1

32.9 Calcule os comprimentos das seguintes curvas:
x* 1
(@ y= "8'+w dex=lax=2.
by y=3x—2dex=0ax=1.

2/3

() y==x* dex=1lax=8.

(d) x*P+yP=4dex=1ax=8.

(&) y=—=+—dex=1lax=2.

1
) y=§\/;(3—x) dex=0ax=3,
(&) 24xy=x*+48dex=2ax=4.

2 .
(h)y y= _3.(1 + x3)¥2dex=0ax=3.

32.10 Use aregra de Simpson comn = 10 para estimar o comprimento de arco da curva y = f{x) no intervalo dado.
@ y=x2em[0,1]
(b) y=senxem][0,n]

(0 y=x3em][0,5]




AplicacOes de
Integracao Il: Volume

33.1

Os volumes de certos tipos de s6lidos podem ser calculados por meio de integrais definidas.

SOLIDOS DE REVOLUGAO
Métodos dos Discos e dos Anéis

Seja f uma fungdo continua tal que f(x) > 0 para a < x < b. Considere a regidio R sob o gréfico de y = f(x), acima do
eixo x e entre x = a e x = b (ver Fig. 33-1). Se 2 gira em torno do eixo x, o sélido resultante & chamado de sdlido
de revolugdo. As regides % que geram alguns sélidos de revolugdo conhecidos sio exibidas na Fig.33.2.

4
y=£x)

Fig. 33-1

= Y

X h

, (a) Cone (b) Cilindro (c) Esfera
Fig. 33-2
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Teorema 33.1: O volume V do sélido de revolugdo obtido a partir do

giro da regido da Fig. 33-1 em torno do
eixo x € dado por

b b
V=n j (fx)dx=mn J y2dx férmula de disco

Um argumento para a férmula de disco ¢ esbogado no Problema 33 .4.
Se trocamos os papéis de x e y e giramos a drea “sob”

o grafico de x = g(y) em torno do eixo ¥, entdo o mesmo
raciocinio nos leva a férmula de disco :

d fd
V=nf(g(y))2dy=nfx2dy

(4

Exemplos  Aplicando a férmula de disco na Fi g. 33-2(a), obtemos

h r 2 hr2 5
V=n£ (Ex> dx=n A ﬁx dx

LT w0\
K3, B3 T3

que € a férmula usual para o volume de um cone com altura / e raio da base r.

Agora sejam fe g duas funcGes tais que 0 < g(x) <f(x) paraa < x < b e giremos a regido R entre as curvas y =
fx) ey = g(x) em torno do eixo x (ver Fig. 33-3). O sélido de revolugdo resultante tem um volume V que € a dife-

renca entre o volume do sélido de revolugdo gerado pela regido sob y = f{x) e o volume do s6lido de revolucdo ge-
rado pela regido sob y = g(x). Logo, pelo Teorema 33.1,

b
V=n f {(F)? = (9(x)y*} dx formula da escova'

Exemplos Considere a regido R delimitada pelas curvas y= \/;

se interceptam nos pontos (0,0
do eixo x tem volume

ey = x (ver Fig. 33-4). As curvas obviamente
) e (1,1). O sélido de revolugdo em forma de tigela obtido pela rotagio de & em torno

2

1
0

V=7rJﬁ((\/;)2—xz)dx=7tf(x——xz)dx=7z(—)f—)—;i)]l
o

(]

=Y

Fig. 33-3 Fig. 33-4

Esse termo € usado no sentido de que ao se girar um segmento vertical, tem-se al £0 com a forma de uma escova giratéria.




266

INTRODUGAO AC CALCULO

Método das Conchas Cilindricas

Seja f uma fung@o continua tal que f(x) > 0 para @ < x < b, onde a 2 0. Como o usual, seja R a regido sob a curva

y = flx), acima do eixo x e entre x = a € x = b (ver Fig. 33-5). Agora, porém, gire % em torno do eixo Y. O sélido
de revolucdo resultante tem volume

b b
V=2 J xf(x) dx =2=n J xy dx férmula da concha cilindrica

a

Para a idéia bdsica por trds dessa férmula, bem como seu nome, ver o Problema 33.5.

y
d,

&‘
~
=Y

Fig. 33-5 Fig. 33-6

Exemplo  Considere a fungio f(x) = \/r? — x* para 0 < x < r. O grifico de f¢ a parte do circulo X* + y* =

que estd no primeiro quadrante. A revolugdo da regido % sob o grifico de f (ver Fig. 33-6) em torno do eixo y, pro-
duz um hemisfério sélido de raio r. Pela férmula da concha cilindrica

V=27th r? — x% dx

Para calcular V substitua u = - x°. Logo du = -2x dx e os limites de integragio x = O e x = r ficamu =r" e u =

0, respectivamente,
0 1 0 y2
V =2z J u“2<—-— du) =-7 f W dy=n J ul? duy
. r2 2 r2 0

2 2 2
= g nu3’2]0 = § 7t(’.2)3/2 = 3 7[7'3

(Esse resultado ¢ mais facilmente obtido pela férmula do disco V = = J x2 dy. Tente.)
0

33.2 VOLUME BASEADO EM SECOES

Considere que um sélido (ndo necessariamente de revolugdo) se encontra inteiramente entre o plano perpendicular
a0 €ixo x em x = a e o plano perpendicular ao eixo xem x = b. Paraa < x < b, considere que o plano perpendicular

ao eixo x naquele valor de x intercepta o s6lido em uma regido de 4rea A(x), como indicado na Fig. 33-7. Logo, o
volume V do sélide € dado por

b
V= j A(x) dx formula de se¢ées

Para uma demonstragio, ver Problema 33.6.

§ i, dga ke s oA

oy
AR
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-
—
—

e
S~ ——

~
~—

/

Fig. 33-7

Fig. 33-8

Exemplos

(a) Considere que metade de um salame de comprimento 4 € tal que uma segio perpendicular ao eixo do salame a
uma distancia x do extremo O € um circulo de raio _/kx (ver Fig. 33-8). Logo,

A(x) = n(/kx)? = mkx

e a formula de se¢es nos dd

h h 27 k2
V=Inkxdx=nkfxdx=nk%] =7th

0 0 0 2

Observe que para esse sélido de revolugio a férmula de disco daria a mesma expressio para V.
(®)

Considere que um s6lido tem uma base que & um circulo de raio r. Assuma que existe um didmetro D tal que to-
das as se¢des planas do sélido perpendiculares ao didmetro D sdo quadrados (ver Fig. 33-9). Calcule o volume.

Considere a origem como o centro do circulo e seja o eixo x o didmetro especial D. Para um dado valor de

X, com —r <x <, 0 lado s(x) da segdo quadrada € obtido pelo uso do teorema de Pitdgoras no tridngulo retan-
gulo com lados x, s/2 ¢ r (ver Fig. 33-9),

§? =4(r* — x?) = A(x)

Entdo, pela férmula de segdes,

|4 =J 4r? — x?) dx

=2 j 4r* —x%)dx  [uma vez que 4(r? — x?)é uma fungdio par]
o

= 8<r2x - %i)]r = 8{(r2(r) - 2—3) o (U 0)} = 8(; r3) _16 r
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Problemas Resolvidos

33.1 Calcule o volume do sélido gerado pela revolugio da regiio dada em torno do eixo indicado.

(@) A regido sob a parsbolay=x", acima do eixo x, entre x = 0 e x = I; em torno do eixo x.
(b) A mesma regido do item (a), mas em torno do eixo y. A regidio € mostrada na Fi g. 33-10.

Ay y

Fig. 33-10 Fig. 33-11

(a) Use aférmula de disco,

V=n ﬁl(xz)z dx=m J:)c4 dx = n(i;—s)]: = (%) =g

(b) Use aférmula de conchas cilindricas,

1 5 1 s x4 1 l n
V=2n£x(x)dx=2nj;x dx=2n(7)]o=2n(z>=5

33.2 Seja Raregidoentre y=x"e y = x (ver Fig. 33-11). Calcule o volume do sélido obtido pela revolugio de & em
J 8 g

torno do: (a) eixo x; (b) eixo y.
As curvas se interceptam em (0,0) e (1,1).
(a) De acordo com a férmula da escova,

. 35S\t
V=n J:(x2 —(x))dx=n J:(x2 —x¥ dx = n(% - 15-)]0 = n(% - %) =~i—753

(b) (Método 1) Use a férmula da escova ao longo do eixo y,

r1 1 2 3\ ! 1
V=nL((«/§)2—y’)dy=nL(y—yz)dy=n<£2-—y§)] =n(%—g)=g

0

(Método 2) Podemos integrar ao longo do eixo x e usar a diferenga entre duas férmulas de conchas cilindricas,

V= Zn(flx(x) dx — jlx(xz) dx) =2n JQl(x2 —x3) dx
0 o o
x* x\\P 11 1 n
-3 - ) =#(6- 3)-0-0)- w(5)-5

A férmula usada no método 2 pode ser formulada como se segue:

b
V=2 f x(g(x) — f(x)) dx diferenca entre conchas cilindricas

[

S e

o,
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onde V € o volume do sélido obtido pela revolugio, em torno do eixo ¥, da regido delimitada acima por y = g(x),
abaixo por y = f(x) e lateralmente porx = aex = b,com 0< a < b.

33.3 Calcule o volume do sélido cuja base & um circulo de raio r e tal que toda se¢@o perpendicular a um didmetro par-
ticular fixado D € um tridngulo equilatero.

Considere que o centro da base circular é a origem € que 0 eixo x é o didmetro D. A 4rea da secdo em x € A(x) = hs/2
(ver Fig. 33-12). Mas, no tridngulo retangulo horizontal,

2
) e

€ no tridngulo retangulo vertical,

h=\/§§=\/§,/r2—x2
Logo, A(x) = \/g(rz — x?) — uma fungéio par - e a férmula de segdes nos d4

r

V=3 | = x)dx= 2/3 f'(r2 — x) dx = z\/i(rzx - f;)]
-r 0

]

Fig. 33-12

b
33.4 Demonstre a férmula de disco V = 1 f (f(x))? dx.
2

Assumimos como vilida a expressio 7rZh para o volume de um cilindro de raio r e altura 4. Divida o intervalo [a,b]
em 7 sub-intervalos iguais, cada um com comprimento Ax = (b —a)/n (ver Fig. 33-13). Considere o volume V. obtido pela
revolugdo da regido 9%, acima do i-ésimo sub-intervalo em torno do eixo x. Se m; e M; denotam o minimo absoluto € o
maximo absoluto de fno i-ésimo sub-intervalo, fica claro que V; deve estar entre o volume de um cilindro de raio m, e al-
tura Ax ¢ o volume de um cilindro de raio M, e altura Ax,

Vi

wmf Ax<V,<aM?Ax  ou m?<
n Ax

<M?
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O teorema do valor intermediério para a fungio continua ( f(x))2 garante a existéncia de algum ponto x no i-ésimo sub-
intervalo tal que ‘

S

=(f6H)?  ou  Vi=n(f(x})? Ax
T Ax

Logo, V= Y Vi=n Y (fh) A

Como essa relagdo vale (para nimeros adequados x¥) para qualquer 7, deve valer no limite em que n— o0,

n—o \i=1

v =ntim ($ 70y )= [[veor s

que € a férmula de disco. O nome surge a partir do uso de discos cilindricos (de espessura Ax) para aproximar o volume

i ,

V.
Yy Ly ;
M, i i /\_
L B {
m;
NI / das - I f
Y {
> ——— '
a Xi-| Xi b x a Xi-t X;;,' Xi b X
Fig. 33-13 Fig. 33-14 N
b
33.5 Estabeleca a férmula da concha cilindrica V = 2% J xf(x) dx.
Divida o intervalo [a,b] em n sub-intervalos iguais, cada um com comprimento Ax. Seja &, a regido acima do i-ésimo B {
sub-intervalo (ver Fig. 33-14). Considere ainda x} como o ponto médio do i-ésimo sub-intervalo, x*= (x_, +x)12. §
Agora o s6lido obtido pela revolugdo da regido R, em torno do eixo y é aproximadamente o sélido obtido pela re- ' ;
voluggo do retangulo com base Ax e altura y=f(x%) . O ltimo s6lido & uma concha cilindrica; ou seja, € a diferenca entre i

os cilindros obtidos pela rotagdo de retangulos com a mesma altura e com bases f&D, [0, x_,1e[0, x]. Logo, tem volume :

nxizf(x;") - "xiz—1 [k = nf(x:'k)(xiz - xiz—l) = af ()% + X2 )(x; — X;-1)
= nf (x})2xF)Ax) = 2nx} f(x}F) Ax

Assim, o total V € aproximado por

Zn‘i xFf(x¥) Ax

i=1

N b
que, por sua vez, se aproxima da integral definida 27 J xf(x) dx.

. b
33.6 Estabeleca a férmula de seces V = f A(x) dx.
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Divida o intervalo [a,b] em n sub-intervalos iguais [x.,, x], cada um com comprimento Ax. Escolha um ponto xfem
[x;_, ] Se n é grande, fazendo Ax pequeno, o pedago do sélido entre x,_, e X; serd muito parecido com um disco (ndo cir-
cular) de espessura Ax e 4rea da base A(x}) (ver Fig. 33-15). Esse disco tem volume A(xHAx. Logo,

V= }E A(x¥) Ax — JbA(x) dx

i=1 a

RIS TSP T Fig.33-15

33.7 (Solidos de Revolugdo em Torno de Retas Paralelas a um Eixo Coordenado) Se uma regido € rotacionada em torno
de uma reta paralela a um eixo coordenado, transladamos a reta (bem como a regido) de modo que ira girar em
torno do eixo coordenado. As fungdes que definem a fronteira da regido devem ser refeitas. O volume obtido pela
rotagdo da nova regido em torno da nova reta ¢ idéntico ao volume procurado.

(@) Considere a regiio % delimitada acima pela pardbola y = x*, abaixo pelo eixo x e lateralmente porx = O e x = |
[ver Fig. 33-16(a)]. Calcule o volume obtido pela revolugio de % em torno da reta horizontal y=-1
(b) Calcule o volume obtido pela revolugdo da regido R do item (a) em torno da reta vertical x = 2.

(@) Desloque R duas unidades para a direita de maneira a formar uma nova regido R* [ver Fig. 33-16(b)]. Aretax = -2

se desloca até se tornar o eixo y. R* € delimitada acima pory=x"+1, abaixo pelo eixo x ¢ lateralmente por x = 2 &
x=3.

1 1
V=7zf((x2+1)2~12)dx=nf(x4+2x2)dx
0 0

o2 2\ ot 2\
s T3 ), T3 T

r}’ r)’

~.

~,
PRY SRR O

(a) ()
Fig. 33-16

O volume que queremos & conseguido pela rotagéo de * em torno do eixo Y- A férmula das conchas cilindricas se
¢+ aplica,
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3 3 1 4 3
V=2 x(x—2P%dx=2n | (x*—4x* + 4x) d>c=21r<—x“——x3—|~2x2 ]
P 2 4 3 2

In

1 4 1\ 1
- 2((; 6 =507 + 2‘”) - (z @ =300+ z(#)) - 2"(?5) =%

Problemas Complementares

Estratégia: Ao se calcular o volume de um sélido de revolugio geralmente aplicamos a férmula de disco (ou a férmu-

la da escova) ou a férmula das conchas cilindricas (ou a diferenca entre férmulas de conchas cilindricas). Para decidir qual
férmula usar:

(1) Decida qual o eixo a0 longo do qual vocg ir4 integrar. Isso depende da forma e posi¢do da regido % que ¢ rota-

cionada.

(2) () Use a férmula de disco (ou a férmula da escova) se a regidio é rotacionada perpendicularmente em relagio ao

eixo de integragio.

(ii) Use a férmula das conchas cilindricas (ou a diferenca de férmulas de conchas cilindricas) se a regidio R € rota-
cionada paralelamente em relagdo ao eixo de integragdo.

33.8 Calcule o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido dada em torno do eixo dado.

@
(h)

)
)]
*)

)
(m)

A regido do item (a); em torno do €ixo y.
A regido abaixo dareta y = 2x, acima do eixo x ¢ entre x = O e x = 1; em torno do eixo y.
A regidio entre as pardbolas y=x’ e x= ¥, em torno do eixo x ou do eixo .

v . ”, 2 2 .
A regido (ver Fig. 33-17) dentro do circulo x* + y* = , com 0 < x < a; em torno do eixo - (Isso corresponde ao vo-
lume de um corte em uma esfera de raio r feito por um cano de raio a cujo eixo € um difmetro da esfera.)

A regido (ver Fig. 33-18) dentro do circulo x* + y=r comx>0e y20eacimadaretay=qa,onde 0<a<r em
torno do eixo y. (Isso da o volume de uma calota polar de uma esfera.)

A regio delimitada por y=1+x’ e y = 5: em torno do eixo x.

A regido (ver Fig. 33-19) dentro do circulo x* + (y—bY' =d’, com0 < a < b; em torno do eixo x. [Sugestdo: Quan-

a
do vocé obtiver uma integral da forma J Ja* — x? dx, observe que essa € a drea de um semi-circulo de raio a.]
-a

Esse problema dd o volume de um toréide.

A regido delimitada per i= 4y ey = x/2; em torno do eixo y.

A regido delimitada por y = 4/x e y = (x - 3); em torno do eixo x. (Note que as curvas se interceptam quando x = 1
e x =4. O que hd de especial na intersegio em x = 19)

A regido do item (j); em torno do eixo y.

A regido delimitada por xy = 1, x = 1, x = 3 e y = 0; em torno do eixo x.

A regido do item (/); em torno do eixo y.

=V

Fig. 33-17 Fig. 33-18 Fig. 33-19
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33.9 Use aférmula de segdes para encontrar o volume dos seguintes sélidos.

(@) O sélido tem uma base que € um circulo de raio r. Cada segio perpendicular a um didmetro fixo do circulo € um
tridngulo isésceles com altura igual a metade de sua base.

(b) O sélido € uma fatia cortada de uma rvore perfeitamente cilindrica, de raio r, por dois planos, um deles perpendi-
cular ao eixo da 4rvore e o outro interceptando o primeiro plano em um angulo de 30° ao longo de um didmetro (ver
Fig. 33-20).

() Uma piramide de base quadrada com uma altura de A unidades e uma base com aresta de r unidades. [Sugestdo:
Posicione o eixo x como na Fig. 33-21. Por semelhanca de tridngulos,

Alx

€ —

~
(5]
~—
P

0 que determina A(x).]

(d) O tetraedro (ver Fig. 33-22) formado por trés faces mutuamente perpendiculares e trés arestas mutuamente perpen-
diculares de comprimentos a, b, ¢. [Sugestdo: Outra piramide; proceda como no item (c).]

revolugdo de 2 em torno do eixo y. (b) Seja R aregido entre as curvas y=2x-x'e y = %x. Calcule o volume do sélido
conseguido pela revolugdo de % em torno do eixo Y.

Fig. 33-20

, Fig. 33-21 Fig. 33-22

33.10 (a) Seja Raregidoentrex =0ex = | e delimitada pelas curvas y=x" e y = 2x. Encontre o.volume do solido.obtido.pela - e
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33.11

33.12

33.13

33.14

Seja & a regifio no primeiro quadrante delimitada por y = x3 + x, x = 2 ¢ pelo eixo x. (a) Calcule o volume do sélido

obtido pela revolugio de & em torno da reta y = -3. (b) Encontre o volume do sélido obtido pela revolucio de R em torno
daretax=-1.

Seja % aregido no primeiro quadrante delimitada por x = 4 — y* ¢ y? = 4 — 2x. (a) Esboce &. (b) Encontre o volume
do sélido obtido pela revolugdo de % em torno do: (i) eixo x; (ii) eixo y.

Seja R a regido no segundo quadrante delimitada por y = 2x%, y = x* + x + 2, e pelo eixo y. (a) Esboce . (b) En-
contre o volume do sélido obtido pela revolugio de 2 em torno do eixo y.

Seja % a regido no segundo quadrante delimitada por y = 1 + x? e y = 10. (a) Esboce %. Em seguida calcule o volume
do sélido obtido pela revolugdo de & em torno: (b) do eixo x; (c) do eixo y; (d) daretay = -1; (e) daretax = 1.




Capitulo 34

O Logaritmo Natural

34.1 DEFINICAO

J4 conhecemos a férmula

xr+l
Jx dx=r+1+C [r#—1]

¢ Ainda permanece o problema de encontrar uma antiderivada parax—1.

€ A Figura 34-1 mostra o grafico de y=1/t, parat > 0; € um ramo de uma hipérbole. Parax > 1, a integral definida
s X I

€ 1!

representa a rea sob a curva y = 1/¢ e acima do eixo rLentret=1ler=yx.

r}’

Definicio:
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34.2

A fungfo In x € chamada de logaritmo natural. Pelo Teorema 31.1,
1
D(n x) = . [x > 0] (34.1)

e assim o logaritmo natural € a antiderivada procurada de x — 1, mas apenas em (0, c0). Uma antiderivada para to-
do x # 0 serd definida na proxima secdo.

PROPRIEDADES
PROPRIEDADE 1. In1=0.

1

Isso segue de J % dt=0.

1
PROPRIEDADE 2. Sex>1,Inx>0.

Isso € perceptivel a partir da interpretagdo de integral como é4rea (Fig. 34-1) ou, mais rigorosamente falando,
do Problema 30.11.

PROPRIEDADE 3. SeO<x<l,Inx<0.

x

. 1 .
De fato, In x = J % dt = — J % dt [trocando os limites de integragdo]
1 x

e,para0 <x <1,

1
J ldt>0
.t

pelo Problema 30.11.
1
PROPRIEDADE 4. J . dx=In|x|+C [x#0]

Em outras palavras, In [x| é uma antiderivada de x”' para todo x ndo-nulo. A demonstracio ¢ simples. Quando
x>0, entdo |x| = x e assim,

D(ln|x|)=DJn x)= % [devido a (34.1)]

Quando x < 0, entéo x| = —x e assim,

D (In |x|) = D(In (—x)) = D,(In u)D(u) [pela regra da cadeia; u = —x >0]
= (—)(— 1) fdevido a (34.1)]

u

—u

o |-

PROPRIEDADES. lhuw=Inu+Inv.

Para uma demonstrago, ver Problema 34.2.

PROPRIEDADE 6. In % —lnu—Inv.

s i e At A, . N . D i
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- o Fon,

. . u
Demonstragdo: Na Propriedade 5, substitua u por S

PROPRIEDADE 7. In -ll)- = —Inv.

Demonstragdo: Faga u = 1 na Propriedade 6 e use a Propriedade 1.
PROPRIEDADE 8. Para qualquer niimero racional r, In x" = r In x.

Ver Problema 34.3 para uma demonstrag3o.
PROPRIEDADE 9. In x é uma fungo crescente.

1
Demonstragdo: Como D,(In x) = - > 0, In x deve ser uma fungfo crescente.

PROPRIEDADE 10. In u = In v implica em u = v.
Isso segue da Propriedade 9. Como In x € crescente, jamais pode repetir um valor.

PROPRIEDADE 11. {<In2<1.
2
Demonstragdo: O maximo de 1/t em [1,2] é 1 e 0 minimo & 1. Logo, pelo Problema 30.3(b), 3(2 — 1) < f (1/9
1
dt <12 —-1);istoé, $ <In2 < 1.As desigualdades sem a possibilidade de igualdade seguem do Problema 30.11.

2
Uma demonstragdo mais intuitiva faria uso da interpretagfio de f (1/t) dt em termos de drea.
1

Devemos ver mais adiante que In 2 € 0,693..., e faremos uso desse valor no que se segue.

PROPRIEDADE 12.  lim In x = + 0.

x—*+ oo

Demonstragdo: Pela Propriedade 9, precisamos apenas mostrar que In x eventualmente excede qualquer inteiro po-
sitivo k dado. Para x > 2%, :

Inx>In2%*=21In2 [pelaPropriedade 8]

1
In x> 2k<5> =k [pela Propriedade 11]

Logo,

PROPRIEDADE 13. limIn x = —co.

x=0+

) 1
Demonstragao: Seja u = . Quando x — 0*, 4> + 0. Assim,
x

. . 1 . .
Iimlnx= limln== lim —lnu [pela Propriedade 7]
x—=0+ u—++ o u u—+ oo

\ =—limhu=—w [pela Propriedade 12]

u->+ o0
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Problemas Resolvidos

34.1 Esboce o graficodey=1Inx.

Sabemos que In x € crescente (Propriedade 9), que In 1 = 0 (Propriedade 1) e que % (Propriedade 11). A partir do val-
ory =1In2 = 0,693... podemos estimar os valores yemx =4, §, 16,...eemx = L4t pela Propriedade 8,

In4=2In2 In8=3In2 Inl6=4In2...
1 1 1
ln§=—~1n2 InZ=—21n2 ln§=—3]n2...

Di(Inx) = Dx(x") =—x?=-1/¥<0¢, portanto, o grafico € concavo para baixo. Nao existe qualquer assintota horizon-
tal (pela Propriedade 12), mas o eixo y negativo € uma assintota vertical (pela Propriedade 13). O grafico € esbogado na
Fig. 34-2. Note que In x assume todos os reais negativos como valores.

»4

-2k

Fig. 34-2

342 Prove:lnuv =Inu+In .
Em

v1
lnv=f —dt
Lt

faga a mudanga de varidvel w = ut (u fix0). Logo, dw = u dt e os limites de integragiot = l e t = v ficamw = u e w = uv,

respectivamente,
uv 1 uy 1 uv
lnv=J -'f—dw=j —dw=f La
L, wu e W A

“1 lll)l “01
1nu+1nv=f—dt+JA —dt=j —dt=Inw
1t et 1 ¢

Logo, pelo Teorema 30.4,

343 Prove: InX' =rInx para todo racional r.
Pela regra cadeia,

1 1 1
D ln x") = = D (x") = - X H=r 7= rD,(In x) = D (r In x)

Entéo, pelo Corolario 29.2, Inx"=r In x + C, para alguma constante C. Substituindo x = 1, descobrimos queC=0,ea
" demonstragdo estd completa.
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344 Calcule:
(@ Dn (x* — 2x)) () DIn(senx)) () D, (cos (In x))

3 -2
D.(x* — 2x) = (3x2 —2) = =

3— =
@ Dyin (¥ = 29) = =D, S S

b) Dl = D _1 Loosx
(b) D.(In (sen x)) = (sen x) -S-;‘—x(cosx_senx_cogx
() Difcos (In x)) = — (sen (In x)) - D,(In X) = — (sen (In x)) i _ _sen(lnyx)

PAL)]

34.5 Formula Ripida II:
f(x)

dx=1In|f(x)| + C.

Demonstragdo: D(In | f(x)|) = -ﬁ-—) f'(x) [pelaregra da cadeia]

34.6 Calcule as séguintes antiderivadas:

@ jtgxdx (&) fcotg,xdx © J o

(a) Como D (cos x)=—senx,

dx

=—In|cos x|+ C [pela férmula rdpida 1]
=In|cos x|"'+C  [pela Propriedade 7]
=In|sec x| + C [j4 que sec x = (cos x)™ 1]

(b) Como D (sen x) = cos x,

cos x
J' cotg x dx = s dx=1In|sen x|+ C [pela formula répida II]

—

(s
S
k———‘
w

=

| —
k.

It
[IRY SN

3
j-—-—— dx == ln [3x — 1] + C [pela férmula répida I1]

(d) J-xzisdx=%f 2x5dx=lln|x — 5| + C [pela férmula répida II]

34.7 Calcule Jsec x dx.

A solug@io depende de uma ardilosa manipulagio,

sec X +tg x sec? x + sec x tg x
Jsecxdx: (secx)———g——dx= g dx
sec x + tg x sec x + tg x

=In|secx +tg x|+ C

Aqui empregamos a férmula répida II, usando o fato de que D (sec x + tg x) = sec x tg x + sec? x.

34.8 (Derivagdo Logaritmica) Calcule a derivada de

=x2«/8x+5

2x — 1)°
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Ao invés de usar a regra do produto e do quociente para derivagio, é mais f4cil encontrar o logaritmo dos valores ab-
solutos,'

:

2 /8
lnlyl:lni—x—t~

=In(x%/8x +5) —In|2x — 1 [pela Propriedade 6)
=In(x)+InBx+5"2 ~In|2x — 1>  [pela Propriedade 5]

1
=2Inx+ 3 In(8x+5)—31In|2x — 1|  [pela Propriedade 8]

e entdo derivar,

1 1\ 1/ 1 1 2 4 6
}D‘y'z(})+§(8x+5’8)_3(2x-1'2)‘§+8x+5_2x—1

~ Portanto,

. - 2 4 6 X2 /8x+5(2 4 6
ol ) ARt

x 8x+35 2x-—1 @2x—=1° \x 8x+5 2x-—
© Esse procedimento de primeiro determinar o logaritmo, e entdo derivar, é chamado de derivagdo logaritmica.

1
34.9 Mostre que 1 —;S Inx <x—1 parax>0.

Para x > 1, note que 1/t é uma fungio decrescente em [1,x] e, portanto, seu minimo em [1,x] € 1/x e seu maximo & 1.
Logo, pelo Problema 30.3(c),

X

é(x—l)slnx=J %dtsl(x——l)

1

l—lSMx$x~l
X

Observe que 1 - 1/x <Inx < x-1 para x > 1, de acordo com o Problema 30.11. Para 0 < x < 1, -1/t é uma funggo cres-
cente em [x,1]. Pelo Problema 30.3(c),

lb(l )<Inx= xldt-— l 1dt< 11
. X)<lnx= radal| ; < —X)

1
Logo,l—;slnxSx—l.

Problemas Complementares

34.10 Calcule as derivadas das seguintes fungdes:

(@ In@4x— ;) (b (n x)? (© Inx (d In(nx)
(0 x*Inx N lnill (@ In|5x—2] (b In (sen? x)

I ¢
I{samos 0s valores absolutos para garantir que 0 Jogaritmo estd definido. Na pratica, devemos omitir os valores absolutos quando estd claro que as funcdes sio
nao-negativas.)

[N S— -
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34.11 Calcule as seguintes antiderivadas. Use a férmula rdpida IT sempre que possivel.

@ [sa O [7oe @ [l
dx cos 2x [3x5 +2x2 -3
© J x1nx ) _[ — sen 2x @ J x3 dx
sec? x ) . [Inx
()] J 2 x dx ) J'm ax () ] = dx

34.12 Use derivagdo logaritmica para determinar y":

x—2*3/x+5
@ y=x/4-x b) y=—="r—
VX2 +4
x%—1sen x 2
© y=‘—F—— 3x+

(2x + 3)* @ y= )
3413 (a) Mostrq que Inx < x. [Sugestdo: Use o Problema 349]

1 2
) PFQY‘?H‘.’?.,‘.&“:S“".-.[5!4835,’.‘.7.‘?:',,S_‘.lb,,s,ﬁ!!!?%?.‘.PQ.‘T_.\/—.%.99.?!‘?..“1(4)-_].“”,.,..,_

e

(¢) Demonstre: lim Iif:o. [Sugestdo: Use o item (b).]
x=+ a0 X

1
(d) Prove: lim (x In x) = 0. [Sugestdo: Substitua x por ; no item (c).}

x>0+

(¢) Mostreque Iim (x —In x) = +o0.

x=+ o0
34.14 Calcule emtermosde In2eIn 3:

@ W@ (b 1n-§

34.15 Calculeemtermosdeln2elns:

(@ m10 (b ln% (2] ln—;_- d I25

@ b2 (O BY @ sy B w2

34.16 Encontre uma equagio da reta tangente 2 curva y = In x no ponto (1,0).
34.17 Calcule a drea da regido delimitada pelascurvas y = x%,y = l/xe x = 1.

34.18 Determine o valor médio de 1/x em [14].

o

34.19 Ache o volume do s6lido obtido pela rotagdo em torno do eixo x da regidio no primeiro quadrante, sob y=x""eentrex=}
ex=1.

34.20 Esboce os grificos de:

@ y=Ilnx+1) (b y=ln)—lc () y=x—-Inx (d y=In(cosx)

34.21 Um objeto se move ao longo do eixo x com aceleragio g =t~ 1 + é - (@) Encontre uma férmula para a velocidade (1)

; se v(1) = 1,5. (b) Qual é o valor mdximo de v no intervalo [1,91?
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34.22 Use derivagio implicita para encontrar y"

(@ y*=Inx*+y) @) hxy+2x—y=1 () In(x+y})=)*

34.23 Calcule lim (—1- In 3—+~’Z>

h-0 3

34.24 Deduza a férmula Icsc x dx =In|csc x — cotg x| + C. [Sugesfﬁo: Semelhante ao Problema 34.7.]

2 gy 2 xdx
. lcule: b ’
34.25 Calcule: (a) J; i1 () J; 1—2x?

2
34.26 Estime In 2 = J (1/x) dx das seguintes maneiras:
1

(a) Pelaregra trapezoidal [Problema 31.9(a)], com n = 10.
(b) Pelaregra do ponto médio (Problema 31.34), com n = 10.
(c) Pelarégrade Simpson (Prob]gma 31.35),comn = 10.

34.27 Use 0 método de Newton para estimar uma solugdo de: (@) Inx +x=0;(®)Inx=1/x, =




FuncOes Exponenciais

35.1 INTRODUGAO

Seja a qualquer niimero real positivo. Queremos definir uma fungdo a’ que tem o significado usual no caso em que
x € racional. Por exemplo, queremos obter os resultados

1 1
3_4.4-4— -2 L _ 2
, $B=4-4-4=064 Sl =g=0

82/3==(\3'/§)2=22=4

Além disso, uma expressio como 52, que ainda ndo tem qualquer significado, terd um valor sensato por meio da
nova definigdo.

Defini¢do: 4" & o uinico nimero real positivo tal que
Ina*=xIna : (3s5.

Para ver que essa definigdo faz sentido, observe que a equacdo In y = x In a deve ter exatamente uma solugéo
positiva y para cada niimero real x. Isso segue do fato que In y é uma funcio crescente com dominio 0, +0) e
imagem igual ao conjunto de todos os nimeros reais. (Veja o gréfico da fungdo logaritmo natural na Fig. 34-2.)

35.2 PROPRIEDADES DE "

Demonstra-se ho Problema 35.4 que a fungdo 4" tem todas as propriedades usuais de poténcias:
@M =1 '
M a'=a
() @**° =a*a
all
(IV) all v E;
1

av

<

V) av=




284  INTRODUGAO AC CALCULO

(V) (ab)* = a*b*

(vIy <§)=§~ | |
(VII) (a%)° = g*

sy
B
s ol h

35.3 AFUNCAO ¢*

Para uma escolha particular do nimero real positivo a, a fungio a* se torna a inversa da fungdo In x. K

TERMINOLOGIA  Duas fungdes fe g sdo inversas uma da outra se f desfaz o efeito de g ¢ g desfaz o efeito de f. Em termos de com-
posi¢do (Segdo 15.1), isso significa que:

g =x e gfx)=x

Defini¢dio:  Seja e o tinico niimero real positivo tal que
Ine=1 (35.2)

Como a imagem de In x € o conjunto de todos os niimeros reais, deve existir tal nimero e. E possivel mostrar
quee =2,718... [Ver Problema35.30(c).) . |

Teorema 35.1:  As fungbes e" e In x sdo inversas uma da outra:
Ine*=x ¢ en* = x '
De fato, substituindo a por e em (35.1),

Ine*=xlne=x1=x

Se substituimos x nesse resultado por In x,

Ine**=1Inx

Logo, e = x (4 queInu =1In v implicaem u = v de acordo com a Propriedade 10 da Secdo 34.2]
O Teorema 35.1 mostra que o logaritmo natural In x é aquilo que se poderia chamar de “logaritmo na base ¢”;

isto €, In x € a poténcia a qual e deve ser elevado para se obter x; ¢"™* = x.

Teorema 35.2: o'=¢""

Desse modo, toda fungdo poténcia a” ¢ definivel em termos da fungdo exponencial €', a qual por essa razio ¢ fre-

qiientemente chamada de a fungo exponencial. Para perceber porque o Teorema 35.2 € verdadeiro, note que, pelo
Teorema 35.1,

Ine"*=x1Ina
Mas y = a" é a tinica solugdo da equacio In y = xIn a. Portanto,

exlna — ax

No Problema 35.9 prova-se que ¢* é diferencidvel e que:

Teorema 35.3: D (¢ =¢".

¢
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Assim, ¢" tem a propriedade de ser sua prépria derivada. Todos os miltiplos constantes Ce" tém essa mesma
propriedade, uma vez que D (Ce™) = C + D (e*) = Ce*. O Problema 35.28 mostra que essas sdo as iinicas fungdes

com tal propriedade.

A partir do Teorema 35.3 temos

J'e" dx=¢*+C _ (35.3)

Conhecendo a derivada de ¢", obtemos do Teorema 35.2

D(a) = D(e*""%) = e*'™"* - D (x In a) [pelaregra da cadeia]
=e¢"™.lna=qg*lna

Isso prova o:

Teorema 35.4: . D.(a") = (In a)a*

T X ax ...........................
ou, em termos de antiderivadas, Ja" dx = g +C (35.4)
na

Sabemos que D, (x") = rx"~* para qualquer niimero racional r. Agora a férmula pode ser estendida para ex-

poentes arbitrdrios. Se, no Teorema 35.2, substituimos x por r e a por x (tornando assim x positivo), obtemos x” =
€’ Logo, ’

D(xX)=DJe™ ) =e™*D(rInx) [pelaregrada cadeia]

1
—_ erlnx<r }_) — xr<r _) = rxr~1
X X

Teorema 35.5:  Para qualquer niimero real r e todos os positivos x,

Assim, temos o seguinte:

D(x)=rx""1!

Problemas Resolvidos

35.1 Desenvolva: (a) e*™*;(b)In €?; (c) e™ ¥~ 1; (d) 1*.
(@ €% = (e"*? [pela Propriedade (VIII)]
=x?  [pelo Teorema 35.1]

() Ine* =2 [pelo Teorema 35.1]

Inu

(@ emom1®

p [pela Propriedade (IV)]

o

[pelo Teorema 35.1 e pela Propriedade (1))

(d) Pordefinigdo, In 1" =x(In 1) = x(0) =0 =1In 1. Logo, 1" =1.
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352 Calcule as derivadas de: (a) e¥*; (b) 3%%; (c) xe*; (d) 3xV2.

(@) D) = e‘/;Dx(\/)—c) [pela regra da cadeia]
V%
= oD (x112) = ¢ 1 w1z &

2 2\/}

(b) D3°%) =(n3)3%*D(2x) [pelaregrada cadeiae pelo Teorema 35.4]
= (In 3)3%%(2) = (2 In 3)3**

(¢) Dyxe") = xD,(e) + D(x)e*  [pelaregra do produto]
=xe"+(1)e* =e(x+ 1)

@ DBx%)=3D(x?) =3(/2x7" ) =3,/2x/2"1

35.3 Calcule as seguintes antiderivadas (¢ corresponde a ¢*”):  (a) I 10* dx; (b) J xe** dx.
(a) Pelo Teorema 35.4,

1
T T = 1x
fl()"dx T 0+ C

......................... (b) Facau=x" LOgo; dut =D i@
xzd _1 udu_l u+C_lex2+C
xe X = 2 e = 3 e = 3

35.4 Demonstre as Propriedades (I)-(VIII) de a* {(Secdo 35.2).
Por defini¢do, Ina"=x In a . Usaremos o fato quelnu=Inv implicaemu=v.

M =1
In1=0=0-(Ina)=1Ina’ Logo, 1 = a°.

(1) d'=a

Ina=1‘lna=Ina'

Portanto, a=a'.

() @**° = a'a’

ln(a"a")=lna"+1na”=ulna+vlna
=wm+v)lna=Ina"*’
Assim, g"*? = gg".
all
avy a7’ =—
a
De acordo com (III), g* %% = q®~9+v = gv, Agora divida por a”.

\
V) av=—
a

Faga u = 0em (IV) e use ().
(VD) (ab)* = a*b*

In@b)=Ina"+Inb*=xIna+xlnb
=x(In a +In b) = x In (ab) = In (ab)*

P N
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Logo, (aby* = a*b*.
a x ax
VI) {-} =—
om (5 =2

De acordo com (VI), (g) b* = (% . b) = a*. Agora divida por b".

(VII) (@) =a*
In (@)’ =vIn a* = v(uln a) = uo(ln a) = In a*

Portanto, (a*)’ = a**.

35.5 Mostre que fg’(x) ¥ dx = o™ 4 C.

Pelo Teorema 35.3 ¢ pela regra da cadeia,

d
ZJ; 9% — eg(")g'(x)

Logo, /™ ¢ uma antiderivada de ¢(x) e?®™ e, assim, e/ + C € a antiderivada generalizada.

dy x + 1e°*
35.6 Use derivagio logaritmica para calcular = (@y=x% (b)y= 3%—-

(@ Iny=Inx*=xInx. Agoraderive,

1d

1
' ;E;yc=xuxanx)+bx(x)(1nx)=x;+1(1nx)=1+1nx

@)
== 1 = x*
I Y1 +Inx)=x1+1nx)

(b) lny ln(«/x+1e5")' In 2% = ln,/x+ 1+1Ine* \/_lnz

=In(x+ 1) + 5x ~ (In 2)\/x = = ln (x + 1) + 5x — (In 2)x!/2

Derive,

1dy 1 1 In2 1 In 2
A S——Sx2a
C yix 2x+1 0T 2 Y TanmanteC N
L dy ( 1 ln2> Al 1 o

ix Yoxrn T 2% o+ ) 2/x

35.7 Prove os seguintes fatos sobre ¢*:
(@ e >0 (b) e*écrescente © e€>x (d lme =40 (¢ lime =0
x=+ o0 X— =00

(@) a >0, por definigio (Secio 35.1 ).
(b)

D (e) = €* > 0, e uma funciio com derivada posiiiva € crescente. Mais genericamente, a definiciio de @', junto com
o fato que In y € crescente, implica que a" é crescente se @ > 1.

(c)  Sabemos (Problema 34.8) quelnu <u. Logo, x=Ine‘<¢é".

(d) Essa ¢ uma conseqiiéncia direta do item (¢).
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3
(e) Fagau = —x; logo, pelo Propriedade (V), A
1 K
e=e¢ "= - o
e ’a
Quando x — — a0, u — + 0 e 0 denominador 2 direita se torna arbitrariamente grande [de acordo com o item (d)). g
Logo, a fragdio se torna arbitrariamente pequena. 1,3
35.8 Esboce o grifico de y = ¢" ¢ mostre que € o reflexo em relagio a diagonal y = x do graficode y = In x. i
Do Problema 35.7 sabemos que ¢ & positiva e crescente e que se aproxima de + oo pela direita e de 0 pela esquerda. !
Além disso, como DZ(e¥) = e* > 0, o grafico serd concavo para cima para todo x. O grifico € exibido na Fig. 35-1(q). i
Pelo Teorema 35.1, y = €* ¢ equivalente a x = In y. Portanto, um ponto (a,b) estd sobre o grificode y =¢" se, e so- B
mente se, (b,a) estd sobre o gréfico de y = In x. Mas os pontos (a,b) e (b,a) sdo simétricos em relagfio areta y = x, de acor- ¥
do com o Problema 6.4, £
Em geral, os graficos de qualquer par de fungdes inversas sdo imagens espelhadas uma da outra relativamente 2 reta A

y=x g

N 359 Prove: (a) - € € continua; (b) e* é diferencidvel e D (¢¥) = e* .

(a) Sejag> 0. Para provar a continuidade em x, devemos mostrar que existe & > 0 tal que |u —x] < & implica em | ¢* —

€| <'¢.Sejae, omenorentree/2 e /2. Como In é crescente e continua, aimagemdelnem (e* — ¢, e* +¢,) ; {
€ um intervalo (c,d) contendo x. Seja & > 0 tal que (x - §, x + 8) estd dentro de (¢,d). Logo, para qualquer u, se | u — o
x|< 8, segue que [e* — e*| < g; < &.
(b) A demonstragdo consiste em mostrar que !

ex+h - ex i

lim =¢* o

h=0 h {

eth_ e g o et —1 -1 -
Como P = P =e*- p , basta demonstrar que lim —— =1,

h-0 3

Seja k= e* — 1. Logo, " =1 + k e, assim, & = In (1+ k), pelo Teorema 35.1. Como ¢' ¢ continua e ° = Lk-0 o
quando h - 0. Logo, o

y y i
i
a b) 7 "
AN
2F 2 i
1 1
] y=¢
1 ] L I J ! - ! I
-2 -1 0 1 2 3 X
(a) ()

Fig. 35-1
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im &=Ly k
1 = iim
poo B koo In (1 + k)

1
I = lim ———— Inl=0
(R —In] (umavezqueln1=0]
k
- !
P . In(+k-Inl
{53 k=0 k
In(l1+k—In1 1 . -1
Mas lim _n_(__—%__ € aderivada D(In x) = — emx = I; ou seja, é igual a 1. Logo, lim A 1.
k=0 X

h=0

35.10 (a) Calcule: (i) €™ 3; (ii) In 2.

(6) Isolexem: (i) In x* = 5; (i) In (In x + 1) = 3; (iii) e — 6~ = 5.
(@) (i) Pela Propriedade (VIII) e pelo Teorema 35.1, o203 — (3?2 = 32 = 9. (ii) Pelo Teorema 35.1, In ¢*=2.

® @ Inx*=5
2Inx =35
Inx=3%

x=¢?  [umavezque Inu=bimplicaemu = ¢]

() Inlnx+1)=3

Inx+1=¢?
Inx=¢>-1
x=e"1

(iii) e*—6e =35

1 e — 6 = 5¢* [multiplique por &)
O ¥ — 5 —6=0
¢ =6+ 1)=0
o e&—6=0 ou e +1=0
w7 =6 . [e"+1>0,jdque e > 0]
¢ x=1In6 [e* = b implicaem u = In b]

Problemas Complementares

35.11 Desenvolva as seguintes expressdes:

@ e ®) e @ (@ (@) @
© "D (f) In (";) @ € () In e

35.12 Calcule as derivadas das seguintes fungdes:

@ e O e @ e @ oge (o
(fy elnx (g x (h) == () Ine*™ (j) e —e*
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3513

35.14

35.15

35.16

35.17

35.18

35.19

35.20

35.21

35.22

35.23

35.24

35.25

35.26

Calcule as seguintes antiderivadas:

(@ |e¥dx () |e*dx (¢ |e/er—2dx
r r »
d je=*senxdx (¢) |3 dx (N e* dx
J , 2 J "
n X >4 d 4 d
9 uxdx (h) Uee X 0] JeT1 b
r n
G) | x2 ax () | xPe dx

Use derivagdo implicita para encontrar y":

@ &=y+Inx () tger *=x? (¢) e+ e =2x
@ x*+e?+y'=1 (9 senx=¢

Use derivagio logaritmica para encontrar y".

(@) y=3== ®) y=(/2" (@ y=x"*
@ y=@nx"* () y*=(x+x+2) :

Resolva as seguintes equagdes isolando x:

(@ e*=2 () Inx¥=-1 () e£—2e""=1 d In(nx)=1._ (¢ Imx—-1)=0

’

Considere a regido R sob a curva y = ¢', acima do eixo x e entre x = O e x = 1. Calcule: (a) a drea de &; (b) o volume do
sélido gerado pela revolugao de & em torno do eixo x.

Considere a regido % delimitada pela curva y = ¢, pelo eixo y e pela reta y = e. Calcule: (a) a drea de %&; (b) 0 volume
do sélido gerado pela revolugdo de % em torno do eixo x.

Seja R a regido delimitada pela curva y = ¢?, pelo eixo x, pelo eixo y e pelaretax = 1. Calcule o volume do sélido gera-
do pela revolugdo de & em torno do eixo y.

sen.v

Determine os extremos absolutos de y = ¢™"* no intervalo [-1,7]. [Sugestdo: €' é uma fungio crescente de u.]

Se y =¢€", onde n € um inteiro positivo, determine a n-ésima derivada y*.

Sejay=2¢""". (a) Calcule y'e y". (b) Considere que x € y variam com o tempo e que y aumenta a uma taxa constante de
quatro unidades por segundo. Qual a taxa de variagdo de x quando x = 1t?

A aceleragio de um objeto que se move sobre o eixo x é 9e. (a) Se a velocidade no instante £ = 0 ¢ quatro unidades por

segundo, encontre uma férmula para a velocidade (). (b) Até onde o objeto se move enquanto sua velocidade aumenta
de quatro para dez unidades por segundo? (c) Se o objeto estd na origem quando ¢ = 0, encontre uma férmula para sua
posicio x(7).

Encontre uma equagio da reta tangente a curva y = 2¢* no ponto (0,2).

Esboce os gréficos das seguintes fungdes, indicando extremos relativos, pontos de inflexdo e assintotas:

Y In x

(@ y=e b y=xInx © y=—

@ y=e* @ y=(-m2® () y=t+hnx

[Sugestdo: Para os itens (b) e (c) vocé precisard dos resultados do Problema 34.1 3(d)e(c).)

Esboce os graficosde y = 2% e y = 27* . [Sugestdo: a* = e*'"9 ]

oS i, b, b i, e

o R o el
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1
3527 Paraa>0e¢ a # 1, defina log, x = I—E—x - Essa fungdo ¢ chamada de logaritmo de x na base a (log,, x é chamado de lo-
a

garitmo comum de x). Prove as seguintes propriedades:
1
@ Dlog,x)=—— (b)) ao=x=x () log,a*=x
xlna
(4 log,x=Inx (e) log, (uv) =log, u + log, v (f) log, g =log, u— log, v

I
(@) log,w=rlogu (A Inx= ii-g

35.28 Mostre que as tnicas fungdes f(x) tais que f'(x) = f(x) sdo as fungdes Ce', onde C é uma constante. [Sugestao: Seja
F(x) = f(x)/e* e calcule F'(x).]

35.29 Determine os extremos relativos de f(x) = (In x)*/x em[1,e].

. x \¥ ' x\¢
3530 (a) Prove e = lim (1 + ;) - [Sugestdo: Seja y = (l + ;) . Logo,

u—+ o

1
Iny=uln (1 + f) =uln(u+x)~Inu)y=y-x- — [pelo teorema do valor médio]
u u

u* x x u*
onde u<u*<u+xsex>Oeu+x<u*<usex<O.Logo,1<——<1+— sex>00ul+~<—<se
u u U u

. ou* . . . .
x <0.Em qualquer caso, lim — = 1. Portanto, lim Iny = x e, assim, lim y=lim "’ =¢*)

u—+ o0 u U~ + o u—=+ o u-*+ oo

1 n
(b) Proveque e = lim (1 +;> - [Sugestdo: Use o item (a).]

n—+w

: (© Aproxime e determinando (1 + (—1-)) para valores grandes de 1 (digamos, n > 10000).
: n

35.31 Mostre que, para qualquer n positivo, Hm f; =0.
. . x>+ €
_ X" ’ e Inx 1 1 .
[Sugestao: == == prrEEEE Agora aplique os Problemas 34.13(c) e 35.7(d).]
e e e

-

X

35.32 Calcule as seguintes integrais definidas:

. y:
(@ f”l“"dx ®) f AN (c)fz—f-;dx
1 0 o €

x e+ 1

o1
35.33 Calcule lim = (e 4 e2m 4 ... 4 e,

n-too N
35.34 Mostre que €” > 1%, [Sugestdo: Prove que u” > v quando v > u >e. (u/e)’ ™ > 1 uma vez que ufe>1e v > u. Logo,
u'e” > e'y* H
e

) v v v ve v
Pelo Problema 34.9, -~ 1 >In—, ->In 241 =1 —, > — ¢ assim,
u u u u u u

e'u’ > e'p* 2

De (1) e (2), u%e* > e, u’ > ]
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. ~ o - . ry .
3535 Se juros sdo pagos a r por cento a0 ano e sdo capitalizados 1 vezes ao ano, entdo P reais se tornam P(l + ——~> reais apés

100n

um ano. Se fazemos n — oo, entdo os juros resultantes sio ditos continuamente capitalizados.

(a) Mostre que, se continuamente capitalizados a r por cento ao ano, P reais se tornam Pe’ reais ap6s um ano. [Sugestdo:
Use o Problema 35.30.] Entfio, ap6s ¢ anos, P reais ficariam Pe” reais.

(b) Continuamente capitalizados a 6% ao ano, quanto tempo demoraria para dobrar uma dada quantia de dinheiro?
() Quando r = 5%, compare o resultado entre capitalizagdo continua e aquela na qual a capitalizagio ocorre uma
vez por ano e aquela em que a capitalizagio € mensal.

36.36 Use o Método de Newton para aproximar uma solugdo de: (@) e* = 1/x;(b) e * =In x.

1
3537 Use a regra de Simpson com 1 = 4 para aproximar j e dx.

0

g
A
R
1
1
B
K
n
fs
R
¥
|
|
1
|
4
N
P

§

s




Capitulo 36

Regra de L’Hospital; Crescimento
e Decaimento Exponenciais

36.1 REGRA DE L’HOSPITAL

O teorema a seguir nos permite calcular limites da forma
lim /&)
9(x)

4
no “caso indeterminado” em que o numerador f(x) e o denominador g(x) se aproximam ambos de 0 ou ambos
de + o0,

Teorema 36.1  (Regra de L’Hospital):  Se fix) e g(x) se aproximam ambas de 0 ou ambas de + oo entdo

f6 L f) \
"0 M

Naregra de L'Hospital 0 operador “lim” se refere a qualquer uma das seguintes formas:
lim lim lim lim lim
x=+ oo X — x—a x—at x—a~

Ver Problema 36.21 para um esbogo da demonstragdo. Assume-se no Teorema 36,1 que g(x) # 0 e g'(x) # O para
x suficientemente préximo de a.

Exemplos - Verifiquemos a regra de L'Hospital para quatro limites calculados anteriormente por outros métodos.
(@) Ver Problema 9.4(a),

N g, T g
AR A

tim S50 §F_ 863
( | . o d 45 0 8T M 3T87
(b)  Ver Problema 27.4,
0
lmSln =] CL;cosO=1




...................................................... x—++ o0 ex x—++o00
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(¢) Ver Problema 34.13(d). Para aplicar o Teorema 36.1, devemos reescrever a fungio como uma fraggo que se tor-
na indeterminada,

1
lim (xIn %) = im — = lim ——  [DyInx) =x"!]
x=0+ x-+0+ X x-0+ —X

-1
= lim —x [jéque = x 1T = 1 =x]
x

x=0+

=0
(d) Ver Problema 35.31, onde agora n € considerado um inteiro. Pela regra de L'Hospital,

xn nxn—l
lim —= lim

ex

x—++

x=+ o
Como o lado direito € indeterminado, a regra de L'Hospital pode ser aplicada novamente,

-1 -1 n—2
n n(n — 1)x

lim =k
x-=+w x=+ o ex

Continuando desse modo, conseguimos, apés n passos,

fm D @ADL Lomo=0

Esse exemplo ilustra a importancia de se ter a fun¢fo expressa como uma fragiio “do modo certo”. Supo-
P ¢
—x

nha que tivéssemos escolhido “o modo errado” e tentdssemos calcular o mesmo limite como  lim

=+ En-
x— ¢ o0

tdo, a repetida aplicagfio da regra de L' Hospital teria dado

e o (=Der (~1)%e> 3
o e = i e+ DD

e jamais chegariamos a um valor definido.
(e) Ver Problema 34.13(c). Pela regra de L’Hospital,

lim

im = im o im loo

x=++ 0w X x—+ o x—++ o x
Outros Exemplos

(1) Calcule lim (In x)**,

x=*+ o

1
Como In x —» + o0 e 1/x — 0, ndo esta claro qual € o limite. Faga y = (In x)!/*. Logo, — In (In x). As-
, X

sim, pela regra de L’Hospital,

. . Ingt .0 .
lim Iny= lim n(nx)= lim -2~ fim ! =0
x—+ 0 x>+ X x—+ o x-*+mxlnx

Portanto,
lim y= lim ™?=¢%=1

x—+ o x=++ o0

(2) Calcule lim x'/*.

x—+ o0

1
Como x = + 0 e 1/x =0, o limite ndo é 6bvio. Faga y = x'* Logo, Iny=~1In x, e
x

. . Inx . .
lim Iny= lim — =0 de acordo com (e) acima. Assim, lim y= lim "’ =¢° = 1.

# X+ oo x=+ x=+ 0 x= + 0

S
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Cuidado:  Quando as condigdes para a regra de L' Hospital ndo sio satisfeitas, o uso da regra geralmente conduz
a resultados falsos.

Exemplo

Se usdssemos a regra de L’Hospital, concluirfamos erroneamente que

2p1 )
fim = fim 2 = fim 1 =1
x>z X7 x-2 2x x=2

36.2 CRESCIMENTO E DECAIMENTO EXPONENCIAIS

O exemplo (d) acima mostra que ¢’ cresce muito mais rapido que qualquer poténcia de x. H4 muitos processos na-
turais, tais como crescimento de bactérias e decaimento radioativo, nos quais quantidades crescem ou decrescem a
uma “taxa exponencial”.

Defini¢do: Considere que uma quantidade y varia com o tempo 1. y é dito crescer ou decair exponencialmente se

... suataxa de variacdo instantanea (Capitulo 19) € diretamente proporcional ao seu valor instantdneo; ou seja,

dy
dy _ (36.1)
a Y |

onde K € uma constante.

Suponha que y satisfaz (36.7). Fagamos a mudanga de variavel u = K. Logo, pela regra da cadeia,

dy dydu d d
Ky D _Bydu_dy oy
dt dudt du du
e assim, pelo Problema 35.28,

, y = Ce* = CeKt (36.2)
€ onde C € outra constante.
(& Podemos agora perceber porque o processo y € chamado de exponencial. Se K > 0, K é dita constante de cres-
% cimento e y aumenta exponencialmente com o tempo. Se K < 0, K ¢ dita constante de decaimento e y decresce ex-

ponencialmente com o tempo.
Seja y, o valor de y em 1 = 0. Substituindo ¢ por 0 em (36.2), obtemos

Yo=Ce®=Cl)=C
de modo que (36.2) pode ser reescrita como

y=yoek (36.3)
Exemplos

(a) Considere que uma cultura de 1000 bactérias aumenta exponencialmente com uma constante de crescimento
K = 0,02, sendo que o tempo € medido em horas. Determinemos uma férmula para o nimero y de bactérias

presentes apés 1 horas e calculemos quanto tempo demorar4 até que 100 000 bactérias estejam presentes na
H
cultura.

Como Yo = 1000, a férmula procurada para y ¢ dada por (36.3),

y = IOOOeO.OZt

>

! ~ . . . .. ., L . . .
Apesar de populagdes serem medidas em termos de inteiros positivos, (36.3) parece ser aplicével apesar da férmula ter sido deduzida para uma quantidade me-
dida em ndmeros reais.
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Agora faga y = 100 000 e isole ¢,

100000 = 1000¢°%-°% : %
100 = %0 o
In 100 = In %%
2 In 10 = 0,02t [In 10 = 2 In 10; In e* = u] i
t=1001n 10 ' ;

O Apéndice E fornece o valor aproximado de 2,3026 para In 10. Logo,
t ~ 230,26 horas

Observagdo: As vezes, no lugar de se especificar a constante de crescimento K, digamos, K = 0,02, diz-se que
a quantidade estd crescendo a taxa de 2 % por unidade de tempo. Isso ndo € muito preciso. Uma taxa de aumen-
to de r por cento. por unidade de tempo € aproximadamente o mesmo que K = 0,0r quando r é relativamente pe-

queno (por exemplo, r < 3). De fato, com uma taxa de crescimento de r por cento, y = yo(1 + 0,0r) apés uma

unidade de tempo. Como y = yoeX quandor=1, t =1, e = 1 + 0,0r, e, portanto, K = In (1 + 0,0r). Isso ¢

proximo de 0,0r, j4 que In(l+x)~x para x pequeno. [Por exemplo, In (1,02)20,0198 e
. In1(1,03) =~ 0,02956.] Assim, muitos livros-texto interpretam automaticamente uma taxa de crescimento de r
por cento por unidade de tempo como sendo equivalente a K = 0,0r.
_____________________________________ (b) Sea constante de decaimento de um dado elemento radioativo é K < 0, calcule o tempo T necessario para so-
brar apenas metade da quantia original.
Em:=T,(36.3)dd '

2yo—yoe” '
1
~ = (KT
2
1
In-=KT
13

In2 .
- T (36.4)

O mimero T € chamado de meia-vida do elemento dado. Conhecendo-se a meia-vida ou a constante de decai-
mento, podemos determinar a outra a partir de (36.4).

Problemas Resolvidos

36.1 Mostre que lim

x—+ 0

(In x)"
X

= 0 para qualquer inteiro positivo n.

A demonstraggo serd feita por indugdo matemética (ver Problema 12.2). A sentenca ¢ verdadeira paran = |, de acor- :
do com o Problema 34.13(c). Assumindo ser verdadeira paran =k, temos paran =k + I, £

. (In xy+! . (k4 1)In x)x~t

lim = lim [ pela regra de L’Hospital ]
x=+ o x x=+o0 1
. (nxp
=(k + 1) lim ("xx) =k+1)-0=0

x—++w

Logo, a sentenga é também verdadeira paran =k + l e a demonstragdo estd completa.
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36.2

36.3

36.5

36.6

Calcule lim -1
xo SEN X

O numerador e o denominador sio fungdes continuas, sendo que cada uma delas € 0 em x = 0. Logo, a regra de
L Hospnta] se aplica,

. e&—1 ¢ e 1
lim = lim = =-=1
xs0 S€NX ., cosx cosO 1

Calcule lim (x seng).

x-+ 00

Como 7/x — 0, segue que sen (m/x) — sen 0 =0 e assim ndo hé qualquer método 6bvio para resolver o problema.
No entanto, a regra de L"Hospital se mostra aplicével,

T i1 _
sen— cos — |(—nx"2)
. n . X . X ) 7
lim [xsen—}= lim —1 = lim ——————=7 lim cos -
x=+ X, x=4+0 X x-+w —X x=+ X

=ncos0=n-1=1q

364 *

Calcule lim x*.

x=0+

Pelo exemplo (c) na Se¢do 36.1, lim x In x = 0. Portanto,

x=0+
lim x* = lim e*"* =¢% = 1
x—0+ x—+0+

Esboce o grifico de y = xe*.
Pela regra do produto, y' = xe* + ¢* = eX(x + 1). Como ¢&* é sempre positiva, o inico ponto critico ocorre quan-
do x + 1 = 0; ou seja, quando x = —1. Quando x = -1,

1
= —1 ~1=—-
y=(=1De e

Novamente pela regra do produto, y” =e(1) + e*(x + 1) = "(x + 2). Quando x = -1,

1
V=e l[(-D)+2]= . >0
Assim, pelo teste da derivada segunda, h4 um minimo relativo no ponto P(~1,-1/e). Da expressdo para y”, a curva € conca-
va para cima (isto €, y” >0) quando x > -2 e concava para baixo (y” < 0) quando x < -2. Assim, o ponto ] (=2, —2/e?).
Estd claro que a curva cresce indefinidamente quando x — + oo. Para ver o que acontece quando x — — o, faga

u = —x. Logo,

. . - . u
lim xe*= lim —ue™ = — lim ==0
X - u=+ o0 u*+we
pelo Prob]ema‘35.3l. Portanto, o eixo x negativo é uma assfntota. Isso nos permite esbogar o grafico na Fig. 36-1.
Se y(#) define um processo de crescimento ou decaimento exponencial, encontre uma férmula para o valor médio
de y no intervalo [0,1].

Por defini¢do (ver Segdo 31.2), o valor médio procurado € dado por

Xn&ho=:'"J.y ht""““— J.I(y dt
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Mas (36.1) estabelece que uma antiderivada de Ky € o préprio y. Logo, pelo teorema fundamental do célculo,

Yoago= — 3| = 2D =Y
médio K‘C o KT
»i
-2
] 1 >
-1 x
1 1
P e
-1k
Fig. 36-1

Note que essa relacfio foi conseguida sem referéncia a forma explicita de y(r). Reescrita como

Ay

Ymédio = E‘ZE ou Ay = KYmédio A '

ela fornece uma descrigéo ttil de processos exponenciais: a variagdo de uma quantidade em um intervalo de tempo é pro-
porcional ao tamanho do intervalo e ao valor médio da quantidade ao longo desse intervalo.

36.7 Se as bactérias em uma cultura crescem exponencialmente e se seu niimero y dobra em uma hora, quanto tempo le-
var4 para atingir 10 vezes a populagio original?

Sabemos que ¥ = Y, €*". Como o nimero ap6s uma hora é 2y,

2y0 = yoek(” =Y, ok ou 2=¢X ou K=In2

Assim, y = y, €' e quando y € 10y,,

10y = yo e 2"
10 = e(ln 2
In 10 = (In 2)¢
_In10 23026

= —— N
In2  0,6931 332

Logo, demora um pouco menos de 33 horas para que o ntimero de bactérias cresca dez vezes.

36.8 Sabendo-se que a meia-vida T do elemento radio € de 1690 anos, quanto restar a partir de 1 grama de radio ap6s
10 000 anos?

. In2 In2
De acordo com (36.4), K = — 1’1’— = - ]~I-61—§(—) e a quantidade de radio € dada por y = y, ek* = ¢~(n 271690 De-

pois de 10 000 anos,
y= e-(ln 2)(10 000)/1690

A @7 693111690 o =41~ 0,0166 grama

O Apéndice F foi usado para determinar e™*!. Logo, cerca de 16,6 miligramas sobram ap6s 10 000 anos.

S e
F N

4
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Problemas Complementares

36.9 Calcule os limites indicados:

. 5x*—dx+3 In (1 + ¢ . l—cosx
= TS im —— </ lim ——— 2
@ M e O im © Im—
1 1 1—¢ ¥
fim (= — —— I lim
@ wmio) @ ms D i o
X*—xt4x—1 1 1 tg x
fm X tx=1 1 1 YL
© x’.‘.‘: x+Ilnx—1 ®) :f(l, (ln (x+1 x) O xl_r,r(l, X
3x — 2X . x
G)  lim x' % lm O lim=
x=+w x=0 X x>0 X
1 —senx . x3—1
lim ———— lim xsin> li
T L O
3\ t .
) lim (1 + —) @ lim = ¢ lim 22X
x=+ X x>0+ X x—-0+ \/;
In x sen 3x e —1
i li li :
© xlf: tg mx ® xl_r,x(l, sen 7x ... (u)xl_l,?,lgx
- 1~ cos? 2 tg x —
©) lim—— W) lm 221" 2RY
x-0 x x-0 x

36.10 Esboce os graficos das seguintes fungdes, indicando extremos relativos, concavidade, pontos de inflexdo e assintotas:
X 2,-x 3,—-x 2 -x
(a) y=? b) y=x% (©) y=x’e (d y=x*Inx (¢ y=e *senx
36.11 Uma cultura de bactérias cresce exponencialmente de modo que o nimero inicial dobrou em 3 horas. Quantas vezes a po-
pulagio inicial estard presente apés 9 horas?

36.12 A meia-vida do radio € de 1690 anos. Se 10% de uma quantia original de rdio estd restando, hd quanto tempo que o ra-
' dio foi criado?

36.13  Se carbono-14 radioativo tem uma meia-vida de 5750 anos, o que restard de | grama apds 3000 anos?
36.14 Se 20% de um elemento radioativo desaparece em 1 ano, determine sua meia-vida.

36.15 Drosdfilas estdo sendo mantidas em um ambiente que pode comportar um méximo de 640 individuos. Se essas pequenas
moscas crescem exponencialmente com constante de crescimento K = 0,05 por dia, quanto tempo demorar4 para uma po-

pulagdo inicial de 20 atingir a capacidade méxima do ambiente? (Lembre que 2 = 0,6931.)

36.16 Uma certa substancia quimica se decompde exponencialmente. Considere que 200 gramas se tornem 50 gramas em uma
hora. Quanto restard depois de trés horas?

36.17 Se 100 bactérias em uma coldnia reproduzem exponencialmente e em 12 horas hd 300 bactérias, quantas bactérias exis-
tem na col6nia apds 72 horas?

36.18 Se a populagio mundial em 1990 era de 4.5 bilhdes e cresce exponencialmente com constante de crescimento

K = 1 In 2 quando o tempo ¢ medido em anos, determine a populagio no ano 2020.

36.19 Bactérias em uma cultura que cresce exponencialmente aumentam de 100 para 400 na primeira hora. (a) Qual serd a po-
pulagio em 1,5 horas? (b) Qual € o niimero médio presente nas primeiras duas horas?
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36.20 Prove o teorema do valor médio estendido de Cauchy: Se fe g sio diferencidveis em (a,b) e continuas em [a,b] e se

36.21

g'(x) # 0 para todo x em (a,b), entiio existe um ponto ¢ em (a,b) tal que

&) -1 _ S

gb) —gl@  g(c)

[Sugestdo:  Aplique o teorema de Rolle generalizado (Problema 17.19) em
h(x) = (f(b) - f(@)g(x) — (9(b) — g(a)) f(x)
Note que g(b) # g(a) uma vez que, caso contrério, o teorema de Rolle generalizado implicaria que g'(x) = 0 para algum

xem (a,b).]

Prove aregra de L'Hospital. [Sugestdo: ~ Considere o caso lim, .. (f(x)/g(x)), onde lim__,. f(x) = lim, . g(x) = 0.
Podemos assumir que fla) = g(a) = 0. Logo, pelo Problema 36.20, f(x)/g(x) = (f(x) — f @)/ (g(x) — g(@) =f"(x*)
/g'(x*) para algum x* entre a ¢ x. Portanto, quando x —a*, x* —a*. Assim, se lim,.,,. (f'(x)/g'(x)) = L, entdo

lim, .. (f(x)/g(x)) = L. Os outros casos podem ser tratados do mesmo modo ou podem ser reduzidos a esse caso.]

E



Fungoes Trigonométricas
Inversas

37.1 FUNGCOES UM a UM

Na Segdo 35.3 introduzimos a nogio de inversa de uma fungio e mostramos que a inversa de In x é €" e vice-versa.
No entanto, nem todas as fungdes tém inversas.

Exemplos
, (a) Considere a fungdo ftal que f(x) = x2 para todo x. Logo, f{1) = 1 e fi-1) = 1. Se houvesse uma inversa gdef,
entdo g(f(x)) = x. Logo, g(1) = g(A1)) = 1 e g(1) = g(A-1)) = -1, que implica que | = -1, o que € impossivel.
(b)  Seja fuma fungdo periédica, fix + p) = flx), para todo x (ver Segdo 26.2). O argumento do exemplo (a), para

dois pontos x, € x,+ p, mostra que fndo pode ter uma inversa. Mas todas as fungdes trigonométricas séo perié-
dicas (com p = 21 ou p = 7). Logo, as funges trigonométricas nio admitem inversas!

As fungdes que:tém inversas devem ser funcdes um a um.
Defini¢do: Uma fungio fé um a um se, sempre que u # p implica em
S #f(v) ,
Assim, uma fungdo um a um assume diferentes valores para diferentes elementos do dominio. Uma fungio é um

aumse, e somente se, seu gréfico intersecta qualquer reta horizontal em no mdximo um ponto. A Figura 37-1(a) é o
gréfico de uma fungfio um a um; a Fig. 37-1(b) exibe uma fungdo que ndo é um a um, pois flu) = f(v) =c.

4y AY

N\
AN

>

} (a) (b)
Fig. 37-1

* N. de T.: Também conhecidas como fungdes bijetoras ou bijetivas.
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NOTACAO A inversa de uma fungdo fum a um seré denotada por f ™.
f

XO/_—_\
~_

f~l

ey

Cuidado: Nio confunda a inversaf ™' com a reciproca 1/f.

Se uma fun¢do um a um € definida por meio de uma férmula y = f(x), podemos as vezes resolver essa equagdo
. ~ o s , ~ -1
isolando x em termos de y. Essa solugdo constitui a férmula para a fungao inversax = " (y).
Exemplos

(@) Sejaflx) = 3x+ 1 (uma fungdo um a um). Seja y o valor de f{x); logo, y = 3x + 1. Resolva essa equagio isolan-
do x em termos de y,

y—1=3x
y-1_.
. . =
Portanto, a inversa f ' ¢ dada pela férmula
, 4
70 ="~
(b) Considerea fungio umaum f(x) = 2¢*— 5,
y=2e" -5
y+5=2"
y+s_ .
2
5
In?Z + =lne=x
Logo,
5
1) =2

(c) Seja f(x) =x°+ x, Como f'(x) = 5x*+ 1 > 0, fé uma fungdo crescente e, portanto, um a um (ver Proble-

ma 37.12). Mas se escrevemos y = x° + x, nio temos qualquer método Gbvio para resolver a equagéo isolan-
do x em termos de y.

37.2 INVERSAS DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS RESTRITAS

Para que uma fung@o periédica se torne um a um - e assim admitir inversa — seu dominio deve ser restrito a algum
subconjunto de um periodo.

Inversa de Seno

O dominio de f{x) = sen x € restrito a [-7/2,n/2], no qual a fungdo € um a um [de fato, crescente; ver Fig. 37-2(a)].
A inversa f “'(x) = sen™ x é chamada de inversa do seno de x (ou, algumas vezes, 0 arco seno de x, denotado por
arc sen x ou arcsen x). Seu dominio € [-1,1]. Logo,

<x<

N a
R

Yy =senx (— ) had x=sen"'y (-1<y<1)
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s o,

w4
1»-
. A > >
.z r x x
2 2
~1F
_rL
2
(@)y=senx (b)y =sen™ x

Fig. 37-2

0 gréﬁéo desen” x € dado na Fig. 37-2(b). Por um teorema geral, a inversa de uma fungdo crescente € ela mes-

~ . P s, . . -1 ~ .
ma uma funcdo crescente. O leitor achar isso til quando imaginar sen™ x como o angulo (entre -1t/2 e 1/2) cujo
seno € x.

Exemplos

2
Bt P A,
(c) sen 7
1

(@ sen™'0=0 (f) sen"(—- 2)= —% (9) senH(—1)= —g

(@ sen"11= = (4 sen”!

(b) sen”! \/73

wia
R ]
B
SN ]

T
2

‘ A derivada de sen™ x pode ser encontrada pelo método geral do Problema 35.9(b). Neste caso, um célculo bas-
tante rdpido € vidvel, usando derivagdo implicita. Seja y = sen”™ x. Logo,

sen y=x
d d
o eny) = = ()

(cos y) A 1 [pela regra da cadeia] :

dx
dy 1 R
dx cosy +./1 — sen’y +./1—x?

onde a raiz quadrada positiva ocorre porque cos y > 0 para -/2 < y < /2. Assim, temos

1
D (sen! x)=—-———2- ou J.——l——«dx:sen‘1 x+C 37.1)

1—x J1=x?
A importéncia da fun¢do inversa do seno no cdlculo reside principalmente na férmula de integragio (37.1).

O procedimento para as outras fungdes trigonométricas € exatamente analogo ao usado na funcdo seno. Em ca-

da caso, uma restri¢do do dominio ¢ escolhida de modo a permitir uma férmula simples para a derivada da fungéo
inversa.
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Inversa de Co-seno (Arco Co-seno)
[ . y

°
=
~Ia

g

-1 0 1 x
(a)y=cosx (b)y:cos"x
Fig. 37-3
) y=cosx [0<x<n] <« =cos ly [-1<y<1]

~w-Interprete-€os ~-x-como o ngulo (entre 0 e T) cujo co-seno € x. Seja y = cos ™! x. Logo,

Cos y =X
D (cos y) = D,(x) =1
dy 4
—sen y e
d 1

1 1
x seny a/l——coszy— J1—=x?
Note que sen y = +.,/1 — cos® y uma vez que sen y > 0 quando 0 < y < 7. Assim
1 1
Dx(cos”lx)=—————2- e fl—dx=~cos"x+c

1-x - x (37.2)

Observe que —cos ™! x esen” x tém a mesma derivada; ver Problema 37.17.

Inversa de Tangente (Arco Tangente)
y

et}
e o et e e e e e e e e e o . e e e e e e e e

~
>
=

—————— e e T

(@y=tgx ®By=1g"x
Fig. 37-4

E
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y=1tgx [—g<x<g] <> x=tg™!'y [paratodos y]

Interprete tg™' como o angulo (entre ~7t/2 e 1/2) cuja tangente € x. Sejay = tg™ x. Logo,

tgy=x
Dytg y) =1

seczyj—i=l

y_ 11
dx sec?y 1+tg2y 1+ x2
Assim,
Dtg™ ! x)= ! e ——1—~—dx-t'1x+C (37.3)
<8 T+ x? 1+ ™=% '

..Inversa de Co-tangente (Arco.Co-tangente) .

by y

(-3
i
— e e e e e e e e e
3
=
=]
»

(a)y =cotgx (b)y =cotg™ x
Fig. 37-5

y=cotgx [0<x<zm] <  x=cotg™!y [paratodo y]

Interprete cotg™ como o angulo (entre 0 e 7) cuja co-tangente & x. Logo,

1 1
_ Dyfeotg™" x) = — T2 o fl o dx=—cotg™ x+C (37.4)

Para a relagfo entre cotg™ e tg™, ver Problema 37.17.
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Inversa da Secante (Arco Secante)
y
AY ""'—_’"__"'—__; _____________
b i ' ’
P | : B’
[ | i b
' l‘ ' |
| | | }
by | |
| . | ]
: ‘\‘ : I ———————————————————————————
| f ] I 2
| i I A
g i 1 |, ] y -
-g: H x HE -1 i X

N |
! i |
! IS I
| [ K |
| [ |
! | I
| T i

. ! L B\!
| I !
I b ] .

(a)y=secx N () 3 =X O S

" Fig.37-6
A fungdo secante é restrita a dois subintervalos separados do periodo fundamental (-1/2,37/2),

'0_<_x<7c/2 '
y=secx |ou < x=sec ly [lyl=1]
T <x<3mn/2

Interprete sec” x como o Angulo (no primeiro ou terceiro quadrante) cuja secante € x. Logo,
1 1
Dsec™! x)=———= ou J————‘ dx=sec”!x+C (37.5)
¥ x/x*—1 X /x* =1

Ver Problema 37.7.

Inversa de Co-Secante (Arco Co-Secante)

y
I
y 2
l"} ’
! |
S |
o | 5
;o |
J/ l |
- |
|
P | it
1k ¢ ! |
| 1
{ [
0 | i | - ! 1
3 il % X -0 ! x
|
|
-1 a :
! |
| ° i
| \ |
! L
| v
1 v
| Yo
| 1y
(a)y=cscx (b)y:csc"x

Fig. 37-7

4

i,

N

e
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0<x<mn?2
y=cscx |ou < x=cscly [lyl>1]
T <x<3m/2

Interprete csc™ x como o angulo (no primeiro ou terceiro quadrante) cuja co-secante € x. Logo,

1

1
Dfesc™ ' x)= ———0e oy J————— dx=—csc™!x+ C (37.6)
X\ /x% =1 xX\/x2—1

Para a relagdo entre csc™ x e sec™ x, ver Problema 37.17.

Problemas Resolvidos

37.1 Uma fungéo um a um tem inversa. Prove, reciprocamente, que uma fungéio com inversa € um a um.

Se o dominio de f consiste de um tnico ponto, n@o hd nada a provar. Considere que f admite a inversa &, mas supo-
nha, por absurdo, que o dominio de f contém dois niimeros distintos, u e v, tais que flu) = f{p). Logo,

L u=gfw) =gfv) =0

que € uma contradi¢Zo. Devemos entdo admitir que S(u) # f(v); ou seja, que fé um a um.

37.2 Determine se cada uma das seguintes fungGes é um a um. Se for, encontre uma férmula para sua inversa f .
@ fX)=x*+6x-7 b fx)=In (x2+1) © fx)=5x3-2
@  fO)=x*+6x+7=(x+T)(x — 1). Comofi-7) = 0 = A1), fndo é um a um,
(b) Obviamente, f+1) = fi-1); fn3oéumaum,

(¢) Sey=5x>—2 entio,

y+2=15x
' y;r2=x3
3y+2=x
5A
Assim, f(x) = 5x — 2 tem uma inversa,
1y 3y 2
70 = 5

e. assim, pelo Problema 37.1, £ um a um.

37.3 Determine férmulas para as inversas das seguintes fungdes um a um;
(@ fix)=10x-4 b fix)y=3e+1
(@) Sejay=10x-4.Logo,

+4
y+4=10x ou yIO =x
Portanto,
N i
') BT
(b) Seja y=3e* + 1. Logo,
B __,l ‘1
y—1=3 ou 2 =¢ ou InZ
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Assim,

f710) =1n?
374 Determine os seguintes valores:

(a) sen"‘(——i—) ) cos"l(—%) (¢ tg~' (=1

-1 1 a 1 _E E 3 ’-—l——-—zr-
(a) sen 5 ) =oanguloem 777 |cwosenoé — 7= —<.

() cos™? —1 = o Angulo em [0,7] cuj s ’—l—n—f—t—-s—n-
5 ) =odangu ] cujo co-seno € — = = AirE
- Tn n
(¢) tg7!'(—1)=oéanguloem | —=, = | cujatangente é -1 = — —.
2°2 4
. 37.5 Calcule: (a) cotg™! \/3; (b) sec™! 2; (c) csc™* (2//3).

(@) cotg™? \/3 € o &ngulo Gentre 0 e 7t tal que cotg 6 = \/5 Esse angulo é /6 (ver Fig. 37-8). Note que uma fungéo
T trigonométrica inversa deve ser representada por um Angulé e radianos. ’
(b) O angulo 6 cuja secante € +2 deve estar no primeiro quadrante. A fungdo secante € negativa no terceiro quadrante.
DaFig. 37-8,0=mn/3. |

(c) O éngulo @cujaco-secante é + 2/\/3 deve estar no primeiro quadrante. A fungdo co-secante € negdtiva no terceiro
quadrante. Da Fig. 37-8, 6 = /3.

Fig. 37-8

37.6 Calcule as derivadas de:

(@ sen™'2x (b)) costx? () tg7! X (d) sec™!x?

2
— 1 1 .

(@ D sen™! 2x) =————=D,(2x)  [pela regra da cadeia]

T ST = X
-
1= 4x? J1—4x?
l .

(b) Dcos™! x?) = D,x*  [pelaregra da cadeia]

1— (x2)2

X
1 —
2
B C>_4 1 (g
B x*\2) |4 x2 \2
1+ fadl
& +3 I+
4

P
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1
(@) Dysec™! x’) = ——=—===D,x [pelaregra da cadeia]
) x3 /(x3)2 -1
3
= 1 (3x2) =

x3/x% -1 x/x% —1

1

xJ/x*—1

37.7 Assumindo que sec™ " x € diferencidvel, verifique que D(sec™! x) =

Seja y =sec™! x. Logo,

secy=x
D,(sec y) = D (x)

d
(sec y tg y) E}; =1 [pela regra da cadeia]

dy 1 1

dx—secytgy xtgy

»

Mas a identidade 1 + tg’ y = sec’ ynos da

e e,

/T e WL
tgy=+/x*-1 e dx_x\/}t_f

37.8 Prove as seguintes férmulas para antiderivadas:

' ®) J—di~—=sen-lf+c [a> 0]
a , a

dx I, x
(©) jx—-\/;z—?_;—asec a+C [a>0]

I+tg2y=x2 ou tg2y=x2_1 ou tgy=~!_~’x2——1

Pela definigio de sec™' x, o dngulo ¥ estd no primeiro ou terceiro quadrante, onde a tangente € positiva. Logo,

NOTACAO E comum escrever

J'dx J‘l p
};&jnolugarde 7(;) X

querda.
(@ D,(« g~ ’_‘)=.1.D,<:g-l 5) =1._1_5<1)
a a a a a x\* \a
L+ (~)
a
_ i 1 _ 1
g X2 a2+ x2
1+ P
® Dx(sen" 1 3‘-) = ! (1)
a 1 x 2 \a
;)

Em cada caso, empregamos a regra da cadeia para mostrar que a antiderivada da fungdo 2 direita € o integrando 2 es-
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a —
(c) D,t<1 sec™! f)=—1-D,c(sec’I §)=1___1___(1>
a a a a ax X 2 a
a () -
1 (1)_ 1
. _3_6-2__1 Ja? _xa/xz—az

379 Calcule as seguintes antiderivadas:

dx dx dx 2x dx
©@ fﬁ ® ff © f‘—:rﬁ @ f‘Tz“‘:i

(a) Pelo Problema 37.8(a), coma =2,

(c) Complete o quadrado: x* +4x + 5 = (x + 2)* + 1. Logo,

dx _ dx
x2+4x+5 Jx+2?+1

Facau=x+2.Entdodu=dxe

dx du - -
j(x+2)2+1=Ju2+1=tg Ut CmtgT (x4 D+ C

(d) Complete o quadrado: x% —2x + 7 = (x — 1)*> + 6. Fagau = x— 1, du = dx, 2x = 2u + 2. Logo,

J edx 2u+2du_ 2udu+ 2 du

x2-2x+7 Jur+6 Jur+6 Jut+6

1

_ﬁ tg~ ‘—k +C [pela férmula rdpida II e pelo Problema 37.8(a)]*

=ln(x2-—2x+7)+itg"x——l+c

Vo s

=InW+6)+2-

37.10 Calculesen (2 cos™! (—%)).

Seja 6 = cos~ ! (—4). Entiio, pelos Teoremas 26.8 ¢ 26.1,

sen 20 = 2 sen 8 cos 6 = 2(+./1 — cos? )(cos 6)

s a ~ -1 A 2 . . . ¢ tel
Pela defini¢io da fungfo cos™, o dngulo @ est4 no segundo quadrante (seu co-seno € negativo), e assim seu seno € positi-
vo. Portanto, o-sinal positivo deve ser assumido na férmula acima,

#

" Escrevemos (u® + 6) no lugar de |’ + 6] porque u” + 6 > 0.
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sen 26 = 2(,/1 — cos? B)(cos ) = 2( 1- (— %)ZX— %)

_ 2 /1_1__3J§__z_[§
3 9 3O T3 4
22,2 42

T3 T T

37.11 Mostre que sen” e tg™' sdo fungdes impares,

Mais genericamente, podemos provar que se uma fungio um a um é impar (como o caso das funcdes restritas sen x
€ tg x, mas nao da restrita cotg x), entdo sua inversa € impar. Com efeito, se f€ um aum e impar e g € sua inversa, entdo

9(=f() = g(f(=x))  [j4 que fix) = )]

= —x [jdque géainversadef]

—g(f(x)) [jd que g é ainversa de f]
0 que mostra que g € impar. (Poderia uma fun¢do um a um ser par?)

Problemas Complementares T

. ~ . ¢ < . -1
37.12 Para cada uma das seguintes funcdes f, determine se € um a um: e se for; encontre uma férmula para a inversa f~'.

x-5
@ [®=3+3 @ fe)=Ix © 10)="
1
@ fO=6-1" @ [O=6-1 ¢ f@=;
3x+5 1 . x+2
O === 0 =m0 W=l

,37'13 Calcule:

(@) cos“(——é> (b) sen”(—*@) © tg7'1 @ tg_ll—3

3

(e) sec™'. /2 (f) sec™? (— 2—\3@) @ escl(=/2) (B cotg™t(-1)
(i) sec™!(-2)

37.14 (a) Seja 0 = cos™* (3). Encontre os valores de sen 6, tg 6, cotg 6, sec fe csc 6.
(b) Seja 6 =sen™' (—3). Encontre cos 6, tg 6, cotg 6, sec Be csc 6,

37.15 Calcule os seguintes valores:

(@) sen (cos'1 g)

(d) sen (cosj1 §~ tg™! 2) (e) sen™! (sen 7)

() tg (sec‘1 1?3) (¢) cos (sen“l §+ sec™! 3)

[Sugestoes: Noitem (b) 5% + 122 = 132; no item (c) cos (4 + v) = cos u cos v — sen u sen v; o item (¢) € uma ques-
tdo ardilosa.]

37.16 Encontre o domfﬁio ¢ aimagem da fungdo f(x) = cos (tg~! X).
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37.17 Derive:

37.18

37.19
37.20

(@ sen!x+cosix (b)) tgTlx+cotgix () sec™!x+cscT!
(e) Explique o significado de suas respostas.

Derive:

(@ xtg™'lx en ! \/;c (¢ tg™!(cos x)

(&) e*cos™!x () g™ x) (g) csc7!

1
() tgt ( aj;;) (j) sen™! . +sec”!x (k) tg

1

Qual identidade € inferida pelo resultado do Problema 37.18(i)?

Calcule as seguintes antiderivadas:

[ dx
@ J4+x?
@[ &
A8 “'56"—'-"3)\/;—?67
@ —
C dx
m | ——
J 4/ 6x — xz
[ xdx
(9
LN 4 h x4
[Sugestdes:

37.21

37.22

37.23

V)

()

U]

v

[ dx

4+ 9x? ©
F dx

ETT RN
[ &
x/3x* -2
[ 2x dx
e (0)
A 6x — x?
[ ¢* dx

v Y

1
@ tgtx+tg -
X

(d) In{cotg™! 3x)

1 X
- (h x/a®—x*>+a® sen”;
x

-2

X

,

r

»

r

v

dx

25 — x?

dx

dx

)@+ 0

x dx
x2 4 8x + 20

[ cos x dx

5 +sen? x

x% — 6x; (1) Do(6x — x2) = 6 — 2x; (p) divida x* por x? — 2x + 4.]

Encontre uma equagiio da reta tangente ao grifico de y = sen™ {x/3) na origem.

@

()

®

LY

LY

3

/=4

x dx

x*+9

X3 dx’
x2—2x+4
dx
x4+ 2x + 10

(b) Faga u = 3x; (d) faga u = 4x; (e) faga u = x - 3; (I) faga y? = x* + 9; (m) complete o quadrado em

Uma escada com 13 pés de comprimento se ap6ia contra uma parede. A base da escada estd se afastando da base da pa-
rede a taxa de 5 pés por segundo. Quanto varia a medida em radianos do angulo entre a escada e 0 chdo no momento em
que a base da escada estd a 12 pés da base da parede?

O raio de luz de um farol a trés milhas de uma costa retilinea gira a taxa de 5 revolugdes por minuto. Qual a velocidade
do ponto P que o raio de luz atinge na costa quando este ponto estd a 4 milhas do ponto A da costa que € projecio ortogo-
nal do farol (ver Fig. 37-9)?

Fig. 37-9

v it
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37.24

37.25

37.26

37.27

37.28

37.29

37.30

37.31

37.32

37.33

37.34

Calcule adreasobacurva y = acimadoeixoxeentreasretasx =0ex = 1.

1
1+ x2

1 . .
Calcule a drea soba curva y = = acima doeixoxeentreasretasx =0ex = 1/2.
1—x

A regido 4 sobacurva y = acima do eixo x e entre as retas x = 2/\/5 € x = 2, gira em torno do eixo y.

1
x3/x? —1

Calcule o volume do sélido resultante.

Use a férmula de comprimento de arco (32.2) para encontrar a circunferéncia de um circulo de raio r. [Sugestdo: De-

termine o comprimento do arco da parte do circulo x* + y* = r? no primeiro quadrante e multiplique por 4.]

Uma pessoa estd vendo uma pintura pendurada em uma parede. A dimensdo vertical da pintura é de 2 pés e a base da mes-
ma estd 2 pés acima do nivel dos olhos do observador. Determine a distancia x que o observador deveria ficar da parede
para maximizar o tamanho angular 6 da pintura. [Sugestdo: Expresse 6 como a diferenca entre duas inversas da fungio
cotangente; ver Fig. 37.10.]

//,

- 2
////

//// _,””-"
//’:3—0 - 12

zZ-- |

e —

|

|

|

|

|

|

|

i

X
Fig. 37-10

Para quais valores de x que cada uma das seguintes equacées é verdadeira?

(@ sen"'(senx)=x (b) cos"!(cosx)=x (c) sen"!(—x)= —sen"!x

(d) sen(sen”!'x)=x (&) cos(cos ! x)=x '

1)) Use uma calculadora gréfica para desenhar o gréfico de y = sen™ x e reveja sua resposta ao item (a).
Calcule y’ por derivagdo implicita:

@ x*-—xtg7ly=Iny (b) cos™lxy=e¥

Esboce o grificode y=tg™ ! x —In /1 + x2.

. . _1 N . v, . . - . .. ., .
Assumindo que cotg™ e csc™ sdo diferencidveis, use derivagdo implicita para obter as férmulas para suas derivadas.

Calcule os valores médios de fx)= 1 em [-2,2].
4 + x?
' 4dx . . . : .
(a) Mostre que 7 = T (b) Aproxime m usando a regra de Simpson para a integral definida no item (a), com
o

n=8.



Capitulo 38

Integracao por Partes

+

Neste capitulo aprenderemos uma das técnicas mais tteis para determinar antiderivadas. Sejam fe g fungdes dife-
rencidveis. A regra do produto nos diz que

% (f(x)g(x)) = f(x)g'(x) + g(x)f(x)
ou, em termos de antiderivadas,

J(¥)g() = J(f (¥)g'(x) + g(x)f'(x) dx = jf (x)g'(x) dx + Jg(X)f '(x) dx

As substitui¢des u = f(x) e-v = g(x) transformam isso em'

uu=Judv+fvdu

fu dv = up — Jv du  integragdo por partes

da qual obtemos

A idéia por trds da integragfio por partes € trocar uma integragéo “dificil” j # dv por uma integragdo j v du.
facil.

1 , - R . .
Por exemplo, | f(x)g'(x) dx = f u dv, onde, no resultado da integragio A direita, substitufmos u por f(x) e v por g(x). De fato, pela regra da cadeia,

d d d d d
: p (f u dv) - U u dv) T ] =) = ( f S99 dx)

Logo, f u dv = | f(x)g'(x) dx. Analogamente, fvdu={g(xf(x)dx
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Exemplos

(a) Calcule j xe* dx. Isso terd a forma J'u dv se escolhermos

u=x e dv=e¢e" dx

Como dv = v/(x) dx e dv = € dx, devemos ter v'(x) = €*. Logo,

=J‘e"dx=e"+C

€ assumimos o caso mais simples, C = 0, fazendo v = ¢~

Como du = dx, o procedimento de integragfio por partes assume a seguinte forma:

J‘u dv=uv—fvdu
. J‘xe" dx = xe* — fe" dx

= xe* — e* + C =e"(x— 1).+.C e

A integrag@o por partes pode ser feita mais facilmente se fizermos um quadro como o que segue abaixo pa-

ra o exemplo (@) dado acima:

u=x dv = € dx
du = dx v=e

Na primeira linha, colocamos u e dv. Na segunda linha, escrevemos du e v. O resultado up — j' vdué

obtido a partir do quadro, multiplicando o canto esquerdo superior u pelo canto direito inferior v e entdo sub-

traindo a integral j v du das duas entradas da segunda linha.

Note que tudo depende de uma escolha adequada de u e v. Se tivéssemos, por exemplo, consxderado

u=e"e dv =xdxentio v = | x dx = x?/2 e terfamos

X xxz xz X
Jxe dx =e 7—J7e dx

o que € vdlido, mas de pouco uso para calcular j xe* dx. Terfamos substituido a integragio “dificil”

| xe* dx pela integragiio ainda mais “dificil” | (x*/2) € dx.

(b) Determine fx In x dx. Tentemos ¥ = Inx e dv = x dx:

u=Inx dv = x dx
1 x?
du—;dx v—-z—

Logo, v = fx dx = x?/2. Assim,
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J.udv=uv—J‘vdu

x2

2
1
fxlnxdx-:(lnx)zcz——--[?)—cdx

2 1
=%lnx—§jxdx
2 1 2
=%lnx—§%+c

X2
=~21—(21nx~1)+C

(c) Calcule jln x dx. Tentemosu = Inxe dv = dx:

u=Inx dv = dx

1
du=—dx v=x
x

Jddv——!uv”—'—”jbdu ‘
1
Jlnxdx=xlnx-fx;dx
=xlnx—Jldx

=xhx—-x+C
=x(nx—-1)+C

N . ~ ~ , #* .
(d) As vezes duas integragdes por partes sio necessdrias. Considere Je" cos x dx. Faca u = ¢€* e dv = cos x dx:

u=e* dv = cos x dx
du=¢*dx =sen x
Logo,
~
e"cosxdx=e"senx——J'e"senxdx )

Tentemos determinar J'e" sen x dx por outra integrag@o por partes. Faca u = ¢ e dp = senxdx:

u=e dv = sen x dx
du = " dx V= —Cos X

Logo,
Je" sen x dx = —e* cos x —j(—e" cos x) dx

= ——e"cosx+J‘e" cos x dx

% . N - . . ~ P
N.deT.: As vezes, muito mais do que duas integragOes por partes sdo necessarias,

i, S

L

. GG A
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Substitua essa expressdo para J e sen x dx em (/) e resolva a equagdo resultante, isolando a antiderivada pe-

dida,
o
e*cos x dx =e* sen x —(—e" cos X + Je" cos X dx)
e"cosxdx=e"senx+e"cosx—Je"cosxdx
2 | €" cos x dx = ¢€* sen x + €* cos x = e*(sen x + cOs X)
»
¢ cos x dx = e*(sen x2+ €os x) +C
Problemas Resolvidos
38.1 Calcule J‘xe"‘ dx.
Faca
u=x dv=e"*dx
du = dx =J.e“" dx = —e™*

Integragdo por partes nos d4

Ixe“" dx = —xe™* — J(—e"‘) dx = —xe * + je"‘ dx
=—xe*—e *+C=—ex+1)+C

Outro método consistiria em fazer a mudanga de varidveis x = —t e usar o exemplo (a) deste Capitulo.

38.2 (a) Estabeleca a formula de redugdo

Jx"e" dx = x"¢*—n J‘x"”‘e" dx %)

para J‘x"e" dx n=1,2,3,..).

(b) Calcule j x2e* dx.

(a) Faga

u=x" dv = e* dx
du=nx""1 dx =¢*

e integre, por partes,

Jx"e" dx = x"e* — Ie"(nx”"‘) dx = x"e* —n fx"“e" dx
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(b) Paran=1,(2)nosdd

como no exemplo (a). Omitimos a constante arbitrédria C até o final do célculo. Agora faga n = 2 em (2),

38.3 Calcule J tg~! x dx.

Faca

38.4 Calcule J’cosz x dx.

Faca

Entdo,

Isolando Jcosz x dx,

fxe"dx=xé—fe"dx=xe"—e"=(x—l)e"

J.xze" dx = x%* =2 fxe" dx = x¥e* — 2((x — 1)e)

=(x?=2x-1)eF=(x>*-2x+2e*+C

1 .
=xtg ' x— 3 In|14x*|+C  [pelaférmula ripida II, Problema 34.5]

1
=xtg"x—§ln(1+x2)+C [j4 que 1 + x* > 0]

U =Cos X dv = cos x dx
du = — sen x dx v=sen x

,
J' cos? x dx = cos x sen x — | (sen x)(—sen x) dx

M
= cos x sen x + | sen? x dx

o
r

= cos x sen x + | (1 — cos? x) dx

r
= cos X sen x + ldx—fcoszxdx

choszxdx=cosxsenx+j1dx=cosxsenx+x

1
jwszxdx=§(cosxsenx+x)+c

el am e e w wr owOUen w om A W B om0 W W W ﬁ‘

e | vk weell e

et

e
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Esse resultado é mais facilmente obtido pelo uso do Teorema 26.8,

2
jcoszxdx=%j(c052x+1)dx=%(se; x+x)+C

_l 2 sen X COs X
)

1
2 +x)+C=§(senxcosx+x)+C

38.5 Calcule Jx tg™! x dx.

Faca
u=tg !x dv = x dx
1 x?
du = 2dx v=—
+ x 2
Logo,
_ x: 1 x?
. thg‘xdx=?tg‘x—5f1+x2dx
Mas
¥ (4 -1 14+% 1 _q 1
T+x2  1+x2 14+x2 1+x2 1+ x?2
e, assim,
X av=|14 ! x—x—tgix+C
= X — = —_
1+ x% 1+ x? g
Portanto,
-1 xz -1 1 -1
x tg xdx=—2—tg x—~2-(x—tg x) + C,

1
=§(x2tg'1x——(x—tg“x))+cl
1 2 -1 -1

=§(x tgTlx—x+tg7t )+ C

= % g ' x)2+1)—x)+ C,

Problemas Complementares

38.6 Calcule:

r r ~ r

(@ |x%e*dx () | e senxdx (¢) | x3e*dx (d {sen!xdx
r , 'y *”
(e) x cos x dx (f) | x?senxdx (9) cos(Inx)dx  (h) |xcos(5x—1)dx
0” UP u” up
(@) €°* cos bx dx () | sen? x dx (k) §cos® xdx (D | cos* xdx
o v o v
r - r r r
m) | xe3* dx (m) | xsec? xdx (0) | x cos? x dx (» | (nx)?*dx
, ( ' [ 2 (In x [ 2,3
@ x sen 2x dx ()] x sen x* dx s) = dx ® x%e’* dx
r : .n ‘n 3 ~~
W |x*tg txdx @ |InE*+dx (W) \/% dx  (x) |x*Inxdx
LY o o +‘x v

[Sugestdo: Integragio por partes ndo € um método adequado para o item (r).]
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38.7

38.8

38.9

38.10

38.11

38.12

38.13

Seja # aregido delimitada pela curva y = In x, pelo eixo x ¢ pela reta x = e. (a) Determine a drea de . (b) Encontre o
volume gerado pela revolugdo de % em torno (i) do eixo x; (ii) do eixo y.

Seja 2 aregido delimitada pela curva y = x" In x, pelo eixo x e pela reta x = e. Calcule: (a) a drea de #; (b) o volume do
sélido gerado pela rotagdo de Z em torno do eixo y; (¢) o volume do s6lido gerado pela rotagéo de # em torno do eixo x.

[Sugestdo: No item (c), na integral do volume, faca u = (In x)%, v = —1/x e use o Problema 38.6(s).]

Obtenha, a partir do Problema 38.8(c), os extremos (adequados): 2,5 < e < 2,823. [Sugestdo: Pelo Problema 30.3(c),

e 2 — —1
Osf (115) <l oo 0<2-2<%3
L\ x e e” e

A desigualdade do lado esquerdo nos d4 e > §; a desigualdade do lado direito nos dé e < (3 + \/7)/2.]

Seja 2 aregido sob um arco da curva y = sen x, acima do eixo x e entre x = 0 e x = 7. Encontre o volume do sélido ge-
rado pela revolugdo de £ em torno do: (a) eixo x; (b) eixo y.

Se n € um inteiro positivo, determine:

2r 2r
(@) ‘[ xcosnxdx () j X sen nx dx
0

]

Paran = 2,3, 4,..., encontre férmulas de redugio para:
(@) Jcos" xdx (b Isen” x dx
(¢) Use essas férmulas para verificar as respostas aos Problemas 38.4, 38.6(k), 38.6(J) e 38.6()).

(a) Encontre uma férmula de redugéo para j' sec” x dx (n=2,3,4,...). (b) Use essa férmula, junto com o Problema 34.7,

para calcular: (i) | sec® x dx; (ii) | sec* x dx.

" gy
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Capitulo 39

- Integrandos Trigonométricos e
~ Substituigcoes Trigonometricas

39.1 INTEGRAGCAO DE FUNGOES TRIGONOMETRICAS

J4 conhecemos as antiderivadas de algumas combinagdes simples das fungdes trigonométricas basicas. Em parti-
cular, deduzimos todas as férmulas dadas na segunda coluna do Apéndice B. Examinemos agora alguns casos mais

complicados.

 Exemplos
(a) Considere f sen® x cos" x dx, onde os inteiros nio-negativos k e n ndo sdo pares. Se, digamos, k for f 1mpar
(k=2j+ I), reescreva a integral como

Jsen“ x cos" x sen x dx = J (sen? x)/ cos” x sen x dx
= J.(l — cos? x)/ cos" x sen x dx

Agora, a mudanga de varidveis, u = cos x e du = -sen x dx, produz um integrando polinomial. (Para n fmpar, a
substitui¢do u = sen x deveria ser feita.) Por exemplo,

™
J cos? x sen® x dx = | cos? x sen* x sen x dx

o
r

= | cos? x(1 — cos? x)? sen x dx

r

= | u*(1 —ud)} (1) du = —J.uz(l —2u* + u*) du

3 5 7
~{(u2—2u4+u5)du=—(%—2%+u7>+c

Il

I

1 2 1
—gcos3x+§cos5x-7cos7x+C

(b) Considere a mesma antiderivada do item (a), mas ambos, k € n, pares; digamos, k =2p e n = 2q. Entdo, tendo
em vista as identidades de meio-angulo
1+ cos 2x 2 1 —cos 2x

2 € sen® x = )

cos? x =
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podemos escrever

sen* x cos” x dx = f(senz x)P(cos? x)? dx

_ 1 —cos 2x\?(1 + cos 2x qu
B 2 2

J (1 = cos 2x)?(1 + cos 2x)? dx

T opta

Quando os bindmios s3o desenvolvidos, o integrando se revelard como um polinémio em cos 2x,

e assim,

1 + (g — p)cos 2x) + - -+ £ (cos 2x)P*¢

fsen" x cos™ x dx =2p1+q [Jl dx +(q—p) J(COS 2)dx + -+ £ J'(COS 2x)P+e dx] 1)

Do lado direito de (7) estdo antiderivadas de poténcias impares de cos 2x, as quais podem ser calculadas pelo
método do exemplo (a), e antiderivadas de poténcias pares de cos 2x, nas quais a férmula de meio-angulo pode
ser empregada novamente. Assim, no caso da poténcia sexta, terfamos

3
J‘(COS 2x)° dx = j(cos2 2x)* dx = J(--l = 4x) dx

e expandirfamos o polindmio em cos 4x, e assim por diante. Eventualmente o processo deve terminar em uma
resposta final, como mostrado no seguinte caso especifico:

~fcos2 x sen* x dx =

.
(cos? x)sen? x)? dx

" /1 + cos 2x\/1 — cos 2x>2dx
I\ 2

( <l + cos 2x)<1 — 2 cos 2x + cos? 2x>
2 4 dx

3

(1(1 = 2 cos 2x + cos? 2x) + (cos 2x)(1 — 2 cos 2x + cos? 2x)) dx

r

(1 — 2 cos 2x + cos® 2x + cos 2x — 2 cos? 2x + cos® 2x) dx

r

(1 — cos 2x — cos? 2x + cos® 2x) dx

1
3
1
8
1
8
%(Jl dx — fcos 2x dx — J‘cosz 2x dx + Icos’ 2x dx)
1
8
1
8
1
3
1

2 4
(x _sensx_ J 1+ °2°S X ix + J(cos 231 — sen? 2) dx)

2x 1 4 1 ’
x— ex_Z X + sen X + | cos 2x dx — = | u® du ) [fazendo u = sen 2x]
2 2 4 2
( sen2x x sendx sen2x 1sen® 2x)
X — = +C

7 T2 8 tT 71T

4 3
__(f_sen X sen 2x)+c

2 8 6
X sen dx sen® 2x

16 64 48

+C

(¢) Do Problema 34.6(a), sabemos como integrar a primeira poténcia de tg x,

ftgxdx:ln]sec x|+ C

Poténcias maiores sdo tratadas por meio de uma férmula de redugio. Temos, paran =2, 3,...,

o y o o

bl s s,

o .
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J'tg" xdx = jtg"'z x(tg? x) dx = J'tg"'z x(sec? x — 1) dx
= jtg"" x sec? x dx — ~{’tg""z x dx
=J‘u"‘2 du—ftg“’zxdx [senu = tg x]

n=1
_g X —-J.tg"‘zxdx (39.1)

n-1

Analogamente, a partir de
fsecxdx:lnisecx-l—tngC

¢ da férmula de redugdo do Problema 38.13(a) podemos integrar todas as poténcias de sec x.

(d) Antiderivadas das formas f sen Ax cos Bx dx, f sen Ax sen Bxdxe f cos Ax cos Bx dx podem ser desenvolvidas
usando-se as identidades

sen Ax cos Bx == (sen (A + B)x + sen (A — B)x)
1
sen Ax sen Bx = 3 (cos (A — B)x — cos (4 + B)x)

1
cos Ax cos Bx = 3 (cos (A — B)x + cos (A + B)x)

Por exemplo,

1
Jsen 8x sen 3x dx = J (cos 5x — cos 11x) dx _%(SenSSx_ senlll x) +C

39.2 SUBSTITUICOES TRIGONOMETRICAS

Para encontrar a antiderivada de uma fungio envolvendo expressdes tais como ./a® + x*, Ja* —x* ou
x? — a?, é geralmente il substituir x por uma func@o trigonométrica.

Exemplos

(a) Calcule I, /x% + 2 dx.

Nenhum dos métodos j4 disponiveis é aplicivel aqui. Fagamos a substitui¢io ﬁ ,onde - W2 < O < +/2.

Equivalentemente, 8=tg™"' (x/\/i ). A Fig. 39-1 ilustra a relagdo entre x e 6, com @ interpretado como um an-
gulo. Temos dx \/5 =sec’ @ dBe, daFig. 39-1,

/2
i/;2=sec9 ou  /x*+2=/2seco

onde sec 6 > 0 (uma vez que - 2 < 0 < 7/2). Assim,

~f./x2+2dx=f(\/§sec 0)/2 sec? 6) dl9--—2J.sec3 6 do
=secftg6+1In|sec +tgf|+C  [peloProblema 38.13(b)]

_V/X+2 x VX2 +2 +2 x
2 AT E Al

=xvx+ -Hni"x2 +xi+C [jéquef

2 ﬁ b

x/x*+2

=———-§——-—+ln|./x2+2+xl—ln\/-2-+c
2
"V" 2 /2 2+ x| +C,

+1In

=Lal_]
1b]
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Observe como a constante — In \/5 foi absorvida no termo constante no tltimo passo. A notacdo de valor abso-
luto no logaritmo pode ser eliminada uma vez que , /x2 + 2 + x > 0 para todo x. Isso segue do fato de que

S22 X = x| —x.

Esse exemplo ilustra a seguinte regra geral: Se /X 2+ a? ocorre em um integrando, tente a substituicio x=a
tg 6 com - (n/2) < 0 < (72).

el

(2
Va-x?
V4-x?
0 0
14\ x x
=)
! Fig. 39-1 Fig. 39-2

dx.

J4 - x*
X
Faga a substituigfio x = 2 sen 6, onde — /2 < < 7/2; ou seja, 6= sen” (x/2). A interpretacdo de @ em ter-

mos de angulo é mostrada na Fig. 39-2. Mas dx =2 cos §dfe

\/4—x2_\/4—4sen26__2\/1—sen20_cosﬂ
X B 2senf = 2sen®  senf

(b) Calcule J

Note que \/1 — sen® § =,/cos? 6 = |cos 6] = cos 0, uma vez que 6 > 0 quando —7/2 < 6 < m/2. Assim,

/A _ <2
J‘—‘Lx_x dx = J(cotg 0)2 cos 6) df = 2J‘ (9&9 cos 6) df

sen 6

2 — can?
2 [958 gp g (L% O g o | csc o do— | sen 6 do
sen 6 sen 0

= 2(In |csc 6 — cotg B} 4 cos ) + C

2 — 3
2 \/4x+\/1 x)+c

2

2 J4-x?

+./4=x*+C

Esse exemplo ilustra a seguinte regra geral: Se +/ a* —x* ocorre em um integrando, tente a substitui¢do
x=asen@com-m2<0< 2.

/2 —
© Calculej. * 4 0

x3

Sejax=2sec 6,onde 0< @< 72 ou <0< 3a/2; 0u seja, 8= sec”'. Entdo dx =2 sec ftg 6dOe
V¥ —d=fAsec? 0 —4=2/sec? 6 —1=2/1g2 0=2tg0|=21g0

Observe que tg 6> 0, uma vez que estd no primeiro o terceiro quadrante. Logo,

Jxt -4 2tgh
dx =
J. 7 X J85e030(2 sec 0 tg 6) do

1(tg?0 1 sen? @ 1 ,
s JErs=3 [rar0=3 [0

1 1 ; 7_
’ o= (9—sen0cosﬂ)+C=Z(sec“f_.____x___if_c)_,,c

4 2 X
1 X 2/x*—4 A
-4(8“ 5'“7“)*‘3

L.

W oW B M

W w wd R W W W M M M W W W 8 s W
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A regra geral ilustrada por esse exemplo €: Se /X 2 — a? ocorre em um integrando, tente a substituigdo x
=asec 8, com0< 0<(n2)ou n<6<3m2.

Problemas Resolvidos

39.1 Calcule j sen® x cos? x dx.

O expoente de sen x € fmpar. Logo, faga u = cos x. Desse modo, du = -sen x dx e
fsen3 x cos? x dx = J.senz x cos? x sen x dx
= j(l — cos? x) cos? x sen x dx

= —j(l —u?)u? du = J‘(u“ —u?) du

cos®x cos®x

5 3

+C

u5 u3
=5-3tC=

39.2 Calcule J.cos“ x sen* x dx.

Os expoentes sdo ambos pares; além disso sdo iguais. Isso permite um aperfeigoamento no método da Segdo 39.1,

exemplo (b).
4
cos* x sen* x dx = | (=2 2 dx = 1 sen* 2x dx
2 16
1 1 — cos 4x\?
16

(1 —2 cos 4x + cos? 4x) dx

1 [ l
f 1dx— 7 jcos udu+ % j cos? u du) [fazendo u = 4x]

1 1 1
= x—isenu+§(u+senucosu))

1 1 X sen 4x cos 4x
=gz(x—5sen4x+§+—8———>+C
_1 3 sen 4x sen 8x
-a(7”7“+ m)+c

[
5|
[ AN
o ]
N

3x —sen 4x + ser; 8x) +C

39.3 Calcule: (a) Icos5 x dx; (b) Jsen‘ x dx.

(a) j cos® x dx = fcos“ x(cos x) dx = j (cos? x)*(cos x) dx

= J‘(l — sen? x)*(cos x) dx = ‘[(1 — 2 sen® x + sen* x)(cos x) dx
Facau=sen x. Logo, du=cosxdxe

] 35
jcos’xdx:j(l-2u2+u4)du=u_2%+1‘5_

; 2sen® x  sen® x
=sen x — 3

+C
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L

PR G )

(b) Essa antiderivada foi essencialmente obtida no Problema 39.2,

J‘sen4 xdx =2 J\sen“ (2u) du [seja u= —)25]

16 sen 8u
=2-E—§(3u—sen4u+ 3 )+C

4
=i~(§—; —sen 2x + sen8 x)+ C

39.4 Calcule f tg® x dx.

A partir da férmula de redugdo (39.7),

tg? tg?
jtgaxdxz 32" —.[tgxdx= £~

4 4 2

t t t
thsxdx——— £~ —Itg3xdx= g4x - gzx +1n|sec x|+ C

—In |sec x|

-

v

e we, @ MG B BB @k

Vi e, mie

Dl e

39.5 Mostre como determinar | tg” x sec’ x dx: (a) quando g & par; (b) quando p € impar. (c) lustre ambas as técnicas com
q p

| tg3 x sec’ x dx e mostre que as duas respostas sdo equivalentes.
(a) Sejag=2r(r=1,2,3,...).Logo

Itg’ x sec?’ x dx = J.tg" x sec?® ™1 x(sec? x) dx

= j‘tg” x(1 + tg? x) ~Y(sec? x) dx

uma vez que 1 +tg’ x = sec’ x. Agora, a substituigio u = tg x, du = sec’ x dx, produz um integrando polinomial.

() Sejap=2s+1(s=0,1,2,...). Logo,
jtg”*‘x sec? x dx = ftgz’ x sec? ™! x(sec x tg x) dx

= f(secz x — 1)° sec?™* x(sec x tg x) dx

uma vez que tg’ x = sec> x— 1. Agora faga v =sec xe dv = sec x tg x dx, para obter um integrando polinomial.

(¢) Deacordo com o item (a),
Itg3 x sec* x dx = th’ x(1 + tg? x)sec? x) dx

= Iu3(l +u?) du = J‘(u3 + u5) du

ut  ub gt x tgbx
= — —_— C=-——————
2ts " 7 "6

+C

De acordo com o item (b),
J'tg“ x sec* x dx = I(secz x — 1) sec® x(sec x tg x) dx

= J‘(vz — 1) dv= ‘[(05 — %) dv

06

04
T e — C=
7t

6

sec® x  sec* x

6 4

+C

Como 1 +u’= vz,
6

v° 4% — 60* 41 + u?)® — 61 + u?)?
6 =

24 24

v4
_._4_=
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ALGEBRA M+ =14+3t+32+¢

4+ 3P 4 3ut + u) — 6(1 + 207 + u)

24
4+ 12u® + 12u* + 4u® — 6 — 12 — 6u*
N 2%
_6u4+4u6—2_u“+u_6”i
24 4 6 12

¢ assim as duas expressdes para f tg’ x sec’ x dx sio equivalentes. (O — 5 € absorvido pela constante arbitréaria C.)

39.6 Calcule Itgz X sec x dx.

O Problema 39.5 ndo ajuda nada aqui.
J‘tgz x sec x dx = Jx(sec2 x — 1) sec x dx = f(sec3 x — sec x) dx

= D

1
secxtgx——z-lnlsecx+tgx|+c

39.7 Prove aidentidade trigonométrica sen Ax cos Bx = 3(sen (4 + B)x + sen (4 — B)x).
As férmulas de soma e diferenca do Teorema 26.6 nos ddo

sen (4 + B)x = sen (Ax + Bx) = sen Ax cos Bx + cos Ax sen Bx

sen (4 — B)x = sen (Ax — Bx) = sen Ax cos Bx — cos Ax sen Bx

e assim, por adicdo, sen (4 + B)x + sen (4 — B)x = 2 sen Ax cos Bx.

2n

39.8 Calcule o valor de J. sen nx cos kx dx para inteiros positivos n ¢ k.
o

Caso 1: n# k. Pelo Problema 39.7, comA=ne B=k,

2r 1 2n
j sen nx cos kx dx =5 f (sen (n + k)x + sen (n — k)x) dx
o o

1 fcos (n+ k)x ,cos (n— k)x) 2n
2 n+k n—k

=0

0
pois cos px €, para p inteiro, uma fungfo periédica de periodo 27.
Caso 2: n = k. Logo, pela férmula do angulo duplo para a fungéo seno,

2z 2 ’e
J sen nx cos nx dx A sen 2nx dx = _1fcos 2nx) [** 0
0 2 Jo 2\ 2n R

dx
NZET

A presenca de +/ x* +9 sugere fazer x =3 tg 6. Assim, dx =3 sec’ 0d6, e

39.9 Calcule

VEE+9=/91g% 0+9=./%% 6+ 1)=3/sec’ 6=3sech

dx 3 sec? 0
Logo, , - - -
0go . f\/m T D do jsecﬂd() Injsec®+tgb|+C
/x2 ; | /32
=1In ——5%;j;2 +-§ +C=1In »—E__%%g_i;f +C

=ln|/x*+9+x|+K=In(\/x*+9+x)+K

(secxtgx+In|secx +tgx])—1In|sec x +tgx|+ C [pelo Problema 38.13(b)]
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Jx*+9
__x__g_i_—_x =n|/x*+9+x|—-1n3

¢ a constante — In 3 pode ser absorvida pela constante arbitraria K. Além disso,

JxX2+9+x>0

NOTA In

dx

39.10 Calcule j———————

xt/3—x*
A presenga de /3 — x? sugere a substituigio x = \/3 sen 6. Desse modo, dx = \/5 cos Bd6.

\/3—x2=\/3-—3sen20=\/3(1—sen28)=\/§«/cos20=\/§cose

0 1
. J‘ dx =J /3 cos 0 df ___lf d2 =-Jcs020d0
x23—x% J(3sen*6)3cosg) 3Jsen®6 3
-—-—%cot()-}-c

— 2 2
Mas cotg0=COSB=“/3 x/\/§=‘/3 X

sen 0 x/ﬁ X

dx 3—x?
Logo, jx’ 3—-x2~——‘ I +C

dx.

x2
39.11 Calcule ‘[
Jx*—4
A ocorréncia de \/x* — 4 sugere a substituigio x = 2 sec 6. Logo, dx =2 sec 0tg 6 d6.

S —4=Jhsec? —d4=/Msec? 0 1)=2/1g? 0=21g8
J‘ x? I = J' (4 sec? 9)(2 sec O tg 6)

Jx* -4 21t

=2secHtgf+1In|sec O +tgb)+C [pelo Problema 38.13(b)]

=2<§./x2—4 5+,/x2——4l>+c
2 2 2 2
7
x+«/2x 4|+C

a6 =4 .[sec3 0do

+In

2
4
=X "2 +2In

2
JE 4
=N 2 x+ X -4l +K

onde K = C -2 In 2 (compare com o Problema 39.9).

Problemas Complementares

39.12 Calcule as seguintes antiderivadas:

(@ Psen x cos? x dx () ncosz 3x dx (o) ﬁsen“ x cos® x dx ) ~0055 x dx
(e ~cos6 x ;senz x dx f) ”tgz % dx ) ntg6 x dx ) ﬂsecs x dx

¢ (i) ntgz x sec* x dx G) ”tg:’ x sec® x dx *) .tg‘ x sec x dx 0 ”sen 2x cos 2x dx
(m) ”sen nx cos Inx dx  (n) ” sen 5x sen 7x dx b(o) ncos 4x cos 9x dx

Cw e m om W we W W W W w wr W w0 W W

ey )
o aw
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39.13

W Nl

39.14

gi 39.15
A
;a
El
€
A
€
3
39.16

39.17
39.18
39.19
39.20

Prove as seguintes identidades:

(a) sen Ax sen Bx =El(cos (A — B)x —cos (A + B)x)

(b) cos Ax cos Bx = % (cos (4 — B)x + cos (4 + B)x)

Calcule as seguintes integrais definidas, onde os inteiros positivos n € k sdo distintos:

(a) sen Ax sen Bx =51(cos (4 — B)x — cos (A + B)x)

1
(b) cos Ax cos Bx = 3 (cos (A — B)x + cos (4 + B)x)

Calcule:

@ j x;’ Lix : 4xi = & © .”E dx @ f 2x- = dx
I ey TN e O e
@) :xz 1—x*dx () :ez"‘ 1-e*dx (k) :(_x—z———::——i-ﬂ)z

Encontre o comprimento de arco da pardbola y = x*de (0,0)a (2, 4).

Encontre o comprimento de arcoda curvay=Inxde (1,0)a (e, 1).
Encontre o comprimento de arco da curvay =¢" de (0,1) a (1,¢).

Encontre o comprimento de arco da curva y = In cos x de (0, 0) a (7/3, — In2).
x2 2

Calcule a 4rea envolvida pela elipse ) + 7= L



Capitulo 40

Integracao de Funcoes Racionais;
O Método das FracoOes Parciais

Este capitulo oferecera um método geral para calcular integrais indefinidas da forma

N(x)
f Do)

onde N(x) e D(x) sdo polindmios. Isso significa que mostraremos como encontrar a antiderivada de qualquer fungdo
racional f(x) = N(x)/D(x) (ver Se¢do 9.3). Duas hipéteses serdo assumidas, sendo que nenhuma delas € realmente
restritiva: (i) o coeficiente do mondmio de maior grau em D(x) € +1; (ii) N(x) € de menor grau que D(x) [ou seja,
fx) é uma func@o racional prépria].

Exemplos
@ 8x* _:_z 8x* o —sext
YT 3k~ 11 -7 —3x043x— 11 x0—20x + 77
x* + Tx
(b) Considere a fungdo racional imprépria f(x) = 71 A divisdo longa (ver Fig. 40-1) nos leva a
Tx+1
=x2+1
fx)=x*+1+ o1
Conseqiientemente,
Tx+1 3 7 1
J.f(x)dx=J(x2+ Dax+ | 2F =X g xs [ 2
x*—1 3 x*—1

e o problema se reduz a encontrar a antiderivada de uma fungdo racional prépria.

x* +7xlx2—1

—x* 4+ x? x2 41
x2 4+ 7x
-x? +1
Tx + 1

Fig. 40-1

e me Mk W9 M

\ “
[N s

i
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Os teoremas que se seguem valem para polindmios com coeficientes reais arbitrarios. No entanto, para fins de
simplificacdo, exemplificaremos apenas com polindmios cujos coeficientes sdo inteiros.

Teorema 40.1:  Qualquer polindmio D(x) cujo mondmio de maior grau tem coeficiente 1 pode ser expresso co-
mo o produto de fatores lineares, da forma x — a, e fatores quadrdticos irredutiveis (que néo po-
dem ser fatorados), da forma x> + bx + ¢, sendo que repeticdo de fatores & permitida.

Como explicado na Se¢@o 7.4, as raizes reais de D(x) determinam seus fatores lineares.
Exemplos
(@ xP—1=x—-1)x+1)
Aqui o polindmio tem duas raizes reais (+1) e, portanto, € um produto entre dois fatores lineares.
(b) X+ 22 —8x—2=(x—3)x*+5x+7)

A raiz x =3, que gera o fator linear x — 3, foi encontrada testando os divisores de 21. A divisdo de D(x) porx—3
resultou no polindmio. Esse polindmio € irredutivel, uma vez que, pela férmula quadrética, suas raizes sio

bt /b -4 —5+./-3
B 2

X = 2

que, por sua vez, ndo sdo nimeros reais.

Teorema 40.2  (Representagdo em Fragdes Parciais): Qualquer fragdo (prépria) f(x) = N(x)/D(x) pode ser es-
crita como uma soma de fun¢des racionais proprias mais simples. Cada parcela tem como de-
nominador um dos fatores lineares ou quadraticos de D(x), elevado a alguma poténcia.

Pelo Teorema 40.2, | f(x)dx € dada como uma soma de antiderivadas mais simples — antiderivadas que, de fato,
podem ser calculadas pelas técnicas jd conhecidas até aqui.

Serd mostrado agora como construir a representacdo em fragGes parciais e integra-la termo a termo.
Caso 1: D(x) é um produto de fatores lineares ndo repetidos.

A representac@o de flx) em fragles parciais é

N(x A A A
( ) - 1 + 2 4ot n
x—a)x—ay) -(x—a,) x—a, x-—a, X —a,

Os numeradores constantes A,, . . ., A, sdo determinados como no exemplo a seguir.

2x+1 A, A,

Exemplo (x+1)(x——1)=x+1+x“1

Elimine os denominadores multiplicando ambos os lados por (x + 1)(x — 1),

2x + 1 A, A,
Dx—1) ———== -1 x—1
(x + 1)x )(x+1)(x—-1) (x + I)(x )x 1+(x+ Mx )x—l
dxk+1=Ax—1)+A,(x+1) "]
Em (/) substitua individualmente as raizes de D(x). Com x =—1,
1
—1=4,(-2)+0 ou A1=-2-

ecomx;l,
' 3
3=0+4,2) ou A2=-2-

Com todas as constantes conhecidas, a antiderivada de f(x) serd a soma de termos da forma

j A dx=Aln|x —a|
# X—a
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Caso 2: D(x) é um produto entre fatores lineares, sendo que pelo menos um deles é repetido.

Esse € tratado do mesmo modo que no Caso 1, exceto que um fator repetido (x — a)k corresponde a uma soma
da forma

Al‘ +_....‘i2_+...+ A"
x—a (x—a)? (x —af

Ix+1 __Al_‘_ A, +A3
x—1*x-2 x—1 (x—1P x—2

Exemplo

Multiplique por (x - 1)%(x - 2),
3x+1=A;(x — 1)(x —2) + Ay(x — 2) + A3(x — 1)? 2
Fazendox=1,
4=0+A)-1)+0 ou A,=-4
Fazendox?2,
T=04+0+A451) ou Ay=7

O dltimo numerador, A,, € determinado pela condigdo de que o coeficiente de x* do lado direito de (2) € zero (uma
vez que € zero do lado esquerdo). Logo,

A +4;=0 ou A4 =-45=-7

[Mais genericamente, usamos todas as raizes de D(x) para determinar alguns dos As e entdo comparamos coefi-
cientes — de todas as poténcias necessdrias — para encontrar os tltimos As.]

Agora as antiderivadas de f{x) consistirdo de termos da forma In| x — a | adicionado a pelo menos um termo da
forma

A B .
Jetaemrtym ven

Caso 3: D(x) tem fatores quadrdticos irredutiveis, mas nenhum é repetido.
Nesse caso, cada fator quadratico x* + bx + ¢ contribui com uma parcela
Ax + B
x> +bx+c
na representagdo em fragoes parciais.
x*—1 Ay A, x+ A4,

Exemplo K+ )x+2) x+2 x+1

Multiplique por (¥’ + 1)(x + 2),

X2—1=A4,(x*+ 1)+ (4, x + A3)(x + 2) ?3)
Facax=-2,

3
5 3=A1(5)+0 ou Alzg
Comparando coeficientes de x° (os termos constantes),
1 1/8 4
—1=4,+24 A;=-=-(1 =—=lz]=-=
1 3 ou 3 2 1+4,) (5> 5
Comparando coeficientes de x%,

1=A1+A2 ou A2=1"A1="

L E= LN

e
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A soma para [ f(x)dx vai agora incluir, além de termos que surgem de eventuais fatores lineares, pelo menos um ter-

- mo da forma

Ab

f Ax+B ‘J( ) C=B-+
2 = , 2

* +bx+c { +—i +62 62=—-:c——%->0

AutC i b
ju +62 faca u-x+-?:

udu du i i
=Afm+cfm

_4 2,50, C -1 ¥
—zln(u+5)+6tg 3

(Para uma garantia de que 6 é um nimero real ver Problema 40.7.)
Caso 4: D(x) tem pelo menos um fator quadrdtico irredutivel repetido.
Um fator quadrtico (¥*+ bx + )k repetido contribui na representa¢do em fragGes parciais com a expressao

Alx -+ Az A3x + A4 . A2k_1x -+ A2k
ax* +bx + ¢ (ax* + bx + ¢ (ax? + bx + o)*

O célculo nesse caso pode ser demorado e cansativo.

x*+1 Ax+A4, A;x+ A,

Exemplo (xz + 1)2 T X2 +1 (xz + 1)2
Multiplique por (" + 1)?,

XA l=(Ax+ )2+ 1)+ A,x+ A,
Compare os coeficientes de x*,
1 =4,
Compare os coeficientes de x*,
0=4,
Compare os coeficientes cie X,
0=A4,+4; ou Ay=—-4,=-1

Compare os coeficientes de x°,

1=A4,+4, ou A,=1-4,=1

A nova contribuiggo a | f(x) dx consistir4 de um ou mais termos da forma

Ax + B u du
I (x2 + bx + ¢y dx=4 62)’ (W* + 52)’ [eomo no Caso 3]

=(T:-§2—)J_—1+chosz" Vodo  [facau=61tgh]

e sabemos como calcular a integral trigonométrica [ver o Problema 38.12(a) ou o exemplo (b) da Seg¢do 39.1].
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Problemas Resolvidos

263 + x2—6x +7
x> +x—6
O numerador tem grau maior que o denominador. Portanto, divida o numerador pelo denominador,

34 xP—6x+7 X2+ x—6
—ad—ax2qiax X

40.1 Calcule f

—~x2+6x+7
x24+ x—6
Ix+1
Assim, 2x3+x2—-6x+7=2x_1+ Tx + 1
2 2
x*+x—-6 x*+x—6

Em seguida, fatore o denominador, x* + x — 6 = (x+3)(x - 2). A decomposicdo em fragdes parciais tem a forma (Caso 1)
g P

Tx+1 4 + A,
(x+3)x—-2 x+3 x-2

Multiplique pelo denominador (x + 3)(x - 2),

Tx+1=A,(x—2)+ Ay(x + 3)

Fagax=2,

15=0+54, ou A, =3
Facax=-3,

20=-54,+0 ou A4, =4
Logo,

Tx +1 _ 4 4 3

x+3)x—-2) x+3 x-2

e

2+ x2—6x+7 { 4 3
J‘ x2+hx—6 dx-J.(Zx—-l)dx—Ffx+3dx+fx_2dx

=x?—x+4In|x+3|+3In|x-2|+C

x* dx
x® —3x%—9x + 27"
Testando os fatores de 27, descobrimos que 3 € uma raiz de D(x). Dividindo D(x) por x — 3 nos d4
x* = 3x% — 9x + 27 = (x — 3}x® — 9) = (x — 3)(x — 3)(x + 3) = (x — 3)%(x + 3)
€ assim a representagio em fragGes parciais € (Caso 2)

x? A A4
k=3%x+3) x—=3 (x—3? x+3

40.2 Calcule f

Multiplique por ¢x - 3)X(x +3),

x? = Ay(x = 3)x + 3) + A,(x + 3) + A5(x — 3)?
Facax=3,

9=0+64,+0 ou A2=%

Facax=-3,

9=0+0+A43(—6?> ou Ay=

T TEETERFTET AT B B

o £
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¢
(g Compare os coeficientes de x*,
§W§; 1=A4, + A4, ou A1=1——A3=Z
% Logo,
¢ x2 _31 3t 1l
§§ x}—3x2—9x+27 4x-3 2(x—37? 4x+3

i
€ x? dx 3 31 1

=-1 -3 —c—+-1 3|+ C

~ ey oy el L b P LY
x+1
403 Calcule | ———— dx.
x(x* +2)

Esse é 0 Caso 3,
x+1 A4 Ay x+ A4,
. x(2+2) x  x*42
Multiplique por x(F* +2),
x+1=A4,(x>+2)+ x(4,x + 43)
Faga x =0,

|
1=24,+0 ou A1=§

Compare os coeficientes de xz,

N -

0=A4,+4, ou A,=-4,=-—

Compare os coeficientes de x,

Logo,

x+1 dx-—l ldx 1 xdx+ dx
xx2+2)  2)x 2)x*4+2 Jx*42

Como o fator quadrético x* + 2 € um quadrado completo, pdemos fazer a integragdo do lado direito sem uma mudanga de
varidveis,

1 1 1 1
J—ii‘“’dx=-2*1nlxl—zln(x2+2)+——~tg"‘—x—+c

x(* +2) NN

1
1_-— sen X + cos xdx

40.4 Calcule I

Observe que o integrando € uma fungdo racional de sen x e de cos x. Qualquer fungdo racional das seis fungdes
trigonométricas se reduz a uma fungdo desse tipo € 0 método que usaremos para resolver esse problema em particular fun-
cionar4 para qualquer fung@o dessa forma. '

Faga a mudanga de varidveis z = tg (x/2); ou seja,.-= 2 tg”' z. Logo,

2

dx = —=
* 1422

dz

#

e, pelo Teorema 26.8,
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sen x =2 sen)z—c cos % =2 stfc(zx{)zciZ)
tg (x/2) 2z
TNt (x2) 1+ 2
tg % (x/2)
% sec? (x/2)
tg 2 (x/2) 222 1-2
T+ (x2)  1+2 1+2

x
cosx=1—2sen*==1

Quando essa substituigdes sdo feitas, o integrando resultante serd uma fungdo racional de z (pois composigdes e produtos

de fungdes racionais sdo fungdes racionais). O método das fragdes parciais pode entio ser aplicado,

r _ 22\ —1 2
f(l—senx+cosx)"dx= (1 2 ! Z) dz

_1+zz+1+zz 1+22
((1+2)—2z+(1 -2\ 2
= 3 5 dz
J 1+z 14z

[(2-22\" 2 e (L2 2 i
I\ +2) 127 J2—2z1+2

~

1
= dz=—-In|l-z|+C

J1—2
X
=—-Injl—-tg=|+C
n gzi+
40.5 Calcul x dx
DA e F )0+ 2x + 2
Esse € 0 Caso 4 para D(x) e, portanto,
X A4, Ay x + A, Ayx + As

D +2x+27 x+1 Ctoxt2 (24 2xF 2P
Multiplique por (x + 1)(x* + 2x + 2)?,
X =A% +2x + 2% + (A x + A3)x + 1)X2 4+ 2x + 2) + (A, x + Ag)x + 1)
ou, parcialmente expandindo o lado dir‘eito,
4x® + 8x2 + 8x + 4) + (A x + A)® + 3x* + 4x + 2) + (A x + A(x + 1)
Em (1), facax=-1, —1=4,(1)=4,
Compare os coeficientes de x*,
0=4,+4, ou A,=-4,=1

Compare os coeficientes de x°,

0=44,+34,+4, ou Ay =—44,-34,=1
Compare os coeficientes de x°,

0=84,+44,+34;+4, ou Ay = -84, —44,-34;=1

Compare os coeficientes de x°,

0=44,4+24;+ 45 ou As=—44, —24,=2

Portanto,

1)

wd osn ma, W @R WX e BB & MM

,m{f',qm

Vot em w0 M

it -
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J‘ x dx __Ij dx J'(x+1)dx (x +2) dx
(x+ 1)(x® +2x + 22 x+1 " Jx2+2x+2 " ) (x2+2x + 27
u du u du du

="1“|’°+”+fu2+1+ @it @iy

[pelas férmulas répidas Il e I]
1 1 1
—In|x + 1|+§ln(u2 + 1)——(2—-i_1>-}—‘['cos2 6 do

2\u
[Caso 4: faga u =tg 6]
Mas
O=tg™ u=tg™! (x+1)
e (ver Problema 40.4)

21980 2Ax+1)
14+1g20 x2+2x+2

sen 20 =

>

de modo que finalmente temos

x dx 1 1/ 1
J(x+1)(x2+2x+2)2"”'1“"‘“”51“(" +2"+2)"2(x2+2x+2>

1 1 x+1
o1 i A,
+2tg (x+1)+2<x2+2x+2>+c

=—;—<ln(x2+2x+2)+ g"‘(x+1))——ln]x+11+C

X +t
X2+2x+2

Problemas Complementares

40.6 Calcule as seguintes antiderivadas:

(a) :xzdig (b) f———————-——(x ;;;(1;4_ 3 ©) :"4—1)262_+4x+ L
@ )&= 1)2(f-+2)1(x =3 O ﬁ_—;;:%ﬁ LR 3));:;)@ %
0 Jvhew 0 [Feat 0 i

0 J ﬁiﬁm * ® :x3 - 23)2: ix7x -4 O ,”;c_(;c%?)

m &z 1)(3; ix4x+ 5) ) :(;2—:1%;;) © ;4_;9}55 .

O P o0 Jiverw 0 [

© 74_—2—’;'—_1;-;5 &0 ﬁ%—) &ow ;1 —

¥ 2 ‘. . - e A for o
40.7 Mostre que p(x) = x" + bx + ¢ € irredutivel se, e somente se, ¢ — (b'14) > 0. [Sugestdo: Um polindmio quadrético é
irredutivel se, e somente se, ndo admite fator linear; ou seja, (pelo Teorema 7.2) se, e somente se, ndo admite raiz

real.]
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40.8 (a) Calcule a 4rea da regifio no primeiro quadrante sob a curvay = 1/(x* + 27) e 2 esquerda da reta x =3. ‘
(b) Calcule o volume do sélido gerado pela revolugdo da regido do item (a) em torno do €ixo y.
g
40.9 Calcule j dx . [Sugestdo: Ver Problema 40.4.] B
—sen x
40.10 Calcule j cos x dx . (a) Use 0 método do problema 40.4. (b) Use a férmula rdpida IL. (¢) Verifique que suas respostas
sen x —

séo equivalentes.

40.11 Calcule as seguintes integrais envolvendo poténcias ndo-inteiras:

dx dx dx dx
= b - = =
@ Ix—x ® J1+‘x—1 © J‘x~/1+3x @ J‘\3/§+\/>-c
dx - x*3 dx
o [m v e e 5

[Sugestdes: No item (a), faga x = Z:noitem (b) fagax— 1 = Z' noitem (c) faga x = A s
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Apéndice A

Formulas Trigonométricas

C cos® 0 + sen? § =1 sen x 1
tgx = =
€ cos (8 + 2m) = cos 6 Cos X cotg x
sen (8 + 2n) = sen @ cos x 1
§ i cotgx = =
- cos (—8) =cos 0 sen x  tgx
sen (—80) = —sen 0
I SeC X =
o €OS (1 + v) = COS U COS v — sen u sen v cOoS X
€os (4 — v) = cOs u cOs v + sen u sen v ese x =
sen (u + v) = sen u cos v + Cos u sen v sen x
sen (u — v) = sen u COS v — COS u sen v tg(—x)=—tgx
sen 20 = 2 sen 6 cos 0 tg(x+m=tgx
cos 28 = cos? § — sen? 1+ tg? x = sec? x
=2cos?0—1=1—2sen?d 1+ cotg? x = csc? x
6 1+cosb tgu+tgv
2
cos* = = —— t = ———
2 2 gu+7) 1—tgutgy
0 1—cosb t t
sen?~ = ————— tg(u_v)=_g._tfj'_g”_
2 2 1+ tgutgo

cos <g - 0) =sen 0; sen (r — 6) = sen 0; sen (§ + n) = —sen 0

Sen(g - o) = cos 0; cos (n — 0) = —cos 6; cos (§ + 1) = —cos 0

Lei dos co-senos: ¢? = a? + b% — 2ab cos 0 q
) ssnA senB senC b ¢
Lei dos senos : = =
b ¢ 0




Apéndice B

Formulas Basicas de Integragao

~

adx=ax+C

r xr+1
xdx=r+1+C [r#-1]
—dx=In|x|+C

—cen-1%
= = sen a+C [a>0]

dx 1 x
JC\/m--asec: a+C [a>0]
|erdx=e+C

. @
a dx—lna+c [a> 0]

r~

xe* dx = éx(x -1)+C

»
Inxdx=xlnhx—-x+C

»
sen x dx = —cos x + C

g

cosxdx=senx+ C

P
xdx=In|secx|+C

i

seccxdx=In|secx+tgx|+C

r
cotgx dx =In |sen x|+ C

P
csc x dx =1In|csc x —cotg x| + C

]

sec?xdx=1tgx+C

r
csc? x dx = —cotgx 4+ C

sec x tgx dx=secx + C

csc x cotgx dx = —csc x + C

[ X sen 2x

2 -
sen? x dx 5 4 +C
[ x  sen 2x
1 2 ==
cos xdx—2+ 4 +C

tg2x dx =tgx —x + C

w e W



Apéndice C

W TN W T T T W
. ik i Pouoa o . :

Formulas Geométricas

(A = érea, C = circunferéncia, V = volume, § = drea da superficie lateral)

Triangulo Trapezdide Paralelogramo Circulo
b,
| | |
% I :h
H ! )
b b b
1 1 2
A= bh A= (by+bh A =bh A=nr
C =2ar
Esfera Cilindro Cone

V= 3 nr’ V =nr’h = % nrh
§«§ ) S = 4nr? S = 2nrh S =mars=nr/r* + h?
A




Apéndice D

Funcdes Trigonometricas

sen cos tg cotg sec csc
0° 0,0000 1,0000 0,0000 . 1,000 e 90°
1° 0,0175 0,9998 0,0175 57,29 1,000 57,30 89°
2° 0,0349 0,9994 0,0349 28,64 1,001 28,65 88°
3° 0,0523 0,9986 0,0524 19,08 1,001 19,11 87°
4° 0,0698 0,9976 0,0699 14,30 1,002 14,34 86°
- 5° 0,0872 0,9962 0,0875 11,43 1,004 11,47 85°
6° 0,1045 0,9945 0,1051 9,514 1,006 9,567 84°
7° 0,1219 0,9925 0,1228 8,144 1,008 8,206 83° b
8° 0,1392 0,9903 0,1405 7,115 1,010 7,185 82°
9° 0,1564 0,9877 0,1584 6,314 1,012 6,392 81° |
10° 0,1736 0,9848 0,1763 5,671 1,015 5,759 80° .
11° 0,1908 0,9816 0,1944 5,145 1,019 5,241 79° B
12° 0,2079 0,9781 0,2126 4,705 1,022 4,810 78° B
13° 0,2250 0,9744 0,2309 4,331 1,026 4,445 77°
14° 0,2419 0,9703 0,2493 4,011 1,031 4,134 76° !
15° 0,2588 0,9659 0,2679 3,732 1,035 3,864 75°
16° 0,2756 0,9613 0,2867 3,487 1,040 3,628 74°
17° 0,2924 0,9563 0,3057 3,271 1,046 3,420 73°
18° 0,3090 0,9511 0,3249 3,078 1,051 3,236 72°
19° 0,3256 0,9455 0,3443 2,904 1,058 3,072 71°
20° 0,3420 0,9397 0,3640 2,747 1,064 2,924 70°
21° 0,3584 0,9336 0,3839 2,605 1,071 2,790 69°
22° 0,3746 0,9272 0,4040 2475 1,079 2,669 68°
23° 0,3907 0,9205 0,4245 2,356 1,086 2,559 67°
24° 0,4067 0,9135 0,4452 2,246 1,095 2,459 66°
25° 0,4226 0,9063 0,4663 2,145 1,103 2,366 65°
26° 0,4384 0,8988 0,4877 2,050 1,113 2,281 64°
27° 0,4540 0,8910 0,5095 1,963 1,122 2,203 63° 1
28° 0,4695 0,8829 0,5317 1,881 1,133 2,130 62°
29° 0,4848 0,8746 0,5543 1,804 1,143 2,063 61°
30° 0,5000 0,8660 0,5774 1,732 1,155 2,000 60°
31° 0,5150 0,8572 0,6009 1,664 1,167 1,942 59° )
32° 0,5299 0,8480 0,6249 1,600 1,179 1,887 58° 1
33° 0,5446 0,8387 0,6494 1,540 1,192 1,836 57° :
34° 0,5592 0,8290 0,6745 1,483 1,206 1,788 56° i
35° 0,5736 0,8192 0,7002 1,428 1,221 1,743 55° o
36° 0,5878 0,8090 0,7265 1,376 1,236 1,701 54°
37° 0,6018 0,7986 0,7536 1,327 1,252 1,662 53°
38° 0,6157 0,7880 0,7813 1,280 1,269 1,624 52°
39° 0,6293 0,7771 0,8098 1,235 1,287 1,589 51°
40° 0,6428 0,7660 0,8391 1,192 1,305 1,556 50°
41° 0,6561 0,7547 0,8693 1,150 1,325 1,524 49°
¢ | 42° 0,6691 0,7431 0,9004 1,111 1,346 1,494 48°
43° 0,6820 0,7314 0,9325 1,072 1,367 1,466 47°
44° 0,6947 0,7193 0,9657 1,036 1,390 1,440 46°
45° 0,7071 0,7071 1,000 1,000 1414 1414 45°
cos sen cotg tg csc sec
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Apéndice E

Logaritmos Naturais

n Inn n Inn n Inn
0,0 — 4,5 1,5041 9,0 2,1972
0,1 —2,3026 4,6 1,5261 9,1 2,2083
0,2 —1,6094 4,7 1,5476 9,2 22192
0,3 —1,2040 4,8 1,5686 9,3 2,2300
0,4 —0,9163 49 1,5892 94 2,2407
0,5 -0,6931 50 1,6094 9,5 2,2513
0,6 -0,5108 5,1 1,6292 9,6 2,2618
0,7 -0,3567 52 1,6487 9,7 2,2721
0,8 —0,2231 53 1,6677 9,8 2,2824
0,9 —0,1054 54 1,6864 9,9 2,2925
1,0 0,0000 55 1,7047 10 2,3026
1,1 0,0953 5,6 1,7228 11 2,3979
1,2 0,1823 57 1,7405 12 2,4849
1,3 0,2624 58 1,7579 13 2,5649
1,4 0,3365 59 1,7750 14 2,6391
1,5 0,4055 6,0 1,7918 15 2,7081
1,6 0,4700 6,1 1,8083 16 2,7726
1,7 0,5306 6,2 1,8245 17 2,8332
4 1,8 0,5878 6,3 1,8405 18 2,8904
§ 1,9 0,6419 6,4 1,8563 19 2,9444
2,0 0,6931 6,5 18718 20 2,9957
2,1 0,7419 6,6 1,8871 25 3,2189
2,2 0,7885 6,7 1,9021 30 3,4012
2,3 0,8329 6,8 1,9169 35 3,5553
2,4 0,8755 6,9 19315 40 3,6889
2,5 0,9163 7,0 1,9459 45 3,8067
2,6 0,9555 7.1 1,9601 50 3,9120
2,7 0,9933 72 1,9741 55 4,0073
2,8 1,0296 73 1,9879 60 4,0943
2,9 1,0647 74 2,0015 65 4,1744
3,0 1,0986 7,5 2,0149 70 4,2485
3,1 1,1314 7,6 2,0281 75 43175
32 1,1632 7,7 2,0142 80 4,3820
33 1,1939 7.8 2,0541 85 44427
34 1,2238 79 2,0669 90 4,4998
3,5 1,2528 8,0 2,0794 95 4,5539
3,6 1,2809 8,1 2,0919 100 4,6052
3,7 1,3083 8,2 2,1041 200 5,2983
38 1,3350 8,3 2,1163 300 15,7038
39 1,3610 8,4 2,1282 400 5,9915
R 40 1,3863 8,5 2,1401 500 6,2146
4.1 1,4110 8,6 2,1518 600 6,3069
42 1,4351 8,7 2,1633 700 6,5511
43 1,4586 88 2,1748 800 6,6846
44 1,4816 8,9 2,1861 900 6,8024




Apéndice F

Funcbes Exponenciais

X e e * X e* e™*
0,00 1,0000 1,0000 2,5 12,182 0,0821
0,05 1,0513 0,9512 2,6 13,464 0,0743
0,10 1,1052 0,9048 2,7 14,880 0,0672
0,15 1,1618 0,8607 2,8 16,445 0,0608
0,20 1,2214 0,8187 2,9 18,174 0,0550
0,25 1,2840 0,7788 3,0 20,086 0,0498
0,30 1,3499 0,7408 3,1 22,198 0,0450
0,35 14191 0,7047 32 24,533 0,0408
040 1,4918 0,6703 33 27,113 0,0369
045 1,5683 0,6376 34 29,964 0,0334
0,50 1,6487 0,6065 3,5 33,115 0,0302
0,55 1,7333 0,5769 3,6 36,598 0,0273
0,60 1,8221 0,5488 3,7 40,447 0,0247
0,65 19155 0,5220 3,8 44,701 0,0224
0,70 2,0138 0,4966 39 49,402 0,0202
0,75 2,1170 04724 4,0 54,598 0,0183
0,80 2,2255 0,4493 4,1 60,340 0,0166
0,85 2,3396 04274 42 66,686 0,0150
0,90 2,4596 0,4066 43 73,700 0,0136
0,95 2,5857 0,3867 44 81,451 0,0123
1,0 2,7183 0,3679 45 90,017 0,0111
1,1 3,0042 0,3329 4,6 99,484 0,0101
12 3,3201 0,3012 4,7 109,95 0,0091
1,3 3,6693 0,2725 48 121,51 0,0082
14 4,0552 0,2466 49 134,29 0,0074
1,5 44817 0,2231 5 148,41 0,0067
1,6 49530 0,2019 6 403,43 0,0025
1,7 54739 0,1827 7 1096,6 0,0009
1,8 6,0496 0,1653 8 2981,0 0,0003
19 6,6859 0,1496 9 8103,1 0,0001
2,0 7,3891 0,1353 10 22026 0,00005
2,1 8,1662 0,1225
22 9,0250 0,1108

, 23 99742 0,1003
24 11,023 0,0907




Respostas dos
Problemas Complementares

Capitulo 1

1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

114

1.15

1.16

1.17

1.19

1.20

@u<0;b)x=>3;(c)x<3.
Use (1.3):(a) x=43oux=~];(b) x=§ ou x=¢.
@0<x<2;()-3<x<—4;()x<—6oux>—-2;(dx<loux>4;

@2<x<4ou—-4<x<-2;(f) -8<x< —4

@x>-50b)-13<x< -—3;(c)x<—%oux>%;(d)—~1<x<3;(e)—1<x<1;(f)1_<_x<%.

@x>0oux<-2;(h)4d<x<li(c)x<loux>5(d)-8<x< L@-1<x<4;()-1<x<0Qoux>1;(g)x<-7
ou —j<x<3.

a a
bl = Niad
b1+ |z|= b7 =lal

(a) Usando (1.5). (b) De acordo com (1.5) e (a), | a*| = |a%a| = |a®||a| = |a[*|a| = |a].

(¢) |a"| = |a|" para todos os inteiros positivos 7.
Use(l.3):(q?x=50u x=%;b)x=%o0ux=5;()x=8.
(a)%<x<5%‘;(b)%sxs s

Sim: (a%)? = ‘{‘ eat>0.

Nio: \/;5 implica em |al<|b], mas a<b ndo vale quando, porexemplo,a=1eb=-2.
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1.21
-1 0 1 2 3 4
_—r— e —0—0—0—0—0—
B DO 1 C A

TA=3,71=30C=3BC=5TB+BD=2+%2=381D=4TB+BC=2+3=

wlho
Py
it

Do

122 (@)b=10;(b)b=-5;(c) b =-5.

Capitulo 2

2.4 A(04), B22), C(4.,0), D(-3,1), E(0,~4), F(2,-3).

2.6 (@) 5;(0)5;(c) 2; () 8.

2.7 Area (triangulo retangulo) = $(AC)AB) = 4(5)(10) = 25
2.8 (3.4).

29 (-L,1)e(3,0).

2.10 (0,2), (6,2), (4,-4).

2.11 (Z,y) para algum niimero real y.

2.12 (a) /34;(b) 3/2; (0) --—-—"‘3‘89

2.13 (a) Apenas isdsceles; (b) apenas tridingulo retdngulo, drea = 10; (c) tridngulo retdngulo isésceles, drea = 17.
214 k=5
2.15 (a) Nio; (b) sim.

216 (@) (42): (b) G,z); © (5 +y2 z);

. 2 ’

217 (5.8).

Capitulo 3

3.9 VerFig. A-1.
3.10 VerFig. A-2.
3.11 VerFig. A-3.

3.12 VerFig. A-4.

3.13 %’ =4py (pardbola).

34 @x—4*+(-3P=LO+1)’>+(-5=20 x>+ -22=16;(d) (x—3)* +(y - 3 = 18;
@@=+ +1*=20;(f)(x—1)* +(y -2’ =5.

3.15 (a) Circulo [centro (6,~10), raio 11]; (b) circulo [centro (0,-15), raio 14]; (c) conjunto vazio; (d) circulo [centro (4, 0), raio};
" (e) ponto (~1,1); () circulo [centro (-3,-2), raio 7).

MW‘

B
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y y
\ - f 3
\ L |‘
\ ,
Vo \
\\ : ! \\
\ b
| —— —
\ -/ e — -1 x
\ / \\\
\ £ \
Loyl 4o o \
-1 x \‘
|
() (d)
Fig. A-3 (2de2)
3.16 (b) 4F < D* + E2
3.17 (@) (x =3 + (¥ + 2)* = 100; (b) (x — 4)* + y* = 26.
1 y y
3 €
,/ \\ \\ //
/  2F \ \ / ¢
/ \ \ /
/ b \ \\ 1+ I/
i \ \ /
A 8 1 A 4 -»> + -+ >
-2y -1 1 I‘ 2 X _,Il i\ X
‘\ -1 I / -1k \\
\ / / \
\\ T / // \\
\\0’// / N ;
-1
(a) ()
A-)‘ I y
/ N
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f /4 \
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/ { \
/ N
/ x \ I /
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/ | 1\\ R 2 B .
l/ B -2 -1 4 1 /2// 3 X
/ I 6,
|
/ N
] |
1
) () (e)

Fig. A-4
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318 k=2eck=—%

319 (x—1P+(y=3=9(x—-7+—=3=9%Cx-1P2+Hy—-9*=9%(x-"7>+(y—-9>=9.
Capitulo 4

48 (@ y—-5S=3x—-ouy—4=3x+1);()y=4drouy-4=4x-1);0)y+1=-(x-T)ouy-T=~(x+ 1).

4.9

4.10

411
4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

4.18
4.22
4.23
4.24
4.26

4.27

4.28

@y=8x+3¥,0y=2-10)y=-$x+2;dy=4y=5x-L(Ny=-3x+16,(g) y = —3x + 1;
MWy=0Dy=-3x+T,() y=%x; W y=3 Dy=x.

(@m=5b=4,(19;0) m=1,b=-2,45);(c)m=-4,b=2,(1,-2); dm=0,b - 2,(12);(e) m= —%,b=4,
b=4,(3,0).

k=9

Nio.

(a) Sim; (c) em todos os casos; (d) k = —4.

(a) Paralelas; (b) nenhum dos casos; (c¢) paralelas; (d) perpendiculares; (¢) nenhum dos casos.

(@y = 2x + 32; (b) —40°.
(a) 10; (b)-15; (c) —%; (d) .

@y=—Fx+H;0)y=-4x+32,0y=Ix -
(12,9) nédo estd sobre a reta; (6,3) estd sobre a reta.

4x +3y-9 > 0ex> 1; ver Fig. A-5.

x < 200/3.

Ver Fig. A-6.

(@) Todas as retas ndo verticais que passam pelo ponto (0,2); (b) todas as retas com coeficiente angular 3.
(@) Retas horizontais; (b) (i) 2; (i) 4; (iii) £; (iv) 3; (v) nenhum.
@y=~3x+3B)y=—-x+9;()y=3x+4.

Y

Y
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\\Y Ly
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_.-__\\ b 1 2 /3 a x \ 12 ”3 x
\ -2 F / //
/\2 T
N -4
\
\
(h) ()

Fig. A-7 (2de2)

Capitulo 5
54 (a) (2,0); (6) (0,2); (c) (7,1) € (2,6); (d) (1,2) € (3,18); (e) (0,0) e (1,1)

3
N2 V2e @ —J/2; (g)( \/—) (5 —-—‘/_-—) (h) (4,1) e (-1,-4);
NE 6 9 6 o . .
0] (—1-5 J13, G «/13) e (- e J13, — T ,/13); (j) conjunto vazio. Ver Fig. A-7.

56 (b) -i- J3%358 57 x=50.

99 3
5.8 Centro (2 2), raio — ./10.

4
59 x=0e y=— 3 X. 510 (33/2, 34).

Capitulo 6

6.6 (a) eixo y; (b) origem; (c) eixo x, eixo y, origem; (d) eixo x, eixo y, origem; (e) eixo x; (f) nenhum; (g) origem; (k) nenhum;
(i) eixo y; (j) eixo y; (k) origem; (/) nenhum.

6.7 (@) x> +xy + y* =1;(b) y> + xy* — x* = 8; (c) x* + 12x — 3y = 1; (d) y = -3x+1; (¢) nenhuma mudanga.

Capitulo 7

7.8 (Seja R o conjunto dos nimeros reais. Em cada resposta o primeiro conjunto & o dominio, o segundo conjunto é a ima-
gem. Os gréficos sdo esbogados na Fig. A-8.) () R, (— oo, 4]; (b) [0, ), (— o0, 0]; (¢) [ —2, 2], imagem de H € [0,2],
imagem de J € [-2,0]; (d) (— 0, —2] U [2, 00) (unio ou “soma” dos dois intervalos), [0, c0); () R, [0, ©0); (AR, 0
conjunto de todos os inteiros; (g) R, o conjunto de todos os inteiros; (4) R-{0} (o conjunto de todos os niimeros reais ex-
ceto 0), R—{0}; () R-{1}, R—{0}; () R, R; () R, R; (O R, [2, c0); (m) {1,2,4}, (-1,3}; (n) R—{-2}, R-{-4}; () R,
(=0, 2] v {4}; () R-{0}, (-L1}; (9) R, [2, 20); (") R, R; (5) R, [0,1); () R, R.

710 (¢) e (d).

711 (a)f(x)——- dominio é R-{0}; (b)f(x) =

» domfnio € R—{-1}; (¢) fix) = x, dominio é R.
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e
5

7.12

713
7.14

e NaYataReTalatalny
S S S N ST

7.15

7.16

7.17

7.18

7.19

o,

(5

7.20
7.21

7.24

8.10

8.12

(a) Dominio é R-(2,3}, imagem é (0, ) U (—o0, —4]; (b) (-1, 1), (1, 0); ©@(=1, OO)’ (0> 2]; (@) 10,4), [-1,2];
(e} R, [0, o).
(a) k = -8; (b) f ndo € definida quando x = 0, mas g é.
Entre as infinitas possiveis respostas corretas, alguns exemplos sdo: (a) fix) =2xpara0 < x < I;
0 se x=
O =S 1 para 0¥ < @OF =1, %0 ¥~ @09 = (= 07+ L parm< Tou T <2,
(a) eixo y; (b) nenhum; (c) eixo y para ambos; (d) eixo y; (¢) nenhum; (f) nenhum; (g) nenhum,; () origem; (§) nenhum;
(j) origem; (k) origem; (/) nenhum; (m) nenhum; (n) nenhum; (o) nenhum, (p) origem; (¢) nenhum; (r) nenhum; (s) ne-

nhum; (¢) origem.

(a) Par; (b) nenhum; (c) ambas sdo pares; (d) par; (¢) nenhum; (f) nenhum; (g) nenhum; (k) impar; (i) nenhum; (j) fmpar;
(k) impar; (/) nenhum; (m) nenhum; (7) nenhum; (o) nenhum, (p) fmpar; (g) nenhum; (r) nenhum; (s) nenhum; (£) impar.

(a) Néo; (b) sim; (c) k = 0; (d) k = 2; () sim; f(x) = 0 para todo x.
|x +h|—|x|

1 1
; -5
«/x+h+ﬁ(e)./x+h+\/§ ! h

@1, -1,3,=3;() —2,4, —4;(c) 2, —2,3;(d) 2; () -2, -3, —4;(f) 21+f1—f
@42 /2.

(@) 2x + h=2; (b) 1; (c) 3x% + 3hx + h2; (d)

Uma, duas (uma delas € repetida) ou trés.

(@k=3;(b)k=-2. 7.229e-12. 7.23 (iii)

(@) (= 0, 3); (b) [1, 0); (¢) (0, $1; (d) (4% 00); (€) (2 3); (f) [=3, 2); (9) (=3, 1); (h) [ =3, 3];
) 2 3); () [= /6, «/61; (0) (1, 3).

725 (@)x<-2o0ux>1;(b)-2<x<0oux>1.
Capitulo 8
85 (@) 7;(b)—4;(c) 4 (d) 1 () 0; () 36; (g) 12; (k) sem limite; (i) 7; (j) 20; (k) 37; (1) -8; (m) \/_,(n) 1004
-1
8-6 1' = M { . .
(i Gx+ 30 =6 ) fim oy 0+ D~ e+ 1)2’(0) =7

(d) lim (3%2 + 3xh + k%) = 3x%; (¢) lim (f) lim (10x + Sh — 2) = 10x — 2.

h=0 h=0 /X + h + \/— 2\/— k=0

8.9 (d).

@lim (> +x*+x+1)=4. 811 (a) %

x—+1

@ 0;(8) 53 (0) 2 (@) sem limite.

Capitulo 9

9.6 (a) +00;(b) —o0;(c) +00;(d) —a0;(e) — 0, (f) + 0.
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9.7

9.8

9.9

9.11

@12ell;(b) 1e-1; () —o0;(d) +00 e —00; () 1el; (f) —oe +00; ()0e0; ()2 e 2;() +00 e ~o0;
() 0e0; (k)4 e—4: () +0 e —; (m) 0 ¢ ndo definido (denominador ndo definido quando x* < —5); (1) 0 ¢ 0; (0)
2e2; (p) +0 e —0;(q) —%; () +00;

a) Sem assintotas; (b) assintota vertical: x = —2: agsintota horizontal: y = % (pela esquerda e pela direita); (c) assfn-
3 y=31p q P

totas verticais: x = -3, x = 2; assintota horizontal: y = 0 (pela esquerda e pela direita); (d) assintotas verticais: x = — 3,

x = 1; assintota horizontal: y = 0 (pela esquerda e pela direita); (¢) assintota vertical: x = —2; assintota horizontal: y = 0
(pela esquerda e pela direita); (f) assintotas verticais: x = -4, x = 2; assintotas horizontais: y = 1 (pela direita) e y = —1 (pe-
1a esquerda); (g) assfntotas horizontais: y = 2 (pela direita) e y = -2 (pela esquerda); (h) assintota horizontal: y = 0 (pela
direita); (i) assintota horizontal: y = 0 (pela direita).

(c).

(a) Assintota vertical: x = §; assintota horizontal: y = —3; (b) assintota vertical: x = 3, assintotas horizontais: y = -1

(pela direita) e y = 1 (pela esquerda); (c) assintotas horizontais: y = —1 (pela direita) e y = 1 (pela esquerda); (d) assinto-
ta horizontal: y = 0 (pela direita); (¢) assintota horizontal: y = 2.

Capitulo 10

10.6

10.7

108

(a) Continua em todos os pontos; (b) continua para x # 0; (c) continua em todos os pontos; (d) continua para X # — 2;
(e) continua em todos os pontos; (f) continua, excetoemx = 1 e x = 2.

(a) Continua 2 direita mas ndo a esquerda de x = 0; (b) descontinua tanto pela esquerda quanto pela direita em qual-
quer inteiro ndo negativo x; (c) sem pontos de descontinuidade; (d) continua pela esquerda mas ndo pela direita de x =
-3ex=2.

1 sex=>0

0 se-2<x< -1
{0 se x <0

@fx)=41 se—1<x<1; (b)glx)=[x]; (c) h(x) =
0 se 1<xxg?2

10.9 (a) Sim; (b)-(d) ndo; (¢) Problema 10.3 - ndo, Problema 10.4 - ndo.
10.10 (a) x = 4,x=-1; (b) lim f(x) ndo existe, lim f(x) = —2; (c) x = 4 (assintota vertical); y = 0 (assintota horizontal).
x4 x=+=1
10.11 (a) x = 0; (b) x = 0 (assintota vertical), sem assintota horizontal.
10.12 (a) Nio; (b) ndo; (c) sim; (d) ndo.
10.13 ¢ =38.
10.14 (a) Sim; (b) sim; (¢) ndo.
1015 (b) %.
10.16 Descontinua para todo x.
Capitulo 11
116 (a) (i) coeficiente angular = 4x + 1; (ii) y = 2x — 4; (iii) ver Fig. A-9(a); (b) (i) coeficiente angular = x?; (ii) y = 4x — 3¢,

11.7

11.9

(iii) ver Fig. A-9(b); (¢) (i) coeficiente angular = 2x - 2; (i) y = —1; (iii) ver Fig. A-9(c); (a) (i) coeficiente angular = 8x;
(i1) y = 4x + 2; (iii) ver Fig. A-9(d).

(3,9).

= 3x+g—8—
y= 27

foy
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1
1110 (3,5)e (— %, %) 1112 (6,36)e(-24). 1113 y= i + 1

Capitulo 12

1 2 2x
(Z_X)z’(f)(x + 2)2)(9) —(xz + 1)2

12,6 (a)2;(b) $x — 7; (c) 6x + 3; () 4x°; (¢)
127 (@) 9%~ 8x + 5; (8) —40x* + 3,/3x + dmx; (¢) 39x12 — S0x° + 20x; (4) 1026 + 36x'* — 28x + /7.

128 (a) 21x° — x*; (B) 6x — 5;(¢) 2x° + 5; (d) 2115 — 24t; (¢) 5./2x* — 3x2.

129 (a)y =-Tx+ 1;(b) y = 66x — 153; ©y=3.

1210 (@) y=20x+2ey=-44x+2;(b)y=x +4e y=§4§x_.6_5.

T
12,11 y = —x+1.

1212 (2,2)

20
12.13 (a) Dx(xs) Ix=3 = 405’ (b) Dx(5x4) L;: 113 = E:,‘

12.14 f’(x) = 8x [(iii) nos d4 f"(u) = ku; logo, escolhau = v = 1 em (iii)].

y

Ul
- L7
x -Z’I
1
{
: !
(a) I
\
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
ES \ /
\ /
\r /
\\ /
- L ,i/ — 1 4 -
-1 o\\ 1 /// 2 X of 1 x
Mo’
-l P
' (c) (d)

Fig. A-9
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: 16 17
1215 (@x=4%;(0)(0, —3). 1216 c= Tk 1217 b= 5

12.18 (a) 4x-2; (b) f *(x) = 2f'(x).

1 1105

1
12.19 (a)-1,3,-3;(b) y = -4x - 12; (c) (2,-15), (-2,5) ou (‘2—, —’8—“> .

7 1 5 214 5 16384
1220 @3, —3:0)y=5x+63,() (.0 (—5,-5;) = (‘5’%)'
12.22 (a) Sim; (b) sim; (c) ndo; (d) ndo.

1

2/ x =1

1
1223 (a) —39; ()ndo. 1224

Capitulo 13

13.6 () (x'°° + 2x5° — 3)(56x7 + 20) + (7x® + 20x + 5)(100x°® + 100x*°);

(x+4)2x) — (x*—3) x> +8x+3

®)

(x + 4) T
(0 +7)5x* — 1) — (x* —x +2(3x?) 27 +35x* 4+ 3x° —6x* ~ T
© o+ 72 - o+ 77 ’
15 2 12 3 12
(d)—;—g;(e)24x2—2x+;5—y;(f)9x2+1-;‘-4-;5-.
1 3 5 7 1
137 (a)y=——zx+z,(b)y-—zx——z. 138 7

13.9 Em todos os pontos, exceto x = 3.
1310 ))Emx=0ex=4.
1311 (@x=0;(b)x=2;(c)x=1."
13.12 -8.

Capitulo 14

1 1
14.7 (@) méximo = 13 (em x = -2), minimo = ~7 (em x = 3); (b) maximo = -1 (em x = -1), minimo = — — (em x=— 3),

8
. . 31 1 : .
(¢) mdximo = 3 (emx = 1), minimo = — 57 emx = — 3 ; (d) méximo = 1 (em x = 0), minimo = -11 (emx = -1); (¢)
. . 1 ) 1 )
méximo = 99 (imx =4), minimo = -9 (em x = 2); (f) mdximo = — 3 (em x = -3), minimo = — 2 (em x = —4); (g) ma-

. 5 .. 3 . .
Ximo = Z (em x = 4), minimo = 7 (em x = 2); (h) méximo = -;; (em x = 1), minimo = -1 (em x = ~1); (i) mdximo =

14 " 2 1
— = 2), mini - =~
3 (em x = 2), minimo 27 (emx 3)

14.8 75 metros no sentido leste-oeste e SO metros no sentido norte-sul.

14.9 60 metros paralelo ao riacho, 30 metros perpendicular ao riacho.

14.10 50 milhas por hora.
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14.11
14.12

14.13

14.14
14.15
14.16

14.17

14.18

14.19
14.20

14.21

14.22

14.24

14.25

14.26

14.27

$200.

x = 350 a $65 por radio.
(a) Lado da base = 5 cm, altura = 5 cm; (b) lado da base = Sﬁ cm, altura = 5/\/5 cm.

Comprimento = 105 m, largura (paralela 2 divisa) = 60 m.
175.
(@ x=50,y=50;(b)x=100,y=00ux =0,y =100; (c) x = 50,y =50.

1 = 314 metros, w = 628/ = 200 metros.

(@) Todo o arame para o circulo; (b)

para o circulo e para o quadrado.

T L
+4 n+4
O arame todo para o quadrado.

1000 aparelhos de televisio

5
=2meh=2m.
r=2me 3 m
2 2
h="2 r= V2, 1423 O trigngulo equildtero de lado p/3.
N

25 3
=, +—=./231); b) (-5,0).
(@ (16’ * 36 231>, ) (-5,0)
Dimenséo leste-oeste = 80 m, dimensio norte-sul = 48 m.

(a) 21 € x < 100 metros; (b) 20400 metros quadrados (quando x = 100 metros).

15 toneladas

Capitulo 15

15.7

15.8

15.9

15.10

15.11

(@ (feg)x) = T g ;f)(x) =;—%—1; (b) x° + 2x% — 5, (x? + 2x — 5); () 49, 3; (d) x5, x°; (¢) x, x;
(f) x* —4,x* -4

(@) Todososx; (D) x = —%;()x=%; () x=0;(¢) x = i‘\/i-

@09 = x> —x* +2, () = x7; (b)f(x) = 8 — x, g() = x*; @ f(x) = 1 + x% g(x) = /x;
@f(x)=x*—4,g(x)=x"1. :

(@) 4(x* — 2x? + Tx — 3P(3x® — 4x + 7); (b) 15(7 + 3%)*; (c) —4(2x — 3)~3; (d) —18x(3x2 + 5)"4-
(x+2? , 20x(x*—2) 4(1 — 6x) x?

2 _ 2y 2 2 Q- _
(€) (4x* — 3)(x + 5)*(28x + 80x — 9); () 15(x_3)4,(g) ox +1)3,()( x+5)2,() T

3 x4 X2-9x%) 1 x(21x — 8)
@ 2 > (b)( — 3x3)23 H{ )(xz + 1)¥2° ; (d) 47x° — ax? 1 2 ;(e) — 2 \/F—( — )3
(f) 6x7 1% 4 =34 4 - 1 X403 (g 16x 2+ ﬁx Ay

3 3\3/4x +3 22 T afi- Jar 0 ET e
21 + x? - x?)

D a7
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3
1512 y= - x+ o 8

5
15.1 = —= .
R 513 y 3x+10

2 -3 20x — 12 8 2
= R ST SLNAVPR.

15.14 (@) (g o f)x) = ( (x — 2)? T x=2

15.15 (@) mdximo = \/5/2 emx = 1, minimo = —ﬁ/Z em x = -1; (b) miximo = 216 em x = 3, minimo = -36 em x = —4;

(c) maximo = 3 emx = -1, minimo = | em x = 1;(d) maximo = 4 emx = 8, minimo = —§ emx = 1; (¢) maximo = 2

emx = -1, minimo =0emx = 0.
15.16 Restia § milhas deA.
1517 H'(x)=0. 1518 xZ 1519 3x*G(x%).
15.20 Todos os nimeros reais exceto Oe 1.

15.21 f’(-x) =f’(x) (a derivada é uma fungo par).
15.22 12,

15.23 (a) Dominio [— 4, o), imagem [0, o0); () y = $x + &5 (0) (1, 2).
15.24 Base = \/5, altura = \/5/2.

Capitulo 16

164 (a)

5 (B) (2,4), (-2,-4); (c) (4.2), (-4:-2).

16.5 (a)S—x;(b)k= +21.
2y

8x® — 3x%y —2 " 3x*(2x — y)* + 4y

x. o Y @ YL
166 (a) — ,(b) oo O " ,(c)—xzou—(y—l)z,(d)—\/;—- ~\/;,
3x? —2y 21(7x 1)? 4x 22—y xx—)P+y
()2x+3y2, () ’(g)“9y’(h)1+3xy2’(‘) " :
_2 __ 3 a8 2 1T 51t
16.7 (a)y 9x+ »(b)y _Ex"' ’() +—’(d)y 56 ,(E)y 2 _2—a
11 |
(f)y=7x—7;(g)y=—Ex—i;(h)y=—5x+4.
-8 45 91T 4 2
168 (@)y= —3x4+ ,(b)y——3x+7 (c)y-——§ —3—2—,(d)y=§x. 16.9 3
Capitulo 17

. 3 :
17.10 (a)f'(1)=0; (b) f'(\/‘3—_) =0; (C)f'(g?g[é) =0, (d)f'(l + “\/—g) = 0; () fnio é continuaem x = |; (f)f'(%) =0;

3
(g) f'(1) = 0; (h) fndo é diferencidvel em x = 1.

»

17.11 (a)1<c<4;(b)c=2-7—;(c)c=81—;-;(d)c=4~\/§;(e)c=i—\-/i—i;(f)c=4-—2\/§.
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17.12 A fung@o € crescente na primeira regido indicada e decrescente na segunda: (a) em todo o dominio, em nenhuma regido;
(b) em nenhuma regido, em todo o dominio; (¢) x> 2, x < 2;(d) x < -2,x>-2;(e) -1 <x<0,0<x < I; (H-3 <x <0,
O<x<3;(@x<loux>51<x<S(hx<-loux>1,-1<x<0oul<x<1l;(Hx<-2o0ux>2,-2<x<2.

343 343./3
17.15 (d). 1718 -—=——-9—‘—/:.

33

17.20 (a) Os pontos (1,1), (3 +2\/§, 1), e (téﬁ, 1); (b) 0, 2 (raiz dupla); (c) [0,3].

327
. == 2 .8.
17.24 (2, 4> 17.25 (b)) 08

17.26 (a) Crescente em (~1,3;0,17) € (1,13; + o0); (b) crescente em (—c0; 0,333) e (1, + o).

Capitulo 18
184 (a)sy —s= {6t2; (b) (i) 0,25; (ii) 1; (iii) 2; (iv) 2,5.
18.5 4 segundos depois.
18.6 108,8 milhas por hora.
18.7 (a) 112 pés, 192 pés; (b) 4 segundos; (c) 256 pés; (d) 8 segundos; (¢) 128 pés/segundo = vy,.
18.8 (a) 5 segundos; (b) 176 pés/segundo; (c) 3 segundos; (d) 1,5 segundos.
18.9 (a) Sempre se move para a direita; (b) 3 milhas.
18.10 (a)t>4;(b)t < 4; (c) t = 4; (d) nunca; (e) 27 unidades.
18.11 (a)t < 5 horaet>1hora; (b)4 <t <1 hora;(c) t = 4 horaer = I hora; (d) 0,75 milhas por hora.

18.12 13 unidades.

18.13 320 pés/segundo

18.14 (a)t=0et=>5;(b)t=2,5; (c) ndo.
18.15 (a) 5 segundos; (b) 122,5 metros.
18.16 (a) 196 pés; (b) 112 pés/segundo.

Capitulo 19
19.4 $30 por aparetho
19.5 $7 por unidade.
19.6 24 pés quadrados por pé.
19.7 40 km/segundo (em ¢ = 1000 segundos)
19.8 (a) 18 galdes pdr segundo (isto €, G' = ~18); (b) 54 galdes por segundo (isto €, AG/At = —54).
199 (a)9;(b)6.
19.10 y=2.

Capitulo 20
20.5 2477 pés por minuto.

20.6 3,14/m ~ 1 pé por minuto;
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20.7 8 pés por segundo.
20.8 64 pés por segundo.

20.9 12/m =~ 3,82 milimetros por segundo.
20.10 4/m ~ 1,27 polegadas por segundo.

20.11 400w =~ 1256 metros quadrados por minuto.

20.12 (a) 10 milimetros; (b) crescente em 6/\/5 & 2,69 milimetros por segundo.

20.13 36 unidades/segundo.

20.14 Decrescente em 3 unidades por segundo.

20.15 30 milimetros quadrados por segundo.
20.16 r=1/m.

20.17 Crescente em 6 unidades por segundo.

20.18 500 quilometros por hora. .

20.19 4./2 ~ 5,64 milhas por hora.

16 (3,14
20 — | — )~ 0,64 inuto.
20.20 % < . ) metros por minuto

2021 (-1, -3
20.22 5 pés/segundo.
20.23 6 pés por segundo.

45
20.24 3 pés por segundo.

20.25 0 milhas por hora.

20.26 12 unidades por segundo.

Capitulo 21

50 53 373 12,35 159 65
. ___.z7’142, — a8, ; — 4, ; .__’_z s ; — 2 0, ; — 0, ;
21.6 (a) 7 9;(b) 9 8,8333;(c) 7 4,9733; (d) 3 4,1167;(e) 30 0,4969; (f) % 0,6771

193 323 , 647
(9) — ~ 0,4021; (h) KT 8,9722; (i) Tog ~ 5,9907.

480
21.7 0,994 centimetros ctibicos.

1920n

218 ~ 78,3 galdes

21.9 (a) Sm~ 15,7 centimetros ciibicos; (b) 5,1n = 16,0 centimetros ciibicos.

21.10 9%.
2111 L milhas & 210 pés
. - x pés.

21.12 (a) 6; (b) 6.



REesPOSTAS DOS PROBLEMAS COMPLEMENTARES 361

21.13 méximo (1,8725, 1,8475) = 1,8725 pés quadrados.
21.15 (a) 1,189207115; (b) 1,587401052; () 1,872171231; (d) 1,817120593.

21.17 (a) 1,324717957; (b) 0,6823278038; (c) + 1,306562965 ¢ + 0,5411961001; (d) 1,179509025; (e) -0,8793852416,
1,347296355 e 2,532088886; (f) —1,671699882; (g) 1,618033989, —1,6180339888 ¢ —1.

21.18 1,867460025
21.19 1,090942496

Capitulo 22
_
4/x+5)

(e) 2 = x*)x? +1) 7"‘,(f) 4(x — 3)(5x* — 6x — 3); (9) 3

R

4x + 5
(1-x*

225 (@) -——23;(1)) 6nx; () — -j: (x+573=—

2
9x—1)°

N
26 (@50 =50 - 5’(d)(x+2y)

227 (@)e B)y' = % x~¥2;(c) (a).

228 (a)y =16x> —4x, y" = 48x* — 4, y" = 96x, y® = 96, y™ = 0 paran > 4;
B)y =dx+1—x72y =4+2x"3y"=—2-3x74 ...,y = (=1 nlx" "D,

=3/2 3 -5/2 15

’_ 1 -1/2 o _ 1 — 4) — =12
(C)y_zx V= 4x » Y _8x Yy = 16x ) eeey
o (- DO s en=3) _rus,

@y =-2x—1)72%y" =4x~- 1)_3, Y= =12 — )74y = (= 1)2nl)x — 1),
@y=-3B+x"2%y =204+x"3y"=-63+x"%..,y"=(=1n!(3+x)~"*V;
Ny =-2x"3y" =3:2x"%y" = —=4-3:2x75, ..,y = (=1)(n — 1! x~*2,

29 (@a=2+#0;()—3;(c)0.

2210 ' = -%. 211 %’: 0,—==—=.

2212 (@)K = , (b) ndo.

2213 (a) H'(x) = f(x)g"(x) + 2f (X)g'(x) + " (¥)g(x), h"(x) = f(x)g"(x) + 3" (x)g"(x) + 3" (x)g'(x) + f"(x)g(x),
h9x) = f(x)g“ %) + 4f"(x)g"(x) + 6f"(x)g"(x) + 4f " (x)g'(x) + f O x)g(x);

(b) h(x) = Z (:) f®(x)g" M(x), onde (k) P LI FOx) = f(x).

k=0

g f"(x) — f(x)g"x) ) g
(g(x))? g9(x)

22.15 (a) 5.4 pés por segundo por segundo; (b) 270 pés em ¢ = 10 segundos.

22.14

H'(x).

Capitulo 23

23.4 (a) Concavo para cima para todo x. (b) Para cima em x > -5 e para baixo em x < ~5; I(-5,221). (c) Para cima em x < -5

* oux>-4,parabaixo em -5 < x < -4; I(-4,1021). (d) Para cima em x > 4, para baixo em x < ; sem pontos de infle-
x#0. (e) Para cima em x < 3, para baixo em x > 3; I(3,162).
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y y
L i
\1(—1,0) I(1,0) - l
x R
1L _ 64 I
' I<f5" 125) -
10,-1) —
[ 2,-5)
(a) (b)
~J2,282
y y 264 I-v2,28V2)
(232
"(3’27)
By (2,0) 4l 3 2 o ° 1(0, 0) /
1IN L L4
I\ x - [10,0) x / X
4 16 i
,I<3’27> o
3, -27) (2, -64)
1(-2,-16) 12, -28./2)
(c) (d) (e)
y
y
4
N
(1,3)
10, 0) 2 F
T / 2\ - 1
] 1 AN L1 .
Ve X 2% 0\ | : X
/_ i
(8)
)
w4
o (3'%) [ |
Y /Y /A —~ )
_/ x /// '
5/2 L
I(°3‘/§’"—3)6£) (_3 __2) i
)
27\ |
_2’.._
(h) ( 4

Fig. A-10
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23.5

23.6
237
238
239
23.10
2311
23.12
23.13

23.15

(a) 1,5 (minimo); (b) 0 (m4ximo), 3 (minimo), -3 (minimo); (¢) 4 (minimo), —% (mdximo); (d) 0 (mdximo), 2 (minimo)

{e) 0 (minimo).

Ver Fig. A-10.

(d

BeE

(a) Um; (b) nenhum; (c) pardbola.
()]

-4<k<0

Ver Fig. A-11.

(@) Todos os x em [-1,2]; (b) todos o0s x em [-1,2] excetox = 1 [f'(x) = 2x— | parax > 1 ef'(x)=1-2xparax<1];(c)
1<x<2ou-l<x< §;(d)f"(x)=2parax>1ef”(x)=-2parax < 1; (¢) concavo para cima em x > 1, concavo para
baixo em x < 1; (f) ver Fig. A-12.

k=—4 2316 A=C=0D=1,B=—4k=+,2
y y y
W+
2 b
| |
L
L > - > 1 >
\ 1 x 12 x r x
\ /////
(a) (b) (c)
L Y ) ¥
1
l(\
x ‘x
T B
(d) (e)
y )y

Fig. A-11
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[
T

=

-1 | 2

Fig. A-12

23.19 (a) (0, + ); (b) x = 0, minimo relativo; (c) cdncavo para cima em |x|< \/3, I(+ \/5, 1); (d) ver Fig. A-13, assintota ho-
rizontal y = 3. .

23.20 (a)-1<x<20u2<x<3;(b)0<x<2o0ux>4.

Capitulo 24

24.4 (a) Nao hd maximo; (b) 10 metros por 10 metros.
24.5 (0,0).

246 (3,4).(-3%.9)

24.7 Altura =7 pés, lado da base = 6 pés.

248 Ma’}ximo absoluto = -2 (em x = 0), sem minimo absoluto.
24.9 10 centimetros.

24.10 200 pés norte-sul por 50 pés leste-oeste.

24.11 (a) Ver Fig. A-14; (b) (—1, ).

k h kh 4
24.12 (a)r=\;/2—'n,;—2,(b)r=\3/%,;=;_

24.13 h =6 polegadas, r = 3ﬁ polegadas.

2,/3 2
24.14 (a) Maximo absoluto = -lg/—— (em X = \/T’) , minimo absoluto = 0 (em x = 0); (b) ver Fig. A-15.

AY

&
s
!
/]
D
w
=Y

Fig. A-14
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"

SSE

Fig. A-15

24.15 Altura = 8 metros, lado da base = 4 metros.
24.16 1500 por dia.

2417 x=2,y=6.

24.18 (a) k = -8; (b) ver Fig. A-16; (c) k = 0.
2419 (3,9, (-3 -

24.22 Minimo absoluto = 0 em x = 0, sem maximo absoluto.

Capitulo 25

1
25.6 (a)’g’;(b)-zt—;(c)JL ; (d)

4n
125 @335

25.7 (a) ?; (b) 36; (c) 105; (d) 225; (e) 210.

25.8 12 centimetros.

11 3 3 6,28318 20w
25.9 (a)s=2n;(b)r=;1;;(c)e=§;(d)e=§;(e)s=7";(f)r= ~ 2 s=5
r0 )
2510 A=—-. 2511 VerFig.A-I7.
45°
(@ ®) (©)
() (e) %)

Fig. A-17

. 3 St 11 ‘
25.12 (a)g;(b)f;(C)Tn;(d)—;-z;(e)—-Gf;(f)%-

s
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Capitulo 26

26.7 (a) — \/— (b)\/— ()——\/—- (d)f,()f(1+f) (f)\/—(\/g—i) (g)\/—(x//g—i)

(h) 0,3256 (com precisdo de quatro casas decimais); (i) 0,2079 (com precisdo de quatro casas decimais).

4/5 . 8/5 79
26.8 (a)T‘[;(b)—g{—;( ——,(d)‘/—,()-

269 (a)—L()“*/—, 5@ - \/ J”,()\/SW”.

1 247
26.10 -, A1 —.
5 26.11 2

26.13 (a) e (c) sdo falsos para § =

-lklﬁ

Capitulo 27

278 (@p= 32—u,f= g, A =1, verFig. A-18(a); (b)p = %,f= 3,4 =-;—, ver Fig. A-18(b).

W

L o
1
3
&%
|
[
=
|
T
EYEN od
win
<
wl
*

(@) (b)
Fig. A-18

1 s
219 @p=6m, f=3, A=k p=rf=24=1; (c)p=?n,f=§,A=5;(d)p=g,f= +44=1.

. . 1‘
27.10 (a) nm (para todos os inteiros n); (b) 2 (para todos 08 inteiros n); (c) 3 + 2mn (para todos os inteiros n); (d) kn (pa-

Lo 3n T
ra todos os inteiros impares k); (e) ) + 2nn (para todos os inteiros n); (f) + 3 + 27n (para todos os inteiros n);

n 3n
@ 1 + 27n e 7 + 27n (para todos os inteiros n); (h) + g + 27n (para todos os inteiros 7).

27.11 (a) 12 sen? x cos x; (b) cos x — 2 sen x; (c) x cos x + sen x; (d) 2x(cos 2x — x sen 2x); (¢) w ;
X

xsenx + 2 cos x —2

3 ;(9) 5(3 cos x cos 3x — sen 3x sen x); (h) —4 cos 2x sen 2x = —2 sen 4x;

N

X

sen 2x

./ cos 2x;

()) —4x sen (2x? — 3); (j) 15 sen® (5x + 4) cos (Sx + 4); (k)

' (1) 6(sen? (sen® x))cos (sen? x)) sen x cos x.
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1 2 4 1 N
2112 (@9 3:0)0;(3:@ 1@ 55 () 530 0: () =30 3:() 0: W) 1; (0.
27.13 A Figura A-19 mostra os gréficos para um periodo de cada fungéo, exceto no caso da fungdo ndo-periddica (f).

y Yy

1 1 1 -
St A S I SR S
(a) (b)
y y
2
2
I
1
\ 1 | e 1
- -3 o 3 s X -3 \: <
-1}
a2k -2 F
(c) (d)
y
l-
1 1 L 1 i |
n k.4
-7 7 X ~4n ~3n 2% -n % 2 3z 4=n X
L
(e) d ()]
4y
l -
: i I /T\ .
X

l-n l-a / l4r  l+=
2 2

, (g)
Fig. A-19
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27.14

127.15

27.16

27.19

27.21

27.22

27.23

27.24

27.25

27.26
27.27
27.28

27.29
27.30
27.31

2132

n
(a) maximo = 2% (em 27), minimo = 0 (em 0); (b) mdximo = \/E (em 71_)’ minimo = ~1 (em 0); (¢) maximo = Z (em

% e %n)’ minimo = 1 (em 0, g, e 1t); (d) maximo = % \/-3: (em -;E), minimo = — % \/3 (em 53—7[) ; (€) maximo = %

S+ 3/3 Sn n—3./3 1
(em 7), minimo = O (nas duas raizes de cos x = ‘—1‘) (f) maximo = —E_6\L_ (em ?), minimo = ———6—\/—_ (em —3— ;
1

5 < Xg < ), minimo = -5 (em x, + 7).

3
(g) mdximo = 5 (em x,, onde sen x, = —5- e
(b) (i) Amplitude = 5, perfodo = 2m; (ii) amplitude = 13, periodo = m; (iii) amplitude = \/.5, periodo = 2m.

_.x+_____...._

‘(a)\/TE;(b)—‘/Tg. 2717 A=n 2718 y=\/5 9“12;&/5.,

274
y=2‘3/§x+' 18"\/3. 2720 n=4

(a) Ver Fig. A-20; (b) sim; (c) ndo.

y
2
1 /
1 o -
. ; " ]2" 2n
-2
Fig. A-20

(a) 1; (b) 0.
@y = — 1 4 1 y cos (xy)

i)y = - ——u,
sen y /1 — %2 ®)y X cos (xy) — 2y

r : .
(@) — 3 radianos por segundo; (b) 200\/3 quildmetros por hora.
(a)0=§;(b)0=0.

(@) méximo = g —1(em g), minimo = 0 (em 0).
Continua, mas nio diferencigvel.
(a)g ~ 0,349; (b) 0,857.

(a) cos x, -sen x, —cos x, sen x; (b) -sen x.
(5) 0,8654740331

3,141592523

1,895494267

Capitulo 28

28.8

Ver Fig. A-21.
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369

28.10

28.11

28.12

28.13
28.14
28.15

28.16
28.17

28.18
28.19

28.20

28.21

28.22

(a) sec? X 55 (b) (sec x)(sec x — tg x); (c) —2 cotg x csc? x; (d) 3 — 4 csc? 4x; (e) 6 sec? 3x tg 3x;

t sec? x
(f) =3 cotg (3% — ) csc (3x — 5); () — °°g‘/;°s°\/_,(h)
\/; 3~/tg X
’ | 1 Y |
| |
| |
| | ~ '
| | |\ |
| | | |
i 1 { ) |
| | | ] |
| | | |
) 1 ] | 1= |
| | | |
! ! | PN !
- ~%E 0 %: n x -ni -3 0 3 ni
i
: -1F | ! |
| | | |
| | ] |
| | | |
| | | |
| | | |
* ' | :
| | | |
(a) (b)
Fig. A-21
sec? (x 24+1 csc? x cotg x , 3 Cos X
@y=--—2 @) W HD ), oo xcolgx ., 3

x sec? (xy) — 1 xy* +1)-1’
2 tg (x + y) sec? (x + y)

sec ytgy
AL+ tgx+y)

@y =

y=—£(x—g>+4

8

(@) 1;(b) 8; (c) 3.

320 radianos/hora = -;—5- radianos/segundo ~ 5° por segundo.

tg (@, —ay) = 1.5, a, — o, =~ 56°.
tg (e, — o) =2, 0, —a, ~63°
tg (o, — o) =3, 0, — a; & 71°

4x —m

"G

1—-21tg(x+y) sec? (x + y) = 1=21+ytgx+y

2 tg(y+1)sec2(y+1);

(a) Maximo relativo em /4, minimo relativo em 3n/4, assintota vertical em /2, pontos de inflexdo em 0 e m; (b) mdxi-
mo relativo em 21t/3 minimo relativo em 71/3, assintota vertical em /2, pontos de inflexdo em O e .

. iovie o ma=
Em todos os intervalos nos quais é definida: ( -=

2’2

(a) 1,318116072; (b) 4,493409579; (c) 0,860333589.

}G3)
= lz,= ), et

272
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Capitulo 29

2

4 , 8 ' 1
29.7 (a)i;——-g‘x3 +§x2+x+C;(b)5x—2 x+C;(c)-5-x5"‘+C;(d)3x5’3+C;(e) —atG

_2 x4+ C= _2_ x3/2(

2
(152" -3

(g 3

(j) 7 tg x —sec x + C; (k) x*

2
(m) sen x + C; (n) tgx—x+C;(o)Ex1°+—

29.8 (a) 2—21 (Tx + 42 + C; (b) 2x —

@2@2

(z) (x+1):"/2 2x+ 12+ C-—«/x+ (x—2) +C(]) (x -

-N+C;(9 -

—cotgx + C; ()

toat c-——(1—2x) +C;

x32 4+ 2x1? 4+ C=T2§\/)—c(9x2—— 10x 4+ 15) 4+ C; (i) =3 cos x + Ssen x + C;

2
\/_5/2+C 2x53x c;

x® +2x2 + C.

1
N2+ C;(C)%Bx -5+ C; () ‘gcos Gx—=1+C;

=+ C; (f)2sen \/x + Ci(g) —l(4— 2638 + C;(h)l(x:’ + 5% + C;

)5/3 + C,

1
k)= [— (x*+ 1) ~37 (x“ + 1)“’3] +C= -ﬁ(x4 + 1)*34x* - 3) + C; (l)g, /1+5x* + C;

2ax + b)>?

() a2

(Bax —2b)+ C;(n) —

1
() 35 6% =9 +C:@) — 135

1
en 3x
(0) —2(1—~x)3’2[-§—§(1——x)+1(1—x)]+C— —-2—(

——-—(4 7t + C; (r)—~sen —+C (s) —

1
+C=—-§csc3x+C;

— x)3/2 2 C:
(1 - S + 125+ 8)+ C

+C.
neeE’

29.9 (a) t =7 segundos; (b) 1024 pés; (c) t = 15 segundos; (d) 256 pés/segundo.
5 3 32 40 35
2910 (@)v=t"—-3t+4;0b)x =§——2—-+ 4t;(c)em x =?quandot=4,emx== 3 quandor=-1;(d)-1 <t <4
3 132 3
29.11 (a)v=£3——1;t+4;(b)x——ﬁ-—-€-+4t (c)emx=—?—;- quando t=1,em x=-7 quando t = 3,eem

88
X = —E-quandot=—4;(d)t<—4el<t<3.

29.12 (a) 160 pés/segundo; (b) 400 pés.

‘ 2x3
29.15 (a)y=—§——5x—l;(b)y=6x2+x+1.

29.17 (@) t> —2t;(b) 0 <t <2;(c)t =2;(d)0; (e)
Capitulo 30

304 (a)24;(b) g ; () B

7 W05 A -4 -4

30.10 (a) 15; (b) 110;(c)3+2\/§;(d) 15 3012 (b)(

»

29.13 (a) 3 segundos; (b) 99 pés.

w| oo

29.14 7 unidades.

2916 12,5 pés.
306 (20 309 @n
7/ 2
"("H)> 3043 4—1+2=5 3014 -133
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37N

3111

31.12

o S e

Y NN Lo lala e i ntatatate

31.13

31.14

31.17

31.20

31.21

31.24

31.28

31.30

31.31

31.32

Capitulo 31

8,/5-125 5
31.10 () 24; (b)‘/_ © /3 (d) ,(e) \/_2 (N5

0Lt ;(d)%é;(e)%?;(f)-;-;(g)%(h)ﬁ
1 1 8 2 254 248 56 2 113226
@3:0)3:03 (1= 2/D: 0302~ 105 22 + 35 (1) o (PG853 - 256] =~
34952 1 8 5 M3 4 48663 1
O 05300330033 013 O 6./3 + ;) g )

3 04 1 2
@3:0205:@

Li9e=yB 315 (a) ,(b) . 3116 2.

7
xz;xl' 3118 (a) /5 +7x%; (b) —sen® x; (¢) 29x* + 1. 3119 0.

@c= (b) c=

(@) 6x/243xX0 + 1; (B) f(h(x)) * H(x); () 3/3x e — 2x

125x3 + 1

b=y3. 3122 1. 3123 0.
1
@4x; () £2. 3125 (@0;()5. 3126 b=4 3127 Je.

Todas as trés sdo iguais.  31.29 ¢ = -;E

Todos os valores tais que x* & integrével em [0,2]; estdo incluidos todos os valores positivos.

t
@x="2 0 2;00<t <Fi@3e -5,
13 2 1
5 m. 3133 (q) z ;(0)1. 3134 0,33 em comparagdo com 3

@505 03050V~ 50 2020205 0%0 205 m 20

3135 %(Zﬁ + 1) & 2,004559755 em comparagdo com 2.  31.36 (a) 0,2525, em comparagdo com a resposta exata 0,25;
(b) 0,24875; (c) 0,25.
Capitulo 32
32.7 (a) — [Flg A22a)]; (b) [Fxg A-22(b)]; (c) [Fig. A-22(c)].
32.8
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=Y

(a) (b
Fig. A-22

33 1 1097 17
329 (@755 0)1/10(0) 5 (804/10 - 13/13); (093 () 15 (N 2/3: ()5 () 21
32.10 (a) 1,478942828; (b) 3,82019779; (c) 125,6806691.

Capitulo 33
6n 4n 2n 17
338 @—=; (b) ,(c) ,(d) ( )3 [ = ¢* = a»*};(f) —3-(r3 - a’) — ma(r* — a%); () 15 (64);

(k) 2n*ba; )—- (J) ,(k) ,(0 = (m) 4n

4 1 1/1 1
339 (a) 3 r3; (b) -—2\6/——:-;- r3; (o) 3 rh; (d) 3 (5 ab)c =% abc.

2 7312
33.10 () ,(b) 7" B @) 05",(b) 82 3312 (6 Ver Fig. A-23; (b) 4n;(c)%.

Ay

=Y

33.13 (a) Ver Fig. A-24;(b)%1t

33.14 (a) Ver Fig. A-25; (b) —— 1152“ (")8 () 1332” ()_1-5;1—"
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Fig. A-25

Capitulo 34

3(In x)? 1 1 ‘ 2
()2x lnx’(d)XInx’<e)x(1+2lnx)’(f)(x-l)(x+1)

34.10 (a ) (b)

5
. 10) 53 () 2 cotg x

1 1 1 2
34.11 (a)gln |x] + C;(b)-7-ln | 7x — 2| + C;(c)zln [x* — 1]+C;(d)3-(lnx+ 1)*2 4+ C;(e)In (In x) + C;
1
N -—Eln |1 —sen2x|+ C;(g) x* + 2 In | x| +—§-5+C;(h)ln |tgx|+ C;

(;)—21n;1—f|+c in ———— _\/_2

4x*(3 — x?) x—2*/x+5( 4 1 x
. '=_..._.__..._..;b ! = — .
Mz @y =" 0y = (x—2 3+ x2+4)’

(c)y,=,/x2_~15enx( x + cotex — — 8 8 L@ __i % + 2 1
@x+3F \Z=1 ) Y =3 v ae sy

34.14 (@) 12In2;(b)In2-21n3.

+C; (j) (In x)* + C.

3415 (@In2+n5;(}) -In2;(c) ~In S; (@) 21n 5;() 4 In 2;(f) 4 In 5;(6) <2 In 2+ In 5); (%) 7 In 2.
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7
3416 y=x-1 3417 In2——. 3418

7 3419 2zin2. 3420 Veja Fig. A-26.

) Y y y

e e e e e i e i e e i e

(a) () (c)

ol
~ofa
a b
w
=

™~
a
promuepuiUSERUUIRpIIIpp—— SRS
~lg
x‘

@)
Fig. A-26

7
34.21 (a)v=%t2—t+61n|tl+2;(b)67+121n 3.

y2x+ 1) 1 1

oY @y 34.23

3422 @y = Ty +3° -2 3

x ’_
m,(b”-

3425 (@In3—1n2;(b) — % In7.

34.26 (a) 0,6937714032; (b) 0,6928353604; (c) 0,6931473747 (até 10 casas decimais, a resposta correta €
0,6931471806).

34.27 (a) 0,5671432904; (b) 1,763222834.

Capitulo 35

KEN (a)-:;;(b) =%; () x*; (@) x'*1"3; (e) x — 1;(f) x — In x; (g) 2x;(h)%.

R4 R4

(a) (b)
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y y
2r
w3 -m !
e-l o I(e 2e ) \l\
/I\I\—— - I ! L
0 1 e X -2 -1 0 ! 2
(c) (d)
y y
1
L ; L I<2 2-HnZ)
. /> i | —
0 e e’ x 0 1 2 x
(e) (f)
Fig. A-27

lx
3512 (a) —e™*;(b) — : =5 () (—sen x)e** *; (d) e* sec? e*; (e) At ),(f)e( +In x) (9) nx™1;
(h) (In m)m* ;(1)2;(139"4‘9—‘-

35.13 (a)-;- e+ C;(b) —e > + C;(c)—i—(de" -2+ C;(d) —e** + C; (e)

1 2x . /2 .
713 P G (N 26 4 ¢

m+1

X 1 2;3 1
C,h_ 3x , x vy . 1 .
(g)n+1+ ()3e +C;()e 1n(e"+1)+c,(1)31 2+C,(k) 7 +C
3.4 (@ JO U . o ,
() (ey ) () + SCCZ P +ey"X(1+x4)’(c)yzey_e1/y’(d) 2y+xexy,(e)C0[gX

In2
35.15 (a) (In 3)(cos x)3%*; (b)—nz—— €*2%°%; (c) (2 In x)x ;@) i [1 + In (In x)](n x)'»*;

Y ( 1 1 ) _ 2%+ 3
x+1 " x+2)73 C+hx+2)
sn(@%ﬁ@éiwmm@&@z
3517 (@e—1; (b)g (62 —1). 35.18 (@) 2; (b) 7!.'(82 +1). 3519 n(e — 1).

35,20 miximo=e (em x =§), minimo = i(em X = _g) 3521 n"e™.
e

3522 (a) y' = (2 cos x)e*™, y" = 2¢*"(cos? x — sen x); (b) —2 radiano/segundo.
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35.23 (a)v =3¢+ 1;(b)2+%§;(c)x=e3‘ +t—1.

3524 y=2x+2. 35.25 Ver Fig. A-27.

35.26 Na Fig. 35-1(a) e na Fig. A-27(d), multiplique a escala horizontal por 1/In 2.
35.29 miximo= e~ ! (em x = ¢), minimo = 0 (em x = 1).

35.30 (c) 2,718145927. (A aproximagdo correta até 10 algarismos significativos € 2,718281828.)

1 1
35.32 (@) —;— ;()In(e+1)—In2; (c)-2-(1 - -e—5> 3533 e—-1

35.35 (b) Aproximadamente 11,55 anos; (c) ap6s 1 ano, 1 real dé: (i) 1,05 reais quando capitalizados uma vez por ano;
(ii) aproximadamente 1,05116 reais quando capitalizado mensalmente; (iii) aproximadamente 1,0512 reais quan-
do capitalizado continuamente.

35.36 (a) 0,5671432904; (b) 1,309799586. 35.37 0,8556260464.

Capitulo 36

369 (@) +00;(b)1;()0;(@d)0;(e) —1;(f) +o0;(9) 1; (M) 5; () 1; () 1; (k) In 3 —1n 2; () +c0; (m) 0; (n) 1;
(0) 0; (p) €%;(q) +00;(r) 0; () 1/m; (1) 3; () 3; (v) 4; (W) 5.

36.10 Ver Fig. A-28. 36.11 8 vezes.

Inl
36.12 1690 —1%—-2(—) ~ 1690(3,32) ~ 5611 anos. 3613 ¢ 1212723 (7 gramas.

In2 06931
In10-31n2" 23026 — 2,0793

3614 T = ~3,lanos.  36.15 69,31 dias.

36.17 72900. 3618 288 bilhdes. 3619 (a) 800;(b)%11%z541.

Capitulo 37

5+2
302 @F 700 =2 = 6:0f 70 = 321 @0f 0 = I+ LSO =S =10k 0 00 ===

WF0) = - 400 = LE2,
y y—1

5
B 0010505050 50T 6005

Y ' Ay

| e’'r 12.2¢7) I I

(a) (b)
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bV Y
27
(3‘ e’)
I
1
I e~ o2

: . . > T .

3~V3 3 3+J3 x ) .

2e 1
g Ipe]
7e
© @
y
I
¥ o% I
. L L ! E— 1 | e e
A I B B P 5 3 "\/21: “ & x
4 2 4 4 2 4 i i
I .
I
(e) Onda senoidal amortecida
Fig. A-28
2./2 )
37.14 (a) sen 0=—§\/:, tgf= Zﬁ, cotg § = \/T_’ sec 8=3, csc = 3}/5;

15
(b)c050=4,tg0= —@ cotg 0 = —\/E, sec6=4—\-1/§—1—5,cscl9=—4.

15°
3 1
5 @350 20 =032 ‘[(f 1); @) 0.
37.16 Dominio= (— o0, o), imagem = (0, 1].

- - - _ - _ 5n/2 parax < —1
. 1 o 1 =1z- 1 1 =1_z. 1 1, .
37.17 (@) sen™" x4 cos™! x 2,(b)tg X +cotg™t x 2,(c)sec x+csc™tx 72 paax> 1
( - -11)
oucotg™' x =tg~1-},
x

x \‘ 1 sen x -3
318 (@) ——+tg7tx (b)) ———e __senx | :
(a)1+x2 £ ()(2\/;) 1=x © 1+cos? x’ (d)(1+9x2)cotg“3x’

gt x+1tg?

XI‘—‘
Nl:‘-i

¢
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37.19

1
— 0
s 1 1 N N T
(e) e cos x—\/l—z; (f)m; {Q)T_:z-= o ;
X ‘ X=X sex <0
J1—x2
*) 2Ja*—x* sea>0 @ 1 0 0 sex>0 ® 2
2 sea<0, 11+x2’ ! | 2 sex<0’ x*+4
a* —x? W /x* —1
-1 ut+v

g tut+tg to=1g —

1 1 3
37.20 (a)gtg"‘ 22‘--1— C;(b)-6—tg’1 -2§+C;(c)sen“‘§+ C;(d)%sen"ﬁ+ C;(@sec™t(x~3)+C;

37.21

37.24

37.29

37.30

37.31

5

1 (V6 ot (S1ax\ 1 x b3k
(f)\/isen (3 )+C,(g)\/1_4tg ( 5 +C,(h)2sec 2~|—C,(1)45€c 4+C,

1 : 6 1 x* -3
(j)ﬁsec“(i—z—x)+c;(k)2tg"\/)_c—}-C;(l)gsec‘1 x3+9+C;(m)sen"x +C;

- 4
(n)2(3sen“‘x 3 3—~/6x—x2>+C; (o)% In(x? + 8x +20) —2tg™! i—-zt—+C;

2 8./3 -1 1 2 1 o 1
(p)ic—-+2x——£tg‘1 a +C;(q)—sen“f—+C;(r)—tg“e—+C;(s)—tg"(ie—n—)-c>+c;
i) 3 ﬁ 2 2 2 2 \/5 J3

1 1
(t)-gtg'lx: + C.

1 250
y= 3 x. 3722 —1radiano/segundo 37.23 Tn milhas/minuto = 50007 milhas/hora=x 15 708 milhas/hora.

2
3125 -’—; 37.26 -"; 3728 2/2pés

(a)[—g,g];(b) [0,7); @ [-1,11;(d) —1<x<1;() —1<x< 1.

(a)y(1+y2)(2x—tg“y) ‘) — y
1+y* +xy ’ X+ 202 /1= x2y?
T
Fig. A-29. 33 —.
ig 9 37.33 T3
1 y
-2in2
(1.2=202)
1 | 1 i >
1-v2Z ] 2 1+V2 X
I I
Fig. A-29

37.34 (b) 3,14159265‘1. (A aproximagéo correta com 10 algarismos significativos € 3,141592654.)
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Capitulo 38

386 (@) —e(x2 + 2x 4 2) + C; () LR X8 )

2
(d)xsen" +./1=x*+C; (e)xsenx+cosx+C;(f)2xsenx+(cosx)(2—x2)+C;
(g) [cos (In x) + sen (In x)] + C; (h) [5x sen (5x — 1) + cos (5x — 1)] + C;

+ C;(c) e(x® — 3x2 + 6x — 6) + C;

) —5—— PRy (bsenbx+acosbx)+C(j) (x — sen x cos x) + C;

sen x 3x

3x 3 1
(k)senx—sn C-—————(2+cos x)+ C; ()= ( x+sen2x+83en4x)+c(m)-e—(3x—1)+C

(n) x tg x — In |sec x| + C;(o)g(Zx2 + 2x sen 2x — cos 2x) + C; (p) x(In x)*> — 2x(In x — 1) + C;
1 3x
(q)%(sen 2x — 2x cos 2x) + C;(r)-%cos x2+C; 6) —;(1 +1Inx) + C;(t)ez—,’(%c2 ~6x+2)+C;

(u)%[ZJc3 gl x—x*+In(1+x)]+C;0)xIn(x*+1)=2x —tg" L x) + C;

) ¥ 1; X X

=9+ G5 Bhx-1+C

387 (@ 160 nle - 20; )5 (1 + ).

388 (@ -;— ;(0)2m; (¢) 1z<2 - g) 3810 (a) 1‘; ;(0)2r%. 3811 (a)0;(b) — gnf

n—1 _
3812 (a) J cos” x dx = = nx = - ! I cos"™2 x dx.
n—1 -1
(b)J.Sen" xdx = — sen X cos x+ n Jsenn~2 x dx.
n n
o2 -
38.13 (a) sech x dx =25 _X'8X .1 2 sec""2 x dx;
n—1 n—1
1 2 xt 2 to2
(b)(i)E(secxtgx+ln|secx+tgx|)+c;(ii) Ee—c—');i+§tgx+C=(tgx)(1 + g3x)+c.

Capitulo 39

1
3912 (@) — 5008 x + C; (b)%x sen 6x

12

2 1
+C; (c) sen® x -3 sen’ x +5 sen® x + C;

1 3
@@= ( + 2 sen 2x +% sen 4x ~% sen’ Zx) +C; (e) (; x— seng4x+ sen3 2x__ se248x) ;

1
(N2t §—x+C;(g)~5-tg5x—gtg3x+tgx-x+C;

1 3 3
(h)zsec3xtgx+§secxtgx+§ln |sec x + tg x| + C; (i) %tg5x+%tg3x+c;

1 1 1 5 3
(])gsec5 X.— :1,-'sec3x~i-C;(k)Zsec3 xtgx—gsecxtgx-}-gln|secx+tgxi+C;

1
h-= cos 4x + C; (m) — (2 cos 2mx — cos 4nx) + C; (n) (6 sen 2x — sen 12x) + C;

( )1 (scn 5x+ sen1 ;3x) icC

39.14 (a)0; (b) .

3
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Ji+x*—1 21
39.15 (@) /x*~1—~sec™t x+ C;(b) 2 sen” ‘J—;——;«/ -x2+C; (/1 +x*+1In +x Y+ C;

3 >+C;

VIR e (¢
@ - x* +C; (e)‘ +C (f)\/—TT“ ,(9)54 g~ ‘3“+ 219
(h)llnil—l‘?—_—i’i+0=31n—*—-—~————— V16"9x+K;(i)§[sen-lx-x(1-2x2),/1—x2]+c;

4 [3x] 4 x|

N 7 L] - x—3 Ax=3) |
(])8(sen e — (1 — 2¢*%), /1 e")+C,(k)16 tg 5 xz——6x+13:+c'

2 —_
39.16 \/ﬁ+%1n(\/1—7+4), 39.17 ez+1-—(1+\/§)+ln‘/e\/;11 1.

39.18 A mesma resposta do Problema 39.17 (pois os dois arcos sdo imagens espelhadas pela reta y = x).

3919 m(2+./3) 3920 n/9./4=6n

Capitulo 40

40.6 (9 ! In

x—3 x* 1 3
Al e +C;(b)3]nlx+3|——21n|x+2l+C;(c)——+-lnjx+21+—ln]x—2|+C;

3 19 5
(d)zlnlx—ll—-9ln|x—2|+ In|x— 3[+C(e) 1ntx—1|—21n|x+1|+ In|x—3|+C;

2 _g
(f)-——-lnlxl+——ln]x+31———ln|x+2|+ lnlx—1I+C(g) In| 55— 4|+c-
-2 1 x 1 1
061 24¢0- - ()= —
) “x+1|+x+c’(’)41“ x+2 x—zJ’C’(’)9l 3 3% 3+
x? 1 55
(k)-——+2x+2—5 266lnlx—4l+9ln|x+1|+-—-—- + C;(

(m)——lnlx—ll+9ln(x +4x+5)~-—§tg“(x+2)+C (n) g™t x—gtg ‘%-I-C;

x2

1
(o)—+ [In x| —411n (x* +9)] + C; (p)lnlxl—lln(x +1)+2 2+1 + C;
3 X 1x—4
—1 1 2. A
(q)25n]x 1] 5Oln(x +4)+100tg 2+10 2+4
2x+1) 2 x-1

\/3 ¢§x2’+x+1
1 11
(t)§1n|x|+§-lnlx+3|—3ln|x+2|+C;(u)x—ln(1+e")+C.

x+1
C;(s)In |——
+ (s)nx+2

1 ’ .
(r)ln!x|—§ln(x2+x+1)—?@“(

l-%-C;

1
40.8 (a)ﬁ(3ln2+n\/§);(b)2—i7-(n\/§—-3ln2). 409 2 ~+C.
l—tg'i

40.10 @In(1—senx)+ C;(b)In|senx— 1|+ C;(c)senx < 1.

— —
40.11 (a)—élnll—x2/3|+c;(b)4[(v’°3 ) __sz 1+3/x-~1—1n(1+.4/x—1)]+c

J1+e -1
(f)2./1+e"+1 (ﬁ+1)+c= T+e+2In(/1+&—1)—x+C;
x+1 23—
|V s

3. 13 _2
(g)2x +1n |x'° + 1] 21n \/'
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Abscissa, 19-20
Aceleracdo, 169-170
da gravidade, 169-170
Amplitude, 210
Angulo de inclinagdo, 224-225
Angulo direcionado, 192
Angulo reduzido, 193-194
Antiderivada, 227-228
Arco co-secante, 306-307
Arco co-seno, 302-303
Arco cotangente, 305-306
Arco secante, 304-305
Arco seno, 301-302
Arco tangente, 304-305
Area:
de circulo, 120-121
de trapezdide, 251-252
de tridngulo equilitero, 120-121
entre curvas, 257-258
sob uma curva, 235-236, 256-257
Argumento, 55-56
Assintota horizontal, 77-78
Assintota vertical, 76-77

.

b (intercepto y), 37
Base (de logaritmo), 290-291

Circulo, 24-25
drea de um, 120-121
circunferéncia de um, 23
equagdo candnica de um, 24-25
Coeficiente angular, 33-34
de uma reta tangente, 93-94
Completando o quadrado, 27
Composigio, 123-124
Comprimento de arco, 258-259
Concavidade, 173-174
Conjunto vazio, 28
Continuidade, 85-86
em um intervalo fechado, 87-88"
lateral, 86-87 )
pela direita, 86-87
pela esquerda, 86-87
Coordenada x, 19-20
Coordenada y, 19-20
Coordenadas em uma reta, 13-14
Coordenadas polares, 199-200
Co-secante, 220-221
Co-seno, 196-197
Co-tangente, 220-221

Crescimento constante, 295-296
Crescimento exponencial, 293-294
Custo marginal, 152-153

Decaimento constante, 295-296
Decaimento exponencial, 294-295
Definigdo épsilon-delta, 72-73
Derivagdo implicita, 133-134

de ordem superior, 168-169
Derivagdo logaritmica, 279-280
Derivada, 99-100

de ordem superior, 167-168

primeira, 167-168

segunda, 167-168
Descontinuidade, 85-86
Descontinuidade removivel, 85-86
Desigualdades, 15
Deslocamento, 144-145
Diferenca entre conchas cilindricas, 268-269
Diferenciagéo, 99-100

implicita, 133-134

implicita de ordem superior, 168-169

logaritmica, 279-280
Diferencial, 161-162
Diviséio de polindmios, 66
Dominio, 55-56

e, 284-285

Eixo de simetria, 50-51

Eixo x, 19-20

Eixo y, 19-20

Elipse, 24-25

Equagc@o candnica de um circulo, 24-25

Equagio de demanda, 49

Equagdio de suprimento, 49

Equagio ponto-angular, 36-37

Equacdo reduzida, 37

Erro percentual, 166

Expoentes, 125-126

Extremo absoluto (médximo, minimo), 112-113
método tabular, 113-114

Extremo relativo, 111-112

Fatores irredutiveis, 330-331
Fatores lineares, 330-331
¢ raizes de polindmios, 60-61
Fatores quadriticos, 330-331
Férmula da escova, 265-266
Férmula de comprimento de arco, 259-260
Férmula de conchas cilindricas, 265-266, 268-269
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Férmula de disco, 264-265
Férmula de distancia, 20-21
Férmula de segdes, 266-267
Férmula quadrética, 47-48
Férmula répida I, 229-230
Férmula répida II, 278-279
Férmulas de dngulo duplo, 201-202
Férmulas de integragfo, 340
Férmulas de meio-angulo, 201-202
Férmulas de redugéio, 317-320, 322-323
Férmulas geométricas, 341
Férmulas para ponto médio, 21
Férmulas trigonométricas, 339
Fragdes parciais, 331-332
Freqtiéncia, 210
Funcdo, 55-56

composta, 123-124

continua, 85-87

fmpar, 59-60

par, 58-59

periédica, 199-200

um aum, 301-302
Fung@o crescente, 138-139
Fung&o decrescente, 138-139
Fung&o degrau, 61-62
Funcdo diferencidvel, 99-100
Fung&o integrével, 237-239
Funcdo inversa, 283-284, 301-302

de fungdes trigonométricas, 302-303
Fungdo maior-inteiro, 61-62
Fung&o racional, 78-79

prépria, 330-331
Fungdo tangente, 220-221
Fungdo valor absoluto, 56-57
Fungdes exponenciais, 283-284

tabelas de, 344
Fungdes trigonométricas, 196-197, 220-221

Gréficos:
de equagdes, 24-25
de fungbes, 55-56
esbogo de, 177-178
intersegdo de, 45-46
Grau, 191-192

Hipérbole, 24-25

Imagem, 56-57

Indugdo matemdtica, 102

Integragdo, 227-228
por partes, 314-315

Integracdo de fungdes trigonométricas, 321-322

Integral )
de Riemann, 238-239 T
definida, 237-239
indefinida, 227-228

Integrando, 227-228

Integrandos trigonométricos, 321-322

Intercepto x, 43-44

Intercepto y, 37

Intersegiio de gréficos, 45-46

Intervalo aberto, 57-58

Intervalo fechado, 57-58

Intervalo semi-aberto, 57-58
Intervalos, 57
Inversa de:
co-secante, 306-307
co-seno, 302-303
co-tangente, 305-306
secante, 305-306
seno, 301-302
tangente, 304-305

Juros capitalizados continuamente, 291-292

Lacuna, 85-86
Lei da média, 137-138
Lei dos co-senos, 200-201
Lei dos senos, 204-205
Leibniz, Gottfried von, 245-246
Leis dos expoentes, 125-126
Limite, 67-68, 75
infinito, 76
lateral, 75
no infinito, 77-78
Limites de integragéio, 239-240
Logaritmo decimal, 290-291
Logaritmo natural, 275-276
tabelas, 343
Logaritmo na base a, 290-291
Losango, 38-39
Lucro marginal, 151-152

m (coeficiente angular), 33-34
Maximo:
absoluto, 112-113
relativo, 111-112
Média, 246-247
Medida de dngulo, 191-192
Meia-vida, 296-297
Método da substitui¢o para antiderivadas, 229-230
Método de Newton, 162-163
Método tabular, 113-114
Minimo absoluto, 112-113
Minimo relativo, 111-112
Movimento retilineo, 144-145
Mudanga de varidvel em uma integral, 247-248

Newton, Isaac, 245-246
Notagdo sigma, 235-236
Ntimero irracional, 91-92
Niimero racional, 91-92

Ordem superior:
derivagdo implicita de, 168-169
derivada de, 167-168
Ordenada, 19-20
Origem, 13-14
Oscilagdo total, 210

Parébola, 24-25
Periodo, 199-200
Piramide, 272-273
Polin6mios, 59-60
derivagdo de, 101
Ponto critico, 113-114
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Ponto de inflexdo, 173-174

Pontos colineares, 38-39

Poténcia racional, 125-126

Principio de aproximagdo, 161-162
Principio dos minimos quadrados, 187-188

Quadrantes, 19-20
g Queda livre, 145-146
Quociente de uma divisdo, 66

Radiano, 191-192
Radicais, 125-126
Raiz repetida, 60-61
Raizes de um niimero, 125-126
Raizes de um polin6émio, 59-60
Regra da cadeia para poténcias, 124-125
Regra de L’Hospital, 293-294
Regra de Simpson, 254-255
Regra do ponto médio, 254-255
Regra do produto, 100-101
Regra do quociente, 107-108
Regra trapezoidal, 251-252
Resto de uma divisdo, 66
Reta, 33-34

equagdo da, 35
Reta normal, 97-98
Reta tangente, 93-95
Retas paralelas, 37
Retas perpendiculares, 38

Salto, 85-86
Secante, 220-221
Seno, 196-197
Simetria:
em relagdo & origem, 51-52

em relagfo a um ponto, 51-52
em.relagdo a uma reta, 50-51
Sistema de coordenadas:
em uma reta, 13-14
em um plano, 19-20
Sélido de revolugio, 264-265
Somas de Riemann, 238-239
Substitui¢des trigonométricas, 323-324

Tabelas de fungdes trigonométricas, 342
Taxa de variagdo instantinea, 151-152
Taxas relacionadas, 154-155
Teorema de Rolle, 137-138
Teorema de Rolle generalizado, 142-143
Teorema do valor extremo, 112-113
Teorema do valor intermedidrio, 138-139
Teorema do valor médio:

para derivadas, 137-138

para integrais, 247-248
Teorema fundamental da dlgebra, 60-61
Teorema fundamental do cdlculo, 245-246
Teste da derivada primeira, 177-178
Teste da derivada segunda, 175-176
Teste da reta vertical, 62

Valor absoluto, 14
Valor de uma fungo, 55-56
Valor médio de uma fungéo, 246-247
Velocidade, 144-145
Velocidade instantanea, 144-145
Velocidade média, 144-145
Volume, 264-265
de um cilindro, 120-121
de uma esfera, 151-152

Zero de um polinémio, 59-60







