
João VítoÍ tem umâ enìpresa que mantém cafi i-
nhos nas praies pâra venda de sorvetes, chocolates
e chicletes.

Na praia dr Enseada, loáo Vitor colocou lrés caÉ
rinhos (/,8 e c).

FT - Ì  cefo do Ì go. èo âno tecer, o emp-esa
rlo fez Lrm bêlanço dâs vendas e verif ìcou quel

do càrr . ìho 4,  ÍoÍan ve_dido- 30 so'vetes,
45 chocolates e 60 chic etes; R$ 202,00 no tota ;
do carrÌnho 8, foram vendidos 50 sorvetes, 35 cho-
colates e 40 chicletes, totêl izando R$ 193,00;

do câ'r ,1ho C, 'orêm vend do- 40 50'vetes,
l0 chocolaLe- e 45 chrcletes, Ìoràl oe R$ l/4,00.

QuâÌera o preço de um sorvete? E de um choco-
late? E de um chiclete?

Parâ respondêr a essâs perguntâs, vamos usar â
seguinte notação:

> x é o preço do sorvetej
> g é o preço do chocolatei
> z e o preço do chic ete.

Com essa notaçã0, vemos que:

> ototaldasvendâs fei las porÁ é 30x +45U + 602.

30x+45g + 602= 207 @

o totaldas vendês feitas porB é 50x + 359 + 402.

50x+ 35U +402= 193 @

o totaldas vendas feitas por C é 40x + 309 + 452.

40x + 30g + 452 = 174 O

Considerando sÌmultaneâmente as condições O,
@ e @, obtemos o sistemar

30x+45!+602=207
50x + 35V +402 = 193
40x+30,J+452=174

que é denominado sÌstema l inear Neste câpítulo,
vamos epTender e resolver sjstemas l ineêres e en-
tãovocê será capaz de calcularosvalores dex,g ez
e sâberá os preços do sorvete, do chocoÌâte e do chi-
c ete.
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Equaçãn linean

Deíinição
Equação l inear nas incógnitas (ou variáveis) xt,

x2,.. . ,xn étoda equação dotÌpo a1xl+ a2x2 + +ânxi=

= b, em que o1, d2, .. . ,  on são coeficientes reais, e t ' ,

la'nbe,Ì.eâ1, e o Ìermo;ndeoe^dente de equâcão

São l ineares, porexemplo, as êquâções:

xr-2x2+4x3=5 x1+x2+x3=0

xr+xz=7 x+29-32=0

*. . ,Lv ' -a.=-z *-g=o
'?-  -

Vejamos alguns exemPlos:

0 paÍ ordenado (2, -3) é solução dâ equação

4x- 5g = 23, pois, su bsti tuindo x por 2 eg por-3,

obtemos:

4 2-5 (-3)=8+1s=23

AÌí iprao oenãdê {  l . -  I ,  2)  ésoluçàodaequaçã0

2x-3g+z= 3,  pois 2 '  ( -1)  -  3 (-1)+2=

=-2+3+2-3.

Já a lr ipla (5, 4, 1) não é solução dessa equaçã0'

poìs2 5-3 4+1=10 12+\= I+3.

Para enconlrarmos outra soluçào para â equâçào

2x 3g + z = 3, escolhemos arbitrarìamente valo_

res parâ cluas das incógnitas (x e g, por exempl0)

e calcurãmos o vâlor da te'ceiíe :ncógrita ízì

Considerando x = 3 e g = -4, temos:

2 3 3 (-4) +z=3

6 + !2 +z=3 ' - .  z= - t5

Assim, uma outra solìlção é (3, -4' -15)

üf)$*rriaËíiü
Ìoda equação homogêneã a1x! + a2x2 + +

+anxn=0âdmitêaseqúência(0,0,  . ,0)como

solLrçã0, pois, quaisquer que sejam os coeÍi_

cientes or, 02, .. , ,  on,tem_se a1 0 + 42 0 + +

+an 0=0.

v

Lr r;l{ c f',Ì it Ë * 1l $

Nos exemplos acima à dìreita, o termo Inoe_

pendente é nulo.0izemos,em cada caso' que

se trata de uma equação linearhomogêhêa

Note que, nLlmâ equação l lnear' 0s expoen'

tes de todes as incógnkâs são sempre unì'

tárìos. Dessa forma, não represenlam equa_

çôes l ineares:

5 :-Ll+z='vJ

[Jma equação lìneâr não apresenta term0

mìsto (aquele que contém produto de duâs

ou mais incógnitas) Dessa forme, não Íe_

presentam equâções lineares:

zxl+x2x3=5

de uma
l inear

Dizemos que a seqüéncìa ordenada de núme_

ro: Íeais {or.  u, .  . . . ,  q )  e soluÇao da equâção

atxl + a2x2 +.. +anxn=bquândoâexplessãoa1(,r+

+ a2ct2 +...  + anün = b forverdâdeira

f exercícios I
1. Verif ique se (3, -2) é solução da equação

7x+ l lY= 1.

?. Dada a equação linear 2x - y = 7' veriÊque se os

pares abaüo são soluções:

a) (2, -3) b) (2,7) c) (5,3)

3. Veifique se as triplas oralenadas abal'(o são so-

luções da eqìração x + 2Y + 42 = 1.

a) (-1, 3, : l )
b) (0,  4,- Ì)

c) (1,  r ,  r )

4. Determine rr de modo que o par (m' 2m + 1)

seja soÌução da equação 3x- lly = 4'

m+2n+5P=0

P

Salução
eqLrâçã{i

JJ:



S. Dada a equação l inear m.xt -  2.x2 + 4.x3 = 3,
determine m de n'Ìodo que atripÌa ( 1,1,2) seja
uma de suas soÌuções.

b,Determine duas soÌuçôes da equação:

x+y+z+t=0

/.  Dé dua. 'o lu, ,oe'  da equaçao x ' \ .  -  5\r  Io.

*, Cíttti" t.- d. pugu. ,tma compra de R$ 35,00 e
só dispõe de notas de R$ 1,00 e de R$ 5,00. De
quântos modos distintos poderá fazer o paga-
mento?

>ts(ema i lneâr
DefÌnição

Um conjunto de m equações l ineeres nas var á-
ve s \1,  ì . ,  , , . \ ,  edno. i - tera inearoemequaçoes
e n incógnitas (ou variávêis).

Ve è os sr. lemas l inea'es èpresentados â segJ:r:

í5x+4u=1. l^  _ '  ^  e um siqterìã l ineàí com duàs

equações e duas variáveis.

I  x+ u-zz=u

'  1 I -zg *  z=0 éumsistema Ìnearcomtrés

12" g z=0.
equações e três variáveis.

Íx+u +z+ w=1. Í  -  
e um st5Ìeme I tnear con

rx-g-z+ zw = f
duâs equações e quâtro incógnitas.

Matrizes associadas a um
sistema

Podemosassociârâ um sistema l inearduãs ma-
tr izes cujos elementos são os coeíicier]tes dãs equa,

ções que Íormâm o sistemã.

0bserve os sistemas l ineâres a seguir:

.  l5x+4u=1. a0 s slenê | ^ -- ^ podemos as9oc ar ès
|  3x+ f  9= t

/c r \
malr i resA-{]  I  I ,  c"anada rrãt ' i7 incom.

\J (  /

.  As matrizes âssociadas ao sistema
l * ' , .  r  w.. t  l t  t  1 l l
1 '  SAOA-|  te
l \ -q z-Zw 7 l I  I - I  2 l

^ [ r  r  1 I  r l
L

L1 -1 t  2 7l

Noternos que B é obtida deÁ acÍescentando-se a
co una relâtìva aos termos independentes dâs equa-

ções do sistema.

Representação matricial de
um sistema

Lembrando a deíinição de produto de matrÌzes e
uri l iTã'doê matí i7 r 'co'y pleta oeumç stemâ, e pos-
sivel representá-lo na foÍma matricial.  Vejamos por
meio de exemplos.

.  0sis leÍa I  )x!29 I  oode ser escnto na roí
L3x+7u=2

mâ malricial:

( :

pode ser repre-

Pleta e a matriz B = í 5 4
\ l  /

tr iz comp eta.

(^
I  x+ I  zz=

. Ao sistema I  x-2u+ z=
t^
| .  <x- g- z=

[ r  |  2f
t - l

merr izesA=l 1 2 1 |
L2 - t  -1 )

t :

r0ì=t 0 |
I ,o. /

(^^
I  x+ u-(z=u

^l.  ussÌemêi 
"  

tg+ z=u

l2x- V- z=0
sentado pela equação matrÌcia

í1 
1 -2ì íxì

121 g
\2 r  t ) \z)

1\
2 /, 

chamadâ ma-

0
0 essocìamos es
0

e j

I r  1 -z o- l
B=l 1-2 1 01.

l2 -1 1 0l

; )  ( ï )=(:)
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Solução de um sistema
DizeÌnos que a seqüênciã ordenedâ (ctr, q.2, .  '

ctJ é solução de um sistema l inear de n vâriáveis

quando é solução de cada umâ das êquaçÓes do sls-

tema,

0bserve os exemplos:

. 0 par ordenado (4, 1) é solução do sisterna

I " - 9 - J, pois ere sâÌ 'sfeT as dLas eq"ações

do sistemâ.

Vejamos:

4+1=5 e 4-1=3

Atripla ordenade (5,3,2) é solução do sistema

( x r . l - l -4 ,pols, ta7en00x- 5.U- Jez - . '

I  x 'g z=0
obtemos:

5*3a2=10, 5 3+2=4 e 5-3-2=0'

que são sentenças verdadeiras-

Classificação
Um sistema l inear é clâssif iaãdo de acordo com

seu númêro de soluções.
Podemos ten

. Âe9uaçao matricial( 
1

Veja alguns sistêmas e suas classiíicâções:

0 par ordenâdo (1, 6) é e únicâ solução do siste-

ma I 
-" - v '- .  Nesse câso, o sistemã é um

sisterÌìa possível e determinado (sPD).

lq, -c"+q7=ln
0 sisÌeÌà I '^ èPíesênÌa rt l_

I  x g+ z=L
ni tes soluções, como, por exemplo:  (1,  1,2),
(0,2,4), (1, o, 1),....

x+5y z=5
7\-2y+ 32=13
2x 5y+112=8

11, Verifique se (2, 1,3) é solução do sistema:

f* ì
1 11ì ls l=/1ì  .
- I - I?t lz l \71

representar o sistemaé umâ outra forrna de

{x+g+z+ 
w=1.

lx ç1-z+2w=?

0 sistemâ, nesse caso, é umsistema possivelê

indeteÍminado (SPl).

> 0 sisterra ] " - v - '  nào apíesenta soluçào
lx-g=5

âlguma, pois não existe per (d1, o, tal que

ü1 ü2 = -3 e G1 ctz = 5. Assim, o sistema é

impossível (Sl).

Estudaremos mais âdiante algumas técnicas

que nos peÍmitirã o resolver (e classiÍìca r) um sistema

tneat

ffi #xerflíciCIs m
E, verifique se (3, -2) é solução do sistema:

{x+ y=r
l2x+3Y=0

í0" Verifique se (1, l, t) é solução do sistema:

-x+y+22= 5

1*. Considere o sistemalsx+7y = 12.

a t Apre'ente alguma. de 5ua( soÌuçoec
b) Como ele é classificado?

13. CÌassifique o sistema
[2x+3y- z=7
' ]  *+ y+ ,=0.

l2x+2y+22=7

Sisteme possívele determinado (sPD) - tem
apenas uma solução

sistêma possívêle indeterminedo (sPl) - tem
infìnitas soluções

Sisteme ìmpossível (Sl) - não tem solução

3X7



Í4. Construa amatrizìncompÌetâÁ ea compìetaB
de câda um dos sistemâs:

l ' . t t= la) 1x+z=õ
lY +z=Y

Íax- y+ z= - Ì
b)  

1x+2y-z=-2
t  x z= t

[  3x+zY= 4
, lc) 1x-y= /

l4x+ Y=2

15. Construa a matriz incompleta Á e â completa B
de cada um dos sistemas:

a) 1-3xr + 4x, + 5xr + x4= ll

b) I2x+y+ 32=-13
I x+Y+102=4

16. Er.."uu o sistema associado à representação
matricial em cada caso:

a) / r  , ) fxì- f  o)
\2 5/ \v/  \o/

-2\ l^  |  /11 \
,7 r  J=\r : i

\z )

17. CÌassifique o sistema dado por:

/ r  - r ì ,  /sì
ar '  4 i  l Í * l= l  r r

l i r  -2. / 'Y '  lzo. ]
( :  ,  , ) f ' - )  f  : )

b) l2 -4 I  ly  
= LL

\ I  r  r i lz l  \ ì0,

18. (Unicap-PE) Seja o sistema de equações Ìinea-
lo-r--1a

re\ ]  -" '  /  '"  .  cuia (olucro e dnda pelo pdí
l3x+Y=t:

ordenâdo (a, b). Detemìne o valor de a + b.

Slsternas escal0nâd*$
Consideremos um sistema linear S no qual, em

cada equação, êxiste pelo menos um coeÍìciente não-
nulo.

oizemos que S eslá na forme escelonâdâ (ou,
sÌrnplesmente, é escâlonado) se o número de coefì-
cientes nulos, antes do primeiro coeÍiciênte não-nulo,
aumenta de equação pâra equaçã0.

São exemplos de sistemas escalonados:

IJX U+ Z= Z

I  zí z'- -t
I -
t  -z=5

J4x-U+52=3
[ 3q 27-1
("

4x+9 Z I  W=1

1 z+t+2w=0
| 2w=-3

' ( i  I '
I

Seja o sistema escalonado: I
I

Partindo da úÌt ima equaçã0,
t i tuindo esse valor na equação
g. Por f im, substituindo g e z nâ
m0s x,

Resolução de um sistema na
torma escatonâda

Sistema coÌn número do oquações igual ao númeÍo
de variáveis

x-29 + z= 5
g+22=-3

obtemos z. 5ubs.
ân1efl0r,0Dlem0s
19 eqLraçã0, obte-

AC0mpanhe:

32=-6 +z= 2 O
V+2.(  2)=-3=g-4=-:=g=r @
x- 2.1+ (-2) =-5+x-4=-5+x=-1 O
Assìm, a solução do sÌstèma é (-1,1,-2).
[sse l ipo de sistema âpresenÌa gempre umâ úni-

ca soluçã0. Ìemos, entã0, um sistemã possÍvel e de-
teÍminado (SPD).

SiÊtêÌnâ com númêro de equâções menor que o
númôÍo de vàfávei8

Vâmoc deterrì.naÌ très rumeÍos cuja soma é
100,sabendo que um deles é o dobro do outro.

CI'àmêndo os _umeros procuíados de y,g ez. essê
problema pode sér representado pelo sistema:

fx+g+z=100
L u =22

3t8
I



0bserve pâsso a passo a resolução do problema:

19) Devemos identif icara vâriáve que não ãpâre-
ce no Ìnício de nenhuma das equâções, cha-
mada variável l ivre. A única variével l ivre
desse sistemâ é z.

29) Transpomos a vâriávell ivrez para o 29mem-
bro em cadâ equação e obtemos:

Jx+!=1uu z í ì

39) Se atr ibuirmos um valor para z, obteremos
um sisÌemâ do t ipo SPD: portanÌ0, deÌetm:-
nedo, Resolvendo-o, encontraremos uma so-
lução do sisteme.
Se atr ibuirmos outro va or pare z, obteremos
outro sistema,também determinado, quê, Íe
solvido, fornecerá outra solução do sisteme.
E assim por diente.
Como podemos atr ibuir quelquer valor real
a z, concluímos que o sistemâ dado tem
infinitâs soluçôes.
Façâmos, entào, z =d ((xé um número real
quãlquer) e em O terernos:

I  x+ u= ÌUU ü ( l l

L u= 20G)

4Y' 5UDSÌtÌUtanos t  em rGr:

**2q=100-cr,+*=100 c{ 20-
+x= 100 -  3c

59) Por Í im, as soluções do sistema podem ser
representadas pelâstr iplas ordenadas dotÌpo
(100 3ct, 2ct, od, em que (I € R.
Esse t ipo de sistema apresenta sempre inf i-
n tâs soluções, sendo, enlã0, um sistema
possível e indetermÍnado (SPl).

vamos resolver osistera x-9-z ' t -  I

|  27 t -0

ASVanevets t tvres d0 ststema -ão y e t  l íàns-
ponoo-as pàra o 29 menbro, vem:

Fazendo g =qet= Ê (ü€ Repe R),temos

fx+z=1+q-t
l^

s={(r."-J0,",  f ,  o),*e m " oe m}

De(2),vem z=4

Em @, temos,

r+o P+x=r+o-JF.

Assim:

Vejamos algumas soluções panicularesl

.  s=o e B=r-- /  1.
'  \2

.  0=1e p=2-(_1, 1,

ffi É$y;d;ït"flíff$ffis ffi

ï,11i. Verifrquc se cada um dos sistemas abaixo está
escaÌonado.

.  fx+3v=7
|. 2Y= s

L, Í  lx+.2y: t Ì
ur  1

I  x JY=-l

Ix+y+z=0
')  1 Y z=s

|  2z=8

,* - l l=
2I

I

f  x+z= r+o,-B @
I zz= p (2)

rã*



l'11.Ì, tncl;qLLe qua;s sistemas

n, { :x I  z+ t=s
|  22+ 3t= 4

lx-s l r+32=8
b) 1 3y+72=-2

|  2Y 57=3

f :x+:y+z+ t=
O 1 3Y+z t=

|  22 3t=

. .  Í  x+v+ t=L

I x y+32=5

ii.i , tlesoluu e clàssifiqlÌc

JÌ+ry=:r

|  - / - - l

lx+y+z=zol  1 y+L= t
\ .  2z=8

l-  ' -  f ic \o11r e c lassLtrque

lx+y+z 2t=s
,  Y-z+l t=3

n'  1 ) ,  t= l

t  3t=6

I
10
5

Propriedsde I

ouando mult ipl icamos por & k C R*, os
membrcs de uma equeçào quelquer de um sis-
temâ l ineer t obtemos um sis(emâ S equive-
lente a t

f

os seguintes sistemrs

os,cguintes s isten:s

iÌ;ì. ResoÌva os seguinres sistenas:

a) l r i+y+z=3

b) l2x-y+z+t=l l
I  7+Ì=)

, .  11 v+ z=):i . Urna d.rs solnçnes cle 1 ' _" - é
I  v-zz=m

(1, 1,0). l leternine o conjrnto soÌuçâo desse

l .  l l f l3 ' "  f  /  -  
- -

n *fìi l itríÌ;ìff i#rìììú
Definição

Dois sistemas l lneâres, S1 e 5a, são equrva en
'Ê\ qua do Ìoda 50 -çào de 5 ê \o lu\do de 5 ,  e
vice'versa.

Propriedade 2

0uando substìtuímos uma equâção dê um
sistema l ineãr 5pêlâ soma, membro e membro,
dela com outÍa, obtemos um sistema 5. equive-
lente ã S.

Sera'  I  *  V- '  cuia.olucaoer l .  Lr
zx+JU=J

Mult ipl icando a 1? equação de S por 2, por

exemp!0,00Ìem0s:

- ,  í  2x-2u =8
tZx+Jg=J

cujâ solução tâmbénì é (3, -1).

SejêS l '  ^Y 
-  -  .  cuja -o -cao e í2,  i  ì .

L X+JU-5

Vâmos substi luira 2? equação pelâ soma de a
com a 19:

Râscunho:

fz,  , ,=? 2v , ,=ì

" ì
lffilfr#ffiB-ry3**2e=B
L lacr l  r  otãr qJe (/ ,  I  )  e \oluçao 0e ) ,  pols a

29 equação tembém é sât isfeÌta.

t t (  v+r7=)
I  y 3z=2

, ,  x y+lz=/
nl  1

I  y tz=ìr

-: l:: ,.i

3 2+2 1=6+2=8



Vamos uti l lzar

neamenle.

âspropÍiedades 1 e 2 simulta_

( 7, B).

Vamos substituir a 2? eq!ação de s pela soma

dela com a 1i, mult ipl icada por 2:

Rascunho:

x--15 2/  ?u 30

s, l  l^  J ' l  10

I  s,J ao- -  : -  sv-40

0 pãr (-Z B) é têmbém solução de 5.

0bserve, neste exemplo, que a utÌ l ização des

proprledades poss bi l i tou transformar o sistema

oÍigina em um sistema escalonado.

Ësca lelnanreniei 'da
urfi s tstenì;ì

Para esca onar um slstemã inear quêlquel va

mos segúir  o rotei Ío abaixo, baseâdo nas pr0pr eda_

des êntedores:

lq) Escolhemos pâra 19 equeção aqLlela em que o

.  oêl iL enÌÊ oa prtrei  a incog ta .ê,ê nao'

nLt lo,

Sê posrrve.  " lenos ê esco" d â ín de q-P

e55e, oê ic e rê seà,gud "  I  ou 1.  poi \  oc

c" lc"osf 'dn.eì  ge è1. Ìà i '  crnp et

2q) Anulamos o coeÍ ic lenle da pr imelrã lncógnita

clâs demaìs equaçôes, usando as Propriêdãdes

te2.

3q) Desprezamos a 1i equação e âpllcamoç os d0ls

primelÍos pâssos com âs equaçÓes restântes

49) Desprezamos a 1? e â 29 equações e apllcârÌìos

os doÌs primeiros passos nas equâçÒes restan-

tes, âté o sistema Í icaÍ escaLonado

Vamos escalonaÍ e depois Íesolver o sisteÌna:

- \+ t )  tz=-a

i  2x+ r l+ z=6

| 2x 29+ z=1

Em primeiro lugar, precisarìos â nular os coe_

ficlentes dexnâ 29 e nâ 39 equaçôes.

seaS=l ^-  9-  ' " ,  cuia soluçào é
2x 3!=10

.f

Substhuímos â 2i equa

ção pelâ soma dela com e

19, m!lt ipl icada por 2:

çèo Pela sorna de a com a

1?, mult ipLlcâda Por 2

ú 2e+ 4z= rB

-49+52=19

De "d-oo oe doo è à equ.çào. Jd .o íepe'

t i  o proce5so pãÍa ê z: e a ?e eouècoe- [onvÁn

e"rrêlê^to,divdiroscoel icenÌê\dd / .  êqudcào

por 3, a f im de faci l i tar o escalonâmento:

-A+U aZ= r
I

|  4g+sz=19

que é equivalente â:

|  ^ ,  u 2z -9 Suo:r ' rut  ro.  o I
,/

.1 ,  t  4 equdcàoPea9onl

'  - .  t  deêcon"?, rulLi

Plìcada Por 4:

, t  ,tll-l 4z= ra

- /g+52=19
z=3

0 sistema obtido está escalonedo e e d0

primeìro t ipo (SPD).

Resolvendo'o,obtemoscomosolução(2, 1'3)



Vamos escalonaÍ e resolver o sisteme;

IJX U+ Z=l

{  ,  z,r-  .=o
t^
|  éx+ 9+ .z=.

Convém lrocar as posições das duâs primei-
ras equações, â f lm de que o primeiro coefÌcÌente
de x seja Ìguâlâ 1:

I  x-2u- z=0

1 rx-  !+ z=r
l2x + g+?z=2

Precìsâmos a nular os coeíicientes de x na 29
e 3? equações:

( 3) x ( le eq.) + (2i eq.):

^t  ^- l f+bg+rz=u

, /V* 9+ z=2-
/ - -  -1 at  /  5 l )+42=Z

( 2) . ( l i  eq.) + (3+ eq.),

0.aroo. d.  a te o ptca o 'ar ìe_to,  enco Ìrè-
Ì0" duas equàçòes con l  oeÍ ic enles
ordenddêrìe' ì re ig.  d <0. oropol ondi- ,podê

A variável livre do sistema é z. Faienda z= t!.,
vem:

24o

5

- .  
l )  Ád.  en( ' ) :^  2-  t  z 'x-  2 l  -  -*  |  ( I -

. . .  -3r{+4
5

l , )^À)Á^,
n*i . r . ,  

[  
' ] - '  "  , ' " .0] . ( ] (e Rl

mos retiraT umê de as do sistema,

Vâmos escaloner e resolver o sÌstema:

entes de ções
coefi-

5 x (11eq

5
2?-
I7

( 3) x (1? eq.) + 2 x (3i eq.):

Jf

x2g

. 
59+42=2

DeÌxarìdo â 19 equaçào de lado, repetlmos o
processo parê a 29 e a 39 equaçõesr

0btemos:

\ - r l .ou*r ,=o'  y '**  i *zr=z

Assim, obtemos o sistema esca onado:

]*  
, ,1 z=o 

Q,queectotpospl
I  sr+42=2 l2)

lz"
1 sx-
|  : "*

Nenhum dos co
dâdâs vale 1, mâs
cientes dexnâ 29 e

2og
3!

eficir

na:

459 - 252 =

x 2g z=O

eq.) + (3e eq.): c sam0s
3? equaç

lua
)5(

1.2?

ìs eqr
ar 0s

?xl . i

302 =

nles
sam
:  eqL

< (19

Iqx
lox

as
lar

2>

anu
oes:

lJ+

59+
439 equaçàopodesersupr imidâdoslstema,

poi- ,  àpesà'de se se nl  re veroèdeIè.  e la 1ao
t 'à7 , ' Í0, . Ì  èCèO qobre O\ vd Orês dd. Vdr,êveis

número de equâçoes < número de ìncognitas

CU;+.liE+i9

+39-32=3

99+52=9

: - .



27. (ur pe) u"r g*po de 12 amigos reuniu se du
rante unl aÌnoço de conhatemização de fim de
ano. Todo:t foram unâÌÌimes em pedir o prato
sugerido pelo garçom e I 0 deles pedíâm sobre
mesa, perfazendo uma despesa total de Rg 230,00
com esses dojs itens. Sabendo-se que a quota de
quem pediu sobremesa foi de R$ 20,00, calcde o
preço unitfuio de cada um desses ìtens.

28. (PUC SP) PaÌa daÌ R$ r,80 de rrcco a um cÌien-
te, q caüa de um supermercado preteiÌde usaÌ
exataÍnente 20 moedas. Se ele dispõe apenas de
moedâs de 5 centavos, 10 centavos e 25 centa-
vos, de quantos modos distintos ele pode com-

tror taÌ quantia?

29. (ue nD Èm um restauranre há t2 mesas, ro-
clas ocupadas. Algumas, por 4 pessoasi outras,
por apenas 2, num totaÌ de 38 fregueses. QuaÌ
o núneÌo de mesas ocupadas por apenas 2
pessoas?

30. Escalone e resolva os seguintes sistemas:

I  x+2y+ z=e lx+y=3
a) 12x+ y z=3 b) jx+z=+

l3x- y-22= 4 ly+z= 3

31. Escalone e resolva os seguintes sistemas:

0uando, durante o êscalonamento, encontra-
r ' ìos duê- equacòes inconpaÌíveis e'ì tre si ou
uma sentença Íalsa,já podemos concluirque se
trâta de um sistema impossível (Sl).

rl i; !ì ijl i!+"',r ç iÌ i"1

' ]  .+ y+ ,=z
I  x 2y+ z=a

|  \ .+3y+22=2

] 3x+sy+42=4

l5x+3y+42= 10

d)

a)

b)

a)

D)

c)

32. Resolva, por meio <le escaloramento, os scgurÌ
tes sistemas:lil exerctclos tr

25, f*ulon.. | . . ."1," o5 ,cguinle,. i .renì1..

^1 [  x+zY= 1
t  3x- 2Y= 11

b) l3x+sy=1.
t  x+2Y=0

ã6" Escaione e resotva os seguintes sistemas

,,  I  rx- /v= r
' t6r-+Y=7

' .  Í  x+ Y=5
[3x+3Y=15

I  x+y+z=2

I  : '  -  z=- '

lz*  :y+ '=t
I :,.-:y - e' = o
l7x-2y 92=2

[ 1\-  y+ 7z=e
] sx+ : ty z=o
[  -7x 1ly + l7z = 19

Ix 
+y+ z+ t=6

I  Y z-  r=l
1 32 + 2.t= 2

I  er=36

. ì : :  . '



33. (PUC nl) Dado o dstema:

[ "+r- '=r
1 x y+z=r
t  x+y+z=1

a) Ix iste unla soÌução do t ipo

Y=2a e z=a?

b) Áche todas as suas soÌuções.

Comentário ÍÌnal
0 esca onamento também se eplica a sisÍemas

cujo número de equações é diferente do número de

, = u * l ,  
inaógnit"s. Acompanhe os exernplos.

3
5.
14

|  ' *  s=
Vamosresovêro s istema I  2x- g=

I sx- 29 =

Escalonando-o, obtemos:

í  x*q=3

I ffi -( 
2) x (11eq ) + (2? êq )

I iffijeffij -(5)x 
(1.eq.) + (3ieq.)

ï4.  r ,c.rone e re,ol , , . r  o, ,egLinlc, . i . tc  rJ, :

I  x+r,  22=7
a) 

12n 
y+32= 10

t  x+y+ z =-r

|  \  ty  Jz =.

b) I2x+5y+22=3
[ -x+ 3y- z-2

I  x-Zu=5
l+**:u=-2.
l : "*s i= z

sistema

x 2V=5

$S. 1u. r viçosa-uc, adaptado) Em deterninado
concurso,os candidatos fizeramurnaprova con
tendo 25 questões. PeÌas normas do concurso,
os candjdatos não poderiâm deìxar questões eÌn
bÍanco e, na corrcção da prol'a, seÌiam atribuí
dos (+2) a cada resposta certa e (-ì) a cada res-
posta errada. A nota da prova seria a soma dos
\.aÌores ntibuídos às questões. Se unÌ candida-
to obteve nota 17, quaÌ o número de questões
que ele acertouí

3 íi . lurn-n1 uma tola de departamentos, parâ veÌÌ
der urn teÌevisot um videocassete e um apare-
Ìhô de som,propôsa seguinte oferta: o televisor
e o vìdeocasset€ custam juntos R$ L 200,00i o
videocassete e o aparelho de som custam juntos

R$ I 100,00; o televisor e o apareÌho de som cus
Lnn júÌÌtos R$ I 500,00. Quanto pagârá um clien
te que compraÌ os três produtos anuncjados?

3/. (FrN€st SP) Djz-se que anìatrizquadradaA tem
porlo I se umâ de suas linhas é não-nlÌlâ e as
úulr , ,  ,ao mul l ip ld,  d(. .J ÜrúJ. U(lcrnì inc o.
valores de a, ú e r para os quais ê seguinte ma-
tr iz3x3tempostoÌ .

Resolvamos o

ff i  -1-+l,tr:eq.t+tzeeo.l
Èffi#5ffi + (-3) x (1, eq ) + (3, eq.)

Cono ds dLas u t imas eouàcoes são iÊuêis.
I "  

'L 
E

resuhâo- isteraI  ^ 'Y--  .oreeesralo
I  t lg -?2

nàdo e do Ì ipo SPD.
Reso,vendo-0,  vem g -  Zer-  ì .
Ddi. S - {(1, 2)}

^f 2

3a b+2c i . j.,]
; i .*

.  lZx+lu z=Ivamos resotver 0 stslema l
L 4x- U+52=2



Escalonãndo-0, obtemos:

2x+39 z=t
.i;ig1!;?,!!$ ._ ea , t, i eq.) + (2i eq.)

Ft"&49 ;.: .. Fi.*efrkffi
t* !g€:r  Lr lJ i iÈ !  

- t  !

;:j i:.:". ttcsoÌva, utilizando o cscaÌomnìento, os seguir

b)

O s -Ìenê ooÌ oo e-1r e"calonàdo P é do t po

SPl. Resolvendo-0, segue que a solução é:
r ì

l {  o+},c,ol ,oe R}
t \  .  r  )

I  ,  .  
' .  ' .  

.  r< 'u l t  ,  u '  *gt  r ' .  ' i ' r -  I  r '

" ì  I  {+3y z=Ì
I  r i+ y+r=/

|  "+ 
b=3

b) 1 a b=Ì
l la+7b=lÌ

A*r".,s={(+", f " "),". m}

I
{

Noteinos qLre todo sistema homogêneo de n ln

LOgn,Ìos èdÍr.1e f0.  0.  ,  0\  cono 'oru-è0. pni '  c<"à
+ì-

seqüência ordenadâ satjsfaz todas as equações do

sistemâ. Essa solução é chamade solução nLlla, tr

via ou imprópria.
LJm sistema homogêneo é sempre possive, pols

possui, ao menos, a solução nulâ.
:e o - i -Lcno'o postuia \o lucào _- lê e e e oo'_

sívele determinâdo.
Havendo outras solucões, a ém da solução nulâ'

ele é possível e indetermlnado. Essâs so Llções rece_

bem o nome de so uçÒes próprlâs ou não lr ivlais

rl

|  '+ r= to

l2- \  s,v= I

f  x+u.v=11

1 x+3v= Ì6
lzx+5v=27

.:

ojzemos que !tm sistemâ l jnear é homogêneo

quendo o lermo independente de cadê uma de suâs

equações é lguâl ã zero, isto é, quando todas âs suas

equações são homogêneas. Assim, são exemp os de

srstemas h0mogene0s:

[4x+3u=0vamos Íesolver 0 srslema i -
|  3x+29=g

Escâlonando o sistema, vem:

4x+39=0
'  q:-0i  +3'  (1e eq )  -a x (2? eq )

sistema está escalonado e é do t ipo SPD

admite a solução nula.

14x+39=0
l3x+29=0

0
Í
L

0
Ele só

4x+3V=0
3x+2V=0

x+?'J+22=D
3x+ g z=D

3x+9=g

2x g=6

s = {(0,  o)}

'  I  t  ?"  )z A
vãm05 reso ver0srsÌema i ^L 3x+ q- z=0

Escalonando-0, vem:

j  x+29+22=0

L Jx+ g- z=u

0
I  x + 2t !+ 2z=O

Ì ú.3.:g]lliÉ;tiio ._ (-3) ' 
(r 1eq.) + (2e êq.)

0 sistemaestá escalonadoe é do t ipo SPI Re
2l

solvendo-o com z = o|, vem g= íüe derx=Eü.

" . . ) . '



b) ] r Ì+4y+52=u
I x-  y+ z=0

45. (Unicamp-Sl) Seja Á a marriz formada peÌos
coeÍìcientes do sistema linear abaìrc:

|  ) ,x + y + z=),+ z

1 x+Ày+ z=1,+2
I x+ y+Àz=ì+2

al Ache as rates dâ equação det A = 0.
(Sugestão: xr - 3x + 2 = xr - r= 2x + 2 e
tàtore.)

b) Ache a sotução geraÌ desse sistema pâra

46. o sistema abaixo é escalonado.

I  x 3y=0
L(m+Ì)Y=0

Para qr:e valores de m o sistema admite sc,men
te a soÌução nulâ ou triüaÌ?

47. s"1u o.i"t.,.r,u I x 2Y=0.
l2x+mY=6

a) Escalone-o.
b) DeteÌmine r|l para que o sistema âomrra

soluções próprias (diferentes da triviaÌ).

48. lrcv-sey nnau u."t.ira = | I 0l"u,''u,.,,
t2 3 |

t , l
In.ógni t j  \  -  "  . ,hJma.çedutovalordeÁ

tyl
quaLquer vaìor reaÌ de À que faz com que a equa-
ção mâtrìciaÌ AX = ÀX tenha soluções não_nulas
Para x.
a) Determine os tutovalores de Á.
b) Para cada unr dos valores encontrados no

item anterior, obtenha â erpressão da ma_
ttiz X.

t"'\ n: :{: ;rtr tre Lr*rTÌ#r
consideremos o sístemâ {ax 

+ 
fg 

=. t .  
rupo-

lcx+dl l= l
nhâmosquea + 0. 0bseÍvêmos que â Tnatriz Incom-

pleta desse sistemâ é y = fâ 
b 

l ,  cuio determi-
\c 0/

nante é indicado porD =âd -bc

t

I exercícios r
40. Cbssifique e resolva os seguintes sistemas:

, ,  lx t2r .0 . ,  I  \  1y-0
l j \  rv-0 '  

I  5\  r ì5)  í l

, .  I  l lx+4v=0
Dl i

I  sx-2y=0

41. Chsslfique e resotva os seguinres sistemas:

. fzx+ty- z=o
a) 

1 x-4y+ z=0
[3x+ y-22=0

_ J x+2y- z=0
b) 

12x Y+:z=o
l4x+ 3y+ z=0

42, É auao o si"t.ma ] x+mY=n, 1.
l2x+ 6Y=mr Ì

a'  Delermin( ry pJra qu( ú \ i . rema .c1d
noÌnogeneo.

b) UtiÌizando o vâlor obrido para ,fi no item a,
resolva o sistema.

43. Seja o sistema:

Í  ' '  v-  4/_m 2
jmx+ 3y z=0

|.  6x+ (m- 3)y+ t5z= 0

â) Detemine m paraque o sistema sejahoÌno-
geneo.

b) Utilizando o ìrem d, resolva o sisteÍÌa.

44, Resolva os segrjitìtes sistemas homogêneos:

x+ Y=0
x- y-0

2x+3y=0
5x 8y=0

:- l l:



I  ax+bq =e
uSrsÌemà II  cX+0! l=r

determìnado quãndo D =

énoÍmal o! é possívele

I  l l *"
"!l

=3+60+4-12+12+5=
1

-3
,1

Ì_ l
qql

Dq
Y0

r z ,r-+$

I _Í É"íi

72

em que 0, e r! são obtidos a parl i Í  da mâtÍ iz M, subs_

thuindo-se, respectivamente, e prime Íâ co una e a

segunda colunê pele co unê dos coeíicientes lnde

pendentes do srsleTna,

5. hl  :  E: l
D - l '  " l  ed o- e D -  Ì  êf  'el f 'd l  "  lc  l l

0s Íesultados ãclma são conhecidos como Regra

d" f dr ere poderì se-genetal i lèdospdÍr un sicÌe

ma n x n (n equaçÒes e n incógnitâs).
A Regre de Cramer é um impoÍtante recurso ne

Íesolução de sÌstemês lÌneares possíveis e.lêtermr_

nâdos, especialmente quando o escâlonamento se

torna rnuito tÍâbaJhoso (por causa dos coeficientes

dês equações do sistemã), ou ainda quando o slste_

mâ é l i teral.

A solução desse sistema é dêda por:

x+2!-  z= 5
-x 2V-32= 3

Como D =

n =8-24-5 40 3-B=

n -22=-72 a=:L= '=2

assLm, 5 = t |1,  z,  z. / Ì .

Usando a Regra de Cramer, vâmos resolver o
.  í4x+5u=-1

ssÌemàl^ ^"I  zx+ Jt)=4

0bservemos que:

D= -  - l=12 10=2+0
2 3l

AssirÌì ,  esse sistema é possívele determlna'
do. Calculemos D" e 19:

36

t

f f  l l= : -zo= a

I rïf.;l = "., = "
Vemos deÌerminar \,  g e z no sisterÌa: D. 2l  Dq rB^

EnÌ40!r= := 
2 "9=-.= 2=r.

"*,'={(-+')}
ffi ï::tii*[' {_ï[ tiJ'!'j$j ffi

= 10-24 3 8+15 6=

:  Rc'oh 
' .  

r . . , rdo,  R<s i .c I  r incr:

. , ,  I  x+ay={)
'  l3x+2),=5

b) l2x ) '=2
t  r .+3y= 3

,  5X 4V=O
cl i

L-x+ v= I

) ,1

o sistema é SPD.

1"i5, z
D,=; i l .  {

l t .A 1

=:O; 
"=*

1-2 3
4-r  1

1
3

_L

D- OU
x=r e u= 4

D'D



53. Ìrdique o vaÌor de z no sistema:

I  x+y+z =4
lzr  -z+ w=-4

y" z-  w=-a

t"  -2.+2w=-2

S4.Resolva o probiema proposro na introdução
destc capítuÌo sobre os precos do sorvete, do
.hocoì.r le e do chicl( t< nô cal  r i rúo de pfJir .

! 
'rã. 

Un1a vendedora de loja de roupas masculinas
':.lytendeu no mesrno dia tÌês cljentes e efetuou as

seguintes vendas:

Cliente Ì - 1 câÌça, 2 camisas e j gravaras
vaÌor R$ 156,00

Cliente 2 - 2 caÌças,5 camisas e 6 gravatas
vâlor: Rg 347,00

Cliente3-2 caÌças,3 canisas e 4 giavatâs
vaÌor: Rg 253,00

Quânto custou cada gravata?

C2 ,  ' . . .  'J  l , \  -  bv Irr ,  . \  (oíuçâo do \ t \ lemr I  
_,

i íd. t ì r  2by J
x = I e y = 2. Detennine os vaÌores de a e ú.

;1(x. He'ol!.ì o ,inem. de ircognira. .r. e y rb.ri,ru.

Iar  bY='
t ,  ,
lDx+ay=o

3ï i .  /Co\e. t -PÌ ì  Um ìurr i . iôni \ ld pretendc mi\ tu
Ìar três tipos de alimentos (Á, _B e C) de forma
que amistura resuÌtante contenha3 60ú ulroa-
des de ütâminas, 2 500 unidades de rnincrars e
2 700 unidrdes de gorduras. As unidades por
gramas de vitaminâs, minemis e gordüas dos
alrmentos constâm dâ tabela a seguir:

a mistura?

É{,. t .  rUni(amp-5P' Una empre,a drve enJarar un-r
r í i \ tLrr . ì  dc Jmeìdoir Ì , .d-dìhd , le.dju c cr5
tânha-do-pará. Sabe se que o quilo de anÌen
doimcustâ Rg 5,00, oquilo dâ castanhade caju,
R( 20.00. c o qui lo de.J, t , ình" dú pd-ì .
R$ Ì6,00. CtÌda lata deve conter meio q Ìo da
misturae o custo totaÌ dos ingredientes de cada
lata deve ser de Rg 5,75. Alún disso, a cluaiti
dade de castanha de caju em cada lata deve ser
gual a um terço dâ soÍna das outras duas.

a) Escreva o sistema linear que representa a si,
tuação descrita.

b) Resolva o refeÌido sisrema, deternìinando as
qurnl idrde..  em grdna\.  dc rada ingre-
diente por Ìata.

çÂ. Derermi e todo\ o. \  Jore, de i r . l ,  e.  que \at i \ .
Iazem o s$tema:

5 0 , Rcsolva, usando a Regra de Cramer:

l3x y+z=1 lx y+z=s
a) .1 2Ì  +32= 1 b) 1 x+2y+42=4

l ,1r  lv-2, /  7 lJ\  v-2/  Ì

.!!*'.;*,,*"a" " 
Regra de Cramer

.--  
lx+ y z=0

a) 1x- y 22= l

Ix+ zy+ z=+

..  I  x+ y+ z=t
Dll  x+y z=-1

l2x+3y+22=0

5â, q"ol o uutor a"1no sistemâ âbaixo?
2\ y+z=12

2y z =,13
x+ y+z=0

tt l^
xyz

xyz

t

1 ,  I  , \

2Y .22 =l

3'^
3r.  32

16t .ç '=4

Quantos grrmrs do r l imenlo a devern ,  ômpol

(s"g"'tao' ruçu !=' ',

3r8

{ ,



; li :.1,1,;(.i:r ;i{, :.ln t:.-1, :

ConsldeÍemos novâmente o sisterna

cuja íorrna escâlonadâ é:

I  ax+bq=e
i(ad bc) q=(af  ce) Q)

D
l .  h l

-"mo,eD l"  -  leod"teÍ Í . '  êr Ìeddnà"17
'  lc  d l

corplelo 0o (  lc Ìend.

lá vÌmos q!e, se D + 0, o s slema é posslve e

determlnedo e a solução pode ser ob{ida atrêvés da

Regra de Crarner.
Se D = 0, o 19 membro de O se ânula. Nesse

câso, se o 29 membro de O for anu ado,lemos SP ;
caso contrário, temos sl,

Fngeral .se ooDooelerÌ  n.  Leod T"Ìr i /  n oÍ

pletê dos coeíicientes de um sistema l ineêf, lemos:

D+0-SPD
D = 0- SPÌou Sl

Esse resultado é válldo para qrla quer sistema l l

nearde n equações e n incógnitas com n > 2

De modo geral, dìscutirum sistema l ineârêrn Íun_

"o .  
ê urì  ou nai-  pará í  eÌ  os r  g Í .êdi le l  oà"ê

quais valores do(s) parámetro(s) temos SPD, SPL ou
( D), . r  Ípr ìos èq- apeìè.(r- Ìê ' ìd\COnnúnFO
de equações igualao número de incógnìtas.

Vamos discutir,  em função de m, o sisÌeme:

Í  x+ q=3
1^t ZX+m9=Z

temos,D=11 1l=.  z
12 m

Sem-Z + 0,  ìsto é,  m + 2,  or l  D + 0, temos

SPD.
5e n 2 . 0, r5Ìo e. n 2. ou 0 0, ÌêrÍ 'o\

SP ou Sl.

Para decidirmos entre as duas possibi l idades,
levêmosm=2aosistema.

Temos:

Íax+bu=e l
i . **a, l=r '  I

x+ u=l  lx+u=l \  eouacòes
2ì ?" ? .  9-1 rLonoal  /e '

Ìratâ se de um sistema impossive.

.  lm+Z-.SPD
A5Strn. l

Im:2-Sl
f

Discutamos,

I
I
I

Se m:5, isto é,  D = 0,podemosterSPlouS

-e,/dncìom - 5 èo si51emê e escaronando_o,

í  *  , r  z=L

1Zx+g+32=6
l5x+!+52=13

U

em íLrnção de m, o s istemai

2x+g'+32=6
mx+g+52=13

11-1

213
m15

. Se m + 5, isto é, D + 0, temos SPD.

J -fuffi -, 2)y (,Íìeq.)+(2eeq.)
I iÊüi+,tipl * ( 5): (r+eq ) + (31eq.)

Como os coeíicienles da 21 e 31 equaçÒes são

proporcionâis, podemos retl ÍâÍ a 3? equaçã0, ob

rendoosistema] Y /  ' .cueepo-sve
I 3q+52=4

e tndeterninado.

,  lm*S-SPD
ASS m.l

lm:5. 'SPl

Ìemos: D = =-2m+10



Assim, devemos ter D = 0:

Vâmos discutir,  em

Í""
l3x

T".os,D=]" 2
13 2

.  Se2â 6 +0, isto
temos SPD.

é,a+3,ouseja,D+0,

.  Se a = 3, isto é, D = 0, temos SPI ou Sl.

Substituindoopor3 eescalonando,temos:

l lx+2q=Ì I3x+2u=Ì
i : **ze=r,  *  

[  ó l .uO
Há duas possibÌl idades:

Se o 2o ferìbro oe @ se an- a. 'ero- 0 0,
e o s isÌema sê 'eouz d l :eqLaçdo..e.cJopor
s.ve e; .delerÌ  nèdo.Ass Í . ,se- l  b -0,o-
seja, b = l , temosSPl.

Se o 29 membro oe @ nro se an- a. a .qra-
cJo ̂unca é sêlisrettâ, -ao hàvendo, portânÌu,
solução. Desse modo, se 1+ b + 0, ou seja,
b + 1, temos Sl.

la=i-5HU
Assim, 

1 
(â=3e b= 1)*SPi.

l (a=3eb+1)+Sl

Determirìemos o vâlorde m em
í^
I  mx+! Jz=u

\ rg-?z' .O. a( Í  deq.eo.5tenêdd-
I
I  mx+ z=u
mita solLrções diferentes da trivial (oLr soluções
própriâs).

leìotêndo que um -ts lema honogeneo e
sempre possivel, valem as felações:

.  D+0*SPD(0sistemasótemasoluçãonura,
rrnprópria ou tr ivial.)

.  D: 0.+ SPI(0 sistema rern sol!ções própías,
isto é, diferentes da tr ivâ1.)

Íunção deo e b, o sistema:
+2U=1
+29=b

m1-3

-m0 t
+ 2m( m-1)=0

istoé,m=0ourn= 1.

=0+ 2m2 2m=0+

.É

f , t+a(y+z)=1b) 
1v+uG+z)=u^
tz+a(x+y)=â'

tj"iE$ ffil
1i,l liscuta, em funçao de m, os seguintes sistemas:

. l^  r - r  . ,J\-2) In\
2r rny .n -  

|  nr '  2r  y

,,, i zx + n,r= lr
[  6x- 3v:2

i: ,1 DiscrLti, em funçâo de a, os segÍintes sistemas:
.  í  x+v=aa/ I  r

" ,  
Ja-r+ y-1 a

- ' l .+ay=6

:: '1 Discuta, em frLnção de m, os seguintes sistemas:

")  I  
, Ìax y=l

L (m l )x+2my=4

1'1 l ( .* t ) '+ 3v=e
I  x+ (m l )y= 2

':,i:l liscuta, err fulçao de m, o sistema:

Ímx+y=2
1 "  Y=.n
L :r+Y=2

L::i-:r Discuta, em função de a, os seguintes sistemas:

.  I  x+ y+ z=o
a.r  í  x y+az=2

Iax+Zy+ z= t

lil. liscura, ern funçio de 7r, os scguintes sìsremas:

.  Imx+ y-z=+
al 

1 
x+mY+z=o

I  x Y =2

.  fmx+r =2
bl 

I -2x+y
| .  4x+y+nÌz= 5

. i : . . '



68. 1ur-ll; o .i.t"-u linear a seguir ailmite pelo
menos duas soluções (distintas). Indiqüe o va
Ìor de m.

|  -sx- ly+mz= s
t^
I  x+ry- rz-5

|  -x+ y+ 2z=3

69, (ur-eu) pu'u q". Ì?lor de 7r o sistema dado é '
posslvel e indeterminado ?

l2x+ 3Y -  z=r

1x+ Y+kz=z
[3x+4Y+22=k

70.1Eslu sP) Para que vâlor de ft o sistemâ a
seguir é impossíveÌ?

lk  ,  l . l ' . l=f- ' l
l r  k+r l  Lyl  L: l

71, 'Ut--SC, O.r . r r r l ineovâlordeaparaqueo! i ! -
tema seja impossíveÌ:

Ix+3Y+42=1
1x+ y+az=2

lx+ Y r22=3

T2.Determine m para que o sistema homogêneo
Í lm 1)x+ v=0
1 u" ,,y-o 

idmrta 'oluqoe' PrÔPna\'

73 . Determine nr para que o sistema abajÌo admitâ
apenas a solüção Íiviâl (ou nÌrla):

í  
-  

Íny+22=o
' ]  

-y+ 
,=o

l - ì Ì ì-Ì+ y 22=0

( x+ Y z=0
74. o 'i.r..u J -* ' z1 ,r, - o admire uma ú-

|  4x+ Y =0

finidade de soÌuções. Determine m.

lx+2Y z=0
75. (tuuesr-:pt Seia o.nrema I x -mr - lz 0 .

I
txrJy-mz-m

a) Determine todos os valores de m para os
quais o sistema admite solução.

b) ResoÌvâo sìstemâ,supondo m= 0.

76. Dlscuta, em tunçao de l1 e b, o sistemâ:

ZX- Y= )
i_
l4x+aY=b

77. (Covest-PB) Para qual valor de a o sistema

[ 4x+ay- l+a
I Dossur ÌnlrnltA9 SOIU-
[  í6 -  a)x+ 2y:3 a

çOes racionais (x, y)?

78. rpr c RJrconsirre*." i " r . . ,  I  i ' :v- Ì :
tJ\  by- 15

a) Determine os valores de d e ú tais que ele
tenhâ mais que uma soÌuFo.

b) InterpÌete a sua conclìrsão geometrica-

79. lfCV Sll C"""ia.'. o seguinte sistema de equa-

ções lineares nas incógnitas ó .t, e ,

l \+ty-  z=/

I  y+ zz=n
t^
I  ry mz=r

â) ResoÌva o sistema para m= 1en= 2.
b) PaÌa que valores de m e r o sistemâ é

indeterminado?

80. (ur-pr) Para quantos vâlores inteiros de m o
sistemax + 7y= me3x+ 5y= I admite solução
,ú, / em números Êais positivos?

t

")  {s. ; )

b)  15,_,

c)  13,+ì

rGr{GS de vestibulares-
L,U. F. 5Jo Ca lú*sP. ddaptado, O par orderrado

{x,v), soLucao oo sìrremà í
I  zy- zx= |

" (',+)
) u (',i)

í .  t i  .  f .  Viro 'r  MC) Fm m pr"g Jnr de lele\  i "ro.
um candidato deve responder a 20 pergüntâs. A
cada peÌgunta respondida corretamente, o candi
dato gânha R$ 500,00, e perde R$ 300,00 por per
gunta não respondida ou respondida incorÌetâ-
menre. Se o candjddLo Eãnhou R$ - 600.00. o nu
mero de perguntas que acertoü è:

a) 19 c) 20 e) 18
b) 16 d) 17

J;: i"



J, íV,  rc,p \P Mdrid eÍn cr Í  . ,  d bul \ . ,  R$ l5.o0em
moedas de l0 centavos e de 2s centâvos. Dado que
o número de moedas de 2s centavos é o doìrro do
Diunero de moedâs de Ì0 centavos, o totaÌ de moe-

a) 68 c) 78 e) 84
b) 7s d) 8Ì

+,  (PUC-Rs) Determine o v. tLoL de b nu \ istema

10.lruc-r,rcy o o,rn,"ro de soluções do sistcmâ

1Y z=2 é:
lz x=3
a)0 b) l  c)2 d),

1 1 . (u"tto',cl) s. o t"'oa (a, ò, .) é sotução do sÌstem,r
a+b-3c+d=Ì

b+7c-d=2

3d=19
[2x+y=4
1 

y-z=a,então:

l4x+z=l

c l  b+c=2

c.) -r e) 2
d) l

. l )  2.^= 2
e) 3b=l

c) 20 e) 40
d) 30

a) -3

f

a) 22 c) -4 e) 8
bl  8 d)4

5 , 1uE-ee) u.'n 
"-p,.ru 

de ieÌcfoniâ nóvel cobra de
.ru. . ì  . r  r*  R, l0.  0 po mrLtú.prrJLigJ\de.enl fe
têlefones habilitados por elâ, e R$ 0,30 por ÌnÌnuÌo,
paÌa Ìigaçoes enire telefones lÌabilitados por eÌa e
outras operadoras. Um cliente dessa empresa pagou
R$ 24,00 referentes a Ì 00 núutos de ligâções eíetua,
dâsnosdois modos. O número de ninutos que esse
cliente utilizorÌ, I igando pâÌâ telefones de outrar ope-

â) ls c) a0 e) 60
b) 30 d) 5s

6. (U. L lol' a" ro,a uc) Resolvendo o sbtema de

[ 3x- \  +22=7
equâções hreâresl  2x-3y+ z= l ,encontramos

I x+zy z=2
I ÌgrÌal ã:

â).1 c)  s e) 4
b) 3 d)2

í  ,L ( lLr  V, ,  U-,dldn.hon.r .  \era. /" i  r iporde,J
gados:pastel e quibe. O pÌeço de um pasteìé R$ 0,50
ede um quìbe, R$ 0,70. Na última segunda feira, fo-
raÍn vendidos nessa lanchonete 75 sâlgados e arreca-
darâm se com essa venda Rg 43,50. A quaDtidade de
quibes vendidos, naqueÌe diâ, foi igllal a:

I í .  /ceÍer-MC, I  md pe$or \praeu r-eì  I  po.  de do-c. .
num total de 80, e âÌrecadou R$ 115,00. Sâbe-se que
um bÌigadeìro custa Rg 1,00, um bombom Rg 2,00 e
um olho-de-sogra R$ 1,50 e que a quâniidâde de
brigâdeiÌos veDdidos é iguâÌ à somâ dos ourros dois
doces vendidos. O número de bombons que a pes-
soa \€Ddeu é iguâl a:

a) Ì0
b) 15

I  x+ y+ z+2w=I

. ]  x+ y+22+ w=4
| Ì+2y+ z+ r í=2
lz"+ y+ ,+ .=:

é (\ y, z, w), então o valor de xr/ + z', é:

")+

i ì , ï

.) +

.1) 2

a)2

o)+

8. (rMu/Fiâm/râânÌ sp) o,t".-, 
{ï.';;=: 

*,

uma única solução se:

13 . 1ur-lr,t1 se a 
"ol'çio 

do sìsremâ:

14. tpcv spt o .i,tena tjneor

admite soÌução não tÌivial se:

b) cí+ 2

.1) a+2
er o L R. ' "ndo R o.onju-rú dô, r . rre-o. redi ' .

Í5. 1u.i.up Prlcon,ia"re o sistemaÌinear deequaçocs:

I  x-y+ z=3
1 z\+Y -  z=o
[:x-y+:z=o

bl 30
c) 35
dl 40

d) ab 2+0
e) ab 2=0b) ab+2=0

c) ab+2+0

ôl
J./ fu\e\r  SP) u. i \ r rmdl "  ,orrde

tcx+ v= r
c + 0, adnite uma soÌução (x, y), com x = r EDtão, o

l"ril



e jrnsue as afiinações a seguir:

n) O sistema é indeteÌmnlado.
b) x = Ì,y= 0 e z = 2 émasoluçao do sistema.
c) O sistema possui uma e somente uma soÌução.
d) Sez= l ,entãox= 1€y= 1.
cJ O sistema é lÌomogêneo.

16. lur co) urrr ri't.-a ünear tem a segúnte matriz
de coeficientes:

Uma condiçao necessárìa e süficiente sobre t para
que o sistemâ tenhâ üma Ìjniç4 soÌução é:

r l  k+4 31 1;-- ! l
11

17. (puccamp-sp) A formâ matriciâÌ de um siste-
hd de dud equd\oe. d dud. rdr id\ei ' .  Í  e ) , .  e

l "  '1. ' l= ' l . r .e tp
la k ly l  2 l
É verclade que o sistema:

a) admite infinitâs soluções se k + 2.
b) admite inÊnitas soÌuções se k + 2.
c) admite soÌuçâo únicâ somente se k + 2 oü

d) não adnite soÌução, quèÌquer que sejak e R.
e) admite soÌução única, quaÌquer que seja k € R.

18. (rra-sp) snr on'u 
-"sa 

de uma lanchonere, o con'
sumo de 3 sânduíches, 7 ícâras c{e câfé e Ì pedâço
detortatotâÌircu R$ 3Ì,50. Ëm outra mesa, o conslÌ
Ìno de 4 sanduích€s, l0 ícaras de café e l pedaço de
torta totaÌizou R$ 42,00. Então, o consumo d€ 1 ian-
duíche, r ícârâ de câfé e Ì pedâço de toÌtâ totaliza o

[  2x+ y +22=b I
20.,r  r  n.ro," . -"{  r  'vrr  b rem sotu

I
L x- y+ z=l-L)

ção se, e somenle se, , é igual a:

e)2

21, Gl,,rc sp) pu.n q"" valores de a e ú o sisrema linear
abaixo é inpossível?

22. (U. r t"i, a" ro* uc) os valores de a e ó pua que

..  |  3x+ v=3a+41)o sistdna 
1(a rlìtrzi,=s* 

'" seja possiveìenr

b) 2eÌ
. l_
' )

23. (r,ru.r".,i.-sp) o .istema âbai{o:

í  r+2y=6

L(a+1)Ì+ay=4a+2
a) adnÌite soÌução úÌica paÌa r = -2.
b) adÌnite iniÌ1ìtas sohÌções para ã + 2.
c) não âdmite solÌçio para a = 2.
d) âdnite soÌuçio única, qualquü quc sejr a e R.
e) adÌÌìite solução, quaÌquer que seja a € R.

Ír+n\- , /  |
24. , r-rl-m.r, o,ao o ,i.r.nr, t"rc", .].u.- ) r/-n

[3 i i+ y-22=2n

â atternativa qüc hdicn os vaÌores de m e n paraque
o sistema tenhâ iDÊritâs soÌuções é:

"  
n+L

5

(  l t+3y-+z=I Í
{1 '4) l ì '  5

Isr+1'+dz=8
a= Ìeb=7 d) r=, Ìeb+7
a+ leb=7 e) a=Ìeb=7

b) - l
a
d)

0

[3 4 s- l

i : , :

.)

b) k+ 11
l l

c) k+0

a) R$ i7,50
b) R$ Ì6,50
c) R$ Ì2,50

LU. ISPM SP Se o.  rumero. redi .  , .  / .  .  e r / .no 
' i i .

lx ' )+yz +* =33
'  l r  -z ' -u '  squê\ y-  i  we .  -_ .  Noemoç

lx '+y_+rr=r/
l l+zr+l ;=zt

afirmarquex y z w é ìguâl â:

â) -r40 c) 0 e) Ì40
b) 70 à) 70

d) 0eÌ
e) 4e 2

d) R$ 10,50
e) R$ e,so

'7

7

7

,,  4

.7

7
5

,-7
5
7
5
5
7

33;



(PUC-PR) Um número,a é foÌÌnado poÌ tÌês Jgarismos, abc: o âÌgâiismo dar dezenas é a metade do das

unidades, o das centenâs é o triplo do dàs unidades. Ìnvertendo se a oÌden dos àÌgarismos dâqLlele núme

ro, obtén1-se um núD€Ìo B, cba, iguâl io núneroÁ diÌninlÌído de 396 Calulc a somaA + B- 80'

íUnB Df) A deficjência lisuaÌ pode ser herdada ou âdquirida Uma das .ausâs dessa deficiêncin é a

degenerà.ão scniÌ de mácuÌa. EÍudos .omprovam que há redução do risco de desenvoÌver a doençâ em

indìliduos subnetidos à suplementação ahlentar composta de vitâmìnxs C e Ë, betacaÌoteno e zjn'ô

Atabeh I a seguiÌ mostra as doses diárias de vitaminas C e E,betacâmteno € zinco recomendadas paÌâ â

redução desse risco. A tâbeÌa ÍI nÌostÌa as quâDtidades de vitaDrina C, betacâroteno e zúco presentes em

1 00 s .le càda un dos aÌimentos Ìistados

TabeÌa I

ffiffiffiffi
.,r-]:q0.;g;:Ì:ito iiii'a,o;'.u.rlr, i

' unidade de padrão internac onal

f

Considcran<lo que r, , r, I e z são, ÌesPectilanente, as quantidades, em porçÕes de Ì00 gramas, de

brócolìs, de tomate, d€ cenoura, de arroz e de carie bovinà ingeridas diaÌiamente por uma pesoa, iul
gue os úens seguÌntes.

a) Consid€re que I t de suco homogên€o feito de tomate e água foi prodlÌzido com 400 g de tomate'

Nessasituâção, um copo dc 300 m{ desse suco é suficicntc Para supr} a necessidâdc diáriadevìtámina

C recoÌnendada para unÌ adulto.

b) Ar quantidades diárias, em porçÕes de 100 g, de brócolis, de tomate c de cenoura, v'lvc x, respechva-

mente, que un âduÌio deve ingerir para atender exãianeúe àsnecessidâdes diáriâs de vitamina C e de

beiacaroteno constituem rmâ soÌuçao do seguinte sisteÌna:

I  
7sv+ 19$'+ 8x=60

1257\ + l85x= 225

Âs necessidadcs diárias de zinco e debetâcâroteno r€qreÌidas por um adulto são atendidas ingenn

do-se um alimento composto de Ì00 g cìe arroz, 100 g de caÌne bovìna,50 g de brócoÌis € 50 g de

O sistema de €quâções Ìineares que permite delerminaÌ as quantidades diárias, em porções de 100 g'

dos alimentos contidos na tabela Ìl Para ãiender às necessidades dìáriâs d€ uÌn adulto envitamina C'

bctacaroteno e zinco tem soluçao Lrnica sey= r ev =|.

cl)

rx r  x-r
rLr ' . ,nr- \P)\eJ"drdo.dnr. . i /  { -  \  |

\ r  I  Ì

b)

"  L l  r - ì
2 ,overorb= 3

-2 )  \5.1 tïl
FììcoúÌe o conjunto solução da equação det A =

UtilizaDdo o maìor valoÌ de r que vo.ê encontrou no ìtenÌ ('). delerÌÌìine o vaÌoÌ de n para que o

sjstema LinearAI = b tenìa infinitas soÌLrções.

Tâb€la lI


