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b)

O gréafico da funcdo d(t) = t? é representado pelo
arco da parabola abaixo, com 0 < t < 3. A velo-
cidade média v,, do automoével é o coeficiente
angular da reta que passa por P(1, 1) e Q(3, 9).

d

Assim, concluimos que:
dB) —d() _32-12

v, = = =4
m 3-1 3-1

Logo, a velocidade média do automével no in-

tervalo 1 <t < 3 foi de 4 m/s.

Avelocidade instantdnea v do automével no ins-

tante 1s é o coeficiente angular da reta tangente

ao arco de pardbola (representado no item a) no

ponto P(1, 1). Assim, v é calculada por:

v =1lim d(t)_d(1)= im t2_1=
t51 t—1 t51 t—1
D=1

=lim oy =M= =112

Portanto, a velocidade instantdnea do automével
no instante 1 s foi de 2 m/s.

x=1= f(x)=2-12-4-1=2-4= -2

X,=2 = f(x)=2-22-4-2=8-8=0

A taxa de variacdo de y em relagdo a x para

X € [xy, X,] é dada por:

ﬂ_ fE)—fx) 0-(=2) _2_2

Ax ~ x,—x%  2-1 T 17

I. O grafico da fungéo y = 2x* — 4x é uma pa-
rébola. Podemos afirmar que:

como a = 2, essa parabola tem a concavi-
dade pra cima;
a equacdo 2x* — 4x = 0 tem duas raizes
reais: x = 0 e x = 2. Logo, essa parabola
passa pelos pontos (0, 0) e (2, 0) e seu
vértice tem abscissa igual a 1.
do item a, sabemos que f(1) = —2; logo, o
vértice dessa parabola é (1, —2).

II. A equacdo da reta que passa pelo ponto
(1, =2) = (%o, yo) com coeficiente angular
m = 2 é dada por:
Y= Yo=mE—%) =y—(-2)=2-(x-1)
Ly=2x-4
Assim:
parax = 0,temosy = —4,
paray = 0, temos x = 2.
Portanto, o grafico das fun¢des consideradas em
lellé:
y

-4

c) O coeficiente angular da reta tangente ao grafico

de f no ponto (1, —2) é dado por:

f®-f@) . 2x*—4x—(2-4)

m, = lim = lim =

x—-1 x—1 x-1 x—-1
e 2% —2x—2x+2 _

im =————= =

x—1 x—1

Lo 2x(x—-1)-2(x-1)

=lim =

Xx51 x—-1

 x-1)(2x-2)

=lim ———=

x—-1 x—-1
=1ir‘q(2x—2)=2-1—2=0

, . f®) -
?) f'@) =lim — =5 =

B 3x2—4x—(3~22—4~2)_

_XA)Z X —2 -

3x—2(x+—)

i 34X 4 (-2 3/ _

X2 X—2 xX—2 X —2

_ 2)| = 2)_
—111‘)%3(x+3)—3<2+3)—8

b) Parax = 2,temos f(2) =3-22-4-2=4

O coeficiente angular da reta t tangente ao gra-
fico de f no ponto (2, 4) é f'(2), isto é, 8. Assim, a
equacao da reta t é dada por:
y—-4=8x—-2) > y=8x—12
I. O grafico da funcédo f(x) = 3x*> — 4x é uma
parabola. Podemos afirmar que:
como a = 3, essa pardbola tem concavi-
dade pra cima;
a equacdo 3x* — 4x = 0 tem duas raizes

reaissx =0ex = % Logo, essa parabola

passa nos pontos (0, 0) e (%, 0) e seu vér-

tice tem abscissa igual a 2

?.
-2 (2)__4 At
sendo x = 3,f<3)7 3,logo,overtlce
. (2 4
dessa parabola é <3, —3 )
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II. Sabemos pelo item b que a reta t passa pelo
ponto (2, 4). Além disso, fazendo 8x — 12 = 0,

obtemos x = % Logo, (%, O) et

y

Q f)=lm——7 =im——%=1 -
-5 x3—x_1. x® -1
_x1£n1 X—l_x1£n1 x—1 N

oo xXx+YEx-1) .
=lim —————=limx(x+1) =
x-1 x—-1 x—>1
=11+1) =2
b) Parax = 1,temos f(1) =1 - 1=0
O coeficiente angular da reta t tangente ao gra-
fico de f no ponto (1, 0) é f'(1), isto é, 2. Assim, a
equacdo da reta t é dada por:
y-0=2x-1) =>y=2x-2
c) Os pontos de intersecgdo entre areta te o grafico
de f sdo as solugdes do sistema a seguir.
= ¥3 —
YEXTX Y —x=2x-2
y=2x-—-2
x2-3x+2=0
Pesquisando as raizes racionais, constatamos
que 1 é raiz dessa equagdo. Assim, o polinémio
P(x) = x> — 3x + 2 é divisivel por (x — 1). Efetuando
essa divisdo por Briot-Ruffini, temos:

Assim, a equacao P(x) = 0 pode ser representada
por: (X* +x—2)(x—1) =0

Pela propriedade do produto nulo, temos:
¥ +x—-2=00ux-1=0
Xx=-2oux=1loux=1

® Parax = —2,obtemosy = —6

e Parax = 1, obtemosy =0

Concluimos, entdo, que os pontos de intersec¢io
entre areta t e o grafico de fsdo (-2, —6) e (1, 0).

d) I. Sobre a funcéo f temos:
¢ conforme vimos no item c, passa nos
pontos (-2, —6) e (1, 0);
e fazendo x* — x = 0, obtemos:
X(xX*-1)=0=xx+1)x-1)=0

Sox=0oux=-lex=1
Logo, as raizes da func¢do f sdo (0, 0), (—1, 0)
e (1,0)

° fQ)=2°-2=6
Logo, a funcdo f também passa pelo ponto
(2, 6).
II. Sobre a reta t, conforme vimos no item c,
sabemos que ela passa nos pontos (-2, —6)
e (1, 0).

a) O gréfico da fungédo u(t) = 2t* + 3t esta represen-
tado pelo arco da pardbola a seguir, com raizes
em (— %, 0) e (0, 0). Considerando o intervalo de
variacdo de t, suas extremidades sdao dadas por
u(l) = 5 e u(3) = 27, representadas no grafico
pelos pontos P(1, 5) e Q(3, 27). A aceleragdao média
a,, do carro para 1 <t < 3 é o coeficiente angular
da reta que passa por P e Q.

v
271---4Q
51¢P
ol
_31 3 t
2
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Assim, concluimos que: : . fR-fQ . x3—2
. _u(3) - (1) b)f,(2)=}ir1;1 x—2 =}1§r; x-2
" 3-1 L k- +2x+4) -
2:3243.3-(2-12+3-1) § = lim X—2 = lim (¢ 2x +4) =
= =11 :
3-1 ; =224+2.2+44=12
Portanto, a aceleracdo média do carro no inter- : ) . fx) - f@ L X +4-(22+49)
valo 1 < t < 3 foi de 11 m/s”. § 9 fi2) = lim ———5— = lim X —2 =
b) O coeficiente angular m da reta tangente ao L x2—4 L (x+2)(x-2)
arco de parabola (representado no item a) no : = thrzl x—2 thrzl X—2 =
ponto P(1, 5) é calculado por: —lm(x+2)=2+2=4
U(t)_U(l) _ x—2"
s S : d) Nao existe f'(2), pois: f'(2) # f1(2)
4 2 +3t—(2-17+3-1) Sendo f(x) = x*, temos:
- t—1 - ) qigy JEF SO ey -
5 frx) = o h =i h a
_ 2t2+3t—5_1. 2(t_1)(t+7)_ i [(x+h)?+ 2 [(x +h)? = %]
_tlir% t—1 —tlzl} t—1 - _hlﬁr}) h -
s s i [(x+hP+x] - x+h+x)-(x+h-x)
=1 2ll=9. 2)= : = lim =
}15111 2<t+2) 2 (1+2> 7 : o h

[x+h?+x]-(2x+h)-h

(Nota: Esse coeficiente angular representa a ace- = lim n =
leragdo instantanea do carrono instantet = 1s; oo
logo, essa aceleracéo foi de 7 m/s?) : = lim [(x + h)? + %% - (2x + h)] =
a) I Parax< 2,temos: =[x +0)" +x7 - 2x + 0) = (x* + X) - (2x) = 4%’
© f(-2)=(-2’=-8 fx+h) - f(x)
© f2)=(2 =8 5 £) = lim ——— = f'(9 =
cfo=0 o A&
II. Para x > 2, temos: g = lim h
° f(2) = (2)> + 4 = 8 (extremidade aberta)  (x+n- &x X+h + J;>
° fB)=@)’+4=13 SR = %m% =
° f(4):(4)2+4=20 h(«JX+h+&)
: . h . 1
= lim = lim
/ WO p(Vx+h o+ x) PO xR+ dx
, 1
20 cfx) = 2%
a) f'(x) = 5x* + 4x°
b) f'(x) =5 4%’ = f'(x) = 20x’
Q fl®x)=2-5x*+4:-2x"+0 =

= f'(x) = 10x* + 8x
d)f®=2-3%-7-2x'+0 =
= f'(x) = 6x* — 14x
e) Sendou=4x’+2ev =x*+3,temosu’ =4- 3%
ev' = 4x’. Assim:
f®) =u'® v + u® v =123x* + 3) +
+ (4% +2) - 4x° = f'(x) = 28x° + 8x* + 36x%°
f) f'(x) = cos x — sen x
g) f'(x) = 3 cos x
h) f'(x) =4-(-senx) = —4senx
: i) Sendou=xev=senx, temosu’ =1lev’' =cosx.
X Assim:
‘ F = w'() - u() + u(x) - v'(x) =
=1-senx+xcosx = f'(x) =senx + xcos x
j) Sendou = senxev = cos X, temos u’ = cos x e
v’ = —sen x. Assim:
frE)=uwE - v +uR)-v'E)=
=CosXx-cosXx + senx(—senx) =
= f'(x) = cos’ x — sen’ x
o f'(x) = cos 2x
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a) Sendou = x!—2ev=xtemosu =2xev = 1.Assim:
wE- v -u v 2 x-(x*-2)-1 X2+ 2

f,(x) = [U (X)]Z - X2 = f,(x) = 2

X

b) Sendou=x>+2x+4ev=x+2,temosu’ =2x+2ev’ =1 Assim:
W -vE-u®-vE  (2x+2)x+2) - +2x+4)-1
Je= T - 2
Ly XE+4Ax
= f'(x) = wrop
o flx)=-3x7""'"= f'(x) = -3x*
d) f/X)=5-(-4x*""'= f'(x) = —20x°
e) Sendou=4ev=senx,temosu =0ev’ =cosx. Assim:
£ = u'(x) - ux) - u - v'(x) _O-senx—4cosx _ £ = - 4 cos X
)P sen” x sen’ x
f) Sendou =senxev =senx + cos x,temos u' = cos xe U’ = cos X — sen x. Assim:
Lo WX v -uX)-v'(x) (cos x)(sen x + cos x) — (sen x)(cos x — sen x)
Jie = v - (sen x + cos x)
1
(sen x + cos x)?

SR

g) Sendou =2x*+ xe v =sen x, temos u’' = 6x* + 1 e v’ = cos x. Assim:
wX- v -u®- v (6x°+1)sen x — (2x* + x) cos x

fe = v B sen’ x
a) f'(x) =1-senx+ x-cosx+ 2x
f'(x) = sen x + xcos x + 2x
b) f'(x) =1-tgx+x-sec’x
f'(x) =tgx + xsec’x
.y (1-senx+x cos x)(2 + cos x) — (x sen x)(—sen x)
9 fiix) = (2 + cos x)°
_ (sen x + x cos X)(2 + cos X) + x sen” x
() = (2 + cos x)*
L (2x+3X)(5 + sen x) — (x* + X°) cos x
4 fe = (5 + sen x)
2 cos x(1 + tg x) — 2 sen x sec” x
e) f'(x) =
(1+tgx?
f i = (1 + cos x)(1 — cos x) — (x + sen x) sen x
) Fx) = (1 — cos x)
iyy — X SEn X
F'& (1 - cos x)
l1-x—-(x—2)-1 2
fR=—"F"—"—=f0=%3
X X
Alternativa b.
Temos que:
, 3x* 2x ,
flg="%5-5-6 = fx=x*-x-6
Assim:
ff®<0=x"-x-6<0
So—2<x<3

Alternativa c.

A ordenada do ponto P, do grafico de f, de abscissa 0 é f(0) = sen0 + cos0 +tg0=0+1+0=1;
logo, P(0, 1).

A funcdo derivada de f é:

f'(x) = cos x — sen x + sec’x

Logo, o coeficiente angular m da reta t tangente ao grafico de f no ponto P(0, 1) é calculado por:
m=f'(0)=cos0—sen0+sec’0=1-0+1=2

Com esse coeficiente angular e as coordenadas de P, obtemos a equacdo da reta t:
y—-1=2x-0)=>y=2x+1
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Como f'(x) = %};)22’ temos que o coeficiente angular da reta tangente no ponto de abs-
cissa —1é:
-1 +4-(-1) -2
O e R S

(-1 + 2y
O ponto de tangéncia é (-1, f(—1)), ou seja, (-1, 2).
Portanto, a equacéo da reta tangente é:
y—2=-5x+1)
ou ainda:
y=-5x-3

Indicando a fungéo por f(x) = x* + mx® + 3x — 1, temos que sua derivada é:

flx)=3x"+2mx + 3

Assim, temos que o coeficiente angular da reta tangente a curva f, no ponto de abscissa x = 2,
é f'(2), ou seja:

f'(2)=3-22+2m-2+3=15+4m

Como esse coeficiente angular é 7, concluimos:

15+4m=7 = m= -2

Alternativa b.

Sendo t(x) = (f © g)(x), temos:

t(x) = (x* + 3x)*

Logo, aplicando a regra da cadeia, temos:

@) =4 +3x) -2 T+ 3x ) = t'(x) = 47 + 3x)°- (2x + 3)
Alternativa e.

a) y = f(g(x)) = y = sen(x’ + 2x)
Pela regra da cadeia, temos:
y' =[cos (& +2X)] - (2x + 2) = y' = (2x + 2) - cos (x* + 2%)

b) y =f(g) = y = COS(Xz’il)

Pela regra da cadeia, temos:
—sen( X ) _1(x2+1)—x-2x Sy = -1 en( X )
X +1 (x*+ 1) (x*+ 1) x*+1
¢ y=f(gx)) = y=sen’x + sen’x
Pelas regras da cadeia e da derivada da soma, temos:
y' =3sen’x-cosx +2senxcosx = y’ =senx-cosx- (3senx + 2)
cos® x
dy=flok) =y= cos’x +2cosx + 3
Pelas regras da cadeia e da derivada do quociente, temos:
2 cos x(—sen x)(cos® x + 2 cos x + 3) — cos® x[2 cos x(—sen x) + 2(—sen x)]
y' =

y' =

(cos® x + 2 cos x + 3)
2 cos x sen x(cos x + 3)
(cos® x + 2 cos x + 3)

y' =

a) V, conforme a justificativa a seguir.
Para facilitar, indicamos a fungéo f por y = (4x° + 5x* + 3)°.
Fazendo u = 4x° + 5x* + 3, temos y = u’. Assim:

d
3—2 = 24x° + 20x% e % = 5u* = 5(4x° + 5x* + 3)*
Pela regra da cadeia, concluimos:
d
Y = g T S P = S+ 5+ 3241 + 20%)

b) F, conforme a justificativa a seguir.
Para facilitar, indicamos a fungdo g pory = (x* + 4x) .
Fazendo u = x* + 4x, temos y = u>. Assim:

au _ 4 B i g -4
dx—4x +4edu7 3ut = —3(x" + 4x)
Pela regra da cadeia, concluimos:

/_dy du I y) — 4 -4 3
y —H-Eég(x)——ﬂx +4x)7" - (4% + 4)
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c) V, conforme a justificativa a seguir.
Para facilitar, indicamos a fungao h por
]
Y= \%+s)
Fazendo u = 22X ,
x +5
du _ 2x* +30x* dy 2%
T e e, - ou =5 "
dx (x* +5) du +5
Pela regra da cadeia, concluimos:
,_ 4y du

3

temos y = u’. Assim:

xS = 5(x2+5

d) V, conforme a justificativa a seguir.
Para facilitar, indicamos a fungao u por

_(3+sen X)Z
Y=\ cosx )

(*x* + 5y

3 +senx .

Fazendo v = =——————, temos y = v°. Assim:
cos x
dv _1+3senx 4 .  6+2senx
s e ==
dx cos? x dv cos x
Pela regra da cadeia, concluimos:
W v
Y = v dax
, 6+2senx 1+ 3senx

= w(x) = . i =

Cos x cos” x
_6sen’x+20senx+6

cos® x

e) F, conforme a justificativa a seguir.
Para facilitar, indicamos a funcéo v por

—sen+
y X"

1 .
Fazendo u = X temos y = sen u. Assim:

j—z:—%ej—i:cosu:cos%
Pela regra da cadeia, concluimos:
,_ 9y du
== )
= u'(x) = cos 1. (—%) =- COSZX
X X
a) y' = 6x° cos(x’)
b) y’ = 6(sen x)® - cos x
c) y' = —4x’ sen(x?
d) y’ = —4(cos x)’ sen x
e) y = [sed(X¥® + x)](2x + 1) =
=y =(@2x+1)sec’(® + x)
f) y' = —4(sen x)° - cos x
g) y' =5(secx)*-secx-tgx
h) y’ = —cossec(x?) - cotg(x’) - 4x* =

= y' = —4x? cossec(x?) cotg(x’)
i) y'=3sen’xcosx+ cosx =
=y =cosx-(3sen’x + 1)
j) y =2tgx-sec’x —sec’x =
=y =sec’x-(2tgx — 1)
0-(2+senx)—1-cosx
(2 + sen x)?
Ly = - cosX
(2 + sen x)2
) y' =3(sec’x + tg’ x)
+2tgx - sec’x) =
=y =12(sec’x + tg’

k) y =

-(2secx-secx-tgx +

x)* - sec’ x - tg x

28 )" | 2x* + 30x°

a) Ataxamédiak, de variagdo da medida R do raio
do baldo, em relagdo ao tempo t, é dada por:

R6) - R6) 16+3  6+3
- -R6) 16+4 6+4
kn=—T6-6 ~~ 16-6 0005

Ou seja, a taxa k,, € 0,005 m/min.

b) Ataxainstantineak;de variacdo da medidaR do
raio do baldo, em relacdo ao tempo t, no instante
t = 6, é dada por R'(6).
Calculando R'(t), obtemos:

, _1-(t+4)f(t+3)-1 o 1
R = (t+ 4y RO+ oy
Logo:

ey — — 1

R(E) = gyap = 001

Ou seja, a taxa k; é 0,01 m/min.
c) O volume V(t) do baldo é calculado por:

4l tt3 ¥
Vi) anROP  “Mt+4
(t) - 3 - 3
Adotando © = 3, obtemos:
_lt+3f
Vo) _4[t+4]

Para o célculo da taxa instantanea, necessitamos
da funcgdo V'(t), que é dada por:

’ t+3 |1-(t+4)—(t+3)-1
Vi) =4-3-|s37| Ty =
L 12(t+3)
= VO

A taxa instant@nea q de varia¢do do volume do
baldo, em relagdo ao tempo, no instante t = 6, é
V'(6), isto é:

—_ 12(6 + 3)°
q ( ) (6 + 4_)4
Ou seja, a taxa q € 0,0972 m*/min.

= 0,0972

Fazendo 4x°> = 32, obtemos x = 2.

1 P
Como f'(x) = 12x° e f'(2) = - , concluimos:
£ 10 =7
iz 1 '(32) = &
12-2 7 32) = g'(32) 8
3 r
Sendo sen x = o com-—7 <x< 2 , temos:
x==
3
Como f'(x) = cos x ef’(£> , concluimos:
e
2
cos & = # ’(ﬁ) 2
37 (3 9\
9’(7)

A equacdo apresentada e a equacgao obtida pelo
teorema da derivada da funcéo inversa formam o
sistema:

fx)=4y-90 @
oy 1
) 70 (1)
Substituindo (I ( ) em (II), temos:
4y-9'(y) = i = WO = 57
g (Y) 4y
Como, por hipétese,y = 0 e g'(y) = 0, concluimos:

gy = 2(

Alternativa d.
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a)y :5'2X+(—ﬁ)2y —10x—ﬁ
b) y’=3x2-arctgx+x3-1+X2

3
=y =3x"-arctgx + e
3~#-x“—(3 arcsen x) 4x°

., Ad1=-%

C) y = (X4)2 =
Ly - 3x — 1241 — x* - arcsen x
X1 - %
d) y’ = 3(arccos x)* - (— ﬁ) =
. 3(arccos x)?
SYTTT e
ey ———L 3¢ y' = - 3
J1- Xy 1-x°
f) y = 1_3)(2 ~arcsenx+arctgx~ﬁ =
_, s — arcsen x arctg x
y 1+X2 “1_X2
L. arcosx—arcsenx-|——= )
RS 1-x°
gy = (arccos x)° =
_, y' = BICCOS X + arcsen X
J1 - x* (arccos x)°
1
1+ e x —arctgx-1
h)y - xz =
. x—(1+x)arctg x
=y = x*+x*
i) y’=;-2:y’=#
1—(2x)7 N1-4x°
i) v 1 l-x—(x+3)-1
Ny = 2" 2
1+(x+3> X
X
ey =3
Y T T ex+9

A ordenada do ponto P, do grafico de f, de abscissa

0 & f(0), que é calculada por f(0) = % e

logo, P(0, 0).
O coeficiente angular m dareta t é f'(0). Calculando
f'(x), obtemos:

T - (x+1)-arcsenx-1
-X

f'(X): (X+1)2 =

:f,(x):x+1—«]1—x2-arcsenx
x+12-J1-x°

Assim:

m=f(0) = 0+1—1-0%-arcsen 0 = f(0) =1

(0+1)?-J1-0?
Com esse coeficiente angular e as coordenadas do
ponto P(0, 0), obtemos a equagao da reta t:
y-0=1-(x-0) = y=x

Concluimos, entdo, que a reta t é a bissetriz dos
quadrantes impares.

Alternativa a.

Se existir uma reta horizontal tangente ao grafico
de fem um ponto de abscissa k, entdo f'(k) = 0, ou
seja, k deve ser raiz da equacdo f'(x) = 0.
Calculando f’(x), obtemos:
, 1 1
X) = -—
fo) =172 o
Resolvendo a equacao f'(x) = 0, sob a condi¢do de
existéncia —1 < x < 1, temos:
1 1 0 «Jl—xz—(1+xz) 0
—_—— Q- T

1+x J1-2 1+x)-d1-%
N1I-¥ =1+ =21-¥=(1+x
Ll-X=1+2+x' =2 x*+3x%=0
XX +3)=0=x¥=00ux’+3=0
“x=0
Deduzimos, entao, que existe uma reta horizontal t
tangente ao grafico de fno ponto P de abscissa igual
a zero. A ordenada de P é dada por f(0):

T

f(0) = arctg 0 + arccos 0 = 0 + 5= %

T

Logo, sendo P(O, E)’ concluimos que a equacgao da

retatéyz%.

Se existir uma reta horizontal tangente ao grafico
de f em um ponto de abscissa k, entdo f'(k) = 0, ou
seja, k deve ser raiz da equagao f'(x) = 0.
Calculando f’(x), obtemos:

1

N1-%

Como a equacéo 3x* +

frx) =3x"+
4 .

— = 0 nao possui raiz

N1-x

real, pois o primeiro membro é a soma de duas

parcelas positivas e o segundo membro é zero,

concluimos que néo existe reta horizontal que seja
tangente ao grafico de f.

O grafico de f é:
y

Assim, concluimos que:
1 é abscissa de um ponto minimo local de f,
sendo —1 o valor minimo local que corresponde
a essa abscissa;
5 . -
5 € abscissa de um ponto maximo local de f,
1
sendo -
4

a essa abscissa.

o valor maximo local que corresponde

= 1
Portanto, os extremossao —1e Z e os extremantes

= 5
saole 5
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O grafico de f é:

y
ol
4 |
1 :
ol 14 1
T 1 1 X
_1_ 7 2
28
f

Assim, concluimos que:
1

1 é abscissa de um ponto minimo local de f,

sendo — % o valor minimo local correspondente

a essa abscissa;

% é abscissa do ponto maximo absoluto de f,

sendo % o valor méaximo absoluto de f.

= 1 1
Portanto, os extremos sao — g €4 €e0s extreman-
1 1

tes sdo - e -
Pela analise do grafico, concluimos que:
2 é abscissa de um ponto minimo absoluto de f,
sendo 1 o valor minimo absoluto de f;
5 é abscissa de um ponto méximo absoluto de f,
sendo 7 o valor méximo absoluto de f.
Portanto, os extremos sao 1 e 7 e os extremantes
sdo2eb5.

Como a funcgéo f é crescente e seu dominio é um
intervalo aberto, concluimos que f ndo possui ex-
tremantes nem extremos.

O grafico da funcao f é:

y
\----- B--mmmonnnno /
: 1 1
! 4 |
-1 o 1 1 2 x
2

Assim, respondemos aos itens:

a) F, pois a fungdo cresce infinitamente conforme
crescem os valores de x maiores que 1 ou confor-
me decrescem os valores de x menores que zero.

b) V, pois o menor valor possivel de f(x) é zero, o
que ocorre parax = O e parax = 1.

c) V, pois existe uma vizinhanga completa de l,
por exemplo |0, 1|, tal que para todo x dessa
vizinhanga, tem-se f(%) > f(x); logo,f(%) éum

valor maximo relativo (ou maximo local) de f.

d) V, pois a funcdo possui minimo absoluto; e todo
minimo absoluto também é minimo relativo.

e) V, pois f(%) = % e, como vimos na justificativa

doitemc, f(%) é um valor maximo relativo.

f) F,pois, pelo grafico, constatamos que % € o Unico
maximo relativo de f.

g) V, pois o numero 0 é minimo absoluto de f, con-

forme justificamos no item b, e todo minimo
absoluto também é minimo local.
O grafico da funcao f é:
y

-3

Assim, respondemos aos itens:
a) A funcdo fpossui um Unico maximo relativo, que

(10
5"
b) A funcdo possui dois valores minimos relativos,
= 1 9
que sdo— e — 7.

c) A funcdo ndo possui maximo absoluto.

d) O valor minimo absoluto de f é — %

a) A funcdo f é derivavel em R, e sua derivada é:
f'(x) = 3x* — 16x + 20
A funcao f é crescente para todo nimero real x
tal que f'(x) > 0, ou seja:

3%’ — 16X+ 20> 0 = x < 2oux > 2

3
Assim, f é crescente nos intervalos |—oc, 2[ e
2.0

A funcdo f é decrescente para todo nimero
real x tal que f'(x) < 0, ou seja:

3x2 — 16x + 20 < 0 = 2<x<%
Assim, f é decrescente no intervalo [2, % .

b) A funcdo g é derivavel em R, e sua derivada é:
gX=-xX+x+2
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A funcéo g é crescente para todo nimero real
x tal que g’(x) > 0, ou seja:
X +x+2>0=> -1<x<2
Assim, g é crescente no intervalo |-1, 2|.
A funcdo g é decrescente para todo nimero
real x tal que g'(x) < 0, ou seja:
-X*+x+2<0=x<-loux>2
Assim, g é decrescente nos intervalos | —oc, —1|
e ]2, +ool.
c) A funcao h é derivavel em R, e sua derivada é:
h'(x) = x* — 9x* + 14x
Para estudar a variacdo de sinal de h’, fatoramos
0 2° membro da igualdade anterior:
h'(x) = x (¥* — 9x + 14)
Fazendo f(x) = x e g(x) = x> — 9x + 14, temos o
seguinte quadro de sinais:

9 2 7
A S
g + 0+ 0 = 0+
h=f-g e S
| | |
0 2 7

A funcéo h é crescente para todo nimero real
x tal que h'(x) > 0, ou seja,0 <x<2oux>7.
Assim, a funcéo h é crescente nos intervalos
10,2[ e 7, +oo[.
A funcdo h é decrescente para todo nuime-
ro real x tal que h'(x) < 0, ou seja, x < 0 ou
2<x<7.
Assim, a funcao h é decrescente nos intervalos
]_ooy O[ e ]2: 7[
d) A funcéo t é derivavel em R — {—1}, e sua deri-
vada é:
2x + x?
t'x) =75
() (1 + %)
Observando que o denominador (1 + x)* é posi-
tivo para qualquer nimero real x, com x # —1,
temos que o sinal da funcdo t é o mesmo do
numerador 2x + x°. Logo, a varia¢do de sinal de t’
pode ser esquematizada no quadro abaixo:

-1 0

I

+

DAt

-1 0

A funcdo t é crescente para todo nimero real
x tal que t'(x) > 0, ou seja, x < —2 oux > 0.
Assim, a fungdo t é crescente nos intervalos
]—o0, —2[ e]0, +oo[.

A funcdo t é decrescente para todo nimero
real x tal que t'(x) < 0, ou seja, -2 <x<0e

x# -1
Assim, a funcdo t é decrescente nos intervalos
1-2,-1[e]-1,0].

A funcéo f é derivavel em R, e sua derivada é:
flx)=3x+1

Como f'(x) é positiva para qualquer nimero real x,
concluimos que a funcéo f é crescente em todo o
seu dominio R.

Observando que f é derivavel, temos que f é decres-
cente em todo o seu dominio R se, e somente se,
f'(x) < 0 para todo x real.

Como f'(x) = 12(1 + R)x* + 12(1 + k), a inequagéo
f'(x) < 0 é representada por:

12(1 + R)x*> + 12(1 + k) <0

Para que essa inequacdo seja satisfeita para todo
x real, o discriminante do polinémio do 2° grau do
primeiro membro deve ser negativo. Além disso, a
parébola correspondente a funcédo f'(x) deve ter a
concavidade voltada para baixo; logo, o coeficiente
de x* também deve ser negativo. Assim:

0° - 4[12(1 + R)][12(1 + k)] <0
12(1+Kk) <0 =
{—4[12(1 +R <0
1+k<0
4121+ R >0 ()
k< -1 (1)

Observando que a inequacdo () é satisfeita para
qualquer valor real de k, com k # —1, deduzimos
que as solugdes do sistema sdo todos os nimeros
reais que satisfazem a inequacao (II),isto é, k < —1.
Concluimos, assim, que a fungéo f é decrescente
em todo o seu dominio para todo nimero real k,
comk < -1

a) A funcdo f é crescente para todo numero
real x tal que f'(x) > 0, ou seja, —1 < x < 0 ou
1<x<2
Assim, a fungdo f é crescente nos intervalos
1-1,0[e]1, 2[.

b) A funcdo f é decrescente para todo nimero
real x tal que f'(x) < 0, ou seja, -3 < x < —1ou
0<x<lex# -2
Assim, a funcdo f é decrescente nos intervalos
1-3,-2[,1-2, -1[ e ]0, 1].

12 modo
Indicando por x a largura do jardim, em metro,
esquematizamos:

;
|

100 — x

100 — x

;
|

Portanto, a area A(x) do terreno é expressa por:
A(x) = (104 — X)(x + 6) = A(x) = —x* + 98x + 624
Se a fungdo A assumir um valor minimo em um
ponto de abscissa k, entdo A'(k) = 0.

Calculando A’(x), obtemos:

A'(x) = —2x + 98
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Assim, a equacgdo A'(x) = 0 é representada por:
—2x + 98 = 0, de onde deduzimos que x = 49.
Observando que A’(x) é positiva para x < 49 e é ne-
gativa para x > 49, concluimos que 49 é abscissa do
ponto minimo absoluto da funcdo A. Logo, o valor
minimo absoluto de A é A(49), isto é:

A(49) = —49° + 98 - 49 + 624 = A(49) = 3.025
Concluimos, entdo, que a menor area possivel do
terreno capaz de possibilitar essa obra é 3.025 m?.

22 modo
Vimos, no primeiro modo, que A(x) = —x* + 98x + 624.
Assim, o valor minimo de A é a ordenada y, do vér-
tice da pardbola que representa graficamente essa
funcéo. Assim, concluimos:

A 982 — 4 - (—1) - 624
VW= "gg DW= 4 (1) =3.025
Ou seja, a menor area possivel do terreno capaz de
possibilitar essa obra é 3.025 m”.

A derivada de f é:

flx)=5x"-8x-3x+12x -6

Temos que 1 é abscissa de ponto minimo local de
f se for raiz de todas as derivadas de f até a ordem
n—1ef®1) > 0, sendo n um ntmero par.
Calculando f’(1), obtemos:
f1)=5-1"-8-1°-3-1"+12-1-6 = f/(1)=0
A derivada segunda de f é:

(%) = 20%> — 24x* — 6x + 12

Calculando f"(1), temos:
ff1)=20-1"-24-1-6-1+12 = f"(1) =2
Como f'(1) = 0 e f"(1) > 0, concluimos que 1 é abs-
cissa de um ponto minimo local de f.

Calculando f(1), temos:
fy=1r-2-1"-1°+6-1"-6-1+2=0

Logo, o valor minimo local de f parax = 1 é 0.

A derivada de f é:

flx)=-x+4x-3

Temos que 3 é abscissa de um ponto méaximo local
de fse for raiz de todas as derivadas de faté a ordem
n - 1ef®3) <0, sendo n um nimero par.
Calculando f'(3), obtemos:
f'3)=-3+4-3-3=f(3)=0

A derivada segunda de f é f"(x) = —2x + 4.
Calculando f"(3), temos:

f'B)=-2-3+4 = f(3) = -2

Como f'(3) = 0 e f"(3) < 0, concluimos que 3 é abs-
cissa de um ponto maximo local de f. Calculando
f(3), temos:

f(3):—?3+2-32—3-3+2=2

Logo, o valor méaximo local de f parax = 3 é 2.

A derivada de f é:

flx) =4x> - 18x° + 24x — 8

Temos que 2 é abscissa de um ponto de inflexdo
horizontal de f se for raiz de todas as derivadas de
fatéaordemn — 1ef"(2) # 0,sendo n um nimero
impar.

Calculando f’(2), obtemos:
f(2)=4-2°-18-2°+24-2-8 = f'(2) =0

A derivada segunda de f é f"(x) = 12x* — 36x + 24.
Calculando f"(2), temos:
f(2)=12-22-36-2+24 = f'(2) = 0

A derivada terceira de f é f”(x) = 24x — 36.
Calculando f"(2), temos:

f"(2)=24-2-36 = f"(2) = 12

Como f'(2) = 0,f"(2) = 0 e f"(2) # 0, concluimos que
2 é abscissa de um ponto de inflexdo horizontal de
f. Calculando f(2), temos:
f@Q=2"-6-2°+12-2-8-2=0

Logo, o ponto de inflexdo horizontal de f para x = 2
é(2,0).

a) Temos que:
f'(x) =2senxcosx —senx
e
f"(x) =2 cosxcosx —2senxsenx — COS X =
=2cos’x — 2 sen’ X — COS X
Assim:
f'(r) =2senncosn —senn =0
e
f'(m) =2cos’n — 2sen’n — cos = 3
Como f'(n) = 0 e f"(n) > 0, concluimos que n é
abscissa de um ponto minimo local de f.

b) O valor minimo local de f, para x = =, é f(n), isto
é:f(n) =sen’n + cosn = -1

c) Considerando as funcoes f’ e f” obtidas no item a,
temos que:

f’<£)=25en£cos£—sen£=0

3 3 3 3
e
AN 2T _ 2 o _ 3
f(g) 2 cos 3 2 sen 3 ~Cos3 5
Como f’(%) =0 ef”(%) < 0, concluimos que %

é abscissa de um ponto maximo local de f.

d) O valor méximo local de f, para x = %, é f(%),
sto & flE] = sen2 & n_>
isto é: f<3) sen’ 3 + cos 3 =7

Indicando por x e h a largura e a altura, em metro,
do bat, respectivamente, esquematizamos:

4x

Como a capacidade do bau é 32 m’ calculando h

em funcao de x, temos:

4x-x-h=32 = h=%
X

Assim, a drea total A(x) do bat, em metro quadrado,

é expressa por:

A(x):2(x-4x+x-%+4x-%):
b b

= Ax) = 8% + %
Derivando a fungéo A, obtemos:
80

A'(x) = 16x — e

As raizes de A’ sdo calculadas por:

A’(x)=0:16x—i—?=0

x=45
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A derivada segunda da funcdo A é:

80 - 2x pron 160
T)ﬁA(x)—lG-i— &

A'(x) =16 — (—
Observamos que ¥5 néo é raiz de A”, pois:

" _ 160 _
A'(¥5) =16 + s =48
Como A'(¥5) = 0 e A”(¥5) > 0, deduzimos que ¥5
é abscissa de um ponto minimo local de A. Para
verificar se esse ponto é minimo absoluto de A,
vamos estudar o sinal da derivada A"

3

A'(x) = 16x — % = A'(x) = M

X X

Temos que o denominador, x?, é positivo para

qualquer x real ndo nulo; logo, a discussao do sinal

de A se resume a discusséo do sinal do numerador

16x® — 80. Esse numerador é positivo parax > 5 e

é negativo para x < ¥5 e x # 0; logo, ¥5 é abscissa
do ponto minimo absoluto de A.

Concluimos, entdo, que a altura h do baud é dada por:

8 835

h= 3«/7? I‘I‘l2 = h= 5

m2

a) A funcdo que expressa a velocidade escalar ins-
tantanea, em metro por segundo, é a derivada
s'(t), isto é:

u) =s'(t) = vt) =32 -4t + 1

b) u3)=3-3"-4-3+1=16
Portanto, a velocidade escalar instantanea do
ponto material no instantet = 3 s é 16 m/s.

c) Afuncgdo que expressa a aceleragéo escalar ins-
tantanea, em metro por segundo ao quadrado,
é a derivada v’(t), isto é:
at) =v'(t) = a(t) =6t — 4

d a2 =6-2-4=8
Portanto, a aceleracdo escalar instantdnea do
ponto material no instante t = 2 s é 8 m/s*.

a) A funcdo que expressa a velocidade escalar ins-
tantdnea, em metro por segundo, é a derivada
s'(t), isto é:

u(t) = s'(t) = v(t) = 50 — 10t

b) Oinstantet,em segundo, em que o projétil atinge
a altura maxima é tal que s’(t) = 0, isto é:
50-10t=0=t=5
Logo, a altura maxima, em metro, é:
s(5)=50-5-5-5 =125

c) Resolvendo a equagéo s(t) = 0, temos:
50t-5t°=0 = t=0out=10
O instante em que o projétil atinge o solo é o
valor da maior raiz da equagdo s(t) = 0, ou seja,
t = 10. Assim, a velocidade com que o projétil
atinge o solo, em metro por segundo, é dada por:
v(10) = 50 — 10 - 10 = =50
Logo, o projétil atinge a velocidade de —50 m/s.
(Nota: O sinal negativo da velocidade indica,
apenas, que o sentido do movimento é contrario
ao sentido da orientagdo do eixo.)

d) A fungdo que expressa a aceleracdo escalar
instantdnea do ponto projétil, em metro por
segundo ao quadrado, é a derivada v’(t), isto é:
v'(t) = —10
Logo, a aceleragdo da gravidade no local tem
modulo 10 m/s?.

(Nota: No movimento vertical, se o eixo é orien-
tado para cima, a aceleragdo é negativa, inde-
pendentemente de o projétil subir ou descer.)

a) Indicando por v(t) a velocidade do automével no
instante t, a aceleracdo escalar média, em metro
por segundo ao quadrado, é dada por:
v(10)-v(0) 30-0 _

10-0  10-0

b) A funcdo que expressa a aceleracdo escalar
instantdnea do ponto projétil, em metro por
segundo ao quadrado, é a derivada v'(t), isto é:
v'(t) =3
Note, portanto, que a aceleracdo é constante.
Assim, v'(5) = 3 m/s”.

3

a) Parat = 0, temos:
n(0) = 1.800 + 040 = 1.800
Logo, o nivel da dgua da represa no inicio da
chuva era de 1.800 cm, ou seja, 18 m.

b) A velocidade média v,, de aumento do nivel da
dgua da represa, quando t variou de 1 hora a
16 horas, é dada por:

_n(16)-n(1)
Un= T 96 -1
1.800 + 16416 — (1.800 + 141)
= 16-1 = U, =42

Portanto, a velocidade v,, foi de 4,2 cm/h.

c) A velocidade instantdnea v(t), no instante t, é
dada por:

U(t) = Yl’(t) = U(t) = % . t% — ¥
Assim:
u(l) = % =15

Logo, a velocidade instantanea de aumento no
nivel da dgua da represa, no instante 1 hora, era
de 1,5 cm/h.

d) Aaceleracdoinstantdnea a(t) noinstante t é dada
por:
, 3 1 .1 3
a(t)=u(t) = a(t)=5-5-t 2 =ﬁ
Assim:
al) = —— =075
441

Portanto, a aceleragdo instantdnea do aumento
do nivel da 4gua da represa, no instante 1 hora,
era de 0,75 cm/h?

a) Avelocidade escalar instantanea v(t), em metro
por segundo, dessa particula em fungao do tem-
po t é dada por:

u(t) = s'(t) = v(t) =3t + cos t

b) A aceleragdo escalar instantanea a(t), em metro
por segundo ao quadrado, dessa particula em
funcdo do tempo t é dada por:

a(t) =v'(t) = a(t) =6t —sent
c) Aaceleracdo escalar instantanea dessa particula,

no instante % s, é calculada por:

al)—6~£—sen£—n—
6/ 6 6

1
2
Logo, essa aceleragdo era de (n - %) m/s’.
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a) Seja a fungéo f(x) = Jx.

b

d

~

~

Para uma aproximacao de 3, consideremos um
nimero menor que 3 que tenha raiz quadrada
exata. Por exemplo, um nimero que satisfaz essa
condicdo, com duas casas ap6s a virgula, é 2,89.
Assim, para x = 2,89 e Ax = 0,11, vamos aplicar
a aproximacao f(x + Ax) = f(x) + f'(x)Ax

3 =f(3) =f(2,89 + 0,11) =

~ f(2,89) + f’(2,89) -0,11

Como f'(x) = temos:

2J—’
{3 = 2,89 +

1
0,11 =
242,89

_1
2-1,7
. 3 = 1,73235

Seja a funcéo f(x) = ¥x.

Para uma aproximagcdo de ¥2, consideremos
um ndmero menor que 2 que tenha raiz clibica
exata. Por exemplo, um numero que satisfaz essa
condicdo, com trés casas apos a virgula, é 1,728.
Assim, parax = 1,728 e Ax = 0,272, vamos aplicar
a aproximacao f(x + Ax) = f(x) + f'(x)Ax

2 = f(2) = f(1,728 + 0,272) =

~ f(1,728) + f’(1,728) - 0,272

317+ -0,11

Como f'(x) = temos:

sJ—

1
W2 =~ 31,728 + —
33/(1,728)

- 0,272 ~ 1,26296

20,272 =

—_

V2=12+——
= “ T3 2y
Seja a funcéo f(x) = Jx.
Para uma aproximacao de 5, consideremos um
numero menor que 5 que tenha raiz quadrada
exata. Por exemplo, um numero que satisfaz essa
condigdo, com duas casas apés a virgula, é 4,84.
Assim, para x = 4,84 e Ax = 0,16, vamos aplicar
a aproximacdo f(x + Ax) = f(x) + f'(x)Ax
N5 = f(5) = f(4,84 + 0,16) =
~ f(4,84) + f'(4, 84) -0,16
temos:

Como f'(x) = f’

J5 ~ {484 + 0,16 =

2«!4,84
1
222

. 45 =~ 2,23636

Seja a fungéo f(x) = ¥x.

Para uma aproximagao de %7, consideremos
um numero menor que 7 que tenha raiz cubica
exata. Por exemplo, um numero que satisfaz essa
condicdo, com trés casas ap0s a virgula, € 6,859.
Assim, parax = 6,859 e Ax = 0,141, vamos aplicar
a aproximacdo f(x + Ax) = f(x) + f'(x)Ax

47 =f(7) = f(6,859 + 0,141) =~

~ (6,859) + f(6,859) - 0,141

= J5%22+-—-:0,16

Como f'(x) = temos:

1
3Ux?’

1
37 ~ 96,859 + ————
3%/(6,859)

- 0,141 = 1,91302

0,141 =

W7 219+ —+
= NGRS

As medidas 0° e 1° podem ser representadas pelos

numeros reais 0 e o~

180 , rfespectivamente.

Assim, parax =0e Ax = considerando a fun-

T

180’

¢éo f(x) = tgx, cuja derivada é f' (x) = sec” x, vamos

aplicar a aproximacao f(x + Ax) = f(x) + f'(x) - Ax
180 180

N S r_ 314

- 8780 ~ 180 ~ 87180 ~ 180

tg<0+—)~tg0+sec 0-

) T
. tg 755 ~ 00174

Concluimos, entdo, que tg 1° = 0,0174.

Paran = 3,14, a fungdo que expressa a drea A(R),em
funcdo da medida R do raio do disco, e sua derivada
A'(R) sao:

A(R) = 3,14R’ e A'(R) = 6,28R

A medida R, do raio do disco, em decimetro, antes
do resfriamento é dada por:

AR) = 12,56 = 3,14 - (R)’ = 12,56

“R=2

Temos que:

dA = A'(R) - dR

em que: dA = 12,48 — 12,56, ou seja, dA = —0,08 e
dR = h é a variag¢do do raio. Assim:

—0,08 ~ 6,28R - h

Concluimos, entdo, que, para R = 2, que é a medida
doraio antes do resfriamento, o valor de h é dado por:
-0,08=6,28-2-h = h = —0,006

ou seja, a reducdo do raio no decurso do resfriamen-
to foi de 0,006 dm, aproximadamente.

Exercicios técnicos

s = tim g = tim A 22 -
L x-2+2x+4)
zllinz x=2) :llln(x +2x +4) =

=2242.2+4=4+4+4=12

A taxa pontual m de variacdo de f em relacdo a x,
para x = 1, é dada por:

N e O e e At L
m = lim = lim =
x—>1 x—1 x—>1 x—1
i X=X _ X*(x*-1)
x1—>1 x—1 _xl—r}} x—1 -
o XE-1)E +x+1)
zlm} ] [x(x +x+1)]=

c(1*+1+1)=3

12
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Como o coeficiente angular da reta tangente ao grafico no ponto x = 5 é numericamente igual
a taxa pontual de variacdo da funcao f em relacdo a x para x = 5, temos:

f'(5) =m, =tg60° = 3

Como o coeficiente angular da reta tangente ao grafico no ponto x = 4 é numericamente igual
a taxa pontual de variacdo da funcdo f em relagdo a x para x = 4, temos:

_ Ay 2-(-4 _2+4 _6_3

f@=m=5="24-0 -4 " 472

a) V, pois do ponto x = a para o ponto x = b a inclinacdo da reta diminuiu.

b) F, pois,em x = d, f'(d) < 0, j& que a reta u é estritamente decrescente e, por isso, seu coefi-
ciente angular é negativo. Ja em x = a, f'(a) > 0, pois a reta r é estritamente crescente e, por
isso, seu coeficiente angular é positivo.

c) V,pois em x = c areta t é paralela ao eixo Ox e, portanto, o coeficiente angular de t é m, = 0.

d) F, pois f'(c) = 0.

e) V, pois as retas r e s sdo estritamente crescentes e, por isso, seus coeficientes angulares sao
positivos.

f) V, pois os coeficientes angulares das retas tangentes ao grafico de f entre os pontos a e ¢ sdo
positivos, ja que essas retas sdo estritamente crescentes.

g) V, pois os coeficientes angulares das retas tangentes ao grafico de f entre os pontos c e d séo
negativos, ja que essas retas sdo estritamente decrescentes.

a) Sendof(2) =2-2°=2-8 =16, temos:
o SO SO 216 266-8) 202624
f(z)ixlir% xX—2 7)}3 X—2 7)}1’}% X—2 7}}3 X—2 -
=lm[2-(+2x +4)]=2-(2"+2-2+4)=2-12=24
b) Sabendo que f'(2) = m, = 24 e f(2) = 16, e sendo (2, 16) = (x,, Y,), temos:
Yy=Yo=mX—%X) =>y—16=24-(x—2)
Sy =24x — 32
<) y
164 -
n
%
0 2 X
f t

R I S 1(x - 2)

ey — _ X 2 .. 2x . T&X=4 1
m=f(2) = im ——7— = lim -~ —>- = lim =75 = lim —~ Xx—2
=1im_—1——L——l

x52 2X 2:2 4

Assim, sendo (2, %) = (Xo, Yo), concluimos que a equagéo da reta tangente é:
1 1
Y= Yo=mx = x) = yffzfz'(xfz)

S4y—-2=-Xx+2=>x+t4y—-4=0

f

RS

13
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f

O coeficiente angular m da reta tangente ao grafico de f, no ponto de abscissa 1, é dado por:

xZ—l—(lz—l> ;1 x-1

m = lim f(x)_f(1)=lim X ! =1imX X = lim —=% =1im—x3_1 =
x—>1 x—1 x—>1 x—-1 xs51 x—1 xs1 x—1 x—>1 X(X—l)

=1irn(><—1)(><2+><+1)=imx2+x+1=12+1+1=3

X1 x(x—1) X551 X 1

Alternativa d.

a) A taxa pontual m de variagdo de f em relagdo a x, para x = &, é dada por:

2 sen X=T cog XET
s f(X)_f(T‘)_. senx—senm _ .. 2 2
m=lim —————— = lim = lim =
X—>n X—T X—on X—T X->n X—T
X—T X—x
sen sen
. T 2 T ..
= lim |cos . = lim cos - lim =
X—>n 2 X—T X>n X>n X—T
2 2
T+ T
=cos — c1=-1

b) A ordenada do ponto P, do gréfico de f, de abscissa = é f(r) = sen n = 0; logo, P(r, 0).
O coeficiente angular da reta t tangente ao grafico de f no ponto P é a taxa m calculada no
item a. Com esse coeficiente angular e as coordenadas de P, obtemos a equagao de t:

y-0=-1x-7m) =>y=-x+nx

C
) LY

a) f'(x)=3x"—-2x+1

7
b) f'(x) = 225 = fix) = 18¢
o f'(x =8—X3—15x"+ 21x° :>f’(x)=8—x3—15x4+3—x6
3 14 3 2

(x)
(x)
e) f'(x) = 2x sen x cos x + x*(cos’ x — sen’ x)
(x)
(x)

f'(x) = x sen 2x + x* cos 2x
12x% - (x> + 5) — 3x* - 2x 6x° + 60x°
"x) = "X)y=———"—
0J (x> + 57 REA T
, 2x - sen X — X’ - COS X
x:
9 1/ XX
) F = —4 sen x(3x + x) —4 cos x - (3 + 3%?)
) 1) = (3x + X

Indicando a fung&o por f(x) = x* + 2x — 1, temos que a ordenada do ponto P de abscissa —1, do
graficode f,é f(—-1) = (-1’ + 2 - (-1) — 1 = —4; logo, P(—1, —4).

O coeficiente angular m da reta t tangente ao grafico de fno ponto P é f'(—1). Calculando f'(x) temos:
flx) =3x"+2

Logoom=f'(-1)=3-(-1)*+2=5

Com esse coeficiente angular e as coordenadas de P, obtemos a equagao da reta t, tangente a
curva no ponto P:

y—(-4)=5x-(-1)] =>y=5+1

Alternativa a.



MODERNA!
PLUS

Resolucdes 15
MQTE MATICA 3 Introducdo ao calculo diferencial: 6
derivada de uma funcao " MODERNA

O coeficiente angular m da reta t é dado por:
_13

m=—2 -4

(%

Para que areta t seja tangente ao grafico de f, deve-
mos ter m = f’(—2). Calculando f'(x), temos:
= X3k 7x kR
FR=5-"4 "7 "73
Assim, concluimos:
7(=2)

— e 4= - _ _k
m=f(-2) = -4="— 7 i

k=1

A ordenada do ponto P, do gréafico de f, de abscissa

T .
7 € dada por:
T n\
5)=(e3) =
T
Logo, P(Z’ 1).
O coeficiente angular m dareta t tangente ao grafico

de fno ponto P é f’(%).

Calculando f'(x), temos:
f'x)=2tgx-sec’x
Assim:

m=2tg%-sec2%:>m:2-1-2:4

Com esse coeficiente angular e as coordenadas de
P, obtemos a equacgao da reta t:

)’—1:4(X—%>:>y=4x—n+1
y=f(g(x)) =asen3x = y' = (acos 3x)-3

sy =3acos 3x

Como o valor méximo de y’ é|3al, devemos ter:

[3a/=9 = a=30ua=-3
2 . .
Como f'(x) = —=——, temos que o coeficiente an-
N1—x?

gular da reta r tangente ao grafico de f no ponto de

.43,
abscissa -5 &

A8 gy

2

Portanto, o coeficiente angular da retar é 4.

Sendo g a inversa de f, temos que o coeficiente an-
gular da reta tangente ao grafico de fno ponto (6, 3)

éf'(6) = % e o coeficiente angular da reta tangente

ao grafico de g no ponto (3, 6) é g'(3).
Pelo teorema da derivada da fungdo inversa, temos:

e -1 7__1
fO=56 =9 90
9B =5

N|w©o

Logo, o coeficiente angular pedido é

Calculando as derivadas de f e g, temos:
’ 1 ’ k

X) = eg(x)=——
fR)=T7ed®="2
Para que existam as retas paralelas tangentes aos
graficos de f e g em pontos de mesma abscissa x,
devemos ter f'(x) = g'(x), isto é:

1 k

1+x% x?
L R+EDEC+R=0
Discutindo essa equac¢do em func¢do do parametro
k, temos:
I. Para k = —1, a equacgdo é impossivel, pois teria-
mos: 0’ —1=0
II. Para k # —1, a equagdo é do 2° grau; assim, ela
tera raizes reais se o discriminante A for positivo
ou nulo, isto é:

A20=0-4k+1)k>0

So-1<k<0
Como a condicdo I exige que k # —1 e, por hipétese,
k # 0, concluimos que -1 <k < 0.

<
SN

y

S

a) ® Onumero —1 é abscissa de um ponto minimo
relativo, pois existe uma vizinhanca completa
de -1, por exemplo V(-1) = ]-2, 0], tal que
f(=1) < f(x) vx, com x € V(—1) N D(f).

O valor minimo relativo correspondente a
abscissa —1 é zero.
O numero 5 é abscissa de um ponto maximo
relativo, pois existe uma vizinhan¢a com-
pleta de 5, por exemplo V(5) = ]4, 6], tal que
£f(5) = f(x), vx, com x € V(5) N D(f).
O valor méaximo relativo correspondente a
abscissa 5 é zero.
O numero 0 é abscissa de um ponto maximo
absoluto da funcao f, sendo a ordenada 1 o
valor maximo absoluto de f. O nimero 3 é
abscissa de um ponto minimo absoluto da
funcdo f, sendo a ordenada —2 o valor minimo
absoluto de f.
Assim, os extremantes sao —1,5,0 e 3 e os ex-
tremos sdao 0,1e —2.

b) Apenas para as abscissas a,com —1 < a < 0 ou
3 < a < 5, a inclinacdo da reta t é um angulo
agudo; portanto, o coeficiente angular de t é
positivo somente para —1 <a<0ou3 <a<5.

c) AsUnicas abscissas para as quais areta t é para-
lela ao eixo Ox sdo 0 e 3; portanto, o coeficiente
angular de t é igual a zero somente se o = 0 ou
o =3.

d) Apenas para as abscissas o, com 0 < a < 3 e
a # 1,ainclinacdo da reta t € um angulo obtuso;
portanto, o coeficiente angular de t é negativo
somentepara0 < a <3 ea # 1.
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O grafico da fungao f é:
y

169
144

ENEN

Assim, respondemos aos itens:

a) F, pois, quando x se aproxima cada vez mais de zero, os valores de f aumentam indefinida-
mente.

b) V, pois -3 é o menor valor assumido pela funcgéo f.

c) V, pois existe uma vizinhanca completa I de 1?3 tal que f ( 13

?> > f(x) para todo x pertencente
al

d) V, pois existe uma vizinhanca completa I de 1 tal que f(1) < f(x) para todo x pertencente a I.

€) V, pois temos que f(1) = 1 e, de acordo com a justificativa do item d, f(1) € um valor minimo

relativo de f.
f) F, pois f(3) = % e para qualquer vizinhanga completa I de 3, tem se f(x) < % para algum x

pertencente a L.
_ 169 13
8

g) V, pois f(%) =44 de acordo com a justificativa do item c, f( ) € um valor maximo re-

lativo de f.

A funcdo f é derivavel em R —{—1} e sua derivada é:
, 1

X)=—-—""T"5
f ( ) (1 + X)Z
Observando que o denominador (1 + x)* é positivo para qualquer nimero real x, com x # —1,
temos que f'(x) < 0 para todo numero real x, com x # —1.
Assim, temos que f é decrescente nos intervalos |—o, —1[ e | -1, +oo].
(Nota: Nao podemos dizer que f é decrescente em todo o seu dominio, pois, por exemplo: 0 > —2
e f(0) > f(-2)
A abscissa de um ponto maximo ou minimo é raiz da equagao f'(x) = 0, ou seja:
3x2—4x+1=O:x=%oux=1
® Parax = %, temos:

-] -2 G +5-2-3

® Para x = 1, temos:
f)=1?-2-1+1-2=-2

Concluimos, entdo, que A(— ——) e B(1, —2).

f

RS
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A abscissa de um ponto maximo ou minimo é
raiz da equagao f'(x) = 0, ou seja:
3xX* - 10> +9x—2=0
Pesquisando as possiveis raizes racionais dessa
equacdo, constatamos que 1 é raiz.
Dividindo o polinémio do 1° membro da equacgao
por x — 1, obtemos P(x):
P(x) =38 —7x + 2
Assim, podemos representar o 1° membro na
forma fatorada:
(x—-1)(Bx*-7x+2)=0
Pela propriedade do produto nulo, obtemos:
x—1=00u3x¥*-7x+2=0
x=10ux=%oux=2
Logo, os pontos A, B e C tém abscissas l, le?2,
respectivamente.
O valor minimo absoluto de f é a ordenada do
ponto C, que é dada por:

_3-2* 10-2°  9-22 _ 2
Q=73 +*73 ~22=-3
O valor maximo relativo de f é a ordenada do
ponto B, que é dada por:

_3-1* 10-1° 9-71° _ 1
=" -"3 +t 75 ~21="73
A funcao f é derivavel em R.
Logo, se f tiver maximo, minimo ou ponto de
inflexao horizontal para algum ponto de abscissa
a, entdo f'(a) = 0.
Assim, para obter os eventuais valores de a,
inicialmente derivamos a funcio f:

4 . 2y2

f'x) = 5% _10-3x 33X +9 = flx)=x"—10x>+9

A seguir, resolvemos a equagéo f'(x) = 0, ou seja:
x*-10*+9=0 =

= x=30oux=-3oux=1loux=-1

Para classificar cada uma dessas raizes como
abscissa de ponto maximo, minimo ou de ponto
de inflexdo horizontal, devemos estudar o sinal
de f'(x). Para isso, escrevemos f'(x) na forma fato-
rada, f'(x) = (x + 3)(x — 3)(x + 1)(x — 1), ou ainda
f'®) = (& - 9)(** — 1), e estudamos a variacéo
de sinal das fungdes g(x) = x> — 9,h(x) = x* — 1e
g(x) - h(x) por meio do quadro de sinais a seguir:

B S S
o+ - - -
R e

f’=g-h+37§+§fi+

S 1 s

Temos, entao:

f(=3=0

f'(x) >0, para x < -3
f'(x)<0,para-3<x<-1

Assim, concluimos que —3 é abscissa do
ponto maximo relativo (-3, f(—3)) de f, sendo

f(=3) = L;Z esse valor maximo relativo.
f=1=0

f'(x)<0,para -3 <x<-1

f'(x)>0,para-1<x<1

b

-~

Assim, concluimos que —1 é abscissa do ponto

2

minimo relativo (-1, f(—1)) de f,sendof(—1) = 1c

esse valor minimo relativo.
fl=o0
f'(x)>0,para -1 <x<1
f'(x)<0,paral<x<3

Assim, concluimos que 1 é abscissa do ponto
maximo relativo (1, f(1)) de f, sendo f(1) = %
esse valor méximo relativo.
f@=0
f'(x)<0,paral<x<3
f'(x) >0, para x >3
Assim, concluimos que 3 é abscissa do ponto
minimo relativo (3, f(3)) de f, sendo f(3) = ~ 2>
esse valor minimo relativo.
Assim, os extremantes sdao —3, —1, 1 e 3 e os

extremos sao 102 2 178 e —4—2.

515" 15 5
A funcao f é derivavel em R.
Logo, se f tiver maximo, minimo ou ponto de
inflexdo horizontal para algum ponto de abscissa
a, entdo f'(a) = 0.
Assim, para obter os eventuais valores de a,
inicialmente derivamos a funcao f:
flx) =4x* —9x* +6x — 1
A seguir, resolvemos a equacgao f'(x) = 0, ou seja:
4 —9x’ +6x—-1=0
Pesquisando as possiveis raizes racionais dessa
equacio, constatamos que 1 é raiz. Dividindo
por x — 1 o polinémio 4x* — 9x* + 6x — 1, obte-
mos P(x):
P(x) =4x* - 5x + 1
Assim, podemos representar a equagao na forma
fatorada:
(x—-1@4x*-5x+1) =0
Pela propriedade do produto nulo, temos:
x—1=00u4x’-5x+1=0
e _1
L x=1loux= Z
Para classificar cada uma dessas raizes como
abscissa de ponto maximo, minimo ou de ponto
de inflexdo horizontal, devemos estudar o sinal
de f'(x). Para isso, escrevemos f'(x) na forma fa-
torada, f'(x) = (x — 1)(4x* — 5x + 1), e estudamos
a variacdo de sinal das fungdes g(x) = x — 1,
h(x) = 4x* — 5x + 1 e g(x) - h(x) por meio do quadro
de sinais abaixo:

1
4 1
g - -
h + 0 =+
fr=g-h - | + 1+
1 1
4
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Temos, entao:

(-

f'(x) <0, para x < %

f’(x)>0,para%<x<1

. c 1, .
Assim, concluimos que 7€ abscissa do ponto

minimo relativo (%, f(%)) de f, sendo

f(l -y esse valor minimo relativo.
4 256

fa

)=
f'x)>o0, para%<x<1
)

f'(x)>0,parax>1

Assim, concluimos que 1 é abscissa do pon-
to de inflexdo horizontal (1, f(1)) de f, sendo
f)=1-3.-1°+3-1"-1=0.

Assim, o extremante e o extremo da funcgao sao,
respectivamente, 1 e —% e o ponto de infle-
xdo horizontal é (1, 0).

A funcéo f é derivavel em R.

Logo, se f tiver méximo, minimo ou ponto de
inflexdo horizontal para algum ponto de abscissa
a, entdo f'(a) = 0.

Assim, para obter os eventuais valores de a,
inicialmente derivamos a funcio f:
fl) =4 -9 +6x—-1

A seguir, resolvemos a equacgao f'(x) =
4 - 9x’ +6x—-1=0

Pesquisando as raizes racionais dessa equacio,
constatamos que 1 é raiz. Dividindo por x — 1
o polindmio 4x> — 9x* + 6x — 1, obtemos P(x):
P(x) =4x> - 5x + 1

Assim, podemos representar a equagao na forma
fatorada:

(x—-1)@x*-5x+1) =0

Pela propriedade do produto nulo, temos:
x—1=00u4x’-5x+1=0

0,ou seja:

C = _1
.x—loux—4

Para classificar cada uma dessas raizes como
abscissa de ponto maximo, minimo ou de ponto
de inflexdo horizontal, devemos estudar o sinal
de f'(x). Para isso, escrevemos f'(x) na forma fa-
torada, f'(x) = (x — 1)(4x* — 5x + 1), e estudamos
a variagao de sinal das fungdes g(x) = x — 1,
h(x) = 4x*> — 5x + 1 e g(x) - h(x) através do quadro
de sinais abaixo:

1

4 1

: : >
e
h + 0 -+

f'=g-h — 1 + 1 +

} }

1 1

4

d

~

Temos, entao:
(1)
f (4) =0

f'(x) <0, para x < %

f’(x)>0,para%<x<1

. P 1, :
Assim, concluimos que 2 € abscissa do ponto

minimo relativo (i, f (%)) de f, sendo

f (%) = —% esse valor minimo relativo.
fr=

f'x)>o0, para%<x<1

f'(x) >0, parax >1

Assim, concluimos que 1 é abscissa do ponto de
inflexao horizontal (1, f(1)) de f, sendo f(1) = —
Assim, o extremante e o extremo da funcgao sao,

1 539

respectivamente, - € — cg €0 ponto de infle-

x80 horizontal é (1, —2).

A funcao f é derivavel em ]— %, % .
Logo, se f tiver maximo, minimo ou ponto de
inflexdo horizontal para algum ponto de abs-

cissa a, em ,entao f'(a) = 0.

2 2
Assim, para obter os eventuais valores de a,
inicialmente derivamos a funcao f:

f'x) =1-sec’x

A seguir, resolvemos a equagao f'(x) = 0, ou seja:
1-sec?x=0 = sec’x=1
.secx=x1 = cosx =1
Assim, no intervalo |~ 5 ? araiz dessa equagao

é0.

Para classificar essa raiz como abscissa de ponto
maximo, minimo ou de ponto de inflexdo ho-
rizontal, devemos estudar o sinal de f’'(x). Para
isso, observamos que f'(x) = 1 — sec’ x = —tg’ x
e, portanto, seu grafico é:
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Temos: V) = nd16r2 — 1¢
F)=0 N=""3
F(x) < 0, para v co A derivada V'(r) é dada por:
2 v =l —L . (32r - 6r)
f’(x)<0,para0<x<% 3 2416 - r°

Assim, concluimos que 0 é abscissa do ponto de
inflexao horizontal (0, f(0)) de f, sendo f(0) = 0,
ou seja, esse ponto é (0, 0).

A derivada de f é f'(x) = 3x* + 6x + 3.

Temos que —1 é abscissa de ponto de inflexdo
horizontal de f se for raiz de todas as derivadas
de f até a ordem n — 1 e f™ # 0, sendo n um
numero impar.

Calculando f’(—1), obtemos:
f(-1)=3-(-1’+6-(-1)+3 = f(-1) =0

A derivada segunda de f é f"(x) = 6x + 6.
Calculando f"(-1), obtemos:
F-1)=6-(-1)+6 = f(-1) =0

A derivada terceira de f é f"(x) = 6.

Calculando f”(—1), obtemos:

f-1=6

Como f'(—1) = 0,f"(—1) = 0 e f”(—1) # 0, conclui-
mos que —1 é abscissa de um ponto de inflexdo
horizontal de f.

Calculando f(—1), obtemos:

fE) = (1P +3- (-1 +3-(-1) +4=3

Logo, o ponto de inflexdo horizontal de f para
x=-1&(-1,3).

&

b

~

a) As derivadas de ordens 1 e 2 de f sdo:
4
’ — -2
fR=im -
e
8x
"(X) = - — 2
0 =~
Assim, temos:
4
(1) = —2.1=
fO=1Tip 0
e
8-1
M) =-y —2=—4
f( ) (1 +12)2

Como f'(1) = 0 e f"(1) < 0, concluimos que 1 é
abscissa de ponto maximo local de f.
b) O valor méximo local de f é f(1), isto é:

f1)=4arctg1-1=4-7-1=n-1
Indicando por r e h as medidas, em metro, do raio

da base e da altura do cone, temos que a area lateral
A e ovolume V do cone circular reto sdo dados por:

A=nrdr? +n? 4n = nrr? + h?
_ar’h = _nr’h
V=73 V=73
Portanto:
— 2
a=rdr’+n? h=%(l)
_ar’h = )
V=73 V= "gh i)

Substituindo (I) em (II), obtemos a fungdo que ex-
pressa o volume em funcao do raio:

O valor de r para o qual V é méaximo é tal que
V'(r) = 0, isto é:

T 1 5 5
5 ——————-32r-6r’)=0= 32r—-6r°=0
3 oJ1erz—v¢ ( )

_ 2427

K]

Assim, o volume maximo, em metro cubico, é
dado por:

V(z&gf) ”‘\/16-(@)2_(2?)5

3

(2% ) 8ni12

\% ===
3 3

Indicando por r e x as medidas, em metro, do raio

do circulo e do lado do quadrado, temos:

4x+2mr =10 = r =22

Assim, a soma S(x) das areas do circulo e do qua-

drado é dada por:

2
S(x) = n(s _nzx) +x =
2 2 _
= S(x) = 4x” + mx = 20x + 25
As derivadas S'(x) e S"(x) sao:
S'(x) = 8x + 2nx — 20
T
e
vy _ 81 2%
5'(x) = S
Assim:
S'X) =0 = 8x+22x—20 -0
=10
T4+

10 >=0,

4+

é abscissa do ponto minimo

Como S"(x) > 0 para qualquer xreal e S’(
concluimos que e
de S; logo, a medida do lado do quadrado é % m.

a) Sabemos que as medidas 45° e 1° podem ser
. N A

representadas pelos numeros reais e 180
respectivamente. Assim, considerando a fun-
¢do f(x) = cos x, vamos aplicar a aproximacao

flx +A%) = f(x) + f'()Ax para x = 7 e Ax =

isto é:

T
180’

° = I T = I T =
cos 46 —cos(4 + 180) f<4 + 180)

T J(m T
*ﬂz%ﬁ«z»iﬁ
Como f'(x) = —sen x, temos:

o T T T
cos 46° = cos 7 t\—seng ) a5
Da tabela trigonométrica dos dngulos notaveis,
temos:
2 14142

Ccos Z = T 2 = 0,7071
n_ A2
sen = 5 = 0,7071
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Além disso, podemos substituir n pelo valor
aproximado 3,14; portanto:

3,14
0,7071 - 180 =

= cos 46° = 0,7071 — 0,7071 - 0,017

*. cos 46° = 0,69508

Sabemos que as medidas 30° e 1° podem ser

cos 46° = 0,7071 —

representadas pelos numeros reais E e W’

respectivamente. Assim, considerando a fun-
¢do f(x) = sen x, vamos aplicar a aproximacao

~ ' =T =
fx + Ax) = f(x) + f'(x)Ax para x = g e Ax 130"
isto é:

o _ b n\_m T
sen 31 —sen(6 +—180) f<6 +—180>

~s(5)+ 1 (2] 18

Como f'(x) = cos x, temos:

6
Da tabela trigonométrica dos dngulos notaveis,

temos:
m_ n_d3
sen 6= 0,5 e cos 6= 2 =~ 0,866
Além disso, podemos substituir n pelo valor
aproximado 3,14; portanto:

o~ K )., _T_
sen 31° = sen +(cos 6) 180

o n m) _®
sen 31° = sen 3 + (COS —6) 180
31°= 0,5 + 0,866 - 3,14
sen + T80 =

= sen 31° = 0,5 + 0,866 - 0,017
‘. sen 31° = 0,5147

Sabemos que as medidas 45° e 1° podem ser
representadas pelos numeros reais -~ 180’
respectivamente. Assim, considerando a fun-
cdo f(x) = tg x, vamos aplicar a aproximacao

! = E = _T[
fx + Ax) = f(x) + f'(x)Ax para x = 7 €A 180"
isto é:

o — LTSRS SN I O L T
tg 46 ‘tg(z} + 180) f<4 + 180)
~ fl & (), T
~ f<4>+ f (4) 180
Como f'(x) = sec” x, temos:
tg46° = tg— + sec? 4 180
Da tabela trigonométrica dos dngulos notaveis,
temos:
b1 S T 1 1
tg-=1lesec” = = =
4 4 o T (*E )2
4 —
2
Além disso, podemos substituir n pelo valor
aproximado 3,14; portanto:
, 14

tg46°~ 1+ 2 Jo- = tg46° ~ 1+ 20,017
. tg46° ~ 1,034
Sabemos que as medidas 45° e 0,5° podem ser

representadas pelos numeros reais —- 360'

respectivamente. Assim, considerando afuncao

f(x) = sen x, vamos aplicar a aproximagao

~ ' =T =TI
f(x + Ax) = f(x) + f'(x)Ax para x = z© Ax 360°
isto é:

b o) = 2+ o) =

=A(Z)+ r(2) &

Como f'(x) = cos x, temos:

sen 45,5° = sen(

_> LT

4 4/ 360

Da tabela trigonométrica dos adngulos notaveis,
temos:

T TT
sen 45,5° ~ sen -~ + (cos

n_ N2 14142
senz =5 = 5 = 10,7071
n_ 2
cos 2= % 0,7071

Além disso, podemos substituir = pelo valor
aproximado 3,14 e, portanto:

45,5° = 0,7071 + 0,7071 - 3,14
sen 4o, + 360 =
= sen 45,5° = 0,7071 + 0,7071 - 0,0087

‘. sen 45,5° = 0,7133

Exercicios contextualizados

a)

b)

<)

O volume V(t) de 6leo derramado, em metro
cuibico, nos t primeiros minutos é dado por:

_ Jt )2 _ =t
V(t) = TC(T c2 = V()= )
Logo, V(9) = 8 , ou seja, o volume de 6leo der-
ramado nos 9 primeiros minutos foi de T m?,

8
A taxa média k de variacdo do volume de dleo
derramado, em metro cibico por minuto, no
intervalo de tempo de 4 min a 9 min é dada por:

on _4n
L, VO VA B8 "8 _ ,_=x
9-4 9-4 8

Logo, no intervalo de 4 a 9 minutos a taxa média

de 6leo derramado foi de % m?%min.

A taxa instantdnea m do volume de Oleo derra-
mado, em metro clibico por minuto, no instante
4 min é dada por:

ot _ 4m
m = lim v - v lim 8 8 _
X—4 t—4 X—>4 t_4
T
N L T
X—>4 t*4 x—>48 8

Portanto, no instante 4 min a taxa instantanea

de 6leo derramado foi de % m*/min.

A variacdo média k por minuto da pressdo P no
intervalo de 7 min a 17 min é dada por:

2-17+3  2-7+3

k_P(17)—P(7)_ 17 +3 7+3
TT1-7  ~ 17 -7
__3 _

= k =555 = 0,015

Portanto, no intervalo de 7 a 17 minutos a taxa
média de variacdo da pressdo foi de 0,015 atm/min.

20
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b) Avariacdoinstantanea m da pressdo P noinstan-
tet = 7 é dada por P’(7). Calculando P'(t), temos:

PI(t) =

¥<H<5 = V'(H) <0

De onde deduzimos que 543 é abscissa do ponto

(t+3)3 3
Assim, concluimos: méximo absoluto da funcéo V.
m=P(7)= 3 > = 0,03 Concluimos, entdo, que a capacidade maxima Vy
(7 +3) do reservatério é dada por:

Logo, no instante 7 min a taxa instantanea de
variacdo da pressao foi de 0,03 atm/min.

=525

{25 —F—
o . 543 3 3
A variacdo instantanea m do volume v no instante Vu=V|——|= 3
t = 8 é dada por v’(8). Calculando v'(t), temos:
s Ry V.- 250n43
v'(t) =——2'(1+—) M 27
t t . L. e
. 3 Portanto, a capacidade maxima do reservatério é de
Assim, concluimos:
. 250m43
m=v'(8) = =R (1 + l) = m= —0,12514 27 '

- 5
Logo, no instante 8 meses, a taxa instanténea de
variacdo do volume v foi de —0,12514 cm?*més.

O volume v da caixa, em decimetro cubico, é dado
por:

Indicando por R e H o raio da base e a altura do
cilindro, respectivamente, temos que a area total
A e o volume V desse cilindro sdo dados por:

{A = 2nRH + 21R? {A = 2nRH + 27R?

Ux) = (12 — 2x)* - x = vu(x) = 4x° — 48x* + 144x V = nR’H 400 = nR*H
Se a fungdo v assumir um valor maximo em um A = 2nRH + 27R* (I)

ponto de abscissa k, entdo v'(k) = 0. 400

Calculando v’(x), obtemos: H= nR? (1

v'(x) = 12x> — 96x + 144
Assim, a equacdo v’'(x) = 0 é representada por:
12x* — 96x + 144 = 0, de onde deduzimos que x = 2
ou x = 6. Note que nos convém apenas x = 2, pois
a medida x deve obedecer a condicao 0 < x < 6.
Estudando a variacdo de sinal v’(x), para 0 < x < 6,
temos que:

0<x<2=v'(x)>0

2<x<6 =V (x<0
De onde deduzimos que 2 é abscissa do ponto ma-
ximo absoluto da funcéo v.
Concluimos, entdo, que a medida do lado de cada
quadrado removido foi de 2 dm.

Sejam R e H as medidas, em metro, do raio da base
e da altura do cone, respectivamente. Pelo teorema
de Pitagoras, temos:

R*+H’ =25 = R*=25-H’

Assim, o volume V do cone, que é calculado por

Substituindo (II) em (I), obtemos a func¢ao
A:R; — R tal que:
AR) =22 4 on?
Temos que a funcgdo A é derivavel em R;. Logo,
se A tiver méximo, minimo ou ponto de inflexdo
horizontal para algum ponto de abscissa a de seu
dominio, entdo A’(a) = 0. Assim, para obter os
eventuais valores de a, inicialmente derivamos a
funcdo V, obtendo:

, 4nR® — 800
A'(R) = R
A seguir, resolvemos a equagdo A’(R) = 0, ou seja:

4nR® — 800 _ _ 3200
- 0=>R= v

Como o denominador de A’(R) é positivo para
qualquer valor de R, temos que a variagdo de sinal
de A’ é a mesma do numerador 4nR*> — 800; logo,
a variacao de sinal de A’ é descrita pelo quadro:

_ nR’H < )
V= 3 pode ser expresso em funcao de H, por: +[300
n(25 — H*)H n(25H — H) T
V(H) = 3 = V= 3

Se a fungdo V assumir um valor maximo em um
ponto de abscissa k, entdao V'(k) = 0.
Calculando V'(H), obtemos:

2/200
T

— n(25 — 3H?) 555
(5 = 3 Como A’(f T) < 0 para todo nimero real R, com
Assim, a equagdo V'(H) = 0 é representada por 560 560
(25 - 3H?) . 543 O0<R<3 e A’(? —) > 0 para todo niimero
— 3 = 0, de onde deduzimos que H = 3 I b1
543 real R, com R > 3/200 , concluimos que f/m é
ouH = -3 b1 b

. 543 .
Note que nos convém apenas H = —3 »Ppoisame-

dida H deve obedecer a condigdo 0 < H < 5.
Estudando a variagdo de sinal de V'(H), para

0 < H <5, temos que:

o<H<¥:>V'(H)>o

abscissa de um ponto minimo absoluto de A.
Logo, para que a quantidade de metal seja minima
na fabricacdo das embalagens, as medidas R e H
do raio da base e da altura do cilindro devem ser:

R=: 200 cmeH:&cm

]
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f

Indicando por x a medida, em centimetro, do lado BC, temos que o perimetro de cada circulo
é x; logo, a medida R, em centimetro, do raio de cada circulo é dada por:
2R =x = R= 2=
2n
Assim, esquematizamos:

,,,,,,,,,, A b
100 | =
30 . K F | -
e C O
30-— 30-—
””””” B X c

Logo, o volume V do cilindro é dado por:

2 2 3
=n-(X] . _Xx _Ix x
Vx)=m (215) (30 n) = V(x) o e

Se a fungdo V assumir um valor maximo em um ponto de abscissa k, entdo V'(k) = 0.
Calculando V'(x), obtemos:

oy _ 15x  3%?
\4 (X) T oor 4n?
. < mier A 15x  3x* _ . _
Assim, a equacdo V’'(x) = 0 é representada por T 0, de onde deduzimos que x = 0
T
ou x = 20rn. Note que nos convém apenas x = 20r, pois a medida x deve obedecer a condic¢do

0 < x < 30m.
Estudando a variacdo de sinal de V'(x), para 0 < x < 3=, temos que:
0<x<20m = V'(x) >0
20t < x<30n = V'(x) <0
De onde deduzimos que 20z é abscissa do ponto maximo absoluto da funcédo V.
Concluimos, entéo, que o recipiente tera o volume méximo se a medida do lado BC for 20r cm.

a) Avelocidade média V,, da perfuracdo, em centimetro por minuto, quando t variou de 1 min
a 2,3 min, é dada por:
r(2,3) - p(1) sen23-cos23—(senl-cos1l)

Un="To3-1 23-1 = Un ~ 085

Portanto, a velocidade v,, foi de 0,854 cm/min.

b

~

A velocidade instantanea v(t), no instante t, € dada por:

u(t) =p'(t) = cost+sent

Assim:

v(l)=cos1+senl = vu(l) = 1,38

Portanto, a velocidade instanténea de perfuragédo, no instante 1 min, era de 1,382 cm/min,

aproximadamente.

c) A aceleragdo instantanea a(t) no instante t é dada por:
a(t) =v'(t) = a(t) = —sent + cost
Assim:

a(l) = —sen1 + cos 1 = a(l) = —0,30
Logo, a aceleragio instantinea de perfuracéo, no instante 1 min, era de —0,3012 cm/min’.

Matematica sem fronteiras

a) Cm(16) = p(16) — p(15) = % +7.000 — % +7.000) = Cm(16) = 0,1218

Logo, o custo marginal relativo a 16 pecas produzidas é de, aproximadamente, 0,1218 uni-
dades monetérias.

S
Jx +1
é derivavel, podemos calcular Cm(16), aproximadamente, como o valor da derivada da funcéo
g para x = 16, isto é, a variacdo pontual da producao para x = 16.

b) Afuncdop é uma restri¢ao da funcgéo g(x) = + 7.000 de dominio IR,. Como a fungéo g
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Temos:
g = X2

2dx(Jx +1)°
Logo:
Cm(16) ~ g'(16) = Cm(16) ~ —2 2416

216(416 + 1)

. Cm(16) = 0,12
Logo, o custo marginal relativo a 16 pecas produzidas é de, aproximadamente, 0,12 unidades
monetarias.

Anailise da resolucgao

COMENTARIO: A imprecisdo da figura levou o aluno a erroneamente considerar que aretay = 0 é
a reta tangente ao grafico de f(x) em x = 0.

Resolugdo correta:
I. O ponto de tangéncia é (0, tg 0) = (0, 0).
II. A derivada da fungéo f(x) = tg x é f'(x) = sec” x. Portanto, o coeficiente angular m da reta t tan-
gente ao grafico no ponto de abscissa zero é m = sec’ 0 = 1.
Por I e II, concluimos que a equacdo da reta t, tangente ao grafico de f no ponto (0, 0), é:
y—0=1(x — 0),ouseja,y = x
T T
2’2

Assim, o gréfico correto da fungao f(x) = tg x, no intervalo , € a curva representada no plano

cartesiano abaixo:

reta tangente: y = x

Portanto, a reta tangente ao grafico de f(x) no ponto de abscissa zero é y = x.



