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MATEMATICA

1.1 DEFINICAO

A parabola é o lugar dos geométricos dos pontos de um plano equidistantes de um ponto fixo e de uma
reta fixa do mesmo plano. O ponto fixo denomina-se foco (F) e a reta fixa, diretriz (d).

Definicdo geométrica: é a conica obtida mediante a sec¢ao de um plano secante a um cone quadratico,
sendo o plano paralelo a uma e somente uma geratriz do cone.

1.2 ELEMENTOS DA PARABOLA
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[) Pontos principais:

F —foco
V — vértice

Il) Segmentos:

V'F = p — parametro (semi corda focal minima)

FP — raio vetor
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IV) Reta e eixo: A reta fixa (d) é a diretriz e e, eixo que passa pelo foco e é perpendicular a diretriz, eixo de
simetria da parabola.

2. EQUACOES
Equacdo espontanea. No sistema foco-diretriz a equagdo espontanea da parabola é:

De acordo com a defini¢ao, temos:

ﬁ=|W’|<:>u:v (2)

d)

p/2 pl2
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I) Equagdo reduzida: O ponto F tem coordenadas (%, 0

Calculemosuev
pY p
u=dep=,J| x—= | +y> e v="rx
FP ( 2) y 2

Igualando, conforme (1), vem:

2
P 2 P
x—— | +y? == +x
( 2) Y7

2 2

2 p 2 P 2
X° —pX+-—+y? =T—+px+X
p 4 y 2 p

y? =2px

Discutamos essa equacgao:

i) Interse¢des

Parax =0,y =0.A curva representativa de (2) passa pela origem.
ii) Simetria

Trata-se de uma curva simétrica apenas em relacdo ao eixo x.

iii) Extensdo

Resolvendo a equacdo (2) em relagdo a y, vem:

y= +«/2px

Onde se conclui: se p > 0, ndo ha valores reais de y para x < 0; se p < 0, ndo hd valores reais de y para x > 0.
A valores acrescentes de x, em valor absoluto, correspondem valores crescentes de y. Se x tende para oo, y
tende para =. A curva é aberta, estendendo-se indefinidamente no plano dos eixos coordenados, a direita
do eixo y para p > 0 e a esquerda desse eixo para p < 0.
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Equacdo da diretriz |x =—=

PROBIZU

Imagem geométrica

Conclui-se por essa discussdao que a conica de equacgao (2) é uma parabola de eixo horizontal coincidente
com o eixo x e vértice na origem, tendo a concavidade voltada para a direita se p > 0 e para a esquerda se
p<O0.

II) Se V =0 e o eixo de simetria coincidir com o eixo dos y

As coordenadas do foco passam a ser (O, gj, entdo a equacdo da parabola toma a forma

x2 =2py

e a da diretriz

[I1) Quando a pardbola tem V(m, n), portanto, V=0 e o eixo de simetria paralelo ao eixo 0x, vem:

(y')’ =2px

e aplicando a translacdo de eixos de | resulta:

(y=n)?=2p(x—m) ou (y—-n)*>=-2p(x—m)
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IV) Equagao geral: A equacdo geral é obtida, como vimos, desenvolvendo as reduzidas.
Assim: (y — n)? = 2p(x —m), parabola com eixo horizontal,

y2=2ny +n?=2px—-2mp =

1 242
= x:—yz—ﬂy+w (1)

2p p 2p

Se zi >0, concavidade a direita e Zi <0, concavidade a esquerda.
p p

De (x—m)? = 2p(y — n), pardbola com eixo vertical,

x> —=2mx+m?=2py—2np =

= |y=—X ——X+—— (2)

Se zi >0, concavidade para cima e zi <0, concavidade para baixo.
p p

Uma equacao do 22 grau com duas varidveis representa uma parabola com eixo horizontal ou vertical se, e
somente se, for redutivel as formas

x=ay’+by+c, com a#0 (3)
ou

y=ax’+bx+c, com a#0 (4)

Comparando (1) e (3)

1 1
Aa=—=p=—
2p 2a
b
b:—2:>n:—bp:>n:——
p 2a
2
+2
=0T = +2mp=
2p
b’ 4ac—b? 2_
:>E=—2+m:>m=LOUm=—b dac
a 4a° a 4a 4a
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b
De modo analogo, comparando (2) e (4), concluimos que o vértice é V(—— -

o

2a

CONICAS - RESUMO TEORICO

’

2a 4a

R 1
e 0 parametro p=—.
2a

DEFINIGOES
ELIPSE Dados dos pontos F1 e F; distantes 2c. Uma elipse de focos em F1 e F; é o conjunto dos
pontos cuja soma das distancias a F1 e F, é constante 2a, com 2a > 2c.
HIPERBOLE | Dados dos pontos F; e F; distantes 2c. Uma hipérbole de focos em F; e F; é o conjunto dos
pontos cujo mddulo da diferenca das distancias a F1 e F, é constante 2a, com 2a < 2c.
PARABOLA

pontos do plano equidistantes de F e d.

Dados um ponto F e uma reta d (Fed) e p a distancia entre eles. Parabola é o conjunto dos

ELEMENTOS PRINCIPAIS:
ELIPSE
FieF, 2> | A1A2 2 eixo | 2c = distancia focal
focos maior (2a)
O = centro | B1B> = eixo | ¢/a = excentricidade
menor (2b)
HIPERBOLE
FieF, 2> | A1A; 2 eixo | 2c > distancia focal
focos real (2a)
O = centro | BiB, = eixo | ¢/a = excentricidade
transverso
(2b)
PARABOLA
F-> foco d-> p~> V = vértice
diretriz | parametro
RELAGOES NOTAVEIS:
ELIPSE HIPERBOLE | PARABOLA
a?=b2+c? | c2=a’+b? VF=§
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EQUACOES REDUZIDAS
ELIPSE
Focos em Ox (-c,0) e Focos em Oy (0,-c) e
(c,0) (0,c)
U R
a® b a~ b
HIPERBOLE
Focos em Ox (-¢c,0) e | Focos em Oy (0,-c) e
(c,0) (0,c)
€V Y X
a b a® b
PARABOLA

Foco em Ox (p/2,0)

Foco em Oy (0,p/2)

v = 2px

x? = 2py

V 4
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EQUAGOES REDUZIDAS — CENTRO EM (Xo,Yo)
ELIPSE

(Y-Yo )2 + (XX )2 _

2 2
(X'XZO) N (V'VZO) _1 : .
a b a b

HIPERBOLE

(¥vo) (%),

2 2

(x0)"  (vv0) _,
a’ b? a’ b?

PARABOLA - Equacdo Reduzida — vértice em (Xo,Yo)

(y—yo)=2p.(x=x0) |  (x—xo)?=2p.{y—yo)

RECONHECIMENTO DE UMA CONICA
Dada uma equacdo do 2° grau redutivel a
2 2
X-X -
(%) 4 (¥-Yo) _1
kl k2

elipse de eixo maior

forma

k1>0, k>0 e
ki>kz horizontal

k1>0, k2>0 e

elipse de eixo maior

ki<kz vertical
hipérbole de eixo real
k1>0 e k2<0 P .
horizontal
hipérbole de eixo real
k1<0 e k2>0 P

vertical’
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Parabolas-p =1/ 4lal
y=ax?+bx+c x=ay’+by+c
diretriz horizontal diretriz vertical
x=2ey="2 x="ey=2
2a 4a 4a 2a
a>0 - conc. p/ cima a>0-> conc. p/
a<0 - conc. p/ direita
baixo a<0->conc. p/
esquerda

Rotagdo de eixos

As coordenadas de um ponto P(x,y) apds a
rotacdo de eixos de um angulo 6 sdo dadas por
(x',y’) tais que
X =Xx".cos0 - y'.senO y = x".sen0 + y'.cosO

Interpretacdo de uma equacao do 2° grau
Dada a eq. geral do 2° grau Ax2 + 2Bxy + Cy? +
2Dx + 2Ey + F = 0 é sempre possivel eliminar o

seu termo retangulo (2Bxy) através de um

rotacdo de eixos de um angulo 0 tal que
A=C2>0=n/4|AxC>1tg20=2B/(A-C)
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1. (ESPCEX 2015) Uma reta t passa pelo ponto A(—3,0) e é tangente 3 parabola de equagio x =3y’ no
ponto P.

Assinale a alternativa que apresenta uma solugdo correta de acordo com essas informacdes.

a) t:x—10y+3=0 e P(27,3)

b) t:2x—15y+6=0 e P(12,2)

c) t:2x—15y+6=0 e P(12,-2)

d) t:y=0 e P(0,0)

e) t:x+6y+3=0 e P(3,—-1)

2. (PUC-RJ 2015) A figura abaixo mostra uma reta e uma parabola de eixo vertical.

MY

0.2 < /

w/ N\ )

& | /
% (2.0 14,03

a) Sabendo que a reta corta os eixos nos pontos (-2, 0) e (0, 2), encontre a equacao da reta.
b) Sabendo que a parabola corta os eixos nos pontos (0, 8), (2, 0) e (4, 0), encontre a equacdo da parabola.
c) Encontre os pontos de intersecdo entre a reta e a parabola.
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3. (ITA 2013) Sobre a parabola definida pela equacdo x* +2xy +Yy* —2x+4y+1=0 pode-se afirmar que

a) ela ndo admite reta tangente paralela ao eixo Ox.

b) ela admite apenas uma reta tangente paralela ao eixo Ox.
c) ela admite duas retas tangentes paralelas ao eixo Ox.

d) a abscissa do vértice da pardbola é x =—1.

. - . . 2
e) a abscissa do vértice da parabola é x :—E.

4. (Esc. Naval 2012) Considere a sequéncia (a,b,2) uma progressdo aritmética e a sequéncia (b,a,2) uma
progressao geométrica ndo constante, a,bl]. A equagdo da reta que passa pelo ponto (a,b) e pelo vértice
da curva y2—2y+x+3=0 é

a) by—x—4=0

b) 2x—4y—-1=0

c) 2x—4y+1=0

d) x+2y=0

e) x—2y=0

5. Determine o vértice, o pardmetro, o foco e a equacdo da diretriz da pardbolay = x> — 6x + 8.
6. O foco de uma parabola é o ponto F(4, 3) e sua diretriz é a reta x=2. Determine sua equacgao reduzida.
7. Determine a equacgao da parabola de vértice (6, -2), cujo eixo é y + 2 =0 e que passa pelo ponto (8, 2).

8. Uma parabola tem o eixo de simetria vertical e passa pelos pontos (-2, 0), (6, 0) e (2, -4), determine: sua
equacdo, seu vértice e seu parametro.

9. Determine as equacdes das tangentes a parabola x = -y? conduzidas pelo ponto P(5, 0).

10. (ITA) Num sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, considere a familia de circunferéncias que
passam pelo ponto (2, -1/2) e que sdo tangenciadas pela reta y = -3/2. Entdo, a equacdo do lugar
geomeétrico dos centros dessas circunferéncias é dada por:

a)x>—4x—-2y+2=0

b)y?—2y—-5x-2=0

c)x>+2x—-7y+3=0

d)y?-4y-2x-3=0

e)x>+y>—2x+y—-2=0
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11. O foco de uma parabola é o ponto F(4, 3) e sua diretriz é a reta x=2. Determine sua equacdo reduzida e
suas equacgoes paramétricas.

12. (ITA 96) S3o dadas as parabolas p1: y = -x2 — 4x — 1 e pa2: x2 — 3x + 11/4 cujos vértices sdo denotados,
respectivamente, por Vi1 e V,. Sabendo que r é a reta que contém Vi e V,, entdo a distancia de r até a
origem é:

13. (ITA 98) Considere a hipérbole H e a pardbola T, cujas equacbes sdo, respectivamente,
5(x + 3)2—4(y — 2)> =-20 e (y — 3)?> = 4(x — 1). Entdo, o lugar geométrico dos pontos P, cuja soma dos
quadrados das distancias de P a cada um dos focos da hipérbole H é igual ao triplo do quadrado da
distancia de P ao vértice da parabola T, é:
(x=3)*  (y+2)°

s 3
(y+1)° (x=3)° _

=

c) O par de retas dadas pory =+ (3x— 1)
d) A paradbola de equacdo y? = 4x + 4
e) A circunferéncia centrada em (9, 5) e raio \/E

1

a) A elipse de equacgdo

b) A hipérbole de equacao 1

14. (ITA 99) Pelo ponto C: (4, -4) s3o tracadas duas retas que tangenciam a parabola y = (x — 4)2 + 2 nos
pontos A e B. A distancia do ponto C a reta determinada por A e B é:

a) 612
b) V12
c) 12
d)8
e)6

15. Determine o ponto da pardbola y? = 18x mais proximo da reta 3x — 2y = 0.
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—
= s

1.
RESPOSTA: E

Seja (t) a reta tangente a parabola de equagdo x =3y°.

Derivando em rela¢do a y temos:
x'=6yy'=x"'=6y

. +3
A reta tangente seré dada por x+3=6x'y = 3y” = XT

, +3
Substituindo na equacao da parabola temos x=XT =>x=3

x=3ey’=1=(3,1) e (3,-1)
Se P for (3,-1) teremos
Xx'=-6 =>6y+x+3=0.

2.

RESPOSTA:

a) equacdo da reta que passa pelos pontos (-2, 0) e (0, 2)
x y 1

-2 0 1|=0=2x—-2y—-4=0=>x—-y+2=0
0 2 1

b) Utilizando a forma fatorada da fun¢do do segundo grau, temos:
y=a(x—2)-(x—4) (observe que 2 e 4 sdo raizes de f(x))

como o ponto (0, 8) também pertence ao grafico de f, temos:
8=a(0-2)-(0—4)=8=8a=a=1, dai temos:

y=1-(x—2)-(x—4)=>y=x*—6x+8
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esolvendo o sistema

c)
y=x+2
y=x>—6x+8

Teremos os pontos de interseccdo entre a reta e a parabola.

X+2=x*—6x+8=>x>-7x+6=0=>x=1 ou x=6

Se x=1, temos y=3 e, se x=6, temos y=. Portanto, os pontos de interseccdo da reta com a pardbola
sdo (1, 3) e (6, 8).

3.
RESPOSTA: B
Suponhamos que exista uma reta de equagdo y=k, que seja simultaneamente tangente a paradbola e

paralela ao eixo Ox. Desse modo, a equagao
x* +(2k —2)x +k* +4k+1=0
deve ter uma e somente uma raiz real, isto é,
A=0(2k—2)> —4-1- (K2 +4k+1)=0

< 4k*> —8k+4—4k* —16k—4=0

<= k=0.

Portanto, a parabola admite apenas uma reta tangente paralela ao eixo Ox.

4,
RESPOSTA: D
Sendo (a,b,2) uma progressdo aritmética, temos 2b=a+2. Além disso, se (b,a,2) é uma progressao

geométrica ndo constante, entdo at =2b, com a#b. Logo,

a?=a+2<a’-a-2=0
=a=-1

1
e, portanto, b =E.

Reescrevendo a equacdo da parabola y*> —2y+x+3=0, obtemos x =—2—(y —1)%. Donde fica facil ver que

o vértice dessa pardbola é o ponto (—2,1).
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Por conseguinte, a equacdo da reta que passa pelo ponto (a, b) :(—1, j e pelo ponto (—2,1) é

I

y—1—2—(x—(—2))<:>y—1=—%(x+2)

C—1-(-2)
< x+2y=0.

5.
RESPOSTA:
O eixo é vertical e como

A=36-32=4=V(3,-1) e p=%

3
A equacgdo da diretriz é y=—1—1=—E e F| 3, ——|.
4 4 4
6.
RESPOSTA:

F(4, 3) diretriz = x=2

O eixo é horizontal, p=2= % -1

2p (x=xv) = (y=w)’ xv=2+5=3

Entdo, 4(x —3) = (y - 3)]

16



7.
RESPOSTA:

A equac3o da parabola é do tipo (y + 2)? = 2p(x — 6), pois o eixo de simetria é horizontal (y = -2).

Da pertinéncia do ponto (8, 2), resulta
16=2p.2=2p=8
Entdo, a pardbola tem por equacao

(y+2)> =8(x—6)

8.

RESPOSTA:

O tipo da equacdo é

(x=m)*>=2p(y-n)

Da relagdo de pertinéncia tiramos:

Paraoponto (-2,0) = (-2-m)?=-2pn =>4 +4m + m?=-2pn

Para o ponto (6, 0) = (6, m)?> =-2pn = 36 —12m + m? = -2pn
Paraoponto (2,-4)=(2-m)?=2p(-4—n)=4—-4m+m?=-8p—2pn
Comparando a 12 e 22 equagoes

4+4m+m?=36-12m + m?

16m =32

m =2

Com m = 2, na 12 tiramos —2pn = 16 que, substituidos na 32 nos dao
4-8+4=-8p+16 p=2

Comm=2ep=2tiramos na 12:

4+8+4=-2.2.n n=-4

A parébola é (x —2)2 = 4(y + 4)

9.
RESPOSTA:
A equacdo do feixe de retas de centro (5, 0) é y = a(x — 5).

X =—y°

= x =-(a®? - 10a? x + 25a?)
y=a(x—>5)

Eliminemos y no sistema {

a®?—(10a%-1)x + 25a2=0

Para retas tangentes A = 0 entao,
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(10a%2—-1)?2-4a?.25a%=0
100a%—-20a%2+1-100a*=0

aZ= i:) =i@=i£
20 10

5
As tangentes tém por equacoes |y = iﬁ(x —5)

10.
RESPOSTA: A

11.
RESPOSTA:
y=3+t
(y-3)2=4(x-3) e ~ 2 +12
4

12.
RESPOSTA:

13.
RESPOSTA: E

14.
RESPOSTA: C

15.
RESPOSTA:
Procuraremos o ponto P(x, y) da parabola que guarda distancia minima da reta.

Tomando x para abscissa do ponto procurado, resulta y ++/18x .

Ent3o, P(x £4/18x) e sua distdnciad areta3x—2y=0¢

3x T 24/18x
J13

d=

Eliminando o mddulo e derivando

372, 18
4oz 2./18x

J13
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Igualando a zero e simplificando

o

18x
Resolvendo 34/18x =+18

18x =16
18x =36
Xx=2 e y==%6.

Por simples verificacdo concluimos que o ponto que guarda menos distancia da reta é P(2, 6).
De fato: determinemos as distancias de P(2, 6) e P(2, -6) a reta
3x—2y=0.

I

:>d1<d2

ﬁ\ ﬁ\

e Fi
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