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Prof. HAROLDO FILHO

POLINOMIO |

1. DEFINICAO

Polindbmios de uma varidvel sdao expressdes que podem ser escritas como soma finita de monémios do tipo :
at“ onde k e N, a,_ podem ser niimeros reais ou niimeros complexos.

Exemplos:

a) 3t®—2t* + 5t — 7 é um polindmio.

b) (/3 +1)t?—7 é um polinémio.

c) 9t° +it® +(2+i)t*> =5t +4 é um polinémio

d) VX —8x? +5x—1 ndo é um polinémio.

1 . A
e) ¥+t ndo é um polinémio.

2. FUNCAO POLINOMIAL

Definicdo: Uma func¢do de uma variavel x € uma funcao polinomial complexa se pudermos escrevé-la na forma
:p(X) =a,+ax +a,x’ + ... +ax" ¥xeC.

p:C—C.

Onde

a,, &, a,,..., &, 530 numeros complexos chamados de coeficientes da fun¢do polinomial.

se a, =0, dizemos que p tem grau n.

Se o é um numero complexo e p(a)=0, a é raiz de p(x).

Um polindmio completo é aquele que ndo possui coeficientes nulos. Um polindmio completo de grau n possui
n+1 termos.
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3. VALOR NUMERICO

O valor numérico de p(x) em a (a € C) é aimagem de a pela fungao p
Exemplos:

P(x) =2x* 5 + 2 x +1 = P(2) = 2245234222 2 +1=11

P(x) = x* =2ix> =x + (3i —2) = P(i) = i* —4i-i* —i + (3i —2) = 5i -2

P(x) = x> +3x* +2x = P(-1) = (-1)* +3:(-1)* +2:(-1) =0

OBSERYACAO

(1) =a, +a; +a, + ... + a,_; + a, € a soma dos coeficientes.

P(0) = a é o termo independente.

4. POLINOMIO IDENTICAMENTE NULO

Chama-se polindmio identicamente nulo o polinbmio p(x) que tem todos os seus coeficientes nulos: p(x) =0 +
0x+0x*+...+0.x", isto é qgue assume valor zero para todos os valores de x.

Indicamos por p(x) = 0.

5. IDENTIDADE DE POLINOMIOS

Dois polinbmios sdao ditos idénticos quando tém sempre o mesmo valor qualquer que seja o valor atribuido a
variavel.

Quando dois polindmios sdo idénticos, os seus coeficientes sdo ordenadamente iguais.

6. RAIZES

Chamam-se raizes do polindbmio P(x) os valores de x € C tais que P(x) = 0.

Um polinbmio de grau n possui exatamente n raizes complexas. Desta forma, a quantidade de raizes reais é
no maximo igual a n.

Exemplo: O polindmio P(x) = x> — x — 2 é um polindmio completo de grau 2 e possui duas raizes reais: —1 e 2.
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Dado um polindbmio P(x) com pelo menos um termo de coeficiente ndo nulo, o grau de P, indicado por gr(P) é
o maior dos expoentes da varidvel x nos termos com coeficientes nao nulos.

Se P tem todos os coeficientes nulos, ndo se define o grau de P.
Exemplo:

P(x) = 2x* =2x** 4x +1 = gr(P) = 3

P(x)=5x=gr(P)=1

P(x)=7=gr(P)=1

8. OPERACOES COM POLINOMIOS

8.1. ADICAO E SUBTRACAO DE POLINOMIOS

A adicdo e a subtracdo de polind6mios sao feitas somando-se ou subtraindo-se os coeficientes dos termos de
mesmo grau em todas as variaveis.

Exemplos:

1) (4x*> —3x) — (x* —4x —3) =3x*> +x+3

2) (x> = 1)+ (x* =3 +1) =x*

8.2. MULTIPLICACAO DE POLINOMIOS

Para multiplicar polindbmios basta aplicar a distributividade da multiplicacdo.
Exemplo 1: 0C +2x =1)-(0C + X+ 2) = X+ X* + 2 + 2 + 2 #4x — x> = x =2 =X + X + A + X2 +3x — 2

Note que se o produto de dois polindbmios é nulo, pelo menos um dos polindmios deve ser nulo.

pq=0&<p=00uq=0
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OBSERVACAO

O grau do produto é a soma dos graus dos fatores.

gr(p-a) = gr(p) +gr(q)

8.3. DIVISAO DE POLINOMIOS

Dados dois polindbmios P(x) e D(x), de graus p e q, respectivamente, dividir P(x) por D(x) significa é encontrar
dois polindbmios Q(x) e R(x), denominados quociente e resto, respectivamente, que satisfazem

P(x) = D(x) - Q(x) + R(x)
onde o grau de R(x) deve ser menor que o grau de D(x) ou R(x) = 0.

Se gr(P) > gr(D), a divisdao pode ser efetuada pelo seguinte algoritmo denominado Método da Chave.

Ordenam-se P(x) e D(x) segundo as poténcias decrescentes de X, inclusive com os termos do dividendo que
possuem coeficiente 0.

Divide-se o primeiro termo de P(x) pelo primeiro termo de D(x), obtendo-se o primeiro termo do quociente.

Multiplica-se D(x) pelo primeiro termo do quociente e subtrai-se o resultado de P(x), obtendo-se o primeiro
resto parcial.

Com o primeiro resto parcial e o divisor D(x) repetem-se as operacgbes, obtendo-se o segundo termo do
guociente e assim sucessivamente até se encontrar um resto de grau menor que o divisor.

Exemplo: Calcular (x3 +2x -1) + (x2 +xX+2)

2
X H0X + 22X — | X+ X +2
1

3 2
X" =x"=2x |x—1

—x*+0x—-1

X+ X+2

x+1

Q(x)=x—1eR(x)=x+1
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No exemplo acima, o quociente tem grau 1 =3 — 2.
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1. Calcular a, b e c de modo que se tenha, Vx € R, ax* +(b +1)x* + (2c —1) = x* +1.

2. Obtenha A e B de forma que _1 A B paratodox#0ex=—1.
X(x+1) x x+1

3. Dividir P(x) = x* +2x3 +3x% +4x +5 e D(x) = x> +1.

x*+x% +1

4. (UFF 1998) Considere o polindbmio p(x)= , X # 1 e x # —1. Determine o polindbmio q(x) e as

X2—
A B C

constantes A, B e C tais que = A e =— +— ,x# le x# -1.
que p(x) q(><)+xz_1 21 %1 xal

5. (ITA) A divisdo de um polindbmio P(x) por x> — x resulta no quociente 6x> + 5x + 3 e resto —7x. O resto da
divisdo de P(x) por 2x + 1 é igual a

a)1l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

6. (ESPCEX) Na divisdo do polindmio 7x° + ... + 8x — 12 por x + 2 encontrou-se o quociente 7x° + ... + 4. Qual o
resto dessa divisao?

7. (AFA) Um polinémio P(x) do terceiro grau que, para todo numero real, satisfaz a expressao
P(x) = P(x — 1) + x* é:

a) x*/3 +x°/2 —x/6

b) x*/3 —x*/2 +x/6

) x3/3 +x%/2 + x/6
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d) x*/3-x*/2 - x/6
8. (ITA) Determine os valores de a e b, tais que os polindmios P(x) = x> —2ax’ + (3a+b)x—3b e

Q(x) = x> = (a + 2b)x + 2a sejam divisiveis por x +1?

9. (ESCOLA NAVAL 2013) Sejam F(x)= x> +ax+b e G(x) = 2x? + 2x—6 dois polinémios na variavel real x, com

a e b numeros reais. Qual valor de (a+b) para que a divisao % seja exata?

a) -2

b) -1

d 1

e) 2

10. (ESPCEX 2015) O polindmio f(x) = x® — x> + x? +1, quando dividido por g(x) = x® —3x+2 deixa resto r(x).
Sabendo disso, o valor numérico de r(-1) é

a) -10.

b) -4.

c) O.

d) 4.

e) 10.

11. Determine as constantes a, b e c na identidade:

a.(x+5y—3z)+b.(2x -2y +5z)+c.(7x+11y+3z)+x—2y =0

12. Aidentidade abaixo é vdlida para todo x real, diferente de — 1.
Determine ovalordea+b +c.

X +4 a b.x+c
=1+

X+1  x+1 X*—-x+1

13. Seja um polindmio P(x) do 6° grau, com P(0) = 1 e tal que: P(1) = P(-1) = P(2) = P(-2) = P(-3) = P(3) = 2.
Determine o valor de P(4).
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14. (IME-01) Determine todos os niimeros m e n para os quais o polindmio 2x™ + a*" x™ ~>" — a™ é divisivel por
X+ a.

P(x) = 2x™ +a>" . x™3"—a™,

15. (AFA 1999) O coeficiente de x3 no polindmio P(x) do terceiro grau que se anula para x =-1 e tal que
dividido separadamente por x—1, X+ 2 e X+3 deixa sempre resto 20 é

a) 5
b) 10
c 1
d) -5

16. (AFA 2001) Seja P(x) um polindmio de grau 4 com coeficientes reais. Na divisdo de P(x) por x—2, obtém-
se um quociente Q(x) e resto igual a 26. Na divisio de P(x) por x?+x —1, obtém-se um quociente H(x) e
resto 8x—5.Se Q(0)=13 e Q(1) =26, entdo H(2)+H(3) éigual a

a) 0

b) 16

c) -47

d) —28

X2 Ax+B s Cx+D

4

17. (EN 2010) Ao escrevermos =—— 5
X"+1 aX“+bx+c;, a,x“+b,x+c,

onde a;,b;,¢; (1<i<2)eA, B, CeD

sao constantes reais, podemos afirmar que A2 +C? vale:

)
b)%
) 1
d)%
e) 0
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1. Aigualdade se verifica Vx € R se os polindmios forem idénticos, assim:

a=0
ax* +(b +1)x* + (2c-1) = xX* +1 < Jb+1-1=b=0
2-1-1esc=2

1 A, B < 1=A(x+1) +Bx< 1= (A+B)x+ A
X(x+1) x x+1

Igualando os coeficientes temos:
A=1

A+B=1+B=0<=B=-1

3. Supondo Q(x) = ax +b e R(x) = cx” +dx +e, temos: P=QD + R
= x* +2x +3x2 +4x +5 = (ax +b)-(x> +1) + (cx® +dx +e)

= x* +2x° +3x% +4x +5 = ax” +bx’ +cx’ +(a +d)x +(b +e)

0o T o
Il
w N P

= = Q(x)=x+2eR(x)=3x"+3x+3
a+td=4<d=3

b+e=5<e=3

11
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p(X)=———— =X +2+i 2
= 21 X2_1:>q(x)-x +2eA=3

C

=0
B_c_3 >B=3/2eC=-3/2

B+
< 3=(B+C)x +(B—C) = {
5.
RESPOSTA: E

6. Como o grau do divisor é um, entdo o resto é nulo ou possui grau zero => r(x)=r
7+ . 48x—12=(7X + .. +8)(x+2)+r => X+ .. +8x—-12=7x°+...+8+r =>

8+r=-12 => r=-20

7.

P(x)=ax’ +bx?+cx+d ..P(x)—P(x—1)=x*> =>

ax +bx*+cex+d—-alx—1>2-b(x-1)-c(x—-1)—-d=x* =>

ax +bx?+cx—ax® +3ax? —3ax+a—bx?+2bx—b-cx+c=x* =>
3ax’ +(2b—-3a)x+ (a—b +c) = x?

Da igualdade de polinbmios temos:

~3a=1 => a=1/3 ..2b-3a=0 => 2b=3(1/3)=> b=1/2
sa—-b+c=0 = ¢c=1/2-1/3 => c=1/6

Ou seja, P(x) = x3/3 + x*/2 + x/6 + d, onde d é qualquer nimero real.

RESPOSTA: C

8. Para que P(x) e Q(x) sejam divisiveis por x+ 1 entdo P(—-1)=0e Q(-1)=0
SP(-1)=0 => —-1-2a-3a-b—-3b=0 => 5a+4b=-1

5.Q(-1)=0 => —1+a+2b+2a=0 => 3a+2b=1 => 6a+4b=2 => a=3 e b=-2

12



X3+0-x2+a-x+b 2x2+2-x-6

3424, 15 1
X° + =X+ 3 - X > >

0+-x>+(@+3)-x+b

x2+1.x-3

(@a+4)-x+(b-3)

|\ J
h'd

Polindbmio nulo

De acordo com a divisdo efetuada acima, temos:

at4=0=>a=-4
b-3=0=b=3

Logo, a+b=-1.

RESPOSTA: B

10.

X2 +0x* - x®+ x%+0x+1[x%+0x% -3x+2

—x5+0x4+3x3—2x2 x2 42

+2x3 - x2+0x+1

—2x3 +0x% +6x -4

~ x24+6x-3

Portanto, r(x)=—x2 +6x-3 e r(-1) =—(-1)? + 6(-1) - 3 = —10.

RESPOSTA: A

11. Temos uma expressado do lado esquerdo da identidade, dependente das varidveis independentes x,y e z, e
deve ser “identicamente nulo” (i.e. para qualquer sejam os valores assumidos por x, y e z, a expressdo devera

se anular)

13
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a.(x+5y—3z)+b.(2x =2y +5z)+c.(7x+1ly +3z)+x -2y =
=a.x+2bx+7c.x+x+5a.y—-2b.y+1lc.y—2—3a.z+5b.z+3c.z=
=x.(a+2b+7c+1)+y.(5a—2b+11c—2)+z.(-3a+5b+3c)

Temos:

x.(a+2b+7c+1)+y.(5a—2b+11c—2)+(-3a+5b+3c)=0

=0 =0 =0

De onde segue:

a+2b+7c+1=0
50—-2b+11c-3=0
—3a0+5b+3c=0

Resolvendo, temos:

37
a=——;b=—5;c=E
6 6

12.

X +4 a b.x+c
=1+ +—

x +1 x+1 x —x+1

(x3 +1) . (b.x+c)(x3 +1)

x+1 X —x+1

:(x3 +4)E(x3 +1)+a.

Sabendo que -1 é raiz de x® + 1, podemos fatorar: x>+ 1= (x + 1) . (x* - x + 1).

Voltando na expressao de identidade:

(x3+4)E(x3+1)+a(x2—x+1)+(bx+c)(x+1)
=x’+1+a.x’ —ax+a+bx’ +bx+cx+c
=x’+x*.(a+b)+x.(b+c—a)+(1+a+c)
a+b=0
“ib+c—a=0
l+a+c=4

sa=1,b=-1,c=2 = a+b+c=2

14
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13. Seja Q(x) = P(x) — 2. Sabemos que:
Q(1)=Q(-1)=Q(2)=Q(-2)=Q(-3)=Q(3) =0

Da definicdo de Q(x), temos que este também é 6° grau. Além disso, conhecemos todas as raizes de Q(x), de
tal forma que podemos escrever:

Q(x)=a.(x—1).(x+1).(x=2).(x+2).(x+3).(x—3)

:a.(x2 —1).(x2 —4).(xz —9)

Conhecemos a menos do valor da constante ‘a’, o polindmio P(x):

P(x)=a.(x2 —1).(x2 —4).(x2 —9)+2

Para determinar o valor de ‘a’, facamos x = O:

P(0)=a(0-1)(0-4).0-5)+2-1 - =%

Com isso, podemos determinar P(4):

p(4)=%_(42 ~1).(4*-4).(4*-9)+2=37

. |P(4)=37

14. Para que a expressao seja um polindbmio, temos as restricdes

e m=>0 (1)

. m—3n20:>m23n:n£% (2)

Para que P(x) seja divisivel por x+a = P(-a)=0
P(-a)=2(-a)"+a>".(-a)™"-a"

P(-a)=a™[2. (-1)™ + (-1)™"- 1]
ecasoa=0=P(-a)=0V men eZ*,m>0.
eaz0=2.(-1)"+(-1)""-1=0<

15
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{m é pare
m—3n é impar| < n é impar

(m>0e nsm)
3

15.

P(x)-20=a(x-1(x+2)(x+3) < P(x)=a(x-1(x+2)(x+3)+20
P(-D=a(-1-1D)(-1+2)(-1+3)+20=0<«>a=5

RESPOSTA: A

16.

P(x)=(x-2)-Q(x)+26=P(2)=26
P(x)=(x2+x-1)-H(x)+(8x=5) = P(2) =5-H(2)+11=26 < H(2) =3
Q(0)=13=P(0)=(-2)-Q(0)+26 < P(0)=0
Q1)=26=P1)=(-1)-Q(1)+26 =P(1)=0
P(0)=(-1)-H(0)+(-5)=0< H(0)=-5
P(1)=1-H1)+3=0=H(@)=-3
H(0)=c=-5
H(x)=ax’?+bx+c=1H@Q) =a+b-5=-3<a+b=2 =a=2,b=0,c=-5
H(2)=4a+2b-5=3<2a+b=4
= H(x)=2x>-5=H(3)=2.9-5=13
= H(2)+H(3)=16

RESPOSTA: B

17.
x*41=x+2x% +1-2x% = (x2 +1)2 —(«/fx)z = (x2 ++/2x +1)(x2 —J2x +1)

x>  Ax+B ,_Cx+D
x* 41 x242x+1 x2—2x+1

16
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A+C=0

N

~ﬁ%+B+ﬁk+D=k:ﬂﬁA+ﬁk:LbC—A=7?
A+C—-2B++2D=0

B+D=0
A+C=0
= GeocYZ a2 e 111
cC-A=Y2 4 4 8 8 4
2
RESPOSTA: C
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